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Position du probléme : on prend une premiére photo, appelée photo 1, d’un cercle dessiné au
sol & partir d’un avion passant a la verticale : sur la photo apparait un cercle. Voir cercle figure 1.
On prend une deuxiéme photo, appelée photo 2, de ce méme cercle quand ’avion qui n’est pas
a la verticale : sur la photo la représentation du cercle est une ellipse. Voir ellipse figure 1.
La figure 1 superpose les deux photos (aprés mise a ’échelle).

Probléme : On dessine deux vecteurs orthogonaux (au sens usuel euclidien) sur le sol : ils ap-
paraissent bien orthogonaux (au sens usuel euclidien) sur la photo 1, mais n’apparaissent pas
orthogonaux (au sens usuel euclidien) sur la photo 2 (en général). Ce qui est représenté figure 1
par :

1- la tangente en un point () d’un cercle est perpendiculaire (au sens usuel euclidien) au vecteur
(ﬁ, alors que

2- la tangente précédente apparait sur la photo 2 au point P de lellipse, et, sur la photo 2,
n’est pas perpendiculaire (au sens usuel euclidien) au vecteur OP.

FIiGUure 1 — Dans le plan Ozy : lorthogonalité euclidienne (pour le cercle) et l'orthogonalité
elliptique (pour ’ellipse).

Question : sur la photo 2, si ¢ est un vecteur tangent a ellipse, quel produit scalaire (-,-)s
doit-on utiliser pour avoir ((ﬁ;, Ny =07

Si on dispose d’un tel produit scalaire (-,)as, si (-, )z est le produit scalaire euclidien, alors,
si @ et b sont deux vecteurs dessinés sur le terrain (ou dessinés sur la photo 1), si ap et l_;p sont ces
mémes deux vecteurs vus sur la photo 2, alors (&@,b)g2 = 0 ssi (a@), Ep)M =0.

Cest & dire : les vecteurs @ et b sont (-, -)gz-orthogonaux (au sens usuel euclidien) ssi les vecteurs

ap et l;p les représentant sur la photo 2 sont (-, -)as-orthogonaux.

acost

Résultat : Si Uellipse est donnée par 7(t) = (bsint

), on va voir qu’il faut utiliser le produit

. . v 0
scalaire de matrice M = 0 a2 )



1 Cercle dans R? dans la base canonique (1, €, €3)

Soit (€1, €2, €3) la base canonique de R? et soit O un point donné (origine). Quitte & changer
Porigine et les axes, un cercle est donné par la courbe paramétrée :

r1 = Rcos@
O = &(0) = Rcos0&, + Rsinféy + 08 = | zo = Rsind | ,  0€l0,27], (1.1)
73 =0 @

d’image le cercle usuel de centre 0 et de rayon R dans le plan (0,e1,85).

2 Changement de base

Soit A la position de ’avion (d’ou est prise la photo) dans R3, et soit ¢g I’angle que fait I’avion
avec la verticale, avec donc ¢y €] — Z, Z[ (ot g = 0 correspond & la photo 1 = photo prise & la
verticale).

On tourne autour de ’axe Ox; comme sur la figure 1.

On change de base orthonormée, pour aller dans la nouvelle base orthonormée (b1, ba, b3) telle
que b; = €1 et bz donne 'axe OA ou A est la position de 'avion :
1= _’1, 52 = COS @()gg —+ sin (p()gg, 55 = —sin (,0()52 + cos (p()gg. (21)
Si ¢y = 0 on vérifie que 53 = €3, i.e. si pg = 0 'axe OA est “la verticale au sol”, et (l_);) = (&).

1 0 0
La matrice de changement de base est la matrice P = | 0 cosypg —sinpg | dont la colonne j
0 singg cosyg

contient les composantes de 5j dans la base canonique (€;).

3 Le cercle dans la nouvelle base (b;, by, bs)

Soit (y1,y2,y3) les composantes de ¢(#) dans la base (I;L) :

- o . n
c(0) = y1b1 + y2b2 + ysbs = | o (3.1)
Y3718
- 1 0 0
Ayant [bj]z) = P.[€j])(#) pour tout j, et P~ = [ 0 cosgpy singg |, les formules de change-

0 —singg cosyg
ment de base donnent :

Y1 X1 X1
yo | =P L | 2o | = | cospozs —sinpozs | . (3.2)
Y3 T3 Sin @oTg + COS YoT3

D’ott avec (1.1) on obtient Péquation du cercle dans la base (b;) :
y1 = Rcos¥d

@) = | y2 = Rcosyppsinb , 6 € [0, 27]. (3.3)

y3 = Rsin g sin § @)

4 Le cercle projeté sur le plan orthogonal (51, 52) : I’ellipse

La projection de ¢(0) sur le plan Vect{gl, 52} orthogonal & OA donne la courbe paramétrique
pour 0 € [0,27] :

o\ (Y1 = Rcost [ acosf . . _ .
7(0) = (ngcoscposiHO) = (bsin@) , ol a=R, b= Rcospg. (4.1)
(On retrouve le cercle quand ¢g = 0). Son image est l’ellipse comme sur la photo 2. (L’équation

2 2
de P'ellipse s’écrit aussi Z—; + z—g =1)



5 Orthogonalité elliptique

Rcos6

Sur un cercle ¢(0) = <Rsint9

>, la tangente au cercle est toujours perpendiculaire au rayon

pour le produit scalaire euclidien (-, -)gz : un vecteur tangent est ¢’(6) = (—Rl-izlsn99> , et donc
1(&)

(c'(0),C2(0))r2 = 0 pour tout 6.

Sur lellipse #(0) = (“COSH

bsin@)’ c’est faux en général : un vecteur tangent est 7'(6) =

(;Lz(s)lsn:) , et donc, la base (l_);) étant orthonormée :
[(B)

(7' (0),7(0))p2 = (b*—a?) cos O sin § (5.1)

non nul quand a # b ou quand 6 # k% pour k € Z (égalité sur les petit et grand axes).

Et on rappelle le but de ce poly : on veut trouver un produit scalaire (-,-)p tel que, pour
tout 6 :

7'(0) Lar 7(0)  ie.  (F'(0),70)m =0, ie.  ([F()]".M.[F(6)] = 0. (5.2)
i.e., pour tout 0 :
. acosf
(—asinf bcose)'M'(bsinH) =0. (5.3)
Il est immédiat que :
M= (70 (5.4)
“\0 %)’ ’

Ainsi, sur la photo 2, si on dessine la base orthonormée (51, 52) (la photo est 2-dimensionnelle
et correspond a la projection du cercle sur le plan (O, b1,b2)), si P est un point sur lellipse et si ¥
est un vecteur tangent ¥ & Dellipse, alors ((ﬁ, ¥)m = 0.

Et on retrouve la relation d’orthogonalité correspondant au “vrai” cercle : si @ est un point du
cercle représenté par le point P (sur Uellipse) sur la photo 2, et si w est un vecteur tangent au cercle
représenté par le vecteur ¥ (tangent a Pellipse) sur la photo 2, alors (o, @)Rz = 0 (orthogonalité
du monde réel) équivaut a (7, (ﬁg) m =0 (la (-, -) p-orthogonalité sur la photo 2).

6 Orthogonalité pour (-,-)) : directions conjuguées
Soit M une matrice symétrique définie positive. Rappel : la forme bilinéaire suivante :

(@, 9w = [#]".M.[7), (6.1)
définit un produit scalaire ([Z] est la matrice colonne des composantes de Z dans la b.o.n. eucli-
dienne, idem pour [7]).

Définition : on dit que les vecteurs 7 et 3 sont M-conjugués ssi :
Flyg, e (@PHum=0  ie  [FT.M[J] =0, (6.2)

qui est la relation d’orthogonalité pour le produit scalaire (-, -)as-



