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1 Rappels matriciels

1.1 Rappels vectoriels
1.1.1 Base

Pour la diagonalisation (recherche de valeurs propres) on utilisera R (I’ensemble des réels) ou
C (’ensemble des complexes)). On note notera K pour désigner R ou C.
Soit V' un espace vectoriel de dimension n sur le corps K.

Une base (€;)i=1,..» dans V est une famille de vecteurs de V' qui est libre et génératrice. On

. - noté ,_, . . . . ..
notera simplement (€;);=1,..., = (€;) si la dimension n est implicite.

Si (€;)i=1,....n est une base de V, si & € V, alors & admet n uniques composantes z; € K :

n
=) ;. (1.1)
=1

Définition 1.1 La représentation en “matrice colonne” du vecteur # dans la base (€;) est :

x
@e= ¢ ). (1.2)

et cette matrice colonne [7]|(¢) est également appelée un “vecteur colonne” (vocabulaire dangereux :
une matrice n’est pas un vecteur).

En particulier :
0

(€= |1 « lignei |. (1.3)
0
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Remarque 1.2 Le vocabulaire “vecteur colonne” est trompeur : un “vecteur colonne”’ n’est pas un
vecteur, c’est une matrice. Donc on utilise “vecteur colonne” pour dire “matrice colonne” dans une
base. mn

1.1.2 Base canonique dans K"

Soit K = R ou C. Un élément de K est appelé un scalaire.

K" = K x ... x K (n fois) est le produit cartésien de K par lui-méme n fois. (Donc K™ = R"
ou bien K™ = C".) On le munit de l’addition usuelle et de la multiplication par un scalaire usuelle
qui en fait un espace vectoriel sur le corps K (immédiat).

Définition 1.3 La base canonique de K™, notée ici (E'i)i:l,__m, est définie par :

—

Ei=(1,0,..,0)e K x ... x K, iy En=1(0,..,0,1) e K x ... x K.

ou on a utilisé 1 fois ’élément neutre 1 de la multiplication, et n—1 fois ’élément neutre 0 de
I’addition.

Lorsqu’on utilise la base canonique, on abrége la notation 1' : pour ¥ = Z?:l xiﬁi e K"

1
@@ =) (1.4)

X n

Ainsi Z =31 | 2, E; = (21,...,p) € K X ... X K est représenté matriciellement par 1} dans la
base canonique. En particulier :

0
[Ei]= |1 « lignei |- (1.5)
0

Lorsqu’on travaillera simultanément avec K™ et K™, on notera (Ei(m))izlw,m = (El(m)) et
(E’i(n))izl,---,n = (E'Z(")) les bases canoniques respectives de K™ et de K™.

Remarque 1.4 Un espace vectoriel n’a pas nécessairement de base canonique : il n’est pas né-
cessairement, décomposable de maniére “naturelle” en un produit cartésien d’un corps. Exemple :
lespace vectoriel P; des fonctions affines par morceaux, cf. § 5.7 utilisé en éléments finis, en
imagerie, en dessin informatique... un

Remarque 1.5 « La » base canonique est une notion mathématique. En pratique elle dépend :
a) du choix du 1 (!) : 1 pied? 1 métre? 1 nanomeétre? 1 Ampére? 1 degré Kelvin?...
b) et de I'orientation choisie : dans R? la “verticale” dépend du lieu oi on est...
D’ou I'importance des formules de changement de bases (pour que les différents utilisateurs

puissent échanger leurs résultats et les comparer). un

1.1.3 Produit scalaire usuel dans R"
On rappelle que les symboles de Kronecker §;; sont définis par :
1 sii=y,
0i5 = 1.6
v { 0 sii#j. (1.6)

Définition 1.6 Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive (sert a
comparer deux vecteurs). Le produit scalaire usuel dans R™ est la forme bilinéaire (-, -)g, définie a

I’aide de la base canonique (E;) de R™ par :

VZ,] = 17"'7”3 (E‘iaE"j)RTL = (S’L] (17)
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Par bilinéarité, pour © =Y | z;E; et § = Yo y;E;, on déduit immédiatement : (7, Prn =
szzl Jiiyj(Ei, Ej)Rn = ZZ]‘:I ziyjdij, donc :

(@ Prr = Zl‘z‘yi- (1.8)
i=1

Définition 1.7 Une base (€;) de R™ est une base orthonormée (b.o.n.) dans (R”, (-, -)gn) (ortho-
normée relativement au produit scalaire usuel), ssi :

VLJ =1,..,n, (giagj)R" = 62] (19)

Exemple : la base canonique de R™ est une b.o.n. dans (R”, (-,-)g.), par définition du produit

scalaire usuel, cf. (1.7).

1.1.4 Norme usuelle dans R" et Pythagore
Définition 1.8 La norme usuelle dans R™ est la norme associée au produit scalaire usuel : pour

tout ¥ € R™ :
12l ler = V/ (%, D). (1.10)

Théoréme 1.9 (Pythagore). Le théoréme de Pythagore exprime la norme usuelle dans la base
canonique (E;) : pour & = x;E; € R" (décomposition sur la base canonique) on a :

n

2. = fo (Pythagore). (1.11)

i=1

17|

Et cela reste vrai si on remplace la base canonique (E;) par une b.o.n. (&;) de (R™, (-, Jgn)-
Preuve. Hf”]]%“ = (f’ f)]R" = Z?,jzl .’I}lx](é;, é’j)Rn = Z;L,jzl 95115151] = Z?:l ,’L‘? pour (é’l) b.o.n.. um

1.1.5 Produit scalaire usuel dans C"

On aura essentiellement besoin des complexes et du produit scalaire usuel dans C™ pour dé-
montrer le théoréme de diagonalisation des matrices symétriques réelles (existence des racines du
polynéme caractéristique).

Soit (E;) la base canonique de C” = C x ... x C (espace vectoriel sur C).

Pour # = Y1, x;E; € C", on définit le vecteur complexe conjugué par & = 57, 7 E;.

Définition 1.10 Le produit scalaire usuel dans C™ est I'application (-, )¢, : C* x C* — C définie
par, pour =Y x;Eet g =3  yE;. :

n
(&, §)ce = > xiT, (1.12)
i=1

ou 7; est le complexe conjugué du complexe y;.

N.B. : certains auteurs notent (Z, )cr = Y ., T; y; (conjugué de (1.12))).

Donc :

(% &)cn = (@ Pen (= Zyz-xi). (1.13)

1.1.6 Norme usuelle dans C"

Définition 1.11 La norme usuelle ||.||cn : C* — Ry est la norme associée au produit scalaire
usuel (-, )¢, @ pour &=y 1" x;E; € C", c’est le réel donnée par :

n
- e 1
1 = V(& Den = (Y J2il*)*
i=1

(1.14)

ou |z| = v/2Z est le module du complexe z.
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1.2 Matrices m*n
1.2.1 L’espace vectoriel des matrices m * n
Définition 1.12 Soit m,n € N*. Une matrice m *n dans K est un tableau :
Ay . Agy,
A= : S [ 7P (1.15)
Ami oo Amn '
ou A;; € K pour tout 4, j. Le premier indice dans A;; désigne la ligne, ici ¢ désigne la “ligne ",

et le second indice désigne la colonne, ici j désigne “la colonne j”, le scalaire A;; se trouvant &
I'intersection de la ligne i et de la colonne j.

On note simplement A note [A;;] si m et n sont implicites.

On note M, ,,(K) = K™*" P’ensemble de matrices m * n dans K.
Définition 1.13 Une matrice ligne est une matrice A = (A1 ... Aj,), ici matrice ligne 1 * n.

Une telle matrice est également appelé un “vecteur ligne”. Attention : un “vecteur ligne” n’est
pas un vecteur : c’est une matrice.

Ay
Définition 1.14 Une matrice colonne est une matrice A = , ici matrice colonne n * 1.

Anl
Une telle matrice est également appelé un “vecteur colonne”. Attention : un “vecteur colonne”
n’est pas un vecteur : c’est une matrice.

Définition 1.15 Une matrice est dite carrée ssi m = n ; sinon elle est dite rectangle.
On note aussi M,, ,(K) = K™ Tensemble des matrices carrées dans K.

Définition 1.16 Une matrice D = [D;;] est diagonale ssi elle est carrée et D,;; = 0 pour tout
i # 7. Et on note alors :

M0 .. 0
0 X O
D =diag(A,..., )= + o - = diag(\;), (1.16)
0
0 .. 0 A\

ott donc \; = D;; pour tout 7, et D;; = 0si¢ # j.
Définition 1.17 La matrice n * n identité est la matrice carrée définie par :

I=[bij] i1 = diag(L, ..., 1), (1.17)

matrice diagonale dont les éléments diagonaux valent tous 1.

Définition 1.18 Une matrice L = [L;;] € M,,, est triangulaire inférieure (Lower triangular
matrix) ssi ¢ < j implique L;; = 0 (des zéros au dessus de la diagonale).

Une matrice U = [U;;] € M,y est triangulaire supérieure (Upper triangular matrix) ssi ¢ > j
implique U;; = 0 (des zéros en dessous de la diagonale).

Définition 1.19 Soit A = [A4;;] et B = [B;;] deux matrices m * n dans K, et soit A € K. On
définit la somme A + B = [(A + B);;] et le produit AA = [(AA);;] par, pour tout %, j :

Proposition 1.20 L’ensemble M, ,,(K) des matrices m * n dans K, muni de I'addition des ma-
trices et de la multiplication par un scalaire, est un espace vectoriel.

Preuve. Il suffit d’appliquer la définition d’un espace vectoriel : vérifications élémentaires. un
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1.2.2 Matrice transposée

Définition 1.21 Soit A = [A;j]

[(AT)i3] i=1.n € Mo (K) définie par :
ij= m

..... m € Myn(K). Sa matrice transposée est la matrice AT =

i=1
j=1

Vi=1,...,n, Yj=1,..m, (A"); = A, (1.19)

autrement dit, la transposition échange les lignes et les colonnes.

1 4
Exemple 1.22 A = L2 a pour matrice transposée AT = [ 2 5 un
4 5 6
3 6
Proposition 1.23 Pour toute matrice A on a (AT)T = A.
Preuve. ((AT)T);; = (AT);; = Ai;, pour tout i, j. a
1.2.3 Produit d’une matrice 1xn et d’une matrice n* 1
a
Définition 1.24 Soit [{] = (¢1 ... £, ) une matrice ligne 1%n, et soit [¢] = [ @ | une matrice
Cn

colonne n * 1. On définit le produit matriciel [¢].[c] comme donnant le réel définie par :
[0.[d =) tic; €R. (1.20)
i=1

Exemple : si (7;) une base de R™, si & = > 1" | a;0; et si § = >, y;U;, alors avec la nota-

tion (|1.2) :
[f]aﬁ)-[ﬂl(ﬁ) = leyl (1.21)
i=1

Proposition 1.25 Soit (7;) une b.o.n. de (R™, (+,")g.). SIT =Y i, x;U; et § =Y i, y;V;, alors :
(Z,9)rn = [f]ljgﬁ).[ﬂ|(g), si (¥;) b.o.n.. (1.22)

C’est faux si (U;) n’est pas une b.o.n..

Preuve. Soit (Uz) une b.o.n. : (f, :lj)Rn = ZZj:l xiyj(?_]'i,ﬁj)sz = Z?,jzl miyjéij = E?:l TiYi =

[y T of- (1:2) et (1.20). )
Si (¥;) n’est pas une b.o.n., il existe deux vecteurs @; et U; t.q. (¥;, ¥;)r» # 0. Donc, avec db
et " [5Z]ﬁ[ﬁj]|g =0 75 (Ul, ﬁj)R”- .

Cas particulier de (EZ) la base canonique : (l est écrite simplement :

(Z,9)r = [2]7.[7], si base canonique et produit scalaire usuel. (1.23)

1.2.4 Produit d’une matrice m *n et d’une matrice n *x 1

Soit A = [Aj;]i=1....m € My, une matrice m * n. Notons :

1]
A= y ou donc wl] = (Azl Azn ) 5 (124)
[£m]
ou donc [¢;] = (A ... A ) est la i-éme matrice ligne de A (le i-éme “vecteur ligne”). Soit
C1
[c]= : | une matrice colonne n * 1.

Cn
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Définition 1.26 On définit le produit matriciel A.[¢] comme donnant la matrice colonne m * 1
définie par :

[61]-[c]
Al ¥ : € M. (1.25)
[£m]-[c]
Donc : n
A11 Aln C1 Zj:l Aljcj
A= : ] = : . (1.26)
Aml Amn Cn Z?:l Am]‘ Cj
En particulier, pour & =Y, xlﬁf") et [Z] = [f]‘(ﬁ) (utilisation de la base canonique) :
21 Avj;
A.[Z] = : . (1.27)
it Amg;
En particulier :
Alj
A[Ej(n)] = = colonne j de A. (1.28)
Apj

1.2.5 Définition du vecteur A.7

Multiplier une matrice et un vecteur n’a pas de sens : I'existence d’un vecteur ne dépend du
choix d’une base faite par un expérimentateur (un vecteur est “intrinséque”), alors qu’une matrice
est juste un tableau de scalaires.

Quand on utilise les bases canoniques, on abuse tout de méme des notations (c’est pratique au
sens ol ¢a allége les notations) : on représente un vecteur  dans la base canonique par sa matrice
colonne [Z] pour définir A.7 :

Définition 1.27 Soit A = [A;;]i=1....n . Quand on utilise les bases canoniques :
j=1 mn

si &= leﬁf") alors (définition) : Az Y Z( Aijxj)Efm). (1.29)
i=1 i=1 j=1
Donc :
i1 Avj;
[A.Z] = : = A.[7], quand on utilise les bases canoniques, (1.30)

n
Zj:l A
i.e. les composantes du vecteur A.Z dans la base canonique sont stockées dans la matrice colonne

A.[Z] (cf. (1.27)). Notation abusive :

A7) note 4z quand on utilise les bases canoniques, (1.31)

et donc un vecteur est “identifi¢” a une matrice (!) : [A.Z] = A.Z. Attention uniquement si on
utilise les bases canoniques (notation dangereuse si on fait des changements de base, et notation
inadmissible si deux utilisateurs calculent indépendamment, cf. remarque [1.5)).

Remarque 1.28 Définition non abusive : soit £ : £ € R™ — L. € R™ une application linéaire.
Une application linéaire est parfaitement déterminée si, étant donnée une base (7;) dans R™ et une
base (w;) dans R™, on connait les images des £.7; dans la base (), i.e. si on connait les scalaires
Aij tq. L0 =Y Aijis, et alors [L](5), (@) = [Aij] = A est la matrice de £ relativement & ces

. . N . _, def — .
bases. Dans le cas particulier o les bases sont les bases canoniques, on note A.Z = L.Z. Voir le

§ un
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Exemple 1.29 A.E™ est donc le vecteur dont les composantes dans la base canonique sont

données par la colonne j de A. C’est le j-éme “vecteur colonne” de A ot on utilise ici les bases

canoniques. uh

La définition donne, pour tout &, € K™ et tout A € R :
A(F+\j) = AF+ A, (1.32)
vérification immédiate avec (1.27). D’ou :
Définition 1.30 On dit que A est linéaire.

Proposition 1.31 Soit A € M,,,(K). S’il existe une base (U;) dans K" telle que A.U; = ¥; pour
tout j = 1,...,n (donc au sens A.[U;] = [¥;] pour tout j = 1,...,n, cf. (1.31))), alors A = I (la
matrice identité dans K™).

Preuve. Soit & € R™. Soit z; ses composantes sur la base (¥;) : & = Z?:l x;U; Donc A.Z =
> T AU = 300, @0 = & pour tout ¥ € R™. En particulier A.E; = E; pour tout j. Donc le
j-éme vecteur colonne de A est A.[E;] = [E;], cf. (1.5). Donc A = I. wa

1.2.6 Produit d’une matrice m *n et d’'une matrice n * p

[41]
Soit A = [Aij]i;ll,...,vn = : € M, (matrice m * n), cf. (1.24). Soit :
j=1,..., n
(€]
Blj
B=[Biliz = ([b1] .. [B]) €My,  olidonc  Pjl=| : |, (1.33)
By,
donc [Ej] € M, est le “j-éme vecteur colonne” de B pour j=1,...,p.
Définition 1.32 Le produit matriciel A.B est la matrice m * p définie par :
» [a]-[b2] o () [Bp]
A.B = = [[Ez][bjﬂ i_:ll ..... m oy (134)
— - J=L...,p
[€m]-[b1] oo [€m]-[bp]
matrice des produits “lignesxcolonnes”.
Donc :
Y1 ABin . 35 AyBjp
A.B = = [; AikBkj] IJ:=11,7: s (135)
D=1 AmiBin o 25y AmiBip
et :
A (am]) . (AB)) ], (1.36)

i.e. la matrice A.B stocke le “vecteur colonne” A.[Ej] dans sa j-éme colonne, cf. lj

Exemple 1.33 Si une machine fabrique p produits [l_);] caractérisés par n valeurs (B;;)i=1

.....

A est un indicateur de “qualité”, la matrice A.B stocke dans ses colonnes les “qualités [A.gj]” des
produits [5]] fabriqués. ua
Proposition 1.34 Pour A € M,, ,(K) et B€ M, ,(K) on a :

(A.B)T = BT . AT. (1.37)
Preuve. ((AB)T)ZJ S (AB)JZ = Zk AjkBki et (BT.AT)U . Zk(BT)ik(AT)kj S Zk BkiAjk;
dou ((A.B)T);; = (BT.AT);; pour tout i, j. wa
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1.2.7 Relation (A.7,§)r» = [§]T.A.[Z] (utilisation des bases canoniques)
z1
Soit (E'Z.(k)) la base canonique de R¥. Pour # = Zle xiﬁgk) on note [Z] = | : |. Et soit
T
(*,)gw le produit scalaire usuel dans RF.

Proposition 1.35 Si A € M,,,,(R), si € R", si §y € R™, alors avec la notation (1.31)) :
(AZ, rm = [T AlZ] (= [@T.AT[)] = (&, A9)rn), (1.38)
ou donc on a utilisé les représentations des vecteurs dans les bases canoniques. En particulier :

Ay = (A.E§">,E§’">)Rm (= [E§m>]T.A.[E§”>]). (1.39)

.
N - . - m .
Preuve. Avec 1) ol donc on utilise les bases canoniques, avec & = >, %EZ( ) et ¥y =

S B, ona Ag = T (00 Ay )EX™, done (7, Az = S0 S0 2 Aiy; qui est
bien égal a [7]7.A.[¢]. ua

1.2.8 Associativité du produit matriciel et algébre des matrices

Proposition 1.36 Si A € M,,, ,(K), B € M, ,(K) et C € M,, ,(K) sont trois matrices, alors :
(A.B).C = A.(B.C). (1.40)

D’oi M,, ,,(K) muni de I'addition des matrices et de la multiplication matricielle est un anneau.
Cet anneau est non commutatif (pour n > 2).

Et M,, o(K) muni de 'addition des matrices, de la multiplication matricielle, et de la multi-
plication par un scalaire est une algébre non commutative.

Preuve. Vérification de ’associativité (1.40)) : exercice facile. L’élément neutre de la multiplication
est la matrice identité (immédiat). La distributivité est immédiate : (M,, ,,(K), +,.) est un anneau.

Mais cet anneau n’est pas commutatif : prendre A = (1 0) et B = (0 1) qui donnent

0 2 1 0
0 1 0 2
an= (3 Nana- (0 2)as

Et M, ,,(K) est une algébre : exercice facile. un

1.2.9 Echange de lignes et de colonnes
Soit (E;) la base canonique de K™.

Définition 1.37 La matrice n *n de transposition pour les indices i et j est la matrice P définie
par (ses colonnes) :

—

P[E]| =[E;l, P[E]=[E], et P[E]=I[E] Vk#ij (1.41)

Exemple 1.38

o = O

10
0 0 | est la matrice de transposition pour les deux premiers indices.  au
0 1

Proposition 1.39 Une matrice P de transposition est symétrique d’inverse elle-méme : PT = P
et PP=1.

Preuve. Soit i < j et P = ([Ey] .. [E;_1] [E;] [Eiva] - [Ej1] [Ei] [Eju] -[Ea]),
matrice de transposition des indices i et j. Avec (1.41) on a : Py = 1 pour tout k # i,j, P;; =
Pj; =1, et les autres termes nuls. Donc P;; = Pj; pour tout i, j.

Et P.P.[Fjj] = P[E;] = [Ej} pour tout j, d’ou P.P = I, cf. proposition m ua
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Proposition 1.40 Soit P une matrice n x n de transposition pour les indices i et j. Soit A une
matrice n xn. Alors :

A.P est la matrice qui dans A a échangé les colonnes i et j.

P.A est la matrice qui dans A a échangé les lignes i et j.

Preuve. Soit A = ([@1] ... [@yn]). Avec (1.36) et (1.41) on a :
AP= (A[E) .. AlE,_\] AlE;) AlE.] .. AlE;1] AlE] AlE;j] ... AlE.])
= ([@] - [a@i-a] (@] (@] o (@] (@ (@] o [@n]),

et on a bien échangé les colonnes i et j. Donc A”.P échange les colonnes i et j de A”. Donc
(AT .P)T = P.A échange les lignes i et j de A. ua

Définition 1.41 Une matrice n % n de permutation est une matrice P = ([E,(1)] ... [Eym)])
ol ¢ est une permutation sur [1,n]y (bijection de {1,...,n} dans lui-méme).

Proposition 1.42 Toute matrice de permutation est une composée de matrice de transposition.

Preuve. Il s’agit de démontrer que toute permutation sur [1,n]y est une composée de transpo-
sitions. Cas n = 2 : une permutation est une transposition. Puis récurrence : Considérons le cas
n+1 : on commence par la transposition qui envoie o(n+1) sur n+1 : on s’est ramené au cas n. da

1.3 Matrice symétrique, adjointe, hermitienne
1.3.1 Matrice symétrique

Définition 1.43 Soit A une matrice carrée n * n. La matrice A = [A;;] est dite symétrique ssi :
AT = A, (1.42)

(si A n’est pas carrée (1.42) n’a pas de sens), i.e. ssi :

Vi,j=1,..,n, (AT); = Ay (1.43)

1 2 s .

Exemple 1.44 A = 2 0 est symétrique. un
Exemple 1.45 Toute matrice diagonale est symétrique : immeédiat. .

Proposition 1.46 Si A € M,,,, alors, avec 'utilisation implicite des bases canoniques :

A symétrique < (T, A.Y)rn = (AT, Y)rn, VI §eR". (1.44)

Preuve. Pour un réel r, on a [r]T = [r] nté . (matrice 1*1), donc ([F]T.A.[y))T = [#)T.A.[9],

donc [#]T. AT .[7] = [#]T.A.[y], donc [y]T.A.[Z] = [#]T.A.[5], car AT = A, ce pour tout &,7. Donc,
avec 11.38) on obtient donne (|1.44)). .

Exercice 1.47 Soit A € M,,,,. Montrer que les matrices AT .4 € M,,, et A.AT € M,,,, sont
symétriques.

Réponse. (AT . A)T = AT (AT)T = AT A, et (A.AT)T = A.AT. un

1.3.2 Matrices conjuguées et transconjuguées

Définition 1.48 Soit A € M,, »,(C) une matrice complexe. Sa matrice conjuguée est la matrice
A € My, »(C) définie par :

A=[(A)y]  ou  (A)y =4y ngte Ayj. (1.45)
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Définition 1.49 Soit A € M,, ,,(C) une matrice complexe. Sa matrice transconjuguée est la
matrice A* € M,, ,,,(C) donnée par :

AL AT de Vij=1,..n, (A% = Az, (1.46)

donc A* est la transposée de la conjuguée. (A* est également appelée la matrice adjointe de A.)

(147 242 = [(1—d 2-2¢ « [ 1—1 3 .
Exemple 1.50 SlA—( 3 4 ),onaA-( 3 Ai )etA —(2_22, 41.). un

Exemple 1.51 Si A est réelle alors A* = AT, un
Proposition 1.52 La transposition commute avec la conjugaison :
(A)T = A* = AT, (1.47)
Et si A€ M,, »,(C) et B e M,, ,(C) alors :

)

.B = A.B, et (A.B)* = B*.A*. (1.48)

Preuve. 1} car : (A*)iL: SZ)T)U = (Z)ﬂ def Aj; = (AT);; pour tout i, j.
Puis ), AiyxBrj = Y, AirBrj pour tout i, j.
Et (A.B)* = (A.B)T = BT.AT = BT AT = B* A*.

Remarque 1.53 Attention : si D = diag(\1, ..., \,) alors D* # D quand au moins un des \; n’est
pas réel, car D* = diag(A1, ..., Ap)- un

1.3.3 Matrice complexe et relation (A.Z,%)c» = [§]7.A.[Z] = (£, A*.§)cn

£
Soit (E*) la base canonique de C*. Pour ¥ = 1?: xiE(k) on note [T] = > |. Et soit
7 i=1 7 .
T
(*,-)cw le produit scalaire usuel dans CF.
Corollaire 1.54 Si A € M,,,,,(C), si & € C", si j € C™, alors :
(AZ, f)em = [T [A].[Z] = (&, A*.F)cn (= (A*.¢, B)cn = [Z)T.A*.[§])). (1.49)
En particulier :
(AE™, E)em = Ay = [E)T.[ALIE)], (1.50)

car Ei = Ei-

Preuve. Avec 1) ot donc on utilise les bases canoniques, avec & = > 2B et § =
S wE", (AZ fen = T ADT: = T ) Gidye; = {7 IALZ) et (7,47 fen =

S wi(ARg); =20 w (AT =200 Y (AT iy, = [9]7[A)L ). v

1.3.4 Matrice hermitienne

Définition 1.55 A € C"’ (matrice complexe n*n) est dite hermitienne (ou auto-adjointe) ssi elle
est égale & sa transconjuguée :

A hermtienne <& A* = A, ie. Vi,j=1,...,n, (A%, = 4. (1.51)

En particulier une matrice hermitienne a ses éléments diagonaux qui sont réels : A; = Ay;.

1 24+ 2

Exemple 1.56 A = (2 Y 3

> est hermitienne. un

Exemple 1.57 Une matrice symétrique réelle est hermitienne car alors Zji = Aj; = Ayj. un
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Corollaire 1.58 Avec l'utilisation implicite des bases canoniques :

A hermitienne <= Vi,j€C", (AZ,§)cn = (&, AP (= [§]7.[A].[7]). (1.52)
Preuve. (A.Z §)cmn = [J]T.[A][Z], et (&, A)cn = (Ag,T)cn = (Ag,T)en = [@)T. A =
[E]T.ZT.[ 7] = [9]7. [ 7], car A* = A (matrice hermitienne), d’ou . o

Exercice 1.59 Soit A € M,,,,. Montrer que les matrices A*. A € M, et A.A* € M., sont
hermitiennes.

Réponse. (A*.A)" = A*.(A*)" = A*. A, idem pour A.A™. un

Exercice 1.60 Montrer que si A est antisymétrique réelle (matrice telle que AT = —A), alors i 4
est hermitienne. (Ainsi une matrice antisymétrique réelle sera diagonalisable dans C, ses valeurs
propres étant dans iR, car les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles).

Réponse. Soit B = iA, donc B = —iA = —iA car A est réelle. Donc B* = (B)” = —iAT = +iA car A
est antisymétrique, soit B* = B.

Exemple : A = ((1) _01) donne (A = ((z) BZ>, donc (1A)T = ( 0. 8), donc (iA)* =iA. un

—1

1.4 Matrice inversible

Soit K = R ou C. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur K.

1.4.1 Définition

Définition 1.61 Soit A = [4;;] € K™ une matrice n * n dans K. La matrice A est inversible ssi
il existe B € K" (matrice n x n) telle que :

AB=1 e BA=I. (1.53)

Et on note alors B = AL,

11

0 1

Exemple 1.62 Si A = ( 0 1

) € R?” matrice 2 x 2 alors A~ = (1 _1>. .

Soit (E;) la base canonique de K™.

Proposition 1.63 Si A est inversible et si A.Z = 0 alors Z = 0.
Preuve. A.7 = 0 avec A inversible implique A~1.A.Z = 0, soit I.Z = 0, soit Z = 0. un

Proposition 1.64 Soit A et B deux matrices nxn :
si A.B=1 alors (B.Eﬂi)i:Lm,n est une base de K. (1.54)

D’ou :
si AB=1 alors B.A=1. (1.55)
Et donc A est inversible ssi il existe B telle que A.B = I, ou ssi il existe B telle que B.A = 1.

En particulier, si A est inversible, alors ses “vecteurs colonnes” A.Ej forment une base.
N.B. : le résultat (1.55)) est faux en dimension infinie.

Preuve. Supposons A.B = [. Posons EJ = B. E_'J, et donc A. EJ = _.J pour tout j. Supposons
(b) famille liée. Quitte & renommer les l_)'l, supposons b combinaison linéaire des autres : E'n =
anl a;b; avec au moins un des «; non nul. Donc E, = A.b, =3 11 a;Ab; = S aZEZ, donc
(E;) famille liée : absurde. Donc (b ) est une famille libre, et est composée de n vecteurs, donc c’est
une base dans K™ : on a montré (|1.54).

Et donc on a (B.A).l;j = (B.A).B.Ej = B.(A.B).E} = B.Ej = 5]. pour tout j. Donc B.A =1,
cf proposition : on a montré (|1.55)).
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Donc pour vérifier que A est inversible, il suffit de vérifier qu’il existe une matrice B telle que
A.B = I puisqu’alors B.A = I. Ou encore il suffit de vérifier que B.A = I puisqu’alors A.B = I.

Contre-exemple de en dimension infinie : soit V' ’espace vectoriel des suites réelles ¥ =
(zi)ien+ = (z1,2,...). Soit A Papplication linéaire de “décalage a gauche” : A : ¥ = (21, x9,...) —
A% = (x9,23,...) (on a perdu z1). Soit B l'application linéaire de “décalage & droite” : B : §j =

(y17y27 ) — B?j: (anlay27 )
On a bien A.B = I (on a bien A.B.§ = ¢ pour tout %), mais on n’a pas B.A = I puisque

(B.A).Z = (0,22, x3,...) (on a perdu 7). Ici la famille (EJ = B.Ej)jeN* n’est pas une base de V :
elle est bien libre, mais elle n’est pas génératrice (on a B.E; = Ej;1 et El n’est pas combinaison
linéaire des B.Ej). Ou encore la famille (@; = A.E;);cn- n’est pas une base (ce n’est pas une famille

libre car @ = 0). un

Proposition 1.65 Si A et B sont deux matrices n * n inversibles, alors A.B est inversible et :

(AB)"'=p~tAl (1.56)
Preuve. (B~ A 1).(A.B) =B '.(A71.A).B= B '.B =1, dou (1.56) grace a (1.55). o

Proposition 1.66 Si A = [a,;] € K (matrice n x n) est inversible alors AT est inversible et :
(ATY = (A~ HT, (1.57)
Et on peut ainsi noter (non ambigu) :
AT L (AT = (4T (1.58)

En particgh'er, siAeR" est symétrique et inversible alors A~! est symétrique.
Si A € C™ est inversible alors A* est inversible et :

(A*)~ = (A7H*~. (1.59)
Et on peut ainsi noter (non ambigu) :
—x def *\—1 —1\*
AT = (A" = (A7) (1.60)

Et si A est hermitienne et inversible alors A~1 est hermitienne.

Preuve. A inversible, donc il existe B telle que A.B = I, donc BT.AT = IT = I, donc, cf.
proposition AT est inversible d’inverse BT = (A=1)T.

Et BT.AT = I donne (AT)~'.(BT)"! =1, cf. , donc (A7)t = BT = (41T,

Donc si A est réelle symétrique, (A=1)T = (AT)~! = A~!, donc A1 est symétrique.

Dans C”, A inversible, donc il existe B telle que A.B = I, donc B*.A* = I* = I (cf. ),
donc, cf. proposition A* est 1nver51b1e d’inverse B* = (A~ 1)*

Et B*.A* = I donne (A*)~'.(B*)"!' =T, cf. - donc (A*)~' = B* = (A~ 1)*.

Donc si A est hermitienne, (A~! ) (A* =A"! donc A~ 1 est hermltlenne o

1.4.2 Matrice de passage

Soit (@;) et (b;) sont deux bases. Soit P;; la i-éme composante de (_{j dans la base (d;), et
P = [PU] :

b; _Z ai e [bla=| |, et P=[Pyl= (g - [balia)- (1.61)

Définition 1.67 P est appelée la matrice de passage de la base (a@;) a la base (b;).
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Exemple 1.68 Dans R2. Si 51 = d; et 52 = dy + do, i.e., [l;lhd = <(1]) et [l;gha = <}), alors

P = (é 1) est la matrice de passage de la base (@;) & la base (b;) (lire les colonnes). ua

Autrement dit, la matrice de passage de la base (a;) & la base (b;) est la matrice de ’application
linéaire P : V' — V (endomorphisme) caractérisée par P.d; := bj pour tout j, i.e.

Vi€ [lnly, P.a;= ZP”a“ et [Pz :=[Piy] =P. (1.62)

Proposition 1.69 Soit (@;) et (b;) deux bases. Soit P = [P,;] la matrice de passage de la base
(@) a la base (b;). Soit Q = [Qi;] la matrice de passage de la base (b;) a la base (&;). Alors les
matrices P et ) sont (inversibles et) inverses I'une de l'autre : on a

n
Vje[l,nly, b _Z et @=Y Qubi = P'=Q. (1.63)
Py Qij
Autrement dit : si [Ej]|(a) = : et [‘_ijh(l?) = : pour tout j, alors P~ = Q.
Pnj Q"j

Preuve. On a :

n n

aj = Z Qijb; = Z Qij(z Pridx) = Z ZP’”Q” Z(PQ)’WQ’“
k=1

i=1 i=1 k=1 i=1 k=1

Et (d@;) est une base, donc (PQ)r; = 0x; (pour tout j, k), soit PQ = I. un

Exemple 1.70 P = (1 1) est la matrice de passage d’une base (@1, d2) vers la base (lecture

0 1
1 -1 .
0 1 est la matrice de passage de la

base (l_);) vers la base (@;) : on a a3 = by et @y = —by -+ by (lecture des colonnes de Q). un

-

par colonne) by = @ et by = @1 +ds. Bt Q = P71 = (

Proposition 1.71 Toute matrice inversible est une matrice de passage.

Preuve Soit P une matrice inversible. Soit (&;) une base Soit b =3, P” a;, autrement dit, soit

= (Bi)j@ - [oali@)- Donc I = P~2P = (P~'[bi)j@ - P "|bu)j@ )- On en déduit

que les n vecteurs l_); sont indépendants (ils forment une base) : sinon, quitte & renommer les gi,

supposons b,, combinaison linéaire des autres : b, = 7" a;b;. Donc [l;n]‘(d») ="y [51']\(@*)-
0

Donc P‘l.[l_fn]‘(a) = Z?:_ll aiP_l.[gi]|(a), soit O = [@n]j@) = Z?_ll a;[d;]|a) : c’est absurde :

1
dans le membre de gauche la derniére composante vaut 1 alors que dans le membre de droite la
derniére composante vaut 0. Donc P est une matrice de passage : de la base (a@;) vers la base (b;). au

Exercice 1.72 Soit 0 : j € [1, n]N — 0(j) € [1,n]y une permutation (une application bijective de
{1,...,n} dans lui-méme). Soit (E;) la base canonique de R™ et [E; ) ngte [E;] la matrice colonne
dont tous les éléments sont nuls sauf le j-éme qui vaut 1. Montrer que la matrice de passage de la

base (E;) & la base (Eg(i)) (la base “réordonnée”) est la matrice :

—

P=([E,n) o [Esm)) (1.64)

autrement dit, [Ea(j)] =P [Ej] pour tout j.
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—

En déduire que si (@;) une base d’un espace vectoriel de V' de dimension n, alors la matrice
de passage de la base (d@;) a la base réordonnée (@, (;)) est la matrice P donnée en (1.64)) : pour
tout j :

[60@)] = Pd;], (1.65)

ot [a@;] = [dj]|@a) = [Ej] et [Gyy] = ldoi)i@) = [Ed(j)] (égalités de matrices colonnes).

Réponse. P est une matrice de changement de base car les “vecteurs colonnes” b; = E, ;) forment une
base, avec :

gj = Eg(j) = Z P”E_:Z = “colonne j” de P.
i=1
61]'
Et dans V de dimension n, on a égalité des matrices colonnes [d;]|@z) = [E_"jh@) = puisque
Onj
Eij = ZZ 51]52 et Ej = Zl 57,JEZ D’ou 1) am

Proposition 1.73 Si P est inversible et si (d;) est une base, alors les Ej =>
une base.

T
i

l:l szdz forment

Preuve. Si (b;);=1,.., est une famille liée, alors 'un des vecteurs est combinaison linéaire des

. < T . . « . T —1 -
autres. Quitte & les renommer supposons b, combinaison linéaire des autres : b, = Z?zl a;b;.

- . -1 7 -1 " " -1 =

Donc P.ldy]jz = [bnlja = Y1y @ilbilja = > iy @i P.[di]a, donc [@n] 1z = D01, 4ldi]jz : absurde :
dans le membre de gauche la derniére composante vaut 1 alors que dans le membre de droite la
derniére composante vaut 0. un

1.4.3 Changement de base pour les vecteurs : [a_c']l(g) = P71 [T](a
Soit (a@;) et (b;) deux bases d’un espace vectoriel V de dimension n.

Soit ¥ € V' (un vecteur dans V). On note z; et y; ses composantes sur les bases (d;) et (b;), i.e.

n n x1 Y1
U= indi = Zyibi, ie. [17]‘5 = et [’U]lg = . (1.66)
=1 =1 T Yn

Proposition 1.74 On a (formule de changement de base = relation entre les coordonnées d’un
vecteur :

[#)5= P~ el (L67)

Preuve. 7= Y1 yibi = S0 v oy Pride = Sopy (0, Privi)@n = T = Sop_, @y, et (@)
est une base, donc >;" | Priy; =y pour tout k, soit [0])z = P.[JE']“;. wa

1.4.4 Matrice orthogonale (ou orthonormale) et matrice unitaire
Définition 1.75 Une matrice A € R est orthogonale (ou orthonormale) ssi :
AT A=1T. (1.68)

Une matrice A € C™* est unitaire ssi :
A" A=T. (1.69)

Propositiogl 1.76 Les matrices orthogonales et unitaires sont inversibles.
Dans R™ :
AT A=1T = A '=AT e AAT=1I (1.70)
Dans C" :
A*A=1 = A '=A" e AA =1 (1.71)

Preuve. AT.A = I implique A inversible et A=! = AT ; et A.A~! = I donne A.AT = 1.
A*.A = I implique A inversible et A™1 = A*; et A.A~! =1 donne A.A* = 1I. wa
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1.4.5 B.o.n. : relations PT.P =] dans R et P*.P = I dans C

Soit (;);=1,..n une base dans K™ et P = [P;;] = ([th] ... [U,]) la matrice de passage de la
base canonique (EZ) a la base (7;) : on a posé ¥; = Y ., Pijﬁi, et [U;] = , pour tout 7.
P,;

Proposition 1.77 Cas R" : on a :
(¥;)i=1,..n b.on. dans (R, (-,)g.) <= PT.P=1. (1.72)

Cas C" :on a:
('@')i:l,...,n b.o.n. dans (Cn, (', ')C") < P*P=1. (173)

Preuve. (7, )cn = (X4 PriBs 3oy PiEe)cn = Sopy PeiPej(Ery Ed)en = 3, PriPejdke =
Zk(P*)jkPki = (P*P)ﬂ Donc (’Ui,f}})(cn = 6ji pour tout i,j ssi (P*.P)ji = 53‘1' pour tout i,j, i.e.
ssi P*. P =1.Et cas R" : on a P* = PT. un

Proposition 1.78 Si PT.P = I, alors P.PT = 1.
Si P*.P =1, alors P.P* = 1.
1.4.6 Décompositions L.U (Gauss), L.LT (Cholesky), Q.R (Gram—Schmidt)

Théoréme 1.79 (Décomposition de Gauss.) Si A € M, (R) est inversible alors il existe une
matrice triangulaire inférieure L, une matrice triangulaire supérieure U et une matrice de permu-

tation P telles que :
PA=LU. (1.74)

(La matrice de permutation sert & permuter les lignes, cf. propositions et de maniére a
avoir des pivots non nuls.)

Preuve. Exercice. .

Théoréme 1.80 (Décomposition de Cholesky.) Si A € M,,,,(R) est symétrique inversible, alors il
existe une matrice triangulaire inférieure L telle que :

A=L.I". (1.75)

Si de plus A est définie positive alors cette décomposition est unique.
Preuve. Exercice. .

Théoréme 1.81 (Décomposition Q.R et Gram—Schmidt.) Si A € M,,,(R) est inversible, alors il
existe une matrice orthogonale Q (donc t.q. QT.Q = I) et une matrice triangulaire supérieure R
(Right matrix) telle que :

A=Q.R. (1.76)

Et les vecteurs colonnes G; de Q = ([¢1] ... [Gn]) constituent une b.o.n. de (R™,(-,)gn) dit base
de Gram-Schmidt (procédé de diagonalisation de Gram-Schmidt).

Preuve. Si A = ([@1] ... [@n]), @ = ([@1] ... [Gn]) et R=[R;] = (_)[Fl] [Fnl), on veut
d; = Q.7; pour tout j. On commence par j = 1 : on veut a1 = Q.(R11E1) = R11Q.E1 = Ri1¢y
avec ||q1||lgn = 1, dou @1 = maes et Bu = ||@1||g~ ; on continue avec 7 = 2 : on veut ds =

Q.(Rglﬁl -+ RQQEQ) = Rgl(fl -+ RQQ(jQ, avec ((ﬁv‘fj)R" = 5”' pour i,j5 =1,2... un
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1.5 Le déterminant
1.5.1 Définition

Définition 1.82 Une forme n-linéaire F' : (K™)" — K est une fonction linéaire par rapport a
chaque variable, i.e. si on note :

Fz oz @ in (T) = F(T1, 00 Ty, &, Tig 1, oy Tn)s (1.77)
alors pour tout #,...,Z, € K™, tout i = 1,...,n, tout /1,75 € K", tout o € K :
Fa @y @i (U1 FQU2) = Fg g gz, (U1) F OF% 2 g2, (T2). (1.78)

Définition 1.83 Une forme n-linéaire F' : K" x...x K™ — K est alternée ssi, pour tout ¥y, ..., v, €
K™ et pour tout ¢,j € [1,n|y :

F(. U, .U, ) = = F(o, U5, 00, Ty o), (1.79)
les autres v aux autres emplacements étant inchangés.

Proposition 1.84 Soit v1,...,7, € K™ et soit F une forme n-linéaire alternée. Si I'un des v; est
nul, alors F (v, ...,7,) = 0.

—

Preuve. On a F(6, Vay ooy Up) = F(2% 0,0, ..., 0p) = 2F(6, U, ..., Un) par linéarité relativement au

) =
premier emplacement, donc F (0, s, ..., ¥,) = 0. Idem pour les autres emplacements. un

Proposition 1.85 Si F' est n-linéaire alternée sur K", si (E,) est la base canonique de K", alors
F est complétement déterminée par la donnée du réel F(Ey, ..., Ey).

Preuve. Une forme n-linéaire F' est déterminée ssi on connait les images pour tous les vecteurs
d’une base, i.e. ssi en particulier pour la base canonique (E;) on connait les F(FE;,, ..., F; ) pour

=

tout i1, ..., 4, € [1,n]n. De plus si F est alternée alors soit F(E;,, ..., Ei") = 0 (si deux des vecteurs

au moins sont égaux), soit F(E; ..., E; ) = e(0)F(Ey, ..., E,) ot &(c) est la signature de la
permutation (bijection) o : k € [1,n]y — o(k) = ix € [1,n]y : la donnée du seul réel F(Ey, ..., E,)
détermine F. =

Définition 1.86 Le déterminant est la forme n-linéaire alternée det : (K™)" — K telle que
det(El, 7En) =1.

Remarque 1.87 Dans R™, le volume algébrique du parallélépipéde limité par les n vecteurs
U1,y ..., U, € R™ est le réel det(t7, ..., ).
Le volume (des mécaniciens) est la valeur absolue de ce déterminant. u

Proposition 1.88 L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur K™ est Vect{det} ’espace vec-
toriel de dimension 1 engendré par la forme n linéaire alternée “le déterminant”.

Preuve. Soit F une forme n-linéaire alternée. Soit a = F(Es,...,E,). Alors F = adet : en
effet, soit F(E;,,...,E;,) = 0 = det(E;,, ..., F; ) (si deux des vecteurs au moins sont égaux), soit

F(E;,,...E; ) = e(0)F(Ey, ... Ey,) = e(0)adet(Ey, ..., E,) = adet(E;,, ..., E; ) ou e(o) est la
signature de la permutation (bijection) o : k € [1,n|y — o(k) = ix € [1,n]y. e

1.5.2 Déterminant d’une matrice

Définition 1.89 Soit A € K™ une matrice n * n. Le déterminant det(A) de la matrice A est le
déterminant de “ses vecteurs colonnes”, i.e. des vecteurs de K™ dont les composantes dans la base
canonique sont stockées dans les colonnes de A.

—

Donc, notant (E;) est la base canonique, si A = [A;;] = ([@1] ... [@]), avec donc @; =
Alj
S AgE et (@)= - (la j-éme matrice colonne), alors par définition :
Anj

det(A) ' det(ay, ..., dn). (1.80)
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En particulier det(I) = 1 (= det(Ey, ..., Ep)).
Proposition 1.90 Si T = [T};] est une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure) alors :
det(T) = T11T22...Tnn, (181)
produit des éléments diagonaux.
Preuve. Soit ¥; le j-éme vecteur colonne de T, donc T' = ([th] ... [0,]). En particulier

# = Ty E;. Si Ty = 0 alors & = 0, donc det(T) = 0, et 1} est vérifiee. Si T1; # 0, alors
par multilinéarité, on a det(T") = det(vy,¥s,...,T,) = Tn1 det(T—nﬂl,ﬁz—@ﬁl,...,ﬁn—%ﬁl) =

T11
Ti1det(U) ou U = [Uyj] est la matrice qui vérifie Uy; = 1, Uy; = 0 pour tout j > 2, et
Ui; = T;; pour tout autre i,j (c’est la matrice T' dans laquelle on a remplacé la premiére co-

lonne par El, et la premiére ligne, sauf le premier élément, par des 0). On poursuit le processus :
det(T) = T11T22...Tnn det(El, caey En) = T11T22...Tnn.
Si T est triangulaire inférieure, on initialise le processus précédent en partant de v, = T}, Ey,. um

Proposition 1.91 On a :

(172')2':17__,” famille libre <= det(ﬁl, ey 17”) 75 0. (1.82)

D’ou :
A est inversible <=  det(A4) # 0. (1.83)

Et :

det(AT) = det(A). (1.84)
Preuve. Supposons (7;);=1,... , libre. Notons 7; = Y ; P”E Quitte & réordonner la famille (vl)
supposons Pj; # 0 (si tous les Ph sont nuls alors tous les U; sont combinaisons linéaires de Eg, - En
et donc (7;) est liée). Par multilinéarité, det(0y, 0, ..., 0,) = P11 det(P11 U1, vg—g—um, ceey Up— 1;1" U1)

(on a mis des zéros sur la “premiére ligne”). On continue le processus : det(¥y,Va,...,Ty) =
Pyq...Pp, det(T') ou les P; sont tous non nuls et T' est la matrice triangulaire inférieure avec des 1
sur la diagonale, donc det(T) = 1.

Si (7;) est lie, quitte & réordonner on peut supposer ¥, = > . 11 «;v;. Donc, det étant mul-

tilinéaire alternée, on a det(¥h,...,Un—1,7,) = det(vh,...,Up—1,Tn — Z;:ll a;U;) = 0. Donc si
det(¥1, ..., Up) # 0 alors (¥;)i=1,... »n est une famille libre.

D’ou (1.83).

est vraie pour les matrices triangulaires (produit des éléments diagonaux). Et pour
une matrice A = ([th] .. [Un]) on vient de voir que det(A) = Pijy...P,y, det(T). De méme
det(AT) = Pi1... Py, det(T7), done = Pyy... Py, det(T) = det(A). Do (1.84).

Proposition 1.92 Soit A € K”z, et U,...,0, dans R™. Alors (utilisation implicite de la base
canonique) :

det(A.vy, ..., A.0,) = det(A). det(vy, ..., Up). (1.85)
Donc, si A et B sont des matrices n % n, alors :
det(A.B) = det(A) det(B). (1.86)

Preuve. L’application F : (¢4, ...,¥,) — det(A.t1,..., A.T,) est une forme multilinéaire alternée
(immédiat par “linéarité” de A). Donc il exsite o € R t.q. F' = adet, cf. proposition m

Et pour la base canonique (EZ), on a F(El, ,En) = det(A.El, ...,A.En) = det(A) (car A.Ej
est le j éme vecteur colonne de la matrice A), d'ott a = det(A4), d’ou F = det(A) det, d’ou (L.85).

Dou , cf. - an

Proposition 1.93 Soit S,, est I'ensemble des permutations de {1, ...,n} et (o) la signature de la

permutation o. Alors :
det(4) = Y e HA(,(Z i (1.87)
oeS,

Preuve. Appliquer le caractére n-alterné, voir cours sur les déterminants. un
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1.5.3 Exemples

La multilinéarité et (1.84) permettent de calculer un déterminant en développant par exemple
par rapport & une de ses colonnes ou une de ses lignes.

Exemple 1.94 Dans K2, montrer que pour A = (Zu 212) on a :
21 G422

det(A) = ar1a22 — az1a12, (1.88)

opération appelée de “développement par rapport a la premiére colonne”.

Réponse. 1- On a A = ([c1] [c2]), o les C; sont les “vecteurs colonnes de A”, avec en particulier
Cc1 = a11E1 + a21E2 Donc par multilinéarité :

det A = ay1 det ([E1] [G2]) + ao1 det ([E2] [E2])

a1 det L ai + a91 det CE .
0 age 1 ase

2- Puis en enlevant a2 fois la premiére colonne a la seconde (forme alternée) dans le premier déterminant
et ags fois la premiére colonne & la seconde dans le second déterminant, on a :

1 0 0
detA: ail det <0 a2z > —+ a21 det <1 062)

= anrdet(([E1]  ass[E 2])) + 21 det(( 25 ) alz[E:ﬂ )
= a110a22 det(( [El] [EQ} )) + a21a12 det(( [EZ] [El] ))7

avec la multilinéarité. .

Exercice 1.95 Dans K3, développer par rapport i la premiére colonne le déterminant de la ma-
a;x a2 a3
trice A= | a1 a9z as3
azy1 as2 ass3
Réponse. Montrons :
det(A) = aq1 det (a22 a23> — az1 det (a12 a13) + a3 det (a12 a13> , (1.89)
a32  a33 az2 ass a2 a23

opération appelée de “développement par rapport a la premiére colonne”.

1-Ona A = ([c1] [c2] [c3]), ot les ¢ sont les “vecteurs colonnes de A”, avec en particulier ¢1 =
CL11E1 + a21E2 + CL31E3. Donc par multlhnéarlté .

det A = a1 det ( [El] 62 3 + asi det [EQ] [5‘2} [53] ) + a3 det ( [Eg] [52] [53] )

1 0 a2 ais 0 a2 a3
=aj1det | O +asidet | 1 aos a3 | +as1det | 0 aos aos
0 0 as2 ass 1 as2 ass

2- Puis en enlevant “une constante fois la premiére colonne” aux autres colonne, on a par exemple

1 ai2 ai1s 1 O O
(forme alternée) det [ 0 a22 a23 | =det | 0 a22 ass
0 as2 ass 0 asz2 ass

3- Et ce dernier déterminant est le “volume de la derniére matrice” : la longueur “horizontale”; ici 1,

. . . az2 Q23
fois Daire “verticale” det < )

az2 33
De méme pour les autres termes, d’ou, sachant qu'un échange de deux lignes change le signe (forme
alternée), on obtient ((1.89). un

2 Applications linéaires et matrices

Soit V' et W deux espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K (ici R ou C). On notera
dimV =net dmW =m.
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2.1 Définitions
Une application £ : V' — W est linéaire ssi £(Z + ay) = L(Z) + aL(Y) pour tout Z,§ € V et
tout o € K. Pour une application linéaire £, on utilisera la notation :
£(7) "2 r.7, (2.1)
qui est la notation du produit, car la linéarité permet de “distribuer” : £.(Z 4 ag) = L.Z + aL.§.

Définition 2.1 Un endomorphisme est une application linéaire d’un espace vectoriel dans lui-
méme.

2.2 Représentations matricielles d’une application linéaire

Une application linéaire existe indépendamment du choix d’une base. Le choix d’une base
dépend de celui qui fait les calculs (pour quantifier I’action de ’application linéaire sur un vecteur).

Soit £ : V' — W une application linéaire, avec dimV =n et dim W = m.
Soit (@;)i=1,...» une base de V et (&;)i=1,....m une base de W.
Notons A;; les composantes de £.d; dans la base (w;) :

. Ay
Li; =Y Ay, Vji=1,..n,  donc [Lalm=| : |, Vi=L..n (22
; A
Définition 2.2 La matrice :

L@, @) = [Asgl iz om. (2.3)
est appelée matrice représentant £ relativement aux bases (@;) et (a;). Ainsi les composantes de
L.d; dans la base (w;) sont donc stockées dans la colonne j de A = [L]|(a),(w)-

Par linéarité, si # = > 7, x;d;, on a avec A = [L]|@a),(w) :
n m n Z;L:]. Al] Lj
L2 = Z.’L‘jEC_L'j = Z ZAijSL'jwi, soit, [ﬁfh(@) = A[f][(a) = . (24)
j=1 i=1 j=1
! = 21 Anj;
Remarque 2.3 Donc une application linéaire a autant de matrices la représentant qu’il y a de
bases : une application linéaire a une infinité de représentations matricielles. un

Remarque 2.4 Les notations tensorielles lévent les ambiguités de notation, voir polycopié d’al-
gébre linéaire. On note a’ : V' — R la forme linéaire définie par a’(d;) = J;;. Ainsi (a’) est la
base duale de (d@;). On note A;; = A} (convention d’Einstein pour les applications linéaires et leurs

composantes) :
L= Awed, (2.5)
i=1 j=1

Ainsi, notant ¥ = ", 2'@; (convention d’Einstein pour les vecteurs et leurs composantes), ayant
o =" a'(al.d;) =27 (par définition de la base duale) :

= X Amed) F= 33 A wl) =23 A (26)

=1 j=1

et on retrouve (12.4). a

Définition 2.5 Cas particulier des endomorphismes £ (applications linéaires de V dans lui-
meéme) : on prend pour base dans W = V la base (w;) = (@;) (un observateur décrit un phénomeéne
modélisé par un endomorphisme £ a l’aide d’une base unique dans V'), et on note (simplification
de (2.3)) :

(L] @)@ = [£]@) (2.7)

ott donc [L]|(z) est la matrice représentant 'endomorphisme £ dans la base (d;).
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2.3 Compositions d’applications linéaires et matrices

Soit U, V, W trois espaces vectoriels sur K de dimension p,n, m.

Soit L:U — Vet M :V — W deux applications linéaires.

On dispose done de la composée Mo L:U — W.

Soit (d;), (b;) et (¢;) des bases respectives de U, V et W.

Soit A = [L];5) &) € Mnp, B = [M]5) 5 € Mmn €t C = [Mo L], € Mmp les matrices

des applications linéaires dans les bases indiquées.
Proposition 2.6 L’application linéaire M o L vérifie :

C=B.A ie. [MOﬁ]‘((i),(g) = [Mh(g),((?)'[ﬁ]\(ﬁ%(g)' (2.8)
Preuve. M o L est bien linéaire : (M o £)(Z + af) = M(L(Z + o)) = M(L(Z) + aL())) =
M(L(Z)) +aM(L(F)) = (MoL)(F)+a(MoL)(y) par linéarité de L et de M. Et pour tout j, d’une
part (MoL)(d;)) = > r_; Ck;Ck, et d’autre part M(L(a@;)) = M(Y 1, Aijb) = >0 AyM(b;) =

S A >y Brick = Y 1, (B.A)y;. Donc, (¢;) étant une base, Cy; = (B.A)y; pour tout k, j,
soit C' = BA. .

2.4 Inverse d’une application linéaire

Définition 2.7 Une application linéaire £ : V' — W est inversible ssi il existe une application
linéaire M : W — V telle que :

LoM=Iy et Mol =1y, (2.9)
ou Iy et Iy sont les identités dans V et W. Et alors on note M = L1,

Proposition 2.8 Si V et W sont de dimension finie, alors une application linéaire L : V — W
est inversible ssi il existe une application linéaire M : W — V :

telle que LoM = Iy, ou telle que MoL =1y. (2.10)
Preuve. Adapter la démonstration de la proposition o=

2.5 Matrices de I’endomorphisme de changement de base et son inverse

Supposons que dans V' le choix de la base (a;) soit fait par un premier “observateur”, et que le

—

choix d’une autre base (b;) soit fait par un second “observateur” : le résultat £.Z doit pouvoir étre
comparé par les deux observateurs, ici & I'aide des “formules de changement de base”.

Soit P : V — V ’endomorphisme qui permet de passe de la base (@;) a la base (b;) : pour tout
j=1..,n:

Paj=b; €V (2.11)
Notons P;; les composantes de Ej dans la base (@;) : pour tout j =1,...,n:
n &Y
b= Pyii,  Bla=| : |, [Pla=Pl=P (2.12)
i=1 Py
Donc P = ([b]ja) - [l;jh(d)) est La matrice de passage de la base (@;) a la base (b;) : sa j-éme

colonne contient les composantes de b; = P.d; dans la base (d;).
(Notatiosn tensorielles : P = >, Pjd; ® o, puisque P.ay = Y_,;; Pidi(a’.ay) = >, Pjd;0), =
>, Pid; = by, comme il se doit.)
En particulier P est inversible (matrice de passage) d’inverse P~ : V — V donné par :
n Q1
P by =ad;= ZQijbi7 @lag=1 : | [P, = Q] = Q. (2.13)
=t an
En effet on vérifie que P~1.(P.d;) = @; pour tout j, et P.(P’l.gj) =P.d; = Ej pour tout j.
(Notations tensorielles, P~ = > le_); ®b.)
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Proposition 2.9 On a :

Q=P e [PV =[Pla (2.14)

Preuve. Pour tout j on a :

_7) 1b _ZQ”b —ZQU ZPImak :Z ZP]CZQ’LJ ZPQ kJa’k?’
i=1 k=1

k=1 i=1

donc (P.Q); = 0; pour tout 4,7 (car (@;) est une base), donc P.QQ = I comme souhaité. un

Proposition 2.10 On a aussi :
P= [P]‘(ﬂ) (= [Plia))- (2.15)

(Notations tensorielles : P =}, Pla; ® ol = =2 P’b ®@b.)

Donc Q = P est la matrice de représentation de P a la fois dans la base (d;) et la base (I;Z)
On a aussi :

Q=P @ (=P ) (2.16)
(Notations tensorielles : P! = > i Q;gz @b = > Qid; ®al.)

Donc Q = P~ est la matrice de représentation de P~ 4 la fois dans la base (a@;) et la base (b;).

Preuve. Soit P = [P]i et soit R = [P] . Donc P.d; = 3, Pyi; et P.b; = 3, Risbi, pour
tout j. Vérifions R = P. Pour tout j, avec (2.13), on a b; = P~ (”Pb ) = P~Y(X, Rijbi) =

> Rij P! by = Y Rii > Q;ﬂbk =>.0 Qi ”)bk =>.(Q. R)kjbk, et (b ) est une base, d’ou
(Q-R)k; = b1, pour tout i, j, soit Q.R = I, donc R = P, cf. (2.14).

Soit Q = [73_1]‘(5) et soitS = [P~ !];(z). Donc P! b =3, Qijbi et P =", Si;a;, pour
tout j. Vérifions S = Q. Pour tout j on a @; = P(P~1.a;) = P}, S”al) > SiP.ad; =
Y Sii 2 op Prite = Y- (O PriSij)ar = > 4( PS);wak, et (al) est une base, donc (P.S)y; = 5k;
pour tout i, j, soit PS = I, donc S = Q, cf. (2.14). i

2.6 Changement de base pour les endomorphismes : B = P~ AP
Soit (@;) et (b;) deux bases dans V et soit P I'endomorphisme de changement de bases. Soit :

P= [P]|(6)7 et donc Pl = [’P_l} (2.17)

[OX

avec ([2.14)).

Proposition 2.11 (Formule de changement de base.) Soit L : V' — V un endomorphisme. Alors :
[ﬁ]‘(g) = Pil.[ﬁ]‘(a).P. (2.18)

Soit, avee [ )@ "X* A et [£] g "2 B -

B=P LAP (2.19)

Preuve. On a L.d; = Y ., Ai;d; et E.gj =>", Bijl;i pour tout j = 1,...,n, par définition de

A=[L]ja et B= [E]l(l;), cf. . Donc, notant Q = P!, avec , on a pour tout j :
Y Bihi=Lb;= E-(Z Pyjay) = Zpkjﬁﬁk = Zpkj ZAEkde
ZP’W ZAMZQMZ) —Z ZQMA%PICJ) Z(QAP)ijgz’a

7

et (b;) est une base, donc B;j = (Q.A.P);; pour tout ¢,j : on a , Le. wa
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Exemple 2.12 Soit £ : ¥ € R — L(Z) € R une application linéaire, donc ici (on est en une variable
d’espace) L.Z = £Z ou £ € R (une multiplication par le réel £). Soit @ un vecteur représentant un
meétre (m) et b un vecteur représentant un pied (foot ft). Par définition, 1 ft = 0,3048 m. Donc
[l;]m) = 10,3048 : on a b = 0,3048d. Donc P = [0, 3048] "2e 3048 (matrice 1% 1 du changement
de base P défini par b = P.d). Donc P~ = 5L

Soit # donné. Soit « (resp. 8) sa longueur en métre (resp. en pied) : £ = ad = b, ou donc
[©])a) = a et [:f:]l(g) = f3, avec [f]‘(g) = P*I.[f]m), cf. 1) soit B = P~ ta, donc B = ——
(Exemple si g =1 ft, alors a = 0,3048 m.)

Et on a, formule de changement de bases des endomorphismes, [ﬁ]l(l;) = P L[L)@a).P =
m.[ﬁ]|(a).0,3048 = [L]j), soit B = A (c’est “évident” : qu’on soit en pieds ou en métre,
une distance 2 fois plus longue double le résultat...).

Vérification : [ﬁf]l(g) = [,C]l(g)[.’f]l(l;) = (P_1[Eh(a)P)(P_l[.’f]Ka)) = P_l[ﬂ]‘(a)[f]‘(a) =
P~Y[L.7) @) = 53028 LT \@) = P~".[£.7])(a) qui est bien la formule (1.67) de changement de base

des vecteurs. un
Remarque 2.13 La formule B = P~'.A.P est indépendante de I’existence ou non de produit

scalaire : il n’est jamais question de produit scalaire lors de sa justification, et en particulier les

-

bases (@;) et (b;) sont quelconques (elles ne sont pas orthonormeées, la notion d’orthogonalité dépend
d’un produit scalaire). ua

2.7 Matrices semblables

Déﬁnitgon 2.14 Deux matrices A,B € K "’ sont semblables ssi il existe une matrice inversible
P e K™ telle que :
B=P1AP (2.20)

Proposition 2.15 Des matrices sont semblables ssi elles représentent un méme endomorphisme

L :V — V dans deux bases différentes.

Preuve. Les matrices d’un endomorphisme sont toutes semblables entre elles, cf. (2.18]).
Réciproquement supposons B = P~1.A.P. Soit £ définie sur une base (&;) par (L)@ = A4,

soit L£.@; = Y1, Ay;d; pour tout j. Soit (b;) la base définie par b; = 1| Pi;d@; pour tout j.

Alors (2.18) donne B = [L]‘(g). un

2.8 Endomorphisme symétrique
2.8.1 Définition d’un endomorphisme symétrique
Ici on suppose de plus que l'espace vectoriel réel V' est muni d’un produit scalaire (-, ).

Définition 2.16 Soit £ : V — V un endomorphisme. L’endomorphisme transposé £T : V — V
de L relativement au produit scalaire (-, -),, est 'endomorphisme défini par :

LORTEA'A (L.7,%)y = (7, LT D)y (2.21)
Définition 2.17 L’endomorphisme £ est dit symétrique relativement au produit scalaire (-,-),
ssi LT =L
Vi, W €V, (L0, W)y = (U, LAD)y. (2.22)
2.8.2 Matrice d’'un endomorphisme symétrique
Soit (@;) une base de V. Soit M la matrice de masse relative a cette base :
On suppose que ’endomorphisme £ : V' — V est initialement décrit dans la base (@;), i.e. on
connait [ﬁ]‘(a) =A= [AU] :
B Ay
Lid; =Y Agd;, [Lala=| 1 |, A=[La- (2.24)
=1 A
nj

Question : si A = [L]|(z) est symétrique, a-t-on £ symétrique relativement a (-,-), 7
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Et si £ est symétrique relativement a (-,-),,, a-t-on A = [L]|(z) symétrique?
Réponse : ca dépend :

Proposition 2.18 1-Si(d;) est une b.o.n. dans (V, (-,-),), alors : L est symétrique dans (V, (-,-),)
ssi sa matrice A = [L]a) est symétrique.

2- Si (d;) n’est pas une b.o.n. dans (V,(-,-),), alors : L est symétrique dans (V,(-,-),,) ssi
AT M = M.A (et alors la matrice M.A est symétrique).

3- Et en général on peut avoir A symétrique et L non symétrique, ainsi que L symétrique et A
non symétrique.

4- Un endomorphisme peut étre symétrique pour un produit scalaire et étre non symétrique
pour un autre produit scalaire (la notion de symétrie relativement a un produit scalaire n’est pas
intrinséque).

Preuve. 1- Cas (C_I:Z) b.o.n. :on a (C&’J,@'l)v = Zk Akj(c_ik:yc_’:i)V = Zk Ak_jékl = A” Donc :
Si £ est symétrique alors : (L£.d;,d;)yv = (L£.d;,d;)y donne A;; = A;; et A est symétrique.
Si A est symétrique alors : A;; = A;; donne (L£.d;,d;)v = (L£.d;,d;)v, et £ est symétrique.

2- Cas (@;) n’est pas une b.o.n. et £ symétrique : (£.d;,d;)v = > Ari(Ar, d;)v = > AriMy; =
(AT.M)Z'J'; et de méme (E.C?j,ﬁi)v = (AT.M)]'Z' = ((AT.M)T)ij = (MA),J car MT = M. Donc
L est symétrique ssi AT.M = M.A. Et alors (M.A)T = AT.MT = AT.M = M.A et M.A est
symétrique.

En particulier, si (@;) est une b.o.n. on a M = I, et on retrouve AT = A,

3- Contre-exemples dans V = R2, avec (Ej,E,) sa base canonique et (v)y = (-,-)gz son
. . R = = - = . 1
produit scalaire usuel. On prend les vecteurs @, = F1 + Fsy et dy = Fa, avec donc [d;] = 1 et

[a2] = <é>), et P=([d1],[d2]) = (} é) la matrice de passage.

31- Soit A = (é (2)) (qui est bien symétrique). Soit £ I’endomorphisme de matrice [£]a) = A4,
donc ﬁ&l = 51 et ﬁag = 252 cf. " On a (ﬁ.@'l,@’g)ﬂy = (61,62)@2 = 1, et (ﬁ.@’g,al)R2 =
(2ds, d1)grz = 2, donc (L.dy, da)rz # (L£.d2,d1 )Rz, donc £ n’est pas symétrique bien que sa matrice A
soit symétrique.

32- Soit £ donnée par LE = E et LBy, = 252, donc £ est symétrique (immédiat). Sa

matrice dans la base (E;) est la matrice E = ( 0> sa matrice dans la base (d@;) est la matrice

0 2
2

—_ p-1 —
A=P'EP= <_1 |

) non symétrique. Ici £ est symétrique mais sa matrice dans la base (@;)

ne ’est pas.

4- L’endomorphisme £ donné au 31- (dans la base non orthonormée (d;)) n’est pas symétrique
relativement au produit scalaire usuel (-, -)ge.
Définissons le produit scalaire (-,-)g = (S.,.)r2 qui fait de (@;,d>) une b.o.n., i.e. donné par

la matrice symétrique définie positive S t.q. (S.@;,@j)s = 6;j, donc S t.q. &;; = [@;]7.S.[@;] =
[E;]T.PT.S.P.[E;]. Donc, PT.S.P =1, soit S = P~T.P~! = (_11 ’21 )

On vérifie : ([:.C_l:l,c_b'g)s = (61,52)5 = (512 = 0 et (E.C_l'g,c_il)s = (252,6_51)5 = 2512 =0:
I’endomorphisme £ est bien symétrique relativement au produit scalaire (-, -)g. ==

2.9 * Image, noyau, injectivité, surjectivité, bijectivité
2.9.1 Image et surjectivité
Soit £ : V — W une application linéaire ott dimV =n et dim W = m.
Définition 2.19 L’image Im(L) est le sous-ensemble de W :
Im(L) = {G €W t.q. WeV, &=L} "L {£5:5e V"L Lv). (2.25)

Donc :
welm(L) < eV tq AT=40, (2.26)

et on dit alors que ¥ est un antécédent de w par L.
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Soit (¥;);=1,....n une base de V, (;);=1,....m une base de W, et, pour tout j =1,....,n:

m Ay

ﬂ.ﬁj = ZA”’lUH ou donc [ﬁﬁj]‘(u-;) = y [£}|(17)»(717) = [A”] (2.27)
=1
% Amj

Proposition 2.20 Im(L) est le sous-espace vectoriel de W donné par :
Im(L) = Vect{L.0, ..., LUy}, (2.28)

i.e. Im(L) est engendré par “les vecteurs colonnes” de A = [L]|(5) (), cf. (2.27).

Preuve. Im(L) est stable par addition et par multiplication par un scalaire (immédiat car £ est
linéaire) : c’est bien un sous-espace vectoriel de W.

Si v =37 vv; € K" alors L.0 =Y "_, v;L.0;, donc L.7 est combinaison linéaire des L£.7);.
D’ou Im(L) C Vect{L.01, ..., L.U, }.

Et si @ € Vect{L., ..., £.U,}, alors il existe n réels w; t.q. & = 3, w; L.0; = L.(3_; w;v;) =
L.7 olt on a posé ¥ =}, w;vj, donc i € Im(L). Dot (2.28). ua

Définition 2.21 L est “surjective” ssi Im(L) = W.

Proposition 2.22 L est surjective ssi (L.01, ..., L.U,) est une famille génératrice de W.

Et alors dim(V) > dim(W), soit n > m (une matrice A de représentation de £ a plus de
colonnes que de lignes).

Et donc si n =m et L est surjective, alors (£.7;);=1,..n est une base de W.

Preuve. Si £ est surjective, alors Vect{L.?1,...,L.0,} = W, donc (L.%;);=1,...n génére bien W.

Réciproque immeédiate. Et donc nécessairement n > dim(W) = m. ua

2.9.2 Noyau et injectivité

Définition 2.23 Le “noyau de L£” est le sous-ensemble de V' défini par :
Kerl = Vect{z € L : L.7 = 0}. (2.29)

Proposition 2.24 KerL est un sous-espace vectoriel de V.
Preuve. Immédiat. un

Définition 2.25 L est injective ssi la relation £.Z = £.4/ implique # = ¢ (une image a un unique
antécédent).

Proposition 2.26 £ est injective ssi Kerl = {0}, i.e. ssi: L7 =0« 7=0.

Et dans ce cas, nécessairement dim(V') < dim(W), soit n < m (une matrice de représentation
de [L] a moins de colonnes que de lignes).

Et donc si n =m et L est injective, alors L est surjective.

de £), si £.Z =0 alors & = 0, et donc Kerl = {6}, cf. )-

Réciproquement, £.Z = L.j équivaut & L.(Z — ) = 0 (par linéarité de L), donc équivaut a
iy € KerL. Donc si Kerl = {6} et si L.Z = L.y alors T — ¢y € KerL = {6}, le. Z— g7 =0, ie.
7. Autrement dit, si KerZ = {0} alors £ est injective.

Et donc, pour £ injective et (;);=1,. x une base de V on a (£.7;)i=1,... ., est une famille libre
dans W : si a; sont des scalaires t.q. Y., a;L.0; = 0= L300, a;0;), alors Y7 | aut; = 0
(injectivité de £), donc a; = 0 pour tout ¢ car (¥;) est une base. Donc m > n.

Et si m = n alors (L£.9;)=1,... » est une base de W, donc L est surjective. .

Preuve. Supposons £ injective. Donc £.Z = £.0 implique # = 0. Donc, comme £.0 = 0 (linéarité
b

T —
f:
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Cas particulier V = K" (= R" ou C") muni de son produit scalaire usuel et de sa base

usuelle (E;). Soit :
[£]|(E(n>),(w) =4 (2.30)

la matrice de £ : R™ — W relativement & la base canonique de K™ et & une base (w;) de W.
Notons :

n [zﬂT
G="AyE" ev,  donc [T =(An .. Aw) et A= : |, (231
j=1 [Z’m]T
Ainsi [;]T le “i-eme vecteur ligne” de A.
Proposition 2.27 1- Cas V = R" muni de son produit scalaire usuel : on a :
Kerl = (Vect{l,...,{n )", (2.32)
orthogonal de I’espace vectoriel engendré par les “vecteurs lignes” de A.
2- Cas V = C" muni de son produit scalaire usuel : on a :
Kerl = (Vect{ly, .., (1)L, (2.33)

orthogonal de I'espace vectoriel engendré par les conjugués des “vecteurs lignes” de A.
Et donc, si m = n et L est injective (donc KerL = {0}) alors (¢;) est une base de R™ (les
vecteurs lignes forment une base de R™).

[ [7] (£1, T)mn
Preuve. 1- Dans R" : [£.Z] = = , donc L.7 = 0 ssi (¢;, Z)rn = 0 pour
(][] (U, D)
tout ¢ = 1,...,m (Z est orthogonal & “toutes les lignes”), d’ou (2.32).
2- Dans C™ : la premiére composante de L£.Z est donnée par (L£.%); = Z?=1 Az =

Z;’l:l(zl)jxj' On a donc (L£.Z); = (El,f’)cn. Idem pour les autres composantes.
(Zl,?)(:n

Donc L.% = . Donc L£.% = 0 ssi (£;, F)cr = 0 pour tout i, donc ssi 0 = (Z, £;)cn =

(Z, Z)Cn pour tout 7, d’ou li

2.9.3 Relation image < noyau : Ker(£?) = (Im£)*
On munit V' et W de produits scalaires (-,-),, et (-,-)y -

Définition 2.28 Soit £ : V — W une application linéaire. L’application linéaire transposée £ :
W — V est définie relativement aux produits scalaires (-,-),, et (-,-)y, par :

(LT B,7)y = (0, L.5)w. (2.34)

Cette définition n’est pas intrinséque : elle dépend des choix des produits scalaires (elle dépend des
utilisateurs).

(Pour avoir une définition intrinséque, il faut considérer les espaces duaux et les applications
linéaires adjointes £* : W* — V*_ voir cours algébre linéaire.)

On définit ’orthogonal d’un sous-espace vectoriel .S d’un espace vectoriel £ muni d’un produit
scalaire (-, ) par :
St={tecFE:VsecS, (t,s)g =0}. (2.35)
Proposition 2.29 On a :
Ker(£T) = (Im£)* et Im(LT) = (KerL)™*. (2.36)

Et donc, si L est surjective alors LT est injective, et si L est injective alors L est surjective.

Preuve. Soit W € Ker(£?), donc £T .45 = 0, donc (LT .45,7)y = 0 pour tout ¥ € V, donc
(@, L.7)w = 0 pour tout ¥ € V, donc @ € (ImL)*.

Soit @ € (Im£)*, donc (W, £.7)w = 0 pour tout 7 € V, donc (LT .0, %)y = 0 pour tout v € V,
donc LT .4 = 0, donc @ € Ker(LT). ua
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2.9.4 Théoréme du rang

Théoréme 2.30 (Théoréme du rang.) Si L : V — W une application linéaire avec dim(V') = n et
dim(W) =m :
dimKer(£) + dimIm(£) = n. (2.37)

Preuve. 1- Cas £ = 0. Alors Ker(£) = V et Im(£) = {0} : le théoréme est vrai.

2- Cas L injective (donc Ker(L) = {6}) Si (U;)i=1,....n est une base de V, alors (L£.%;)i=1,...n
est une famille libre de Im(£) (car £ injective). Et comme (£.7;);=1,... » st une famille génératrice
de Im(L£), on a dim(Im(L)) = n avec dim(Ker(£)) = 0 : le théoréme est vrai.

3- Autres cas : soit (@;);=1,... , une base de Ker(£) avec 0 < k < n. On compléte la famille libre
(@i)i=1,....k par n—k vecteurs @g41,...,d, tels que (@;);=1,.. n est une base de V (théoréme de la
base incompléte).

Et pour tout & = Y1, @, on a L.4 = 0+ Y1, ., 2;L.d;, donc (L.dy41,..., A.,) est une
famille génératrice de Im(L).

Et (L.@k+1,.... £.@y) est une famille libre car Y0, @L.d; = 0 = L7, 7:d;) donne
S per %id; € Ker(L). Donc il existe k réels a; tels que S0, | ;@ = Y.y, @;d;. Comme (a;)
est une base, on a donc z; = 0 pour tout 4 : la famille (£.dx41, ..., £.d,) est libre.

Donc dim(Ker(L)) + dim(Im(£L)) = k + (n—k) = n : le théoréme est vrai. ua

2.9.5 Bijectivité ou inversibilité

Soit £ : V — W une application linéaire.
Définition 2.31 L est dite bijective, ssi £ est injective et surjective.
Exemple 2.32 L’identité I : V — V est trivialement bijective. un

Corollaire 2.33 Si L est bijective alors dim(V) = dim(W), i.e. m = n (et nécessairement une
matrice représentant L est une matrice carrée).

Et L est alors inversible : L : V' — W admet une application linéaire inverse M : W — V
unique telle que £ o M = Iy, identité de W, et M o L = Iy, identité de V. Et on note M = L1,

Preuve. Si L est bijective alors n > m (surjectivité) et n < m (injectivité). D’ou m = n.
Supposons £ bijective. Donc L est surjective, donc ; a un antécédent pour tout j : il existe
Ej t.q. C.gj = 10; pour tout j. Et (l_)'i)i:17,,,,n est une base de V car L est injective.
Définissons alors I'application linéaire M : W — V par M.w; = gj. On vérifie immédiatement
que LM(W;) = ﬁ(gj) = w;, donc LoM = I (identité dans W), ainsi que M(E(EJ) = M(w;) = l;j
donc M o £ = T (identité dans V), donc L est inversible d’inverse M. L’unicité est immédiate

& vérifier (nécessairement M doit vérifier M.%; = b;), ou encore on se sert de : ensemble des

applications linéaires est un anneau (et dans un anneau, si 'inverse existe alors il est unique). oa

Proposition 2.34 Soit A = [L]|3,),(w,) la matrice représentant £ dans des bases (v;) et (w;).
L est bijective ssi A est inversible comme défini en (1.53)).
Et alors [[:_1][(1;;1.)’(171.) =A"Ll

Preuve. Calcul facile. .

3 Formes bilinéaires et matrices

3.1 Formes bilinéaires, produits scalaires
3.1.1 Forme bilinéaire

Soit V et W deux espaces vectoriels.
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Définition 3.1 Une forme bilinéaire (forme 2-linéaire) a(-,-) : V x W — K est une fonction
linéaire par rapport a chaque “variable”, i.e. telle que : pour tous Z, 1, Ts € V, tous ¥, 1,92 € W,
et tous o, 8 € K :

a(‘fl +af27g) :a(flv _,)+Oéa(_’2,:l7), (3 1)
a(Z, i1 + Bip) = a(Z, §1) + Ba(Z, ¥2), '
Proposition 3.2 Si a(-,-) est bilinéaire sur V x W, alors pour tout (Z,y) € V x W :
a(, ) = a(#,0) =0, (3.2)

ot on a noté 0 les vecteurs nuls Oy de V et Oy de W.

— —

Preuve. a(2 x 0y, %) = a(0y, ), d’ou 2a(0v,7) = a(Oy,7), ot a(Oy,7) = 0, idem avec Oyy. o

Définition 3.3 Une forme bilinéaire a(-,-) sur V x W est symétrique ssi W =V et :
Vi, geV,  a(Z,y) = a(y, 7). (3.3)

3.1.2 Produit scalaire sur des espaces vectoriels réels

Définition 3.4 Soit V un espace vectoriel réel. Une forme bilinéaire réelle a(-,-) : V x V — R est
dite positive (resp. définie positive) ssi :

VeV, a(@@)>0  (resp. VZ#0, a(Z %) >0). (3.4)

Définition 3.5 Une forme bilinéaire réelle a(-,-) : VxV — R est dite étre un semi-produit scalaire
(resp. un produit scalaire) ssi elle est symétrique et positive (resp. symétrique et définie positive).
Et on note alors :

VI, y eV, a(fa :'j) = (f’g)a- (35)

On note souvent :
('a .)a = ('7 ')V7 (36)
ou donc (-,-),, est un produit scalaire sur V' (une forme bilinéaire symétrique définie positive),
notation utilisée quand il n’y a pas d’ambiguité sur le choix du produit scalaire dans V.

Exemple 3.6 Le produit scalaire usuel (-, -)g, est bien un produit scalaire : immédiat. ==

3.1.3 Forme sesquilinéaire

Soit V' un espace vectoriel sur le corps C des complexes.

Définition 3.7 Une forme sesquilinéaire sur V' est une forme a(-,-) : V x V — C qui est :
1- linéaire par rapport & la premiére variable :

—

VaeC, VZ¢,Z€eV, a(@+ay,2)=0a(2)+ aa(y,?), (3.7)
2- antilinéaire par rapport a la seconde variable :
VBeC, VZ¢,Z€V, al@ g+ 62 =al@ g+ Lal(Z,?2). (3.8)
ot 3 est le complexe conjugué de .

Remarque 3.8 Attention : suivant les auteurs, une forme sesquilinéaire peut étre également dé-
finie comme étant antilinéaire par rapport a la premiére variable et linéaire par rapport & la

seconde... =
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3.1.4 Définition d’un produit scalaire dans C"

Définition 3.9 Une forme sesquilinéaire sur V' est hermitienne ssi :

VE,GEV, a@,§) =a(y,T). (3.9)
Donc si a(-,-) est sesquilinéaire hermitienne, alors a(Z,Z) € R pour tout & € V.

Définition 3.10 Un semi-produit scalaire (resp. un produit scalaire) sur V' est une forme sesqui-
linéaire hermitienne qui est positive (resp. définie positive) :

VieV, a(Z,%)>0, (resp. VZ # 0, a(&,T) > 0) (3.10)
et on note alors a(-,-) "% (-, V-

Exemple 3.11 Le produit scalaire usuel (-,-)s. est bien un produit scalaire : immeédiat. un

3.1.5 Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme associée a4 un produit scalaire

Définition 3.12 La norme (resp. semi-norme) associée au produit scalaire (resp. semi-produit
scalaire) (-,-), est la fonction ||.||, : V — Ry définie par :

|Z]le = V(Z, ©)a- (3.11)
Comme un (semi-)produit scalaire est positif, ||Z||, est bien un réel positif.

Théoréme 3.13 (Inégalité de Cauchy—Schwarz.) Soit a(-,-) un semi-produit scalaire sur V.
Alors, pour tout Z,j €V :

(@, §)al < [1Z]lallF]]a- (3.12)

Preuve. 1- Cas K =R : soit &,y € V et soit le polynome donné par, pour tout t € R :
P(t) = (& — 17,7 — t§)a = |[][5t* — 2(Z, §)at + |23 (3.13)

On a P(t) > 0 pour tout ¢ car un semi-produit scalaire est une forme bilinéaire positive. Donc son
discriminant est < 0, soit 4(%, )2 — 4/|7]|2 ||7|2 < 0, i.e. (3.12).
2- Cas K =C : soit &,y € V et, soit § € R et soit le polynéme donné par, pour tout t € R :
P(t) = (& —te”"7,@ —te”"§)q = [|Z]]7 — te” (7, 7)a — te(Z,D)a + |lte™FI[7 (3.14)
= [7l126* — (**°(Z, Do + 0T, Pa) t + |72,
car (-,-), est hermitien, donc . Soit —@ 'argument du complexe (Z,§)q, i-e. (Z,7)s = |(Z,§)ale .
Donc (%, §)q = |(Z,§)al = e7(Z. §)a € R, donc P(t) = ||71[5t* — 2|(Z, )al t + |73
On a P(t) > 0 pour tout ¢ car un semi-produit scalaire est positif. Donc son discriminant est
,

< 0, soit 4](, 9)a|? — 41/ 21712 < 0, i.e. B12).

Proposition 3.14 Si a(-,-) est un produit scalaire (resp. un semi-produit scalaire) sur V alors
|.||o est bien une norme (resp. une semi-norme) sur V.

Preuve. ||.||, est positive (car a(:,-) est positive).

On a ||aZ||2 = a(aZ, af) = aaa(F, T) = |a|?||Z||2, d’ott 'homogénéité.

On a [|7+ g7 = (Z+ 7.4+ §)v = 717 + 2(&,9)a + 712 < 1217 + 20|2allFlla + 1717 <
(|Z]|a + 1171]a)?, grace & Cauchy—Schwarz, d’ou I'inégalité triangulaire. o

Corollaire 3.15 Sia(-,-) est un produit scalaire sur V', alors pour ¥1,Z2 € V on a :

—

fl = T2 < V:le V, a(fh:lj) = a(fz,gj'). (315)

Preuve. = : tautologie.
< : le membre de gauche équivaut a a(Z, —Z2,y) = 0 pour tout ¥, en particulier pour § = &1 —2Z5,
donc ||Z1 — #2]|s = 0, donc &1 = &5. (Faux si a(-,-) est uniquement un semi-produit scalaire.) ow
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3.1.6 Définition d’une b.o.n. relativement 4 un produit scalaire

Définition 3.16 Si (-,-),, est un produit scalaire sur V' et si (€;) est une base dans V, alors (€;)
est une base orthonormée (une b.o.n.) relativement au produit scalaire (-, -),, ssi, pour tout 4, j :

(€3, €5)v = bij. (3.16)

Proposition 3.17 Un espace vectoriel V de dimension finie muni d’un produit scalaire (-,-),
admet une base orthonormée.

Preuve. On part d’une base (@;) de V, et on construit alors une b.o.n. (€;) (pour le produit
scalaire (-,-),,) a I’aide du procédé de Gram-Schmidt par exemple, cf. (1.76). ==

3.1.7 * Continuité d’une forme bilinéaire ou sesquilinéaire

On considére deux espaces vectoriels normés (V, ||.||v) et (W, ||.||w).

Définition 3.18 Une forme bilinéaire ou sesquilinéaire a(-,-) : V. x W — K est dite continue ssi
elle est continue par rapport a chaque variable (en tant que forme linéaire) :

Je>0, Y(Z,9)eVxW, ona la@ )| <cl|lZlvglw. (3.17)
On munit le produit cartésien Z =V x W de la norme ||.||z = ||.||vxw définie par :
121z = sup(|[Z]|v, [[gllw) quand == (Z,7). (3.18)

Soit f : Z — R définie par :
f(2) =a(Z,9y) quand Z= (&%) € Z. (3.19)
f n’est pas linéaire.

Proposition 3.19 Quand a(-,-) est continue (au sens (3.17)), alors I'application f : Z — R est
continue sur (Z,||.||z). (Donc f est toujours continue en dimension finie.)

N.B. : penser a la forme bilinéaire = le produit simple dans R donné par (z,y) € RxR — zy € R,
associée la fonction f : (z,y) € R*> — zy € R dont le graphe G(f) = {(z,y, f(x,y)) € R3} est
la “selle de cheval” : f(z,y) = 0six =0 ouy =0, f(x,z) = 2% (parabole “vers le haut”) et
f(z,—z) = —x? (parabole “vers le bas”).

Preuve. Montrons la continuité en un point zy = (Zo, 9o) € Z. Soit Z = (#,9) € Z. On a :

|f(2) = f(2)] = la(Z, ) — a(Zo, %o)| = |a(Z — Zo, §) + a(Zo, ¥ — %0)|

la(Z — Zo, ¥ — Ho) + a(Z — To, %o) + a(Zo, ¥ — Ho)|

< cl||Z = Dollv[g — Hollw + cl|Z — Zol|v||gollw + cl|Zollv [T — Follw
< csup(L, [|gol|w, [|Zollv) sup(||Z — Zollv, || — gollw)

< esup(L, [|%ollw, [|Zo][v)[|z — 20|z,

des que || — Zol||lv < 1 et ||¥ — ¥ollw < 1. Donc quand z' — Zp, i.e. quand ||Z— Z||z — 0, on a
|f(2) — f(2)] — 0, et donc f est continue en Zy dans (Z,||.||z). Vrai pour tout Zp. ua

3.2 Matrices d’une forme bilinéaire
3.2.1 Matrice d’une forme bilinéaire ou sesquilinéaire

Soit V' et W deux espaces vectoriels sur K de dimensions respectives m et n. Selon le cas K = R
ou K = C, a(-,-) désignera soit une forme bilinéaire V' x W — R soit une forme sesquilinéaire
VxW — C.

Soit (¥;)i=1,... m une base de V' et soit (w;);=1,... , une base de W.

.....



32 3.2. Matrices d’une forme bilinéaire

Définition 3.20 La matrice m x n (réelle ou complexe suivant le cas) :
[a(-, )]‘(5)7(@') = A = [AZ]] ol Aij = a(ﬁi7 u"ij) Vi,j, (320)
est appelée la matrice de la forme bilinéaire a(-, -) relativement aux bases (¥;) et (;).

Proposition 3.21 Soit A = [a(,")]
on a:

(@), (@) - Pour ¥ = Z?:l ziU; € Vety = Z?:l y;w; € W,

n

a(Z §) = Y wiAiT; = [ AW (3.21)
ig=1

(La conjugaison est inutile si K = R.)
Preuve. a(f, g) = a(Z?:l xiﬁi, Z?:l yj’LF)j) = Zij xiyja(ﬁi, ’LF)]) mn

Exemple 3.22 La matrice du produit scalaire usuel de K" relativement & la base canonique de K™
est la matrice identité : [(-,-) xn] = I. En effet :

(Efn),E;n))Kn = (51‘]‘, V’L,] = 1, ceey N (3.22)

3.2.2 Matrice réelle définie positive

Définition 3.23 Une matrice réelle A € M,,,,(R) est positive (resp. définie positive) ssi :
vie R, [fT.A[F] >0  (resp. VZ#0, [f]T.A.[F]>0), (3.23)

ou [Z] est la matrice colonne des composantes de Z dans la base canonique.

—

Autrement dit, dans R™ muni de sa base canonique (£;) et de son produit scalaire usuel (-, -)gn,
une matrice A n *n est positive (resp. définie positive) ssi :

VieR", (AZ,Z)rn >0  (resp. VE#0, (AZ T)gn > 0), (3.24)
ou il est sous-entendu que & est décomposé sur la base canonique.

Proposition 3.24 Une matrice A n *n définie positive est inversible.

Preuve. Si A n’est pas inversible alors det(A) = 0 et les “vecteurs colonnes @,” de A ne sont pas
indépendants, donc il existe une combinaison linéaire » | y x;d; = 0, oti les x; ne sont pas tous nuls.

Notant [7] la matrice colonne des x; (non nulle), on a donc A.[F] = 0, donc [#]T.A.[#] = 0 pour
Z # 0, donc A n’est pas définie positive. Donc si A est définie positive, elle est inversible. un

Exercice 3.25 Montrer que A = ( 1) est définie positive. Et que B = <(1) i’) ne lest pas.

1

0 1
Réponse. (A.Z,T)p2 = :c2+a:y+y2 = %(w2+2:cy+y2)+%(x2+y2) > %(x+y)2+%(x2+y2) > %(1:2+y2) >0
pour tout & = (x,y) # 0.

(B.Z, ¥)p2 = 2 + 32y + 4*, donc pour x = —y = 1 on a (B.&, &gz = —1. un

Proposition 3.26 Si A est définie positive, alors il existe a > 0 t.q., pour tout & € R™ :
(Afv 'f)JR” > a||f|‘ﬂ2{"7 (325)
et, pour le plus grand « possible, I’égalité a lieu pour un ¥ (au moins).

(Et on verra, exercice que si de plus A est symétrique, alors le plus grand « possible est la
plus petite valeur propre de A.)
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Preuve. équivaut a (A.7, F)re > « pour tout ¥ € S, ot S est la sphére unité de R”. La
forme quadratique f donnée par f(Z) = (A.Z,Z)r~ = >_,;; Aijx;z; est continue sur R (c est un
polynéme), donc sur S. Comme S est compact, f atteint son minimum sur S : il existe Fy, € 5
t.q. f(Z) > f(Zmin) pour tout £ € S. Et comme A est définie positive et T, 7# 0 (car Zpmin € 9),
on a f(Zmin) > 0 (car A est définie positive). On pose o = f(ZFmin) et o vérifie (3.25), et de plus
cet « est optimal : c’est le plus grand « possible, et il est atteint pour Zpiy.- un

Exercice 3.27 Quel est le plus grand a pour la matrice A de l'exercice|3.25] et pour quels & a-t-on
I’égalité dans (3.25) 7
1

Réponse. Pour la matrice de 1'exercice la meilleure constante possible (la plus grande) est o = 5 :
on a (A.Z, gz > 1(2° +y*) = 1||Z]|z» pour tout &, donc o = 3 est possible; puis prendre z = —y qui
donne (A.Z, &)rn = %HanQan, donc nécessairement o < % Donc la plus grande valeur possible de « est % et
elle est atteinte pour ¥ = (—1, 1) par exemple, et plus généralement pour tout Z sur la droite x +y = 0. um

Exercice 3.28 Soit A = (CCL Z) une matrice 2x2 définie positive. Montrer a,d > 0 et ad—bc > 0

(déterminant).
Et montrer que la réciproque est fausse en général, et vraie pour les matrices symétriques.
Montrer que si A est symétrique, alors A est définie positive ssi Tr(A) > 0 et det(A4) > 0.

_ noté

Réponse. Soit & (z) On a (A.Z, Z)g2 = az® + (b + ¢)zy + dy® > 0 pour tout & # 0.

= : supposons A définie positive. En particulier siz =1et y=0o0n a 0 < (A.Z,Z)gz = a : on a bien
a > 0. De méme avecz =0et y=1,onad > 0.

Puis avec y 7 0 et en posant z = £ on a 0 < (A.Z, &)z = y*(az® + (b+ c)z + d) pour tout z. Comme
A est définie positive, le polynéome p donné par p(z) = az® + (b+ c)z 4 d n’a pas de racine réelle : sinon il
existe z t.q. (A.Z, &)g2 = 0 pour y # 0, impossible car A est définie positive. Donc (b + ¢)? — 4ad < 0.

Si de plus ad — be < 0, alors 4ad < 4bc avec (b + c¢)? < 4ad. Donc (b + c)? < 4be, donc (b—c)? < 0,

absurde. Donc nécessairement ad — be > 0.

¢:soitA:((1J ?).Onaa:d:1>0etad—bc:1>O,maispoury:—x:10na

(A%, Z)p2 = -1 < 0.

Soit A symétrique (donc b = ¢) avec a,d > 0 et ad — b*> > 0. Alors pour y = 0 on a (A.%, ¥)p2 = ax?
donc > 0 pour ¥ 7é 0, et pour y # 0 on a (A.Z, T)g2 = y*(az® + 2bz + d) avec le discriminant du polynéme
en z qui vaut (2b) — 4ad < 0; donc le polynéme en z n’a pas de racine, donc A est définie positive.

Autre démonstration avec la diagonalisation des matrices symétriques : voir exercice [5.6]

Soit A = (b Z), matrice symétrique. Supposons a 4+ d > 0 et ad — b> > 0. Alors ad > b%, donc a et

d sont non nuls de méme signe, et a +d > 0 donne a > 0 et d > 0. un

Exercice 3.29 Montrer que si P € R"™ est une matrice inversible, alors PT.P est une matrice
symétrique définie positive.
Réponse. Symétrie : (PT.P)" = PT.(PT)T = PT.P.

Définie positive : (PT.P.Z, #)gn = (P.Z, P.Z)pn = ||P.Z||3» > 0 pour & # 0 car P est inversible. un

3.2.3 Matrice de masse

Définition 3.30 Soit (V, (-,-);,) un espace vectoriel réel de dimension finie n muni d’un produit

scalaire (-,-),,. Une matrice M = [M;;] € R" est appelée matrice de masse ssi il existe une base
(¥3)i=1,...n de V telle que :
Mij = (¥;,7;)v,  Vi,j=1,..n (3.26)

M est alors appelée la matrice de masse relativement a la base () et au produit scalaire (-,-)y,.

Proposition 3.31 Une matrice de masse M = [(¥;,7;)v] est une matrice symétrique définie
positive.
Et réciproquement, une matrice M symétrique définie positive est une matrice de masse dans V.
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Preuve. Soit M = [(;,¥;)y] une matrice de masse. Un produit scalaire étant symétrique, on a

immédiagement M;; = Mj; pour tout %,j, donc M est symétrique. Soit & = Z?:l x;0; £ 0 et
z1

[#]=1| : ].Onapour tout £ €V non nul :

Tn

n n
0 <||Z|} = (& @)y = Y (5, T))v = Y a:Mya; = [#".M.[7),
i,5=1 ,5=1
et donc M est définie positive.

Réciproque. Soit M symétrique réelle définie positive. Soit M = L.LT sa décomposition de
Cholesky, cf. théoréme Donc LT est inversible (car 0 < det(M) = det(L) det(LT)). Soit (&;)
une b.o.n. dans (V, (+,-),) et soit @; = >, (LT);;7;, ot donc LT est la matrice de passage de
la base (¥;) a la base (@;). On a (0;,w;)y = > ., (L") ki (LT) e Tk, To)v = pp Li(L1 )00k =
S Liw(LY )k = (L.LT);; = M;j, donec M = [(;,W;)v] est une matrice de masse dans V. o

Proposition 3.32 Soit M = [(¥;,7;)v] une matrice de masse sur V. Alors M est également une
matrice de masse sur (R", (-, )gn)-

(Ainsi I’étude des matrices de masse sur un espace vectoriel réel est ramené a I'étude des
matrices de masse définies sur R™.)

Preuve. M est réelle, symétrique et définie positive, donc M = L.LT (factorisation de Cholesky)
ot L est triangulaire inférieure définie positive. Soit @; = LT.E; € R" ot (E;) est la base canonique.

On a (W, W) rn = Yo (LT ki (LT )ej (Bi, Eo)re = g Lir(LT) 4000 = (L.LT)s5 = My, donc M
est la matrice de masse dans (R, (-, -)gn) relativement a la base (;). ua

3.2.4 Matrice de masse et produit scalaire dans R"

Soit (E;) la base canonique de R™. On munit R” de son produit scalaire usuel (-, Vg

Proposition 3.33 a(-,-) est un produit scalaire dans R™ ssi il existe une matrice M = [M,;]
symétrique définie positive telle que :
et on note alors :

a(@.§) = (@, y)u (= (M.Z,Jr). (3.28)
Preuve. Soit a(-,-) un produit scalaire. Alors M = [ (E;, E; ;)] est une matrice de masse, donc
symétrique définie positive, et a(Z, ) = >_7 ;) wiy; Mij = (M.Z, §)gn.

Réciproquement, si M est symétrique définie posmve on définit la forme bilinéaire a(-,-) par
a(E;, E;) = My (donc a(Z,7) = dor i1 iy M = (M.Z,§)rn pour tout Z,7). Et a(-,-) ainsi
définie est symétrique (car M Dest) et définie positive : a(Z,7) = (M.Z, Z)pn = [#]T.M.[Z] > 0
pour ¥ # 0 car M est définie positive. uh

Proposition 3.34 Soit (¥;)i=1,....», une base de R". Alors il existe un unique produit scalaire a(-, -)

dans R™ pour lequel (7;) est une base (-,-),,-orthonormée, a savoir a(-,-) = (M., .)gn noté GOy
ou :

M=pP T p1 (3.29)
ou P=[P;] = ([th] .. [Un]) est la matrice de passage de la base canonique (E;) a la base (7).
Preuve. Soit P = [P;;] = ([#1] ... [#,]) la matrice de passage de la base canonique (E;) a la

base (7;), donc P.E_"j = ¥; pour tout j. On veut trouver une matrice M t.q., pour tout 4, :
(Ei, Ej)pn = 65 = (T3, 0;) s = (M., T;)gn = (M.P.E;, P.E;)gn = (PT.M.P.E;, E;)gn

Donc PT.M.P.E; = E; pour tout ¢, donc PT.M.P =1I, soit M = P~T.P~1,
Vérifions que M = P~T.P~! convient : (7;,7;)p = (M.T;,0j)gn = (P~T.P7L.0;,0))pn =
(Pil.ﬁi, Pil.ﬁj)Rn = (E_:l, Ej)R7L = 5ij pour tout 4,7 : OK. mn
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Proposition 3.35 Si M est une matrice de masse, si (-, -),, est le produit scalaire associé et ||.||ns
la norme associée (définie par ||Z||p = /(M.Z, Z)gn ), alors :

|Z]|gn =0 <= ||F|lw=0 <= Z=0, (3.30)
ou encore : B
[Z]|rn >0 <= [[Z|lM >0 <= T#0. (3.31)
Preuve. Un produit scalaire est défini positif. un
11 est immeédiat que si D = diag(\q, ..., Ay) (matrice diagonale), alors :
Vi=1,.,n, \>0 <= VYZeR"—{0}, (D.Z &) >0. (3.32)

(On a (D.Z,Z)pn = Y, Niz?.)

En revanche :

Proposition 3.36 I existe des matrices diagonales D = diag(\1, ..., \,) telles que A\; > 0 pour
tout i (donc définies positives), et il existe des produits scalaires (-,-),, (associés a de matrices de
masse M) telles que (D.Z, )y < 0 (bien que (D.Z, Z)gn > 0 pour tout & # 0).

Donc dans , on ne peut pas remplacer le produit scalaire usuel par un produit scalaire
quelconque pour caractériser une matrice définie positive.

Preuve. On prend D = diag(1,2) = (1) g), donc Ay = let Ay =2, et M = 1 117>
16
La matrice M est bien symétrique définie positive (donc matrice d’un produit scalaire). On a

M.D = (1 127) Et on prend ¥ = <_23) qui donne (D.Z, %)y = (M.D.Z, Z)ge = —% < 0, bien
que (D.Z, %)gn = A\2% + Aox2 >0 car Ay = 1 et Ay = 2 sont > 0.

Remarque : bien que M.D n’est pas définie positive, ses valeurs propres sont tout de méme
positives : la trace A1 + A\ et le déterminant \; Ao sont positifs. Cela donne un exemple de matrice
A = M.D qui est non définie positive dont les valeurs propres sont strictement positives (A = M.D

est non symétrique). ua

Exercice 3.37 Faire les calculs ayant permis de trouver le contre-exemple dans la démonstration
précédente.

1 0 a
0 2), et on cherche M = (1

M symeétrique doit étre définie positive, nécessairement a,c > 0 et ac — 1 > 0, cf. exercice [3.28] Puis

M.D = <(1l 220> donne (M.D.Z,Z)p2 = ax® + 3zy + 2cy® = y*(az® + 3z + 2¢) ol on a posé z = 5

en supposant y # 0. Et on veut donc que le polynéme p(z) = az® + 3z + 2c ait des racines réelles. Son

discriminant est A = 9 — 8ac doit donc étre positif, donc 8ac < 9; avec ac > 1 vu précédemment. Prenons

_ _ 17 . _ 3 _ -3 : . : -3y _ 1
a=1et c= 7. Puis prenons z = —5- = 5> (la demi somme des racines) qui donne p(3>) = —5. On
L]

prend x = —3 et y = 2, ce qui donne : (M.D.Z, X)g2 = —%. .

Réponse. On prend D = < et Z tels que (M.D.Z, )2 < 0. Comme

3.3 Changement de base pour une forme bilinéaire : B = PT . A.P

Soit a(-,-) : R" x R™ — R une forme bilinéaire. Soit (a;) et (b;) deux bases de R™. Soit, cf.(3.20) :

A= la(, ')]\(ﬁ)v B = [a(;, ')]\(E)v (3.33)

—

les matrices de a(-,-) respectivement dans les bases (a;) est (b;). Soit :
P=([bil@ - [bali@) (3.34)
la matrice de changement de base de la base (@;) vers la base (b;).

Proposition 3.38 On a :
[(Z(-, )h(g) = PT.[G(‘, ')]|(5).P, soit B = PTAP (335)
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Preuve. Bij = a(gi, 5]) = ZZ,Z:I Pkinja(ak,ﬁg) = ZZ,E:l(PT)ikA/dP@j = (PTAP)” un

Exemple 3.39 On reprend les unités de mesure pied et métre donnés a ’exemple

Soit a(-,-) : (#,9) € R x R — a(Z, 7) € R une forme bilinéaire. Soit Z donné. Soit x, (resp. zp)
sa coordonnée en métre (resp. en pied). Donc Z = z,@ = z3b. Soit 7 un second vecteur donné. Soit
Yo (resp. yp) sa coordonnée en métre (resp. en pied). Donc § = y,d = ybg.

Formule de changement de base (3.35), ici pour des matrices 1 % 1 identifiées & des réels :
B =PT AP =P2A,donc B = (0,3048)%.A.

Vérification : a(Z,¥) = [:E]ﬁd).A.[g]‘(a) = ZaYaA, ainsi que a(Z,7) = [7]T. Bg) 5 = oy B-
Comme x, = P a,, yp = P 1y, et B = P2.A, on a bien x5, B = 2,ya A = a(Z, 7). un
Remarque 3.40 Comparaison avec 'exemple 2.12] La formule de changement de base pour les
endomorphismes, B = P~1. A.P, est trés différente de la formule de changement de base pour les
formes bilinéaires, B = PT.A.P. Dans le cas de ’exemple on a B = A, alors que dans le cas
de l’exemple (méme changement de base) on a B = (0, 3048)2. A.

Autrement dit, les matrices des endomorphismes ne se comportent pas comme les matrices des
formes bilinéaires. un

3.4 Matrices congruentes

Définition 3.41 Deux matrices A et B sont congruentes ssi il existe une matrice P inversible t.q :
B=PT AP (3.36)

Proposition 3.42 Des matrices sont congruentes ssi elles représentent une méme application
bilinéaire a(-,-) : V- x V' — R dans deux bases différentes.

Preuve. Les matrices d’une forme bilinéaire sont toutes congruentes entre elles, cf. (3.35)).
Réciproquement supposons B = PT.A.P. Soit a(-,-) définie sur une base (@;) par [a(-,")] ;@) =
A, soit a(d d;) = A;; pour tout ¢,j. Soit (l_);) la base définie par Ej = > i, Pya; pour tout j.
| |

Alors 1i donne : B = [a(;, ')]I(l;)' N

4 Matrice diagonalisable

4.1 Définitions des valeurs propres et vecteurs propres
4.1.1 Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice

Soit A € K™ une matrice n * n avec n > 2. Le probléme aux valeurs propres, dit probléme
spectral, est, :

(4.1)

trouver les couples (A, 7) € K x K" t.q. 7 #0 et :
AT = A7),

ou [¥] est la matrice colonne des composantes de ¥ sur la base canonique de K™.
Dans la suite, on sous-entendra systématiquement qu’on cherche des couples (A, ¥) uniquement
pour des ¥ # 0, méme si on omet de I’écrire.

Définition 4.1 Un couple (A, %) solution de (4.1) est appelé un couple “valeur propre,vecteur
propre” (couple “vp-vp”) de la matrice A. Et alors A est appelé valeur propre associée au vecteur
propre ¥, et U est appelé vecteur propre associé a la valeur propre .

—

Exemple 4.2 Notons (E;) la base canonique de K". Pour A = diag(A1, ..., A,) (matrice diago-
nale), les couples (\;, E;) sont solutions immeédiates de 1 , de méme que les couples (\;, cE;),
pour tout ¢ # 0, par linéarité de A. un
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4.1.2 Valeurs propres et vecteurs propres d’un endomorphisme

Soit £ : V — V un endomorphisme sur un espace vectoriel V' de dimension n. Le probléme aux
valeurs propres, dit probléme spectral, est :

{ trouver les couples (A, 7) € K x V t.q. T # 0 et : (4.2)

LU=\
Définition 4.3 Un couple (A, %) solution de (4.2) est appelé un couple “valeur propre,vecteur

propre” (couple “vp-vp”) de ’endomorphisme L. Et alors A\ est appelé valeur propre associée au
vecteur propre ¥, et U est appelé vecteur propre associé a la valeur propre .

Soit (@;)i=1,...,.n une base de V, soit A = [L]) la matrice de I'endomorphisme £ dans cette
base. Soit [0](7) la matrice colonne des composantes d’une vecteur ¢ dans la base (&@;). Donc

[E.’U]K;i) = [£]|(a).[1ﬂ|(a), et L£.U = A implique [L‘]‘(a).[’ﬁ]‘(a) = )\[17%(5), soit A~[U]|(a) = )\[ﬁh(a).
Donc trouver les couples vp-vp (A, ¥) de £ c’est trouver les couples vp-vp (A, Z) de A = [L](a)

4.2 Exemple illustré : Pellipse

Soit £ : R™ — R™ I'endomorphisme de R™ défini sur la base canonique (E;) de R" par :

,C.Ej = ZA”.E;“ ou donc A= [A”] = [‘C]\(F:)’ (43)

=1

les composantes de [,.E_"j dans la base (E;) étant les Aij.
Soit S la sphére unité de R™ :

n

:z:zn: iEi Y af =1} (4.4)

On visualise la transformation £ en regardant I’ensemble image £(.5) (image de S) :
L(S)={y=L.Z TS} (4.5)

Si A est diagonale, A = D = diag(\y,...,\n) avec A; > 0 pour tout i, alors £(S) est facile a
représenter : c’est I'ellipsoide usuel :

- gzz Z%:l}. (4.6)

En effet L. E~ = )\E_'j pour tout j donne § = L. =1, o NE; = Dy y; E;, ot y; = \jw; pour
tout 7, et donc ZZ 1 /\2 =1quand ¥ € S.

Exemple 4.4 Dans R? et A = diag(1,2), £(S) est Uellipse 2 + 12—% =1 de petit axe 'axe des x;
et de grand axe l'axe des x5. =n

Si A n’est pas diagonale, £(S) n’est pas immédiat & visualiser. Sauf quand A symétrique
définie positive, car alors A est diagonalisable avec des valeurs propres A; > 0 associés & une b.o.n.
(¥;) de vecteurs propres (voir la suite). En appliquant les formules de changement de base des
endomorphismes, de la base (E;) vers la base de diagonalisation (%;) (voir la suite), on a :

L.T; = N\, D=P AP D = L]\, (4.7)

ou D = diag(A,\2), P = ([#4] [0a]) est la matrice de passage de la base canonique (E;) a la
base (;). Les matrices A = [ﬁ]\(ﬁ) et D = [L]|(y) sont deux représentations de la méme I’application
linéaire £, mais dans deux bases différentes. La représentation D de £ dans la base (¥;) permet de
visualiser lellipsoide £(S) : d’axes alignés suivant les v;.
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2 représentant un endomorphisme de R? dans la base

IRVE]
Exemple 4.5 Soit A = 74
4

WOt
5

canonique. Cette matrice symétrique est diagonalisable, ses valeurs propres sont 1 et 2, et des

s M us

. - cos T . —ginZ . e "

vecteurs propres associés sont ; = (si 3 ) et Uy = ( o ) (la base canonique initiale a été
3 3

tournée de %). Dans cette nouvelle base (¢, 72), I'endomorphisme L est représenté par la matrice

diagonale D = P~ A.P = (1) (2)

petit axe le long de #; et de grand axe le long de ¥s. un

2
> : on “voit bien” lellipse {§ = y1¥1 + Yot : Y + % = 1} de

4.3 FEspaces propres

Définition 4.6 Si \ est valeur propre de la matrice A (resp. de ’endomorphisme L) alors le noyau :
Ker(A—X)={Z e K" : AZ = \t} (resp. Ker(L—MN)={FeV:LZ=XT}) (4.8)
est appelé 'espace propre de A associé a A (resp. de £ associé a \).

Proposition 4.7 Dans cette proposition A signifie matrice de K™ (resp. endomorphisme sur V') .
1- Un sous-espace propre Ker(A — \I) est un sous-espace vectoriel de K™ (resp. de V).
2- ¥ est vecteur propre associé a A ssi ¥ € Ker(A — X) — {0}.
3- X est une valeur propre ssi Ker(A — AI) est un sous-espace vectoriel de dimension > 1 (il
n’est pas réduit a {0}).
4- Un espace propre est stable par A, i.e. : si ¥ € Ker(A — A\I), alors A.7 € Ker(A — \I).
5- Si \; et \j sont deux valeurs propres distinctes alors Ker(A — X\;I) N Ker(A — \;I) = {0}.

Preuve. 1- Ker(A — A\I) est un sous-espace vectoriel de K" : si A.% = A¥ et A.§f = Ay alors pour
tout o € K alors A.(Z + ay) = A& + o).

2- ¥ est vecteur propre associé & A ssi A0 — AT =0 et ¥ #* 0.

3- Si X est valeur propre alors il existe Z # 0 t.q. T € Ker(A — M), donc Ker(A — AI) n’est pas
réduit & {0}. Tl est donc nécessairement de dimension > 1 (c’est un sous-espace vectoriel).

4- Si v € Ker(A — M) alors A.(A.0) = A.(\0) = A(A.¥), donc A.¥ € Ker(A — AI).

5- 51 A7 = \Uet A¥ = \;j¥alors (A, — X\j)¥ = 6, et si \; # A; alors nécessairement v = 0. o

4.4 Polyndéme caractéristique

Définition 4.8 Soit A € K™ une matrice. Le polynome caractéristique de A est le polynome de
degré n défini par, pour tout A € K :

p(A) = det(A — \I), (4.9)
déterminant de la matrice A — M.

Définition 4.9 Soit £ un endomorphisme sur V. Soit A = [L]|) la matrice de £ dans une
base (@;) de V. Le polynome caractéristique de £ est le polynome défini en (4.9)).

Proposition 4.10 Soit £ un endomorphisme sur V. Son polynéme caractéristique est indépendant
de la base dans laquelle L est représenté.

Preuve. Soit (b;) une autre base et soit B = [Eh(l?) la matrice de £ dans une base (b;). Soit P la

matrice de passage de la base (@;) & la base (b;). On a B = P~1.A.P, donc :

det(B — ) = det(P~*.A.P — X) = det(P~'.(A — \I).P) = det(P ") det(P) det(A — \I)

= det(A — AI).
Donc p(A\) donné en (4.9) ne dépend pas de la matrice représentant £ o=

Corollaire. Dans la suite on représente £ : V — V par une de ses matrices A € K"
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Notons \; € C les racines complexes de p :

PO = (-1)"

3

(A= \). (4.10)
1

n

Notons u; € C les racines de p deux & deux distinctes et m; la multiplicité de la racine p; :

Ty Ty

n=> mi, p\) =" [[A—p)™,  wiAFp Vi (4.11)
i=1

i=1

Définition 4.11 La multiplicité d’une racine du polynéme caractéristique, soit m; dans (4.11)),
est appelée la multiplicité de la valeur propre p; et des valeurs propres A t.q. A; = p;.
Et on utilise alors ’expression “la valeur propre \; est comptée autant de fois que sa multiplicité”

pour passer de (4.11)) & (4.10).

pr 00
Exemple 4.12 Soit p; # po et A = 0 w1 0 ). La matrice A a deux valeurs propres
0 0 M2

distinctes : p1 de multiplicité 2 et po de multiplicité 1. On pose Ay = p1 = A et A3 = po. Et
A = diag(pq, p1, p2) = diag(A1, A2, Az). Ici p1 = A1 a été compté deux fois (sa multiplicité est 2). au

Proposition 4.13 \ est valeur propre ssi A — A\l n’est pas inversible, i.e. ssi \ est racine du
polynome caractéristique p, ou encore ssi dim(Ker(A — AI)) > 1 :

A valeur propre = p(A) =0 = dim(Ker(A — A\I)) > 1. (4.12)

Preuve. Premiére équivalence : =. Si A est valeur propre alors il existe £ non nul tel que (A —
A)Z = 0, donc A — M n’est pas inversible, donc det(A — AI) = 0.
<. Si A n’est pas valeur propre, alors si & vérifie (A — A\I).Z = 0 on a nécessairement & = 0
(sinon A serait valeur propre), donc det(A — AI) # 0 (sinon les vecteurs colonnes seraient liés).
Deuxiéme équivalence : voir proposition précédente [£.7} un

Exercice 4.14 Montrer que si T est une matrice triangulaire supérieure, alors ses valeurs propres
sont données par les scalaires sur la diagonale.

Et donc en particulier si 7' = D est diagonale, ses valeurs propres sont les scalaires sur la
diagonale.

Réponse. Soit \; les scalaires sur la diagonale de T'. Alors p(A) = det(T — AI) = [, (A — X\i) (calcul
immédiat). Donc les valeurs propres sont données par les \;. un

Exercice 4.15 Montrer que la trace Tr(A) et le déterminant det(A) sont donnés dans C par :

n n

Tr(A) =) N,  det(4) =[] (4.13)

i=1 i=1

Réponse. p(\) = det(A — AXI) = (—=1)" A" + an—1A" "' + ... + ao obtenu par exemple en développant par
rapport & la premiére colonne. D’olt ap = p(0) = det(A), et an—1 = Z:.L:l ai; car dans le calcul de a,_1

interviennent exactement les n — 1 éléments de la diagonale de A — AI (coefficient de A\"™'). =n

Exercice 4.16 Montrer que si A est valeur propre de A alors \ est aussi valeur propre de A” avec
la méme multiplicité.

Réponse. Comme I” =T on a det(A” — A\I) = det((A — AI)T) = det(A — AI) = p()\) : donc A et AT ont

le méme polynome caractéristique. un
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4.5 Matrice diagonalisable : D = P~ AP

4.5.1 Définition et exemples

Définition 4.17 On dit que A est diagonalisable dans K ssi il existe n couples (A, 7;) € K x K™
solutions de (4.1) t.q. (¥;)i=1,...,n est une base de K™ :

A, . A, € Kn, El('l_ji)izl,...,n base de K™, t.q. AU, = \NU; Vi= 1,...,n, (414)
au sens A.[U;] = A;[0;] ot on a utilisé implicitement la base canonique.

Exemple 4.18 Une matrice diagonale A = diag()\1, ..., \,,) est diagonalisable (c’est la moindre des
choses...) : ses valeurs propres sont les scalaires \; lus sur la diagonale, et une base de diagonalisation
est la base canonique (immédiat). En particulier la matrice identité, cas particulier pour leque

toutes les bases sont des bases de diagonalisation. un

Exemple 4.19 Les matrices des projections sont diagonalisables :

Soit (¥;)i=1,...n est une base de R™ et soit I’application linéaire de projection sur le s.e.v.
Vect{t1, ..., U} parallélement & Vect{¥jy1,...,7,}. Sa matrice A dans cette base est donnée par
A.v; = U pour tout j < ket A.7; = 0 pour tout j > k. Donc A = diag(\;) ot les A; valent 1 pour
j<k,et 0pourj>k. un

0

10 est diagonalisable dans C, puisque

Exemple 4.20 La matrice antisymétrique A =

. . - 1 - 1
p(\) = A2 + 1 donne \ = 4-i. Deux vecteurs propres associés sont 7, = <Z ) et v_ = (z > ua

Exemple 4.21 La matrice A = (1 1) (premier bloc de Jordan) n’est pas diagonalisable. En

01
1-A 1
0 1-A
la seule valeur propre. Et ’espace propre associé est Ker(A — I) = Vect{El} de dimension 1. Et
Vect{El} C R? : on ne peut donc pas former une base de R? avec des vecteurs propres.

(1) ?) = diag(1, 1) = I, voir plus loin, ce

qui n’est pas le cas.) un

effet \ est valeur propre ssi 0 = det(A — AI) = det < ) = (1-))2. Et donc A = 1 est

(D’ailleurs si A était diagonalisable on aurait A = (

3 6
valeurs propres et donner des vecteurs propres associés.

. . 1 2 . .
Exercice 4.22 Montrer que la matrice A = ( ) est diagonalisable dans R : calculer ses

Réponse. p()\) = det(A — M) = A% — 7\ = A(A — 7). Donc 0 et 7 sont valeurs propres.

Le vecteur propre 77 = Zj associé & A1 = 0 est obtenu a l'aide de (A — \I).07 = 6, soit x +2y =0
(la seconde équation est redondante), et par exemple 07 = <_21) convient.

Le vecteur propre U2 = (5) associé & Ao = 7 est obtenu & laide de (A —AoI).72 = 0, soit —6z+2y = 0

3
Noter que, relativement au produit scalaire usuel, ces vecteurs ne sont pas orthogonaux de R? (la

. - 1 .
(la seconde équation est redondante), et par exemple ¥ = ( ) convient.

matrice A n’est pas symétrique, voir plus loin). un

Exercice 4.23 Diagonaliser la matrice A = (g g)

. 1
Réponse. Les valeurs propres sont 1 et 6, les vecteurs propres sont proportionnels & <_2) et a (?) un

4.5.2 Formule D =P 1. AP

Proposition 24.24 Toute matrice diagonalisable est semblable a une matrice diagonale. Donc, si :
1- A € K™ est une matrice diagonalisable dans K,
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2- D = diag(A1, ..., A\n) est la matrice diagonale des valeurs propres,
3- (U;) est une base de K™ de vecteurs propres, avec donc A.U; = \;U; pour tout j, cf. (4.14),

—

4- P est la matrice de passage de la base canonique (E;) a la base (;), i.e. :

n Py
1=1 Pnj
alors : la relation A.0; = A\;U; pour tout j =1,...,n s’écrit :
A.P=P.D, (4.16)
soit :
D =P AP, (4.17)
ou encore :
A=PD.P (4.18)

(Autrement dit : un endomorphisme est diagonalisable s’il existe une base dans laquelle la matrice
le représentant est diagonale.)

Preuve. On a :

AP=A([th] .. [5])
= (A[p1] ... Alt.]) (4.19)
= (M[T] o Anlth]).
Et :
PD=P. ([ME)] .. [En])
= (PIMB] .. PAE]) (4.20)
= (MP[E] .. MPIE])
= (M[U1] o AnlTn]).

On a bien A.P = P.D n’est autre que ’écriture matricielle par colonnes des n égalités A.0; = A\;7;
de définition des couples vp-vp : on a .

De plus, (#;) étant une base, P est inversible. D’oti P~ existe et s’écrit également
ou ([@.18). o

Exemple 4.25 Soit (,,) une base. Soit II la projection sur Vect{#y,..., 0,1} parallélement
a U,. Soit A = [H]l( 7 la matrice de I'application linéaire II dans la base canonique. Alors

D = P71 AP = diag(1,...,1,0) = [II](5 est la matrice diagonale représentant la projection II
dans la base (7;). ua

Exercice 4.26 Diagonaliser la matrice T' = (é g)

. R 1
Réponse. Les valeurs propres sont \; = 1 et A2 = 3. Des vecteurs propres associés sont v = <O>

et Uo = (1) Etici P = ([th] [U2]) = ((1) 1), et D = diag(1,3) = (é g), et on vérifie (4.16

T.P=PD= ((1) g), ou encore D = P~L.T.P. un

Exercice 4.27 Montrer que si A est une matrice réelle diagonalisable, alors AT est diagonalisable,
et donner une base de vecteurs propres.

Réponse. A= P.D.P~! donne AT = P~7.D.P" = R.D.R"' otton aposé¢ R= P 7. Donc AT.R=R.D:
donc AT a meéme valeurs propres que A (méme matrice diagonale), et sa j-éme valeur propre est associée
au j-éme “vecteur colonne” de R = P~ T.

Cas particulier A = A7 : on verra qu’on peut choisir P t.q. PT = P~!, et donc R = P convient : A et
AT = A ont mémes vecteurs propres! un
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Exercice 4.28 Montrer que A diagonalisable est non inversible ssi 0 est valeur propre de A.
Réponse. det(A) = det(P.D.P™') = det(P) det(D) det(P~") = det(D) = [T, (\). ua

=1
Exercice 4.29 Montrer que si A = P.D.P~! alors A* = P.D¥ . P~! pour tout k € N.

Réponse. Vrai pour k = 0 (I = I), pour k = 1 (hypothése), A> = P.D.P~*.P.D.P™! = P.D*. P},
récurrence immédiate. un

4.5.3 Caractérisation dim(Ker(A — ;1)) = m;

Proposition 4.30 Soit A matrice n x n et soit ui, ..., in, Ses valeurs propres 2 a 2 distinctes de
multiplicité m;. Alors :
A diagonalisable <— Vi=1,..,n,, dim(Ker(4A— yu;I))=m;
IS 4.21
=  PKer(A—pI)=K" (4.21)
i=1
En particulier, si A posséde n valeurs propres 2 a 2 distinctes (donc toutes de multiplicité = 1),
alors A est diagonalisable.

Preuve. Notons F %' @D, Ker(A — p;I) : c’est bien une somme directe, cf. proposition
point 5.
Supposons F' = K™ : on prend une base dans chaque Ker(A — p;I) et on obtient une base
de K™ de vecteurs propres. Donc A est diagonalisable et dim(Ker(A — u;I)) = m; pour tout .
Supposons dim(Ker(A — u;I)) = m; pour tout ¢ : on prend une base dans chaque Ker(A — ;1)
et on obtient une famille libre de K™ de vecteurs propres constituée de n vecteurs, donc A est
diagonalisable et F' = K". =n

Exercice 4.31 Vérifier que si A est une matrice réelle, si A € C — R est valeur propre, alors
A est également valeur propre, et les vecteurs propres associés sont conjugués. Le vérifier sur

lexemple

Réponse. Comme A est réelle on a A = A. Donc A.% = A7 donne A.¢0 = A.¥ = \70. un

Exercice 4.32 Montrer qu’on a toujours dim(Ker(A — u; 1)) < m;.

Réponse. Sinon dim(Ker(A — ;1)) > m;+1. Soit (W;);j=1,...,m;+1 une famille libre dans Ker(A — ;7). On
la compléte par une famille libre (W, 42, ..., Wn) pour former une base de K. Soit P = ([W1] ... [Wx])
la matrice de passage. Alors p(\) = det(A — M) = det(P™'.A.P — A\I) = det(P~")det(A.P — A\P) =
det(P™ Y det((pi — N)[@1], ..., (ts — N[ W, 41], --) = (i — A)™ T det(P™1) det([wh], ..., [Wim,;+1], --.), donc
i est de multiplicité > m; + 1 : contraire a la définition de m;. un

4.6 Matrices qui commutent avec une matrice diagonale

Proposition 4.33 Si D = diag(\1, ..., \,) avec \; # \; pour tout ¢ # j (les valeurs propres sont
distinctes 2 a 2, i.e. toutes de multiplicité = 1), alors une matrice B commute avec D ssi B est une
matrice diagonale :

B.D=D.B <= B=diag(ay,..., o). (4.22)

Si D = diag(\q, ..., \n) est diagonale avec les \; de multiplicité m; > 1 rangées de telle sorte que
les valeurs propres identiques sont adjacentes, notant n, le nombre de valeurs propres distinctes
2 a 2, alors une matrice B commute avec D ssi B est une matrice diagonale par blocs :

B.D=D.B — B = diag(By, ..., Bn,). (4.23)
ol les matrices B; sont des matrices carrées m; * m;.

Plus généralement, si A une matrice diagonalisable, avec la notation A = P.D.P~! de la
proposition si les \; pour i = 1,...,n sont les valeurs propres de A de multiplicité m; > 1
rangées dans D de telle sorte que les valeurs propres identiques sont adjacentes, alors, B commute
avec A ssi B = P.Dp.P~! ou Dp = diag(Bx, ..., By,) est une matrice diagonale par blocs :

B.A=A.B — B = P.diag(By, ..., Bn,).P7!, (4.24)

ou les matrices B; sont des matrices carrées m; xm; (donc B est “diagonalisable par blocs” avec la
matrice de passage P de A).
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Preuve. Traitons le cas général (4.24)), les cas particuliers (4.22)) et (4.23) s’en déduisant. Soit ()
une base de diagonalisation associée aux vp A;. Donc A.P = P.D ou P = ([th] ... [t},]) est la

matrice de passage “contenant les vecteurs propres”, et D = diag(\1, ..., \p)-

D’une part on a (A.B).t; = A.(B.%;), et d’autre part on a (A.B).0; = (B.A).t; = B.(A.7;) =
B.(\T;) = A\ B.0;.

Donc A.(B.T;) = A\i(B.7;), soit (A — A\I).(B.%;) =0, i.e. B.T; € Ker(A — \I).

Notons u; pour ¢ = 1,...,n, les valeurs propres distinctes deA comptées autant de fois que leur
multiplicité m;.

Considérons le cas i = 1 : ici Ker(A — piI) = Vect{0y, ..., U, }- Et comme B.7} € Ker(A—p1)
pour j = 1,...,myq, il existe my réels ¢;; pour i = 1,...,my t.q. B.[th] = > eath.

_, 1 hoté N NN o .
Alors on a obtenu B.[0}] "= P.0;, ou ¥; a ses my premiéres composantes = ¢;; pour ¢ = 1,...,m;

et les autres nulles. )
- Tnoté

De méme pour B.[7;] = > ¢;;U; = P.U; pour j = 1,..,mq, ol U; a ses m; premiéres
composantes = ¢;; pour ¢ = 1,...,m; et les autres nulles.
S ., B B
Notons By = [¢j;]i=1,....m; . On a obtenu B.([0h] ... [Un,]) = P.( 01) ol ( Ol> =
G=1,...,m]

([A] o [Om,])
On procéde de méme avec les valeurs propres suivantes.
On a obtenu B.P = P.Dg ou D = diag(By, ..., By,) est la matrice diagonale par blocs cherchée.

Cas particulier A = D diagonale : ici la base de diagonalisation est la base canonique, et donc
P = 1. Et donc B est diagonale par blocs, et en particulier diagonale si les valeurs propres son
2 a 2 distinctes. un

5 Une matrice symétrique réelle est diagonalisable

Rappel : C est un corps “algébriquement clos” : tout polyndéme complexe de degré n > 1 admet
au moins une racine complexe. Alors que R n’est pas “algébriquement clos” : le polynéme x? + 1
n’a pas de racine réelle. On plonge R dans C pour avoir l’existence des racines du polynoéme
caractéristique (dans C).

5.1 Les valeurs propres d’une matrice réelle symétrique sont réelles

Les matrices de C° transconjuguées ont été définies en 1} par A* = AT et les matrices
hermitiennes sont les matrices complexes vérifiant A* = A, cf. (L.51)

Proposition 5.1 Si A est hermitienne alors ses valeurs propres sont toutes réelles.
En particulier, les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle sont toutes réelles.

Preuve. Soit A € C une racine du polynome caractéristique p(\) = det(A — \I). Soit 7 € C™ — {0}
le vecteur propre associé : on a A.¥ = A7 avec ¥ # 0. Donc :
(A0, B)en = AT, D)en = M@, D)en,
et, ayant A hermitienne et (-,-)c, sesquilinéaire :
(AU, 0)cn = (U, AV)cn = (U, A0)cn = MU, T)cn,
d’ott A = X : toute valeur propre de A hermitienne est réelle.
Et une matrice symétrique réelle est hermitienne. un

5.2 Théoréme de diagonalisation des matrices symétriques réelles

Soit (E;) la base canonique de R™. On munit R” de son produit scalaire usuel (-, Vg

Théoréme 5.2 (diagonalisation des matrices symétriques réelles.) Soit A € R"™ une ma-
trice symétrique réelle. Alors A est diagonalisable dans une b.o.n. de (R", (-, )gn) :

E')\l, ceey An € R, H(Ui)i:L...,n b.o.n de R", A’UJ = Ajl_fj VJ =1,...,n. (51)

Notant D = diag(\1,...,\,) la matrice diagonale des valeurs propres, et P = ([th] ... [Un]) la
matrice de passage de la base canonique 4 la base (U;) (stocke dans sa j-éme colonne les composantes
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de ¥; dans la base canonique), s’écrit également sous la forme :
A.P=PD, avec ~ PT.P=1, (5.2)

soit :
D =P 1 AP, avec P! =pPT, (5.3)

Preuve. Démonstration de par récurrence. Pour n = 1, A est une matrice réduite a un réel,
donc Az = Az, et (A, 1) € R x R! est un couple vp-vp qui convient.

Supposons que ce soit vrai pour toute matrice symétrique n * n.

Soit A une matrice symétrique (n+1)*(n+1). Donc det(A—AI) est une polynome de degré n+1,
et donc admet au moins une racine A, 1 dans C. Et A étant symétrique, cette racine est réelle, cf.
proposition Soit wWy4+1 € Ker(A — Ap+11) vecteur propre associé t.q. ||Wy41||[gn+1 = 1.

Soit w1, . .., W, € R""! choisis tels que (W, ..., Wy, W,11) soit une base orthonormée de R™*+1
(par exemple & 'aide de Gram—Schmidt). Et notons G = ([w1] ... [Wy+1]) la matrice (n+1) *
(n+1) dont les colonnes sont les composantes des vecteurs w; dans la base canonique. Donc GT.G =
I (par construction de la base (wy,...,W,,W,+1)). Et on a :

[ ]"
GT AG = : (JAAD] ... [Adnga])
[wn-&-l]T
K R P s P [ 4 K0 W (Y
(W1 )T A1) ... [Waaa]T At

avec W, 1. AWni1 = Ayp1Wy o1 Wny1 = Apy1, et pour @ # 0, W AW,y = A\pp1W Wpyr =
Ant1.0 =0 =L, . A0}, la derniére égalité par symétrie de A. Donc :

0

GT AG = B 0 7 (5.4)

0 ... 0 Ans1

ol B est la matrice n *n symétrique = [#.A.Ej] 1<i<n . Par hypothése de récurrence, B est diago-
1<j<n

nalisable dans une b.o.n. (@, ...,,) de R". On plonge R" dans R"*! = R x R" et on prolonge
les @; en les vecteurs ¢; = (0,4;). Et il est immédiat que la base (¥, ..., 0y, Unt1) est une base
orthonormée de diagonalisation de A.

Enfin, notant P la matrice dont les colonnes sont données par les composantes de v, on a
A.P = P.D, qui est une écriture condensée de A.7}, = A7) (égalité des colonnes des matrices A.P

et P.D), i.e. on a (5.2). a

Exercice 5.3 Diagonaliser M = (:1)) ;))

Réponse. det(M — M) = det <3 I A 3 i )\> =X —6A+8=(A—2)(\—4). Valeurs propres \; = 2,

A2 = 4. Deux vecteurs propres associés U7 = (_11), vo = (}), on vérifie que (U1,72)gz = 0. Ici
2 0 1 1

D= (0 4> et comme ||| = ||t2]] = V2, ona P = ( V2 ‘{5) matrice orthonormée : on vérifie
V2 V2

PT.P=1 o

Exercice 5.4 Diagonaliser M = (} é)

Réponse. det(M — AI) = det (1 —A ! ) = A? — 3)\ + 1. Discrimiant A = 9 — 4 = 5, racines

12—
_3+V5

At 5

AN 1
. Deux vecteurs propres associés vy = ( 143 |- un
2
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Exercice 5.5 Si A est symétrique, si A1 et Ay sont deux valeurs propres distinctes, montrer que
les espaces propres sont orthogonaux.

Réponse. Soit & un vecteur propre associé a A;, i = 1,2. On a (A.&;, €j)rn = Ai (€5, €;)rn et (A.€;, € )rn =
(&, A.€j)rn = X\ (€;,€;)rn car A est symétrique. Donc si \; # \; on a nécessairement (&;,€;)rn = 0. um
Exercice 5.6 Montrer que si A est symétrique définie positive alors (A.Z, ©)gn > Amin||Z]|. pour
tout & € R™, ot Apin = min(Aq, ..., A,,) est la plus petite des valeurs propres.

Réponse. On a D = P 1 A.P avec PT = P7' donc A = P.D.P™' = P.D.PT, donc (A.Z,%)rn =
(P.D.P".Z %)zn = (D.4,§)rn oit on a posé § = PT.7. Et (D.§,§)rn = Y1 Niyi quand § = > 1 y: Ei,
donc (D.7, §)rr > mini=1,...n(Xi) >or; Y7 = Amin||7][Zn. Comme PT.P =T on a Avec ||#]|* = ||Z]|gn, d'ott
(A.Z, Z)rn > Amin||Z||2n, ce pour tout & € R™. un

Remarque 5.7 S’il existe Q inversible telle que D = QT .A.Q est diagonale, alors A = Q~7.D.Q~!
est symétrique (immédiat), et donc est diagonalisable. Mais il n’y a aucune raison d’avoir QT =
Q7' ie que QT.Q = I, i.e. que les “vecteurs constituant les colonnes de (” soient orthonormés :

prendre A = I, Q — (é g) — Q7 qui donne D = QT.1.Q = QT.Q = Q2 — (é 2) £ T (les
“colonnes” ne sont pas toutes normées). un

Réciproque :

Proposition 5.8 Si A € R™ est diagonalisable et si on peut choisir des vecteurs propres tels
qu’ils forment une b.o.n. de (R", (-,-)g.), alors A est symétrique.

Preuve. Notons (7;) une b.o.n. de vecteurs propres, et P = ([¢h] ... [¥,]) la matrice qui stocke
dans sa j-éme colonne les composantes de ¥; dans la base canonique : donc A = PD.P7!' =
P.D.PT donc AT = (PT)T.DT.PT = P.D.PT, donc AT = A. wa

5.3 Diagonalisation d’un endomorphisme symétrique

Soit V' un espace vectoriel sur R, muni d’un produit scalaire (-,-),, de dimension n.

Corollaire 5.9 Soit £ un endomorphisme symétrique dans (V, (-,-),,). Alors L est diagonalisable
dans une b.o.n. de (V, (-,)y/) :

ANy, dn R, 3(@, oy T) boom. de (V,(2)y), L0 =X\ Yi=1,..n.  (5.5)

Preuve. Soit (@;) une b.o.n. de V. Soit A = [L]z) € R™. La matrice A est symétrique car L est
symétrique et (@;) est une b.o.n. (proposition page [25)).
1- Passage dans R". A, symétrique réelle, est diagonalisable dans une b.o.n. (€;) de (R™, (-, -)ga) :

D=P1'AP avec PT.P=1I, (5.6)

ou D = diag(A1, ..., A,) est la matrice diagonale des valeurs propres, et o P = ([e1] ... [€n])

—

stocke dans sa j-éme colonne les composantes de €; dans la base canonique (E;) : pour tout j :
€ = ZPith [‘%‘]\(E“) = : ) A'[é}‘h(é) = [@‘]\(E*)' (5.7)

2- Retour dans V : soit ; la fonction de V' dont les composantes dans la b.o.n. (@;) sont celles

de €} dans la base canonique de R"™ : pour tout j :
ﬁj = ZPijdia donc [’U]h(d) = et A[ﬁj]‘(d) = )\j [6j]|(d)- (58)

‘ Pnj
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Vérifions que (7;) est une b.o.n. dans (V, (-,-)y) :

(T, 0;)v = Y PuiPyj(d, de)v = Y PriPrjore = ZPk,PkJ (PT.P)y; =6i;.  (5.9)

ke ke
Et :
Li; = PyLd; = ZszAmak = Py Api(P™ ety
' i (5.10)
= Z(P AP)jv, = ZD@W AU,
¢
donc [£L]|5) = D = diag(A;) ot (¥;) est une b.o.n. de diagonalisation de £ dans (V,(-,-),). a

Remarque 5.10 Diagonalisation & partir d’une base quelconque : voir le paragraphe |§| (valeurs
propres généralisées) et le théoréme ; et le paragraphe pour un exemple dans V = P;. du

5.4 Matrice symétrique : base orthogonale commune de diagonalisation

Pour A symétrique réelle, avec les notations du théoréme on a obtenu, pour i,j =1,....,n
(AT, Ui)rn = X\ (T5, Ti)mn = Aj0ij, (5.11)

(¥;) étant une b.o.n. de diagonalisation associée aux valeurs propres \;.
En particulier, si A est une matrice symétrique réelle définie positive, alors :

()4 R™ x R® —R (5.12)
A (@, 5) — (@, §)a = (AT, Pr~ '
est un produit scalaire sur R™. Et (5.11) se lit, pour tout 4, :
(¥, Vi) a = Ajdij, (5.13)

donc (7;) est une base orthogonale dans (R™, (-,-) 4) (dans R™ muni du produit scalaire (-, ) ,).
Et donc (#;) est une base orthogonale 4 la fois pour les produits scalaires (-, ). €t (-,-) 4 : c’est
une base orthogonale commune de diagonalisation.

Remarque 5.11 Les \; étant tous non nuls pour A définie positive, on a :

v;

\/* \/7 = 05 (= (¥, Ui)rn).

) est une b.o.n. dans (R™, (-,-) ). ==

(C’est nul si i # j et cela vaut 1 pour ¢ = j.) Et donc (\/‘7;*

5.5 Diagonalisation simultanée de matrices symétriques qui commutent

Proposition 5.12 Soit A et M sont deux matrices réelles symétriques qui commutent :
AT = A, MT =M, AM = M.A. (5.14)

Alors A.M est symétrique réelle et A et M sont diagonalisables dans une méme b.o.n. (¥, ) de
(R™, (,-)gn) : il existe n réels \;, n réels u; et une b.o.n. (¥;) de R™ tels que pour tout i = 1,.

Aﬁl = )\2171, M’Jz = ,LLZ’L_f“ et (ﬁi,ﬁj)]}gvz = 0 VZ,] (515)

Preuve. Comme (A.M)T = MT AT = M.A = A.M, la matrice A.M est bien symétrique.

Montrons que A et M sont diagonalisable dans une méme b.o.n..

1- Traitons donc le cas A = D = diag(A1, ..., \n) et M symeétrique t.q. D.M = M.D. Comme
M.D est symétrique, M.D est diagonalisable.

Quitte & changer l'ordre des \;, on les prend t.q. D = diag(u11y, ..., fn, In, ), OU 7y, €8t le nombre
de valeurs propres distinctes, les u; étant les valeurs propres 2 & 2 distinctes de multiplicité m;, et
I,,, étant la matrice identité de R™:. (Une base de diagonalisation de D est la base canonique.)
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Comme M commute avec D, on utilise la propositionm: on a M = diag(M, ..., M,,,) matrice
diagonale par blocs ot M; est une matrice carrée m; x m;.

Et donc D.M = diag(p1 My, ..., pin, My, ) (immeédiat), et si (b;) est une b.o.n. de diagonalisation
de M associée aux valeurs propres p;, celle-ci est constituée de b.o.n. de R™¢ de diagonalisation
des M; complétées par des zéros pour se plonger dans R".

Comme M est symétrique, toutes les matrices M; sont symétriques (immédiat), donc diagona-
lisables. Donc si «;; pour j = 1, ..., m; sont les valeurs propres de M;, les p; (valeurs propres de M)
sont des ayj, et les valeurs propres de D.M sont les p;a;;.

Et (l;l) est aussi une b.o.n. de diagonalisation de D, car toute b.o.n. dans R™¢ est une b.o.n. de
diagonalisation de I; (en particulier vrai pour la b.o.n. de diagonalisation de M;).

Donc M et D et M.D = D.M sont diagonalisables dans une méme b.o.n..

2- Cas général A symétrique réelle. A étant symétrique réelle, A est diagonalisable dans une
b.o.n. (7;), avec D = P~1.A.P, avec les notations du théoréme avec donc P~! = PT. Effectuons
un changement de b.o.n. pour se placer dans la b.o.n. (7;) de diagonalisation de A.

La matrice M devient N = P~L.M.P = PT.M.P, et N est également symétrique (car M 1’est),
etona DN =P LAPP'MP=P'AMPetND=PLMPP1AP=P'MA.P.

Comme M.A = A.M ona N.D = D.N, et on s’est ramené au cas de A = D matrice diagonale :
les matrices D, N et N.D sont diagonalisables dans une méme b.o.n. (ﬁ) qui est la base de
diagonalisation de N : D.ﬁ = )\iﬁ et N.ﬁ = ,uzﬁ Donc par changement de base inverse, A, M
et A.M sont diagonalisables dans la b.o.n. (0; = Pﬁ) (expression dans la base initiale qui est la
base canonique de R") : P.D.P~1.¢; = \;P.P~1.4; et P.N.P~ .4 = p; P.P~1.%;, soit A.T; = \i¥;

et ]\41_}‘z = /LZ‘UZ'. [T ]
1 00 3 00

Exercice 5.13 A= |0 2 0|JetM=[0 1 1] :AM= M.A, et une base commune de
0 0 2 01 2

diagonalisation est donnée par ¥y = ¥ et (¥, U3) base de diagonalisation de (1 9 ) an

5.6 Application : résolution du systéme différentiel @' + M.a/ = f

On souhaite résoudre le systéme différentiel de Cauchy (avec condition initiale) : trouver & :
[0,T] — R™ t.q. :
da - 7 - -
E(t) + M.at) = f(¢), a(0) = d, (5.16)
ol M est une matrice symétrique, f : R — R™ est une fonction continue, et ay € R™ est un vecteur

donné (condition initiale).

Notation implicite : on s’est placé dans la base canonique (E'l) de R™ avec :

n . al(t) n . . fl(t)
a0 =Y awb, @@= : |, o= 0k Fol=| : |. 617

=1 o, (t) =1 fn(t)

les matrices colonnes [@(t)] et [f(¢)] donnant les composantes dans la base canonique. Et (5.16) a
le sens :

d[@) . > - o

— O+ Ma@)]=[f@)],  [a0)] = [do], (5.18)

les inconnues étant les n fonctions a; : [0,7] — R. Ces fonction sont liées les unes aux autres

par (5.18) :

%(t) + Myioq(t) + ... + Mipan(t) = fi(t),

et Vi= ]., ey 1, OZZ(O) = (520)1 (519)

%0 (0) 4 M () + o+ Manan(8) = fu(0),

On dit que c’est un systéme différentiel couplé.
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Une des méthodes classiques pour résoudre ce probléme consiste & trouver une b.o.n. de diago-
nalisation de M, et & travailler dans cette base pour “découpler le probléme (5.19)” :

Démarche : M étant symétrique soit (¢;) une b.o.n. de diagonalisation. Notons 3; les composantes
de @ sur la b.o.n (¥;) de diagonalisation :

B
a=Y pw,  lWe=|: |8 (5.20)
‘ Bn
Formules de changement de base, avec P = ([171}“;, s [17n]|]§) la matrice de changement de base
de (E;) vers (7;) : B
(6] = P~*.[al, (5.21)
Le probléme (|5.18) s’écrit, puisque [@] = [5] : trouver [] t.q. :
P @(t) +M.P|(t) = [f](t) [81(0) = P~"[do] (5.22)
. i s = s = |- .

D’ot, multipliant par P7, ayant PT.P =1 et PT.M.P =D :

%(ﬂ + DBt = PTIA(),  [5)(0) = PT.[d0). (5.23)

On a obtenu un systéme différentiel totalement découplé : pour tout i =1,...,n :
Bi' () + Nii(t) = (PT[F®)])i,  Bi(0) = (PT.[ao]):- (5.24)

Ces n équations différentielles indépendantes entre elles peuvent étre intégrées de maniére classique
(méthode de variation de la constante).

D’oit les a; données par le calcul simple [@] = P.[3].

5.7 Application : recherche de b.o.n. dans (P, (-,-);2)
5.7.1 Rappel : ’espace L?([a,b])

L?([a,b]; R) note L?([a,b]) est I'ensemble des fonctions réelles d’énergie finie :

b
L2([a b)) = {f : [a,B] — R, / F@)2dz < oo} (5.25)

L?([a,b]) est un espace vectoriel qu’on munit usuellement du produit scalaire et de la norme
associées définis par :

b b
U@m=/f@%wm |m@:wwm:/fmwm (5.26)

Remarque 5.14 L?([a,b]) est un espace vectoriel de dimension infinie qui n’a pas de base cano-
nique : L?([a, b]) ne s’écrit pas sous la forme d’un produit cartésien. Et donc L?([a, b]) n’a pas de
produit scalaire usuel. un

5.7.2 L’espace P,

On se donne N+1 points z; € R pour i =0,..., N ol zg = a, xny = b et x;_1 < x; pour tout .
Et on “maille” alors U'intervalle [a, b] en les N intervalles :

N

[a,b] = U (i1, 23] (5.27)

i=1
On note P; I'ensemble des fonctions continues sur [a, b] et affines sur chaque [2;_1, ;] :
Py ={fn € C%a,b;R) :Vi=1,..,N, Jhi[zi_1,2,) st affine}. (5.28)

Py est sous-espace vectoriel de L?([a, b]) : immédiat.
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Et P; est un espace vectoriel de dimension N+1, une fonction f € P; est complétement et
uniquement déterminée si on connait les N+1 valeurs f(xz;). La base (¢;)i=o,... ~ usuelle de P; est
donnée par les fonctions chapeau ¢; € P; définies par (voir cours d’éléments finis) :

p; € Py t.q. VZ,] =0,...,N, npi(xj) = 6ij- (529)

Faire un dessin. Ainsi une fonction f;, € P; s’écrit de maniére unique :

fn= th(a?i)%, (5.30)

ot donc les ¢; = fr(x;) sont les composantes de f sur la base (¢;). Autrement dit, pour tout
x € [a,b] :
N

fu(@) =" fulz:)ei(2). (5.31)

i=0
Remarque 5.15 La base (p;) est trés simple, mais n’a rien de canonique (’espace P; n’est pas

un produit cartésien K x ... x K ou K est un corps). =n

Remarque 5.16 La base (y;) n’est pas orthogonale pour le produit scalaire (-,-),.. Par exemple
(p1,p2)r2 > 0 puisque p1p2 > 0 sur |z, z2[# 0, et @12 est nulle ailleurs. ==

5.7.3 Approximation P,

Soit f € L?([a,b]). Le but est d’approximer f par une fonction f; € P, et ce “le mieux possible
au sens de I’énergie”, i.e. t.q. :

|f = fullz = min [|f — gnllLz, (5.32)
gh€Py

fn réalisant le minimum. On cherche donc f, € P; t.q. f — fn L V, (orthogonalité au sens
de (-,-)2), soit :
Van € P, (f = furgn)r2 =0, (5.33)
soit :
Vg € Py, (fr>gn)r2 = (f, gn)r2- (5.34)

L’approximation f; de f permet de stocker uniquement N+1 valeurs de f; et on calcule avec fj,
au lieu de f.

5.7.4 Le probléme matriciel dans R"

Disposant de la base (¢;)i=o.... v de espace vectoriel Py, le probléme (5.34) équivaut & (systéme
de n = N+1 lignes) :
Vi ZOa"'aNa (fha@i)[? = (fa @i)L% (535)
puisqu’un produit scalaire est linéaire par rapport & la deuxiéme variable. Et trouver f; c’est
trouver ses n = N+1 composantes ¢; sur la base (¢;) :

N Co
fo=2_ci %5 Unlieo =1 ¢ | (5.36)
7=0 N

ott donc [f1])(,,) est le “vecteur colonne” donne les composantes relativement & la base (p;) de P;.
On obtient un systéme de n lignes & n = N+1 inconnues :

N

VZ = 0, ...,N, ZC]' ((pj,(pi)L2 = (f, @i)L2~ (537)
7=0

Autrement écrit, les ¢; sont solutions du probléme matriciel :

—

M.Jd = [b], (5.38)
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o . bo = (f,%0)r> Co
M = [M;;] = [(¢j, i) 2], [b] = : : =11 |- (5.39)
by = (f,on)r2 cN

M est matrice de masse, donc inversible, donc (5.38) a une unique solution, trouvée par exemple
avec une méthode comme Cholesky.

5.7.5 Diagonalisation dans R"

M est symétrique réelle, donc est diagonalisable dans une b.o.n. de R™ : notons A; les valeurs
propres et (7;) la b.o.n. de (R™, (-, -)g.) de vecteurs propres associés :

Vji=0,...,N, M. =\, D =P M.P, PTpP=1, (5.40)

ou D = diag(A1, ..., A,) est la matrice diagonale des valeurs propres, et P = [P;;] = ([t1], ..., [Uh])
est la matrice stockant dans sa j-éme colonne les composantes de ¥; dans la base canonique :

U=> PyE, [@l=| : | (5.41)

5.7.6 Retour dans P; : b.o.n dans (P, (-,-);2)

Dans Pj, soit x; la fonction de P; dont les composantes dans la base (y;) de P; sont celles
de ¥U; dans la base canonique de R™, cf. (5.41) :

Py,
Xi=Y Pivic  lien=El=| : | (5.42)
7 Pnj

On vérifie immédiatement que (x;) est une base orthogonale de (P, (-,-);2) :

(Xi> Xj)z2 = ZPMPZJ'(@k,W)Lz = Z-Pkinijf = (PT.M.P);j = Dij = \i6ij, (5.43)
ke ke
Posons ¢; = Xi (les \; sont tous > 0 car M est définie positive) : on a donc :

Vi
(Yi, ) L2 = 04 (5.44)

(C’est bien nul si i # j et cela vaut bien 1 si i = j.) Donc (¢;)i—o,...,n est une b.o.n. de (P, (-,)2)-

5.7.7 Calcul avec la b.o.n. de P; trouvée

11 est plus plus simple de chercher f, solution de (5.34)), a l'aide de la b.o.n. calculée (1);) : si
on note «; les composantes de f;, dans la b.o.n. (¢;) :

N Qg
= 0y Uiy = ¢ | (5.45)
7=0 a,
alors ((5.34)) équivaut a :
Vi:Oa"'aNa (fhvwi)LQ = (fawi)L27 (546)
soit avec (5.45), ayant (¢;, ;) = &;; :
o = (f, )2, Vi=0,..,N. (5.47)

Et donc les a; sont donnés explicitement (contrairement aux ¢; dans ([5.38]) qui sont donnés impli-
citement : nécessite la résolution du systéme matriciel (5.38)).
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5.8 Loi d’inertie de Sylvester
5.8.1 Forme quadratique

Définition 5.17 Une forme quadratique est une application @ : R™ — R telle qu’il existe une
forme bilinéaire symétrique a(-,-) : R™ x R™ — R vérifiant, pour tout & € R™ :

Q@) = (%, D). (5.48)

Proposition 5.18 Soit @) la forme quadratique donnée par (5.48) : on a I'identité de polarisation :
pour tout T,y :

a(#.) = 1 (QE+ 1)~ QE — ) (5.49)

Donc il existe une unique forme bilinéaire symétrique a(-,-) telle que Q(Z) = a(Z, Z).

Preuve. Soit @) définie par (5.48)). On a, pour tout &, ¥, a(Z+ ¥, Z+79) = a(Z, Z) +a(Z, §) +a(y, Z) +
a(]j, g) = a(g?, f) + 2@(5, g) + a(]j, g) par Symétrie de a('7 ')7 et a(‘f_ _'7 T — Zj = a(fv f) - 2@(.’3, g) +
a(y,y) par symétrie de a(,-). Donc, pour tout Z, % :
1 I I 1 L L 1 oo oL
1@QE+T) ~ QU 1) = (0T + 5,7 +5) — al@ — 1.7~ ) = 5 (4a(Z, ) = o(Z. 5, (5.50)

et a(-,-) vérifie bien (5.49). Et si b(-,-) est une autre forme bilinéaire symétrique, alors de méme
b(-,-) satisfait I'identité de polarisation, donc b(-,-) = a(-, ). ua

5.8.2 Matrice d’une forme quadratique

Calculs dans une base : on considére la base canonique (E;) de R™. Soit A = [a(-,-)](5) la
matrice de a(-,-) dans cette base :

A=[44] = la, ))j@)» on Ay =a(E,E;) Vi,j. (5.51)

Définition 5.19 La matrice de Q dans la base (E;) est la matrice de a(-,-) dans la base (E;). Et

on note :
def

[Q]\(ﬁ) = [a('v')h(ﬁ) (=A). (5.52)

On obtient immédiatement avec (5.51)) :

T = szﬁl - Q(f) = Z xixja(ﬁi,ﬁj) = Z xixinj = [f]TA[f}, (553)
=1

i,j=1 1,5=1

et @ est polynoéme de degré 2 en les variables 1, ..., z, (une forme quadratique).

5.8.3 Signature

Soit af(-, -) une forme bilinéaire symétrique réelle. A = [a(-,-)] 5 est symétrique réelle, donc est
diagonalisable.

Définition 5.20 La signature de a(-,-) (forme bilinéaire symétrique) est le couple (s, s_) € N
ol s est le nombre de valeurs propres > 0 et s_ est le nombre de valeurs propres < 0 de
A=[a(, ')]\(E)'

La signature de @ est la signature de a(-, ).

Et le rang de @ est l'entier r = s + s_.

Proposition 5.21 Soit (¥;) une b.o.n. de diagonalisation de A = [a(-, ')]\(E)' Quitte a réordonner

cette base, on suppose Ai,..,As, > 0 et A, 41,...,As,1s_ < 0 (avec donc \; = 0 pour tout
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i > s+ s_). Alors dans la b.o.n. (¥;) la forme quadratique @ prend la “forme diagonale” :

n S4 Sy+s_
F=) mit = Q@) =) Nzi— Y (M)l (5.54)
i=1 i=1 =54 +1
Et dans la base orthogonale (w;) = (\}7;7) ona:
n S4 S++s—
F=Y gl = Q@)= y- > ul (5.55)
i=1 i=1 i=s.=1
Ainsi :
I, 0 0
[aC, Ny = | 0 L. 0] =2Z"[a( )]z 2 (5.56)
0 0 0
oit Z = ([] .. [Wa]) est la matrice de passage de la base canonique (E;) a la base (7).
Preuve. A= P.D.P~! ot D = diag(\1, ..., \), P = ([th] ... [U,]) avec PT.P =1, et ol on a

réordonné les valeurs propres pour avoir A; > 0 pour ¢ € [1, s1 ]y, A\; < 0 pour ¢ € [s4+1,s4+5_]n,
et )\z = (0 sinon. Et f = Z?:l [L‘iﬁi donne a(f, f) = Z?j:l xixja(ﬁi,ﬁj) = Z?j:l 1'7;13]‘/\1‘51']' =

Sy TP, dou (5.54), dou (5.55), d’ou (5.56).

Remarque 5.22 Pour les matrices hermitiennes, il n’y a pas de signature : comme 2 = —1, une

forme quadratique peut se décomposer comme un somme de carrés. u
5.8.4 “Expressions diagonales” d’une forme quadratique

Définition 5.23 La forme quadratique @ est sous forme “d’expression diagonale” relativement a
une base (€;) ssi :

viei = Q@) =) aw}, (5.57)
ou les «; sont des réels.

Exemple 5.24 Dans une b.o.n. (¢;) de diagonalisation de A = [a(-, ')]|(E)7 Q a Pexpression dia-

gonale donnée par (5.54]). ua

Exercice 5.25 Dans R? muni de sa base canonique. On note & = xlﬁl + mE}. Soit :
QT) = x3 + 2bx 29 + 3. (5.58)
1- Calculer la signature de @. Décrire la base dans laquelle @ est donnée par :
Q(Z) = Ayt + Aoy3. (5.59)
2- A l'aide de la “méthode de réduction de Gauss”, mettre @ sous la forme :
Q) = X7 + BX3, (5.60)

ou X7 et X5 sont fonctions de z; et xo. Donner la base dans laquelle dans laquelle les coordonnées
de Z sont X; et X5. Donner la matrice de a(-, ) dans cette base. Vérifier que la signature de @ est
(2,0) si 8 >0,est (1,0)si f=0,etest (1,1)si 8 <0.

3- Donner deux bases dans lesquelles @ & une “expression diagonale”.

Réponse. 1- A = [Q] 5 = (11) lc)) Valeurs propres : p(A) = A* — (1 + ¢)A + ¢ — b*. Discriminant

A = (1+c)*+4(b* —¢) (donc = 4b*> + (1 —¢)? > 0 car le discriminant est positif, les valeurs propres d’une
(14e)E+4/(1+c)2+4(b2—c)
. .

matrice symétrique réelle étant réelles). Et les valeurs propres sont données par A =
Donc :
si ¢ = b* alors une racine est nulle et 'autre vaut 2(1+c+ |1 +c|) = 1+ b” > 0 et la signature vaut

(1,0),
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si ¢ > b? alors les deux racines sont de signe opposées et la signature vaut (1, —1)

si ¢ < b? alors les deux racines sont de méme signe et la signature vaut (2, 0).

Une b.o.n. (¥1,72) de vecteurs propres associés donne la matrice de passage P = ([vh] ... [U2]).
A1 0

0 A ) donc si & = y17U1 + y202 on a
2

Dans cette b.o.n. la matrice de A est la matrice D = PT.A.P = (

Q(T) = Myt + Aoy’
2- Méthode de réduction de Gauss : on a (termes contenant x1) : 22 + 2bx1z0 = (z1 + b:cz)2 — 222
D’ou Q(f) = (3}1 —+ bl‘z)g =+ (C — b2)$2 = X12 —+ ,BXQQ, ou X1 =x1 + bﬂ,’z, ol Xo = T2, et ol ﬂ = (C — b2)

X1 _ 1 b X1 _ p—1 X1 _ 1 -b P 1 _,_7ﬁ' oo
DOHC(XQ)_<O 1) (562)_13 2 .DoncP—(0 1).SOIt61—E1et62— bE,\+E> :

c’est dans la base (€1, €2) que @ a la forme (5.60), ou donc & = Xié> + Xaéo.

La matrice B = [Q]z = [a(-,)]|(#) est donnée par B = PT.A.P = (é . _0b2)~

Et si ¢ = b? alors Q(Z) = X7 : ce cas correspond bien 4 la signature (1,0). Si ¢ > b% alors 8 > 0 : ce cas
correspond bien 4 la signature (2,0). Si ¢ < b? alors 8 < 0 : ce cas correspond bien & la signature (1, —1).
3- Donc dans la b.o.n. de diagonalisation (¥1,72) la forme quadratique @ a lexpression diagonale
Q(%) = Myi + Xa2y?, et dans la base (€1, &), qui n’est pas orthogonale quand b # 0, la forme quadratique
Q a Vexpression diagonale Q(Z) = X7 + 8X3. mn

5.8.5 Conservation de la signature (Sylvester)

Théoréme 5.26 (Loi d’inertie de Sylvester.) On considére (5.55)) exprimée dans la base (u;).
Soit (f;) une autre base de R™ telle que :

n ty to+t
F=D wili = QW)=Y v—- > u, (5.61)
i=1 i=1 i=ts=1

outy,t_ €N Alorst, =s; ett_ =s_.
Et donc la signature (s, s_) de la forme quadratique est indépendante de la base dans laquelle

Q prend la forme (5.61)). (Voir aussi §[6.7 et §[6.7.2).

Preuve. Par définition de la base &; on a Q(€;) > 0 pour tout ¢ € [1,s;]y. Par définition de la
base ; on a Q(;) <0 pour tout i € [t4+1,n]n. Montrons que la famille (€1, ..., €5, U, 11, ..., Un)

S+ n S
. . = _, - _ def - .S
est libre. Si E ;€ + E Biu; = 0, alors notons 2 = E «a;€;, et donc on a aussi Z =
i=1 i=ty+1 i=1

n S4
- Z B;it;. Donc d’une part Q(2) = Zan(eﬁ) > 0 (par définition de s;) et d’autre part

i=t, +1 i=1
n

Q) = Z B?Q(i;) < 0 (par définition de ¢, ). Donc Q(Z) = 0. Comme les Q(&;) > 0 pour

i=tq+1

n
i=1,..,84,0n adonc a; =0 pour i =1,....,5;. Dons Z = 0. Donc Z B;i; = 0. Donc 3; = 0
i=ty+1
pour i =t; + 1,....,n (car (4;) est une base).
Donc sy + (n — t+) < n. Donc sy < t;. Quitte & inverser les roles de (€;) et (4;) on a donc
aussi ty < sy. Donc s, =t,. De méme (considérer —Q), s_ =1_. ua

5.9 Racine carrée d’une matrice symétrique définie positive
5.9.1 Racines carrées d’une matrice symétrique

Définition 5.27 Soit 4 € R"’. S'il existe une matrice S telle que A = S?, on dit que S est une
racine carrée de la matrice A (Square root of A).

1
0
pour tout a € R. .

Exemple 5.28 Soit § = ( _al) ot a € R, alors S? = I, et donc S est une racine carrée de I
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Exemple 5.29 La matrice A = (O 1> n’a pas de racine carrée. En effet si S = <:§ Z), alors

0 0
2
o (a“+bc ab+bd 0
S (ca—l—dc b+ 2 , et donc S* = A donne
ab+bd=1=0bla+d),donca+d#0, et
ca+de=0=c(a+d) donc c=0, et
a?> +bc=0=a?donca=0,et

cb+d? =0=d? donc d =0, donc 1 = b(0 + 0) = 0 : absurde. o
Exemple 5.30 Donner un exemple de matrice S # 0 telle que S? = 0.
Réponse. S = (8 8) ou encore <f;2 fa) pour b # 0 (nécessairement det(S) = 0). un
Exemple 5.31 La matrice A = ((1) 1) n’a pas de racine carrée réelle, mais elle a des racines
carrées complexes, a savoir S = (1 0. > un
0 =+

Proposition 5.32 Soit A € R"™. S’il existe une matrice S € R" symétrique réelle vérifiant
A = S2, alors A est symétrique positive.
Et si S est réelle symétrique inversible alors A est réelle symétrique définie positive.

Preuve. Ici ST = S donc A = S? = ST.5. Donc AT = A et A est symétrique. Et (A.7, T)gn =
(ST.5.%, %)gn = (S.Z, S.%)gn = ||S.Z||3. > 0 pour tout T, et A est bien positive.

Et si de plus S est inversible, alors (A.Z, &)gn = ||S.Z|[2, > 0 pour & # 0 (car S injective),
donc A est définie positive. un

Proposition 5.33 Soit M une matrice réelle symétrique positive. Alors il existe une unique ma-
trice réelle symétrique positive S telle que M = S2.
En particulier, si D = diag(\1, ..., A,) est positive, alors :

VD diag(v/ A1 s V) (5.62)

est la seule racine carrée de D qui est symétrique positive.
Et disposant de la formule de diagonalisation (M = P.D.P~' avec P~' = PT), on a :

M=5% oo S=PVDP (5.63)

Preuve. Comme M est définie positive, on a A; > 0 pour tout i. D’oit VD = diag(v A1, ., VAR)
est bien une matrice réelle, et (v/D)? = D (trivial). Et, ayant P~ = PT .

M = P/D~D.P" = PVD.P" . P/D.PT, (5.64)

dott (5.63). Et ST = (P.vD.PT)T = PA/D.PT = 5, et S est bien symétrique.

Unicité : si $2 = M alors S2 = S.M = M.S : les matrices symétriques M et S commutent. Donc
les matrices sont diagonalisables dans une méme b.o.n., cf. proposition :ona M =PD.P!
et S = P.d.P~! ot D et d sont diagonales. Donc d = P~1.S.P donne d> = P~1.M.P = D. Comme
S est positive on a d positive, et comme d et D sont diagonales, on a d = v/D et . un

5.9.2 Racine carrée d’une matrice de masse

On a vu qu’une matrice de masse réelle était une matrice symétrique définie positive.
Soit (b;) une base de R™. Soit B;; les composantes de b; dans la base canonique :

n B Buj
bj=3 ByEi=| : o bil=| ] B=[Byl=([b]
- Bui /) ) B

!
!

ba]) . (5.65)

Soit M = [M;;] € R™ la matrice de masse correspondante :

Mij = (bi,b))pe = 0)7.[0;], Vi, j=1,...n. (5.66)
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Proposition 5.34 Soit B la matrice de passage de Ia base (E;) a la base (b;). On a :
M = BT B, (5.67)

Preuve. (BT.B);; = [EZ]T[BJ}, donc (5.66) donne (5.67). wa

Proposition 5.35 Soit M donnée par (5.67). De (M = P.D.PT car P! = PT) on déduit :
B=+vD.PT, (5.68)

ainsi que :
M=5% on S=PVDP'=PB, (5.69)

ou S est la matrice symétrique racine carrée de M, cf. (5.63).
Ainsi les colonnes de S (ou les lignes de S par symétrie) donnent une seconde base (S;) pour
laquelle M = [(5;, 5j)rn] : M est aussi la matrice de masse relativement a la base (5;).

Preuve. (5.68) et (5.69) sont immédiates. Et M = ST.S, donc M est bien une matrice de masse

relativement a la base (3;), ot §; est le j-éme “vecteur colonne” de S. wa

3 1
13

bases associées, et vérifier que [5;] = P. [I;j]

Exercice 5.36 Soit M = < > Donner les matrices B et S définies en ([5.68) et (5.69), et les

0 2

1 V2 1o-1\ _
-1 v2)°\v2 v2)
) est bien symeétrique et vérifie
1

1- L - L L 1 1+ - .
B3 (-7
V2 V2 V2 V2

idem avec bo. un

Réponse. On dispose de Pexercice [5.3l Donc vD = diag(v/2,2) et B = (ﬁ 0) (

SS

E\“HH

N—
Il

1
Et S = P.B = (_i Vf)

1+ —%
S2ZM.D7011§1:<1 \{i)etqu

6 Valeurs et vecteurs propres généralisés

On se place dans le cadre réel pour simplifier les écritures.

6.1 Le probléme aux valeurs propres généralisé

Le probléme aux valeurs propres généralisé est, étant donné R et M deux matrices n * n avec
M symétrique définie positive : trouver les couples (A, &) € R x R™ tels que Z # 0 et :

(6.1)

trouver les couples (), 7) € R x R"—{0} t.q. :
R.Z = AM.Z.

N.B. : on évitera de ramener le probléme (6.1)) au probléme classique A.7 = A% avec A = M~1.R
car A n’est pas symétrique en général, méme quand M et R le sont.

Définition 6.1 Un couple (valeur propre généralisé,vecteur propre généralisé) relativement & la
matrice M est un couple (), ) € R x R"—{0} solution de (6.1).

Proposition 6.2 )\ est valeur propre généralisée ssi det(R — AM) = 0.

Preuve. Immédiat (on rappelle que M est une matrice symétrique définie positive et p est bien
un polyndome de degré n). un

Définition 6.3 Et le polynome p(\) = det(R— AM) de degré n est appelé le polynéme caractéris-
tique généralisé. Et si A est racine de p de multiplicité m, alors A est une valeur propre généralisé
de multiplicité m.
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Définition 6.4 La matrice R est M-diagonalisable ssi il existe n couples solutions (\;, €;) € RxR"
de (6.1) tels que (€;);=1,...n est une base de R™.

Exemple 6.5 La matrice M est trivialement M-diagonalisable, avec A = 1 la seule valeur propre
généralisée de multiplicité n, toute base de R™ étant base de vecteurs propres généralisés.
Cela montre que 'ordre de multiplicité d’une valeur propre classique est en général différent

0 2
est telle que pu; = 1 et pwy = 2 sont les valeurs propres classiques de M de multiplicité 1, alors que
A1 = 1 est valeur propre généralisée double de M. un

de l'ordre de multiplicité d’une valeur propre généralisé (quand M # I). En effet, M = L O>

2 5 0 2
vecteurs propres) généralisés de R, ainsi que les couples (u, ) (valeurs propres,vecteurs propres)
classiques de R.

Exercice 6.6 Soit R = (1 2) et M = (1 0). Calculer les couples (), €) (valeurs propres ,

Réponse. V.p. généralisées : on cherche (), &) € RxR? tq (R /\M 0 et €# 0. La matrice R—AM est

alors non inversible, i.e. son déterminant est nul : det ( ) =0, soit 22 —7A +1 = 0. D’ou

5 — 2)\
A1 = 2(7T—+/41) ~ 0.15 et Ay = 1 (7++/41) ~ 3.35 sont les valeurs propres généralisées. D’ou deux vecteurs

propres généralisées donnés par €; = (z1j> avec (1 — \j)z1; + 2z2; = 0. Par exemple €; = (1 _2>\ >
25 A

V.p. classiques : on cherche (p, ) € RxR?*tq (R— pul)T = 0 et ¥ # 0. La matrice R — ul est

alors non inversible, i.e. son déterminant est nul : det <1 ; ® 5 E M) =0, soit p?> —6p+1 = 0. Dot

w1 =3—2v2~0.17 et pz = 3+2v/2 =~ 5.83 sont les valeurs propres classiques. D’olt deux vecteurs propres

classiques donnés par ¥; = zlj avec (1 — pj)y1; + 2y2; = 0. Par exemple ¥; = (1 _QM . un
25 Mg

Exercice 6.7 1- Montrer que si R et M sont symétriques et que R.M est symétrique, alors
R.M = M.R (i.e. R et M commutent).

2- Montrer que si R et M sont symétriques et commutent alors R.M est symétrique.

3- Montrer que si M commute avec R, alors M commute avec R,

4- Montrer que si R et M sont des matrices symétriques, que R.M est symétrique et que M
est définie positive, alors M 1. R est symétrique.
Réponse. 1- R.M symétrique s’écrit (R.M)T = R.M, soit MT.RT = R.M, d’ott M.R = R.M puisque
M=M"et R=R".

2- (R.M)T = MT.RT = M.R= R.M.

3- M.R* = (M.R).R = (R.M).R= R.(M.R) = R(R.M) = R*>. M.

4- M.R = R.M donne M.R.M~' = R donne RM~' = M~ '.R. ua

6.2 Théoréme de diagonalisation généralisée de matrices symétriques

On disposera donc du produit scalaire (-,-),, donné par :

(@ ) L (M2, g (6.2)

Théoréme 6.8 Si R et M sont des matrices symétriques réelles, et si M est définie positive, alors
le probléme admet n valeurs propres généralisées A1, ..., \, associées a n vecteurs propres
généralisés €, ...,€, qu’'on peut choisir formant une base orthonormale de (R",(-,-),,). Le., il
existe (€1, ..., €,) une base de R™ telle que :

Vi,j = 1, ey N Ré} = )\jM.é}, (637 ) = (5” (63)

Notant P la matrice dont les colonnes j sont les composantes dans la base canonique des
vecteurs propres généralisés €;, et notant D = diag(A1,...,\,) la matrice diagonale contenant les
valeurs propres généralisées, on peut réécrire (|6.3) sous la forme :

R.P = M.P.D, PT.M.P=1. (6.4)
En particulier on a (M.P)~' = P et donc (cas R et M symétriques, M définie positive) :
D =PTRP, PTMP=1I, (6.5)

a comparer avec (5.3).
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Preuve. Noter qu’il ne sert a rien de réécrire ce probléme sous la forme (M~!R).% = A\Z, car
bien que M ~! et R soient symétriques, il n’y a aucune raison pour que le produit M ~!.R soit une
matrice symétrique (exemple M ~! = <(1) (2)) et R = ((1) é) pour lesquelles M ~'.R = (2) (1))
M étant une matrice symétrique, on peut utiliser sa décomposition de Cholesky, et on introduit

le vecteur ¢ :
M=LLY y=L"% MzZ=Lj Ri=RL Ty, (6.6)

avec L matrice triangulaire inférieure (inversible puisque M l’est). Le probléme spectral (6.1)) se
réécrit en § dans R™ : trouver les (), %) € R x R™ tels que :

Sg=X\j ou S=L'RLT. (6.7)

Et S étant trivialement symétrique réelle, S est diagonalisable (classique) dans une b.o.n. de R™ :
il existe n couples vp-vp (A;,7;) € R x R™ de S t.q. (¥;)i=1,....n €st une b.o.n. de R™.
Dot posant €; = L—ng, on a obtenu n vecteurs propres généralisés tels que :

Ré; = \Me;, & .M.é; =3, (6.8)

ef.Me;=gr L' M.L T.5; = g‘fg'] = 0;;. la derniére égalité car D’oti la décomposition spectrale
cherchée du probléme spectral généralisé (6.3)).

(Méthode directe pour voir que les valeurs propres classiques de S sont les valeurs propres
geénéralisées de R : on a det(S — M) = det(L~LR.L™T — X\I) = det(L7L.(R — AM).L™T) =
det(L~1) det(R — AM) det(L~T).) o

Corollaire 6.9 1- Si R est symétrique positive, alors ses vp généralisées \; sont toutes > 0.

1’- Si R est symétrique négative, alors ses vp généralisées \; sont toutes < 0.

2- Si R est symétrique définie positive, alors ses vp généralisées \; sont toutes > 0.

2’- Si R est symétrique définie négative, alors ses vp généralisées \; sont toutes < 0.

3- Si R admet 0 comme valeur propre classique de multiplicité m, alors R admet 0 comme
valeur propre généralisée de méme multiplicité m. (C’est faux pour les autres valeurs propres, voir

exemple [6.5)).

Preuve. 1- Si R est symétrique positive, alors S donnée en est également positive car pour
gona (S.7,7)gn = (L7L.R.L™T.§, §)gn = (R.Z, %) > 0 ot &= L~T.j. Donc les \; sont > 0.

1- Si —R est symétrique positive, le probléme s’écrivant (—R).Z = (—A\)M.Z, le 1- donne : les
—A;j sont > 0.

2- Si R est symétrique définie positive, alors S est également définie positive car pour 7 # 0
ona (S.7,9)rr = (LV.RL T4 g = (RZ,Z) > 000 & =L T.jcar LT.57 # 0 (la matrice
L~T est inversible). Donc les \; sont > 0.

2’- ;. adapter 1’-.

3- Si R admet 0 comme valeur propre classique de multiplicité m, alors dim(Ker(R)) = m (car
R est diagonalisable classiquement), soit m = dim(Ker(R — 0I)) = dim(Ker(R — 0M)), donc 0 est
également valeur propre généralisée de multiplicité m (car R est diagonalisable généralisée).  ou

Corollaire 6.10 Soit R une matrice symétrique et N une matrice symétrique définie positive,
alors la matrice N.R (non symétrique en général) est diagonalisable.

Preuve. On pose M = N~! et N.R.Z = \¥ s’écrit R.Z = AM.Z : on applique le théoréme un

6.3 Diagonalisation d’un endomorphisme a partir d’une base quelconque

On suppose qu’on connait une base (@;) dans V mais que cette base n’est pas orthonormée dans
(V,(-,-)y)- Exemple : la base des fonctions chapeau dans Py (si (d@;) est une b.o.n, voir le §[5.3).

Soit £ un endomorphisme symétrique : (L£.Z, %)y = (L.¥,Z)y pour tout &, 7. En particulier
(L.4;,d;)v = (L£.dj,d;)v pour tout 1, j.

On souhaite trouver les vecteurs propres @; de £ dans la base (d;), i.e. posant 0; = Y .| Pi;d;,
les composantes réelles P;; sont & déterminer.
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Trouver les (A, 0) € R x V t.q. L.9 = AU équivaut a : trouver les (\,¥) e R x V t.q. :
Vi = ]., Ny (,CU, 61)\/ = )\(17, 6i)v, (69)

(n équations) soit, notant v = 2?21 c;d;, trouver les (A, c1,...,¢,) € R X R™ t.q. :

Vi = 1,...771, ch(ﬁ.c?j,ﬁi)v :)\ch(&’j,&'i)v, (610)
j=1 j=1
(n+1 inconnues les c; et \) soit :
- - R = [Ri;] = [(L.d;,a@)v,
Vi=1,..,n, Riici =\ M;ic;, ol s (6.11)
; o ; o { M = [My;] = (@}, di)v].
Donc :
C1
R.[¢) = AM.[&], ol =1 : (6.12)
Cn

est le probléme & résoudre.

1- (6.12)) est un probléme aux valeurs propres généralisé dans R™ ot R est symétrique car L l'est
et M est symétrique définie positive (matrice de masse).
Notons €; € R™ les vecteurs propres généralisés associés aux valeurs propres généraliséesé \;

trouvés pour (6.12) : avec (E;) la base canonique de R™, pour tout j = 1,....,n :

n P
&=y P;E;, [gl=| 1 |, Rlg=xM, PTMP=I, (6.13)
=1 Pnj
ou donc :
D =diag(A1, ... M), P=([a1] ... [En]). (6.14)

2- Retour dans V' (on remonte les calculs) : notons #; € V' les vecteurs définis par :

n P
v = ZPwdz, donc [ﬁj]‘(a) = et R.[ﬁj]‘(a) = )\jM.[’Jj]K@). (6.15)
=1
P,

Donc, pour tout ¢, :
(L.0j,d)v = Pej(Ladin, i)y =Y PrjRix = (RP)yy = (R[&))i = (A M.[&)])
k=1 k=1

=N Y MixPej =X > Pjldx, @i)v = N Pajir, @)y = Xj(5,d@i)v,
k=1 k=1 k=1

(6.16)

donc L.7; = A\g¥; pour tout j (car (&;) est une base) : les ¥; sont des vecteurs propres de £ associés
aux valeurs propres A;. Et ils vérifient, pour tout i, j :

(B, 5)v = > PriPuj(dx, @)y = Y _ PeiPyiMye = (PT.M.P);j = 65, (6.17)
Kkl 124

donc (7;) est une b.o.n., dans (V, (-,-),,), de diagonalisation de L.

6.4 Base commune de diagonalisation

Les solutions de (6.1) vérifient :
(R.Z,9)rn = MZ, ¥) s Vi e R™. (6.18)

(Le probléme (4.1) s’écrivait (R.Z, §)grn = A&, §)rn, pour tout ¢ € R™).
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Et en projetant (6.3) sur les vecteurs €; a l'aide du produit scalaire canonique (-, )., on
obtient :
(R.E;,&)mn = \j(M.E;,)an = A0y (6.19)

En particulier, si R est également (symétrique) définie positive, alors (&;) est un base orthogonale
a la fois pour les produits scalaires (-,-),, et (-,-) . En effet, (6.19) se réécrit :

€ € Lo
,——=)r = (€, €)m = dij.
VATV ’ ’

Le., (€;) est une base orthogonale commune de diagonalisation pour ces deux produits scalaires.

(

. . 1 2 10
Exercice 6.11 Soit R = 9 5 et M = (O 9
sont M-orthogonaux et R-orthogonaux, et qu’ici ils ne sont pas orthogonaux pour le produit scalaire

usuelle de R".

Réponse. Voir exercice[6.6] On vérifie que (€1, €2)rn = 44 (1—A1)(1—A2) = 2 # 0 alors que (Rey, €2)rn =
)\1(]\4(?17 €Q)Rn = )\1(4 + 2(1 — )\1)(1 — )\2)) = 0, ie. 51 et 62 sont R et M orthogonaux. -.-

). Vérifier que les vecteurs propres généralisés

Exercice 6.12 Vérifier dans ’exercice précédent que la matrice R.M n’est pas symétrique (rela-
tivement au produit scalaire (-, )g.).

Réponse. R.M = (1 2) n’est pas symétrique : (R.M)T # R.M. un

1 4

6.5 Application : résolution du systéme différentiel M.a' + R.d = [
But : trouver @ : [0,7] — R™ t.q. :

dal .

2O+ Ra) = flH),  &(0) = o, (6.20)

o M est une matrice symétrique définie positive, R est une matrice symétrique, f :R — R" est
une fonction continue, et &y € R™ est un vecteur donné (condition initiale).

Le cas M = I est le cas particulier d’un systéme différentiel sous forme normale, cf. §

On reprend la démarche du § : notons «; les composantes de & sur la base canonique (E;)
de R", et f3; les composantes de @ sur la b.o.n (¥;) de diagonalisation généralisée :

(651 . ﬁl .
i=S i =Y 8, L) "2 ), D E8, B =Pa) (620
i i Qp Bn

Le probléme (6.20) est une écriture abusive du probléme matriciel : trouver les «; t.q. :

M-%(t) +R[A)) =[], [@(0)] = [do). (6.22)
Donc, puisque [@] = P.[3] : )
M.P.%(t) + R.PB|(t) = [fl(®), (6.23)
D’ou, multipliant par PT, avec PT.M.P =1 et PT.RP =D :
df](t) +D.[B)(t) = P".[f](v), (6.24)
On a obtenu un systéme différentiel totalement découplé : pour tout i = 1,...,7n :
B (6) + XiBi(t) = (PT[F())s, (6.25)

Résolution facile usuelle, solutions données a une constantes prés. D’ou les «; donnés par :
@] = P[], [a@(0)] = [do] = P5(0)], (6.26)

ce qui fixe les “constantes” des solutions (3; données “4 une constantes pres”.
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6.6 Application : recherche de b.o.n. dans (P, (-,-) ;1)

Un probléme aux valeurs propres formulé dans une base non orthonormée se raméne a un
probléme aux valeurs propres généralisé.

6.6.1 Probléme initial

Exemple : Exemple de probléme aux valeurs propres dans P; : “trouver les fréquences propres
de vibration d’un ressort attaché a ses extrémités”. Le probléme initial est, pour a < b :

{ tiozlx//ei (:;;U) € R x H{(]a,b]) tel que : (6.27)
' HY(Ja,b) = {u € L2([a,8]) : o' € L*([a,b]), u(a) = u(b) = 0} (6.28)

est 'ensemble des fonctions dérivables dans L?([a,b]) et nulles au bord (cf. cours d’éléments finis
pour les détails). On muni H¢ (Ja, b[) du produit scalaire et de la norme associée :
(u,v)gg = (W0 )2, lulle =[]z, (6.29)

qui fait de Hg(Ja, b]) un Hilbert (voir cours d’éléments finis).

6.6.2 Probléme approché dans P,
On reprend l'espace P; donné en (5.28). Et on note :
Pyo ={fn € Pr: fn(a) = fu(b) = 0}, (6.30)

ot Py est le sous-espace de P; des fonctions nulles au bord, avec ici dim(Pjp) = N—1 = n. Et une
base de Pig est (p;)i=1,...n—1 (des fonctions chapeaux nulles au bord).
On ne peut pas chercher directement une solution v € P; de . dériver deux fois une
fonction P; donne des masses de Dirac (on passe au sens des distributions).
On prend la formulation “intégrée par parties” : on multiplie par v puis on intégre par
parties :
trouver (A, u) € R x Hi(Ja,b]) tel que :

b b
/ o (2)v' (z) dz = )\/ u(z)v(x) dx, Yo € Hi(a, b)),

les termes de bord ayant disparus car v est supposé nul au bord. Cette formulation (6.31) est
adaptée a notre recherche de solutions approchées : on pose le probléme (notre probléme approché) :

(6.31)

trouver (Ap,upn) € R x Py tel que :

b b 6.32
/ up, (z)vy, (z) do = )\h/ up(x)vp(x) de, Yy, € Prp. (6.52)

Pour la suite (simplification des notations et mise en évidence des “produits scalaires”), on pose :

b
o, v) = / @ (@) de (= W) e). (6.33)

Donc ici a(:,-) = (-,+) g est le produit scalaire de Hl(Ja,b]). Et 1) se réécrit :

{ trouver (Ap,upn) € R x Py tel que : 630
a(un,vp) = A(un, vn) L2, Yy, € Py,
soit : . o 1
trouver Jup) € R x tel que :
{ a(uha%)( :h )\(};)h7<,0¢)1;2, ’ Viq: 1,..,n. (6.35)

Une solution uy, sera connue si on trouve les n = N—1 composantes de uy, sur la base (¢;)i=1,... n-
Notons c¢; ces composantes :

N N-1 n
up = chgoj = Z cipj = chgoj, (6.36)
5=0 j=1 j=1

puisque up(a) = up(b) = 0 donne ¢y = ey = 0.
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6.6.3 Probléme plongé dans R"
Donc, avec (6.36]), (6.35) s’écrit, avec n = N—1 :

trouver (Ap, (¢j)j=1,..n) € RXR" tq:

- . , 6.37
cha(cpjvgoi):)‘hzcj (‘pjasoi)sz VZ:L..,TL, ( )
qui est le systéme de n équations (les lignes ) et n inconnues (les ¢;) :
C1
Rld=xnMd, =\ 1 |, R=lalwpe), M=)z, (6.38)
Cn

ouc= Z?Zl ciﬁi est le vecteur inconnu de composantes les c;.

Ici M n’est pas la matrice identité (ni une matrice diagonale ) : la base (¢;) n’est pas orthogo-
nale : le probléme est un probléme aux valeurs propres généralisées.

Ayant R et M symétriques avec M définie positive (matrice de masse), le probléme (6.38)
admet des solutions (A, €;) € R x R™ telles que :

R.¢j = A\jM.€; et (M.€;, €;)rn = dij, (6.39)

ou donc (€;);=1,....» est une b.o.n. de (R, (-,-),,).- Notons comme précédemment P la matrice de
passage de la base canonique a la base (€;), i.e. pour tout j :
Plj
;=Y PyE:, [gl=| : |, P.MP=L (6.40)
A Pnj

6.6.4 Retour dans P;

Définissons les fonctions affines par morceaux x; € Pio par, avec les P;; donnés en (6.40) :

Py,
Xi=Y Pipis  Dilien =M@=+ | (6.41)
i P,

La matrice P étant inversible, la famille (x;)i=1,...» est bien une base de P;o (famille de n = dim Py
éléments et famille libre car P est inversible).

Comme (€}) est une b.o.n. de (R™, (-, -),,), on en déduit que (;) est une b.o.n. dans (Pio, (,-)2)
car :

(XirXj)2 = mesﬁk,ZPzgw Jr2 = ZszPengz (PT.M.P)i; = bij. (6.42)
Et donc que :
a(xi> X5) Zszwk,ZPW 12 =Y PuiPuyRie = (P*.R.P)ij = \idij. (6.43)
ke

Donc (x;) est une base orthogonale dans (H}(Ja,b),a(,-)) : c’est une base commune de diagona-
lisation dans H{(]a,b[) pour les produits scalaires (-, ). et a(-,-) = (-, ~)H(%_
Et (3*) est une b.o.n. dans (Hg(Ja,b[), a(-, ).

6.7 Loi d’inertie de Sylvester, suite
6.7.1 Signature de matrices congruentes

Les matrices congruentes ont été définies a la définition page
La signature d’une matrice A = [a(-,-)] € R™ a été définie a la définition page
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Corollaire 6.13 Soit A et B deux matrices symétriques réelles congruentes (¢« B = PT.A.P »).
Alors A et B ont méme signature (méme nombre de valeurs propres > 0 et < 0).

Preuve. Soit A matrice symétrique réelle. On note \; ses valeurs propres et (7;) la b.o.n. de
diagonalisation. Soit a(-,-) la forme bilinéaire de matrice A dans la base canonique (E;) : donc
a(-,-) est définie par [a(-, ')}I(E) = A, soit a(Ei,Ej) = A,; pour tout 4,j. Et a(-,-) est symétrique
car A l'est. Donc notant @ la forme quadratique associée a a(-,-), on a (expression de @
dans la base (7;) de diagonalisation) :

T = ixiﬁ'i = QI Z z;xja(v;,U;) = i/\ix?, (6.44)
i=1 i=1

1,j=1

puisque a(ﬁi,Uj) = (A.Ui, ﬁj)]Rn = ()\iUia ﬁj)Rn = /\iéij-

Soit B congruente & A. Donc B = ZT.A.Z ou Z = ([#1] ... [Z.]) est une matrice inversible
(donc Z; = Y27, Zi; E; pour tout j). Donc B = [a(-, )|z est la matrice de a(-,-) dans la base (Z;)
(formule de changement de base pour les formes bilinéaires), i.e. B;; = a(Z;, z;) = [2]7.A.[Z}] pour
tout 7, 5.

Donc B est symétrique réelle; donc diagonalisable dans une b.o.n. (p;) de R* : B = P.D.P~!
ou D = dlag(ul), P = ([ﬁl] [_'n]), avec PTP = I, B[ﬁ}} = .UJ][I;']] et [_;]TB[Z?J] = uj@j
pour tout 7, j. Notons w; les vecteurs t.q. [w;];(z) = [p;] (donc @; = 37" | P;;Z;). Alors pour tout
i,7:

a(u’ii,wj Z Pklpgj Zk,Zg Z kBkEPZJ = (P .B. P) ij = D'Lj(slj = 15@'.
k=1 k=1

Donc

8

n n
=Yyl = Q@) = Z yayja(d, @) = Y piyy. (6.45)
=1 =1

1,j=1

On compare avec (6.44) : la loi d’inertie de Sylvester donne le résultat : la signature est une
caractéristique de @ (indépendante de la représentation dans une base) : méme nombre de valeurs

propres > 0 et < 0. mn

6.7.2 Valeurs propres vs valeurs propres généralisées : “signature” conservée

Soit A une matrice symétrique réelle de signature (s4,s_), donc avec s; valeurs propres clas-
siques > 0 et s_ valeurs propres classiques < 0.

Corollaire 6.14 Soit M une matrice symétrique définie positive. Alors A est s valeurs propres
M-généralisées > 0 et s_ valeurs propres M-généralisées < 0.

Preuve. Soit M = L.L" la décomposition de Cholesky de M. Polynome caractéristique généralisé :
p(p) = det(A — pM) = det(A — pL.LT) = det(L)det(L~Y.A.L=T — pl)det(LT), donc p(u) =
det(L)?det(B — ul) ott on a pos¢ B = L=1.A.L~T. La matrice B = L™1.A.L~7 est congruente
a A (poser P = L~ qui donne B = PT.A.P). Donc B a méme signature que A4, cf. corollaire
Et les valeurs propres classiques de B sont les valeurs propres généralisées de A : méme nombre de
valeurs propres classiques > 0 (resp. < 0) de A que de valeurs propres classiques > 0 (resp. < 0)

de B qui sont les valeurs propres généralisées de A. un

7 Une matrice complexe hermitienne est diagonalisable

Les matrices hermitiennes ont été définies en (1.51)) : ce sont les matrices complexes n x n
vérifiant A* = A ou A* = AT.
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Théoréme 7.1 Soit A € C* une matrice hermitienne. Alors ses valeurs propres sont toutes
réelles, et A est diagonalisable dans une base (-, -).-orthonormeée : i.e. il existe n couples (\;,7;) €
R x C", 1 < j < n (les valeurs propres sont toutes réelles), tels que :

A.Q_fj = )\j{}’j, Vj =1,..,n et (171',1_)})@71 = 6ija VZ,] =1,..,n. (71)

Notant P la matrice dont la colonne j donne les composantes du vecteur ¥; dans la base canonique,
et D = diag(A,...,\,) la matrice diagonale réelle contenant les valeurs propres, (7.1) se réécrit
sous la forme :

AP=PD, P*P=1, (7.2)
soit :

D= P* AP, P! =P (7.3)
soit :

A= P.D.P*, Pt =p~ (7.4)

De plus les espaces propres sont orthogonaux 2 a 2 (relation P*.P = 1I).

Preuve. Similaire au cas réel puisqu’on dispose de la proposition [5.1] (les vp sont réelles), avec ici
(P*P)” = (ﬁTP)” = [51]T[6j] = (gj,gi)([j'rL = 6ﬂj 517 pour tout i,j, soit P*.P = 1.
Puis A = P.D.P* donne AT = (P*)T.D.PT = P.D.PT  d’out A* = P.D.P* car D est réelle. o

Remarque 7.2 On retrouve le cas A symétrique réelle (cas particulier des matrices hermitiennes) :

dans ce cas P* = PT car P est réelle. .

Exercice 7.3 Diagonaliser A = (_12 i)
1 4

Réponse. AT = (1 _11> donne A* = (—i 1) = A :ici A est hermitienne.

On adet(A— M) = (1-X?—1=2x -2\ = A\ —2), doi D = diag(0,2), et P =

On vérifie que P*.P = I, et en particulier les vecteurs colonnes de P vérifient (01,72)cz =
(1 z‘).(‘lz):ﬂ'ﬂ':o. o

Remarque 7.4 La proposition est fausse si on se place dans C : si A € C™ est diagonalisable
et si on peut choisir des vecteurs propres qui forment une b.o.n. de (C", (-,-)c. ), alors on n’a pas
nécessairement A hermitienne.

Voir exemple suivant

Si on essaie la démonstration de la proposition : (7;) b.o.n. dans (C", (-,-)cn), P comme
précédemment, avec ici P.P* =1 et A= P.D.P~!' = P.D.P* donc A* = P.D*.P* = PD.P*# A
en général quand D # D (voir remarque . un

Exercice 7.5 Diagonaliser A = (_01 é)

Réponse. A a deux valeurs propres distinctes A\x = +i : D = (Z 0.). Et des vecteurs propres sont

0 —1
fe 3 1 : 1= 1= 1 (11 - " . ,
donnés a l'exercice 4.20} Prenons P = (ﬁ[m] ﬁ[vﬂ) = (z _; ) au vérifie P*.P = I. Ici A n’est
pas hermitienne : A* = AT = —A # A (ici D n’est pas réelle). un

8 Diagonalisation des matrices antisymétriques et des ma-
trices normales

8.1 Matrices antisymétriques

Définition 8.1 Une matrice carrée réelle A = [A4;;] € R™ est anti-symétrique (skew-symmetric)
ssi AT = — A, i.e. ssi Aj; = —A;; pour tout i, j.
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En particulier une telle matrice a ses termes diagonaux tous nuls : a;; = —a;; pour tout .

-1 . _ . L o s .
Exemple 8.2 B = ( 0 ) est antisymétrique. Sa diagonalisation a été faite exercice 4.20, o

1 0

Exercice 8.3 Montrer : si A est anti-symétrique réelle alors (A.7,¥)gn = 0 pour tout ¥ € R™.
Autrement dit A transforme tout vecteur réel en un vecteur réel orthogonal. En déduire que la
seule valeur propre réelle éventuelle de A est A = 0.

Réponse. On a (A.7,0)gn = — (¥, A.¥)rn = —(A.T, ¥)rn pour tout ¥ € R", d’ott (A.7,¥)r» = 0 pour tout

¥ € R™. Donc si A.¥ = A\ avec A € R et i # 0 (vecteur propre), on a A||#]|2» = 0, donc A = 0. =n
Proposition 8.4 Si A est une matrice antisymétrique réelle, alors la matrice i A est hermitienne,

e. (1A)* = 1A, cf. définition Et donc iA est diagonalisable dans une b.o.n. de C", et toutes
ses valeurs propres sont réelles. Donc A est diagonalisable dans une b.o.n. de C™, et toutes ses
valeurs propres sont imaginaires pures ou nulles.

Preuve. iA = —iA = —iA car A est réelle. Donc 1A' = —iAT = +iA car A est antisymétrique
(déja fait a exercice[1.60). Donc iA est hermitienne, donc diagonalisable dans C, cf. théoréme|[7.1]:
il existe une b.o.n () dans C" telle que ¢A.€}, = A€k, les A\, étant tous réels. Donc A.€y, = —i\,€,
et les p, = —i)y sont les valeurs propres de A, sont imaginaires purs ou nulles, et (€)r=1,... n €st
une b.o.n de vecteurs propres associés. un

Exercice 8.5 Montrer : si n impair et A € R™ est anti-symétrique, alors 0 est valeur propre de A
et A donc n’est pas inversible.

Réponse. On a det(A) = det(AT) = det(—A) = (—1)"det(A) = —det(A) si n est impair, et donc
det(A) = 0 (donc A n’est pas inversible), donc 0 est valeur propre. un

Exercice 8.6 Montrer : si A est anti-symétrique réelle, alors A% est symétrique négative. En
déduire le résultat déja vu : si A est valeur propre non nulle de A, alors A € iR.

Réponse. On a (utilisation implicite de la base canonique) (A2.Z, §)gr = (A.Z, AT.§)zn = (AT, —Af)rn =
(#, —AT Ajrn = (&, A%.§)rn pour tout &, 7 € R™, et A? est symétrique réelle. Et (A%Z, H)pn =
(AZ, —AZ)rn = —||A.Z||2n < 0. Donc A? est diagonalisable et ses valeurs propres p sont réelles né-
gatives. Or si A est valeur propre de A alors A\ est valeur propre de A%, donc A\? = p est réelle negatlve
donc A = +iy/—p est imaginaire pure ou nulle. =

Exercice 8.7 Montrer : si A est anti-symétrique réelle, si A € iR est une valeur propre non nulle,
alors A = —\ € iR est aussi valeur propre : si on connait une valeur propre non nulle, on en
connait deux.

Réponse. Si AT = M\ avec ¥ # 0 et A # 0, alors de A7 = A¥, donc A¥ = A ¥ car A est réelle, donc X est
valeur propres de A associé au vecteur propre conjuguée. un

Exercice 8.8 Montrer : si o« € R* et A est antisymétrique réelle, alors A + ol est inversible.

Réponse. Posons M = (AT +al)(A+al). On a (Mz,z) = (A+al)z, (A+al)z) = ||(A+al)z||?, avec
a ¢ iR donc a n’est pas valeur propre (pour a # 0), donc M est définie positive, donc inversible, donc

A + ol est inversible. .

Exercice 8.9 Montrer : si A est anti-symétrique réelle, si Z et i sont vecteurs propres de A de
valeurs propres respectives \ et u telles que A # p, alors & 1 ¢ dans C", i.e. (Z,4)cn = 0.

Réponse. On a (AZ,§)cn = A&, §)cn et, A étant réelle, (AZ,§)cn = (T, A" Pen = (T, ATH)en =
(& Af)er = —(F, pf)on = —(F, Pon- Diod MF, Pen = —J(F Fon = +4(E Hlon, car p € iR done
o= —p. Dou A&, §)cr = u(Z, §)cr. Dot (&, §)cr = 0si X # p. un

Exercice 8.10 En déduire : si A est anti-symétrique réelle, alors A est décomposable par blocs
diagonaux réels, blocs 2*2 correspondants aux valeurs propres non nulles, et bloc diagonal corres-
0 a b
pondant & la valeur propre nulle éventuelle. Le faire pour la matrice | —a 0 ¢
b —c 0
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Réponse. On a vu qui si A étant valeur propre, alors \ I’était aussi, avec A = ia € iR. D’ou le poly-
noéme caractéristique (a une constante multiplicative pres) de la forme P(\) = A [T, (A—iax) (A +iax) =
ko I (A% 4 a}), si A = 0 est valeur propre de multiplicité ko.

0 —1 1

Et la matrice D = \ [ 0.) est similaire & la matrice B = A\ <0
inversible P telle que D = P! BP, voir exemple D’oit les blocs diagonaux. mn

-1\ . . . .
0 ), i.e. il existe un matrice

8.2 Matrices normales

Définition 8.11 Une matrice A € C" est normale ssi elle commute avec son adjoint, i.e. ssi
AA* = A* A,

(Et on rappelle qu’elle est orthonormale (ou orthogonale) ssi A.A* = A.A* = I, ce qu’'on ne
suppose pas ici.)
Exercice 8.12 Montrer qu'une matrice symétrique réelle est normale.

Réponse. Ici A* = AT (matrice réelle) et A = AT (matrice symétrique), donc A.AT = A2 = AT A, du

Exercice 8.13 Montrer qu'une matrice antisymétrique réelle est normale.

Réponse. A* = AT = —A donc AA* = A(—A) = —A% = (—A)A = A*A. un
(1 0 , ) r (1 1 T4, (1 0 -
Exemple 8.14 A = (1 O) n’est pas normale : A.A* = (1 1) et AY. A= 0 ol un
Exercice 8.15 Montrer que : A est normale alors pour tout & € C" on a ||AZ||cr = ||A*Z]|cn.
Réponse. Pour 7,7 € C" on a ici (AA*T, f)cn = (A*AZ, §)cn, done (A*Z, A*f)en = (AT, A)en.

Exercice 8.16 Montrer que : A est une matrice normale, si (), ¥) est un couple vp-vp pour A
alors (\,7) est un couple vp-vp pour A*.

Réponse. Si A € C et A*.A = A.A" on a (A—\I) matrice normale : en effet (A—AI)* = A* — X donne
(A-AD(A-X)" = AA" —( A+ NA+ I =A"A— A+ NA+ 2= (A-AD)"(A-X]). -
D’oti, avec I'exercice précédent, pour A € C et ¥ € C" on a ||[(A—=AI)¥|| = |[[(A=AI)"¥|| = |[(A*=AI)V]|.

En particulier vrai quand (A, ¥) est un couple vp—vp de A, qui donne (), ¥) est un couple vp—vp de A*.

. . -1 N 1 s
Et on vérifie sur la matrice A = (1) 0 ) et son vecteur propre vy = (72. € C? associé a la valeur

propre +i que A*. 04 = (—A).0 = (_01 (1)) (_11> = (:i) = —1 (_11) = —iUy. un

Exercice 8.17 Montrer : si A est normale, alors A est diagonalisable dans C. En déduire qu’une
matrice anti-symétrique réelle est diagonalisable dans C.

Réponse. Démontrons-le par récurrence sur la dimension de I'espace C". C’est trivial pour n = 1. Soit
n > 2. Soit A une valeur propre (une racine du polynéme caractéristique existe toujours dans C). Soit ¢ un
vecteur propre associé. Soit V = Vect{17}L :on a V est stable par A. En effet, pour @ € V, avec l'exercice
précédent on a (AW, T)cn = (W, A*¥)cn = (W, M)cn = AW, ¥)cn = 0. De méme V est stable par A* :
(AW, ¥)cn = (0, AV)en = (W, M)cn = AW, ¥)cn = 0. Soit B = Ay la restriction de A & V : on vient
de voir grace a la stabilité que AA* = A*A s’écrit BB* = B*B dans V. Avec dimV = n—1, donc B est
diagonalisable dans V. Donc A est diagonalisable dans C". un

9 Trigonalisation de matrices

9.1 Définitions

Rappel : une matrice T' € K "’ est triangulaire supérieure ssi T;; = 0 pour tout ¢ > j (nulle
sous la diagonale). Elle est triangulaire inférieure si sa transposée est triangulaire supérieure.

Soit (E;) la base canonique de K™. Donc T € K n* est triangulaire supérieure ssi, pour tout j :

le

T. Hj = ZTijEj7 [TEE} = Tjj . (91)
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Définition 9.1 Une matrice A € K™ est trigonalisable (ou triangulisable) dans K ssi il existe
une matrice inversible P € K™ et une matrice triangulaire supérieure T' € K n* telles que :

T =P ' AP (9.2)
i.e. ssi A est semblable & une matrice triangulaire supérieure.

Remarque 9.2 Ainsi P est une matrice de changement de base qui, lorsque A est la matrice d’un
endomorphisme dans une base donnée exprime cet endomorphisme sous forme matrice triangulaire
dans la nouvelle base. mn

Donc A est trigonalisable ssi il existe P inversible et T triangulaire supérieure telles que :
A.P=PT, (9.3)

—

soit, notant P = ([p1] ... [Pn]), pour tout j=1,..,n

—

A.ﬁj E = 1]p7 (94)

H'Mu

9.2 Exemples et contre-exemples

Exemple 9.3 Toute matrice triangulaire supérieure (en particulier toute matrice diagonale) est
trigonalisable (c’est la moindre des choses!) : prendre P = I dans =

Exercice 9.4 Montrer que si T et U sont triangulaires supérieures, alors T.U est triangulaire
supérieure, et (T.U);; = T;;U;; pour tout ¢ (les éléments diagonaux de T.U sont ceux les produits
des éléments diagonaux).

Réponse. Soit i; = Zf 1 u”E le j-éme “vecteur colonne” de U (U est triangulaire supérieure). Alors la
j-éme colonne de T.U est T.ii; = S7_, u;;T.E; (linéarité de T), soit T.id; = S7_, uij S, TwiEx (T est
triangulaire supérieure), soit T.i; = > 7_, Si_, TriwijEx € Vect{E\, ..., E;}. D’ou T.U est triangulaire
supérieure, et (T.U);; est donné par le coefficient devant Ej pour k = j, donc pour i = j et k = j, donc
par Tjju;. . . . .

(Ou encore, (T.U);; = [¢;].[1;] ot £; est la ligne j de T', avec £; = >} TjiEj, car T est triangulaire
supérieure, d’Ofl (T.U)jj = ZZ:J' Tjk 2521 (A [Ek][ﬁl] = Zkz;’ Zigj Tjkuijéik = Tjjuj]-.) I.I

Exercice 9.5 Montrer que si T est triangulaire supérieure réelle, si T2 = I et si T est positive
alors nécessairement 7' = I. (C’est faux si T n’est pas positive, cf. exemple [5.28])

Réponse. T? = I donne T2 = 1 (exercice précédent), donc Tj; = +1. Comme T est positive, nécessairement
Tii =1 : en effet, T triangulaire donne \; = Tj; est valeur propre, et si ¥; est vecteur propre associé a Tj;
alors 0 < (T 171,171);@ = (N, Vi) kn = T11||17Z‘|Kn donne T;; > 0. Et le j-éme “vecteur colonne” de T? est
T2 Ej = T.t; ou t; est le _] éme “vecteur colonne” de T. Donc T2 = I, donne T'.t; = E Dou #; = E

puisque £; est donné par . Doa T = 1. un
. 0 1 , . .
Exercice 9.6 Montrer que A = 1 o)™ est pas trigonalisable dans R.
. . _ _ T Tz n? 32 sz A .
Réponse. Si A.P = PT, avec T = 0 T € R™ , alors pour 1’égalité de la premiére colonne :
22
Poy = P11, 9.5)
— P11 = Po1Th1.
Donc Poy = —Po1T%. Mais Ti1 # 0 car detT = Ty T2 # O puisque T est triangulaire inversible et
1=det A =det PdetT # 0.
Donc dans R, nécessairement T121 > 0, donc P»; = 0 (sinon T121 = —1 impossible dans R). Donc P11 =0,

donc la premiére colonne de P est nulle. Donc P n’est pas inversible. Absurde si A est trigonalisable. Donc

A n’est pas trigonalisable dans R™. Ou encore utiliser la proposition suivante. un

Exercice 9.7 Une matrice A € C"" est nilpotente ssi il existe & € N telle que A* = 0. Une matrice
T = [T};] est triangulaire supérieure stricte ssi T;; = 0 pour tout j < i. Montrer qu’une matrice
Tec™ triangulaire supérieure stricte est nilpotente.

Réponse. T.E; = St Ti;Ei € Vect{E1,...,E; 1}, donc T? a sa diagonale nulle (par définition de
triangulaire stricte) et la premiére diagonale au dessus également nulle. Puis par récurrence 7" = 0. um
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9.3 Théoréme de trigonalisation des matrices complexes

Proposition 9.8 Si A est trigonalisable, alors ses valeurs propres sont données par la diagonale
de T avec la multiplicité correspondante.

Preuve. det(A— M) = det(P.T.P~' —\I) = det(P(T — A\I).P~') = det Pdet(T— ) det(P~1) =
det(T'—AI) : donc A et T ont le méme polynome caractéristique, donc les mémes valeurs propres. su

Exemple 9.9 Retour a ’exercice : les valeurs propres de A sont +i (non réelles), et donc la
matrice triangulaire T" a sa diagonale qui n’est pas réelle, cf. proposition précédente. Donc A n’est

pas trigonalisable dans R. =n

Théoréme 9.10 (Décomposition de Schur.) Si A € C* (matrice complexe n * n), alors A est
semblable a une matrice triangulaire : il existe P € C"” inversible et il existe T € C" triangulaire
supérieure telles que :
A=PT.P!, (9.6)
la diagonale de T étant constituée des valeurs propres de A.
De plus, parmi toutes les décompositions possibles, on peut en choisir une telle que P est
une matrice normale, i.e. t.q.;
PP =1, (9.7)
les colonnes de P formant donc une b.o.n. dans C™.
On encore, on peut en choisir une telle que T' soit formée des blocs de Jordan.

Preuve. Démonstration similaire & la démonstration du théoréme la différence étant que dans
la formule (5.4) la premiére ligne est pleine (pas de zéros a priori), et on replace B diagonalisable
par trigonalisable. un

Exercice 9.11 Trigonaliser A = (2 l1)> avec a et b réels (matrice générique d’une équation

différentielle linéaire d’ordre 2 mise sous forme systéme différentiel d’ordre 1).

Réponse. On a p(A) = det(A — AI) = —=A(b— A) — a = A% — b\ — a. Discriminant : A = b* + 4a.
Cas b% +4a # 0 : 2 racines distinctes et A est diagonalisable dans C.

Cas b” 4 4a = 0, une racine double A = 2, et Ker(A — AI) = Vect{(i)} de dimension 1 alors que A

est valeur de multiplicité 2. Donc A = (7(;\2 21)\) n’est pas diagonalisable.
Et A est trigonalisable avec T' = 8\ i (car X\ est vp double) et par exemple P = (i\ Z)

(la premiére colonne de P est imposée par A.€;1 = Aé1). Et A.P = P.T donne pour la deuxiéme colonne

(7/\2pq+ 2/\q) = ()ft—:)\)l\)q) Donc g = t+ Ap (les deux équations sont les mémes). Seul ¢ = 0 est interdit

car dans ce cas P n’est pas inversible, sinon toutes les combinaisons vérifiant ¢ = ¢ + Ap conviennent.
1 1

0 1) (soit A fois le premier bloc de Jordan), on prend ¢ = A,

Si on veut par exemple que T = A (

. . 1 . .
puis par exemple p =0 et ¢ = A, soit P = N ())\ (matrice mal conditionnée pour A grand).
Si on préfére P orthonormale (pour travailler dans une nouvelle base orthonormée), on prend par
1 _r 1 A
exemple P = | V 1;M2 v 1;>‘2 =1V 1;“ 1+1AZ (on a bien PT.P =1), et donct =¢q— Ap =
VIHA2Z 4/ 1422 V1422 V1422
*(1 —+ )\2). s

Exercice 9.12 Trigonaliser A = (_01 é)

Réponse. Voir exercice : ici A est diagonalisable dans C. un
Exercice 9.13 Montrer que si A est définie positive et trigonalisable dans R™, alors T est définie
positive et ses valeurs propres \; sont strictement positives.

Réponse. Pour Z# 0 on a 0 < (A7, Z)gn = (P.T.PT.Z,)gn = (T.4, %)z ot on a posé § = PT &, et donc
7 # 0 car PT est inversible et Z # 0. Donc T est définie positive.

Et pour A valeur propre, soit ¥ € Ker(A — AI) un vecteur propre associé (donc ¢ # 6) Donc 0 <
(14.’(77 17)Rn = ()\177 17)Rn = )\H17||Rn, donc 0 < A. an
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