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Soit F un espace vectoriel de dimension m. Typiquement E est un sous-espace vectoriel de R™.
On note E* = L(E;R) son dual (I’ensemble des formes linéaires sur F, i.e. ’ensemble des applications
linéaires sur F a valeurs dans R).

Si £ est une forme linéaire, alors pour ¥ € E on note ¢(¥) = £. (notation de la distributivité)

1 Forme multilinéaire alternée : rappels

Une forme p-linéaire (linéaire, bilinéaire et trilinéaire quand p = 1 et 2 et 3) est une application
z: (h,...,Up) € EP — R qui est linéaire par rapport a chaque ¥ :

Z(, 771'—17 171‘ + )\11_)’i,1_}’i+1, ) = Z(n-an—liny ﬁi+17 ) + )\Z(...,ﬁi_l,wi,ﬁi+1, ),

pour tout A € R, tout 9;,w; € E pour tout i =1, ..., p.
Elle est dite alternée ssi z(#1,...,7p) est nulle dés que deux des ¥; sont égaux, ou de maniére
équivalente ssi :
2(171, ceey 171‘7 ceey ’Uj, ceey ’Up) = —2(7.71, ceey ﬁj, ceey 171‘, ceey ’UP) (].].)

pour tout ¥; € E pour tout ¢,j = 1,...,p (démonstration : mettre ¥; + U; a la place de ¥; et de ¥; dans
la formule ci-dessus).

Soit S, I'ensemble des bijections de {1,...,p} dans lui-méme, une telle bijection étant appelée une
permutation.



2 2. Forme m-linéaire alternée et déterminant detp

Une transposition 7 est une permutation 7 € S, qui échange deux entiers : 7(i) = j, 7(j) = ¢, et
7(k) = k pour tout k # 1, j.

Toute permutation est composée de transpositions, et la signature (o) d’une permutation est 1 si
elle est composée d’un nombre pair de transpositions et —1 sinon. Et cette signature est indépendante
de la composée des transpositions choisie.

Si z est p-linéaire (non alternée a priori), alors la forme p-linéaire z, définie par :

2a(U1, s Tp) = Y 2(Uy o, T, (1.2)

oES)

est une forme p-linéaire alternée qui est appelée antisymeétrisée de z.
Soit p formes linéaires ¢!, ..., /P € E*. Le produit tensoriel de ces p formes est I'application multi-
linéaire /' ® ... ® P : EP — R deﬁnle par :

(el®...®ep)(ﬁl,...,ap)d=éfHzi.@ (= 01 (51) 2 (B)...07(T,)). (1.3)

Le produit extérieur ! A ... A /P de ces p formes est la partie alternée de /! ® ... ® £7 : avec ([1.2) :

AN =N @@L, (1.4)
o€Sy

Exemple 1.1 Cas m = p = 2. Cas E = R? muni de sa base canonique (E;) de base duale (dz?). On
a deux permutations {1,2} — {1,2}, I'identité I et la permutation caractérisée par o(1) = 2. D’ou :

det A dz? = det ® da® — do? ® dat,
t (dzt A dx?)(Ty, U2) = aire du parallélogramme de cotés @ et 7 (donc = det(Ty, ¥2) voir la suite). o
Et donc, pour tout ¥; :
(A APY (B, ) = Y e szl Ty, (1.5)
ocES),

Exemple 1.2 Suite. On a e(I) = +1 et (o) = —1, donc (dzt A dz?) (v, v2) = +(dxt.v1)(dz?.v2) —
(dml.ﬁg)(d$2.61) = (dl’l X dl’Q — d.’ﬂz X dl’l)(1717 172) un

2 Forme m-linéaire alternée et déterminant detp

Proposition 2.1 Si p = m (la dimension de E) alors I’ensemble A,,(E) des formes m-linéaires
alternées est de dimension 1. Et si B = (bz)z,l .m_est une base de E de base duale (b");—1,. m, alors
bt A ... Ab™ est la base (formée d’un seul vecteur) de A,,(E) qui vérifie :

(" A e AB™) (b1, .oy b)) = 1. (2.1)
Donc si z € A, (F) (est une forme m-linéaire alternée) alors il existe A € R tel que :
Z2=Ab' AL ADT,
a savoir A = z(by, ..., by).
Preuve. (b) étant la base duale, avec (L.5) et b'.b,, = 8% on a immédiatement (2.1).
Soit z une forme m-linéaire alternée. Une telle forme est entiérement déterminée par ses valeurs
sur les vecteurs de base, i.e. par les z(by, , ... bam) pour toute permutation o € S,,. Toute permutation

est composée de transposition, et donc, z étant alternée, z est déterminée z(bgl,...,b(,m) ol o est
croissante, donc avec o 'identité : z est déterminée par z(b17 vy D) =1OP€ ), o

Définition 2.2 Soit B une base de E (de dimension m). Le déterminant detp relativement a la

base B est défini par

det t ¥l A LA (2.2)
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3 5. Déterminant det(A) d’un endomorphisme de R™

Corollaire 2.3 Si C = (¢;) est une autre base, il existe A\ € R tel que :
det = Adet, (2.3)
B e}

—

a savoir A = detp(Cy, ..., Cm)-

Définition 2.4 Si A > 0 on dit que les bases B et C' ont méme orientation.

3 Déterminant detp(L) d’'un endomorphisme
Définition 3.1 Soit L € L(F) un endomorphisme de F et B = (gi)izlymm une base de E de base
duale (b%);—1, .. On définit le déterminant detp(L) par :

det(L) def det(Lby, ooy Libm). (3.1)

Soit les réels : det
Li 20 . (L.b)). (3.2)

Autrement dit [L] = [L}] appelée la matrice de L relativement & la base B de L = 31", L;l;l R .
On note : y
note i
dgt(L) = dgt[Lj]. (3.3)

4 Déterminant det dans R™ (volume algébrique)

On se place dans le cas E = R™ muni de sa base canonique (E;), et on note (dz?) sa base duale.

Définition 4.1 Le déterminant dans R™ est le déterminant det =9¢f det( AR

det = da' A ... A da™. (4.1)

Et le déterminant est appelé “volume algébrique”. Et si ¥, ..., 0, € R™, le réel det(vy, ..., Uy) est le
volume algébrique limité par les vecteurs ¥y, ..U, .

Exemple 4.2 Dans R? on a dz! A d2? = do! ® da? — do? ® dat. o

Remarque 4.3 Dans un espace vectoriel de dimension m, il n’y a pas de base canonique en général :
par exemple dans un “plan incliné” dans R? (o1 il n’y a pas de base “canonique”).

“La base canonique” n’a de sens que dans un espace produit comme R X ... X R o1 la base canonique
est (Ey = (1,0,...,0), ..., Ep, = (0, ...,0,1)).

D’ailleurs I’espace R x ... Xx R n’est qu’un espace abstrait qui sert de modéle qu’on applique sur un
espace observé (il reste alors a fixer ‘I'unité de longueur” et “la direction des vecteurs de base”).  au

5 Déterminant det(A) d’'un endomorphisme de R"

Soit A € L(R™;R™) est un endomorphisme de R™ (application linéaire de R™ dans lui-méme).
On note a} les composantes de A.E}; dans la base canonique (E;) :

Vi=1,.,n, AE;= Zaé— E;, [A] = [ai-]i_:L...@ oté [a%] ot 4, (5.1)
i=1

om [A] est appelée la matrice de A dans la base canonique. Quand on note simplement [aj»], le i est
utilisé pour repérer la ligne i et le j est utilisé pour repérer la colonne j. Autrement dit :

aé- = da' . (A.E)), et A= Z aé- E; @ da?. (5.2)

j
Définition 5.1 Le déterminant de A € L(R™;R™) est :

det(A) & det(A.E,, ..., A.E,,) = det[a}] = det[A], (5.3)
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4 9. Calculs par récurrence des délerminants de matrices : mineurs et cofacteurs

6 Déterminant det(A) d’une matrice

Si A = [a}] est une matrice mn % m, on lui associe 'endomorphisme A € L(R™;R™) défini relative-
ment & la base canonique par :

A=>"d E;@d),  [Al=A=d}]. (6.1)
ij
et le déterminant de la matrice est par définition le déterminant de I’endomorphisme associé :

det(A) %" det(A) "Z¢ det[a]. (6.2)

On note I la matrice n % n identité, I = [0%] : en particulier det(I) =1 (= det(Ey, ..., Ep)).

7 Définition des matrices mineures et des mineurs

Soit A une matrice m *n. Les matrices mineures de A, ou plus simplement les mineures de A, sont
les m + n matrices M; de taille (m—1) * (n—1) obtenues a partir de A en enlevant la i-éme ligne et la
j-éme colonne.

11 1
Exemple 7.1 Soit A = (Z% Zé Z%). Les 6 mineures sont M{ = (a3 a3), M3 = (a3 d3),...,
Mg = (a% CL% ) mn

Et dans le cas m = n (matrices carrées), les mineurs sont les réels m} = det(Mj}), déterminants
des matrices mineures.

8 Définition des cofacteurs et matrice des cofacteurs

Soit, A = [a}] une matrice n * n et ses n® mineurs mi;.
Les n2 cofacteurs de A sont les n2 réels :

e d:éf(

S (-Dml (= (=1)" det(M)). (8.1)

Et la matrice C des cofacteurs est la matrice n xn :

c ¥ ). (82)

9 Calculs par récurrence des déterminants de matrices : mi-
neurs et cofacteurs

Quand C = [c}]i=1.....m, on note CT = [¢]]i=1....n la matrice transposée.
J=1,..., m J=1,..., 7n

Proposition 9.1 Le déterminant de A est donné par exemple par le développement par rapport a la

premiére colonne :

m

det(A Zal g =(ACT) =(CAD] (=) (-1 aim)), (9.1)

i=1

ou CT = [c’] i=t.m est la matrice transposée de C.

Et de meme en developpant par rapport a la j-éme colonne pour j € [1, m]y quelconque :

m

det(A Z al (A.CTY) = (C.AT). (9.2)
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5 12. det(AB) = det(A) det(B)

Preuve. Le déterminant est une forme multi-linéaire alternée sur les colonnes, et donc :

det(A) = det(dy, da, ..., dm) = Y _ af det(E;, s, ..., Gm)

i oo 1@ = 13 i i
= g aj det(E;, do—a3 E;...,dm—a,, E;) = g ajcy.
i i

Exemple 9.2 Dans R? on trouve (développement par rapport & la premiére colonne) :

1.1 1
a; a5 a:
1 Gy ag 2 2 11 11
a5 a: a; a a; a
det [ a2 a2 a2 | =aldet 2 ™) —g2det 2 M) 4addet| 2 3.
R 1 ad ad 1 ad a3 1 a2 a?
ai a3 a3 2 78 278 2 78

10 Déterminant de la transposée

Si A=[al]i=1,.m m , 82 mafrice transposée est AT =[al] iz
i=1,..., j=1,...,m

Donc si C est la matrlce des cofacteurs de A, alors C7 est la matrice des cofacteurs de A”. D’ot :

Proposition 10.1 On a :
det(AT) = det(A). (10.1)

Preuve. Avec 1} on a det(A) = D A5 = o Zij alcl = det(AT). ua

11 Définition de ’inverse de A

Soit A une matrice n * n. La matrice A est inversible s’il existe une M matrice n * n telle que :
AM=1, e  M"2¢4-1, (11.1)

Exercice 11.1 Montrer qu’en dimension finie, ici dans R", si A.M = I alors M. A = 1.

i)i

Réponse. On considére A et M comme des endomorphismes de R". Soit (b;)i—1, .. ="°' (b;) une base
) n’est pas une base, donc

(®
de R", soit @ = M.b; pour tout i. Alors (@;) une base de R™ : sinon, (A.@
(A.d;) = (A.M.b;) = (b;) n’est pas une base, contraire 4 'hypothése. Et A.M.b; = b; donne M.A.M.b; = M.b;,
soit M.A.d; = d;, vrai pour tout ¢. Donc M.A = 1I. e

12 det(AB) = det(A) det(B)
Si A = [a}] et B = [b}] alors le produit matriciel donne :
AB = [2], ol z; = Zaib?. (12.1)

J

Proposition 12.1 Si A et B sont deux matrices m x m alors :
det(AB) = det(A) det(B), (12.2)
i.e. le déterminant du produit est le produit des déterminants. En particulier si A est inversible alors :

det(A™1) = det(A°) L. (12.3)

Preuve. Démonstration par récurrence sur la dimension de l'espace & ’aide de (9.2). ua
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6 15. Déterminant detp et produit scalaire

13 Inverse : A1 = detl(A)C'T

Proposition 13.1 On a, I étant la matrice identité de R™ et C étant la matrice des cofacteurs de A :

det(A) 0 0
0 det(4) ... 0
ACT =C.AT =det(A) I = _ ) _ , (13.1)
0 0 det(A)
et donc quand A est inversible :
1
A7 = T 13.2
der(4) ¢ (13.2)

; ) TVi _ _
Preuve. Terme diagonal : (A.C*")! = Z] 1 Jc] det(A), cf. li
Terme extra diagonal, j # i. Cas i = 1 et j = 2 (idem pour les autres cas). Soit B la matrice dont
les deux premiéres colonnes sont identiques et égales & la premiére colonne de A, et dont toutes les
autres colonnes sont celles de A :

Vi=1,..,m, bi=0b=ad} et Vi=1,..,m, Vj=3,..m, b =ad

Deux colonnes de B étant identiques on a det B = 0, et les cofacteurs 5 sont donc les mémes pour A
et pour B (les colonnes 1,3, ...,m de A et B sont égales). D’ou :

(A.CcT)} —Zakck —Zbkck —Zb ct = det(B.CT) = det(B) det(CT) =

Do (133), d'ou (133).

14 Déterminant det et produit scalaire euclidien

On se place dans R™ muni de sa base canonique et du produit scalaire euclidien associé (-, -)gm
(défini par (E;, E;)rm = 0;5), et on prend une base orthonormée B = (b;) (relativement au produit
scalaire euclidien), et on note (b") sa base duale.

Proposition 14.1 Le déterminant est indépendant du choix de la base orthonormée de méme orien-
tation :
dgc = det quand B est une b.o.n. orientée positive (14.1)

Preuve. Il s’agit de montrer que BEA AW =dxt A Adz™

On a (b* A ... Ab™)(by, ..., b, ) =1.

On a (da' A ... Adz™)(by, ....by) = (dz' A ... Adz™)(P.Ey, ..., P.Ep) = det(P) ou P est Iendo-
morphisme de changement de base

Soit P la matrice de P donné par P = > 1" _, P;E} ® da?, ou donc 5 =P. EA =>", Piﬁ

Par hypothése (li) est orthonormée, soit (b“bj)]Rm = 0y, dott 0;; = Y, PEP (Ek,Eg)]Rm =
Sowe PFP{ore = >, PFPF = (PT.P)}, dou PT.P = I. D’ou (det P)* = 1, d’ou detP 1 car
det P > 0, les bases ayant méme orientation. un

15 Déterminant detp et produit scalaire

Soit g(-,-) = (-,-)g un produit scalaire, soit (b;)i— 1,..m une base, et soit [g|p = [gi;] = [g(gi,gj)] la
matrice de ¢ dans la base (b;). En d’autres termes g = EU gi; b @b,
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7 16. Dérivée d’un déterminant

Si =73, v"by et W =), w'b sont deux vecteurs exprimés sur la base (b;), on a :

9(7,@) = > v* v’ gre = [1]5.19] 5[] 5.
ke

Si U = Y, vfby pour i = 1,...,m sont m vecteurs exprimés sur la base B, on note [V]p = [vi]p la

matrice dont les colonnes sont les composantes des ¥; dans la base (b;). On obtient matriciellement :

d’on pour les déterminants de matrices :
det[g(5i, ;)] = det[g] p-(det[V])*.

Si de plus (b;) est une base directe relativement & g(-,-), i.e. si det[g] > 0, et si les (¥;) forment une
base orientée positivement, i.e. si det[g(%;, ;)] > 0, on en déduit :

det[g (i, 7)]

e (= det[V]5), (15.1)

dgt(ﬁl, veey ﬁm) =

expression générique utilisée par exemple dans le cas de la métrique euclidienne exprimée dans un
systéme de coordonnées .

Proposition 15.1 Si C' = (¢;) est une base quelconque on a :

1 1
det = ———= det = ——— det. (15.2)
C det[g]c B | det P‘ B
ot P est la matrice de passage d’une base orthonormée B = (b;) a C, i.e. & =Y, P;l_;l
Preuve. ([15.1) donne detc(l;l, ..-,gm) = ijz[ft([bgi]’cbj)] - \/dclt[g]c quand B = (l;z) est une base ortho-

normée.
Quand P est la matrice de changement de base, ¢; =, P;gi, soit P! = b'.(&;) pour tout 4, j, on a

lglc = PT.[g]p.P car g(¢;, ) = g(P.b;, Pb;) = 3, PEP!g(by,by), d'ou detg]c = (det P)? det[g]5
avec ici B orthonormée. e

16 Dérivée d’un déterminant

Soit, A(t) = [a’(t)] i=1..m une fonction matricielle ([0, T); R™).
j=1, m

Soit C(t) la matrice des cofacteurs de A(t). Donc A.CT = det(A) I, cf. (13.1).

Lemme 16.1 On a :

d(det A)  ~ dal T odal
= E - G = det(A) | E v (A7), (16.1)
4,j=1 i,j=1
soit - d(det A) dA
aderA) _ a4
pn = det(A) Tr( 7 AT, (16.2)

oit Tr est la trace (pour une matrice M = [m}] on a Tr(M) = 3_, m}).
Preuve. Soit @; € R™ le vecteur dont les composantes dans la base canonique sont stockées dans

la j-éme colonne de A : [d;] = : |. Ainsi det(A) = det(dy,...,dn). Comme det est une forme
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multilinéaire alternée on a :

d(det(A)) da; . L. ddy,
pm = det( o 2 A2y ooy Gp) + ... + det(dy, da, ..., p ).

Le j-éme terme de la somme développé par rapport a la j-éme colonne donne :

- m i
. L da; . daj
det(al,...,aj,l,E,ajJrh...,am) = E 7 Cj,
i=1
: . d(det A) m da;- ] .
et on fait la somme : ==5— =", 4 c}. ua
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