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1 Deéfinition de ’inverse de A

On note I la matrice n * n identité.
Soit A une matrice n *n. La matrice A est inversible §’il existe une M matrice n *n telle que :

AM=1, e  M"2¢4™1 (1.1)

Exercice 1.1 Montrer qu’en dimension finie, ici dans R™, si A.M =TI alors M.A = 1.

Réponse. On considére A et M comme des endomorphismes de R™. Soit (b;)i=1,...n ="°% (b;) une base
de R", soit @ = M.b; pour tout i. Alors (@;) une base de R™ : sinon, (A.d@;) n’est pas une base, donc
(A.d;) = (AMEZ) = (l_);) n’est pas une base, contraire & I’hypothése. Et A.M.b; = b; donne M.A.M.b; =
M.gi, soit M.A.d; = d;, vrai pour tout 7. Donc M.A = I. n

2 Deéfinition des matrices mineures et des mineurs
Soit A une matrice m * n. Les matrices mineures de A, ou plus simplement les mineures de A,

sont les m % n matrices M;; de taille (m—1) % (n—1) obtenues & partir de A en enlevant la i-éme
ligne et la j-éme colonne.

Ga21 @G22 a23
(Cl21 0,23),..., M23:(a11 alg). n

Exemple 2.1 Soit A = (au 412 a13>‘ Les 6 mineures sont My; = (aaa as3), Mia =

Et dans le cas m = n (matrices carrées), les mineurs sont les réels m;; = det(M;;), déterminants
des matrices mineures M;;.

3 Définition des cofacteurs et matrice des cofacteurs

Soit A une matrice n * n et ses n? mineures M;; (et ses n?

Les n? cofacteurs de A sont les n? réels :

mineurs m;;).

cij = (1) det(My;) (= (=1)"myy). (3.1)
Et la matrice C' des cofacteurs est la matrice n % n donnée par :



4 Inverse : Al = #(A)CT

Proposition 4.1 Si A est une matrice n x n inversible, si C est sa matrice des cofacteurs, et CT
désignant la transposée, on a :

A.CT = det(A).I. (4.1)
1
Autrement dit A~ = det(4) ct.
Notations développées :
det(A) 0 0
a1 e Q1n C11 ... Cnp1 0 det(A) 0
: N I : = . . ) . (4.2)
Qan1 e Qpp Cin . Cpn 0 0 det(A)
C11
Preuve. On a (ai1 ... ain).| : = det(4), ie. Z?Zl ayjc; = det(A), soit encore
Cin

> a1;(—1)17 det(M;;) = det(A) : en effet, c’est le résultat de base du calcul des détermi-
nants obtenus par développement & partir de la 1ére ligne.
Idem pour i & la place de 1 : tous les termes diagonaux valent det(A).

€21
Ona (a;n ... amwm).| : = det(B) ou B est la matrice obtenue & partir de A comme

Con
suit : toutes les lignes de B sont celles de A sauf la 2-iéme ou on a recopié la premiére (donc pour

si? 7é 2, bij = Q45

tout j =1,...,mon a .
S1 1 = 2, bgj = alj = blj

}) En effet, les mineures de A et de B relatifs

a la deuxiéme ligne sont identiques (les mineures suppriment cette ligne), on note mo; les mineurs
associés, etld(_)nc, en développant par rapport a la 2¢éme ligne : det B = Zj boj(—1)"my; =
> a1j(—1)*my; = >_ja1jc2;. Et comme B est dégénérée (ses deux premiéres lignes sont égales),
on a det(B) = 0.

Idem pour tous les termes non diagonaux, qui sont donc nuls. un
.. _f(a b _ 11 d -b -
Exemple 4.2 Si A = (c d>’ et ad — bc # 0, alors A7 = —= (—c e .

ailp a2 ais
Exemple 4.3 Si A= az1 QAag2 a23 |, et det(A) # 0, alors
azr asz2 ass

mi1 —ma1 mas1
-1 _ 1 [ ]
A = m —mio moo —M32 . [ L]
mis —MmMa3 mss

5 Cas particulier de R3

aij
On considére A = [a;;] = ((€1) (&2) (&3)) oule vecteur ¢; = | ag; | donne la j-éme colonne
a3j
de A. Par définition du déterminant, det(A) = le volume du parallélépipéde de cotés les vecteurs
Cj. Pour que A soit inversible, il faut donc que ce volume soit non nul, i.e. que les 3 vecteurs ¢;
n’appartiennent pas au méme plan (i.e. qu'ils forment une base). Notons alors :

A
AT =M =[my] = | (&) |,
b



dont les lignes sont données par les composantes des vecteurs K_; Dire que M.A = I revient & dire
que, avec le produit scalaire canonique de R? :

0;.¢; = ;. (5.1)
Donc 171 est or’_qhogonal A € et & C3, donc est paralléle & ¢, A C3, soit [1 = aly N C3. Et a est
déterminé par £1.¢; = 1, soit a(ca A&3).¢1 = 1, soit adet(c, éa, ) =1, i.e adet(A) = 1. De méme

pour [2 et Zg D’ou :

L1 [lend)
"~ det(A) Egj’ﬁ%; : (5.2)

On peut faire de méme dans R™, aprés avoir défini les produits vectoriels ¢ A ... A Cn_1.



