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2 1. Owuverls et espaces topologiques séparés

|8__Convergence simple et uniforme de fonctions| 29
BT Convergence stmple de TOnCEIONS| . . . .« . v v v v v v i e e e e e e 29
8.2 Convergence uniforme de fonctions| . . . . . . . . ... 29

|19__Espace normé 30
9.1 Définition et distance associéel 30
[9.2 Equivalences de normes| . . . . . . .. ... 31
9.3 Les normes sont équivalentes en dimension finie| . . . . . . .. ... ... L 32
9.4  Non équivalences des normes en dimension infinie| . . . . . . . . . ..o 32
[05 Espace métrique localement compact, espace NOTME| . . . . . . . . o v v vt e 32

|10 Espace muni d’un produit scalaire| 33

11 Continuité 34
11.1 Définition et caractérisationsl . . . . . . . . . . 34
[11.2 Premiéres propriétés| . . . . . . . . . . . ... 35
[[T.3 Applications aux espaces MAIIQUes €6 NOTTAS| . . . . .« . o o v v v e e et e e e e e e e 36
11.4 Limite d'un produit de fonctions continues|. . . . . . . . .. .. .. ... ... L. 37
[0 Uniforme CONBIMIIEA - . - « « « o o v e oo e e e e e e e e e 38
I11.6 Fonction Lipschitzienne| . . . . . . . . . . o e 38
I11.7 Homéomorphie| . . . . . . . . o e 39

112 Exemples d’applications linéaires non continues| 39

|13 Familles de semi-distances et espaces de Fréchet| 40
[[3.1 Famille de semi-distances et espace métrisable]. . . . . . . . . . . .. ... 40
[[32 Convergence]. . . . . . . . . . e 41
...................................................... 41
|13.4 Famille dénombrable de semi-normes, espace de Fréchet| . . . . .. ... ... ... .. ... 00000, 42
[[35 Continuité des applications NEAITES| . . . . « v o v v v v e e e e e e e e e e e 42
113.6 Famille de semi-normes, espace localement convexe séparé| . . . . . . . . . .. ... oL 42

1 Ouverts et espaces topologiques séparés

1.1 Définitions

Soit E un ensemble quelconque. Notons P(FE) I’ensemble des sous-ensembles de E.
Soit @ C P(FE) (un ensemble de sous-ensembles de F)).

Définition 1.1 (Topologie) O est une topologie sur E ssi :

O1 : Toute union (finie ou infinie) d’éléments de O est dans O (stabilité par union), i.e. pour tout ensemble
I (quelconque), pour toute famille (U;)icr on U; € O pour tout i € I, on a ((J;c; Ui) € O,

Os : Toute intersection finie d’éléments de O est dans O (stabilité par intersection finie), i.e. pour tout J
ensemble fini, i.e. tel que CardJ < oo (de cardinal fini), pour toute famille (U;);cy ot U; € O pour tout i € J,
on a (e, Ui) € O,

O3 cEcOetheO.

Définition 1.2 Si O est une topologie sur E, les éléments de O sont appelés ouverts de E, et (E,O) espace
topologique.
(Donc un ouvert est un sous-ensemble de E qui appartient & une topologie O sur E.)

Remarque 1.3 On peut remplacer Oy par : VA, B € O ona ANB € O, i.e. toute intersection de deux éléments
de O est dans O (récurrence). =a

Exemple 1.4 Topologie grossiére : O = {0, F}.

Topologie discréte : O = P(F). En particulier si E # (), les singletons {z} sont des ouverts comme tout
sous-ensemble de F.

Et tout ensemble E peut étre muni des topologies grossiére et discréte.

Soit AC E, A# 0, A# E. Alors O = {0, A, E} est une topologie. (Une union quelconque B = J,; U; a
pour résultat B = ) ou A ou E : en effet 'union ne peut contenir que des U; = 0, A ou E. Si B =0 ou A ou
E c’est bon. Sinon B contient un x ¢ A, donc x dans 'un des U; qui n’est pas A, donc cet U; = E, donc B
coutient E, donc B = E.) ua

Définition 1.5 (Topologie séparée) Un espace topologique (E, Q) est séparé ssi de plus :
O4 :x,y € E et x # y impliquent qu’il existe deuz ouwverts U, et Uy, tels que x € Uy, y € Uy, et U, NU, = 0.
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3 1. Owuverls et espaces topologiques séparés

Remarque 1.6 La topologie grossiére n’est pas séparée.

Les espaces topologiques qu’on utilise usuellement sont séparés. En particulier, on verra que tout espace
métrique (i.e. muni d’une distance) est séparé (c’est donc en particulier vrai pour un espace normeé).

Noter que la topologie de la convergence simple des fonctions n’est pas une topologie métrique. Mais cette
topologie est tout de méme séparée. Voir plus loin paragraphe 5.3

De fait, quand on vérifie que O est une topologie, on regarde également si elle est séparée, i.e. on vérifie
généralement O1, Oz, O3 et Oy. un

Remarque 1.7 Ne pas confondre “espace séparé” qui est la définition ci-dessus, et “espace séparable” qui ne
s’applique qu’a des espaces métriques E et qui signifie que E contient une suite dénombrable dense, voir plus
loin définition [7.21 =a
Définition 1.8 Soit F un espace topologique, soit A C E. On appelle intérieur de A, et on note A ou A ou ;T,
la réunion de tous les ouverts contenus dans A4, i.e. A= U U.

UeO,UCA

Proposition 1.9 Soit A C E. Alors Ac A, A est un ouvert, et c’est le plus grand ouvert contenu dans A. Et
A est ouvert ssi A = A.

Preuve. Par définition de A on a toujours Ac A. Puis, avec la définition Oq, A est un ouvert. Et si V est un
ouvert inclus dans A alors V C U U, et donc A DV, et donc A est le plus grand ouvert contenu dans A.

UeO,UCA
Si A C O (A est un ouvert), alors A C U U = A, et comme on a toujours AcCAonaA=A. =
UeO, UCA
Exercice 1.10 Montrer que A C B implique AcC Bet que A=A un

Exercice 1.11 Montrer que (AN BY = AN B, mais qu'en général (AU BY # AU B (prendre A = [0,1] et
B = [1, 2]) l.l

Pour A C FE on note : )
CeA=E—-A¥ [y cBtq y¢ A, (1.1)

le complémentaire de A dans E.

Définition 1.12 L’extérieur de A est (E — A) (intérieur £ — A de E' — A). (Quand on aura vu les fermés, c’est
aussi £ — A). ) o
La frontiére de A est E — (AU (E—A)). (Quand on aura vu les fermés, c’est aussi A — A).

1.2 Construction d’une topologie

Soit E un ensemble et (U;);c; une famille quelconque de sous-ensembles de E.
On souhaite trouver la plus petite topologie pour laquelle tous les U; sont ouverts. (N.B. : la topologie
discréte est telle que tous les U; sont nécessairement ouverts, mais ce n’est pas toujours la plus petite).

Proposition 1.13 et définition. Soit E' un ensemble, et soit (U;);c1 une famille quelconque de sous-ensembles.
1- Soit B C P(E) I'ensemble qui contient toutes les intersections finies des Uy,
2- soit O I'ensemble des réunions quelconques d’éléments de B,
3- on impose () et E dans O.
Alors O est une topologie, et c’est la plus petite qui contient tous les U; : toute topologie qui contient les U;
contient O. Elle est appelée topologie engendrée par les U;.

Preuve. Il est clair que si une topologie contient les U; alors elle contient O, car Oz, O1 et Os doivent étre
vérifiés. Montrons donc que O est une topologie.
Comme O contient §) et F, O3 est vérifié. Considérons donc que la famille (U;);c; contient () et E.
Par définition de O, un élément A C O est de la forme A = U (m Vij) ot K est un ensemble quelconque et
keK jeJ
J un ensemble fini, et out Vi,; € (U;);er pour tout (k, j) € K xJ (i.e. Vi; est I'un des U; : pour tout (k,j) € K xJ
il existe ¢ € I tel que Vi; =U,).
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4 1. Owuverls et espaces topologiques séparés

Vérifions O; : une réunion quelconque d’éléments de O est de la forme A = U( U (ﬂ V,fj)) =
(el keK jeJ
U (ﬂ Wik,ey) ot Wi )5 = V,fj € (U;)ier- Comme K x L ensemble quelconque et J fini, on a bien
(k0)EKXL jEJ
AeO.
Vérifions Os : soit, pour a = 1,2, les deux ensembles A, = U ( ﬂ Vi j..) dans O (les ensembles Ky, Ko
ka€Ka ja€Ja
étant quelconques et les ensemble Jp, Jo étant finis). Notons Wy, = ﬂ Vi ia
Ja€Ja
Ona A;NAy=( U Wi,) ﬂ( U Wi,) = U (Wi, N Wy,), voir exercice suivant [1.14] Comme
ki1€K, ko€ Ko (k1,k1)EK1 X K2
Wi, N Wi, = ﬂ (Vklljl N Vki;a) et que J; X Js est fini, on a A; N Ay € O. Par récurrence, 'intersection
(J1,d2)€J1 X J2
finie de toute famille finie d’ouverts de O est un ouvert de O.
Donc O vérifie O1, Os et O3 et est donc une topologie. un

Exercice 1.14 Redémontrer le résultat sur les ensembles : si {A, : o € I} et {Bg : § € J} sont deux familles
quelconques d’ensembles, alors 1'intersection des unions est I’union des intersections :

(JaoNUBs = U (AanBs).

a€cl peJ a€l,Bed

Réponse. = € (U,c; Aa) ﬂ(UBeJBB) ssi

2 € (Uper Aa) et z € (UﬁEJBg) ssi
Bael:xe Ay) et (3 € J:x € Bg) ssi

H(Ot,ﬂ) clxJtqaxe (Aa N Bg) un

1.3 Topologie usuelle de R

Définition 1.15 C’est la topologie engendrée par les intervalles ouverts (i.e. la plus petite topologie contenant
les intervalles ouverts). Et R muni de cette topologie est appelé R usuel.

On construit la topologie usuelle O de R & l'aide de la proposition précédente, avec ici I’avantage qu’une
intersection finie d’intervalles ouverts est un intervalle ouvert : Ja,b[N]c, d[=]a, B[ ot @ = max(a,c) et f =
min(b, d) quand « < 3, et = ) sinon. Puis par récurrence pour l'intersection de n intervalles ouverts. L’étape 1
de la proposition précédente n’est pas utile ici.

Et donc un ouvert sera une réunion qcq d’intervalles ouverts.

1l est immédiat que O,4 est vérifiée : cette topologie est séparée.

Noter qu’un singleton [a,a] = {a} n’est pas un ouvert. En effet, ce n’est pas une réunion d’intervalles
ouverts car aucun intervalle ouvert n’est contenu dans [a, a] (& part (), mais une réunion qcq d’ensembles vides
est I’ensemble vide), et ce n’est pas une intersection finie d’intervalles ouverts car une telle intersection est un
intervalle ouvert. La topologie usuelle de R n’est donc pas la topologie discréte.

Remarque 1.16 Dans la proposition Pordre de construction (i) puis (ii) est important, i.e. on considére
les ouverts Uy (N Vis) (avec J fini). Si on commence par faire (i) puis (i), on considére alors les ouverts
Ary = Njes(Urer Urj), mais on n’a pas la stabilité par union qeq : il faut refaire (ii). En effet une union
quelconque d’Ay; n’est pas de la forme intersection finie d’union qcq.

D’ailleurs, on verra au paragraphe suivant qu’une base de voisinages est ’ensemble B (constituée des inter-
sections finies), qui est construit a I’étape (i) de la proposition précédente. un

1.4 Topologie usuelle de R"

Soit R™ muni de la norme euclidienne usuelle : notant (€;);=1,.n la base canonique usuelle, si & € R™ est
donné par =Y | z;€; :

|E|lrn =D a7 (1.2)
=1

Définition 1.17 La topologie usuelle de R™ est la topologie engendrée par les boules ouvertes B(Z,e) = {§ €
R™: ||§ — Z||r~ < €}, pour tout & € R™ et tout & > 0.

Pour a < 8, on note (o, 8) un intervalle de type [a, (], |a, 8], o, 8] ou ]a, B].
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5 1. Owuverls et espaces topologiques séparés

Définition 1.18 Un pavé dans R™ est un ensemble de type : il existe des a;,b; € R avec a; < b; t.q., notant
To = Z?:l a;e; € R™ .
n
P = [](aib) ={F €R":Vi=1,..,n, z; € (a;,b;)}

i=1
n
= {f eR":Vi=1,..,n, A\; € (O,bi—ai), =T+ ZAZ@I}’
i=1
et ¥ est un sommet du pavé.

Proposition 1.19 Tout ouvert de R™ est une réunion disjointe (au plus) dénombrable de pavés.

Preuve. On suit Rudin [5]. On appelle boite d’amplitude 6§ > 0 et de somment & = .. | z;€; le “pavé carré”
(semi-ouvert) :

i=1
Pour k € N*, on note :
P.={Z= Zwié} e R" t.q. Imy; € Z, x; = m;ﬂ-2_k}, (1.5)
i=1

I’ensemble des points de R™ dont les coordonnées sont des multiples de 27%. On note :
O ={Q(&27%): ¥ € B}, (1.6)

I’ensemble des boites d’amplitude 2% de sommet un des & € Py.

On a immediatement :

0- le volume dun Q € Q, est 1(Q) = (27F)" = 277k,

1- Pour tout i € R™, pour tout k¥ € N*, il existe une unique boite Qx C Qi t.q. ¥ € Qi (et Qi constitue un
“pavage” de R™ par des pavés de “taille 27"+7).

2-SiQeQpet Q €9, avec k < m alors soit Q' C Q, soit Q' NQ = 0.

3- Si Q € Qy, et si k < m, alors ensemble Py, a exactement 2™~ points dans Q.

Montrons : tout ouvert U non vide de R™ est une réunion dénombrable de boites disjointes appartenant
a Upen+ O, ce qui montrera la proposition.

Comme U est ouvert, pour tout § € U, il existe ¢ > 0 t.q. B(%,e) C U. Et donc, avec 0- et 1-, il existe
ke N*et Qr CQ t.q. ¥ € Qp avec Qi C B(¥,¢). Et donc U est la réunion de toutes ces boites Q.

De cette réunion, on extrait toutes les boites de 7 (faire un dessin), puis on exclut les boites de Qg, Q3,...
, qui sont incluses dans les boites de €21 extraites. Des boites restantes, on extrait toutes les boites de s, puis
on exclut les boites de 3, Q4,... , qui sont incluses dans les boites de 21 et Qs déja extraites. Et on itére le
procédé. On a ainsi recouvert U par des boites disjointes de [, cy- Q- un

1.5 Voisinages et base de voisinages

On se donne un espace topologique (E, O).

Définition 1.20 On appelle voisinage ouvert d’un point x € E tout sous-ensemble V' C E contenant un ouvert
contenant x.

Notation. Pour = € E, on note V(z) ensemble des voisinages ouverts de z.

Donc :
[V voisinage ouvert de z] <= [V € V(z)] <= [il existe U € O tel que z € U et U C V.

Remarque 1.21 Quand on disposera des fermés (resp. des compacts), on appellera voisinage fermé (resp.
voisinage compact) de x : un fermé (resp. compact) F' qui contient un ouvert U € V(x).

N.B. : dans ce poly, quand on parlera de voisinage sans autre précision, ce sera de voisinages ouverts dont
il s’agira. =

Exemple 1.22 Dans R usuel, [—1,1[U]2, 3] et | — 3;2[ appartiennent a V(0). Pas [0, ool. s

Proposition 1.23
1- L’intersection de deux voisinages ouverts de x est un voisinage ouvert de x.
2-SiW DV ou V est un voisinage ouvert de x alors W est un voisinage ouvert de x.
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6 1. Owuverls et espaces topologiques séparés

Preuve. Immédiat. un
Proposition 1.24 Un ouvert est voisinage ouvert de chacun des ses points, et réciproquement, si A C E est
un ensemble qui est voisinage ouvert de chacun de ses points alors A est ouvert.

Preuve. Par définition d’un voisinage ouvert, si U est ouvert et si z € U alors, comme U D U, on a : U est
voisinage ouvert de x.

Réciproquement, supposons que pour tout € A on a A € V(z). Donc pour chaque x € A il existe U, C A
avec U, ouvert et z € U,. Et on a immédiatement A = (J, ., U, d’ott A est union d’ouverts, d’ott A est
ouvert. un

Proposition 1.25 Si (E,O) est séparé, alors pour tout © € E on a ﬂ V ={z}.
VCv(z)

Preuve. Comme z € V pour tout V' C V(z), on a bien {z} C Ny, V-
Puis soit y € E, y # x. Comme FE est séparé, il existe V € V(z) t.q. y ¢ V. Donc y n’appartient pas a
Iintersection. Donc seul x appartient a l’intersection. un

Définition 1.26 Soit 2 € E. Une partie B(z) est une base de voisinages ouverts en x ssi :
1- B(z) C V(x), et
2-VV € V(x), 3B € B(z) t.q. B C V (tout voisinage de = contient un élément de la base).

Définition 1.27 Si une base B(x) de voisinages ouverts en z est constituée d’ouverts, on dit que B(x) est une
base d’ouverts.

Exemple 1.28 Dans R usuel, pour = € R, soit B(z) = e B 00t By, = {Je—2, 24+ 1[: n € N}. Alors B(z)
est une base de voisinages ouverts en z (ici base dénombrable de voisinages) qui est également une base d’ouverts
en .

En effet, soit V € V() : il existe donc Ja,b[> z et ]a,b[C V. On prend alors h = % min(z—a,b—z), puis n
un entier tel que n > + : alors B, =|z—1 a+1[Cla,b[C V. wa
Définition 1.29 Un sous-ensemble B C |J, . V(z) est une base de voisinages ouverts de £ ssi pour tout x € F
il existe B(z) une base de voisinages ouverts en = t.q. B(z) C B.

Et si B C O, on dit que B est une base d’ouverts de E.

Définition 1.30 Un espace topologique (E, Q) est a base dénombrable de voisinages ouverts ssi il existe une
base B de voisinages ouverts qui soit dénombrable.

Exemple 1.31 O lui-méme constitue une base de voisinages.

Dans R muni de sa topologie usuelle, 'ensemble {Jz—1 2+1[: 2 € R, n € N} est une base de voisinages
ouverts de R.

Dans R muni de sa topologie usuelle, ’ensemble {}q—%, q—i—%[: q € Q, n € N} est une base dénombrable de
voisinages ouverts de R; et donc R est un espace topologique & base dénombrable de voisinages ouverts. un

Proposition 1.32 On se place dans le cadre de la proposition [1.13]: soit (U;);c; une famille de sous-ensembles
de E et O la topologie engendrée par les U;.

Alors pour tout ouvert A € O, il existe une ensemble fini J C I tel que I'ouvert ﬂjeJ U; soit entiérement
dans A. Autrement dit, ’ensemble des intersections finies de U; constitue une base d’ouverts.

Preuve. Par définition A contient une union (qcq) d’intersections finies (cf. proposition [1.13)), donc contient
un élément de 'union (puisqu’il les contient tous), i.e. contient une intersection finie. Et une intersection finie

est un ouvert par définition de la topologie engendrée. un
1.6 Deux topologies essentielles de (2

1.6.1 Définitions

Soit :
RN = {(#p)nen- : T, € R, ¥n € N*}, (1.7)

Pensemble de toutes les suites de réels. C’est la limite de R™ quand n — co. (Ou encore R™ est ’ensemble des
suites finies de réels, alors que R est I’ensemble des suites infinies de réels).
L’espace £? est le sous-ensemble des suites d’énergie finie :

2 = {(zy)n e RY in < oo} (1.8)

n=1

C’est le prototype des “espaces de Hilbert” en dimension infinie (voir plus loin).

6 9 octobre 2020



7 1. Owuverls et espaces topologiques séparés

1.6.2 Topologie forte de (>

C’est la topologie engendrée par les boules ouvertes

oo

B((wn),r) = {(ya)n € £ (yn—wn)* <r°}.
n=1

C’est la topologie pour laquelle les boules B((z,,),r) constituent une base de voisinages. On notera ||(zy,)||¢z =
1

(2 #2) " (orme), et done Bl(wa),r) = () € & 5 | (yn)—(ea)ll < 7).

1.6.3 Topologie faible de ¢2

C’est la topologie O engendrée par les Jaq, bi[XR x R..., Rx]ag, b2[xR x R..., ... (voir également la définition
de la topologie produit). Cette topologie a pour base d’ouverts l’ensemble B constituée des ouverts qui sont les

intersections finies :
( H ]ajﬂbj[)X(HR)v vneN7

1<j<n i>n

oil aj,b; € R. Le., pour la topologie faible, un ouvert est de type (ITj=1. nJaj; D) x (ILis, R) ot n € Neet
aj,b; € R, et tout voisinage ouvert d’un point contient un ouvert de ce type. Et en particulier un ouvert pour
la topologie faible n’est jamais borné au sens de la topologie forte.

Remarque 1.33 On verra que cette topologie est celle qui rend continue toutes les applications “projection sur
la j-éme composante” p; : (z,) € £ — x; € R, puisque par définition une application est continue ssi 'image
réciproque de tout ouvert est un ouvert, et que la topologie faible (= la topologie produit) est construite & partir
des ouverts p}l(]a, b)) = (I1i<; £i) x]a, b[x([];~; £4) pour tout a,b € R. wa

C’est une des topologies les plus utiles pour obtenir certains théorémes d’existence (voir les paragraphes sur
la compacité).

1.7 Comparaison de topologies

Définition 1.34 Soit F muni de deux topologies O; et Q2. On dit que O; est plus fine (ou plus forte ou plus
précise) que O ssi : O1 D Oy, i.e. ssi: tout ouvert de Oy est un ouvert de O;.

Dans ce cas on dit aussi que O3 est plus grossiére (ou moins fine ou moins précise) que O;.

Et si Oy C 01, on dit que O; est strictement plus fine que Os.

Les topologies O et O5 sont dites équivalentes si elle sont identiques, i.e. ssi O; est plus fine que O3 et Oy
est plus fine que Oq, i.e. O; = Os.

Donc, plus la topologie est fine, plus elle a d’ouverts, et plus elle est “précise”.

Exemple 1.35 Toute topologie sur un ensemble est plus fine que la topologie grossiére.

Dans R, la topologie usuelle O; (euclidienne) est strictement plus fine que la topologie grossiére Oy (par
exemple |0, 1] n’est pas un ouvert de la topologie grossiére).

La topologie discréte est plus fine que toute autre topologie définie sur E.

Dans R, la topologie discréte est strictement plus fine que la topologie usuelle : un singleton {x} n’est pas
ouvert, pour la topologie usuelle. ==

Exemple 1.36 Exemple dans R? : la topologie euclidienne (usuelle) donnée par la norme ||Z]|s = (#2+22)2 (les
boules sont “rondes”), et la topologie produit (ayant R> = R x R) donnée par la norme ||Z||oc = sup(|z1], |z2|)
(les boules sont “carrées”) sont identiques : un ouvert d’un point x pour une topologie est également ouvert
pour autre. Faire un dessin : une boule rectangulaire By (z,7;) est 'union des boules rondes By(y,e,) ou
Yy € Boo(y,my) et ey est la distance de y au carré, et une boule ronde By(x, ;) est I'union des boules rectangulaires
By (y,my) ot y € Ba(x,e,) et n, est la distance de y au cercle.

Ici les normes sont différentes mais elles définissent la méme topologie (les mémes ouverts). =

Exemple 1.37 La topologie forte de ¢? contient la topologie faible de £2 : les ouverts de la topologie faible
appartiennent & la topologie forte (ce sont des ouverts pour la topologie forte).

Mais les boules ouvertes B(0, R), avec R > 0, de la topologie forte ne sont jamais des ouverts de la topologie
faible car elles sont bornées : la topologie forte contient strictement la topologie faible.

Dans £? la topologie forte est strictement plus fine que la topologie faible. un

Proposition 1.38 O, est plus fine (i.e. plus forte) que Os ssi : pour tout a € E, tout voisinage ouvert de a
pour Oy est un voisinage ouvert de a pour O;.
Deux topologies sur E qui admettent les mémes voisinages ouverts sont identiques.
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8 1. Owuverls et espaces topologiques séparés

Preuve. Supposons O; est plus fine que Oy. Alors si V,, est un voisinage ouvert de a pour Os, il existe U, € Oy
avec U, C V,, et I'hypothése Os C Op donne U, € O;. D’ou1 V, est un voisinage ouvert de a pour O;.
Réciproquement, si ¢’est vrai pour tout voisinage ouvert, c’est vrai pour tout ouvert : soit Uy € Oy (ouvert
pour Os) et soit « € Usy. En particulier Us est un voisinage de « pour Oz, donc c’est un voisinage de x pour Os,
donc Us contient un ouvert Uy, € O avec x € Uy,. D’ou Uy = UIEUz U1, est donc un ouvert de O;. Donc si
Us € Oy alors Uy € O;.
D’ou si O; et Os ont les mémes voisinages alors elles ont les mémes ouverts, i.e. O; = Os. un

1.8 Convergence et limite

Définition 1.39 Une suite (x,)n+ de points de E converge vers un point € F (et on note z,, —> 2 ou encore
n—oo

lim z,, = x) ssi pour tout voisinage V' de z il existe un entier N tel que pour tout entier n > N on ait z,, € V :
n—oo

Ty — 2 <= VYV eV(),INeN,Vn>N, z, V. (1.9)

n—oo

Et x est appelé limite de la suite (x,).

Réécriture de (1.9) : pour tout voisinage V de x (“aussi petit soit-il”), il existe N € N telle que la suite
(Zn)n>nN est toute entiére dans V.

Proposition 1.40 Dans (1.9), on peut remplacer “vV € V(z)” par “VV dans une base d’ouverts”.
Preuve. C’est immédiat. un

Définition 1.41 Une suite (z,, )y de points de F est convergente dans F ssi il existe z € E telle que lim z, =
n—oo
T.

Remarque 1.42 La notion de limite vers x n’a de sens que si z € E. En particulier il faut pouvoir considérer
les V(x). Ainsi dans Q muni de la topologie usuelle (induite par R voir paragraphe suivant , une suite
de rationnels (g,) qui converge vers v/2 n’est pas convergente dans Q (car v/2 ¢ Q). Elle sera convergente
uniquement dans R qui est le complété de Q.

Pour parler de complété, on aura besoin de travailler dans un espace métrique et d’introduire les suites de
Cauchy, i.e. les suites telles que “d(zn, Tm) —Fn.m—oo 0. Noter qu'un des intéréts primordiaux des suites de
Cauchy sera également de savoir si une suite (x,) est “convergente” sans avoir a connaitre (ou a deviner) la
limite . un

1.9 Topologie induite

Définition 1.43 Soit (E, Q) un espace topologique et soit A un sous-ensemble de E (i.e. A C F). On appelle
topologie induite sur A la topologie O4 = {UN A : U € O} (les ouverts sont ceux de E intersection A).

Exemple 1.44 Soit E = [0, 1]. La topologie induite par R donne pour base de voisinages de E les intersections
la,b[N[0, 1] pour tout a,b € R. Donc [0, 1] est un ouvert de E (puisque c’est ’ensemble E tout entier), de méme
que [0, [=]-1, $[N[0,1].

Proposition 1.45 Soit (E, Q) un espace topologique et soit A C E. Alors (A, O 4) muni de la topologie induite
est un espace topologique.

Preuve. On a :
O1- U (Uin A) = (U;e; Ui) N A est bien dans O 4.
O3- ;e (UiN A) = (N;c; Ui) N A pour J fini est bien dans Q4.
O3-0=0NAcOset A=ENAecOyu. La

Proposition 1.46 Soit FE espace topologique, A C E et A muni de la topologie induite.
Si A est ouvert dans E et si B est ouvert dans A alors B est ouvert dans F.

Preuve. Si B € Ogq,ona B=UnNAou U est ouvert de E. D’ou si A est ouvert dans F, U N A est ouvert
dans F, d’ou B ouvert dans E. un

Remarque 1.47 Si B est ouvert dans A et si on ne suppose pas A ouvert dans F, on ne peut pas conclure que
B est ouvert dans E : prendre £ = R muni de sa topologie usuelle et A =1[0,1[ et B = A. On a bien B ouvert
dans (A, O4), mais B n’est pas ouvert dans R. (Ici A n’est pas ouvert dans R.) ua
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9 1. Owuverls et espaces topologiques séparés

1.10 Topologie produit
1.10.1 Produit fini

Proposition 1.48 (Et définition pour un produit fini d’espaces topologiques).

Si (E1,01) et (E2,02) sont deux espaces topologiques, alors O x O engendre une topologie (est une base
d’ouverts) dans F1 x Es. Et (F1 x Es, O1 X O3) est appelé espace topologique produit.

Et siles (E;,0;), pour j € J et CardJ < oo, sont des espaces topologiques, alors HjeJ O; est une topologie
dans HjEJ &;. Et (HjeJ E;, HjeJ Oj) est appelé espace topologique produit.

Preuve. Les propriétés O, Oy et O3 sont immédiatement vérifiées. un

Exemple 1.49 L’espace usuel RZ = R x R est muni de la topologie dont les ouverts sont générés a I’aide des
“pavés” ]a, b[x]e, d[ pour tout a, b, c,d € R. uh

Remarque 1.50 La proposition précédente permettra d’avoir le résultat fondamental : une fonction f tx €
E — (fi(x),..., fn(x)) € R™ est continue ssi ses composantes f; : £ — R sont toutes continues. ua

1.10.2 Produit infini

On ne généralise pas la définition a un produit infini d’espaces topologiques, une telle généralisation
ne donnant pas suffisamment de résultats intéressants. On utilise la définition suivante qui permettra d’avoir
un espace topologique avec “peu d’ouverts” (topologie “faible”), chaque ouvert étant “grand”, et donc un espace
topologique avec “beaucoup de compacts”, et donc de nombreux résultats d’existence :

Définition 1.51 (Topologie produit pour un nombre dénombrable d’espaces topologiques.)
Soit (Es, O;)ien une famille dénombrable d’espaces topologiques. Dans I’espace produit [ ;. E; on considére
les ensembles :
(I E) xU; x ([[ E:). VieN, vU; € 0.
i<j i>]
La plus petite topologie engendrée par ces ensembles est appelée topologie produit, chaque ensemble précédent
étant donc en particulier un ouvert.

Exercice 1.52 Voir paragraphe : la topologie faible de £2 est la topologie produit induite par la topologie
sur RV = [Licn+ R, chaque R étant muni de la topologie usuelle. un

Proposition 1.53 Si les (E;, O;) sont des espaces topologiques pour tout i € N, alors les ensembles :

(I]:LG) X (II-Eh%

j<n i>n

forment une base de voisinages ouverts quand n décrit N et quand les U; sont des ouverts de E; (donc éven-
tuellement E; tout entier).

Preuve. On applique la proposition tles ([[;<,, Uj) X (Il;,, £4) sont les intersections finies. s

Définition 1.54 (Topologie produit pour un nombre infini quelconque d’espaces topologiques.)

Si (E;, O;)icr est une famille d’espaces topologiques o I est un ensemble infini quelconque, dans Iespace
Hie] FE; on impose que tout ensemble Hie[ U;, ou U; = FE; sauf pour un nombre fini de ¢ € I et ou U; est ouvert
dans E; pour tout ¢, est ouvert. La topologie engendrée est appelée topologie produit.

(On dit également que U; = E; pour presque tout ¢« € I pour dire que U; = FE; pour tout 4 sauf pour un
nombre fini.)

Remarque 1.55 Ces définitions donneront des résultats fondamentaux dans le cas d’applications continues
entre espaces munis de familles de semi-normes. ==

Exercice 1.56 Montrer que si chaque Ej; est séparé, alors £ = [],.; E; est séparé lorsqu’il est muni de la
topologie produit. un
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10 1. Owuverls et espaces topologiques séparés

1.11 Topologie quotient
Soit (E, Q) un espace topologique et soit R une relation d’équivalence (réflexive, symétrique, transitive).

Définition 1.57 Une classe d’équivalence de E est un sous-ensemble X de E tel que si x € X alors X = {y €
E: yRz}.
On note E/R l’ensemble des classes d’équivalence, appelé ensemble quotient.

Soit 7 : F — E/R lapplication, appelée surjection canonique, définie par :
m(x) = &, (1.10)
i.e. a chaque = € F on associe I’ensemble & qui est sa classe d’équivalence.
Définition 1.58 Le sous-ensemble de P(E/R) défini par :
O ={AC E/R t.q. 7~ (A) ouvert dans E} (1.11)
est appelée la topologie quotient.

Proposition 1.59 (et définition.) O est une topologie sur E/R. Ainsi (E/R,O) est un espace topologique,
appelé espace topologique quotient.

Preuve. On vérifie immédiatement O, O, et O3 : @ est une topologie sur E /R. un

Comme A = J 4. 4 4, la topologie quotient s’écrit également :

O={ACE/Rtq U 77 (A) ouvert dans E}
AeA

(Voir plus loin exercice )

Exemple 1.60 Soit dans R la relation d’équivalence R définie par xRy < y — x € Z.

Les éléements X de R/R note R/Z sont les sous-ensembles de R de la forme z + Z C X pour = qcq dans R.

Ici m(x) = x + Z (souvent noté = X) quel que soit z € R.

Noter que dans certains cas on pourra ainsi identifier R/Z avec [0,1] : si X € R/Z alors il existe = € [0,1]
tel que z € X : en effet, si y € X, ayant X = y + Z, alors il existe k € Z tel que y—k € [0,1] et y—k € X. Et
usuellement pour X € R/Z, on prend comme élément x le représentant le x € [0, 1 vérifiant £ = X (le x tel
que z € [0, 1[NX).

Attention cependant & ne pas faire systématiquement cette identification : voir exemple [L.61] un

Exemple 1.61 Dans R/Z, pour x € Ron a n(z) =4 =z + Z.

Pour z e Ronan (i) =7z +Z) =2+ Z (et on n’a pas 7~ (i) = {z}).

Et par exemple, |1,1[+Z € O (est un ouvert de R/Z) puisque 715, 1+2Z) =13, 1[+Z = Uyeq) 3+, 14k
est ouvert dans R.

Et par exemple, 7([0, 1) = [0, 3[+Z = n([0, 3[+Z). Et [0, 1[+Z n’est pas ouvert dans R/Z.

Noter que si on note m, la restriction de 7 & [0, 1[, on a m, : [0, 1[— R/Z bijectif, avec m, *(X) = z ot z est
le représentant z € [0, 1] de la classe X.

Et par exemple, 7. ([0, 3[+Z) = [0, 3[ est ouvert dans [0, 1] alors que 7~ ([0, 3[+Z) = [0, £[+Z, n’est pas
ouvert dans R : c’est donc 7 et non 7, qu’il faut utiliser pour la topologie quotient de R/Z. un

Exercice 1.62 Montrer que si f : E — F est une application d’un ensemble E vers un ensemble F', alors pour
toute union | J;.; F; de sous-ensembles de F on a [~ (U,c; Fi) = Uie; /7 HEF)-

(On rappelle que pour BC Fona f~1(B)={a€ E: f(a) € B}.)
Réponse. Soit x € [J;¢; F7H(F;). Donc il existe j € I tel que x € f~'(F};). Soit alors y € F; tel que y = f(x). Et
y €U Fo donne z € f~1 (U, Fi). Dot Uy, 1 (F:) C fH (User Fi)-

Soit z € ffl(UiEI F;). Soit alors y € J;c; Fi tel que f(x) = y. Comme y est dans l'union, il existe j € I tel que
y € Fj. Donc x € fﬁl(Fj) C U'LEI fﬁl(Fi)- Donc fﬁl(UieI F) C UiEI fﬁl(Fi)- .

Remarque 1.63 Si F' est un autre espace topologique, alors une application f : E/R — F est continue ssi
fom: E — F est continue. En effet (voir plus loin pour la définition de la continuité) : si V' est un ouvert de F,
alors f~1(V) est ouvert équivaut & 7= 1(f~1(V)) ouvert, i.e. & (f om)~1(V) ouvert. D’ailleurs la définition de la

topologie quotient est notamment faite pour que cette propriété de continuité soit satisfaite. un

Remarque 1.64 Si E est séparé, E/R n’est pas séparé en général. Exemple R/Q dont la topologie est la

topologie grossiére : on a 71 (#) = 2+Q quand = € R, et A C R/Q est ouvert ssi U {z} =( U {z})+
{z}+QeA {z}+QeA

Q est ouvert. Cet ensemble s’il est non vide contient un point y, et étant ouvert contient |y—e, y+e[ pour un

e > 0, donc contient |Jy—e, y+e[+Q = R. =n
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11 2. FEspaces topologiques et fermés

2 Espaces topologiques et fermés

Proposition 2.1 Soit (V;);c; une famille de sous-ensembles de E (I un ensemble quelconque). On a :
E-(Uw=NE-v, e E-((V)=UE-W). (2.1)
i€l i€l i€l i€l
(Le complémentaire de I'union est I'intersection des complémentaires, et le complémentaire de 'intersection est

I'union des complémentaires.)

Preuve. En effet :
zeE- (W ez VievizgVieViscE-Vierc(|E-V).

iel iel iel
Et :
ceE—((\V)er¢(|Viediz¢gViedircE-V,ezcl|J(E-W),
icl il il
ou bien dans (2.I); on remplace V; par E — V; et on prend le complémentaire. 5

Définition 2.2 Soit (F, O) un espace topologique. Un sous-ensemble F' de E est dit fermé si son complémentaire
E — F est ouvert.
On notera F '’ensemble des fermés de F,ie. '€ Fssi E—F € O.

Exemple 2.3 Si E = R usuel, [a, b] est fermé pour tout a,b € R.
Si E est muni de sa topologie discréte et si x € F alors {z} est & la fois ouvert et fermé. En effet, {«} est
ouvert car {z} C F, et E — {z} est ouvert car F — {z} C E. oa

Proposition 2.4 Soit (E,O) un espace topologique.
F : Une intersection quelconque de fermés est un fermé,
F5 : Une union finie de fermés est un fermé,
F3 : () et E sont fermés.

Preuve. Par passage au complémentaire des caractérisations O1, O et O3, en appliquant (2.1)), on obtient Fi,
FQ et Fg. un

Définition 2.5 Soit A C E. On appelle fermeture de A, et on note A, le plus petit fermé contenant A, i.e.
I'intersection de tous les fermés contenant A :

A N r (2.2)
FeF, FoA

Définition 2.6 On appelle voisinage fermé la fermeture d’un voisinage ouvert.
Définition 2.7 Et on appelle frontiére (ou bord) de A I’ensemble A — A parfois noté OA.

Proposition 2.8
0- Pour tout A C E, sa fermeture A est un fermé.
1- On a toujours A C A. B
2- A est fermé ssi A = A. Et on a toujours A = A.
3-Si AC B, alors A C B.

Preuve.

0- c’est (2.2) avec F;.

1- ( m F) contient A (puisque chaque F' de 'intersection contient A). Donc avec ona ADA.

FeF, FOA
2- Supposons A = A. Alors A est intersection de fermés, cf. , donc A est fermé.
Supposons A fermé. Alors A € F, et donc ﬂ F c Aie. AC A. Comme on a toujours A C A on a
FeF, ACF

A=A )

En particulier, comme A est fermé, A = A.

3-Si B> Aalors B = ﬂ F> ﬂ F = A. ua
FeF, FOB FeF, FDA
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Proposition 2.9 Soit FE espace topologique, F C E et F muni de la topologie induite.
Si F est fermé dans FE et si G est fermé dans F' alors G est fermé dans E.

Preuve. On a F' — G ouvert dans F,ie. W € O t.q F-G=UNF.Doun E-G=(E-F)JF-G) =
(E—F)UUNF) = (E-F)UU)N(E-F)UF) = (E-F)UU)UE = (E-F)JU d'ot, F étant ferme,
E — GG est 'union des deux ouverts £ — F et U, d’ou E — G est ouvert, d’ou GG est fermé dans E. un

Remarque 2.10 Si G est fermé dans F' on n’a pas G fermé dans E en général : prendre E = R et sa topologie
usuelle, F' = [0, 1[= G. Mais ici F n’est pas fermé dans R. o

Exercice 2.11 Montrer que E est séparé ssi, pour tout a € FE, 'intersection de tous les voisinages fermés
contenant a est réduit a {a}.

Réponse. Supposons que l'intersection de tous les voisinages fermés contenant a est réduit & {a}. Soit b # a. Comme
Nvev V = {a}, il existe V € V(a) tel que b ¢ V, donc b € E —V ouvert. Donc a € V et b € E — V appartiennent a
des ouverts disjoints : E est séparé.

Réciproquement, supposons F séparé. Soit b # a : il existe donc deux ouverts U, 3 a et Uy 2 b tels que U, NUp = 0;
donc F = E — U, est un fermé qui contient U, mais ne contient pas b. Donc b ¢ ﬂVEV(a) V. Donc lintersection de tous
les voisinages fermés contenant a est réduit a {a}. un

3 Point adhérent, point isolé, point d’accumulation, valeur d’adhé-
rence, densité

On rappelle que V(z) est I’ensemble des voisinages ouverts de z.
Soit A C E (sous-ensemble quelconque de E).

Définition 3.1 Un point = € E est adhérent & A (ou est une valeur d’adhérence de A) ssi tout voisinage ouvert
de z contient un point de A, i.e. ssi: VV € V(z), Jy € ANV, ie. ssi:

YV eV(x), ANV #0, (3.1)

ile.VV eV(z), Iye A t.q ye ANV.
Et négation : « € E est non adhérent & A ssi I3V € V(z) t.q. ANV = 0.

Soit VA D’ensemble des valeurs d’adhérence de A.

Proposition 3.2
0-six € A alors x € VA (i.e. x est adhérent a A), autrement dit A C VA.

1- VA = A. En particulier les éléments de la frontiére de A adhérent a A.
2- Un ensemble A est fermé ssi il contient ses valeurs d’adhérences, i.e. ssi A = VA.

Preuve. 0- Par définition, un V C V(x) contient x, et pour € A on a alors ANV 3 z.

1- Montrons que VA est fermé, i.e. que E — VA est ouvert. Soit 2 € E — VA, i.e. z non valeur d’adhérence : il
existe V € V(z), V ouvert, tel que ANV = (). Choisissons un tel V. Pour tout y € V on a y ¢ VA : sinon y est
valeur d’adhérence de A et ANV #£ (). Donc z € V C E — VA, donc E — VA est ouvert. Donc VA est fermé. Et
comme VA contient A on a A C VA.

Montrons que A O VA, i.e. montrons que F — A C E — VA. Ayant A fermé, E — A est ouvert. Donc si
r € E— A, il existe V C V(z) ouvert tel que V C E — A, ie. tel que VN A = (), donc = n’est pas valeur
d’adhérence. D’ott VA C A. D’oit VA = A.

2- A est fermé ssi A = A. un

Définition 3.3 Un point x € A est isolé ssi : x € A et il existe un voisinage ouvert de x qui ne contient pas
d’autres éléments de A, i.e. ssi :
Vv : ANV ={z}. (3.2)

Et négation : € A n’est pas isolé ssi VV € V(z), ANV D {z}.
Exemple 3.4 Si A = [1,2[U{3}, le point 3 est isolé dans A, le point 1 n’est pas isolé. un

Définition 3.5 Un point x € E est un point d’accumulation de A ssi : tout voisinage ouvert de z contient un
autre point de A :
YV CV(x), y£zxtqye AnW. (3.3)

Autrement dit, VV C V(z), Jy€e A, y#x t.q. ye V.
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Donc :
(x € A est un point d’accumulation) <= (z € A n’est pas isolé), (3.4)

i.e. dans A, point isolé et point d’accumulation sont contraires 'un de I’autre.
(Mais si « ¢ A, x peut étre un point d’accumulation de A, et il n’est pas isolé dans A car ¢ A.)

Exemple 3.6 Si A = [1,2[U{3}, le point 3 n’est pas un point d’accumulation de A, et tout point de [1,2]

(fermé) est point d’accumulation de A. s
Exemple 3.7 0 est un point d’accumulation de A = {1 :n € N*} et de B={0} U {% :n e N*}. oa
Définition 3.8 Un espace topologique E est discret ssi tous ses points sont isolés.

Proposition 3.9

3- Un point d’accumulation de A est une valeur d’adhérence de A, et un point x € E est un point d’accu-
mulation de A ssi il est adhérent & A — {z}.

4- Un point isolé est adhérent.

5- Six € A et x point d’accumulation, alors x n’est pas isolé.

6- Si tous les points de A sont isolés, alors A n’a aucun point d’accumulation.

Preuve. 3- Si z € E est point d’accumulation de A, comme implique (3.1)), c’est également une valeur
d’adhérence de A et de A — {x}.

Réciproquement, si z est valeur d’adhérence de A — {z}, comme z ¢ A — {z}, implique .

4- Si x est isolé alors, par définition , x € A, donc x est adhérent.

5 Et si z € A est point d’accumulation, alors implique qu’il n’est pas isolé¢ (négation de dans ce
cas).

6- Formulation négative de 5-. un

Définition 3.10 Une valeur d’adhérence x d’une suite (z,)y est un point de I’ensemble ﬂ Ay ot (Ay) est

NeN
la suite décroissante des ensembles Ay = {z, :n > N}.
Le. z est valeur d’adhérence de la suite (z,,) ssi :
YV eV(z), YNeN, In>N, z, € V. (3.5)

(Tout voisinage de x contient un x,, d’indice n arbitrairement grand.)

Exemple 3.11 Soit dans R la suite (z,,)n+ définie par @, = L si n est pair et par z,, =1 — 1 si n est impair.
Alors (x,,) a pour valeurs d’adhérence les points 0 et 1. un

Exemple 3.12 La suite (n),en n’a aucune valeur d’adhérence. un
Soit (E, Q) un espace topologique.
Définition 3.13 Soit A C E. A est dense dans E ssi A = E.

Proposition 3.14 Soit A C E. Alors A est dense dans E ssi tout point de E est une valeur d’adhérence de A,
ie. ssi VA =F.

Preuve. C’est une réécriture de la proposition 1-. un

4 Compacité de Borel-Lebesgue

La compacité est un outil essentiel pour prouver de nombreux théorémes d’existence.
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14 4. Compacité de Borel-Lebesgue

4.1 Recouvrement

Définition 4.1 Soit E un ensemble. Soit I un ensemble quelconque (d’indices) et soit A; C E pour ¢ € I des

sous-ensembles de E. La réunion U A; est un recouvrement de E ssi F = U A;.
iel el

Définition 4.2 Soit (E, Q) un espace topologique. On appelle recouvrement ouvert de E un recouvrement par
des ouverts, i.e. : une réunion |, ; U; telle que E = J,_; U;, ou I est un ensemble quelconque et U; € O pour
tout ¢ € I.

i€l i€l

N.B. : quand on parlera de recouvrement sans autre précision, ce sera de recouvrements ouverts dont il sera
question dans de poly.

Exemple 4.3 |J,p{z} est un recouvrement de R, et (J, ., |n, n+2[ est un recouvrement ouvert de R muni de
sa topologie usuelle. uh

Définition 4.4 Soit (F, Q) un espace topologique, soit F' C E (un sous-ensemble de E). On appelle recouvre-

ment ouvert de F' : une réunion U U; telle que F C U U;, ou I est un ensemble quelconque et U; C O pour
iel i€l

tout 7 € 1.

Remarque 4.5 Cette définition est compatible avec la définition précédente : en effet F' est également un
espace topologique muni de la topologie induite, et donc un recouvrement ouvert de ’espace topologique F' est
un recouvrement ouvert F = UiEI V; ou les V; sont des ouverts de F, i.e. de la forme V; = U, N F' ou U; est
ouvert dans E, i.e F = J,c;(UiNF) = (U;e; Ui) N F,ie. F C U Ui

Et réciproquement, si F' C (J,c; U, alors F' = |J,.;(Us N F) et J;c;(Us N F) est un recouvrement ouvert de
F espace topologique induit. ==

Exemple 4.6 |J,.;]n, n+2[ est un recouvrement ouvert de ]0, 1] lorsque R est muni de sa topologie usuelle.
Et pour 'espace topologique ]0, 1] muni de la topologie induite usuelle de R, UneN*]%, 1] est un recouvrement
ouvert. =

4.2 Définition de Borel-Lebesgue
Soit (E, Q) un espace topologique sépareé.

Définition 4.7 (Borel-Lebesgue). L’espace topologique E est compact ssi il est séparé et de tout recouvrement
ouvert de E on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e. ssi E est séparé et :

V(U;)ier recouvrement ouvert de £ :  3J C I t.q. CardJ < co et F = U Ui;.
ieJ

(N.B. : 'hypothése E séparé exclut les topologies peu utilisables comme la topologie grossiére. Voir également
la proposition m : c’est sous ’hypothése de séparation qu’on montre qu’un compact est fermé.)

Exemple 4.8 Dans tout espace topologique séparé, tout singleton {z} est compact. En effet, si {x} C (J,; Us
ou les U; sont ouverts, alors il existe iy € I tel que = € U;, ouvert. Donc {z} C U,,, sous-recouvrement ouvert
fini avec J = {ip}. a

Exemple 4.9 L’ensemble vide @) est compact, c’est trivial : de tout recouvrement Uies Ui on prend n’importe
lequel des U; : on a toujours U; D (). un

Exemple 4.10 Si E est un espace topologique compact, si I est un ensemble totalement ordonné (par exemple
I =N), alors si U; est une suite croissante d’ouverts qui recouvre E (i.e. U; C Uj quand i < j et E = (J;c; Us),
alors il existe j € I tel que £ = Uj.

En effet, on aura £ =

;e Ui avec J fini, et on prend j = max(i € J). o
Exemple 4.11 Soit F =|0, 1] considéré comme espace topologique muni de la topologie induite par celle de R.
Dans ce cas U; =]1,1] est un ouvert de E, et on a E = |J;y. U;. Donc J;cy. U; est un recouvrement ouvert
de Pespace topologique |0, 1]. Mais il n’existe pas de recouvrement fini : s’il en existait un, les U; formant une
suite croissante, on aurait £ = (J,c; U; :]%, 1] pour un N € N* donné, ce qui est faux. Donc E =]0, 1] est un

espace topologique qui n’est pas compact. un

Proposition 4.12 Soit (E, Q) un espace topologique séparé et soit B une base d’ouverts. E est compact ssi :

de tout recouvrement ouvert | J,.; V; de E tel que V; € B on peut extraire un sous-recouvrement fini.
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15 4. Compacité de Borel-Lebesgue

Preuve. Si F est compact, alors un recouvrement par des ouverts de base étant un recouvrement ouvert
particulier, on peut en extraire un sous-recouvrement fini.

Réciproquement, soit | J;.; U; un recouvrement ouvert de E. Chaque U; est réunion U; = |, v, Uiz d’ouverts
Ui, de B tels que Us, > z, car B est une base de voisinages. D’ou E = |J,, Us,. L’hypothése est : on peut extraire
un sous-recouvrement fini de Um Ui, ; soit UieJ,k:l,...,n Uiz, = E avec J fini un tel sous-recouvrement. Comme
Uiz, C U;, on en déduit que UZ.GJ U; = E : on a extrait un sous-recouvrement fini, d’ott E est compact. un

Proposition 4.13 Soit E espace topologique séparé, et soit F' C E. Alors F' (muni de la topologie induite) est
compact ssi : de tout recouvrement ouvert de F' on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e. si F C | J;c; U;
ott les U; sont des ouverts de E, alors 3.J C I, J de cardinal fini, tel que F' C | J,.; U;.

Preuve. F est séparé car F l'est (immédiat).

1- Supposons F' compact. Alors pour tout recouvrement F' = |J,.; V; par des ouverts V; de F on a F =
Uics Vi pour un J fini. D’oti, pour tout recouvrement F' C |J,.; U; par des ouverts U; de E, ayant F' =
Uier(Us N F) avec les V; = U; () F ouverts de I, on a F' = J,.;(U; () F) pour un J fini, d’ou F C {J;; U;.

2- Réciproquement, supposons que de tout recouvrement F' C J,c; U; par des ouverts U; de E, on peut
extraire un sous-recouvrement fini : F' C Uie 5 Ui. Mais tout ouvert de I est de la forme U () F avec U; ouvert
de E, et donc de tout recouvrement F' = | J,; V; par des ouverts V; de F' on peut extraire un sous-recouvrement
fini F = UiEJ ‘/z un

Exemple 4.14 Tout [a, b] intervalle fermé de R (muni de la topologie usuelle) est compact. En effet : supposons
a < b, sinon on le sait déja, et soit | J,.; U; un recouvrement ouvert donné de [a, b].
Soit I'ensemble A =9¢f {4 € [a,b] : [a, 2] a un recouvrement fini}. A est non vide car a € A. Soit ¢ = sup(x €

A). 1l s’agit de montrer que c=b. Comme [a,b] C |J;c; Ui et ¢ € [a,b], il existe k € I ouvert tel que ¢ € Uy.

Comme Uy, est ouvert il existe n > 0 tel que Uy D]c —n, c+n|. Et [a,c— J] a un sous recouvrement fini | J; ; U
(par définition de ¢). Donc [a,c+ 2] C (Up U (U, Us)), et donc [a,c+ 2] a un sous recouvrement fini. C’est
absurde si ¢ < b par définition de ¢. D’ou ¢ = b. un

4.3 Les compacts sont toujours fermés

Proposition 4.15 Soit K C E ou (E, Q) est un espace topologique séparé. Si K est compact dans E alors K
est fermé.

Preuve. Si K = F, c’est trivial, car F est un fermé par définition de la topologie.

Sinon, E — K # () ; montrons que E—K est ouvert. Soit a € E—K. Construisons un ouvert U, qui contient a
tq. U, e F— K.

Comme la topologie est séparée, si f € K, alors comme f # a, il existe deux ouvert Us_, et U,—s t.q.
fe Up_a,a€Usjet Up_qNUg_y = 0.

Ufex Us—a est un recouvrement ouvert de K. Comme K est compact, on en extrait un sous-recouvrement
fini : K C U;jc; Uyp—a ot Card(J) < oo et f; € K pour tout j.

Et par construction des Uy, lintersection (.., U,y n’intercepte aucun U, pour £ € J, et donc

e
(U U= () Uazs,) = 0. Dot K(\(() Ua—y,) = 0.
jeJ jed j€d

Et Us = (Njes Ua—y;) est un ouvert (car intersection finie) contenant a qui est dans E—K. C’est vrai pour
tout @« € E—K, donc E—K est ouvert, donc K est fermé. ==

4.4 Famille de fermés et compacité

Définition 4.16 Une famille (F});c; de sous-ensembles de E posséde la propriété de I'intersection finie ssi toute
intersection finie est non vide (posséde au moins un point), i.e. ssi :

VJ CIt.q. Card] < oo, [)F;#0.
ieJ

Exemple 4.17 Si pour ¢ € N on pose F; = {i,i+1,...} = N —[0,i—1] (sous-ensembles de N), alors la famille
(F3)ien posséde trivialement la propriété de I'intersection finie : si m; = max(i € J) alors [, ; F; > my. Noter
qu’ici miEN Fz = @ I.l
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16 4. Compacité de Borel-Lebesgue

Proposition 4.18 Un espace topologique E séparé est compact ssi de toute famille de fermés de E d’inter-
section vide, on peut extraire une sous-famille finie d’intersection vide, i.e. ssi pour toute famille (F;);c; de
fermés :

ﬂFi:Q) = 3JJc, CardJ < oo et mFi:@.

il icJ

Ou de maniére équivalente (négation), pour toute famille (F;);c de fermés :

siVJ Cc I, CardJ < oo, on a nFZ;E(Z) alors ﬂFi;&(ZL

ic€J i€l

i.e. E/ topologique séparé est compact équivaut a : si une intersection finie qcq de F; est toujours non vide, alors
P'intersection de tous les F; est non vide.

En d’autres termes : E topologique séparé est compact ssi toute famille (F;);c; de fermés de E qui posséde
la propriété de Iintersection finie vérifie ;. F; # 0.

Preuve. On rappelle que £ — (,.; F; = U, ;(E—F;) (notations génériques). En effet,
relb - FieorcdgNegFiedicl g et
el (E-F) & Jiecl: a:EE F,e3diel:x¢F,.

De méme, £ —J;c; Ui = ;c;(E — U;) (notations génériques). En effet,
$€E—UielUi<:>.’E¢Ui€IUi<:>Vi€IZ$¢Ui,et
v, (E-U) &Vicel:ocE-U; s Viel:x¢U,.

Supposons E compact. Soit (F;)ie; une famille de fermés telle que (., Fi = 0. Alors U; = E—F; est
ouvert, et comme E = E — () = E —(\,.; F; = U,;(E—F;), E étant compact, il existe J C I, J fini, tel que
FE = UieJ(EiFi) =F - miEJ Fz Donc ﬂieJ Fz = @

Réciproquement. Supposons que E est séparé et supposons que, pour toute famille (F;);c; de fermés, si
Nier Fi = 0 alors 3J C I, J fini tel que (), ; Fi = (. Soit alors | J;; U; un recouvrement ouvert de E. On a
0)=FE—FE=FE—-U;c; Ui =;e;(E—U;); donc 'hypothése donne (), ;(E —U;) = 0 pour J fini car les E — U;
sont fermés. D’ot £ = E — ;. ;(E = U;) = U, Us-

Enfin, la derniére proposition vient de “A=-B” ssi “nonB=-nonA”. =

Exemple 4.19 Soit (F),)nen une famille décroissante de fermés de E compact (i.e. telle que F,o1 C F,, C E
pour tout n).

Alors soit F,, = () a partir d'un certain n, soit les F}, sont (tous) non vides et (), Fn # 0 (propriété de
I'intersection finie). ua

Proposition 4.20 Soit ' C E. Si E est compact et si F est fermé dans E, alors F' est compact.

Preuve. Soit I un ensemble quelconque et F; C F' des fermés tels que ()., Fi = ). Les F; sont fermés dans F
qui est fermé dans F, donc les F; sont fermés dans E. Comme FE est compact, il existe J C I, J fini, tel que
Nics Fi =10 (proprlete de lintersection finie). wa

Proposition 4.21 Si E est compact, alors toute suite de points posséde (au moins) une valeur d’adhérence.
(La réciproque sera vraie dans un espace métrique.)
Et si la valeur d’adhérence est unique alors la suite converge vers cette valeur.

Preuve. Soit (z,,)nen une suite de points de E. Soit A, = {z;, i > n}. On a (), oy A, = Uensemble des valeurs
d’adhérence. Montrons qu’il est non vide. Mais les A,, sont fermés non vides et forment une suite décroissante,
donc telle que N, A; = A,, # 0. Donc si E est compact [,y An # 0 (propriété de lintersection finie).

4.5 Les compacts de R usuel sont les fermés bornés

Un sous-ensemble de R usuel est dit borné ssi il est contenu dans un intervalle |a,b[ avec a,b € R (dit
intervalle borné).

Proposition 4.22 Les compacts de R usuel sont les fermés bornés.
C’est faux dans un espace topologique quelconque (exemple de ¢ muni de sa topologie forte).
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17 4. Compacité de Borel-Lebesgue

Preuve. Soit K un compact de R. Alors K est fermé (proposition précédente), et comme K C |J, oy
on peut extraire un sous-recouvrement fini, d’'ot K C] — N, N[ pour un N donné, d’ou K est borné.

Réciproquement, soit F' un fermé borné. Alors F' étant borné, il existe N tel que F' C [—N, N], et on sait que
[~ N, N] est compact (exemple , d’ou F est fermé dans un compact, d’ou F' est compact (proposition .

(est faux dans un espace topologique quelconque : par exemple la boule unité fermée de ¢? muni de sa
topologie forte n’est pas compact. Pour une démonstration simple, voir plus loin la compacité de Bolzano—
Weierstrass, prendre la suite (e, )nen+ ol les e, sont les vecteurs de la base canonique de ¢2, suite de laquelle
on ne peut extraire aucune sous-suite convergente puisque cette suite n’a aucune sous-suite de Cauchy (par
Pythagore on a |e, — em||e2 = V2 quand n # m).

Voir également la proposition (Cette propriété étant suffisamment importante pour qu’on insiste.) =a

] —n,n],

4.6 Le caractére compact dépend du choix de la topologie, exemple de (>

Soit, £* muni de sa topologie forte, topologie associée a la distance usuelle d(z, y) = ||Z—7| ou ||Z]|* = 7, 7.
Soit B(0,1) = {# € 2 : ||Z]] < 1} (la boule unité fermée de £ muni de sa topologie forte).

4.6.1 B(0,1) n’est pas compacte pour la topologie forte de /2

Vu 'importance de cette propriété, on prend un peu d’avance : voir les espaces métriques.

Proposition 4.23 La boule unité fermée B(0,1) de > muni de sa topologie forte (voir exemple [1.6) n’est pas
compacte.

Preuve. La boule unité fermée est B = {(z,)nen- : Y ooy 22 < 1}. Considérons la suite (e™),,cn- constituée
des vecteurs de la base canonique, i.e. e(™) = (0,...,0,1,0,...) ou tous les termes de la suite sont nuls sauf le
m-iéme qui vaut 1. La suite est toute entiére dans B, et cette suite n’a aucune valeur d’adhérence, car il n’existe
aucune sous-suite (e(™));cy de Cauchy : [|e(™) — e(Mi)||2 = ||e(m)]|2 4 |[e(mi)||2 = 2 (Pythagore) ne tend pas
vers 0 quand ¢,j — oo. Et la définition de la compacité de Bolzano—Weierstrass indique que B(0,1) n’est
pas compacte.

On peut aussi le montrer avec la propriété de l'intersection finie, définition .16 toujours grace au cadre
meétrique, avec la propriété m 4- : soit F = (™), ,en- = Unen- {el™} (constitué des éléments de la suite).
Pour tout m on a B(el™,1)NF = {e(™}, cf. Pythagore. Et soit F; = F' — {¢(} (la suite & laquelle on a enlevé
le i-éme élément). F et les F; sont fermés, car constitués de points isolés avec r = 1 > 0, cf. propriété [5.31] 4-.
Soit J C N. Si CardJ < oo on a [,c; F; # () (car ils contiennent les el tels que j > max(i € J)), et pourtant
Nien- Fi =0 (si e™ € ;- Fi alors Vi on a el™ € F,, or e™ ¢ F,). s

4.6.2 B(0,1) est compacte pour la topologie faible de />
Proposition 4.24 B(0,1) est compacte pour la topologie faible de (* (voir exemple|[1.6).

N.B. : ce résultat est essentiel en analyse fonctionnel : il motive Iintroduction de la topologie faible de 2,
voir exemple pour laquelle B(0,1) sera compacte, ce qui donnera des résultats d’existence qu’on ne peut
pas obtenir avec la topologie forte.

Preuve. Notons B = B(0,1). Soit R = Uie; Ui un recouvrement ouvert de B par des ouverts de la base de
n 4

voisinages V = {(H]aj7bj ) xRY):n €N, aj,b; € R}; les U; sont de la forme U; = (H]ai bi]) x RY) pour

R
=t j=1
iGIOﬁWENetlesa;,b; € R.
no
Soit ig € I donné. On a Uy, = ([ J]a2, b)) x RY ot ng =4 n;, € N.
j=1

L’ensemble B N (R™ x {0}) (des suites de la boule unité de 2 tronquées aprés ng) se comporte comme
un fermé borné en dimension finie (dans R™) pour la topologie forte : ¢’est donc un compact pour la topologie
forte. Et il est recouvert par |J;c, (Ui N(R™ x {0}"). Les ouverts de la topologie faible étant ouverts pour la
topologie forte, de ce recouvrement, on peut donc extraire un sous-recouvrement fini : B N (R™ x {0}Y) C
Uies (Ui N(R™ x {0}N) ou CardJ < oo.

Et ona B = (BN (R™ x {o}N)) U(B N ({0} x RN)).

Ce avec BN ({0} x RY) € BN Uj,. )

Donc B C (U;e; (Ui N(R™ x {0})) JUj, recouvrement fini : donc B est un compact. -
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18 5. FEspace métrique

On verra également que la topologie faible de ¢? est caractérisée par les projections p; : (Tn)nens — T
(projection donnant la i-éme composante), et qu’une suite 7% = (%), cn- d’éléments de £? est convergente pour
la topologie faible ssi :

ViEN*, pz(f ) —)0

k—o0

Par exemple pour la base canonique (¢) de ¢2, on a p;(é*) = 0 dés que k > i et donc p;(€*) — 400 pour
chaque i fixé. Et ainsi la suite (¢*) est convergente vers 0 pour la topologie faible (alors que (¢*) n’est pas
convergente pour la topologie forte).

Ainsi, avec la topologie faible, on aura beaucoup de suites convergentes, et donc beaucoup de limites qui

existeront (pour la topologie faible) et donc de nombreux résultats d’existence.

4.7 Ensemble relativement compact

Définition 4.25 Un sous-ensemble A d’un espace topologique E est dit relativement compact si sa fermeture
A est compacte.

Remarque 4.26 Cette définition évite d’avoir a prendre systématiquement la fermeture. Ainsi un intervalle

borné [g1, g2[p dans Q est relativement compact dans R. o

5 Espace métrique

Les espaces métriques sont des espaces topologiques particuliers relativement simples et pratiques. Ils per-
mettent en particulier d’introduire les suites de Cauchy (et les espaces complets), ainsi que la compacité au sens
de Bolzano—Weierstrass.

5.1 Définitions

Définition 5.1 Soit E un ensemble. Une application d : E x E — R, est une distance ssi :
M; : (d(z,y) =0) & (x = y) (séparation),
My : symétrie : d(z,y) = d(y,z) pour tout z,y € E,
M3 : inégalité triangulaire : d(x,y) < d(z, z) + d(z,y) pour tout z,y,z € E.
Un espace métrique est un couple (E,d) ou F est un ensemble et d(-,-) est une distance sur E.
Une semi-distance est une application d : E x E — R, qui vérifie My et M3 et (z = y) = (d(z,y) = 0).
Un écart est une application d : E x E — Ry qui vérifie My et M3 et (x = y) = (d(x,y) = 0). (La seule
différence entre un écart et une semi-distance est qu’un écart peut prendre la valeur +00).

Définition 5.2 Pour (F,d) espace métrique, on appelle boule (ouverte) B(z,r) de centre x et de rayon r > 0
I’ensemble :
B(z,r)={y € F:d(z,y) <r}, (5.1)

et boule fermée de centre = et de rayon r > 0 Pensemble B(x,r) = {y € E : d(z,y) < r}.
Exemple 5.3 La distance usuelle dans R est donnée par d(z,y) = |y — z|. ua

Exemple 5.4 Dans R", la distance usuelle est la distance euclidienne : do(Z,9) = ||§ — Z||2 ou ||Z]|2 =
n

\/ T3t = (Z 22)7, pour & = (21, ..., 2,). Bt une boule est “ronde”.
i=1

n
On pose dy(Z,9) = ||§ — &1 ou ||Z]]1 = |z1]+...+|an| = Z|o:l| C’est une distance. Et une boule est

i=1
“losange”.
On pose deo(Z,7) = ||7 — @|oo OU ||Z]]|ec = sup(|z1], ..., |Zn]) = sup |x;]. C’est une distance. Et une boule
1<i<n

est “carrée”. .
Plus généralement on pose d,(Z,7) = [[7 — |, ot [|Zl, = (lz1P+.t|zal?)? = (3 |ai?)7. Cest une

=1
distance quand p > 1 (cas ou Ms est vérifiée). (On peut montrer que d est la limite de d, quand p — oo, et
pour s’en convaincre ou pourra dessiner les boules unités.) un

Exercice 5.5 Montrer que do, < do < dy < ndoo

Réponse. Indication. Montrer que ||.|lcc < ||-|l2 < ||-|i £ nJ|-||cc- Dessiner les boules unités sur une méme figure

dans R2. an
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Exemple 5.6 Soit ¢?> I'ensemble des suites ¥ = (z,)nen- de carré sommable muni de sa distance usuelle

do(Z,7) = || — 7|2 ot ||Z||]2 = (3252, #2)2 (norme). Cette distance est associée a la topologie dite forte, voir
exercice [L.6 =
Exemple 5.7 Dans R, si f : R — R est une fonction strictement croissante, bornée, telle que f(0) = 0

(prendre par exemple f(x) = arctan(x)), on définit d(z,y) = |f(x) — f(y)| si 2,y € R, d(z,0) = foo — f(z),
d(—00,2) = f(2) — fooo €t d(—00,0) = foo — fo00, O ON & POSE fioo = limy 1o f(2). Cest une distance.
(Par contre elle ne dérive pas d’une norme : ne vérifie pas ’homogénéité, voir plus loin.) wn
définie par es(z,y) = inf(1,d(x,y)) sont également des distances sur F, et que si E est un espace vectoriel, ces
distances ne dérivent pas d’une norme (voir plus loin). Pour cela :

1- Montrer que si ¢ : Ry — R, est une jauge, i.e. :

Exercice 5.8 Soit (E,d) un espace métrique. Montrer que e;(-,-) définie par e (z,y) =

¢ croissante, ©(0) =0, z>0=p(x)#0, et Vz,y€E, p(x+y) <p(@)+ o(y)

(sous-addivité), alors e = p o d (définie sur E? par e(x,y) = ¢(d(x,y))) est une distance.

2- Montrer que si ¢ : Ry — Ry est concave et vérifie ¢(0) = 0, alors p(t +t') < ¢(t) + ¢(t') pour tout
t,t' > 0, et en déduire que ¢ est une jauge; puis vérifier que p(x) = iz et p(z) = inf(1,z) sont de telles
fonctions. Commencer par montrer que ¢ est concave sur R ssi £+ 1 ela) > “"(“H;z*“’(“)
tout ¢, t.q. 0 < t < t.

3- Montrer que les normes éventuellement associées ||y — z|[; = e;(z,y) ne vérifieraient pas la propriété

d’homogénéité ||Az|| = |A|||z]]-

pour tout a € R et

Réponse. 11- e(z,y) = 0 équivaut a p(d(z,y)) =0, i.e. A d(z,y) =0, le.axz =y.

12- Comme d(z,y) = d(y,z) on a e(z,y) = e(y, x).

13- Puis e(z,2) = ¢(d(z,2)) < @(d(z,y)+d(y,z)) car d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) et ¢ croissante, d’ou e(z,z) <
o(d(z,y)) +¢(d(y, z)) car ¢ est une jauge, d’ou e(z, z) < e(z,y) +e(y, z), et Ms est vérifice. Dot e(+, ) est une distance.

2- Une fonction ¢ est concave ssi ssi @(0x + (1-0)y) > 6p(x) + (1-6)¢(y)) pour tout z,y € E et tout 6 €]0,1[. On
suppose 0 < x < y, on pose a = z, a+t' = y, a+t = 0z + (1—0)y, ce qui définit de maniére unique a,t,t’ en fonction

de z,y,0 (avec 0 < t < t), et réciproquement x,y, 0 en fonction de a,t,t'. En particulier, 1—6 = tt, ie. 0 =1—5. Et

P (0 + (1-0)y) > bp(z) + (1-0)p(y)) & pla+1) > (1= )p(a) + fp(a+ 1) ¢ Hetimele > eletfmel,

Si on suppose de plus ¢(0) = 0, alors on a £ > “’S) > ‘Pit:tf) et donc ¢(t + t') (1 = (') + t‘”if" <
(') + 1542 = (') + p(t)-

Donc une fonction ¢ : Ry — R4 croissante positive concave t.q. ¢(0) = 0 est une jauge.

Pour ei(-,) on pose p(z) = 7 =1— H—% qui vérifie p(0) = 0, ¢'(z) = (14x)72 > 0 d’olt ¢ est croissante, et
©"(x) = —2(14+2) 7% d’ott @ est concave croissante, d’oil ¢ est une jauge. Donc e; (-, -) est bien une distance.

Pour ez(-,-) on a ¢(x) = inf(1,z) qui vérifie ¢(0) = 0, est croissante, et est trivialement concave, d’olt ¢ est une
jauge, d’olt ez(+,-) est une distance.

3- Enfin, voir plus loin, si e;(+, -) dérivait d’une norme ||.||, E étant alors un espace vectoriel, on aurait ||z —y|| = e;(z, y)
et donc ||z|| = €;(0,z) et donc ||z|| < 1 pour tout z. Or une norme ||.|| vérifie la propriété d’homogénéité ||Az|| = |A|||z|
et en particulier pour  # 0 si n > Hxl\ on a ||nz|| = n ||z|| > 1. D’ot les e;(-, ) sont des distances qui ne dérivent par
de norme. =

Exercice 5.9 Soit X un ensemble, et soit P(X) la topologie discréte. Montrer que d : X x X — R définie par
d(z,z) =0 et d(z,y) = 1 si 27y est une distance (appelée distance de la topologie discréte). ua

5.2 Topologie d’un espace métrique

La définition des boules ouvertes a été donnée en (|5.1)).

Définition 5.10 Soit (E,d) un espace métrique. On appelle topologie métrique la topologie engendrée par les
boules ouvertes B(z,7) pour x € E et r > 0 (la plus petite des topologies contenant les boules ouvertes, voir

proposition (1.13)).

Proposition 5.11 La topologie métrique est séparée et les boules ouvertes B(x,r) pour v € E et v > 0
constituent une base d’ouverts. En particulier {B(a, 1) : n € N*} constitue une base dénombrable de voisinages
de a.

Et tout ouvert est réunion de boules ouvertes : si U est ouvert dans E alors pour tout x € U il existe r, > 0
tel que B(x,r,) CU, et U=,y B(w,72).

Preuve. Si z # y, on pose € = d(z,y) et on a B(z,5) N B(y, 5) = 0. D’ou la topologie est séparée.

19 9 octobre 2020



20 5. FEspace métrique

Puis on applique la proposition [1.32] : I’ensemble des intersections finies de boules ouvertes constitue une
base d’ouverts. Montrons qu’une telle intersection finie contient une boule : soit une intersection finie de boules
ouvertes A = (,_; , B(z;,&;). Supposons cette intersection est non vide : il existe z € E tel que x € B(;,¢;)
pour tout ¢ = 1,..,n. On pose n; = ¢; — d(x,z;) > 0, puis n = min;—y,..,7 > 0. On a alors B(x,n) C
ﬂi:h_”n B(zi,e;). Donc les boules centrées en z constituent une base de voisinages en .

Donc si U est ouvert et si a € U, alors il existe € > 0 tel que B(a,e) € U. On prend n € N* tel que % <s,
et ona B(a,2) CU.

(On peut d’ailleurs prendre pour base dénombrable de voisinages de a ’ensemble des boules B(a, A,) ol
(M) est suite quelconque qui tend vers 0.) o

Définition 5.12 Si F C E et a € E, la distance de a & F est :

d(a, F) % inf d(a, ). (5.2)

re
En particulier, si a € F alors d(a, F') = 0.

Proposition 5.13 Soit (E,d) espace métrique. Soit F' C E. Alors :

1- x € E est adhérent a F (i.e. z € F) ssi d(z,F) = 0. Ou encore x € E est adhérent a F ssi il existe une
suite (x,,) de F telle que d(x,, ) —n—00 0.

2- Si F est dense dans E (i.e. Vx € E, Ve >0, FN B(z,c) # 0, voir définition[3.13), alors tout élément de E
est limite d’une suite de points de F.

3- Tout ensemble fermé est intersection dénombrable de parties ouvertes, et tout ensemble ouvert est réunion
dénombrable de parties fermées.

Preuve. 1- Si z € F alors FNU # ) pour tout U ouvert de F, donc F N B(x,r) # () pour tout r > 0 en
particulier F'N B(z, 1) # 0 pour tout n € N*. Soit alors z,, € F N B(x, ). La suite (z,) ainsi formée vérifie
d(z,T,) —n—oo 0.

2- Soit F dense dans E, soit z € E : on a alors B(z, 1) N F # §, pour tout n. Soit a, € B(z,1) N F. Alors
d(x,a,) —n—00 0 €t (a,) € F converge vers z.

3- Les deux propriétés énoncées sont équivalentes. Montrons la premiére. Soit F' un fermé, et soit U, =
Uzer B(x, ). Alors U, est ouvert et F' C U, pour tout n, d'ott F C (,cyUn. D00t F = (,cyUn, car si
T € (),en Un alors il existe x, € F tel que d(x,z,) < % d’ot1 tout voisinage de x rencontre F', d’'out x € F = F
(F étant fermé). ua

Exemple 5.14 Dans (2, soit B = {# : ||Z]| < 1} (la boule unité pour la topologie forte). On munit ¢? de la
topologie faible O, voir exercice Montrons que l’espace topologique induit (B, Q) est métrisable.

¢? admet la famille dénombrable dense F' = {7 = (¢, )nen+ € £ : V0, ¢, € Q} (autrement dit £2 est séparable,
voir définition . En particulier la famille F' N B est dénombrable dense dans B. On note (@*)ren- les éléments
de FN B ou @ = (a¥);en+, a¥ € Q pour tout k,i. Puis on définit la distance par :

i

o o 00 1 o) 1 R
VE,§ € B, dp(Z,§) =) ok D (wi—yaf (=) 27($—yaak)e2)-

k=1 i=1 k=1

Et cette distance a ses boules qui engendrent la topologie faible, i.e. un ouvert pour la distance dy est (et
contient) un ouvert de O et réciproquement.
Idée de la démonstration : donner la définition d’une boule By(Z,e) pour la métrique dy, puis dire que,
1

pour € qcq, on peut prendre m suffisamment grand pour que >, 5 (Z—7, a*)e < 5 et pour que, pour des ¥
suffisamment proches de Z, on ait >}, %(ffgj', a*) e < 5, dés que I et i/ (et @) sont dans B. un

5.3 Topologie usuelle non métrique : celle de la convergence simple
On considére ensemble E = F([0, 1]; [0, 1]) des fonctions f : [0,1] — [0, 1].

Définition 5.15 Soit xo € [0,1] et soit f € E. Une suite de fonctions (f,) de E converge simplement en
vers la fonction f ssi f,,(z0) —n—oo f(zo) dans R usuel, i.e. ssi :

i [7(20) = falwo)| = 0.

Définition 5.16 Une suite de fonctions (f,,) de E converge simplement vers la fonction f € E ssi pour tout
x € [0,1] la suite suite (f,,) converge simplement en x vers la fonction f.

20 9 octobre 2020



21 5. FEspace métrique

Pour f € E, e > 0 et x; € [0,1], on considére ’ensemble V(f,e,21) des fonctions g € E qui approchent f
en xri a € pres :
V(fie,z1)={g € E:|g(z1) — f(z1)| < e} (5.3)

Pour f € E, e > 0 et x1,...,x, € [0,1] un nombre fini de points, on note :

V(f,e,x1,.yxn) = m V(f,e,xi)={g€ E :Vi=1,...n, |g(z;) — f(z;)| < e} (5.4)

i=1,...,n

Définition 5.17 Les ensembles V(f, ¢, 21, ...,2,) (les x; étant en nombre fini) sont appelés ensembles élémen-
taires.

Notations. Soit V ’ensemble des ensembles élémentaires.
Soit O la topologie engendrée par les ensembles élémentaires (auxquels on impose donc d’étre ouverts), i.e.
la plus petite topologie telle que O D V. Cf. proposition [I.13]

Proposition 5.18

1- O est une topologie séparée et V est une base de voisinages de O.

2- La convergence simple est la convergence au sens de la topologie O.

3- On appelle fonction simple une fonction nulle sauf en un nombre fini de points. L’ensemble des fonctions
simples est dense dans E (pour la topologie O).

4- Soit f la fonction constante égale a 1 (i.e. f(x) = 1 pour tout = € [0,1]). La fonction f n’est pas limite
d’une suite dénombrable (f,,)n de fonctions simples.

5- O (topologie de la convergence simple) n’est pas un topologie métrique.

(Remarque : la convergence simple est trés utilisée, mais la topologie associée est peu utilisée, i.e. on a
rarement besoin de la description des ouverts de cette topologie.)

Preuve. 1- La topologie est donnée par la proposition Et si f # g alors il existe € [0,1] tel que
f(x) # g(x). On pose € = M >0,etonaV(f,5,2)NV(g,5,z)=0. D’ou la topologie est séparée.

Il est immédiat que V(f,e,z1) N ... NV (f,e,x,) = V(f,e,21,...,2,). Et pour f € E, lintersection finie
MNi—1_ . V(f,e:,x;) contient Pouvert (,_; , V(f,e, ;) ot € = min(e;).

Dot V est une base de voisinages en aﬁpfiquant la proposition [1.32

2- 1l est immeédiat que la topologie de la convergence simple est la topologie O, cf. : prendre la suite
d’ouverts V(f, =, z), poser y = f(z) et yn = fon(x).

On peut aussi noter que Uze[O,l] V(f,e,x) est 'ensemble des fonctions ¢ telles qu’il existe (au moins) un
point y pour lequel |g(y) — f(y)| < &, et que ﬂxe[O’l] V(f,e,x) est 'ensemble des fonctions g telles que pour
tout y on a [g(y) — f(y)| <e.

3- Soit f € E. On veut qu’un voisinage V quelconque de f contienne une fonction fy simple. Soit donc un
voisinage V' donné de f. Il contient un ouvert V(f, ¢, 21, ..., ). Soit donc fy la fonction nulle partout sauf aux
points x; ou elle vaut f(x;). fi est simple et fiy € V. (Un voisinage est un ensemble “trés grand”.)

4- Une suite dénombrable de fonctions qui s’annule partout sauf sur un nombre fini (ou dénombrable
d’ailleurs) de points est une fonction qui s’annule partout sauf sur un nombre dénombrable de points. D’ou
f =1 n’est pas limite d’une suite (dénombrable) de fonctions simples.

5- Ayant 4-, on n a pas la propriété 2-. o

5.4 Comparaison de distances

Soit E espace muni de deux distances d; et dz. On note O; et Oy les topologies associées. On notera
Bi(z,r) ={y : di(z,y) < r} (resp. Ba(x,r) = {y : da(x,y) < r}) une boule ouverte pour la distance dy (resp.
pour la distance ds).

Proposition 5.19 Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) La topologie Oy est plus forte (plus fine) que la topologie Oy sur E (voir définition .
(ii) Toute boule ouverte Ba(x,c) de Oy contient une boule ouverte By (x,n) de Oy de méme centre x :

Vo € E, Ve >0, 3n >0, Ba(x,¢) D Bi(x,n). (5.5)

(ii)
Ve e E, Ve >0, In>0,Vy€E, di(z,y) <n = da(z,y) <e. (5.6)

(Aprés avoir vu la continuité, cela s’exprimera : application identité I : x € (E,dy) — © € (F,ds) est continue.)
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Preuve. (ii)<(iii). Immédiat.

(i)=(ii). Supposons que O; est plus fine que Os. Soit x € E et € > 0. La boule By(z,¢) est ouverte dans Oy
donc est un ouvert dans Oy (qui contient ). Comme {B;(z,n) : n > 0} est une base d’ouverts de = pour Oy, il
existe n > 0 tel que By(z,n) est contenue dans 'ouvert Ba(x,¢).

(ii)=(i). Soit Ba(z, ) une boule ouverte dans (E, dz). Par hypotheése, € et x étant fixés, on prend 7 tel que

By (z,e) D By(z,n). Donc tout ouvert pour Oy contient un ouvert de Oy : Oy est plus fine que Os. o

Définition 5.20 Soit E espace muni de deux distances d; et ds. On note O; et Oy les topologies associées.
On dit que les distances sont équivalentes ssi dq est plus fine que ds et dy est plus fine que dj ; ces distances
définissent alors les mémes ouverts (et donc la méme topologie).

(Aprés avoir vu la continuité, cela s’exprimera comme : I'application identité I : x € (E,d;) — z € (F,d2)
est continue ainsi que son inverse I~!: 2 € (E,dy) — x € (E,dy)).

Exemple 5.21 Dans R* = R—{0}, la distance usuelle d;(z,y) = |y — x| et la distance da(z,y) = % — 1| sont

x
équivalentes (définissent la méme topologie). wn

Proposition 5.22 (Cas particulier.) Si :

35 >0, do < Bdy, (57)

i.e. si:
Elﬁ > 07 Vx,y S Ea d?(xay) S ﬁdl(x7y)a (58)

alors O est plus fine que Os.
Et si:

Jdo, B >0, ady <d; < fBds, (59)

i.e. si:
E'O[,ﬁ>0, VI',yGE, adl(xvy) SdQ(iC,y) Sﬁdl(m,y), (510)

alors les distances sont équivalentes et elles définissent la méme topologie.

€

Preuve. Soit ¢ > 0, on prend n = %, et alors di(z,y) < 3 implique dao(z,y) < €, i.e. y € By(z,n) implique
RS BQ(I7€), i.e. Bl(l’,n) C BQ(I’,&‘). un

Définition 5.23 Si d; et dy vérifient (5.9), on dit que les distances sont fortement équivalentes.

Remarque 5.24 Deux distances fortement équivalentes sont trivialement équivalentes.

La réciproque est fausse : prendre sur R% les distances di(z,y) = |z—y| et da(z,y) = |2®—y?| qui sont
équivalentes (définissent la méme topologie ©O) mais ne sont pas fortement équivalentes.

N.B. : dans certains ouvrages, les distances sont dites équivalentes ssi est vérifié, i.e la définition de

I’équivalence est parfois celle qui a été définie ici comme la forte équivalence. un

Remarque 5.25 1l est immédiat que si (5.9) est veérifiée, alors il existe v, > 0 t.q. yda2 < d; < dds : prendre
y=2Lletd= %, i.e. si d; est équivalente & ds alors dsy est équivalente & dy. Autrement dit, la notion d’équivalence

forte définie une relation d’équivalence. un

Exemple 5.26 Dans R", les distances di, ds et ds, sont équivalentes. En particulier elles définissent la méme
topologie O. un

Exemple 5.27 Suite de I’exercice Comme e; < ey < 2e; on en déduit que e; et ep définissent la méme
topologie. un

Exercice 5.28 Montrer que si d(-,-) est la distance usuelle sur R, et si e(z,y) = inf(1,d(x,y)), alors e(-, -) est
une distance équivalente & d(-, -) mais non fortement équivalente.

Réponse. On a e(z,y) < d(z,y) pour tout z,y € R. Donc la topologie associée a d(,-) est plus fine que la topologie
associée a e(-, ).

Réciproquement, on vérifie , qui dés qu’elle est vérifiée pour les “petits €” est trivialement vérifiée pour tous les ¢.
Et ici e(z,y) = d(z,y) < e dés que £ < 1. Donc les topologies sont identiques.

Par contre, il n’existe pas de constante a > 0 telle que ad(z,y) < e(z,y) pour tout z,y € R : sinon avec y=0, on
aurait a > 0 et ax < 1 pour tout = > 1, ce qui est absurde.

Les distances sont donc équivalentes (méme topologie), mais ne sont pas fortement équivalentes. =n
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5.5 Limite, valeur d’adhérence, suites de Cauchy

Définition 5.29 Soit (F,d) un espace métrique, et soit A C E. On appelle diameétre de A :

diam(A) = sup d(z,y) € R, (5.11)
z,ye€A

valeur finie ou infinie. Et si diam(A) € R (i.e. si diam(A4) < 00), on dit que A est borné (pour la distance d).

(Dans un espace topologique quelconque, on ne parle pas de borné : penser a la topologie grossiére qui ne
permet pas de “mesurer” un objet donné. Le caractére borné nécessite une métrique pour pouvoir “mesurer”.)

Proposition 5.30 Soit (E,d) un espace métrique et A C E. Si A est borné, il existe R > 0 tel que A C B(0, R).

Preuve. Soit 29 € A. Siz € A on a d(0,z) < d(0,z0) + d(zo,x) < d(0,x0) + diam(A). D’ot R = d(0,z¢) +
diam(A) + 1 convient. ua

On rappelle qu’une suite (z,)nen est 'image d’une application z : n € N — z(n) = z,, € E, et qu’une suite
extraite (x,, )ken est U'image de Papplication x on : k € N — x(n(k)) = 2, oun: k € N— n(k) =ni € Nest
une application strictement croissante.

Proposition 5.31 Si (E,d) est un espace métrique et (x,)n est une suite de E, alors
1- (x,,) converge vers x € F ssi :

Ve >0, AN €N, Vn > N, x, € B(x,¢), (5.12)

i.e. & partir d’un certain rang N, z,, approche x a € prés (la suite (z,)n,>n est toute entiére dans B(x,¢)).
2- x € E est une valeur d’adhérence de la suite () ssi :

Ve >0, VN €N, In> N, x, € B(x,¢), (5.13)
i.e. ssi il existe une suite extraire (r,,) qui converge vers x :
Ve >0, 3IM e N, Vk > M, z,, € B(x,¢).
3- L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite est I’ensemble :

ﬂ Ay ou Ay ={z,:n>N}, (5.14)
NeN

i.e. une valeur x d’adhérence est un point de cet ensemble. (Noter que la suite (An)nen est décroissante.)
4- Si F est un sous-ensemble de points isolés de (E,d) t.q. 3r > 0, Vo € F, B(xz,r) N F = {z}, alors F est
fermé dans (E,d).

Preuve. 1- Une limite est caractérisée par ((1.9).

2- Une valeur d’adhérence est caractérisée par page

3- est une reformulation de ((5.13)).

4- Soit G = E — F (complémentaire). Soit y € G. Soit ¢, = mingecp(d(z,y)). On a € > 0, sinon y est
un point d’adhérence dans F' : en effet, pour x € F, poser e, = d(x,y); on a €5, > 0 car y # z; on a
€y = MiNgep €4y €t €, > 0 car sinon on prend une suite (z,) t.q. €4,y < %, et on choisit n t.q. % < %, qui donne
d(xpn, Tnt1) < d(@n,y) + d(y, xpe1) < r, contraire & ’hypothése sur r. Donc G est ouvert, donc F' est fermé. ou

Définition 5.32 Dans (E, d) métrique, une suite (x,,) est de Cauchy ssi lim d(zy, T,)=0 i.e. ssi :
n,m—oo

Ve>0, INeN, Vnm>N, d(x,,xn,) <e. (5.15)
De maniére équivalente, (x,) est de Cauchy ssi diam(Ay) e 0ou Ay ={zn:n > N}
—>00
Proposition 5.33 1- Si (z,,) est une suite convergente, alors elle est de Cauchy. (La réciproque sera vraie dans

les espaces complets).
2- Une suite de Cauchy est toujours bornée de méme qu’une suite convergente.

Preuve. 1- Soit ¢ > 0. Comme la suite (z,) est convergente, notant x sa limite, il existe N > 0 tel que
d(zn,x) < 5. Dot d(xp, ) < € pour tout n,m > N.
2-Avec e = 1, il existe N € N tel que d(zn, z,,) < 1 pour tout m > N. D’ou pour tout n € N : d(z,,zn) < R

ot R =max(l, max;—1,. nd(x;,znN)), 1.e. (z) est toute entiére dans la boule B(xy, R+1). ==

Proposition 5.34 Si f et g sont deux fonctions
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6 Compacité de Bolzano—Weierstrass

6.1 Compacité au sens de Bolzano—Weierstrass

Cette définition de la compacité n’a de sens que dans les espaces métriques.

Définition 6.1 Un espace métrique (E,d) est compact au sens de Bolzano-Weierstrass ssi toute suite (x,)
de E posséde (au moins) une valeur d’adhérence z € E.

Proposition 6.2 Définitions équivalentes : un espace métrique (E,d) est compact au sens de Bolzano-
Weierstrass ssi :
(i) de toute suite (z,)n de E on peut extraire une sous-suite (x,, ) convergente dans E, i.e. :

N— N
Jx e E, In: (k o ) application croissante stricte, d(z,,z) — 0, (6.1)
ng

k—o0
(ii) Pour toute suite (z,)y de E :

Jx e E,Ve>0, VN €N, In> N, d(z,,z) < ¢, (6.2)
(iii) Pour toute suite (z,,)y de E, notant Ay der {zp:n>N}:

() A #0. (6.3)

NeN

Preuve. Immeédiat. un

6.2 Equivalence définitions de Bolzano—Weierstrass et de Borel-Lebesgue
6.2.1 La compacité de Borel-Lebesgue implique celle de Bolzano—Weierstrass

Théoréme 6.3 Si (F,d) est un espace métrique et si E est compact au sens de Borel-Lebesgue alors E est
compact au sens de Bolzano—Weierstrass.

Preuve. Supposons F compact au sens de Borel-Lebesgue. Soit (z,,)nen+ une suite de E. Montrons . Soit
An = {zn : n>N}. Soit F = yey An (le fermé des valeurs d’adhérences, cf. ) Supposons F' = .
Comme E est compact au sens de Borel-Lebesgue, il existe un sous-ensemble .J C N fini tel que (o, An =0,
cf. proposition [4.18

Mais la suite (A,)n- est décroissante et A, # @ pour tout m, et donc notant m = max{n € J} on a
T € ﬂNeJAN' C’est absurde, i.e. ’hypothése F' = () est absurde, donc la suite admet (au moins) une valeur
d’adhérence. un

6.2.2 Recouvrement et boules B(z,¢) dans un espace métrique
Théoréme 6.4 Soit (E,d) un espace métrique compact au sens de Bolzano—Weierstrass. Alors :
V(U U;) recouvrement ouvert de E, 3¢ > 0, Vo € E, Ji, € I, B(z,e) C U, (6.4)
il

Et donc, quand E est compact, si | J,.; U; est un recouvrement ouvert de E, alors il existe ¢ > 0 tel que

Uie] Ui D Uer B(z,¢).

icl

Preuve. Raisonnons par I’absurde, i.e. supposons E compact et le contraire de ([6.4) & savoir :

EI(U U;) recouvrement ouvert de £ ,Ve >0, Iz € E, Vi€ I, B(z,e)Z U,, (6.5)
iel

Soit un recouvrement de E qui satisfait a 1} soit € = % pour n € N*, donc :
. 1
Jz, € E, Vi€ I, B(xy,—)Z U,. (6.6)
n
Considérons la suite (z,) ainsi construite. Comme E est compact au sens de Bolzano—Weierstrass, on peut

extraire une sous-suite (z,, )ken —noté (yx)ken+ convergente dans E. Notons yoo = lim, o0 yn € E. Comme
Yoo € E C ;e Us, il existe i € I tel que yoo € Us.
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Et U; étant ouvert dans F, il existe r > 0 t.q. B(yoo,”) C U; : soit N (assez grand) pour que (yn)n>nN €

B(Yoo, 5) (possible par définition de la limite); imposons de plus 4 < %, donc + < % pour tout n > N.

L’inégalité triangulaire donne B(y,, 2) C B(Yoos ) pour n > N (définition de N) et B(yoo,7) C (deﬁnition
de r), donc B(yy,, 5) C U;. Absurde puisque B(yn, n)  U; par construction de la suite (y, ), cf. ( . Donc
est faux, i.e. . ) est vrai. D’ou |, B(,¢) C Uyer Ui, € Uier Us. wa

Exemple 6.5 Soit £ =|0, 2] muni de la topologie usuelle induite par R; 'union R = U;’iz]n%_l, ﬁ[ est un

recouvrement qui satisfait a (6.5)) : se donner un ¢, puis = ¢ : la boule B(z, e) =|0, 2¢[ n’est incluse dans aucun
des intervalles ]%H, —L-[; mais ]0, 1] n’est pas compact.

Si on veut le faire avec E = [0, %] C UZ—GI U;, comme 0 € E, nécessairement 0 € U; pour un des U; ; et pour
cet U; (qui est un ouvert), il existe eg > 0 tel que U; D] — g, £¢[- Et par exemple, on est obligé de compléter le
recouvrement R précédent en considérant RU] — g, q].

Et le théoréme nous dit alors que pour le recouvrement RU] — €q,e0[ : 32 > 0, Vz € [0,1], In > 2
lz—e, z+¢) C]ﬁ_l, —[ (et le =0 impose en particulier ¢ < &¢). Et que pour cet ¢ on a ici, pour tout z €]0, %]
il existe n t.q. B(z,¢) C]n%‘_l, —L_[,ie. B(z,e) C RU] — g, 0. s
Exercice 6.6 Calculer un ¢ pour lequel (6.4) est vrai pour le recouvrement de I’exemple précédent.

Réponse. Si g9 > 1, c’est trivial. Supposons donc gp < 1.
Siz <%, onaB(z,%) C]—eo,e0[: on prendra donc e < £

0
Siz > <2, on veut trouver ¢ t.q. il existe n avec B(wz,£) C]+ L

T ATl

Commengons par le cas particulier x = £ (le cas “le plus embétant”) : on doit trouver n t.q. L —e > n%,_l et
24e < L. Prenons n—1 = E(?) la partle entiére de io . Alors n4+1 = n—1+42 > ='— sera satisfait en
2
particulier si = — — == < (B—e)(% —l—e) ie. des que £ + 2 — (£2)? < 0. Toujours possible car
2

le discriminant réduit est Ag =1+ (52)* > 0: on prend e=—-1+ \FO

Enfin soit > . On d01t trouver n t.q. z—e > =5 et z+& < .~ . Prenons n—1 = E(2
Alors n+1 = n— 1+22 Lo i
e2+2 —2%2 <. Toujours possible car le discriminant réduit est A; = 1+ z2 > 0 : il suffit de choisir ¢ < —1 + VA;.

T—€ x+e —
Comme A; > Ag (car z > 22), on prend € = —1 + /Ay, et on a B(z,e) C]-17, 2. =
= - 2 ) ’ ’ n+1’ n—1

) la partie entiére de

x+e +5
< 1, ie. dés que 2 < (z—e)(z+e), i.e. dés que

- sera satisfait en partlcuher si

6.2.3 Caractérisation d’un compact par les boules B(z,¢)

Théoréme 6.7 Soit (E,d) un espace métrique complet. E est compact au sens de Bolzano—Weierstrass ssi,
pour tout € > 0, E peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon ¢ :

Ve >0, 3n €N, 321, ..., 20 € E, E = || B(x;,¢). (6.7)

i=1

Preuve. = Si I est compact, alors |J,cp B(z,¢) étant un recouvrement de £ on peut en extraire un sous-
recouvrement fini. Idem pour A D A.

< Réciproquement, soit (z;)y+ une suite dans E. Montrons qu’on peut extraire une sous-suite convergente
dans E. (6.7) et e = 1 donnent : il existe (z})i=1,.n, € E™ t.q. U,;_ 1..m, B, 1)=E (recouvrement fini).
Donc 'une des boules contient une infinité de x; : notons (y})n- ces pomts en particulier d(y} 2 Y; 1y <1 pour
tout ¢, j.

On recommence avec € = § : on obtient une suite[ (y7)n+ extraite de la suite (y})n- avec d(yf,y7) < 3
pour tout z,] Puis avec € = é, €= é, et les suites (y3)n+, (Y} )n+, ..., toutes extraites de la précédente, avec
dyi,v}) < & L pour tout ,j,n € N*. Donc la suite diagonale (y*)y- est extraite de (x;)n-, avec d(y,y?) <

7m

pour tout m, n t.q. m < n. Donc la sous-suite (y” )y est de Cauchy, donc admet une limite car E est complet. o

Corollaire 6.8 Soit (E,d) un espace métrique complet, et soit A C E. A est compact au sens de Bolzano—
Weierstrass ssi, pour tout ¢ > 0, on peut recouvrir A par un nombre fini de boules de E de rayon e.

6.2.4 La compacité de Bolzano—Weierstrass implique celle de Borel-Lebesgue

Théoréme 6.9 Si (E,d) est un espace métrique et si E est compact au sens de Bolzano—Weierstrass alors E est
compact au sens de Borel-Lebesgue.

Et donc dans un espace métrique, la compacité au sens de Borel-Lebesgue est équivalente a la compacité au
sens de Bolzano—Weierstrass.
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Preuve. Avec le théoréme 6.7} il suffit de considérer les recouvrements de type U B(z,¢). Soit € > 0 et un tel

zeE
recouvrement. Soit xg € E. Sion a B(zg,¢) D E le théoréme est démontré. Sinon soit z; tel que 1 ¢ B(xo,€).

Si B(xg,e) U B(x1,¢) = E, le théoréme est démontré. Sinon soit x2 ¢ B(zo,£) U B(x1,¢€)... On construit ainsi
une suite par récurrence. Si la suite est finie alors le théoréme est démontré.
Sinon la suite est infinie et vérifie d(x,,x,,) > € > 0 pour tout n # m. Une telle suite n’a pas de valeurs

d’adhérence (aucune sous-suite n’est de Cauchy), et donc F n’est pas compact. C’est contraire a I’hypothése :

donc la suite est finie, donc £ C |J,_; ,, B(x;,¢)(recouvrement fini). ua

6.3 Un compact est fermé et borné

Proposition 6.10 Soit (E,d) un espace métrique. Si K est un compact de E alors K est un fermé borné.
N.B. : la réciproque est fausse, déja vu proposition et voir §[6.4

Preuve. La proposition nous indique que K est fermé. Puis pour K compact, si € > 0 alors |J, ., B(z,¢€)
est un recouvrement ouvert de K, et on peut en extraire un sous-recouvrement fini : IN € N, 3(x;);=1,. N € EN

tels que K C [JY, B(z;,¢). Donc K est borné. "

6.4 Dans (R,d(-,-)) un fermé borné n’est pas nécessairement compact

Insistons : ’assertion “un fermé borné est compact” est fausse en générale, méme dans R (non usuel) :
exemple, soit R muni de la distante d(z,y) = inf(1, |z — y|).

Alors B(0,2) = {x : d(x,0) < 2} est un fermé borné et B(0,2) = R. Mais R tout entier n’est pas compact :
prendre la suite (z,,) = (n) qui n’a aucune sous-suite convergente dans (R, d) car d(m,n) = 1 pour tout m # n
(aucune sous-suite de Cauchy).

(Sans passer par Bolzano—Weierstrass, soit |, g B(z, %) qui est un recouvrement de R. Si on peut extraire un
sous-recouvrement fini il est de la forme Ui:me B(x;, %) Soit alors y = 1+ max;—1,. n(z;). Alors d(x;,y) =1

pour tout i et y ¢ U,_, ,, B(i, 1) : donc il n’existe pas de sous-recouvrement fini.)

On aura quand méme dans R™ : si la distance d(-,-) dérive d’une norme |[|.||, alors “un fermé borné est
compact dans (R™,|].||)” : en effet, on verra que toutes les normes sont toutes équivalentes dans R™, voir plus
loin proposition et un fermé borné est compact dans R™ muni de sa distance euclidienne (généralisation
simple de la proposition [4.22).

Mais c’est faux en général en dimension infinie : par exemple la boule unité fermé de ¢? muni de sa topologie
forte n’est pas compacte, voir proposition [£.23]

7 Espace métrique complet

7.1 Densité
Pour la définition de la densité voir la définition [3.13]

Proposition 7.1 Si (E,d) est un espace métrique, alors A C E est dense ssi :
Ve € E, Ve >0, Ja € A, d(z,a) < ¢, (7.1)

ou encore ssi Vx € E, d(z, A) = 0.

Preuve. Si A dense, alors si z € E, quel que soit € on a B(z,e) N A # (.
Réciproquement, si on a ([7.1)), alors quel que soit € on a B(xz,e) N A D {a} # 0. s

7.2 Espace métrique séparable et compacité

Définition 7.2 Un espace métrique (F,d) est séparable ssi il contient une sous-suite dénombrable dense, i.e.
ssi il existe une suite (2, )nen de points de E telle que :

Vee E, Ve>0, dneN, dz,z, <e. (7.2)

Exemple 7.3 Q est dense dans R : on a Vz € R, Ve > 0, 3¢ € Q t.q. d(,q) < e. Et Q étant dénombrable (il
existe une surjection n € N — ¢ = ¢(n) € Q, voir cours de premiére année), R est séparable. =h
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Proposition 7.4 Tout (E,d) espace métrique compact admet une base de voisinages dénombrable constituée
de boules ouvertes, donc il contient un sous-ensemble dénombrable dense, et donc il est séparable.

Preuve. A N € N fixé, soit le recouvrement ouvert |J,., B(z, ) de E. Comme E est compact on peut
extraire un sous-recouvrement fini : il existe My € N tel que E = {J,, ), B(z), &) ot les x) € E. Notons

U =Uyen(Un<ary B(@), %)) : on a U recouvre E, et U est constitué d'un nombre dénombrable d’ouverts.

Montrons que U constitue une base de voisinages. Soit une boule B(z,r) dans E. Montrons qu’elle contient

une des boules B(z), +)). On choisit N tel que & < % : comme z € E on a x € Un<ary B(zN, L) dot

2 no N
z € B(zlY, &) pour un z¥ donné, avec B(z,r) D B(z, ) : la famille U trouvée constitue une base de v01s1nages
La démarche précédente montre que la famille (x

' N
N de points trouvés est dense, et donc E est séparable. s

7.3 Espace complet

La définition d’une suite de Cauchy a été donnée définition [5.32

Définition 7.5 L’espace métrique (E, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E.

Exemple 7.6 Euler & proposer la suite des rationnels u; = 1, u,, = ”;:2 approchant v/2.

Q muni de la distance usuelle n’est pas complet. Par exemple /2 ¢ Q bien qu'il soit limite d’une suite de
Cauchy (g,) dans Q.

R muni de la distance usuelle est complet (c’est par construction le complété de Q).

10, 1[ muni de la distance usuelle de R n’est pas complet. Par exemple la suite (z,, = %) n’est pas convergente
dans 0, 1], bien qu’elle soit de Cauchy. e

Proposition 7.7

1- Si (E,d) est complet et si ' C E est fermé dans E, alors (F,d) est complet.

2- Si (E,d) est complet et si (F,) est une suite décroissante de fermés non vides de E telle que
diam(F},) —n—oo 0, alors l'intersection (,_, , F, contient un et un seul point.

3- Si (E,d) est métrique, si A C E est te] que (A, d) est complet, alors A est fermé.

4- Toute de suite Cauchy dans (F,d) complet a une et une seule valeur d’adhérence qui est la limite de la
suite.

Preuve. 1- Soit (x,) une suite de Cauchy dans F. C’est donc une suite de Cauchy dans E complet, donc
convergente vers un x € E qui est valeur d’adhérence dans F'. Et F' étant fermé dans E, F' contient ses valeurs
d’adhérence, donc x € F.

2- Dans chaque F;, on prend un point z,,. On a ainsi une suite de Cauchy dans E donc convergente vers un
x € E. Et la suite (Z,+4p)pen est une suite de Cauchy dans F,, fermé, donc convergente dans F), nécessairement
vers . D’ott € F;, pour tout n. Puis diam((y F5,) = 0, donc I'intersection ne peut pas contenir plus d’un
point.

3- Si (4, d) est complet, alors A contient ses valeurs d’adhérence : en effet, si x € E est adhérent a A, il est
limite d’une suite (z,) de A, et cette suite est trivialement de Cauchy dans A, donc convergente dans A vers
un y € A. Et d(z,y) =limd(z,,y) =0, dou y =z € A.

4- On applique le point 2-. un

Proposition 7.8

1- Si (K,d) est un espace métrique compact, alors (K,d) est complet. (Réciproque fausse : R est complet,
non compact, pour la distance usuelle.)

2- Si (E,d) est métrique et si la boule fermée B(x,r) de E est compacte, pour tout x € E et tout r € R,
alors E est complet.

Preuve. 1- Si K est compact, alors de toute suite de Cauchy (z,) on peut extraire une sous-suite convergente
(%, ) dans K vers un élément = € K. Et ce = est trivialement limite de toute la suite (z,,) (pas uniquement de
la suite extraite).

2- Soit (z,,) une suite de Cauchy de E. Alors (x,) est toute entiére dans une boule B(y,r) de E. D’ou le
résultat. un
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7.4 R le complété de Q

Soit Q I’ensemble des rationnels : Q = {(m,n) € Z x Z*}. Et un rationnel sera noté (m,n) ="°% T=gq. Et
Q muni de I'addition § + ¢ = “d;;bc et de la multiplication % = 75 est un corps.

On munit Q de la topologie usuelle (distance euclidienne d(p, q) = |p — q|).

Notons SC' ’ensemble des suites de Cauchy de Q.

Si (a,)n € QY et (b,)y € QY, notons (ab, )y € QY la suite définie par, pour tout n € N :

Oan = Qnp, d72n+1 - bn
Soit R la relation d’équivalence dans SC' : si
(an)NR (bp)n < (dbp)n € L.

On vérifie immédiatement que R est bien réflexive, symétrique et transitive : c’est une relation d’équivalence.

. lommmmun
Soit 9C/R ="° R I’ensemble des classes d’équivalence. Donc si 7 € R, on a 7 = (a,)y oil (a,)y est une

suite de Cauchy de rationnels (un représentant de ).

—
Si (a, )N est une suite constante dans Q, i.e. a, = a; € Q pour tout n, on note simplement (a, )y = a;. Ainsi
tous les rationnels sont notés comme des réels.

Proposition 7.9 R est complet pour la topologie quotient.

Preuve. Exercice. un

La topologie quotient est encore appelée topologie euclidienne.

Remarque 7.10 Le cas de la complétion des espaces L£P(f2) pour p > 1 (fonctions 2 — R mesurables t.q.
Jo If(2)|P dQ < oo sur un ouvert Q C R") est présenté dans le poly “Introduction a I'intégrale de Lebesgue”, et
procéde également de la technique des classes d’équivalences. un

7.5 Théoréme de Baire

Théoréme 7.11 Soit E un espace métrique complet (non vide).
(i) Si (F),)nen est une suite (dénombrable) de fermés de E d’intérieur vide, alors Iintérieur de I’union est

. - ~
vide (si pour tout n on a F, fermé et F,, = () alors U F,=0).
neN

De maniére équivalente (complémentaire) :
(ii) Si (U,)nen est une suite (dénombrable) d’ouverts de E tous denses dans E alors 'intersection des U,

est dense (si pour tout n on a U, ouvert et U,, dense alors ﬂ U, dense).

neN
Et on en déduit :

(iii) Si (Fy)nen est une suite (dénombrable) de fermés t.q. |, . Fn = E, alors 3n € N tel que F, # 0.

neN
(Le théoréme de Baire est souvent utilisé avec (iii)).

Preuve. Montrons (ii). Soit B(x, ) une boule ouverte qcq dans E et il s’agit de montrer que B(z,7) (((;en Un) #
0.

Comme Uy est dense et Uy N B(x,r) est ouvert non vide, Jxg € Uy N B(x,r) et 1o > 0 tels que B(xg,r0) C
UoN B(x,r). Puis de méme 3z, € Uy N (Ug N B(z,r)) et Iry > 0, 71 < 2 tels que B(xy,r1) C U1NUgNB(z,7).
On construit ainsi une suite (x,) qui est de Cauchy, donc convergente dans E complet vers un y € B(xz,, 1)
pour tout n. Donc y € B(x,r) et par construction y € U, pour tout n : B(x,r)(((;en Un) # 0.

Montrons (ii)=-(i) (passage au complémentaire). Soit donc (F;,)n une suite de fermés d’intérieur vide. Posant

U,=FE—-F,,onalU,=F—-F,=F— F, = E et donc (Upn)n est une suite d’ouverts dense dans E. Donc

o o

ﬂnEN U, = E d’apres (i7). Or ﬂneN Un = ﬂneN E-F,=FE- UneN F,=E—( UneN F,), donc (UnEN F,) =0,
donc ().
Réciproquement, montrons (i)=-(ii) (passage au complémentaire). Remonter les calculs précédents.

—
Montrons (i)=-(iii). (i) s’écrit également (négation) : si U F, # 0, alors 3n, F, # (. Et si Unen Fn = E et
neN
/_/OH N
E non vide, on a U F,=FE # 0, donc 3n, F, # 0. wa
neN

Exemple 7.12 Dans R? si F), est la droite “y = nz”, alors F, = () et I'union Uy Fr est d’intérieur vide (union
dénombrable). ua
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8 Convergence simple et uniforme de fonctions

8.1 Convergence simple de fonctions

Cette convergence a été introduite paragraphe

Exemple 8.1 Pour X = [0,1] et f,(z) = 2™, la suite (f,) converge simplement vers la fonction f qui vérifie
f(x) = 0 pour tout z € [0,1] et f(1) = 1.

Remarque 8.2 Dans la suite, on va s’intéresser a des convergences dont les topologies sous-jacentes sont
meétriques : il sera beaucoup plus facile de comparer deux fonctions f, g grace au réel d(f, g). un

8.2 Convergence uniforme de fonctions

Définition 8.3 Soit X un ensemble et (F,d) un espace métrique. On considére des fonctions f,, € F(X;F)
pour n € N.
La suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers une fonction f € F(X; F) ssi :

sup d(fn(z), f(x)) — 0, (8.1)
IGX n—oo
i.e. ssi:
YVe>0, IN >0, Yn>N, VexelX, d(fu(x),f(z)) <e. (8.2)

Proposition 8.4 Si (f,) converge uniformément vers f alors (f,) converge simplement vers f.
Preuve. Immédiat. un

Exemple 8.5 Pour f,(r) = 22 + %Sinx définie sur R, la suite (f,) converge uniformément vers f donnée par
f(x) = 22 pour tout = € R. oa

Et donc (f,,) ne converge pas uniformément vers une fonction f € F(X; F') ssi :
>0, YN>0, In>N, JxeX, df.(x),f(x))>e. (8.3)

Exemple 8.6 Pour X = [0,1] et f,,(x) = 2™, la suite (f,,) converge simplement vers la fonction f(z) qui vérifie
f(x) =0 pour tout x € [0,1] et f(1) = 1, mais ne converge pas uniformément. Prendre par exemple ¢ = %, qui
vérifie, pour tout N, il existe n > N, a savoir n = N, pour lequel il existe z,, € [0, 1], & savoir z,, = (%)l qui
vérifie |(z,)" — 0| = 3 > 3, ie. [fu(zn) — f(zn) > €.

D’ailleurs on verra qu’une suite (f,,) de fonctions continues sur un compact qui converge uniformément a
pour limite une fonction f continue : or dans notre exemple les f, sont continues alors que f ne l’est pas. um

Notations. Soit X un ensemble et (F, d) un espace métrique. On note B(X; F') ensemble des fonctions bornées,
ie. :

BX;F)={feF(X,F):3R>0,Vz € X, f(z) € B(0O,R)},
ou B(0,R) ={y € F:d(0,y) < R} est la boule de centre 0 et de rayon R de F.

Proposition 8.7 Soit X un ensemble et (F,d) un espace métrique. La fonction do, : B(X; F) x B(X; F) - R
définie par :

dso(f.9) = sup d(f(x), g(x)) (8.4)

est une distance sur B(X; F). Ainsi (B(X;F),ds) est un espace métrique, et la convergence uniforme dans
B(X; F) est la convergence pour la métrique doo.
De plus, si F est complet alors (B(X, F),d~) est complet.

Preuve. M : si do(f,g) = 0 alors pour tout « € X : d(f(x),g(x)) = 0 pour tout = € X, i.e. f(x) = g(x) pour
tout z € X, ie. f=g.

M : il est immeédiat que doo (f, 9) = doo(g, f)-

Ms : comme pour tout z € X on a d(f(z), h(z)) < d(f(x),g(x)) + d(g(x), h(z)) on déduit d(f(x),h(z)) <
doo(f,9) + doo(g, h) pour tout z, 0t deo(f, h) < doo(f, g) + doo(g, h).

Puis supposons F' complet. Soit ( f;,,) une suite de Cauchy de B(X, F'). Construisons la limite f : pour chaque
x € X, la suite (fn(x)) est de Cauchy dans F' en effet d(f,,(x), fm(x)) < doo(fr, fin) —n,m—o0 0. Donc, F

étant complet, (f,(z)) est convergente. Notons f(x) la limite. On a ainsi construit une fonction f € F(X, F).
Montrons que f € B(X, F) (est bornée), i.e. IR > 0 t.q. Vo € X : doo(f,0) < R.
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On ad(f(x),0) <d(f(x), fo(x))+d(fn(z),0). Comme la suite (f,,(z)) est convergente, on a d(f(z), fn(z)) <
1 pour n assez grand. Et d(f.(x),0) < dw(fn,0), et la suite de réels doo(fn,0) est bornée car (f,) est de
Cauchy pour la distance do. Soit R = sup,,cy doo(fn,0). On a obtenu d(f(x),0) < 1+ R pour tout z, d’ou
deo(£,0) < 1+ R, dout f € B(X, F).

Remarque 8.8 Si on se fixe un fy € F' et on note :
B (X, F)={f e F(X,F):dR >0, Vz € X, f(z) € B(fo, R)},

la proposition précédente est conservée quand on remplace B(X,F) par By (X, F), la démonstration étant
similaire. &

Remarque 8.9 Sur l'espace F(X; F) tout entier, d, n’est pas une distance mais un écart (prend ses valeurs
dans R). s

Remarque 8.10 En prenant un peu d’avance (voir paragraphe suivant), si (F,||.||F) est un espace vectoriel
normé, la distance d, sur (B(X, F),d) sera la distance associée a la norme (voir plus loin) :

ds(f9) = |If = glloc = sup [|f(z) — g(@)||F-
reX

9 Espace normé

Pour ce paragraphe, on a besoin des résultats de continuité qui seront cependant donnés plus loin. Introduire
les espaces normés dés maintenant permet de voir les simplifications apportées par la norme par rapport a la
distance.

9.1 Définition et distance associée

Les distances ont été définies sur des ensembles quelconques. Les normes ne peuvent étre définies que sur
des espaces vectoriels et sont des distances trés particuliéres.

Définition 9.1 On se place dans le cadre d’un espace vectoriel E sur le corps R. Une norme est une application
p: E— Ry telle que :

N; : p(z) =0 & o = 0 (séparation),

Ny : p(Az) = |A| p(x), pour tout (A, x) € R x E (homogénéité),

N3 : p(z +1vy) < p(x) + p(y), pour tout (z,y) € E? (inégalité triangulaire).
C’est une semi-norme si au lieu de Ny on a uniquement z = 0 = p(z) = 0.

Définition 9.2 On note trés souvent une norme p par p(.) = ||.||. Une norme sur E est trés souvent notée ||.||g
ou encore plus simplement ||.|| (s’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de la norme).
Un espace E normé est un espace vectoriel muni d’une norme p (ou ||.||g), et noté (E,p) (ou (E,||.||g))-

Exemple 9.3 La norme euclidienne (norme usuelle) de R™ est donnée par, si & = (z1,...,2,) € R x ... xR :

||7]| = \/22+...4+22 (longueur de ¥ donnée par Pythagore). o
Proposition 9.4 1- F étant un espace normé pour la norme p, on pose :
d(z,y) = ply — x). (9.1)

Alors d(-,-) est une distance sur E appelée distance associée a la norme. De plus d(-,-) est compatible avec la
structure d’espace vectoriel, i.e., pour tout x,y,z € E et A€ R :

dlx —z,y —2z) =d(x,y), dAz,Ay)=|Ald(z,y). (9.2)
2- Réciproquement, si I est un e.v. muni d’une distance d qui vérifie les propriétés d’invariance par translation

et d’homogénéité 4@ , alors il existe une norme p dont dérive d, a savoir p(x) d:efd(a:7 0).

Preuve. 1- Soit d(z,y) = p(y — x). On vérifie immédiatement My, M, et M3, voir définition [5.1] ainsi que (9.2).
2- Soit d(-,-) verifiant (9.2). On vérifie immédiatement que p(z) = d(x,0) vérifie N1, Ny et N3 de la défini-
tiOn m I.l
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Définition 9.5 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E,p) complet pour la norme p, i.e., avec
__déf

d(-,-) la distance associée a la norme, d(z,y) = p(y — ), Pespace métrique (F,d) est complet.
Remarque 9.6 A toute norme p est associée la distance d(z,y) = p(z — y). Par contre il existe des distances
qui ne dérivent pas de norme, comme toutes les distances d bornées (par exemple d(z,y) = inf(1,p(z — y)) ou
p est une norme et ici d(x,y) < 1 pour tout x,y).

En effet, une norme n’est jamais bornée (sur un espace vectoriel non réduit a {0}), car elle doit vérifier
I’homogénéité N. =

9.2 Equivalences de normes

Définition 9.7 Deux normes sur un espace vectoriel sont dites équivalentes ssi les distances associées sont
fortement équivalentes, cf. (5.10).

Proposition 9.8 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes p; et ps. Les normes py et py sont équivalentes
Ssi :

Haaﬁ > Oa api S b2 S ﬁph (93)

ie. ssi:
Ja,8>0, Ve e E, api(z) < p2(z) < Bpi(x), (9.4)

i.e. ssi les distances associées vérifient .
Preuve. On pose p;(z) = d;(z,0), et la démonstration est immédiate avec (5.10). =a

Proposition 9.9 Soit ¥ un espace normé. Si p; et ps sont deux normes équivalentes, alors toute suite de
Cauchy pour I'une est suite de Cauchy pour Iautre.

Preuve. On a ap;(z, — ) < p2(Tn — Tm) < Bp1(x, — T,), d’ou le résultat. un

Proposition 9.10 Dans E est un espace vectoriel muni de deux normes p; et py définissant les topologies O,
et OQ.
01 est plus fine que Oy ssi :
36 > Oa p2 < ﬂpla (95)

ie. ssi:

386>0,Vr e E, pa(z) < fBpi(x). (9.6)

Preuve. On pose p;(z) = d;(x,0). Supposons (9.5)) : alors on a (5.7), et O; est plus fine que Os.
Réciproquement : soit B;(0,7;) la boule (ouverte) de centre 0 et de rayon r; pour la topologie O,. Comme
O; est plus fine que Oy, pour o = 1 donné, il existe 1 > 0 tel que By(0,1) D B1(0,7r1), i.e. si p1(x) < rp
alors pa(x) < 1. Donc pour z tel que pi(z) = 3 on a pg(p%(x)) < %, ie. po(x) < Bpi(z) ou B = % pour
tout x sur la sphére p;(x) = %-. D’oti, par homogénéité de la norme, pour tout € E, on a py(x) < Bpi(z) (car

T1

p2(z) = cp2(%) ot p1(%) = 5, i.e avec ¢ = 2”;—1@), et donc pa(x) < cfBp1(2) = Bpi(x)).

Autre démonstration, avec la continuité : supposons O; plus fine que Os. En particulier on a , et
Papplication linéaire I : z € (E,d;) — = € (E,ds) est continue, donc il existe 5 > 0 tel que pa2(z) = p2(I(x)) <
Bp1(x) pour tout x € E (voir proposition . De méme pour a. un

Exemple 9.11 Pour f € C'([0,7];R), la norme ||f||c1 = ||f]loc + ||f/||cc est plus forte = plus fine que la
norme ||f|lo (qui est = sup,c(, 4 [f(2)]. En effet, dés que f est telle que ||f[|oc + [|f'[loc < € on a [|f]lo < €.
Et ||.||c1 est strictement plus fine que || f||. En effet, prendre f,(z) = sin(nz).

Au lieu de “plus forte” ou “plus fine”, ou aurait pu dire également “plus précise”. un
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9.3 Les normes sont équivalentes en dimension finie

Proposition 9.12 Dans R™ pour n € N* (dimension finie), toutes les normes sont équivalentes.

Preuve. On a besoin 1- de la continuité : toute norme p sur R™ est continue, voir plus loin proposition [11.18]
et 2- 'image d’un compact par une application continue est un compact, voir plus loin proposition [11.10]

Avec ces deux résultats, on pose S = {& € R™ : ||Z]| = 1} ou ||.|| est la norme euclidienne de R”. Comme
S est compact (fermé borné de R™) et p est continue, on a p(S) est compact, donc p atteint ses bornes sur S :
soit & = mingegs p(Z) = p(Zmin) et soit S = maxzes p(Z) = p(Tmax)- On a «, B > 0 car Zmin, Tmax # 0 (ils sont
normeés a 1).

Comme ||z|| = 1 sur S, on a «||Z|| < p(Z) < B||Z|| pour tout & € S. D’ou par homogénéité (voir (Nz) de
la définition on a o||Z]| < p(Z) < B||Z|| pour tout £ € R™. Donc toute norme est équivalente a la norme
euclidienne, donc immédiatement toutes les normes sont équivalentes entre elles (dans R, et plus généralement
en dimension finie). ua

9.4 Non équivalences des normes en dimension infinie

Les normes ne sont pas toutes équivalentes en dimension infinie. Voici deux exemples trés usuels.

Exemple 9.13 soit K = [0,1] compact de R (topologie usuelle), et soit 'ensemble C°(K;R) des fonctions
(uniformément) continues sur K & valeurs réelles, ensemble muni de la norme :

1flloe = sup | £ ()]
reK

Montrer que (C°(K;R),||.||o) est complet. Indication : prendre une suite (f,,) de Cauchy dans (C°(K;R),||.||o0)
qui converge dans F(K,R) (ou plus précisément dans l’ensemble des fonctions bornées sur K) et montrer que
la limite est continue.

1
Puis montrer que pour la norme ||.||z2 définie par ||f||z2 = (fK |f(x)|? dx) * Tespace (CO(K),||.]|12) nest

pas complet. Indication : prendre f,(z) =nzsiz € [3,2 + 2], fu(z) =0siz < L et fu(z)=1siz>1+ 1
faire un dessin, et montrer que la suite formée est de Cauchy pour ||.||12, converge vers une fonction discontinue.
En déduire que les normes ||.||s et ||.]|z2 ne sont pas équivalentes. Indication : montrer que la suite (f,)

ci-dessus n’est pas de Cauchy pour .|| alors qu’elle I'est dans L?(K;R).
| |

(Ici C°(K;R) est un espace de dimension infinie). ua

Exemple 9.14 Soit Q C R”, et soit H'(Q) = {f € L2(Q) : gradf € (L2(€))"} muni de sa norme || ||z =
(I1£]122 + ||grad f]|2.) 7. Montrer que dans H'(2) la norme ||.||z1 n’est pas équivalente a la norme ||.|| 2.

Réponse. On remarque qu’on a toujours trivialement ||.||;2 < ||.]|z1. Montrons qu’il n’existe pas de constante ¢ € R
telle que ||.|| g1 < c||.]|12, ou quitte & remplacer ¢ par c—1 qu’il n’existe pas de constante c telle que pour tout f € H'(Q),
llgrad f|[L2 < |[fl[L2 )
On se place dalns R, avec Q = [0,7]. Soit fn(z) = sin(nz). On a ||fal| 2 = (fy (sinnz)?dz)z = \/F, et ||fill2 =
(Jg (ncosnz)?dx)z =n /%, ie ||frllr2 = n||fn||r2- Donc pour tout ¢ € Ril existe f € H' (1) telle que || f,,|| > ¢|| fallz2-
D’otl il n’existe pas de constante ¢ € R telle que pour tout f € H'(Q) on ait ||f'||.2 < ¢||f]|r2, d’ott les normes ||.|| 2
et ||.|| g1 ne sont pas équivalentes. un

9.5 Espace métrique localement compact, espace normé

Définition 9.15 Un espace métrique (E,d) est localement compact ssi tout point € F posséde un voisinage
compact (i.e. il existe K compact, K C E, z € K et K D U avec U ouvert dans FE, et a fortiori U est un aussi
voisinage compact).

Exemple 9.16 R™ muni de sa métrique usuelle n’est pas compact, mais est localement compact : pour tout
Z e R", sie >0 alors B(z,e) est un voisinage compact de &. Par contre Q muni de sa métrique usuelle n’est

pas localement compact (dans tout voisinage d’un rationnel il existe des irrationnels). un

Exemple 9.17 Soit (F,d) un espace métrique localement compact. Si U C E est ouvert, U est localement
compact. En effet si z € U, alors 1- il existe 1 > 0 t.q. B(z,2¢1) C U, et 2- z € E donc il existe g2 > 0
t.q. B(w,e2) est un voisinage compact dans E. On prend ¢ = min(ey, e3), et B(x,¢) est un voisinage compact
dans U.

Et si F C E est fermé, F est localement compact. En effet, si z € F alors il existe ¢ > 0 t.q. B(z,¢) est un
voisinage compact dans F et donc F'N B(x,¢) est un voisinage compact dans F. =
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Théoréme 9.18 (de Riesz.) Cas d’un espace vectoriel normé réel. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé réel.
FE est localement compact ssi E est de dimension finie.

Preuve. < : En prenant un peu d’avance : si E est un espace vectoriel réel de dimension finie, alors E est
isomorphe & R™ et R™ est localement compact.

= : Soit (E,||.||) un espace normé localement compact. Soit # = 0 € E. Il existe donc € > 0 t.q. K = B(0,¢)
est un voisinage compact de x. Comme K = |J;.x B(%, 5), on peut le recouvrir pour un nombre fini : K =
UZ 1 B(:rZ7 ). On pose F = Vect{Z; : i = 1,...,n}. Montrons que F' = E (et donc que dim E' < N). Sinon, il
existe y € E t.q. y ¢ F et d(¢, F) = «, avec a > 0 car F est de dimension finie donc localement compact donc
complet donc fermé dans E.

Soit 7o € F tel que ||§ — %ol| < 2a (et o existe par définition de d(ﬁ, F) = infzep d(gj’, Z)). (Dans le
cas partlcuher ot ||.|| dérive d’un produit scalaire, on peut prendre pour 7 la projection de § sur F.) Soit
Z=¢ Ona ze K = B(0,¢), donc il ex1stez€[1 N| t.q. Z € B(7;, 5), i.e. t.q. [|Z— Z;[| < 5. Comme

IIy y H
gwyoEF on a ||[f—ol| L +go =" T, € F. Comme Ty = j— Z—7;), 0na|\§—fo||=m}_57y0”||5—fz‘\|§

sa5 < a, avec || — Zo|| > d(y, F') > a. C’est absurde. ua

__noté = yoH(

10 Espace muni d’un produit scalaire
On se place dans le cadre d’un espace vectoriel E sur le corps R.

Définition 10.1 Un produit scalaire est une forme bilinéaire ¢ : E x E — R qui est symétrique et définie
positive.

Définition 10.2 La norme définie par ||z|| = \/¢(z,z) est appelée norme associée au produit scalaire (on
vérifie qu’effectivement c’est une norme).

Définition 10.3 Un semi-produit scalaire est une forme bilinéaire ¢ : £ x E — R qui est symétrique, positive et
o(z,z) = 0 implique x = 0. Et alors ||z|| = \/¢(x, x) est appelée semi-norme associée (on vérifie qu’effectivement
c’est une semi-norme).

Définition 10.4 Un espace muni d’un produit scalaire est appelé un espace pré-hilbertien. Et il est appelé
hilbertien s’il est de plus complet pour la norme associée.

Proposition 10.5 (Critére de Jordan—Von Neumann.) Une norme ||.|| dérive d’un produit scalaire ssi elle
vérifie I'identité du parallélogramme (la somme des carrés des diagonales est égale a deux fois la somme des
carrés des cotés) :

Yo,y € B, lo+yll® +[lo —yl* =2zl + 2yl

le produit scalaire étant donné par (z,y) = 1(||z +y[|* — ||z — y|[?).

Preuve. On vérifie immeédiatement que ¢ ainsi défini a partir de la norme ||.|| est une forme bilinéaire symétrique
définie positive.

Et réciproquement, étant donné un produit scalaire ¢, on vérifie immédiatement que ||.|| = y/¢(-, ) est bien
une norme. un
Théoréme 10.6 (Cauchy—Schwarz.) Si ¢ est un produit scalaire (ou un semi produit scalaire), et si ||.|| est la

norme associée (ou la semi-norme associée), alors :
Vr,y € B, |p(z,y)| < [l lyll, (10.1)

i.e. le produit scalaire est inférieur ou égal au produit des normes. Et si ¢ est un produit scalaire, on a égalité
ssi x et y sont proportionnels.

Preuve. On se donne z,y € F avec y # 0 (le cas y=0 étant trivial), et on considére f : R — R définie par
f(t) = ||z+ty||?. Comme 0 < f(t) = p(x+ty, x+ty) = |\y|\2t2+2cp(a: y)t+||z||? est un polynome de degré 2 en t

toujours positif, son discriminant réduit A’ = p(z, y)? — ||z]|?||y||* est < 0. C’est I'inégalité de Cauchy—Schwarz.
Et on a égalité lorsque A’ = 0, i.e. quand on a une racine double, donc pour ¢ t.q. f(¢) = 0, donc pour
2+ ty = 0 (car ¢ est définie positive), donc pour x proportionnel & y. o

Théoréme 10.7 Projection. Soit E un Hilbert et F' un sous-espace vectoriel fermé de E. Alors pour tout z € F,
il existe un unique zg € F tel que (z — z9,y) = 0 pour tout y € F. Et zy est appelé la projection de z sur F.
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Preuve. Montrons 'unicité. S’il existe deux vecteurs z1, 20 € F tels que (z — z1,y) = 0 = (2 — 22,y) pour tout
y € F, alors (21 — 22,y) = 0 pour tout y € F, en particulier pour y = 21 — 23, d’oit 21 = 20. D’ou §’il y a
existence, il y a unicité.

Montrons V'existence. Soit z € E. Soit @ = inf,, cp(||z — 21||). Il s’agit de montrer que l'inf est atteint pour
un zop € F. Mais F est fermé, donc il existe bien un zgp € F tel que o = ||z — 20||- En effet, soit une suite
(2n) € F minimisante, construite comme : z, € F et ||z — z,|| < a + 1. Alors cette suite est de Cauchy. En
effet, [|zn—2m||? = 2||zn—2|]* + 2||znm—2|[> — 4|Z2f2= — 2||? (vérification immédiate), avec 2222 € F donc
|2tz — 2|| > a, donc |2, — zm|| — 0. Et F étant fermé dans E Banach, (F,||.||g) est un Banach, et donc la
suite de Cauchy converge dans F' vers un élément zy € F'. Et comme la norme est continue, on a a = ||z — zo||

(Noter que si z € F' le résultat est trivial : zg = z.) ua

Un résultat fondamental obtenu dans un Hilbert est :

Théoréme 10.8 Théoréme de représentation de Riesz. Si E est un espace de Hilbert, si { : E — R est une
forme linéaire continue, alors il existe un vecteur T € E tel que :

Irlle = [l et VaeE, () = (1,2)p.

(Représentation d’une forme linéaire continue par un vecteur dans le cas d’un Hilbert, ce vecteur étant orthogonal
a Phyperplan noyau Ker/.)

Preuve. Démonstration semblable au cas E = R™. Si £ = 0 alors 7 = 0 convient. Sinon Ker/ # FE et Ker/ =
~1({0}) est fermé car ¢ est continue. Soit 2 ¢ Kerl. Soit 2z sa projection orthogonale sur Ker/ qui existe car

Ker? est fermé. Soit n = ﬁ (vecteur normal & Kerf et unitaire). Et soit 7 = An ou A = £(n) € R. un

Remarque 10.9 Attention : le théoréme de représentation de Riesz est souvent mal interprété et mal utilisé :
en particulier, les objets £ et 7 ne sont pas comparables, I’'un étant une fonction (servant & mesurer les vecteurs)
et lautre un vecteur. Les dimensions ne sont pas les mémes ; le théoréme permet essentiellement de simplifier
certains calculs quand on sait de quoi on parle. Voir également les formules de changement de base qui ne sont
pas les mémes pour les formes et les vecteurs. un

11 Continuité

11.1 Définition et caractérisations

Pour X et Y deux ensembles, f : X — Y une fonction et B C Y, on rappelle que :
fY(B)={reX: f(z)e B} (11.1)
est le sous-ensemble de X appelé image réciproque de B par f.
Proposition 11.1 Pour f: X — Y une fonction et BCY, on a
FUY —=B)=X - f\(B), (11.2)

i.e. 'image réciproque du complémentaire est le complémentaire de I'image réciproque.
Preuve. Onax € f~1(Y — B) ssi f(z) ¢ Bssiz ¢ f~1(B). o

Définition 11.2 On se donne deux espaces topologiques (X, Ox) et (Y, Oy). Soit une application f: X — Y
et soit z € X. Alors f est dite continue (ponctuellement) en x ssi :

YW e V(f(z)), 3IVeVi), [fV)CW, (11.3)
i.e. pour tout voisinage ouvert W de f(z), il existe un voisinage ouvert V' de x tel que f(V) C W, ou encore :
YW e V(f(z), fHW)eV(x), (11.4)

i.e. 'image réciproque de tout voisinage ouvert de f(z) est un voisinage ouvert de x.

Définition 11.3 L’application f est dite continue sur X (ou dans X) si elle est continue en tout point = € X.
Et on note C°(X,Y) I'ensemble des applications continues sur X & valeurs dans Y.
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Proposition 11.4
1- f est continue en x € X ssi I'image réciproque de tout ouvert contenant y = f(x) contient un ouvert
contenant x, i.e. Ssi :

VYWouvert de Y t.q. f(x) € W, 3IVouvert de X t.q. x € V vérifiant f~(W) > V.

2- Et f est continue sur X ssi I'image réciproque de tout ouvert de Y par f est un ouvert de X.

Preuve. 1- Si f est continue, comme ([11.3)) est vraie pour tout voisinage ouvert, est encore vraie pour
tout ouvert.

Réciproquement, si c’est vrai pour tout ouvert, alors un voisinage ouvert contenant un ouvert, c’est vrai
pour tout voisinage ouvert.

2-Immeédiat. un

Remarque 11.5 L’'image directe f(U) d’un ouvert U par une application continue n’est pas un ouvert en
général. Prendre f : R — R avec f(x) =1 (fonction constante), ou encore f(z) = sin(z). wa

Proposition 11.6 f € C°(X,Y) ssi pour tout fermé G de Y, f~1(G) est un fermé de X.

Preuve. Soit G fermé dans Y. Alors Y —G est un ouvert de Y. Donc si f est continue sur X, f~1(Y—G) est
ouvert. Mais f~1(Y-G) =Y —f~YG) d’ou f~1(G) est ferme.

Réciproquement, si W est ouvert dans Y, alors Y —W est fermé dans Y, et ’hypothése f~*(Y —W) fermé
donne Y —f~1(W) fermé, donc f~1(W) ouvert. Donc f est continue sur X. s

Remarque 11.7 Par contre I'image directe d’un fermé par une application continue n’a aucune raison d’étre
fermée. Par exemple f : [1,00[—]0,1] donné par f(z) = % Mais on va voir que I"image d’un compact par une
application continue est compact. En particulier dans R, I'image d’un fermé borné par une application continue
est fermée et bornée. un

Et en termes d’images directes :

Proposition 11.8 f € C%(X,Y) ssi : pour tout A C X on a f(A) C f(A).
Preuve. Supposons f continue sur X. Alors f~!(f(A)) est fermé. Et A € f~(f(A)) C f~1(f(A)) fermé donne
AC fH(f(A)). Dou f(A) C f(A). _

Réciproquement, on suppose que pour tout A on a f(A4) C f( ) f(A),ie. AC f~ ( ( )). Soit W fermeé dans Y.
Montrons que A = f~1(W) est fermé. Ona A C f=1(f(f~1(W))) C f~1(W) = f~1(W) = A d’ot A= A. Dot
f est continue. un

1

Remarque 11.9 Pour f continue et F fermé dans X on peut avoir f(F) C f(F). Par exemple f : [1, 00[—]0, 1]
donné par f(x) = 1 : on prend F = [1,00[ qui est fermé et on a f(F) ]O7 1] qui n’est pas fermé. e

11.2 Premiéres propriétés

Proposition 11.10 « Si f est continue alors I'image directe d’un compact est un compact. »
Enoncé complet : si K est un espace topologique compact, si Y est un espace topologique séparé et si
f € COK,Y) alors f(K) est compact dans Y .

Preuve. On a “f~ (U, Vi) = U,(f1(Vp))” car =z € f~H (U, Vi) ssi f(z) € (U; Vi) ssi Ti : f(z) € V; ssi
Ji:xze f~HV;) ssix e, (fH(V)).

D’ousi (J; Vi) D f(K) est un recouvrement ouvert, on a | J,(f~1(V;)) D K, et |J,(f~1(V;)) est un recouvre-
ment ouvert car f est continue. D’olt si K est compact on peut extraire un sous-recouvrement fini (J,.;, d’ott
(Uses Vi) D f(K) est un sous-recouvrement fini. D’ott f(K') est compact. ua

Corollaire 11.11 Si f : X — R est continue, avec R muni de sa topologie usuelle, et si K est un compact
de X alors f atteint ses bornes supérieure et inférieure sur K :

Jda,b € K : f(a) = min f(x), f(b) = max f(z).

TEK zeK

Preuve. On a f(K) compact donc fermé borné dans R. Donc f atteint ses bornes dans K. un
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Corollaire 11.12 Si f : X — Y est continue, avec Y séparé, et si A C X est relativement compact alors f(A)
est relativement compact dans Y. Le., si A est compact et si f est continue, alors f(A) est compact.

Preuve. Avec la proposition onia f(A) qui est compact donc fermé et donc f(A) C f(A) donne f(A) C
f(A), et la proposition donne f(A) C f(A), dou f(A) = f(A) est compact. oa

Proposition 11.13 Soit O; et Oy deux topologies sur un ensemble E. Alors O; et plus fine que Oy ssi I'ap-
plication identité I : (E,0,) — (E, O3) est continue.

Preuve. En effet, dire que I est continue c’est dire que un ouvert Us pour la topologie Oy est un ouvert pour
la topologie O1, i.e. que Oy C O;. ==

Proposition 11.14 Si X, Y et Z sont trois espaces topologiques, et si f : X — Y est continue sur X et
g:Y — Z est continue sur Y, alors g o f est continue sur X.

Preuve. On a “(go f)71(C) = f~Y(g~(C))". Dot si C est ouvert dans Z alors (go f)~1(C) = f~1(¢g71(C))
est un ouvert de X, d’oit g o f est continue. ]

Proposition 11.15 Si une application f : X — Y est continue au point x € X, alors, pour toute suite (T, )neN
de X :
lim z, =2 = lim f(z,) = f(x). (11.5)
n—oo n—oo
Le., une fonction continue f : X — Y transforme une suite convergente (x,,) en une suite convergente (f(x,)).
Et la réciproque est vraie si x admet une base dénombrable de voisinages (ce sera vrai en particulier vrai
pour les espaces métriques), i.e. si est vrai alors f est continue.

Preuve. Soit (z,,) une suite qui converge vers z, i.e. telle que YV eV(z), IMeN, Ym>M, x,,€V.

On veut : VWeV(f(z)), INeN, Vn>N, f(x,)EW. Soit W ouvert fixé contenant f(x). f étant continue,
f~1(W) contient un ouvert V contenant z. Pour ce V on prend M € N tel que Vm>M, z,, € V. Et donc, pour
tout m > M on a f(x,,) € W.

Réciproquement, supposons et f non continue en un point z, et soit (U,)y une base dénombrable
de voisinages de z. Et soit W ouvert de Y, t.q. f(z) € W et f~!(W) ne contient aucun U,,. Donc dans tout
Uy, on peut choisir un point z,, tel que f(z,) ¢ W. On a ainsi construit une suite (z,) qui vérifie z,, — = et

f(zn) # f(x). En effet, (1.9) est trivialement vérifiée pour (x,,) et mis en défaut pour (f(z,)). C’est contraire

a I’hypothése, donc si on a (|11.5)) alors f est continue. un

11.3 Applications aux espaces métriques et normés

Proposition 11.16 soit (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques et f : E — F une application donnée. On a
f continue en x € F ssi :
Ve >0, I >0, fTH(Br(f(2),€)) D Be(z,n),

i.e. ssi:
Ve >0, 377 >0, f(BE(Iﬂ?)) - BF(f(‘T)vs)v
i.e. ssi :
Ve > 05 377 > 07 vly S BE(Z'77])5 f(y) € BF(f(l'),E),
i.e. 881 :
Ve>0,3dn>0,VyeFE : dp(z,y) <n = dr(f(x), f(y)) <e. (11.6)
Preuve. On applique (11.3). un

Corollaire 11.17 Soit (E,||.||g) et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normés et f : E — F une application
donnée. On a f continue en x € F ssi :

Ve>0,3n>0,Vye Etq. |lz—yllg<n, onallf(x)— fy)llr <e. (11.7)
Et si f est continue en x alors f est bornée dans un voisinage de x :

de > 07 37’ > Oa Vy € BE(xae)a dF(f(x)a f(y)) < n. (118)
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Preuve. C’est la traduction de ([11.6)). un

Proposition 11.18 Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé, et soit R muni de sa topologie usuelle (valeur
absolue). Alors, pour tout x,y € E on a :

[[lll = Myl < ll= =yl (11.9)
et ||.|| : E — R est une application continue.
Preuve. On pose f = ||.|| : E — R Cela revient a écrire que si ||z — y|| < n alors |||z]| — ||y||| < & : c’est vérifie
en prenant 1 = ¢ car ||[z[| — ||y||| < ||z — y|| grace & Vinégalité triangulaire. o

Proposition 11.19 soit (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques. L’application f : E — F est continue au
point x € X, ssi : pour toute suite (z,)ney de X :

lim dg(zp,2) =0 = lm dp(f(z,), f(z)) =0. (11.10)
n— oo n—0o0
Le., une fonction continue f : X — Y transforme une suite convergente (x,) en une suite convergente (f(z,)),
et réciproquement si f transforme toute suite convergente en une suite convergente, alors f est continue (cas
des espaces métriques).

Preuve. Avec la proposition [I1.15] équation (T1.5), on sait que si f est continue alors est vérifiée.
Réciproquement, supposons ((11.10) vérifiée pour toute suite (x,) qui converge vers x, et montrons que f est
continue en x. Supposons que f n est pas continue en z : donc il existe Je > 0 tel que :
Vn > 0, en particulier pour =21, 3x,, tel que dp(z,z,)<L et dp(f(z), f(zn))>e.
On a ainsi construit une suite (z,,) telle que dg(zy,x) — 0 et telle que dp(f(zy), f(z)) - 0. C’est contraire a

I’hypothése. Un tel € n’existe donc pas, et donc f est continue en x. un

Proposition 11.20 Soit ¢ : E — F une application linéaire de (E, ||.||g) vers (F,||.||r) deux espaces normés.
Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) ¢ est continue dans E,

(ii) ¢ est continue en 0,

(iii) ¢ est bornée sur la boule unité (ou sur toute partie bornée de E).

(iv) 3¢ > 0, ¥z € E, |(2)|r < cllz|r,

Preuve. (i) = (ii) : trivial,
(ii) = (iii) : en effet, ’hypothése est : € > 0, il existe n > 0 tel que ¢(Bg(z,n)) C Br(x,e). D’ou £ étant
linéaire, on déduit que {(Bg(x,1)) C Br(z, 5 ), et donc £ est bornée sur la boule unité par E
(iii) = (iv) : car ¢ linéaire étant bornée sur la boule unité, on a é(m) <couc=:.

(iv) = (i) : soit z € E, alors ||l(x) — £(Z)||r = |[l(x — Z)||F < c||x — Z||E, et f est continue en . ua

11.4 Limite d’un produit de fonctions continues

Proposition 11.21 Soit (E,||.||g) et (F,||.||r) deux espaces normés. Si f,g : E — F sont continues en
alors fg est continue en xg et :

lim (fg)(x) = (fg)(xo)- (11.11)

T—rTo

Preuve. Avec la notation “petit 0” : f(z) = f(zo)+o0(1) et g(z) = g(zo)+o0(1), d’ou f(z)g(x) = f(x0)g(zo)+o(1).
Ou encore :

1f(z)g(z) = f(zo)g(zo)llr < [|f(@)g(x) — f(x)g(zo)||F + ||f(x)g(x0) — f(20)g(x0)l|F
< |lf@llrllg(z) = g(zo)llr + llg(xo)l|F [ f(x) = f(z0)l|lF

avec f borné dans un voisinage de zq et ||g(z) — g(xo)|| = 0 et || f(z) — f(x0)|| = 0. a
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11.5 Uniforme continuité

Définition 11.22 soit (E,||.||g) et (F,||.||r) deux espaces métriques. Une application f : E — F est dite
uniformément, continue ssi :

YVe>0, In>0, Va,yeE, dg(z,y)<n=dr(f(z),f(y) <e. (11.12)
(Dés que d(z,y) < 7, & quelque endroit que ce soit dans E, on est sir que d(f(z), f(y)) < &.)

L’uniforme continuité n’est pas une notion ponctuelle contrairement a la continuité simple dans E. Cette
notion n’a de sens que dans un espace métrique (pas dans un espace topologique quelconque).

Exemple 11.23 Dans (E, p) espace normé, la norme p : E — Ry est une application uniformément continue
(lorsque Ry est muni de la topologie usuelle de R). En effet, on a (11.9), et & € fixé on prend n = e. un

Proposition 11.24 Une application uniformément continue est continue en tout point.

Preuve. Si f satisfait a (11.12), on a trivialement ([11.6). un

Par contre, la réciproque est fausse : par exemple, la fonction x — % définie sur R est continue sans
étre uniformément continue : en effet, 3¢ > 0, on prend ¢ = 1, tel que YV > 0, 3z > 0 et Jy > 0, on prend
 =min(n,1) et y = 3z, on ait [z —y| < net [f(z) — f(y)| =L = max(%, 1) > e. Faire un dessin qui montre

que | £(2) — F(5)] —+sm0 0.

Proposition 11.25 Soit f : E — F une fonction continue sur E (avec E et F' espaces métriques). Si E est
compact, alors f est uniformément continue .

Preuve. E compact et f continue sur E donnent f(F) compact. Supposons f non uniformément continue : il
existe € > 0 tel que :

Vn > 0, on prend n = %, il existe x,,, Y, avec d(xn,yn) < % et d(f(xn), flyn)) > €.
On a ainsi construit en particulier une suite (z,,) dans E. Et la suites (z,) admet une sous-suite (x,, )xen qui
converge vers x € E car E est compact. Mais d(z,, , yn,) < n—lk, d’ou d(z, yn, ) < d(z, Tn,,) + d(@n,, Yn,) = 0 €t

donc la suite (y,, ) converge aussi vers z.
Comme d(f(zn,), f(yn,)) < d(f(2n), f(2))+d(f(2), f(yn,)) et comme f continue donne d(f(xn, ), f(x))—0

C’est impossible avec d(f(xy,), f(yn)) > € > 0. Donc un tel € > 0 n’existe pas, et donc f est uniformément
continue. un

Proposition 11.26 Soit F muni de deux distances d; et d. Si I'identité algébrique I : x € (E,dy) — x €
(E,dy) est uniformément continue :
Ve>0, In>0, Ve,yeE : di(z,y) <n=ds(x,y) <e, (11.13)

alors la distance dy est plus forte (plus fine) que la distance ds.

Preuve. Si (11.13) est vraie, alors si y € Bi(z,n) alors y € Ba(x,¢), i.e. Bi(x,n) C Ba(x,¢), et donc toute
boule By (z,¢e) contient dans la boule By (x,n) et donc d; est plus fine que ds. wa

Exemple 11.27 Soit H!(Q) muni de la distance usuelle L2(2) : do(f,9) = ||f — g||12, et soit H*(Q2) muni de

sa distance usuelle di(f,9) = |Lf = gl ot [|f|[7: = [If][72 +lgrad ..
Alors l'identité algébrique (H(2),dy) — (H*(2),dp) est trivialement uniformément continue (car “do(f, g) <

d1(f,g)”) et donc la distance d; est plus fine (plus forte, plus précise) que la distance dy. =n

11.6 Fonction Lipschitzienne

Définition 11.28 Une application f : E — F d’un espace métrique (E, dg) dans d’un espace métrique (F,dp)
est dite lipschitzienne (ou k-lipschitzienne) ssi :

Ik >0, VeyeE, de(f(z),f(y) <kdp(z,y). (11.14)

Exemple 11.29 Dans (E, p) espace normé, la norme p : E — R est une application lipschitzienne (lorsque R
est muni de la topologie usuelle de R). En effet, on a (11.9)) et on prend k=1. ua

Proposition 11.30 Une application lipschitzienne est uniformément continue.

38 9 octobre 2020



39 12. FEzemples d’applications linéaires non continues

Preuve. Immeédiat. s

Remarque 11.31 Par contre, la réciproque est fausse. Exemple : f : z € [0,1] — f(z) = /= est uniformément
continue car continue sur un compact. Mais elle n’est pas lipschitzienne.

D’ailleurs : si f € C°([0,1],R) et f € C(]0,1[,R) alors f lipschitzienne implique f’ bornée dans ]0,1|. En
effet, donne w < k pour tout z+#£y, un

Exemple 11.32 Si [ : z € (E,dy) — x € (E,ds) est lipschitzienne, i.e.
3k>03 vayEEv d2($7y)§kd1(xvy)a

alors la distance d; est plus forte (plus fine) que la distance dy. Et d; est équivalente & do ssi de plus I~! est

lipschitzienne. un

11.7 Homéomorphie

Définition 11.33 f: X — Y est injective (f is one-to-one) ssi : “si x1,29 € X vérifient f(x1) = f(z2) alors
x1 = x9”; ou encore ssi “x1 # xo = f(x1) # f(x2)”, i.e. deux points distincts ont deux images distinctes.

Définition 11.34 f: X — Y est surjective (f is onto) ssi : “Vy € Y, 3z € X : f(x) = y” (tout point de YV a
un antécédent dans X), i.e. ssi “f(X) =Y.

Définition 11.35 f: X — Y est bijective (f is one-to-one and onto) ssi : f est injective et surjective.

Si f: X — Y est bijective, on note son inverse par f~1:Y — X, défini par f~1(y) = z lorsque y = f(z).
Noter que si f: X — Y est injective alors f : X — f(X) est bijective.

Définition 11.36 Deux espaces topologiques X et Y sont homéomorphes s’il existe une bijection f: X — Y
qui soit bicontinue (i.e. continue d’inverse continue), i.e. s’il existe une bijection qui échange leurs ouverts.

Remarque 11.37 Isomorphie : deux espaces vectoriels sont isomorphes s’il existe une application linéaire bi-
jective de 'un dans I'autre. Une telle bijection conserve les propriétés algébriques. Alors qu’un homeomorphlsme
est une bijection, non linéaire en général, qui conserve les propriétés topologiques. un

12 Exemples d’applications linéaires non continues

On rappelle qu’en dimension finie, toutes les formes linéaires sont continues : si (z,) — x, et si £ est linéaire,
alors ({(xy,)) — £(x), i.e. : si £ est linéaire alors £ est continue.
Et c’est faux en dimension infinie.

Exemple 12.1 (Une forme linéaire non continue.) Soit E = P ’ensemble des polyndomes définis sur R muni de
la norme, pour p € P :

lIpll = sup |p(z)].

z€[0,1]
On vérifie immédiatement que ||.|| est une norme sur P (en particulier, ||p|| = 0 implique que p est nul sur tout
un intervalle ouvert (non vide), et donc que p est nul sur R). Noter que (P, ||.||) n’est pas un Banach car non
complet.
Et soit :

ds:peP—pB3)eR

(masse de Dirac au point 3). Il est immédiat que d3 est une forme linéaire sur P (c’en est une sur C°(R;R)).
Mais §(z") = 3" — oo, alors que [[2"|| = 1, i.e. sup,ep ||p=1|03(p)| = o0, et donc la forme linéaire n’est
pas bornée sur la boule unité, donc n’est pas continue. un

Exemple 12.2 On considére E = (C1([0,1];R),||.||oc) (espace normé non complet) et F' = (C°([0, 1]; R), ||.||o0)
(espace normé complet), et application linéaire de dérivation :

D:feE— f cF.
Et soit f,(z) = #22%_On a f}(z) = sinnz et donc || fn||sc — 0 et ||D(fn)|| = 1. Donc D n’est pas continue.

(Par contre, si on munit C'([0,1];R) de sa norme ||f|l1 = ||f|loc + ||f'||cc qui en fait un Banach, alors

l’application linéaire D est continue : “image” || f'||c bornée par “antécédent” || f|l1 = ||flloo + |1.f]l00-) o
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Exemple 12.3 Soit Q un ouvert borné de R™. Soit E = (H*(Q) N Hy(Q), ||.||mz) (espace pré-hilbertien) et
F = (L*(9),]|-]|z2) (espace de Hilbert). Pour u € H(Q2) on note |[ullgs = ||Vul|(z2)» qui fait de Hg(Q2) un
Hilbert pour le produit scalaire associé. Et soit "application laplacien :

A:ueFE— Aueclk.

Limitons nous au cas 1-D, i.e. Q =]0, 7[C R, i.e. A = D? est I'opérateur de dérivation seconde. C’est opérateur
est linéaire.

Soit u, = 5 sinnz. On a u), = L cosnz, ot |ju,||p = [unllmz = lupllre = 1z

Et on a uj, = —sinnz, d’o ||Au,||r = |[u)]|2 = /5

D’ou u,, — 0 dans E et Au,, / 0 dans F', i.e. A n’est pas continue.
(Notez que u,, est solution du probléme aux valeurs propres v" = —n? v avec v(0) = v(7) = 0, appelé également
probléme du ressort.) s

Exemple 12.4 Soit ¢* 'ensemble des suites & = (z,,)n- € R de R telles que [|Z]| = Y o, 22 < co. Et soit
I'application linéaire A : E C ¢? — (2 définie sur les vecteurs de base &; = (0, ..., 1,0, ...) (de composantes toutes
nulles sauf la i-éme) par :

A€, = né,.
ot E (domaine de définition de A) est le sous-espace de £2 formé des suites telle que Y -, n?z2% <co. (Noter que
(E,||.]|) n’est pas complet.) Ayant ||A&, || = n alors que ||€,|| = 1, on en déduit que A n’est pas borné sur la
boule unité, donc A n’est pas continu. uh

Remarque 12.5 Dans tous les exemples v : F — F' explicites ci-dessus, pour lesquels u linéaire n’est pas
continue, (E,||.||) n’est pas complet. Ou si on préfére, le domaine de définition de u n’est pas complet. Ces
applications linéaires non continues sont également appelées opérateurs non bornés (au sens “non bornés sur la
boule unité”).

Il n’existe pas d’exemple explicite d’application linéaire continue bijective d’'un Banach dans un Banach dont
linverse est non continue (résultat di & Solovay) : il faut invoquer ’axiome du choix pour prouver ’existence
de telles applications. ==

13 Familles de semi-distances et espaces de Fréchet

On trouve trés souvent des espaces métriques caractérisés par des semi-normes ou semi-distances. Par
exemple f € C*([0,1];R) est caractérisé par ||f*)||, < oo pour tout k € N. D’ou l'intérét de caractériser
ces espaces a ’aide des semi-normes.

13.1 Famille de semi-distances et espace métrisable

Proposition 13.1 et définition. Soit E un ensemble, et soit (dy)ren+ une suite croissante de semi-distances
sur E, i.e. telle que dy, < di41 pour tout k € N*. On suppose que la famille (dy)ren+ vérifie la propriété de
séparabilité :

si Yk e N*| dip(z,y) =0 alors z=y. (13.1)
Alors d : E x E — R définie par :
=1 di(x,y)
— 13.2
; k14 dy(z,y) (13.2)

est une distance sur F, et (E,d) est un espace métrique, avec en particulier d < 1.

4

Preuve. On a Y ;2 5 = 1, d’ott d(z,y) < 1, et on déduit que d est bien & valeur dans R. Puis ¢(z) = T

est une jauge, voir exercice d’ott on déduit facilement que d est une distance. un

Définition 13.2 (F, (dy)ren+) est dit métrisable, et les propriétés de convergence ou de continuité sur
(E, (d)ken+) sont définies comme étant celles de l'espace métrique (E, d) avec d défini par ((13.2)).

Remarque 13.3 Si la famille n’est pas croissante, on peut la remplacer par une famille croissante en posant
par exemple dj, = Zle di, (ou encore dy, = max;=1... x(dg)). un

Exercice 13.4 Montrer que considérer :

=> o5 (L, di(z,y)) (13.3)
k=1
au lieu de (|13.2) donne également (E, d) métrique avec d < 1. ua
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13.2 Convergence
Lemme 13.5 Avec d donné par (13.2), on a :

Vk e N*, ¥ E : d <=+ ——= 134
€N*, V(z,y) € (@,y) < o + THdi(rg) (13.4)
et : . (z.5)
2%d(x,y
Vk € N*, V(z, E t.q. d(z,y) < — dip(z,y) < ———————, 13.5
€N, V(z,y) € E t.q. d(z,y) < 55 k(xy)_l_de(x,y) (13.5)
K di(z di (x di(z,
Preuve. On a Zk K+1 2k = 2K Ek 1 zk = 2%7 et > ey zlk 1+3k 2 Zk 12F 1+§K(j,)y) = 1+§f<<i’,)y> car la
suite (dy) est croissante et p(z) = 133
Et on a d(z,y) > %%, d’out di(z,y) < % dés que d(z,y) < . -
Proposition 13.6 Soit (F, (di)ren~) un espace métrisable. Une suite (z, )y converge vers « ssi :
Vk € N*, Ve >0, ANy € N t.q. : ¥n > Ny . on a di(z,, ) < €. (13.6)

(Quelle que soit la semi-distance dy qu’on se donne, on a ’expression mathématique usuelle de la continuité
pour la semi-distance d.)

Preuve. Par définition de la convergence, avec d(-,-) donnée par (13.2)), la suite (x, )y converge vers z ssi :
Ya >0, IM, € Nt.q. : Vn > M, on a d(z,,z) < a. (13.7)

1- Supposons 1| et soit € > 0 et k € N* donnés. Et on prend a > 0 avec a < 2% tel que ﬁkﬁ < g,
toujours possible car 1= 2k — a0 () on pose Ny = M,, et avec on déduit ((13.6).

2- Réciproquement, supposons , soit & > 0. On prend ¢ = %, kEtg & <

v[R

M, = N, et on

utilise 1) pour obtenir d(z,,, x) S % + § car ﬁ < z pour tout 2>0. D’ou 1} un
13.3 Continuité
Proposition 13.7 Soit (E, (di)ren+) un espace métrisable et soit f : E — R. On a f continue en x € E ssi :
Ve >0, 3k e N*, In > 0 t.q. : Yy € E vérifiant di(z,y) <non a |f(z) — f(y)| <e. (13.8)
Preuve. Soit f: E — R. Par définition f continue est en = dans ’espace métrique (E,d) ssi :
Vao >0, 38 > 0 t.q. : Vy € E vérifiant d(z,y) < fon a |f(x) — f(y)] < a. (13.9)

Supposons (13.8) et montrons . Soit & > 0. Prenons ¢ = « puis k et 7 vérifiant ( . Puis choisissons
k
B t.q. ,B < 3% et 132% < 7, par exemple 8 = mln(?l’“m) Alors d(z,y) < 8 1mp11que di(z,y) < n,

cf. , implique |f(z) — f(y )|<5—a
Remproquement supposons Smt € > 0. Soit a = & et soit 3 vérifiant (13.9). On a (I3.4) : on
choisit donc k et 7 tels que Qk < et . Et on a b1en di(z,y) < n implique d(z,y) < S implique

[f(2) = [y <a=e

Proposition 13.8 Soit (E, (dy)ken~) un espace métrisable, soit (F, (dy)ren~) un autre espace métrisable et soit
f+E— F.Ona f continue en x € E ssi :

Ve >0, Vj e N*, 3k € N*, I > 0 t.q. : Vy € E vérifiant di(x,y) <n on a §;(f(z), f(y)) <e. (13.10)

Preuve. Soit f: E— F. On a f continue en z ssi :

Va>0,38>0,Vye E:dz,y) < =4f(x),fly) < a. (13.11)
ou d et J sont données par ([13.2)).
Comme précédemment, on applique ((13.4) et (13.5)), d’ou ((13.10]) est équivalent & (13.11)). un
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13.4 Famille dénombrable de semi-normes, espace de Fréchet

Proposition 13.9 et définition. Soit F un espace vectoriel, et soit (px)kxen+ une suite croissante de semi-
normes sur E, i.e. telle que py < prp41 pour tout k € N*. On suppose que la famille (py)ren+ vérifie la propriété
de séparabilité :

si Vk e N*| pp(z) =0 alors x=0. (13.12)

Alors d : E x E — R défini par :
o0 1 o
d(z,y) = E 1 _mlz—y) (13.13)

est une distance sur E, d’'ou (FE,d) est un espace métrique. En particulier d < 1.

Définition 13.10 Si de plus (F,d) est complet, cf. (13.13)), Pespace métrisable (E, (pr)ren+) est appelé un
espace de Fréchet.

Les propriétés de convergence ou de continuité sur (F, (px)ren+) sont définies comme étant celles de 'espace
métrique (F,d) avec d défini par ((13.13).

Proposition 13.11 Une suite (x,,)y de E converge vers x dans E ssi pour tout k € N* on a py(x,—) —n— 00 0.

Preuve. On a pi(z, — ) = dj(z,2,), et on applique la proposition [13.6] i

13.5 Continuité des applications linéaires

Proposition 13.12 (Continuité des applications linéaires.) Soit (E, (px)ren+) un espace métrisable pour la
famille de semi-normes (py), soit (F,(q;);jen+) un autre espace métrisable pour la famille de semi-normes (g;),
et soit f : E — F une application linéaire. On a f continue en x € F ssi :

VjeN*, 3k e N*, Jejp >0, Vo € E: q;(f(x)) < ¢ji pr(). (13.14)

(Toute image est bornée par un antécédent a une constante pres.)

Preuve. On applique (13.10)) avec f linéaire. un

Exemple 13.13 Topologie de la convergence uniforme dans R. (Méme démarche dans R™.) On note B(R)
I'ensemble des fonctions f € F(R;R) qui sont bornées. On pose Ky = [k, k]; en particulier R = (J, oy K-
Et pour f € B(R) on pose pi(f) = sup,cg, |f(z)]. On considére I'espace métrisable (R, (px)n-). La métrique
associée est appelée métrique de la convergence uniforme sur les compacts ou bien plus simplement métrique
de la convergence compacte. On montre que B(R) est un espace de Fréchet. Voir proposition un
Exemple 13.14 Topologie de C*(R;R) ="°% £ (notation des distributions). Pour f € £ on pose pyn(f) =
SUD, ¢ i, SUP;<p, |£@)(z)|, ott K}, = [—k, k]. On montre que (€, (p,n)(kn)en-xn) est un espace de Fréchet.

Pour le montrer : 1- on se sert de I’exercice précédent : soit (f,)n une suite de fonctions de £. Elle converge
vers une fonction continue f. On considére la suite des dérivées (f), )y qui converge vers une fonction continue f;.
Montrons que f; = f’. On se place dans le compact K. Soit zg,z € Kj. On a f,(x) — fn(z0) = fym:zo flh(x)dx
avec (f]) qui converge uniformément vers f; dans Kj et donc f;=ag fr(x)de —n_oo f;=x0 fi(z)dz. D’ou

f@) = f(zo) = f::930 fi(x)dz, et f' = f dans K,,. Vrai pour tout n, donc f’ = f dans R. On itére le procédé. du

13.6 Famille de semi-normes, espace localement convexe séparé

On se donne un ensemble I (d’indices) quelconque (par exemple non dénombrable). On pose comme définition
les propriétés souhaitées (valides dans le cas dénombrable) :

Définition 13.15 Une famille (py); de semi-normes sur E est dite famille filtrante ssi :
Va, B € 1, Iyel tq max(pa,ps) < Py
Définition 13.16 Si cette famille filtrante vérifie la propriété de séparabilité, i.e. si :
VYael, pu(z)=0 = z=0,

alors l'espace (E, (pr)ker) est dit “espace localement convexe séparé” (elcs).
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Définition 13.17 Une suite (x,,) de F converge vers x € E ssi :

Vael, pu(z,—z)—0.

n—0

Définition 13.18 (Continuité des applications linéaires.) Soit (E, (pa)acr) un elcs, soit (F, (gg)pes) un autre
elcs, et soit f : £ — F une application linéaire. On dit que f est continue en x € F ssi :

VB eJ, Jael, Jcap >0, Vz € E: qa(f(x)) < cap palz). (13.15)

On sort alors du cadre des espaces métriques. On peut ainsi décrire la convergence simple.
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