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1 Exemples

1.1 Longueur minimale d'une ourbe dans R
2

Dans le plan on veut trouver la ourbe la plus ourte joignant les points A = (xa, ya) et B = (xb, yb).
(On veut montrer que 'est le segment de droite joignant A à B.)

Si on veut mettre e problème sous forme mathématique, il faut ommener par omprendre

l'énoné : 1- 'est quoi une ourbe ? 2- Sa longueur ? 3- Que veut dire �la plus ourte� ?

1- Une ourbe (sous forme paramétrée) est une fontion

~r : t ∈ [a, b] → ~r(t) =

(
x(t)
y(t)

)
noté

= ~x(t) ∈ R
2, (1.1)

qui à haque paramètre t (interprété par exemple omme un temps) assoie une position ~x(t). Par

exemple, un erle de rayon R entré à l'origine est donné par ~r(t) =

(
R cos t
R sin t

)
pour t ∈ [0, 2π]. Ii

à haque angle t (exprimé en radian) on assoie la position ~x orrespondant à et angle sur le erle.

L'image Γ = Im~r est également appelé une ourbe (géométrique).

Et ii ~r(a) = A et ~r(b) = B sont imposés.

2- La longueur de la ourbe paramétrée ~r est donnée par :

J(~r) =

∫ b

t=a

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt

noté

= J(Γ). (1.2)

(Appliation de Pythagore =
∫
ds =

∫ √
dx2 + dy2, voir ours de première année.) On montre im-

médiatement que J ne dépend pas du paramétrage hoisi, i.e. si ~q : u ∈ [c, d] → ~q(u) est un autre

paramétrage de Γ, on a J(~r) = J(~q) grâe à la formule de hangement de variable dans les intégrales.

D'où le nom J(Γ) pour le résultat (et J(~r) pour le alul).
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3 1. Exemples

3- Trouver la ourbe la plus ourte signi�e �minimiser J�, i.e. : parmi toutes les fontions ~r ∈ C1
,

trouver une fontion ~rm qui minimise J(~r) :

J(~rm) = min
~r∈C1([a,b]);R2)
~r(a)=A, ~r(b)=B

J(~r).

Cas partiulier : la ourbe géométrique Γ est donnée sous forme graphe d'une fontion f : x → f(x),
i.e. Γ = {(x, f(x)) pour x ∈ [xa, xb]}. Ii f(xa) = ya et f(xb) = yb sont imposés. La ourbe paramétrée

assoiée est par exemple :

~r : x ∈ [xa, ya] → ~r(x) =

(
x

f(x)

)
(1.3)

(ii on a pris t=x). Et on doit don minimiser :

J(f) =

∫ b

x=a

√
1 + f ′(x)2 dx

noté

= J(Γ), (1.4)

sur l'ensemble des fontions f ∈ C1([xa, xb];R) t.q. f(xa) = ya et f(xb) = yb sont imposés.

1.2 Brahistohrone

Dans R
2
(résolu par Bernoulli en 1696).

Connaissant un point haut A = (xa, ya) et un point bas B = (xb, yb), on herhe à onnaître la

ourbe joignant A à B telle que : si on lâhe un objet de A le long de la ourbe, l'objet arrive en un

temps minimum en B. On suppose les frottements nuls et la gravité onstante.

La solution est utilisée : ela ressemble aux rampes de skate-board ou roller, ou enore les �half-

pipes� de snowboard. Mathématiquement e sont les yloïdes. Il s'agit de le prouver.

Calul : par hoix du repère (0, x, y), on prend ya = 0 et l'axe des y est dirigé vers le bas.

Soit E = {f ∈ C1([xa, xb];R) : f(xa) = ya et f(xb) = yb imposés}. On herhe une solution

dans E.
Calulons le temps mis pour aller de A à B le long du graphe de f . En un point ~x = (x, y) =

(x, f(x)) du graphe, l'élément de longueur est ds =
√
dx2 + dy2 =

√
1 + f ′(x)2 dx. Si en e point la

vitesse est ||~v||, on a ||~v|| = ds

dt
, i.e. dt =

ds

||~v|| . D'où le temps total :

T (f) =

∫ xb

x=xa

√
1 + f ′(x)2 dx

||~v|| .

Il reste à exprimer ~v en fontion de x. La onservation de l'énergie (inétique + potentielle) nous

donne, �

1
2m||~v(x, y)||2 − mgy = onstante� en tout point (x, y) de la ourbe, et � onstante = 0 �

puisque vitesse et position initiales sont nulles. On a don ||~v(x, y)|| = √
2gy. Don :

T (f) =

∫ xb

x=xa

√
1 + f ′(x)2

2gf(x)
dx. (1.5)

Pour montrer que la fontion f réalisant le minimum de T est une yloïde, on utilisera l'équation

d'Euler�Lagrange (ou plus simplement la formule de Beltrami dans e as), f. paragraphes suivants,

exemple 2.10.

Remarque 1.1 Autre présentation : on a (trivialité) :

T (f) =

∫ T (f)

t=0

dt. (1.6)

On veut e�etuer un hangement de variable dans l'intégrale pour avoir une relation du type T (f) =∫ xb

x=xa
... dx.
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4 1. Exemples

Si L(f) est la longueur de la ourbe ~r(x) =

(
x

f(x)

)
, �graphe de f �, la relation dt =

ds

||~v|| donne :

T (f) =

∫ L(f)

s=0

ds

||~v(~r(x(s))|| .

ds est l'élément de longueur (le paramétrage en s est dit intrinsèque), et si on prend le paramétrage ar-

tésien ~r(x) =

(
x

y = f(x)

)
de la ourbe, l'élément de longueur est ds = ||~r ′(x)|| dx =

√
1 + f ′(x)2 dx.

Et don :

T (f) =

∫ xb

x=xa

√
1 + f ′(x)2 dx

||~v(x, f(x))|| .

Puis on se sert du prinipe de onservation de l'énergie.

1.3 Géodésique

On se plae ii dans R
3
. On onsidère une surfae paramétrée, pour θ ∈ [θ0, θ1] et ϕ ∈ [ϕ0, ϕ1] :

~r(θ, ϕ) =




x(θ, ϕ)
y(θ, ϕ)
z(θ, ϕ)


 ,

et notons S = Im(~r) l'ensemble des points de la surfae géométrique image de ~r.

Exemple 1.2 La sphère S entrée en

~0 de rayon R est donnée par exemple par :

~r(θ, ϕ) = R




cos θ cosϕ
sin θ cosϕ

sinϕ



 , θ ∈ [0, 2π] (longitude), ϕ ∈ [−π

2
,
π

2
] (latitude).

Soit une ourbe dessinée sur S, pour u ∈ [u0, u1] :

~z(u) = ~r(θ(u), ϕ(u)),

dessinée sur ette surfae. On s'est impliitement donné des fontions θ : u ∈ [u0, u1] → θ(u) ∈ [θ0, θ1]
et ϕ : u ∈ [u0, u1] → ϕ(u) ∈ [ϕ0, ϕ1].

Dé�nition 1.3 On se donne deux points A,B ∈ S et une ourbe sur S joignant A et B. Si ette

ourbe est de longueur minimale, elle est appelée une géodésique sur S.

Exemple 1.4 Sur la sphère préédente, si θ(u) = θ0 onstant et ϕ(u) = u pour u ∈ [−π
2 ,

π
2 ] alors

~z(u) dérit un méridien.

Intéressons-nous ii aux ourbes de la forme ϕ = ϕ(θ) (desription 1-D expliite), et don aux

ourbes, pour θ ∈ [a, b] :
~z(θ) = ~r(θ, ϕ(θ)) (1.7)

dessinées sur S. Le point de départ est A = ~r(a, ϕ(a)) et le point d'arrivée est B = ~r(b, ϕ(b)).

Exemple 1.5 Sur la sphère, on suppose don que la latitude est fontion de la longitude : on se

déplae soit vers l'est (exemple A = Angers et B = Berlin), soit vers l'ouest.

On a :

~z ′(θ) =
∂~r

∂θ
(θ, ϕ(θ)) +

∂~r

∂ϕ
(θ, ϕ(θ))ϕ′(θ) =




∂x
∂θ

+ ∂x
∂ϕ

ϕ′(θ)
∂y
∂θ

+ ∂y
∂ϕ

ϕ′(θ)
∂z
∂θ

+ ∂z
∂ϕ

ϕ′(θ)


 (θ, ϕ(θ)), (1.8)

veteur �vitesse� qui est tangent à la ourbe, et la longueur de la ourbe est donnée par :

J(~z) =

∫ θ1

θ=θ0

||~z ′(θ)|| dθ =

∫ θ1

θ=θ0

L(θ, ϕ(θ), ϕ′(θ)) dθ, (1.9)
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5 1. Exemples

où :

L(θ, ϕ(θ), ϕ′(θ)) = (||∂~r
∂θ

(θ, ϕ(θ))||2 + 2(
∂~r

∂θ
(θ, ϕ(θ)),

∂~r

∂ϕ
(θ, ϕ(θ))ϕ′(θ))R3 + || ∂~r

∂ϕ
(θ, ϕ(θ))ϕ′(θ)||2) 1

2 ,

notée abusivement :

L = (||∂~r
∂θ

||2 + 2(
∂~r

∂θ
,
∂~r

∂ϕ
ϕ′)R3 + || ∂~r

∂ϕ
ϕ′||2) 1

2 .

La géodésique est la ourbe qui minimise J (donnée par (1.9)) sur l'ensemble des fontions ~z ∈ C2

t.q. ~z(a) = A et ~z(b) = B .

On érira J(~z) = J̃(ϕ), f. (1.9), et on herhera ϕ : θ → ϕ(θ) qui minimise la valeur de l'intégrale J̃ .

1.4 Dérivée partiulaire et notations

Rappel : si g : x ∈ R → g(x) ∈ R est une fontion dérivable en x alors sa dérivée en x est notée :

dg

dx
(x) = g′(x) (

déf

= lim
h→0

g(x+ h)− g(x)

h
).

Dans le as partiulier où la variable est une variable de temps, on note g : t ∈ R → g(t) ∈ R, et on

note également :

dg

dt
(t) = g′(t)

noté

=
•

g(t). (1.10)

Rappel : soit f : (t, x1, ..., xn) ∈ [a, b] × R
n → f(t, x1, ..., xn) ∈ R une fontion C1

en (t, ~x) =
(t, x1, ..., xn). Ses dérivées partielles en (t, ~x) sont données par :





∂f

∂t
(t, x1, ..., xn) = lim

h→0

f(t+ h, x1, ..., xn)− f(t, x1, ..., xn)

h
,

∂f

∂x1
(t, x1, ..., xn) = lim

h→0

f(t, x1 + h, x2, ..., xn)− f(t, x1, x2, ..., xn)

h
,

.

.

.

Cas partiulier où tous les xi sont des fontions de t. On pose, ave ~x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) :

g(t) = f(t, x1(t), ..., xn(t))
noté

= f(t, ~x(t)).

Dé�nition 1.6 Alors on note :

(
•

g(t) =)
dg

dt
(t)

noté

=
Df

Dt
(t, ~x(t))

noté

=
Df(t, ~x(t))

Dt

noté

=
D

Dt
(f(t, ~x(t)))

noté

=
d

dt
(f(t, ~x(t))),

et la fontion

Df

Dt
: [a, b] × R

n → R ainsi dé�nie est appelée la �dérivée partiulaire� de f , ou �la

dérivée totale� de f le long de la trajetoire t → ~x(t).

Don, par dérivation de fontions omposées :

Df

Dt
(t, ~x(t)) =

∂f

∂t
(t, x1(t), ..., xn(t))

+
∂f

∂x1
(t, x1(t), ..., xn(t))

dx1

dt
(t) + ...+

∂f

∂xn

(t, x1(t), ..., xn(t))
dxn

dt
(t)

=
∂f

∂t
(t, ~x(t)) + ~∇f(t, ~x(t)) · ~v(t, ~x(t)),

où

~∇f(t, ~x(t)) =




∂f
∂x1

(t, ~x(t))

.

.

.

∂f
∂xn

(t, ~x(t))


 est le �gradient en espae�, ~v(t, ~x(t)) = d~x

dt
[t) =




dx1

dt
(t)
.

.

.

dxn

dt
(t)


 le veteur

vitesse, et � ·� le produit salaire de R
n
. Et on note (une trajetoire t → ~x(t) étant sous-entendue) :

Df

Dt
=

∂f

∂t
+ ~v · ~∇f

noté

=
∂f

∂t
+ (~v · ~∇)f

noté

=
D

Dt
f

noté

=
d

dt
f.

La notation (~v · ~∇)f ar ~v · ~∇ =déf v1
∂

∂x1
+ ...+ vn

∂
∂xn

donne (~v · ~∇)(f) = ~∇f · ~v.
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6 2. Théorème d'Euler�Lagrange dans R :

∂L
∂q

−
D
Dt

∂L
∂q̇

= 0

Remarque 1.7 Pour disposer du gradient, on a besoin du produit salaire anonique de R
n
. Si on

veut se passer de l'utilisation d'un produit salaire (et ainsi avoir une expression intrinsèque), on se

sert de la dé�nition de la di�érentielle de f en espae, e qui donne :

Df

Dt
(t, ~x(t)) =

∂f

∂t
(t, ~x) + df(t, ~x).~v(t, ~x),

où ii df(t, ~x) =déf dft(~x) est, à t �xé, la di�érentielle de ft en ~x (la di�érentielle en espae). Dans

e as le � ·� désigne la �ontration� dft(~x).~v =déf dft(~x)(~v) (notation usuelle pour les appliations

linéaires). Voir poly �Méanique : tenseurs 1ère partie, Algèbre linéaire�.

2 Théorème d'Euler�Lagrange dans R :

∂L
∂q

− D
Dt

∂L
∂q̇

= 0

2.1 Cadre

On munit C1([a, b]; Ω) de la norme ||f ||C1 = ||f ||∞ + ||f ′||∞, où ||g||∞ = supt∈[a,b] |g(t)|, grâe à
laquelle C1([a, b]; Ω) est un espae omplet.

Soit deux réels α0, α1, soit Ω =]y1, y2[ un intervalle ouvert borné non vide ontenant α0 et α1, et

on note :

E = {q ∈ C1([a, b]; Ω) : q(a) = α0, q(b) = α1}, (2.1)

l'ensemble des fontions qui sont C1
à image dans Ω dont les extrémités sont bloquées, faire un dessin.

C'est un espae a�ne d'espae vetoriel assoié noté :

E0 = {ϕ ∈ C1([a, b]; Ω) : ϕ(a) = 0, ϕ(b) = 0}. (2.2)

On munit E et E0 de la topologie de C1
(topologie induite). On note :

B0(0, h) = {ϕ ∈ E0, ||ϕ||C1 < h} = {ϕ ∈ E0, ||ϕ||C1 < h} (2.3)

la boule ouverte entre q et de rayon h dans E0, et pour q ∈ E et h > 0 :

B(q, h) = {q}+B0(0, h) = {f ∈ E : ||f − q||C1 < h} (2.4)

la boule ouverte entre q et de rayon h dans E.

Soit une fontion :

L :

{
[a, b]× R× R → R

(X,Y, Z) 7→ L(X,Y, Z),
(2.5)

qu'on supposera C2
dans la suite.

Dé�nition 2.1 Quand la fontion L est onsidérée le long de �trajetoires� t ∈ [a, b] → (X,Y, Z) =

(t, q(t),
•

q(t)), où q ∈ C1([a, b]; Ω), la fontion L est appelée un lagrangien.

2.2 L'ation

Pour L un lagrangien, on note J : E → R la fontionnelle :

J(q) =

∫ b

t=a

L(t, q(t),
•

q(t)) dt. (2.6)

Dé�nition 2.2 J(q) est appelée l'ation du lagrangien L le long du hemin q.

Exemple 2.3 La longueur de la ourbe expliite (1.3) est donnée par (1.4). Dans e as on pose

L(X,Y, Z) =
√
1 + Z2

.

Exemple 2.4 Pour la brahistohrone (1.5) on pose L(X,Y, Z) =
√

1+Z2

2gY .
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∂L
∂q

−
D
Dt

∂L
∂q̇

= 0

2.3 Théorème d'Euler�Lagrange dans R

But : minimiser J sur E :

trouver q ∈ E t.q. J(q) = min
f∈E

J(f),

où J est l'ation donnée par (2.6) et E est donné par (2.1).

Sous les hypothèses de dérivabilité usuelles, on veut don que la di�érentielle dJ(q) (ou dérivée)

de J en q soit nulle.

On rappelle que dJ(q) : E0 → R est l'appliation linéaire (quand elle existe) dé�nie sur l'espae

vetorielE0 assoié à E, f. (2.2), véri�ant (développement limité au premier ordre), pour tout ϕ ∈ E0 :

J(q + hϕ) = J(q) + h dJ(q).ϕ+ o(h) au vois de h = 0. (2.7)

Et, quand dJ(q) existe, pour ϕ ∈ E0 la quantité suivante existe :

dJ(q).ϕ = lim
h→0

J(q + hϕ)− J(q)

h
, (2.8)

et est appelée la dérivée de J en q dans la diretion ϕ.
E étant ouvert, une ondition néessaire pour que J soit minimum en q ∈ E est la ondition

d'Euler : les dérivées diretionnelles dJ(q).ϕ soient nulles pour toute fontion ϕ ∈ E0 (variations

nulles au voisinage de q).

Théorème 2.5 On suppose L ∈ C1(R3;R) telle que ses dérivées

∂L
∂Y

et

∂L
∂Z

sont bornées. Pour que

J ait un minimum en q ∈ E, il est néessaire d'avoir :

∫ b

a

∂L

∂Y
(t, q(t),

•

q(t)) ϕ(t) +
∂L

∂Z
(t, q(t),

•

q(t))
•

ϕ(t) dt = 0. (2.9)

Si de plus L ∈ C2(R3;R) et si q réalisant un minimum est C2
, alors, pour tout t (don en tout point

de la ourbe q) :

∂L

∂Y
− D ∂L

∂Z

Dt
= 0, (2.10)

soit

∂L
∂Y

= ∂2L
∂X∂Z

+ ∂2L
∂Y ∂Z

•

q + ∂2L
∂2Z

••

q . Appelée équation d'Euler. Notation abusive usuelle :

∂L

∂q
− D

Dt

(∂L
∂

•

q

)
= 0, (2.11)

soit

∂L
∂Y

= ∂2L

∂t∂
•

q
+ ∂2L

∂q∂
•

q

•

q + ∂2L

∂2•

q

••

q .

Preuve. Montrons que (2.10) est une ondition néessaire. Soit q ∈ E et ϕ ∈ E0 �xés. Soit :

F (h) = J(q + hϕ) =

∫ b

t=a

L(t, (q + hϕ)(t), (q + hϕ)′(t)) dt, (2.12)

intégrale qui dépend du paramètre h. On a dJ(q).ϕ = limh→0
F (h)−F (0)

h
= F ′(0), dérivée de F en 0,

f. (2.8). La question est : peut-on dérivée sous le signe

∫ b

a
? Si oui on a :

F ′(h) =

∫ b

t=a

d

dh
(L(t, (q+hϕ)(t), (q+hϕ)′(t))) dt

=

∫ b

t=a

∂L

∂Y
(t, (q+hϕ)(t), (q+hϕ)′(t))ϕ(t) +

∂L

∂Z
(t, (q+hϕ)(t), (q+hϕ)′(t))ϕ′(t) dt,

(2.13)

et la ondition d'Euler F ′(0) = dJ(q).ϕ = 0 donne (2.9).

Pour pouvoir dériver sous le signe

∫ b

a
, véri�ons les hypothèses du théorème de onvergene dominée

de Lebesgue. Soit g(h, t) = L(t, (q + hϕ)(t), (q + hϕ)′(t)) l'intégrant dans F (h), f. (2.12). On a :

|∂g
∂h

(h, t)| = | ∂L
∂Y

(t, (q+hϕ)(t), (q+hϕ)′(t))ϕ(t) +
∂L

∂Z
(t, (q+hϕ)(t), (q+hϕ)′(t))ϕ′(t) dt|

≤ || ∂L
∂Y

||∞||ϕ||∞ + ||∂L
∂Z

||∞||ϕ′||∞ noté

= C,

(2.14)

ar L est C1
de dérivées bornées et ϕ est C1

sur [a, b]. Et l'inégalité est vraie pour tout h ∈]− h0, h0[,
où h0 > 0 est t.q. h0ϕ ∈ E0. Comme C est une fontion onstante, elle est L1

-intégrable sur [a, b], et le
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théorème est véri�é : F est dérivable dans ]− h0, h0[ et on peut dériver sous

∫
, d'où (2.13), d'où (2.9)

en prenant h = 0.
Supposant de plus L et ϕ C2

, par intégration par parties on a :

∫ b

a

∂L

∂Z
(t, q(t),

•

q(t))
•

ϕ(t) dt = −
∫ b

a

D

Dt

( ∂L
∂Z

(t, q(t),
•

q(t))
)
ϕ(t) dt+ [

∂L

∂Z
(t, q(t),

•

q(t))ϕ(t)]ba,

où le terme de bord est nul puisque ϕ(a) = ϕ(b) = 0. Don pour que q réalise un minimum il faut :

∫ b

a

(
∂L

∂Y
(t, q(t),

•

q(t)) − D

Dt

(∂L
∂Z

(t, q(t),
•

q(t))
))

ϕ(t) dt = 0, (2.15)

e pour toute fontion ϕ ∈ E0

⋂
C2

. Comme C2
est dense dans C0

, que

(
...
)
est L1([a, b]) ar C0

, et

que � si

∫ b

a

(
...
)
(t)ϕ(t) dt = 0 pour tout ϕ ∈ C0

alors

(
...
)
= 0 �, on déduit que

(
...
)
= 0, i.e. (2.10).

Remarque 2.6 Preuve de (2.10) �à la physiien� : quand on bouge un peu la ourbe q, on a la ourbe

q = δq, et l'intégrale J(q) devient J(q) + δJ où :

δJ = δ

∫
L(t, q,

•

q) dt =

∫
(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂
•

q
δ

•

q) dt, (2.16)

puis δ
•

q = δ dq
dt

= d
dt
δq, d'où (2.9)... Puis intégration par partie omme préédemment.

Exemple 2.7 Longueur d'une ourbe en 2-D, f. (1.4) : on a L(X,Y, Z) =
√
1 + Z2 = (1 + Z2)

1
2
,

ave don

∂L
∂X

(X,Y, Z) = ∂L
∂Y

(X,Y, Z) = 0, ave ∂L
∂Z

(X,Y, Z) = Z(1 +Z2)−
1
2
, et don

∂2L
∂Z2 (X,Y, Z) =

(1 + Z2)−
3
2
. Et l'équation d'Euler est :

0− 0− 0− f ′′(x) (1 + f ′(x)2)−
3
2 = 0,

dont la solutiont f =noté q véri�e q′′(x) = 0. Don q(x) = c1x + c0 où les ci sont alulées à l'aide

des onditions aux limites q(a) et q(b) données : la ourbe de longueur minimale est un segment de

droite.

2.4 Cas

∂L

∂t
= 0 : formule de Beltrami

Cas L(X,Y, Z) = L(Y, Z), i.e. as ∂L
∂X

=noté

∂L
∂t

= 0. Ii (2.10) devient : trouver q t.q. :

∂L

∂q
− •

q
∂2L

∂q∂
•

q
− ••

q
∂2L

∂
•

q
2 = 0. (2.17)

Puis on remarque que, si z : t → z(t) est la fontion dé�nie par :

z(t) = L(q(t),
•

q(t)) − •

q(t)
∂L

∂
•

q
(q(t),

•

q(t)), (2.18)

on a par dérivation de fontions omposées (notations abrégées) :

ż =
∂L

∂q

•

q +
∂L

∂
•

q

••

q − ••

q
∂L

∂
•

q
− •

q
∂2L

∂q∂
•

q

•

q − •

q
∂2L

∂
•

q
2

••

q

= (
∂L

∂q
− ∂2L

∂q∂
•

q

•

q − ∂2L

∂
•

q
2

••

q )
•

q.

(2.19)

Don (2.17) s'érit ż = 0. Don, f. (2.18), il existe une onstante k telle z(t) = k pour tout t, i.e. telle

que L(q(t),
•

q(t)) − •

q(t) ∂L

∂
•

q
(q(t),

•

q(t)) = k, i.e. :

L− •

q
∂L

∂
•

q
= k, (2.20)

dite équation de Beltrami.
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Exemple 2.8 En 2-D, et longueur de la ourbe expliite donnée par (1.4) : on a L(X,Y, Z) =√
1 + Z2 = (1 + Z2)

1
2
, ave don

∂L
∂Z

(X,Y, Z) = Z(1 + Z2)−
1
2
, et (2.20) donne : il existe k ∈ R

t.q. :

(1 + f ′(x)2)
1
2 − f ′(x)f ′(x)(1 + f ′(x)2)−

1
2 = k,

don

1 + f ′(x)2 − f ′(x)2 = k(1 + f ′(x)2)
1
2 ,

don f ′(x) = ( 1
k
− 1)

1
2 =noté a onstante. Don néessairement f(x) = c1x+ c0. Et une telle fontion

onvient.

2.5 Equations de Lagrange inhangées par ajout d'une dérivée totale

Proposition 2.9 On suppose L C2
. Soit de plus une fontion C2

:

f :

{
R

2 → R

(X,Y ) 7→ f(X,Y ).
(2.21)

Alors l'équation (2.10) est inhangée si on ajoute

Df(t,q(t))
Dt

à L.

(Par un hoix judiieux de f , la fontionnelle L+ Df
Dt

peut être plus simple que L, et on obtiendra

la même ourbe q réalisant un minimum de J .)

Preuve. Soit L̃ dé�nie par :

L̃(X,Y, Z) = L(X,Y, Z) +
∂f

∂X
(X,Y ) +

∂f

∂Y
(X,Y )Z. (2.22)

Don :

∂L̃

∂Y
=

∂L

∂Y
+

∂2f

∂Y ∂X
+

∂2f

∂Y 2
Z. et

∂L̃

∂Z
=

∂L

∂Z
+

∂f

∂Y
,

et :

∂2L̃

∂X∂Z
=

∂2L

∂X∂Z
+

∂2f

∂X∂Y
,

∂2L̃

∂Y ∂Z
=

∂2L

∂Y ∂Z
+

∂2f

∂Y 2
,

∂2L̃

∂Z2
=

∂2L

∂Z2
.

Notons :

J̃(q) =

∫ b

t=a

L̃(t, q(t), q̇(t)) dt, (2.23)

l'ation de L̃ le long de q. L'extremum de L̃ est donné par les q t.q. pour tout t, f. (2.10) :

0 =
∂L̃

∂Y
− ∂2L̃

∂X∂Z
− •

q
∂2L̃

∂Y ∂Z
− ••

q
∂2L̃

∂2Z
, (2.24)

soit :

0 = (
∂L

∂Y
+

∂2f

∂X∂Y
+

∂2f

∂Y 2

•

q)− ∂2L

∂X∂Z
− ∂2f

∂X∂Y
− q̇

∂2L

∂Y ∂Z
− q̇

∂2f

∂Y 2
− ••

q
∂2L

∂Z2

=
∂L

∂Y
− ∂2L

∂X∂Z
− •

q
∂2L

∂Y ∂Z
− ••

q
∂2L

∂Z2
,

(2.25)

les termes en f s'annulant. Don un extremum de L̃ est un extremum de L et réiproquement.

2.6 Exemple de la brahistohrone

Exemple 2.10 Brahistohrone. Ii L(X,Y, Z) = 1√
2g

(1+Z2)
1
2

Y
1
2

= L(Y, Z) ne dépend pas de X . Don

une ourbe q =noté f qui réalise le minimum herhé véri�e l'équation (2.20) de Beltrami.
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On a :

∂L

∂Z
(Y, Z) =

1√
2g

Z

(1 + Z2)
1
2Y

1
2

,

et don il existe une onstante k ∈ R telle que, f (2.20), ave Y = f et Z = f ′
:

(1 + Z2)
1
2

Y
1
2

− Z
Z

(1 + Z2)
1
2Y

1
2

=
√
2g k.

On a don :

1 =
√
2g k Y

1
2 (1 + Z2)

1
2 ,

soit, en posant c =
1

2gk2
:

f(1 + f ′2) = c, (2.26)

dont la solution est une yloïde pour une roue de rayon R = c
2 :

Rappel. L'équation paramétrique usuelle de la yloïde (au signe de y près, ii roue de rayon R
qui roule �sous le plafond� et �vers la droite� sans glisser) est, pour θ ∈ [0, 2π] :

~r(θ) =

(
x(θ)
y(θ)

)
=

(
R(θ − sin θ)
R(1− cos θ)

)
.

On a x′(θ) = R(1− cos θ) qui est stritement positif pour θ ∈]0, 2π[. Don x : θ → x(θ) est inversible
sur ]0, 2π[, d'inverse noté θ : x → θ(x). D'où f(x) = y(θ(x)) = (y ◦ θ)(x) est dérivable de dérivée

f ′(x) = y′(θ(x))θ′(x), ave y′(θ) = R sin θ et ave θ′(x) = 1
x′(θ) = 1

R(1−cos θ) quand θ = θ(x). Don

f ′(x) = sin θ
1−cos θ quand θ = θ(x). Ave cos θ = cos(2 θ

2 ) = 1− 2 sin2 θ
2 et ave sin θ = 2 cos θ

2 sin
θ
2 . Don

f ′(x) =
cos θ

2

sin θ
2

. D'où 1 + f ′(x)2 = 1
sin2 θ

2

. D'où f(x)(1 + f ′(x)2) = R(1−cos θ)

sin2 θ
2

= 2R. Don la solution est

bien la yloïde dérite, f. (2.26).

3 Théorème d'Euler�Lagrange dans R
n
:

∂L
∂q − D

Dt
∂L
∂q̇ = 0

3.1 Introdution

On s'intéresse aux fontions à valeurs vetorielles :

E = {q : t ∈ [a, b] → q(t) =




q1(t)
.

.

.

qn(t)


 ∈ R

n, q(a) et q(b) �xés, q ∈ C2}. (3.1)

La dérivée est notée

dq
dt
(t) = q̇(t), et la dérivée seonde

d2q

dt2
(t) = q̈(t).

Soit :

L :

{
R× R

n × R
n → R

(t, ~y, ~z) 7→ L(t, ~y, ~z)
(3.2)

une fontion C2
, et soit :

J(q) =

∫ b

t=a

L(t,q(t), q̇(t)) dt (3.3)

une fontionnelle à minimiser sur l'ensemble des fontions q ∈ E.

Exemple 3.1 Dans R
2
. En artésien on prend q = (x, y) = ~x ∈ R

2
. Et q(t) = (x(t), y(t)) donne la

position à l'instant t. Et q̇(t) et q̈(t) donne les vitesses et aélération au point q(t) à l'instant t (le
long de la trajetoire t → q(t)).
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Exemple 3.2 On prend :

q =

(
r
θ

)
noté

= (r, θ) ∈ R
∗
+ × R

(paramétrage en polaire), la position géométrique étant donnée par

~x = ~ϕ(q) = ~ϕ(r, θ) =

(
r cos θ
r sin θ

)
.

Et la onnaissane de :

q(t) =

(
r(t)
θ(t)

)

permet de déduire la position ~x(t) = ~ϕ(q(t)) à l'instant t, à savoir :

~x(t) =

(
r(t) cos θ(t)
r(t) sin θ(t)

)
= ~ϕ(r(t), θ(t)),

soit enore ~x(t) = (~ϕ◦q)(t). Don la vitesse véri�e ~x ′(t) = d~ϕ(q(t)).q̇(t). Et, par exemple, la longueur

de la ourbe ~r, f. (1.1) est donnée par (1.2) à savoir :

∫ b

t=a

||~x ′(t)|| dt =
∫ b

t=a

||d~ϕ(q(t)).q̇(t)|| dt =
∫ b

t=a

L(q(t), q̇(t)) dt
noté

= J(q),

où on a posé L(q, q̇) =déf ||d~ϕ(q).q̇||, ou enore ave les notations (3.2) L(t, ~y, ~z) = ||d~ϕ(~y).~z|| =
norme de la di�érentielle de ~ϕ en ~y dans la diretion ~z. Ii L est indépendante de t et on note

L(t, ~y, ~z) = L(~y, ~z).

3.2 Théorème d'Euler�Lagrange dans R
n

Soit E l'espae dé�ni en (3.1).

Théorème 3.3 Une fontion q ∈ E qui réalise le minimum de J véri�e :

∂L

∂yi
(t,q(t), q̇(t))− D

Dt

( ∂L
∂zi

(t,q(t), q̇(t))
)
= 0, ∀i = 1, ..., n, (3.4)

système de n équations aux n inonnues les n fontions qi omposantes de q. Ce qui est noté :

∂L

∂yi
− D

Dt

∂L

∂zi
= 0, ∀i = 1, ..., n. (3.5)

Soit ave les notations de la méanique : pour tout i = 1, ..., n (les n équations) :

∂L

∂qi
− D

Dt

( ∂L
∂

•

qi

)
= 0, ∀i = 1, ..., n, (3.6)

dites équations d'Euler.

Preuve. Reprendre la démonstration du théorème 2.5.

Remarque 3.4 Le système des n équations (3.5) peut s'érire :

∂L

∂~y
− D

Dt

(∂L
∂~z

)
= 0, i.e.

∂L

∂q
− D

Dt

(∂L
∂q̇

)
= 0. (3.7)

Exemple 3.5 On reprend l'exemple 1.1, équation (1.2). Ii ~y = (x, y) et ~z = (x′, y′).
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Ii L(t, ~y, ~z) = ||~z|| =
√
z21 + z22 , et don

∂L
∂t

= ∂L
∂yi

= 0, et ∂L
∂zi

(t, ~y, ~z) = zi
||~z|| , pour i = 1, 2. Don :

∂L

∂zi
(t, ~r(t), ~r ′(t)) =

x′
i(t)

(x′
1(t)

2 + x′
2(t)

2)
1
2

,

pour i = 1, 2, et, ave :

d

dt
((x′

1(t)
2 + x′

2(t)
2)

1
2 ) =

1

2
((x′

1(t)
2 + x′

2(t)
2)−

1
2 (2x′

1(t)x
′′
1 (t) + 2x′

2(t)x
′′
2 (t),

on obtient :

d

dt

( ∂L
∂zi

(t, ~r(t), ~r ′(t))
)
=

x′′
i (t)||~r ′(t)|| − x′

i(t)
x′

1(t)x
′′

1 (t)+x′

2(t)x
′′

2 (t)
||~r ′(t)||

||~r ′(t)||2

=
x′′
i (t)(x

′
1(t)

2 + x′
2(t)

2)− x′
i(t)(x

′
1(t)x

′′
1 (t) + x′

2(t)x
′′
2 (t))

||~r ′(t)||3 .

Et le système (3.7) donne, pour tout t :
{

x′′
1(t)x

′
2(t)− x′

1(t)x
′′
2 (t) = 0,

x′′
2(t)x

′
1(t)− x′

2(t)x
′′
1 (t) = 0,

deux fois la même équation, soit, pour tout t :

x′′
1

x′
1

(t) =
x′′
2

x′
2

(t),

d'où log(αx′
1) = log(βx′

2) pour α, β réels qq, d'où αx′
1 = βx′

2, d'où αx1 = βx2 + b, équation d'une

droite.

Exerie 3.6 Reprendre l'exemple 1.1, équation (1.2), mais ette fois i en oordonnées polaires.

Réponse. ~x(r, θ) =

(

x(r, θ)
y(r, θ)

)

=

(

r cos θ
r sin θ

)

, et ave pour une ourbe, r = r(t) et θ = θ(t). La ourbe herhée

est don de type ~g(t) = ~x(r(t), θ(t)), ave (notations abusives pour alléger l'ériture) ~g ′(t) = ∂~x
∂r

(r, θ) dr
dt
(t) +

∂~x
∂θ

(r, θ) dθ
dt
(t) =

(

cos θ
sin θ

)

r′ +

(

−r sin θ
r cos θ

)

θ′ =

(

r′ cos θ − rθ′ sin θ
r′ sin θ + rθ′ sin θ

)

, et don ||~g ′(t)||2 = r′(t)2 + r2(t)θ′(t)2.

Don :

Jp(~x) =

∫ β

t=α

√

r′(t)2 + r2(t)θ′(t)2 dt. (3.8)

Don ii on pose q = (r, θ) = (y1, y2) = ~y, don q̇ = (r′, θ′) = (z1, z2) = ~z, et :

L(t, ~y, ~z) = (z21 + y
2
1z

2
2)

1
2 (= (r′2 + r

2
θ
′2)

1
2 ).

On a :

∂L

∂y1
=

y1z
2
2

L
=

rθ′2

L
,

∂L

∂y2
= 0,

∂L

∂z1
=

z1

L
=

r′

L
,

∂L

∂z2
=

y2
1z2

L
=

r2θ′

L
. (3.9)

D'où :

dL

dt
=

∂L

∂~y
q̇+

∂L

∂~z
q̈ =

rθ′2r′

L
+

r′r′′

L
+

r2θ′θ′′

L
=

rr′θ′2 + r′r′′ + r2θ′θ′′

L
,

d'où :

d

dt
(
∂L

∂z1
) =

r′′L− r′ rr
′θ′2+r′r′′+r2θ′θ′′

L

L2
=

r′′(r′2 + r2θ′2)− rr′2θ′2 − r′2r′′ − r2r′θ′θ′′

L3

=
r(rr′′θ′2 − r′2θ′2 − rr′θ′θ′′)

L3
.

et :

d

dt
(
∂L

∂z2
) =

(2rr′θ′ + r2θ′′)L− r2θ′ rr
′θ′2+r′r′′+r2θ′θ′′

L

L2

=
(2rr′θ′ + r2θ′′)(r′2 + r2θ′2)− r2θ′(rr′θ′2 + r′r′′ + r2θ′θ′′)

L3

=
2rr′3θ′ + 2r3r′θ′3 + r2r′2θ′′ + r4θ′′θ′2 − r3r′θ′3 − r2r′r′′θ′ − r4θ′2θ′′

L3

=
rr′(2r′2θ′ + r2θ′3 + rr′θ′′ − rr′′θ′

L3

Les équations d'Euler donnent deux fois la même équation :

2r′2θ′ − rr
′′

θ
′ + r

2
θ
′3 + rr

′

θ
′′ = 0, (3.10)

pas immédiate à résoudre... à moins de revenir en artésien : on sait que la solution est une droite, et don

(3.10) donne une équation di�érentielle satisfaite par les droites en oordonnées polaires.
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13 4. Rappels de méanique lassique

4 Rappels de méanique lassique

En route vers l'hamiltonien.

4.1 Prinipe fondamental

On onsidère des partiules. Soit ~x(t) la position d'une partiule à l'instant t. La fontion t → ~x(t)
désignera la trajetoire d'une partiule. Soit ~v(t, ~x) la vitesse (eulérienne) de la partiule qui se trouve
en ~x = ~x(t) à l'instant t, i.e. :

~v(t, ~x(t))
déf

=
d~x

dt
(t). (4.1)

Si ~v est indépendante de t, i.e. ∂~v
∂t
(t, ~x) = 0 pour tout t, on dit que le mouvement est stationnaire.

Dans e as, toutes les partiules qui passent par un point ~y sont animées de la même vitesse en ~y,

ar si ~y = ~x(t) et ~y = ~̃x(t̃), alors d~x
dt
(t) = ~v(~x(t)) = ~v(~y) = ~v(~̃x(t̃)) = d~̃x

dt
(t̃) (as stationnaire).

Et l'aélération (eulérienne) de la partiule qui se trouve en ~x = ~x(t) à l'instant t est par dé�nition :

~γ(t, ~x(t))
déf

=
d2~x

dt2
(t) (=

D~v(t, ~x(t))

Dt
). (4.2)

Prinipe fondamental de la méanique (équations de Newton). Soit

~f un �hamp de fores�

(un hamp de veteurs). Pour une partiule de masse m onstante soumise à l'instant t au point ~x à

la fore

~f(t, ~x) on a :

~f = m~γ, (4.3)

au sens, quand à t la partiule se trouve en ~x(t), son aélération véri�e :

~f(t, ~x(t)) = m~γ(t, ~x(t)) (= m
d2~x

dt2
(t)).

(Exemple ave

~f le hamp de �pesanteur�.)

C'est une équation di�érentielle du seond ordre dans R
n
en l'inonnue la fontion t → ~x(t),

�trajetoire de la partiule soumise à une fore

~f �. Autrement dit, 'est le système di�érentiel :

m
d2xi

dt2
(t) = fi(t, x1(t), ..., xn(t)), i = 1, .., n. (4.4)

Sa résolution néessite deux onstantes d'intégration dans R
n
données en générale par les onditions

initiales ~x(t0) et
d~x
dt
(t0) = ~v(t0, ~x(t0)) (position et vitesse initiales : 2n onstantes salaires).

4.2 Énergie inétique

On se plae dans un espae vetoriel muni d'un produit salaire. On prend pour simpli�er R
n
muni

de son produit salaire eulidien (·, ·)Rn
et de sa norme eulidienne assoiée ||.||Rn

.

Dé�nition 4.1 Pour une partiule de masse m en ~x à l'instant t, de vitesse (eulérienne) ~v(t, ~x), et
de vitesse salaire v = ||~v||Rn

, l'énergie inétique Ec est dé�nie par :

Ec(~v) =
1

2
mv2. (4.5)

Notation omplète : Ec(t, ~x,~v) =
déf

1
2mv2 =noté Ec(~v) qui a un sens pour ~v veteur à t en ~x (i.e. pour

~v un hamp de veteurs instationnaire).

Proposition 4.2 et dé�nition. On a :

m~v = ~∇Ec(~v), (4.6)

et m~v =noté p est appelé quantité de mouvement.

Preuve. On a, pour ~w ∈ R
n
et h > 0 :

||~v + h~w||2
Rn = ||~v||2

Rn + 2h(~v, ~w)Rn + h2||~w||2 = v2 + 2h(~v, ~w)Rn + o(h),

d'où :

Ec(~v + h~w) = Ec(~v) + h (m~v, ~w)Rn + o(h).

Et le développement limité de E au premier ordre donne, au voisinage de h = 0 :

Ec(~v + h~w) = Ec(~v) + h (~∇Ec(~v), ~w)Rn + o(h),

vrai pour tout ~w, d'où (4.6).
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14 4. Rappels de méanique lassique

Prinipe fondamental de la méanique généralisé. Soit

~f un hamp de veteurs (�un hamp de

fores�). Une partiule de masse m (non néessairement onstante) soumise à l'instant t au point ~x à

la fore

~f(t, ~x) on a :

~f =
dp

dt
. (4.7)

4.3 Énergie potentielle

Dé�nition 4.3 Soit un ouvert Ω dans R
n
(un ensemble de partiules). S'il existe une fontion Ep ∈

C1(Ω;R) telle que la fore sur toute partiule à la position ~x est indépendante du temps et est donnée

par :

~f(~x) = −~∇Ep(~x) = −




∂Ep

∂x1
(~x)

.

.

.

∂Ep

∂xn
(~x)


 , (4.8)

alors la fontion Ep est appelée énergie potentielle. (Il est immédiat que si Ep existe alors Ep est

dé�nie à une onstante près.)

Don

~f dérive du potentiel Ep ssi

~f est le gradient du potentiel Ep.

Remarque 4.4 Généralement

~f est une fontion (t, ~x) → f(t, ~x). Don si elle dérive d'un potentiel

on a

∂ ~f
∂t

= 0, et on note

~f : ~x → ~f(~x).

Exemple 4.5 Osillateur harmonique 1-D : Ep(x) = 1
2kx

2
à une onstante près (potentiel dû au

ressort).

Exemple 4.6 Pesanteur �onstante� : on a Ep(z) = −gz à une onstante près, z étant l'altitude.

4.4 Système onservatif

Dé�nition 4.7 Un ensemble de partiules onstituant un ouvert dans R
n
est dit onservatif ssi il

existe une fontion potentielle Ep.

Proposition 4.8 Pour un système onservatif, le prinipe fondamental (4.3) s'énone également :

D

Dt

∂Ec

∂~v
+

∂Ep

∂~x
= 0, (4.9)

autre ériture de

D
Dt

(m~v) = −~∇Ep = ~f .

Preuve. On a

∂Ec

∂~v
= m~v et

∂Ep

∂~x
= −f : on a bien (4.7).

Exemple 4.9 Osillateur harmonique 1-D : on a E′
c(v) = mv et E′

p(x) = kx, et on retrouve l'équation
du ressort mx′′ + kx = 0.

4.5 Énergie totale

Dé�nition 4.10 Dans le as d'un système onservatif, pour une partiule de massem en ~x à l'instant t
animée de la vitesse (eulérienne) ~v(t, ~x), l'énergie totale est la fontion E dé�nie par :

E(~x,~v) = Ep(~x) + Ec(~v), (4.10)

et on note :

E = Ep + Ec. (4.11)

(L'énergie totale est onsidérée en les (~x,~v) = (~x,~v(t, ~x)), sinon on ne peut pas onsidérer Ec.)

Notation omplète de (4.10) :

E(~x(t), ~v(t, ~x(t))) = Ep(~x(t)) + Ec(~v(t, ~x(t))). (4.12)

Exemple 4.11 Osillateur harmonique 1-D : on a E = 1
2mv2 + 1

2kx
2
.
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15 4. Rappels de méanique lassique

Proposition 4.12 Pour un système onservatif, l'énergie totale se onserve au ours du mouvement,

i.e. le long de sa trajetoire, l'énergie totale E d'une partiule est onstante :

dE

dt
= 0. (4.13)

Preuve. Soit g(t) = E(~x(t), ~v(t, ~x(t))) = Ec(~v(t, ~x(t))) +Ep(~x(t)). On a, ave les notations allégées :

dE

dt

déf

=
dg

dt
=

∂Ec

∂~v

d~v

dt
+

∂Ep

∂~x
.
d~x

dt
= m~v.~γ − ~f.~v = (m~γ − ~f).~v = 0.

Remarque 4.13 (4.11) suggère que �les bonnes dé�nitions� de E, Ec et Ep sont données par : e

sont les fontions dé�nies sur le �bré tangent, i.e. l'ensemble des hamps des veteurs ~̃v dé�nis par

~̃v(~x) = (~x,~v(~x)) où ~v : Rn → R
n
est une fontion C∞

, dé�nies par :

Ec(~̃v(~x)) = Ec(~v(~x)), où don

∂Ec

∂~x
= 0,

Ep(~̃v(~x)) = Ec(~x), où don

∂Ep

∂~v
= 0, et

E(~̃v(~x)) = Ec(~̃v(~x)) + Ep(~̃v(~x)).
C'est la dé�nition donnée dans un ours de géométrie di�érentielle.

4.6 Travail et fore dérivant d'un potentiel

Proposition 4.14 Soit Ω ⊂ R
n
un ouvert onnexe.

La fore (supposée ontinue) dérive d'un potentiel Ep : Ω → R (supposé C1
) ssi, pour tous points

~x1, ~x2 ∈ Ω et toute ourbe Γ dans Ω joignant ~x1 à ~x2, le travail :

T (~f,Γ)
déf

=

∫

Γ

~f.d~r (4.14)

ne dépend que des extrémités ~x1 et ~x2 de Γ. Et dans e as :

T (~f,Γ) = Ep(~x1)− Ep(~x2). (4.15)

Preuve. Soit ~r : t ∈ [a, b] → ~r(t) une ourbe régulière ave ~r(a) = ~x1 et ~r(b) = ~x2 t.q. Γ = Im~r.
Don :

T (~f,Γ) =

∫ b

t=a

~f(~r(t)).~r ′(t) dt (4.16)

1- Si

~f dérive d'un potentiel Ep alors t → ~f(~r(t)).~r ′(t) = −~∇Ep(~r(t)).~r
′(t) est la dérivée de

t → −(Ep ◦ ~r)(t), et don T (~f,Γ) = −
∫ b

t=a
(Ep ◦ ~r)′(t) dt = −[(Ep ◦ ~r)(t)]ba, d'où (4.15).

2- Réiproque. Soit ~x1, ~x ∈ Ω �xés, soit Γ~x une ourbe dans Ω joignant ~x1 et ~x, et soit ~r : t ∈
[a, b] → ~r(t) un paramétrage de Γ~x.

On dé�nit la fontion Ep : Ω → R par Ep(~x) = −T (~f,Γ~x), e qui dé�nit entièrement Ep ar T ne

dépend pas du hemin.

Comme Ω est ouvert et ~x ∈ Ω, il existe h~x > 0 t.q. la boule B(~x, h~x) de entre ~x et de rayon h~x

est entièrement dans Ω. Soit ~y ∈ B(~x, h~x), notons ~u = ~y−~x, et notons :

[~x, ~y] = {~r(t) = ~x+ t~u t.q. t ∈ [0, 1]} (4.17)

le segment de droite joignant ~x à ~y, paramétré par ~r : t ∈ [0, 1] → ~r(t) = ~x+t~u, ave don d~r(t) = ~u dt.
Le travail étant indépendant du hemin, on a

∫
Γ~x∪[~x,~x+~u]

=
∫
Γ~x

+
∫
[~x,~x+~u]

(relation de Chasles),

soit : ∫

[~x,~x+~u]

~f.d~r =

∫

Γ~x∪[~x,~x+~u]

~f.d~r −
∫

Γ~x

~f.d~r = −Ep(~x+ ~u) + Ep(~x).

Ave : ∫

[~x,~x+~u]

~f.d~r =

∫ 1

t=0

~f(~x+ t~u).~u dt = (~f(~x) + o(1)).~u = ~f(~x).~u + o(~u),

d'où :

~f(~x).~u+ o(~u) = −Ep(~x+ ~u) + Ep(~x),

i.e. Ep(~y) = Ep(~x)− ~f(~x).(~y−~x) + o(~y−~x). D'où Ep est di�érentiable en ~x ave

~∇Ep(~x) = −~f(~x).
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16 5. Prinipe de moindre ation d'Hamilton

5 Prinipe de moindre ation d'Hamilton

5.1 Prinipe fondamental vs équations d'Euler�Lagrange

Plaçons-nous en oordonnées artésiennes dans R
n
.

Pour un système onservatif on a (4.9) :

d

dt

∂Ec

∂~v
+

∂Ep

∂~x
= 0. (5.1)

Dé�nissons don la fontion L par :

L = Ec − Ep, (5.2)

la di�érene entre les énergies inétiques et potentielles, i.e. L : Rn × R
n → R dé�nie par :

L(~y, ~z) = Ec(~z)− Ep(~y). (5.3)

Et les équations de Euler�Lagrange (3.7) se lisent :

d

dt

∂L

∂~v
− ∂L

∂~x
= 0. (5.4)

En omparaison ave (5.1), il y a �juste� le signe qui hange...

5.2 Prinipe de moindre ation de Hamilton en artésien

Théorème 5.1 On suppose le système onservatif, et on pose L = Ec − Ep omme en (5.3).

Une solution du prinipe fondamental (4.3) véri�e les équations d'Euler�Lagrange (5.4).

Et don une trajetoire ~x : t ∈ [a, b] → ~x(t) qui est solution du prinipe fondamental est également

un extrémum de la fontionnelle :

J(~x) =

∫ b

t=a

L(~x(t), ~x ′(t)) dt (
noté

=

∫ b

t=a

Ldt). (5.5)

Preuve. Euler�Lagrange (3.7), à savoir

∂L
∂~y

− d
dt
(∂L
∂~z

) = 0, ave (5.3) donne −~∇Ep(~y)− d
dt
(~∇Ec) = 0.

Ce qui est une autre expression du prinipe fondamental

~f − d
dt
(m~v) = ~0 dans le as des systèmes

onservatifs, f. proposition 4.8.

Dé�nition 5.2 Une oordonnée yi telle que

∂L
∂yi

= 0 (i.e. L ne dépend pas de yi), quand ~y =

(y1, ..., yn), est appelée une oordonnée ylique.

Corollaire 5.3 Si yi est une oordonnée ylique (ii en artésien si Ep ne dépend pas de yi), on a

pour i = 1, ..., n :

Dmvi
Dt

= 0, i.e. mvi = onstante sur la trajetoire. (5.6)

5.3 Cadre de la dynamique des systèmes onservatifs usuels

Exemple des oordonnées polaires : pour ~r(r, θ) =

(
r cos θ
r sin θ

)
, le long d'une trajetoire t →

~r(r(t), θ(t)) la vitesse est donnée par ||~v|| = (r′2 + r2θ′2)
1
2
qui est une fontion non seulement de

r′ et de θ′, mais également de r. Ainsi ~v = ~v((r, θ), (r′, θ′)) = ~v(q, q̇), où on a posé q = (r, θ).
Don dans le système de oordonnées polaires q = (r, θ) l'énergie inétique s'exprime sous la forme :

Ec(~v(q, q̇)) = Ẽc(q, q̇), (5.7)

où don Ẽc = Ec ◦ ~v. Dans la suite, on omet le �tilde� de Ẽc(q, q̇) pour retenir Ec(q, q̇) (allège

l'ériture). Généralisation :
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Dé�nition 5.4 Cadre de la dynamique des systèmes onservatifs usuels : on suppose qu'on dispose

d'un système de oordonnées q. On suppose que :

1- l'énergie inétique est une forme quadratique de type :

Ec(q, q̇) =
1

2
(A(q).q̇, q̇)Rn =

1

2
q̇T .A(q).q̇ (=

1

2

n∑

i,j=1

aij(q)
•

qi
•

qj), (5.8)

où A = [aij ] : R
n → R

n2

est une fontion matriielle sur R
n
telle que A(q) est symétrique pour tout q,

2- l'énergie potentielle ne dépend que de q (aratérise la position) :

Ep : q ∈ R
n → Ep(q) ∈ R. (5.9)

5.4 Prinipe de moindre ation de Hamilton

Soit q un système de oordonnées. On dé�nit le lagrangien par :

L(q, q̇) = Ec(q, q̇)− Ep(q), (5.10)

où Ec et Ep sont les expressions de l'énergie inétique et de l'énergie potentielle dans le système de

oordonnées onsidéré.

Exemple 5.5 En polaires Ec = Ec(q, q̇) = 1
2m(r′2 + r2θ′2) et Ep = Ep(q) = (Ep ◦ ϕ−1)(~x) si

~ϕ : q → ~x = ~ϕ(q) est le hangement de variables polaire-artésien.

Corollaire 5.6 On se plae dans le adre de la dynamique des systèmes onservatifs usuels.

Quel que soit le système de oordonnées, on onserve les équations d'Euler�Lagrange :

D

Dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0. (5.11)

Une ourbe t → q(t) satisfaisant ette équation est solution du prinipe fondamental et réalise un

extremum de J(q) =
∫ b

a
L(q(t), q̇(t)) dt.

Preuve. La ourbe solution réalise, sur l'ensemble des ourbes Γ de même extrémités, le minimum

de J(Γ) =
∫ b

t=a
L(~x(t), ~x ′(t)) dt, et le minimum de l'intégrale est indépendante du hoix du système

de oordonnées (indépendant du hangement de variables).

6 Équations de Lagrange

6.1 Introdution

En artésien : prenons l'exemple d'un osillateur harmonique. L'énergie inétique est Ec =
1
2mv2

et l'énergie potentielle est Ep = 1
2kx

2
, et l'énergie totale E = Ec + Ep se onserve.

L'équation du mouvement est l'équation di�érentielle du seond ordre mẍ+ kx = 0 qui s'exprime

également omme système di�érentiel du premier ordre :

{
mẋ = mẋ

mẍ = −kx
(6.1)

On pose alors p = mẋ, et ela s'érit : {
p = mẋ

ṗ = kx

Ce système s'érit don aussi : 




p =
∂L

∂v

ṗ =
∂L

∂x

(6.2)

On va montrer : pour les systèmes onservatifs, quel que soit le système de oordonnées q, en

dé�nissant onvenablement p, le système prend la forme :





p =
∂L

∂q̇

ṗ =
∂L

∂q
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Remarque 6.1 Rappel. Usuellement (6.1) est érit :

d

dt

(
mx
mẋ

)
=

(
0 1

− k
m

0

)(
mx
mẋ

)
, i.e. X ′ = AX, (6.3)

où X =

(
mx1

mx2

)
et A =

(
0 1

− k
m

0

)
. La solution du système véri�e ẋ1 = x2 et ẋ2 = − k

m
x1, don

ẍ1 = − k
m
x1 et don la solution x herhée est donnée par x = x1.

Le système de Lagrange (6.2) ne herhe pas à résoudre e système di�érentiel : le système (6.2)

est une présentation di�érente de l'équation du seond ordre mẍ+ kx = 0 sous la forme(
p
ṗ

)
=

(
0 1

− k
m

0

)(
mx
mẋ

)
.

Les équations de Hamilton par ontre herherons à résoudre le système (6.3).

6.2 Calul

Soit L = Ec − Ep donné par (5.10).

Dé�nition 6.2 Dans un système de oordonnées hoisi (penser aux polaires), ave (5.10) on dé�nit :

p
déf

=
∂L

∂q̇
(q, q̇), (6.4)

noté :

p =
∂L

∂q̇
(=

∂Ec

∂q̇
), (6.5)

et p est appelé le moment généralisé (ou la quantité de mouvement généralisée).

(Le terme �moment généralisé� est mal hoisi : on pourrait dire �moment paramétrique�.)

Exemple 6.3 En 2-D dans le système artésien p = m~v = m

(
x′

y′

)
est la quantité de mouvement.

Exemple 6.4 En polaires, Ec =
1
2m(r′2 + r2θ′2). Don ∂Ec

∂r′
= mr′ et ∂Ec

∂θ′ = mr2θ′. Don

p = m

(
r′

r2θ′

)
(6= m~v)

est le moment généralisé. À omparer à la quantité de mouvement m~v = m

(
r′ cos θ − rθ′ sin θ
r′ sin θ + rθ′ cos θ

)
.

L'équation d'Euler (5.11) se lit également :

ṗ =
∂L

∂q
, (6.6)

d'où :

Dé�nition 6.5 Les équations (6.5) et (6.6) forment le système d'équations de Lagrange :





p =
∂L

∂q̇
,

ṗ =
∂L

∂q
.

(6.7)

Le sens de (6.7) est : trouver la fontion la fontion q : [a, b] → R
n
t.q. :





p(t) =
∂L

∂q̇
(q(t), q̇(t)),

ṗ(t) =
∂L

∂q
(q(t), q̇(t)),

(6.8)

système di�érentiel du premier ordre orrespdant à l'équation di�érentielle du seond ordre :

D

Dt

∂L

∂q̇
(q(t), q̇(t)) =

∂L

∂q
(q(t), q̇(t)). (6.9)

Exemple 6.6 Osillateur harmonique 1-D : système de Lagrange

{
p = mẋ

ṗ = −kx
. D'où

{
ṗ = mẍ

ṗ = −kx
,

d'où mẍ = −kx à résoudre.
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19 7. Équations de Hamilton

7 Équations de Hamilton

7.1 Introdution

Ces équations ont été onçues pour les systèmes onservatifs.

Comme les équations de Lagrange, les équations de Hamilton sont une réériture du prinipe

fondamental �

~f = m~γ� pour un système onservatif.

Mais la di�érene essentielle est : le système de Hamilton est un système di�érentiel du premier

ordre de type : 



q̇ =
∂H

∂p

ṗ = −∂H

∂q

de type

d

dt

(
q

p

)
= A.

(
q

p

)
,

alors que le système de Lagrange est une réériture de l'équation du seond ordre, voir remarque 6.1.

Par exemple pour le ressort en 1-D, le système de Hamilton sera donné par (6.3) dans le as

artésien sous la forme :

d

dt

(
x
mẋ

)
=

(
0 1

m

−k 0

)(
x
mẋ

)
, (7.1)

puisque dans e as q = x et p = mẋ.

7.2 Hamiltonien : approhe élémentaire

7.2.1 Introdution en artésien

La fontion de Lagrange L = Ec − Ep a un signe �−� alors que l'énergie totale E = Ec + Ep a un

signe �+� :

L =
1

2
mv2 − Ep vs E =

1

2
mv2 + Ep,

et omme on s'intéresse aux systèmes onservatifs on a E = onstante, relation qui nous intéresse. Or

on a :

E = mv2 − L,

au sens E(~x,~v) = m||~v||2 − L(~x,~v).
Pour se ramener à un système di�érentiel du premier ordre de type (7.1), on déide de faire un

hangement de variable :

p
déf

= m~v ⇔ ~v =
p

m
,

on obtient :

E(~x,~v) = p.~v − L(~x,~v) =
1

m
||p||2 − L(~x,

p

m
)

noté

= H(~x,p),

(7.2)

appelé hamiltonien. Autrement dit :

H(~x,p) =
1

m
||p||2 − L(~x,

p

m
), (7.3)

et on a réupéré le �bon signe +� :

H(~x,p) =
1

2
mv2 + Ep(~x) = Ec(~v) + Ep(~x), (7.4)

au nom des variables près...

On déidera de faire systématiquement le hangement de variable ~v ↔ p où p est dé�ni par

p =
∂L

∂q̇
.

19 21 septembre 2018
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7.2.2 Dans un système de oordonnées

Rappel. Soit q un système de oordonnées, et ~ϕ(q) = ~x =noté ~x(q) le hangement de système de

oordonnées vers les artésiens (vers la représentation géométrique).

Exemple 7.1 En polaires, q = (r, θ) et ~x = ~ϕ(q) =

(
r cos θ
r sin θ

)
.

Une trajetoire est donnée par ~r(t) = ~x(t) = ~ϕ(q(t)), et la vitesse par

~v(t, ~x(t))
déf

= ~r ′(t) = d~ϕ(q(t)).q̇(t). (7.5)

Dé�nissons la fontion Ẽp par :

Ẽp(q) = Ep(~x) (= Ep(~ϕ(q))), i.e. Ẽp
déf

= Ep ◦ ~ϕ, (7.6)

et la fontion Ẽc par :

Ẽc(q, q̇) = Ec(~v) (= Ec(d~ϕ(q).q̇)). (7.7)

Ainsi le lagrangien s'exprime dans les nouvelles oordonnées à l'aide de la fontion :

L̃(q, q̇) = Ẽc(q, q̇)− Ẽp(q) don = L(~x,~v) = Ec(~v)− Ep(~x).

On dé�nit alors :

p
déf

=
∂L̃

∂q̇
(=

∂Ẽc

∂q̇
), (7.8)

appelé moment généralisé (on devrait plut�t dire moment paramétrique, voir plus haut).

On va montrer, dans le adre de la dynamique des systèmes onservatifs usuels, que ette relation va

permettre de faire un hangement de variable p ↔ q̇, en haque q donné. On dé�nit alors l'hamiltonien

par :

H̃(q,p) = p.q− L̃(q, q̇), (7.9)

faire le parallèle ave (7.2).

N.B. : dans la suite on omettra les tildes˜ pour alléger l'ériture.

Exemple 7.2 En polaire on a q = (r, θ) et q̇ = (r′, θ′), et on a Ẽc(q, q̇) =
1
2m(r′2+ r2θ′2). Ave (7.8)

on a p = (p1, p2) = ( ∂L̃
∂r′

, ∂L̃
∂θ′ ), le moment généralisé, ave don p1 = ∂Ec

∂r′
= mr′ et p2 = ∂Ec

∂θ′ = mr2θ′.
Don également r′ = p1

m
et θ′ = p2

mr2
.

On a ainsi le hangement de variable p ↔ q̇ en haque q.

D'où l'hamiltonien :

H(q,p) = p.q− (Ẽc(q, q̇)− Ẽp(q)) = p1r + p2θ −
1

2m
(p21 +

p22
r2

) + Ẽp(q),

les variables q et p étant ii indépendantes. Autrement dit, posant :

H((q1, q2), (p1, p2)) = q1p1 + q2p2 −
1

2m
(p21 +

p22
q21

) + Ẽp((q1, q2)),

la fontion H dé�nit notre hamiltonien en polaires.

7.3 Système de Hamilton

Proposition 7.3 Dans le adre de la dynamique des systèmes onservatifs usuels, f. (5.8), la di�é-

rentielle de Ec en q̇ est linéaire, ave :

∂Ec

∂q̇
(q, q̇) = A(q).q̇ = p. (7.10)

Et ayant A(q) symétrique dé�nie positive, on a ainsi dé�ni un hangement de variables p ↔ q̇ donné

par :

p = A(q).q̇ ⇔ q̇ = A(q)−1.p. (7.11)
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21 7. Équations de Hamilton

Preuve. Soit ~y �xé, et soit g(~z) = Ec(~y, ~z). On a g(~z) =
1
2 (A(~y).~z, ~z)Rn

, d'où (~∇g(~z) = A(~y).~z puisque
A(~y) est symétrique.

N.B. : on retrouve la dé�nition (7.8) de p.

Remarque 7.4 On a également :

∂Ec

∂q̇
.q̇ = 2Ec = p.q, où p =

∂Ec

∂q̇
= A(q).q̇, (7.12)

au sens

∂Ec

∂q̇
(q, q̇).q̇ = 2Ec(q, q̇) = p.q.

Dé�nition 7.5 On se plae dans le adre de la dynamique des systèmes onservatifs usuels. Disposant

du système de oordonnées q, de :

L(q, q̇) = Ec(q, q̇)− Ep(q), (7.13)

et de :

p = A(q).q̇, (7.14)

f. (7.12), on pose :

H(q,p)
déf

= p.q̇− L(q, q̇). (7.15)

La fontion H est appelé hamiltonien.

On a don :

H(q,p) = p.(A(q)−1.p)− L(q, A(q)−1.p). (7.16)

Exemple 7.6 En oordonnées artésiennes, on a p = m~v, on a H = ~v
m
.~v − 1

2m
p2

m2 + Ep(~x), soit
H(~x,p) = 1

2mp2 + Ep(~x), où p2 = ||p||2
Rn .

Exerie 7.7 Montrer que si on pose :

H(q,p, q̇)
déf

= p.q̇− L(q, q̇), (7.17)

on a bien, grâe à la dé�nition de p :

∂H

∂q̇
= 0, (7.18)

et don H(q,p, q̇) = H(p, q̇).

Réponse.

∂H
∂q̇

= p− ∂L
dq̇

= 0 par dé�nition de p.

Proposition 7.8 On se plae dans le adre de la dynamique des systèmes usuels. Ayant p = ∂L
∂q̇

,

on a :

H = Ec + Ep, (7.19)

i.e. H est l'énergie totale du système exprimé dans les variables (q,p).
N.B. : le sens de (7.19) est H(q,p) = Ec(q, q̇) + Ep(q) ave q̇ = A(q)−1.p.

Preuve. On applique (7.12).

Théorème 7.9 Ave p dé�ni par (6.5), le système de Lagrange (6.7) est équivalent au système de

Hamilton dé�ni par : 



q̇ =
∂H

∂p
,

ṗ = −∂H

∂q
.

(7.20)

Le sens de (7.20) est : trouver la fontion q : t → q(t) t.q. pour tout t ∈ [a, b] :




q̇(t) =
∂H

∂p
(q(t),p(t)),

ṗ(t) = −∂H

∂q
(q(t),p(t)),

et s'exprime également sous la forme : la solution ~ϕ : t → ~ϕ(t) =

(
q(t)
p(t)

)
est une ourbe intégrale du

hamp de veteurs XH =

( ∂H
∂p

−∂H
∂q

)
, i.e.

d~ϕ
dt
(t) = XH(~ϕ(t)).
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Preuve. Ave (7.15) on a :

dH =
∂H

∂p
dp+

∂H

∂q
dq = q̇ dp− ∂L

∂q
dq,

don

∂H
∂p

= q̇ et

∂H
∂q

= −∂L
∂q

, et les équations de Lagrange donnent

∂L
∂q

= ṗ.

Exemple 7.10 Osillateur harmonique 1-D : on a p = ∂L
∂ẋ

= ∂Ec

∂ẋ
= mv. D'où Ec = 1

2
1
m
p2, ave

Ep = 1
2kx

2
, don H(p, x) = 1

2
1
m
p2 + 1

2kx
2
.

D'où le système de Hamilton





ṗ = −kx

ẋ =
p

m

, i.e. (7.1).

7.4 Approhe intrinsèque

On rappelle que R
n∗ = L(Rn;R) est l'ensemble des formes linéaires sur R

n
(appliations linéaires

à valeurs dans R) et est appelé le dual de R
n
.

7.4.1 Introdution

La dé�nition de p donnée en (6.4) est basée sur la di�érentielle du lagrangien L : Rn × R
n → R :

notant X =

(
X1

X2

)
∈ (Rn)2, V =

(
V1

V2

)
∈ (Rn)2 et h ∈ R :

L(X + hV ) = L(X) + h dL(X).V + o(h)
(7.21)

où dL(X) ∈ (R2n)∗ (forme linéaire sur R
n×R

n = R
2n
) par dé�nition de l'appliation linéaire tangente,

soit :

L((X1, X2) + h(V1, V2)) = L(X1, X2) + h (dL1(X), dL2(X)).

(
V1

V2

)
+ o(h). (7.22)

et on a noté dL(X) = (dL1(X), dL2(X)) où les dLi(X) ∈ R
n∗
.

Une autre notation usuelle est dLi(X) = ∂L
∂Xi

(X). On notera don :

dL(q, q̇) = (dL1(q, q̇), dL2(q, q̇)) = (
∂L

∂q
(q, q̇),

∂L

∂q̇
(q, q̇)).

Et on posera le long d'une trajetoire solution du prinipe fondamental (i.e. du système de Lagrange

pour les systèmes onservatifs) :

p(t) =
∂L

∂q̇
(q(t), q̇(t)), (7.23)

noté :

p =
∂L

∂q̇
. (7.24)

Don ii p(t) ∈ R
n∗ = L(Rn;R) est une forme linéaire. Ce n'est pas un veteur.

Remarque 7.11 On peut représenter les formes linéaires par des veteurs à ondition de disposer

d'un produit salaire, mais alors les expressions de es veteurs dépendent du produit salaire hoisi :

on perd le aratère intrinsèque (= indépendant de l'observateur).

Exemple. Soit f : ~x ∈ R
n → 1

2 ||~x||2M = 1
2 (M.~x, ~x)Rn =noté

1
2 (~x, ~x)M où M est une matrie symé-

trique dé�nie positive. On a :

f(~x+ h~v) = f(~x) + h df(~x).~v + o(h),

où df(~x) est donnée par df(~x).~v = (M.~x,~v)Rn = (~x,~v)M . Don df(~x) est l'appliation linéaire repré-

sentée omme df(~x).~v = (~y,~v)?? :

1- par le veteur ~y = M.~x relativement au produit salaire anonique (·, ·)Rn
, ainsi que

2- par le veteur ~y = ~x relativement au produit salaire (·, ·)M .

Et ~y dépend expliitement du hoix du produit salaire.
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7.4.2 Hamiltonien

Soit une fontion C2
:

H :

{
R

n × R
n∗ → R

(q, ℓ) 7→ H(q, ℓ).
(7.25)

Sa di�érentielle dH(q, ℓ) = (∂H
∂q

(q, ℓ), ∂H
∂ℓ

(q, ℓ)) en un point (q, ℓ) est donnée par :

H(q+ h~w, ℓ+ hm) = H(q, ℓ) + h dH(q, ℓ).

(
~w
m

)
+ o(h)

= H(q, ℓ) + h
∂H

∂q
(q, ℓ). ~w + h

∂H

∂ℓ
(q, ℓ).m+ o(h)

où

∂H
∂q

(q, ℓ) est une forme di�érentielle, et où

∂H
∂ℓ

(q, ℓ) ∈ R
n∗∗ ≃ R

n
est un hamp de veteurs.

(On a

∂H
∂q

: Rn × R
n∗ → R

n∗
et

∂H
∂ℓ

: Rn × R
n∗ → R

n∗∗ ≃ R
n
.)

On se donne le lagrangien L sur R
n × R

n
(système supposé onservatif) :

L(q, q̇) = Ec(q, q̇)− Ep(q).

On pose par dé�nition le long d'une solution t → q(t) du système de Lagrange (qui donne une solution

du prinipe fondamental dans le as onservatif) :

p(t) =
∂L

∂q̇
(q(t), q̇(t)) ∈ R

n∗, (7.26)

où ii

∂L
∂q̇

désigne la di�érentielle (don pour L : (~y, ~z) → L(~y, ~z), on a

∂L
∂~z

dé�nie par L((~y, ~z + ~h) =

L(~y, ~z) + ∂L
∂~z

(~y, ~z).(0,~h) + o(h)).
Et le long de es ourbes on pose :

H(q,p) = p.q− L(q, q̇(p))
noté

= p.q− L(q, q̇) (= p.q− Ec(q, q̇) + Ep(q)). (7.27)

N.B. : on a véri�é, dans le as des systèmes onservatifs, que q̇ = q̇(p), f. proposition 7.3 équa-

tion (7.11) qu'on réérit de manière intrinsèque, d'où ette expression.

Les équations de Hamilton s'érivent :





dq

dt
=

∂H

∂p
∈ R

n,

dp

dt
= −∂H

∂q
∈ R

n∗,

(7.28)

au sens : 




dq

dt
(t) =

∂H

∂p
(q(t),p(t)) ∈ R

n,

dp

dt
(t) = −∂H

∂q
(q(t),p(t)) ∈ R

n∗.

(7.29)

Cette expression est intrinsèque, et s'exprime également sous la forme : la ourbe t → (q(t),p(t)) ∈
R

n × R
n∗

est une ourbe intégrale du hamp de veteur XH : Rn × R
n∗ → R

n∗∗ × R
n∗

donné par :

XH(q,p) =




∂H

∂p
(q,p)

−∂H

∂q
(q,p)


 , soit XH =




∂H

∂p

−∂H

∂q


 . (7.30)

i.e. (7.28) s'érit

d

dt

(
q

p

)
= XH(q,p).

7.4.3 Transformée de Legendre

Voir poly Transformé de Legendre, ou Arnold [2℄ par exemple.

La transformée de Legendre permet de généraliser ette approhe p ↔ q̇ au as où L est onvexe

en q̇ (le as parabolique en q̇ étant le as partiulier traité dans le adre de la dynamique des systèmes

onservatifs usuels).
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Soit à q �xé la fontion Lq(q̇) = L(q, q̇), et soit Zq(p, q̇) = (p, q̇)− Lq(q̇) pour p ∈ R
n∗
.

On pose Yq,p(q̇) = Zq(p, q̇), et on herhe un minimum de Y : un minimum est donné en un

point q̇ tel que

∂Zq

∂q̇
(p, q̇) = 0 = p − ∂Lq

∂q̇
(q̇). Notons q̇(p) le point trouvé (pour lequel Yq,p(q̇(p))

donne un minimum de Y ) : e point véri�e

∂Lq

∂q̇
(q̇(p)) = p.

On dé�nit alors la transformée de Legendre de q̇ → Lq(q̇) omme étant la fontion :

p → Zq(p, q̇(p))
noté

= Hq(p) =
noté

= H(q,p),

appelée hamiltonien du système.

La transformée de Legendre existe dès que Lq est onvexe, e qui est bien le as dans le adre de

la dynamique des systèmes onservatifs usuels.

8 Forme sympletique et système de Hamilton

8.1 Forme sympletique

8.1.1 Espae des phases

On se plae dans R
n
, i.e. on herhe les trajetoires t ∈ [0, T ] → ~x(t) ∈ R

n
suivies par des partiules.

Le prinipe fondamental :

~f(t, ~x(t)) = m
d2~x

dt2
(t) (8.1)

est un système di�érentiel du seond ordre dans R
n
qui se résout à l'aide des ondition initiales ~x(0)

et

d~x
dt
(0) = ~v(0, ~x(0)).

L'espae des phases est l'ensemble dans lequel on prend les onditions initiales, soit ii

R
2n = R

n × R
n = {position initiale} × {vitesse initiale}.

Et, dès que

~f est Lipshitz en ~x uniformément en t, le théorème de Cauhy�Lipshitz nous donne une

bijetion entre P et l'ensemble des solutions :

(
~x0

~v0

)
∈ R

2n ⇔ ∃! ~x solution de (8.1).

Ainsi l'espae des solutions est de dimension 2n.

Remarque 8.1 Dans le langage de la géométrie di�érentielle, l'espae des phases est le �bré tan-

gent.

8.1.2 Forme sympletique usuelle

Soit ~ϕ1 : q = (q1, ..., qn) ∈ R
n → ~ϕ1(q) = ~x ∈ R

n
et ~ϕ2 : ~z = (z1, ..., zn) ∈ R

n → ~ϕ2(~z) = ~y ∈ R
n

deux systèmes de oordonnées sur R
n
(les domaines de dé�nitions sont des sous-ensembles de R

n
).

Ainsi (~ϕ1, ~ϕ2) est un système de oordonnées sur R
2n

l'espae des phases, et on dispose d'une base

(~e1, ..., ~en, ~en+1, ..., ~e2n) de R
2n
, et d'une base duale (dq1, ..., dqn, dz1, ..., dzn) de R

2n∗
.

N.B. : ii, il y a ii un problème de notation : un élément ℓ ∈ (R2n)∗ agit sur les veteurs

~ξ =

(~ξ1, ~ξ2) ∈ R
n × R

n
, i.e. ℓ.~ξ = ℓ.(~ξ1, ~ξ2) a un sens.

Or dqi ∈ R
n∗

don dqi /∈ (R2n)∗. Dire que (dq1, ...) est une base de (R2n)∗ est don absurde. On

ommene par dé�nir les d̃, pour tout ~ξ = (~ξ1, ~ξ2) ∈ R
n × R

n = R
2n

:





d̃qi.~ξ = d̃qi.(~ξ1, ~ξ2)
déf

= dqi.~ξ1,

d̃zi.~ξ = d̃zi.(~ξ1, ~ξ2)
déf

= dzi.~ξ2,
(8.2)

et il est lair que 'est de la base (d̃q1, ..., d̃qn, d̃z1, ..., d̃zn) dont on voulait parler.
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Pour alléger les notations, on enlève le ,̃ i.e on pose :





dqi.~ξ = dqi.(~ξ1, ~ξ2)

déf

= dqi.~ξ1,

dzi.~ξ = dzi.(~ξ1, ~ξ2)
déf

= dzi.~ξ2.
(8.3)

C'est abus de notation est systématique ('est �évident�...).

Soit ω : R2n × R
2n → R la forme bilinéaire alternée dé�nie par :

ω =

n∑

i=1

dqi ∧ dzi
noté

= dq ∧ d~z (=

n∑

i=1

dqi ⊗ dzi − dzi ⊗ dqi), (8.4)

où on utilise les notations (8.3).

Don si

~ξ = (~ξ1, ~ξ2) ∈ R
n × R

n
et ~η = (~η1, ~η2) ∈ R

n × R
n
, on a :

ω(~ξ, ~η) = ω((~ξ1, ~ξ2), (~η1, ~η2)) =

n∑

i=1

(dqi.~ξ)(dzi.~η)− (dzi.~ξ)(dqi.~η)

=

n∑

i=1

ξi1η
i
2 − ξi2η

i
1
noté

= [~ξ1]
T .[~η2]− [~ξ2]

T .[~η1],

(8.5)

toujours ave les notations (8.3), les omposantes ξi et ηi étant lairement prises relativement à la

base (~ei) du système de oordonnées, i.e. on a posé

~ξ =
∑

i ξ
i~ei et ~η =

∑
i η

i~ei.
La forme bilinéaire ω est don représentée dans le système de oordonnées (q, ~z) par la matrie :

[ω] =

(
0 I
−I 0

)
, (8.6)

au sens usuel :

ω((~ξ1, ~ξ2), (~η1, ~η2)) =
(
[~ξ1]

T [~ξ2]
T
)
.[ω].

(
~η1
~η2

)
, (8.7)

puisque : [ω].

(
~η1
~η2

)
=

(
~η2
−~η1

)
.

En partiulier [ω].

(
~0
~ej

)
=

(
~ej
~0

)
, et don ω((~ei,~0), (~0, ~ej)) = δij est l'élément (i, n+j) de la

matrie 2n ∗ 2n représentant ω.

Remarque 8.2 La matrie de Ω est une �matrie de onservation�, qui quand n = 1 n'est autre que(
0 1
−1 0

)
la matrie de rotation d'un quart de tour.

8.2 Hamiltonien et forme sympletique anonique

8.2.1 Espae des onditions initiales du système hamiltonien

Le système di�érentiel du seond ordre (8.1) de taille n a été transformé en système di�érentiel

hamiltonien du premier ordre (7.28) de taille 2n. Pour e système, l'ensemble des onditions initiales

est :

CIH = R
n × R

n∗ = {XH(0) =

(
q(0)
p(0)

)
}. (8.8)

(Condition Initial pour l'Hamiltonien : e n'est don pas l'espae des phases.)

L'ensemble des solutions est :

XH = {t ∈ [0, T ] → XH(t) =

(
q(t)
p(t)

)
∈ R

n × R
n∗}, (8.9)

en bijetion ave CIH.
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8.2.2 Forme sympletique anonique pour l'hamiltonien

On reprend la démarhe du paragraphe 8.1.2, ou la di�érene essentielle est qu'on travaille sur

l'espae R
n × R

n∗ = CIH et non sur l'espae R
n × R

n
.

On part don de la base duale (dq1, ..., dqn) de R
n∗
, et de la base biduale (∂1, ..., ∂n) de (Rn∗)∗.

On dispose de la base duale (dq1, ..., dqn, ∂1, ..., ∂n) de (Rn × R
n∗)∗.

Comme préédemment on a une absurdité de notation. On ommene par dé�nir, pour tout ~x =
(~ξ, ℓ) ∈ R

n × R
n∗ = CIH : 




d̃qi.~x = d̃qi.(~ξ, ℓ)
déf

= dqi.~ξ,

∂̃i.~x = ∂̃i.(~ξ, ℓ)
déf

= ∂i.ℓ,
(8.10)

et il est lair que 'est de la base (d̃q1, ..., d̃qn, ∂̃1, ..., ∂̃n) dont on voulait parler. Pour alléger les

notations, on enlève le ,̃ i.e on pose :





dqi.~x = dqi.(~ξ, ℓ)
déf

= dqi.~ξ,

∂i.~x = ∂i.(~ξ, ℓ)
déf

= ∂i.ℓ,
(8.11)

C'est abus de notation est systématique ('est le sens �évident�...).

On rappelle que le bidual E∗∗
d'un espae E de dimension �nie est anoniquement isomorphe à E

ave l'isomorphisme :

∂ ∈ E∗∗ ↔ ~x ∈ E, où ∂(ℓ) = ℓ.~x
noté

= ~x.ℓ, ∀ℓ ∈ E∗. (8.12)

D'où la manipulation �aisée� du bidual.

Soit ω : CIH → R la forme bilinéaire alternée dé�nie par :

ω =

n∑

i=1

dqi ∧ ∂i
noté

= dq ∧ dp (=

n∑

i=1

dqi ⊗ ∂i − ∂i ⊗ dqi), (8.13)

où on a bien sûr fait appel aux notations (8.11).

Don si ~x = (~ξ, ℓ) ∈ CIH = R
n × R

n∗
et ~y = (~η,m) ∈ CIH = R

n × R
n∗
, on a :





ω(~x, ~y) =
n∑

i=1

(dqi.~x)(∂i.~y)− (∂i.~x)(dq
i.~y)

=

n∑

i=1

ξimi − ℓiη
i

= [m].[~ξ]− [ℓ].[~η],

(8.14)

toujours ave les notations (8.3).

La forme bilinéaire ω est don représenté dans le système de oordonnées ~ϕ : q → ~ξ (don pour la

base duale assoiée à la base biduale) par la matrie :

[ω] =

(
0 I
−I 0

)
, (8.15)

au sens usuel :

ω((~ξ, ℓ), (~η,m)) =
(
~ξ ℓ

)
.[ω].

(
~η
m

)
, (8.16)

puisque : [ω].

(
~η
m

)
=

(
m
−~η

)
et que

(
~ξ ℓ

)
.

(
m
−~η

)
= m.~ξ − ℓ.~η.

Dé�nition 8.3 Pour une variété Ω aratérisée par un système de oordonnées ~ϕ : q ∈ U ⊂ R
n →

~x ∈ Ω ⊂ R
p
(ave p ≥ n), la forme sympletique ω dé�nie par (8.13) est appelée la forme sympletique

anonique sur Ω.
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8.2.3 Forme di�érentielle anonique pour l'hamiltonien

Soit θ : U ×R
n∗ → (Rn ×R

n∗)∗ dé�ni par, pour un point ~x = ~ϕ(q) ∈ Ω et une forme di�érentielle

α sur Ω :

θ(q, α) =
∑

i

αi dq
i noté

= p dq, (8.17)

don ave :

θ(q, α).(~ξ, ℓ) =
∑

i

αi ξ
i, (8.18)

f. notation (8.11).

Dé�nition 8.4 La forme di�érentielle θ est appelée la forme di�érentielle anonique pour l'hamilto-

nien.

Remarque 8.5 Cette dé�nition (8.17) de θ est donnée dans un ouvert de R
n
. Si on se plae sur une

variété Ω, la dé�nition de θ est toujours donnée par (8.17), mais ave :

θ : Ω× T 0
1 (Ω) → T 0

1 (T
1
0 (Ω)× T 0

1 (Ω)),

don dans (8.18) ave α et ℓ des formes di�érentielles et

~ξ un hamp de veteurs.

On a :

dextθ =
∑

i

∂i ∧ dqi
noté

= dp ∧ dq = −ω,

i.e., au signe près, la di�érentielle extérieure de θ est la forme sympletique anonique.

En e�et :

dθ(q, α).(~ξ, ℓ) = lim
h→0

θ(q+h~ξ, α+ hℓ)− θ(q, α)

h
=
∑

i

ℓi dq
i,

donne :

(dθ(q, α).(~ξ, ℓ)).(~η,m) =
∑

i

ℓiη
i,

et don :

dextθ(q, α)((~ξ, ℓ), (~η,m)) =
∑

i

ℓiη
i −miξ

i,

qu'on ompare ave (8.14).

A Rappels

A.1 Système de oordonnées et bases du système

Cas des variétés de dimension n dans R
p
où p ≥ n.

A.1.1 Système de oordonnées

Un système de oordonnées sur une variété de dimension n est une appliation C∞
:

~ϕ :

{
U → Ω

q 7→ ~x = ~ϕ(q)

où U est un ouvert de R
n
et Ω un ensemble dans R

p
pour un p ≥ n.

U est appelé espae des paramètres et Ω espae géométrique, et on dit que ~ϕ est le système de

oordonnées q.

Exemple 1 : artésien : U = Ω = R
n
et ~ϕ = I l'identité (ave don ~x = q).

Exemple 2 : polaires (don dans R
2
) : U = R

∗
+ × R et Ω = R

2 − {~0}, ave q = (r, θ) et ~x = (x, y),

ave ~ϕ(r, θ) =

(
x = r cos θ = x(r, θ) = ϕ1(r, θ)
y = r sin θ = y(r, θ) = ϕ2(r, θ)

)
. Ii n = p = 2.
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Et ~ϕ : U → ~ϕ(U) est un di�éomorphisme si on se restreint à par exemple à U = R∗
+×]−π, π[ (quand

on ne s'intéresse pas aux points dans un voisinage du demi-axe des x négatifs), ou à U = R∗
+×]0, 2π[

(quand on ne s'intéresse pas aux points dans un voisinage du demi-axe des x positifs).

Exemple 3 : dans R
2
, erle C(~0, R) entré en

~0 de rayon R : ii U = [0, 2π] et Ω = C(~0, R),

ave q = θ et ~x ∈ C(~0, R), ave ~ϕ(θ) =

(
x = R cos θ = x(θ) = ϕ1(θ)
y = R sin θ = y(θ) = ϕ2(θ)

)
(autrement dit ~ϕ donne une

paramétrisation du erle). Ii n = 1 et p = 2 : le erle est une variété de dimension 1 dans R
2
.

A.1.2 Base du système de oordonnées

Étant donné un système de oordonnées q, on dispose d'une base (~ei)i=1,...,n du système de oor-

données dé�nie par :

~ei(~x) =
∂~ϕ

∂qi
(q), quand ~x = ~ϕ(q). (A.1)

Les ~ei(~x) sont les veteurs tangents (non unitaires en général) aux lignes de oordonnées t → ~ϕ(q+h~Ei)

aux points ~x = ~ϕ(q), où ( ~Ei) est la base anonique de R
n
.

Don, si d~ϕ(q) : Rn → R
p
est l'appliation linéaire tangente, on a ~ei(~x) = d~ϕ(q). ~Ei, et si [d~ϕ(q)] =

[∂ϕ
i

∂qj
(q)] est la matrie jaobienne de ~ϕ (dans les bases anoniques de R

n
et R

p
), alors ~ej(~x) est donné

par la j-ème olonne de [d~ϕ(q)].

Exemple 1 : système artésien : [d~ϕ(q)] = I et (~ei) est la base anonique indépendante de ~x.

Exemple 2 : polaires (don dans R
2
) : [d~ϕ(r, θ)] =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
, et ~e1(~x) =

(
cos θ
sin θ

)
, et

~e2(~x) =

(
−r sin θ
r cos θ

)
.

Exemple 3 : variété = erle C(~0, R) : [d~ϕ(θ)] =

(
−R sin θ
R cos θ

)
, et ~e1(~x) =

(
−R sin θ
R cos θ

)
, le seul veteur

dans la base, veteur qui est tangent au erle au point ~x = ~ϕ(θ) du erle.

Et un veteur ~v~x du plan tangent en ~x à la variété s'exprime usuellement à l'aide de la base du

système de oordonnées sous la forme ~v~x =
∑n

i=1 v
i
~x~ei(~x).

Exemple 3 : le système de oordonnée du erle est q = θ, et un veteur ~v~x tangent au erle en un

point ~x = ~ϕ(θ) est de la forme ~v~x = λ~e1(~x) = λ

(
−R sin θ
R cos θ

)
où λ ∈ R.

A.1.3 Base duale du système de oordonnées

On dispose également de la base duale (dq1(~x), ..., dqn(~x)) dé�nie en ~x = ~ϕ(q), où, pour tout i,
dqi(~x) est la forme dé�nie par, pour tout j,

dqi(~x)(~ej(~x)) = δij , noté dqi.~ej = δij , (A.2)

où δij est le symbole de Kroneker.

Autrement dit, dqi(~x) est la projetion sur Vect{~ei(~x)} parallèlement aux autres diretions ~ej(~x),
pour tout j 6= i.

Don, ayant [d~ϕ(q)]−1.[d~ϕ(q)] = [δij ], la forme linéaire dqi(~x) est immédiatement donné par la

i-ème ligne de [d~ϕ(q)]−1
.

Exemple 1 : (dx1, ..., dxn) où dxi
est don la projetion sur la i-ème omposante. Et la forme linéaire

dx1
est représentée par la matrie ligne [dx1] = ( 1 0 ... 0 ), le alul matriiel donnant bien

[dx1].[~e1] = 1, [dx1].[~e2] = 0, ...

Exemple 2 : matrie jaobienne [d~ϕ(q)] =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
d'inverse [d~ϕ(q)]−1 =

(
cos θ sin θ
− sin θ

r
cos θ
r

)
.

Don la base duale est (dr, dθ) où dr(~x) et dθ(~x) sont représentées par les matries lignes

[dr(~x)] = cos θ dx+ sin θ dy = ( cos θ sin θ )|dx,dy quand ~x = ~ϕ(q), et

[dθ(~x)] = − sin θ
r

dx+ cos θ
r

dy = ( − sin θ
r

cos θ
r

)|dx,dy, quand ~x = ~ϕ(q).

On véri�e bien que [dr(~x)].[~e1(~x)] = 1, [dr(~x)].[~e2(~x)] = 0, ainsi que [dθ(~x)].[~e1(~x)] = 0 et

[dθ(~x)].[~e2(~x)] = 1.
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Exemple 3 : dθ où

[dθ(~x)] = − sin θ
r

dx+ cos θ
r

dy = ( − sin θ
R

cos θ
R

)|dx,dy
véri�e bien dθ(~x).~e1(~x) = 1.

A.1.4 Dérivée partielle : notation

Soit ~ϕ : q ∈ U → ~x ∈ Ω un système de oordonnées, soit f : U → R une fontion, et soit g : Ω → R

dé�nie par (push-forward de f par ~ϕ) :

g
déf

= f ◦ ~ϕ−1, i.e. g(~x) = f(q) quand ~x = ~ϕ(q). (A.3)

Dé�nition A.1 La notation

∂g
∂qi

(~x) n'a pas de sens a priori puisque g est dé�ni sur les ~x et non sur

les q : on lui donne par dé�nition le sens :

∂g

∂qi
(~x)

déf

=
∂f

∂qi
(q) quand ~x = ~ϕ(q). (A.4)

Cette notation est systématiquement impliitement utilisée en méanique.

Exemple 2 Soit f(r, θ) = r2. Soit g(x, y) = f(r, θ) = r2 (don g(~x) = x2+y2). Par dé�nition on a

∂g
∂r
(x, y) = 2r et

∂g
∂θ
(x, y) = 0. (Don ∂g

∂r
(x, y) = 2

√
x2+y2.)

A.2 Formes di�érentielles exates

Ce sont les formes di�érentielles qui expriment que �loalement les fores dérivent d'un potentiel�.

A.2.1 Forme di�érentielle

Dé�nition A.2 Si Ω est un ouvert de R
p
, une forme di�érentielle sur Ω est une fontion dans

C∞(Ω;Ω× (Rp)∗) =noté T 0
1 (Ω).

Si Ω est une variété dans R
p
, voir Exemple 3 suivant et ours de géométrie di�érentielle.

Exemple A.3 Soit f ∈ C1(Ω;R), Ω ouvert de R
p
. Sa di�érentielle d̃f : ~x ∈ Ω → (~x, df(~x)) ∈ Ω×(Rp)∗

est une forme di�érentielle où on rappelle que df est dé�nie en ~x ∈ Ω par df(~x) ∈ (Rp)∗ où :

df(~x).~u = lim
h→0

f(~x+ h~u)− f(~x)

h
∈ R,

pour tout ~u ∈ R
p
. Et pour alléger les notations on note d̃f = df .

Dé�nition A.4 Si Ω est une variété de dimension n dans R
p
, une forme di�érentielle sur Ω est un

tenseur de type

(
0
1

)
, i.e. une appliation dans T 0

1 (Ω) =
déf C∞(Ω;TΩ∗) appelé ensemble des tenseurs

de type

(
0
1

)
.

Exemple 3 : en un point ~x le �plan tangent� T~xΩ (de dimension 1) est la droite tangente au erle

en ~x, notée (~x,Vect{~e1(~x)}).
Soit TΩ =

⋃
~x∈Ω T~xΩ est l'union des plans tangents, ii l'union de toutes les droites tangentes au

erle, faire un dessin.

Un hamp de veteurs sur Ω est une appliation ~̃v, qui à ~x ∈ Ω assoie un ouple ~̃v(~x) = (~x,~v(~x))

où ~v(~x) ∈ T~xΩ. Et ~̃v(~x) est représenté par le veteur ~v(~x) dessiné au point ~x. Pour alléger les notations

on note ~̃v~x = ~v~x, i.e. on omet le .̃

Par exemple ~̃e1 : ~x → ~̃v(~x) = (~x,~e1(~x)) =
noté ~e1(~x) : ~e1 est un hamp de veteurs sur le erle.

(On rappelle qu'un veteur peut être représenté en n'importe quel point, alors que pour un hamp

de veteurs de valeur ~̃v(~x), le veteur ~v(~x) est néessairement représenté au point ~x, i.e. 'est le ouple
(~x,~v(~x)) qui a un sens). appelé ensemble des tenseurs de type

(
1
0

)
.

Une forme di�érentielle est une appliation α̃, qui à ~x ∈ Ω assoie un ouple α̃(~x) = (~x, α(~x))
où α(~x) est une forme linéaire sur T~xΩ (don α(~x) ∈ (T~xΩ)

∗
). Et la linéarité permet la notation

α~x(~v) = α~x.~v.
Par exemple dq1 : ~x → (~x, dq1(~x)) =noté dq1(~x) : dq1 est une forme di�érentielle sur le erle.
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A.2.2 Di�érentielle extérieure

La di�érentielle extérieure d'une forme di�érentielle α ∈ T 0
1 (Ω) est la forme bilinéaire alternée

notée dextα ∈ T 0
2 (Ω) dé�nie par, pour tout ~x ∈ Ω :

dextα(~x)(~u,~v) = (dα(~x).~u).~v − (dα(~x).~v).~u, (A.5)

où dα est la di�érentielle usuelle aratérisée par, pour tout ~u ∈ T~xΩ :

dα(~x).~u = lim
h→0

α(~x + h~u)− α(~x)

h
∈ T 0

1 (Ω), (A.6)

ave don (dα(~x).~u).~v = limh→0
α(~x+h~u).~v−α(~x).~v

h
∈ R, pour tout ~u,~v ∈ T~xΩ.

Remarque A.5 N.B. : quand la di�érentielle usuelle est notée Df (alors qu'ii elle est notée df), la
di�érentielle extérieure est notée df (alors qu'ii elle est notée dextf).

A.2.3 Forme di�érentielle fermée et onservation

Dé�nition A.6 Une forme di�érentielle α ∈ T 0
1 (Ω) est dit fermée dans Ω ssi :

dextα = 0.

Dans R
n
, ave la base duale (dq1, ..., dqn) d'un système de oordonnées, toute forme di�érentielle

s'exprime sous la forme :

α =

n∑

i=1

αidq
i,

au sens α(~x) =
∑n

i=1 αi(~x) dq
i(~x) pour ~x ∈ Ω, où les αi ∈ C∞(Ω;R).

Et la di�érentielle de α en un point ~x est donnée par :

dα.~u =
n∑

i=1

dαi.~u dq
i =

n∑

i,j=1

∂αi

∂qj
uj dqi,

au sens dα(~x).~u =
∑n

i=1 dαi(~x).~u dq
i(~x) =

∑n
i,j=1

∂αi

∂qj
(~x)uj dqi(~x) quand ~u =

∑
i u

i~ei(~x) =

(u1, ..., un)|~e dans la base (~ei(~x))i=1,...,n du système au point ~x = ~ϕ(q). Et don, en omettant (~x)
pour alléger l'ériture :

dextα(~u,~v) =

n∑

i=1

dαi.~u dq
i.~v −

n∑

i=1

dαi.~v dq
i.~u

=

n∑

i,j=1

∂αi

∂qj
ujvi − ∂αi

∂qj
vjui =

n∑

i,j=1

(
∂αi

∂qj
− ∂αj

∂qi
)ujvi

Et don dire que α est fermée signi�e que, pour tout i, j :

∂αi

∂qj
=

∂αj

∂qi
(A.7)

dans Ω.

Remarque A.7 Dans R
3
, la relation

∂αi

∂qj
− ∂αj

∂qi
= 0 pour tout i, j s'érit formellement

~rot(α) = 0,

et exprime �la onservation� : on �tournera� sans perdre d'information. Voir poly de première année

�intégrales sur les ourbes et surfaes� pour une interprétation du rotationnel.

Rappel : si

~rot(~v) = 0, alors �~v = ~∇f �, e qui s'exprimera pour les formes di�érentielles : si

rot(α) = 0, alors �α = df �, au moins loalement, e que montre le théorème de Poinaré, paragraphe

suivant. Et don dextα = 0 : on ne perd pas d'information (on onverve l'information).

Remarque A.8 Une forme di�érentielle n'est pas fermée en général, ave ~x = (x, y) : prendre
α(~x) = −y dx+ x dy = α1(x, y) dx+ α2(x, y) dy.

Les équations (A.7) ne sont pas satisfaites.

Remarque A.9 Bis. Une forme fermée permet d'avoir �la onservation� : la proposition 4.14 s'érit

dans e as T (~f,Γ) =
∫
Γ
α ; et, dans le as α = dg, le travail vaut �

∫
Γ
dg = g(B)− g(A)� : il ne dépend

que des extrémités du hemin Γ.
Ce n'est pas le as ave α = −y dx+ x dy dans R

2
.
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A.2.4 Forme di�érentielle exate

Dé�nition A.10 Une forme di�érentielle α ∈ T 0
1 (Ω) est dite exate dans Ω ssi il existe une fontion f

dé�nie dans tout Ω et C2
telle que α = df :

∃f ∈ C2(Ω;R) t.q. α = df.

Et dans e as f est appelée primitive de α (ou enore f est un potentiel).

Proposition A.11 Si f ∈ C2(Ω;R), alors dext(df) = 0. D'où, si α est exate alors α est fermée.

Preuve. Comme f ∈ C2
on dispose du théorème de Shwartz

∂ ∂f
∂xi

∂xj
=

∂ ∂f
∂xj

∂xi
. Don dext(df) = 0

ave (A.5).

Don si α = df alors dextα = 0.

Remarque A.12 Une forme di�érentielle n'a pas de primitive en général : prendre

α(~x) = −y dx+ x dy = α1 dx+ α2 dy.
qui n'est pas fermée, et qui don ne peut être exate.

A.2.5 Théorème de Poinaré

Remarque A.13 Une forme di�érentielle peut être fermée (dextα = 0) sans être exate : dans Ω =

R
2 − {~0}, prendre α(~x) = −y dx+xdy

x2+y2 . Ii α1(x, y) = − y
x2+y2 et

∂α1

∂y
(x, y) = y2−x2

x2+y2 , et α2(x, y) =
x

x2+y2

et

∂α2

∂x
(x, y) = y2−x2

x2+y2 . Et loalement α = df où f(x, y) = arctan( y
x
).

Par ontre sur un erle Γ entré en

~0 de rayon R, on a

∫
Γ
α = 1

R2

∫
Γ
−y dx+ x dy = 2π, alors que

si α était exate, on aurait

∫
Γ
df = [f ]2πθ=0 = f(R, 0)− f(R, 0) = 0.

Le théorème suivant dit quand même que loalement, i.e. si dextα(~x) = 0 pour tout ~x dans un

voisinage d'un point ~x0 alors α(~x) = df(~x) dans e voisinage, i.e. α est exate loalement.

Théorème A.14 (de H. Poinaré) Si α est fermé dans Ω ouvert de R
n
, alors au voisinage de haque

point ~x il existe f telle que α = df . I.e. toute forme di�érentielle fermée est loalement exate : il

existe U ⊂ Ω, il existe f ∈ C2(U ;R), t.q. α(~x) = df(~x) pour tout ~x ∈ U .

N.B. : e théorème est souvent énone omme : si Ω est un ouvert étoilé, et si α est fermée dans Ω,
alors α est exate dans Ω. La démonstration donnée le démontre.

Preuve. Soit ~x ∈ Ω. Soit ~y ∈ Ω tel que le segment [~x, ~y] = {t~x+ (1−t)~y : t ∈ [0, 1]} soit entièrement

dans Ω. Posons :

f(~y) =

∫ 1

t=0

α(t~y).~y dt.

Véri�ons que df(~x) = α(~x).
Posons :

A :

{
[0, 1]× Ω → R

(t, ~y) → A(t, ~y) = α(t~y).~y,

ave don f(~y) =
∫ 1

t=0
A(t, ~y) dt.

À t �xé, posons At(~x) =
déf A(t, ~x). Sa di�érentielle est donnée par :

dAt(~y).~v = α(t~y).~v + t (dα(t~y).~v).~y.

Comme dextα = 0 on a dα symétrique, et don :

dAt(~y).~v = α(t~y).~v + t (dα(t~y).~y).~v,

et don :

dAt(~y).~v = (α(t~y) + t dα(t~y).~y).~v = b′(t).~v où b(t) = t α(t~y).

Don la fontion α étant au moins C1
:

df(~y).~v = (

∫ 1

t=0

b′(t) dt).~v = (b(1)− b(0)).~v = α(~y).~v.

Ce pour tout ~v ∈ R
n
, don α = df .
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A.3 Produit extérieur et di�érentielle extérieure

On vient de voir que les formes di�érentielles exates onservaient loalement l'information : α = df
implique que le travail

∮
Γ α le long d'un hemin fermé est nul.

On peut formaliser ette idée.

A.3.1 Produit extérieur

Dé�nition A.15 Si ℓ,m ∈ R
n∗

sont deux formes linéaires sur R
n
, alors le produit extérieur des deux

formes linéaires est la forme bilinéaire alternée dé�nie par :

ℓ ∧m = ℓ⊗m−m⊗ ℓ,

i.e. donnée par, pour tout ~u,~v ∈ R
n
:

(ℓ ∧m)(~u,~v) = ℓ(~u)m(~v)−m(~u)ℓ(~v) = det

(
ℓ(~u) m(~u)
ℓ(~v) m(~v)

)
.

Exemple A.16 Dans R
2
, dx1 ∧ dx2

est appelé le volume (où l'aire en 2-D). En e�et, pour ~u,~v ∈ R
2
,

le réel (dx1 ∧ dx2)(~u,~v) = u1v2 − u2v1 = det(~u,~v) donne l'aire du parallélogramme de �tés ~u et ~v.

Exemple A.17 Dans R
3
muni de son produit salaire anonique, ω = dx2 ∧ dx3

est aratérisé par

ω(~u,~v) = u2v3 − v3u2
quand ~u = (u1, u2, u3) et ~v = (v1, v2, v3). Si on note ~u23 = (u2, u3) ∈ R

2
et

~v23 = (v2, v3) ∈ R
2
les projetés de ~u et ~v sur le plan yz, alors ω(~u,~v) donne l'aire du parallélogramme

limité par ~u23 et ~v23.
Et de manière générique dans R

n
muni de son produit salaire anonique, si ω = ℓ ∧m, si pour

un veteur ~u on note ~uℓm = (ℓ(~u),m(~u)) ∈ R
2
son projeté sur le plan engendré par les veteurs ~nℓ et

~nm unitaires orientés orthogonaux respetivement à Kerℓ et à Kerm (f. théorème de représentation

de Riesz), alors ω(~u,~v) donne l'aire orienté du parallélogramme de �té ~uℓm et ~vℓm.

Remarque A.18 Dans R
3
, le produit ∧ permet de dé�nir l'orientation loale d'une surfae, à l'aide

de dω = dq1 ∧dq2 : ii on se donne une surfae paramétrée ~ϕ : q = (q1, q2) → ~x =




x = ϕ1(q1, q2)
y = ϕ1(q1, q2)
z = ϕ1(q1, q2)



,

on dé�nit les veteurs de base de e système de oordonnées ~ei(~x) =
∂ϕi

∂qi
(q) au point ~x = ~ϕ(q), et on

dé�nit la base duale (dq1(~x), dq2(~x)) aux points ~x = ~ϕ(q). Et on a :

(dq1 ∧ dq2)(~e1, ~e2) = 1, (dq1 ∧ dq2)(~e2, ~e1) = −1.

A.3.2 Expression dans un système de oordonnées

Si on se donne une base (~ei)i=1,...,n de base duale (dqi)i = 1, ..., n, une forme linéaire ℓ s'érit :

ℓ =

n∑

i=1

ℓi dq
i noté

= ( ℓ1 ... ℓn )|dq ,

la matrie ligne [ℓ] = ( ℓ1 ... ℓn )|dq représentant ℓ dans la base (dqi). Et ave m =
∑n

i=1 mi dq
i =

(m1 ... mn )|dq, on a :

ℓ⊗m =

n∑

i,j=1

ℓimjdq
i ⊗ dqj

noté

= [ℓimj]|dq =




ℓ1m1 ... ℓ1mn
.

.

.

.

.

.

ℓnm1 ... ℓnmn




|dq

.

En e�et, on rappelle que :

(ℓ ⊗m).(~u,~v) = ℓ(~u)m(~v) =

n∑

i,j=1

ℓiu
imjv

j = [~u]T|~e.[ℓimj ]|dq.[~v]|~e.
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Don la matrie de ℓ ∧m dans la base (dqi) est la matrie antisymétrique :

[ℓ ∧m]|dq =




0 ℓ1m2 −m1ℓ2 ... ℓ1mn −m1ℓn

ℓ2m1 −m2ℓ1 0
.

.

.

.

.

. 0 ℓn−1mn −mn−1ℓn
ℓnm1 −mnℓ1 ... ℓnmn−1 −mnℓn−1 0




|dq

En partiulier dqi ∧ dqi = 0 pour tout i et :

[dq1 ∧ dq2]|dq =




0 1 0 ...
−1 0 ...
0 ...
.

.

.




|dq

,

de même pour les autres dqi ∧ dqj : tous les termes de la matrie sont nuls sauf le terme �ligne i
olonne j� qui vaut 1 et le terme �ligne j olonne i� qui vaut −1.

Ainsi (dqi ∧ dqj) i,j=1,...,n
i<j

est une base de l'espae vetoriel des formes bilinéaires alternées. Et si

n = 2, l'espae est de dimension 1.

A.3.3 Di�érentielle extérieure d'une forme di�érentielle

Proposition A.19 Pour la forme di�érentielle donnée par (dans un système de oordonnées) :

α(~x) =
∑

i

αi(~x)dq
i(~x) = (α1(~x) ... αn(~x) )|dq , (A.8)

on a :

dextα =
∑

i

dαi ∧ dqi =
∑

ij

∂αi

∂qj
dqj ∧ dqi =




0 ∂α2

∂q1
− ∂α1

∂q2
...

∂α1

∂q2
− ∂α2

∂q1
0

.

.

.




|dq

. (A.9)

ou enore dextα =
∑

ij

∂αj

∂qi
dqi ∧ dqj .

Preuve. Soit α =
∑

i αidq
i
où αi : Ω → R. Ave (A.6) :

dα.~u =
∑

i

dαi.~u dq
i,

et don ave (A.5) :

dextα(~u,~v) =
∑

i

dαi.~u (dq
i.~v)−

∑

i

dαi.~v (dq
i.~u)

=
∑

i

(dαi ⊗ dqi)(~u,~v)−
∑

i

(dαi ⊗ dqi)(~v, ~u)

=
∑

i

(dαi ∧ dqi)(~u,~v).

Puis omme dαi =
∑

j
∂αi

∂xj dq
j
(di�érentielle de la fontion αi) :

dextα(~u,~v) =
∑

ij

(
∂αi

∂xj
dqj ∧ dqi).(~u,~v)
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