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1 Logique

C’est par oral ou par écrit qu’on communique : on va se servir d’un vocabulaire de base pour
formuler les résultats mathématiques.

En particulier, on suppose que la conjonction de coordination “et” et les termes “définition”,
“yrai”, “faux” sont admis par tous, ainsi que “si et seulement si” noté “ssi”.

1.1 Connecteurs logiques et, ou, xor

Définition 1.1 Une forme propositionnelle est une suite cohérente de chiffres ou de lettres.
Exemple : [bonne journée], [il fait beau], [3+5=8], [3+5=T], ...

Définition 1.2 Principe de la double valeur. Une affirmation A, encore appelée assertion, est une
forme propositionnelle qui ne peut prendre que 'une des deux valeurs booléennes [vrai] ou [faux].
Le. si on note v la valeur d’une affirmation A, on a soit v(A) = vrai, soit v(A) = faux.
Si v(A) = vrai on note [A = vrai], et si ¥(A) = faux on note [A = faux].

Exemple : [(3 + 5 = 8) = vrai], i.e. laffirmation (3 +5 = 8) est vraie. [(3 +5 = 7) = faux], ie.
Paffirmation (345 = 7) est fausse.

Définition 1.3 Une proposition est une affirmation qui est vraie.
Une proposition se démontre a l’aide d’une démonstration (une preuve).

Vocabulaire mathématique usuel : un théoréme une proposition “jugée importante” (notion
quelque peu floue...), un lemme est une proposition qui permet de démontrer un théoréme, un
corollaire est une proposition qui se déduit d’un théoréme.

Définition 1.4 Soit une affirmation A. On appelle négation de A, notée nonA ou —A, laffirmation
contraire :

[nonA = vrai] ssi [A = faux], et [nonA = faux] ssi [A = vrail.



2 1.1. Connecteurs logiques et, ou, xor

Exercice 1.5 Montrer que [non(nonA)| ssi [4].

Réponse. Premier cas : [non(nonA)=vrai] ssi [nonA=faux| ssi [A=vrail.
Deuxiéme cas : [non(nonA)=faux] ssi [nonA=vrai| ssi [A=faux]. nn

Définition 1.6 Soit deux affirmations A et B. Un connecteur logique “c.l.” de ces deux affirma-
tions est une relation entre A et B qui est une affirmation. Donc : soit [(A c.l. B)=vrai|, soit
[(A cl. B)=faux].

Définition 1.7 Le connecteur logique “et” = “and” = “A” de conjonction est défini par :
[(Aet B) =vrai] ssi [A=vrai] et [B = vrai,
soit [A = faux] et [B = faux],
ie. ssi soit [A = faux] et [B = vrai],
soit [A = vrai| et [B = faux].
On a immédiatement [(A et B) = vrai] ssi [(B et A) = vrail, et [(A et nond = faux].
Définition 1.8 Le connecteur logique “ou” = “or” = “V” de disjonction non exclusif est défini par :
[(Aou B) =vrai] ssi au moins 'une des deux affirmations [A=vrai|, | B=vrai| est vraie;
soit [A = vrai| et [B = vrai],
ie. ssi ¢ soit [A = vrai] et [B = faux],
soit [A = faux] et [B = vrail.
On a immédiatement [(A ou B) = vrai] ssi [(B ou A) = vrai], et [(A ou non A) = vrail.

Proposition 1.9 On peut définir [(A ou B)=vrai] par sa négation a I'aide du seul connecteur
logique “et” :

[(A ou B)=faux] ssi [(nonA et nonB)=vrail,
soit (négation) :

[(A ou B)=vrai] ssi [(nonA et nonB)=faux].

Preuve. [(A ou B)=faux] ssi on a le seul cas non traité de la définition [[.8) i.e. ssi [[A=faux] et
[B=faux]|, i.e. ssi [[nonA=vrai| et [nonB=vrai]|, i.e. ssi [(nonA et nonB)=vrail. nn

Exercice 1.10 Montrer que [(A4 et B)=faux] ssi [(nonA ou nonB)=vrai].

Réponse. On se sert de la proposition[I.9 On a: [(nonA ou nonB)=vrai| ssi [(non(nonA) et non(nonB))=faux],
ie. ssi [(A et B)=faux]. nn

Exercice 1.11 Montrer que [(A et B)=vrai] ssi [(nonA ou nonB))=faux].

Réponse. Négation de 'exercice précédent. un

Exercice 1.12 Montrer que [(A et B)=vrai] ssi [non(nonA ou nonB)=vrai].

Réponse. C’est 'exercice précédent. un

Exercice 1.13 Montrez que
1- [(A et A)=vrai] ssi [A=vrai], et 2- [(A et A)=faux] ssi [A=faux],
3- [(A ou A)=vrai] ssi [A=vrai], et 4- [(A ou A)=faux] ssi [A=faux].

Réponse. 1- [(A et A)=vrai] ssi [A=vrai| et [A=vrai|, i.e. ssi [A=vrai]. Et 2- est le contraire.
3- [(A ou A)=vrai] ssi [A=vrai] ou [A=vrail, i.e. ssi [A=vrai|. Et 4- est le contraire. wn

Définition 1.14 (Le “ou exclusif”=“xor”.)
[(A xor B)=vrai] ssi une et une seule des deux affirmations A,B est vraie.

Le. [(A xor B)=vrai] ssi on est dans 'un des deux cas suivants :
1- [[A=vrai] et [B=faux]],
2- [[A=faux]| et [B=vrai]].
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Exercice 1.15 Montrer que [(A xor B)=vrai] ssi [[(A ou B)=vrai] et [(nonA ou nonB)=vrai]].

Réponse. [(A ou B)=vrai] exclu le cas [A=faux et B=faux]|, et [(nonA ou nonB)=vrai]] exclu le cas
[A=vrai et B=vrai|. Il reste donc bien les deux cas du xor. un

Exercice 1.16 Montrer qu’on a toujours [(A xor nonA)=vrai].

Réponse. [(A xor nonA)=vrai] ssi on est dans 'un des ceux cas 1-[[A=vrai| et [nonA=faux]], 2- [[A=faux]
et [nonA=vrai]], i.e. ssi on est dans 'un des ceux cas 1- [A=vrai|, soit 2- [A=faux|. Et le principe de la
double valeur dit qu’on est toujours dans I’un de ces deux cas. un

1.2 Implications = et <

Définition 1.17 (Implication =)
On dit que “A implique B” et on note [A = B] ssi [(nonA ou B)=vrai] :

[A= B] ssi [(nonA ou B) = vrai],
soit [A = faux]| et [B = vrai],
ie. ssi ¢ soit [A = faux] et [B = faux],
soit [A = vrai] et [B = vrai].
Et on dit “si A alors B”.

En particulier si [4] est faux, alors I'implication est toujours vraie quelque soit B.
On écrit aussi [B < A] (i.e. B est impliqué par A).

Exercice 1.18 Montrer que [A = B] ssi  [(A et nonB)=faux].

Réponse. On applique la proposition [[.9]: [(A et nonB)=faux] ssi [(non A ou B)=vrail. un

Proposition 1.19 Le contraire de [A = B] est [A et nonB] :

non[A = B| ssi [(A et nonB)=vrai.
Preuve. non[A = B ssi [(nonAd ou B)=faux], i.e. ssi [(A et nonB)=vrai|, cf proposition[[.9 «a

Exercice 1.20 Montrer que dans tous les cas : [A = A], et que affirmation [A = nonA| est
toujours fausse si [A=vrai], et qu’elle est toujours vraie si [A=faux].

Réponse. [A = A] vérifie le cas 1- de la définition [[LT7]
Et [A = nonA] ssi [(nonA ou nonA)=vrail, i.e. ssi [nonA=vrail, i.e. ssi [A=faux]. ]

Exercice 1.21 Montrer que la négation de (le contraire de) [A = B] est : [(A et nonB)=vrai].

Réponse. “A = B” ssi [(nonA ou B)=vrai|. Le contraire est [(nonA ou B)=faux], i.e. [ (4 et nonB)=vrai],
cf proposition .9 un

Exercice 1.22 (Transitivité) Montrer : si A, B et C sont trois affirmations, alors :

([A=Blet [B=C]) = [A=C].

Réponse. Si |[A=faux| alors A implque n’importe quoi, et si |[A=vrai| alors [B=vrai|, d’ou [C=vrai|. «u

Exercice 1.23 (Disjonction des cas.) Soient A, B et C des assertions. On fait les trois hypothéses
suivantes : 1- [(A ou B)=vrai|, 2- [A = C] et 3- [B = C|. Montrer que [C=vrai].

Réponse. Si [A=vrai| alors [A=-C] montre que [C=vrai] (’hypothése sur B est inutile car si [B=vrai]
alors [C=vrai| comme on le savait déja, et si [B=faux] alors [B=-C| ne donne aucune information sur C).
Si [A=faux]| alors [B=vrai| et [B=C] implique [C=vrai] (noter que [A=C] ne donne alors aucune
information sur C).
Exemple : soient A=|(7+e) est transcendant|, B=|me est transcendant]|. On ne sait pas prouver
que [A=vrai] ou que [B=vrai], mais on sait prouver que [(A ou B)=vrai]. Si C est telle que les
deux conditions [A=C] et [B=-C] sont réunies, alors on sait que [C'=vrai]. a
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1.3 Raisonnement par 1’absurde
Soit A et B deux affirmations. On a :

Proposition 1.24
[A= B] ssi [nonB = non A.

Preuve. [A = B] ssi [(nonAd ou B)=vrai], ssi [non(nonB) ou nonA)=vrail, ssi [nonB = nonA|.
Démonstration a l’aide de tous les cas possibles, cf. définition [ 17 : [nonB = nonA]| ssi on

est dans l'un des trois cas : 1,2- [nonB=faux] et [nonA=quelconque], i.e. [B=vrai| et [A=qcq], 3-

[nonB=vrai| et [nonA=vrail, i.e. [B=faux] et [A=faux]. ]

Remarque 1.25 Autre démonstration, partant de [A = B] :

1- Si [A=vrai] alors [A = B] impose [B=vrai], d’ou [(nonB)=faux], d’ot [nonB = nonA]j.

2- Si [A=faux] alors [A = B] est toujours vrai. Si [B=vrai| alors [nonB=faux] et on a bien
[nonB = nonA], et si [B=faux] alors [nonB=vrai] et comme [nonA=vrai| on a bien [nonB =

nonAj.
Réciproquement, supposons [nonB = nonA] : on vient de voir que cela impliquait [non(nonA)
= non(nonB)], i.e. [A = B] ua

Définition 1.26 But : on sait que [A=vrai] et on veut prouver [B=vrai]. On dit qu’on raisonne
par ’absurde lorsque :
e on suppose [B=faux],
e et on prouve alors que nécessairement [A=faux].
On aura donc en méme temps [A=vrai] et [A=faux] : c’est absurde (i.e. c’est impossible).
L’hypothése [B=faux] est donc fausse, et donc [B=vrali].
Exercice 1.27 Montrer que le réel positif v/2 n’est pas rationnel.

Réponse. Supposons : /2 est rationnel. Donc il existe
(p,q) e NxNt.q V2= L.
Donc 2 = 2—2 Donc p? = 2¢>. Et la décomposition en facteurs premiers de p = 2™ et de ¢ = 2"s, o

r,s € N et 7,5 non divisibles par 2, donne 2*™ "% = 22"s? donc 2m + 1 = 2n, donc un nombre impair
est égal & un nombre pair : c¢’est impossible (on dit c’est absurde). Donc V2 n’est pas un rationnel. un

Proposition 1.28 et définition. On a :
Si [nonA = BJ et [nonA = nonB| alors [A=vrai].

Et on dit également qu’on fait une démonstration par Iabsurde.

Preuve. En effet, [nonA=faux]| est la seule possibilité pouvant satisfaire aux deux hypothéses. o

1.4 Equivalence
Définition 1.29 (Equivalence <.) On dit “A équivaut & B”, noté [A < B], ssi [(A = B) et (B
= A)]:
[A< B] ssi [(A= B)et(B= A)
[A = vrai et B = vralil, }

Donc “A < B” ssi on est dans 'un des deux cas suivants :
[A = faux et B = faux].

Exercice 1.30 Montrer que “A < B” peut étre défini a ’aide du “xor” :
“A< B” ssi [(A xornonB)=vrai] ssi [(nonA xor B)=vrai.

Proposition 1.31
[A< B] ssi [nonA < nonB.

Preuve. A & B ssi 1- ([(A=vrai) et (B=vrai)] ou 2- [(A=faux) et (B=faux)]).

Et [nonAJ<[nonB] ssi 1- ([(nonA=vrai) et (nonB=vrai)|] ou 2- [(nonA=faux) et (nonB=faux)]|).
(Noter qu’en termes de “xor”, on a directement (nonA < nonB) ssi (nonA xor non(nonB)) =

vral, ssi (nonA xor B) = vrai, ssi A < B.) n

Remarque 1.32 On utilisera indifféremment les expressions “ssi” et “<”. un



2 Ensembles et quantificateurs

2.1 Ensembles

La définition d’un ensemble est donnée d’un point de vue intuitif (sinon voir la théorie axioma-
tique des ensembles), dans le but d’introduire les quantificateurs.

Définition 2.1 Un ensemble E est une collection d’objets x issus de notre perception ou de notre
pensée, tous déterminés et distincts (voir Atlas des Mathématiques).

Dans le dictionnaire Larousse : Ensemble = Réunion d’éléments formant un tout que ’on
considére en lui-méme.

Un élément = de E est noté x € E, et on dit = appartient & E.
Si x n’appartient pas & F, on note « ¢ E.

Définition 2.2 Un sous-ensemble D de F, noté D C FE, est un ensemble constitué d’éléments
de E. (On a toujours £ C E.)

Un sous-ensemble peut étre caractérisé par une affirmation : D C F ssi “propriété”.

Exemple 2.3 Q CRdonnépar: 2 € Q< [z €Ret Ip,q) €EZXZ*, x = ]—D]. a
q

2.2 Quantificateur universel V

Définition 2.4 Quantificateur universel V (“pour tout” ou “quelque soit” ou “quelques soient”).
Soit F un ensemble et A une affirmation. On note :

(Vz € E, A(xz)) ssi siz € E alors A(z)=vrai

. (2.1)
se lit  “pour tout z € E on a A(x)”.
Exemple 2.5 Soit £ = N, et soit A(x) affirmation “z est un réel”. Alors, Vz € N, A(z). nn
2.3 Quantificateur existentiel
La négation de (1)) donne, cf. proposition [.191:
non(Vz € E, A(z)) ssi non(siz € E alors A(x) = vrai)
se lit  “il existe z € E t.q. nonA(x)”
s’écrit 3z € E, nonA(x).
Définition 2.6 Le quantificateur 3 est défini par :
dr e B, A(z) ssi  non(Vr € E, nonA(x))
se lit  “il existe x € F tel que A(x)”,
ou encore il existe (au moins) un point x € F tel que A(x).
Exemple 2.7 E =R et A(x) Paffirmation “z est un rationnel”. On a : Jz € R, A(z). ua

On note (le contraire) :
non(dz € E, A(z)) ssi “ Az e E, A(z)"”
et on dit “il n’existe pas x € E tel que A(z)”. Donc :
Ax € E, A(x) ssi Vx € E, nonA(z)

Exemple 2.8 E = Q et A(z) Vaffirmation “z est un irrationnel”, i.e. “x € R — Q”.
Alors on a Az € Q, A(x) (il n’existe pas de rationnel z vérifiant A(zx)), car laffirmation
“Jr € Q, A(x)” est fausse. Autrement dit : Vo € Q, nonA(z) ua
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Proposition 2.9 Soit deux ensembles E et F, soit (z,y) € E X F, et soit une affirmation A(z,y)
qui dépend de (z,y). Alors :

non(Vr, (Jy, A(r,y))) ssi Fz, (Vy, nonA(z,y)),

soit :
non(Jx, (Vy, A(x,y))) ssi Ve, (y, nonA(z,y)).

Preuve. Soit B(z) laffirmation (3y, A(z,y)). Alors nonB(z) est Vaffirmation (Vy, nonA(z,y)),
cf. définition Et le contraire de “Va, B(z)” est “Jz, nonB(z)”, cf. définition Donc : le
contraire de “Vz, (Jy, A(z,y))” est : “Iz, (Vy, nonA(z,y))”. ua

Notation. On note (attention a 'ordre des quantificateurs!) :

“Ya, (Jy, A(z,y))” comme : “Vz, Jy, A(z,y)”.
Et :

“Jz, (Vy, B(x,y))” comme : “Jz, Yy, B(z,y)”".

Exercice 2.10 1- Soit z fixé, et soit B(zx) la propriété
B(z) = (Ve >0, 3n > 0, Vy, A(z,y)).
Montrer que le contraire de la propriété B(z) est :
nonB(z) = (3¢ > 0, ¥n > 0, Jy, nonA(z,y)).

2- Soit E un espace métrique muni d’une distance dg(-,-), soit F' un espace métrique muni d’une
distance dp(-,-), et soit f : E — F. Montrer que le contraire de :

A(z,y) = [dp(z,y) <n = dr(f(z), f(y) <é]

nonA(z,y) = [de(z,y) <netdr(f(z), f(y)) > ¢l

3- La propriété f : E — F continue en un point x € E s’écrivant :
Ve > 07 377 > 07 Vy € E7 (dE(xay) <n = dF(f(‘r)af(y)) < 6)7
mountrer que f discontinue (i.e. non continue) en un point = s’écrit :
Je>0,Vn>0,3y € E, (de(z,y) <netdr(f(z),f(y) = e).

Réponse. 1- non(Ve > 0, (In > 0, (Vy, nonA(z,y)))),
ssi de > 0, non(3In > 0, (Vy, nonA(z,y)),
ssi de > 0, Vn > 0, non(Vy, nonA(z,y),
ssi de > 0, Vp > 0, Jy, A(z,y).

2- C’est la proposition

est

3- On applique 1- et 2-. =n

2.4 Complémentaire, union, intersection
Soit F un ensemble.

Définition 2.11 Soit D C E un sous-ensemble de E. L’ensemble {z € E : x ¢ D} de E est appelé
le complémentaire de D dans E, et noté DY, ou E — D ou END ou CgD.

Définition 2.12 L’ensemble E — E est noté () et appelé ensemble vide.
Proposition 2.13 L’ensemble vide () ne contient aucun élément. Et donc :
(Fz €0, A(x)) = faux, ou encore  (Vx € (), A(z)) = vrai.

De plus () est unique, indépendant de I'ensemble E, et est contenu dans tout ensemble E.

Preuve. L’hypothése 3z € E — E veut dire il existe € F tel que « ¢ E, ce qui est impossible
(absurde). Donc E — F ne contient aucun élément. Donc “3Jx € E — E, A(x)” est faux (impossible)
quelle que soit A. Et nonA est une affirmation, donc “Jx € F — E, nonA(z)” est faux. Donc sa
négation “Vx € E — E, A(zx)” est vrai, cf. définition

Puis, si F1 et Fs sont deux ensembles vides. L’implication “z € F; = x € Es” est vraie car
x € E; est faux (E; est un ensemble vide). Donc F1 C Es. De méme Fy C Eq, d’ou E1 = Es, d’ou
l’unicité de @ l.l



Définition 2.14 Si E et F sont deux ensembles, on appelle réunion (ou union) de E et F' l'en-
semble E U F' défini par :
EUF={x€FEouzxe€F}.

Noter qu’on a immédiatement EUF = FUE, EUE = Eet EUD = E, et que si G est
un troisiéme ensemble, alors (F U F)U G = E U (F UG) (associativité) qu’on note simplement
FUFUG.

Définition 2.15 Si E et F sont deux ensembles, on appelle intersection de E et F' ’ensemble
E N F défini par :
EnNnF={xe€FEetzeF}.

Noter qu’on a immédiatement ENF = FNE, ENE = Eet ENQ = 0, et que si G est
un troisiéme ensemble, alors (FENF)NG = EN (FNG) (associativité) qu’'on note simplement
ENFNG.

Définition 2.16 Si E et F sont deux ensembles; on appelle différence de E et F' (dans cet ordre)
I’ensemble :
E-F={zxecE:z¢F}

Exercice 2.17 Montrer que (F — F =E < F— FE=F < ENF =). Faire un dessin.

Réponse. On suppose que E— F = E ie. {r e E:2 ¢ F} ={x € E}, dotz € E =z ¢ F, dou
zr€F=1¢FE (car“(A= B)< (nonB=nonA)"), ot {x e F:x ¢ E}=F=FE—-F.
Réciproquement : méme démarche si on suppose F' — E = F.
Puis E— F = F donne si x € F alors ¢ ¢ F, d’ou [x € FE et 2 € Fl]=faux, doa ENF = (. Et
réciproquement, si ENF = alors £ — F = F. un

Exercice 2.18 Montrer que FUF UG =(E—-F)U(F -G)U(G - E)U(ENFNG). Faire un
dessin. wn

3 Limites

3.1 Suite et limites

Soit E un ensemble.

N* - FE
Définition 3.1 Soit une fonction f : Hoté . L’ensemble image {f(n) : n € N*}
n — f(n) = fa
est appelé une suite dans E, et est noté (f(n))nen, ou (fn)nen+, ou (fr)n+ 8'il n’y a pas d’ambiguité
sur le nom de l'indice.

C’est une suite réelle si £ = R.

I - F
On appelle également suite de F 'image de toute fonction f : oul C Z,
n o= f(n) = f

et ¢’est un suite finie si I est fini.

On note souvent z = f une telle fonction. Ainsi z : n € N* — z(n) = z, € E donne la suite
notée (,)ner, ou plus simplement () si aucune confusion n’est possible quant a ’ensemble T.

Dans ce qui suit, on traite le cas I = N* pour alléger I’écriture, et on note alors aussi
(f(n))nen = (frn) la suite considérée.

Définition 3.2 Une distance sur E est une application d(-,-) : F x F — R qui vérifie :
1-Vx € E, d(z,x) =0,
2- si ¢,y € E veérifient d(x,y) = 0 alors x = y,
3-Vx,y € E, d(z,y) = d(y,z) (symétrie),
4-Vr,y,z € E, d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
(E, d) est alors appelé un espace métrique, simplement noté F si d(-,-) est implicite.
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Définition 3.3 Une suite (2, )nen+ converge dans (E, d) ssi il existe un point x € E t.q. :
Ve >0, INeN* Vn>N, d(xz,z) <e,

et = est appelé limite de la suite (z,,). Il est immédiat que, si ells existe, la limité est unique. Et
on note alors :
lim x, =2 dans (E,d),

n—00

Si aucune ambiguité n’est possible on note simplement z = lim z,,.

Remarque 3.4 En fait, cf. polycopié de topologie, il suffit d’avoir un espace topologique pour
définir la notion de limite : pour tout voisinage V' dans F du point = (sous-entendu aussi petit
soit-il), il existe un entier N € N* & partir duquel z,, € V :

VV voisinage de x, AN e N*, V/n > N : z, € V.
Dans la suite, on ne traite que des espaces métriques. un

A partir de maintenant, on munit R de sa distance usuelle : d(z,y) = |z — y|.
Exemple 3.5 Une suite constante, i.e. t.q. ,, = 1 pour tout n, est convergente. Immédiat. uu

Exemple 3.6 Cas E = R munit de sa distance usuelle d(z,y) = |z — y|.

La suite (2, = L)n- est convergente vers 0.

Soit (zy, )N+ la suite donnée par : si n est pair alors z,, = 1, et si n est impair alors z,, = % : la
suite (x,,) n’est pas convergente.

La suite (x, = n)y- n’est pas convergente dans R. '

Définition 3.7 Cas F = R munit de sa distance usuelle d(z,y) = |z — y|.
Une suite (2, )nen+ dans R converge vers 400 ssi :

VAeR;, INeN*, VYn>N, =z,>A

(Ou si on préfere : Ve > 0, IN € N*, Vn > N, z,, > 1))
Et elle converge vers —oo si la suite (—z,,) converge vers +oo.

N* - F

k — n(k) o
strictement croissante, alors la suite (z,, )ren+ est appelée sous-suite extraite de la suite (2, )y«.

Définition 3.8 Si (z,,)nen+ est une suite dans F, et sin : { } est une fonction

Définition 3.9 Une valeur d’adhérence a € E de la suite (z,)nen+ €st un point a € F tel qu’il
existe une sous-suite (Zn, )ren+ extraite vérifiant a = klim Ty -
— 00

Exemple 3.10 La suite (x,)nen+ telle que z, = 1 si n est pair et x,, = % si n est impair a deux
valeurs d’adhérence : 1 et 0. un

Définition 3.11 Un suite (z,)n- réelle est dite croissante ssi u,, < u,41 pour tout n € N*.
Elle est dite majorée ssi il existe ¢ € R tel que u,, < ¢ pour tout n € N*,
Elle est dite minorée ssi il existe ¢ € R tel que u,, > ¢ pour tout n € N*

Proposition 3.12 Si (u,)n- est une suite réelle croissante et majorée dans R alors elle converge

noté noté
} =" sup u, = supup.

dans R. Et sa limite est donnée par lim w, = sup{u, : n € N*
n—00 neN* N*

Preuve. Par définition de “majorée”, u = sup,,cn- un existe dans R. Soit € > 0. Par définition du
sup, il existe uy tel que |u — uy| < €. Et la suite étant croissante et majorée par u, on a donc :
pour tout n > N, |u — u,| < €, et donc u est bien la limite de la suite. un

Proposition 3.13 Si (u,)n+ et (v, )N+ sont deux suites dans R convergeant respectivement vers
u € R etveR alors :

1. la suite (u,)n~ est bornée,

2. si A € R la suite (Auy)n+ converge vers Au,
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si up < v, pour tout n € N*| alors u < v,
la suite (u, + vy,) converge vers u + v,
la suite (v — uy, )N+ converge vers 0,

S Sk W

la suite (unv, )N+ est convergente et a pour limite uv.

Preuve.

1. La suite (u,,) étant convergente vers u, prenant € = 1, il existe N € N* tel que pour tout n >
N on a |up,—u| < 1 et donc en particulier tel que u,, < u+1. On pose ¢ = max(uq, ..., un, u+1)
et on a immeédiatement u,, < ¢ pour tout n.

2. Si A =0, c’est immédiat. Supposons A # 0. Soit € > 0 et soit £ = |ET\ Ayant € > 0, il existe
N > 0 tel que pour tout n > N on ait |u — u,| < &, i.e. tel que |Au — Au,| < e.

3. Supposons le contraire, i.e. que u > v. Notons € = u — v. Par définition de la limite, soit IV,
tel que pour tout n > Nj on ait [u — u,| < 5, et soit No tel que pour tout n > N on ait
|v —v,| < £. Alors, si N = max(Ny, N2), on a : pour tout n > N, & la fois u, > u — £,
Up < U+ %, d’olt v, < uy,. Ce qui est contraire & 'hypothése. C’est absurde, donc u < v.

4. On a |(u+v) — (un + vn)| < |u—up| + |v — vy|. Donc, si € > 0 posant £ = £, comme € > 0,
il existe N1 > 0 et Na > 0 tels que pour tout n > Ny on ait |u — u,| < € et v —v,| <&, et
donc si N = max(Ny, Na), pour tout n > N on a |(u + v) — (un + vn)| < €.

5. Soit w, = u — u,. Alors & € > 0 fixé, il existe N > 0 tel que |w,| < ¢, et donc la suite (wy,)
converge vers 0.

[S][0)

6. On a (en ajoutant et retranchant u,v) :
UV — Uy = (U — Up )V + Up(V — vp).

Comme lim,, 00 (u — up,) = 0 et que v € R, on a |(u — up)v| — 0, cf. 2.. Et comme u,, est
convergente dans R, on a (|u,|) est bornée, cf. 1.. Notons ¢ = sup |u,,|. Et comme v,, — v et
que |un (v —v,)| < clv —v,| — 0, on en déduit que u,(v — v,) — 0. Puis on applique 4..

3.2 Limites supérieures et inférieures
Pour calculer les valeurs d’adhérence de suites :

Définition 3.14 Soit (2, )nen- une suite de réels. Soit 3, = sup(z) € R (éventuellement +00).
k>n
On appelle “limite supérieure” de la suite (z,,) la limite de la suite (y,) (quand celle-ci existe) :
lim sup z,, A Yim yn = lim (sup(zy)).
n—00 n—oo n—oo kE>n
De méme, “limite inférieure” :
. def .. .
i nfen = i, (0l ()
Exemple 3.15 Soit (z,,)n+ la suite définie par x,= — % si n pair et xnzl—l-% si n impair. Elle
n’est pas convergente : elle a deux valeurs d’adhérences distinctes 0 et 1.
Posons Y = sups,(zx). Donc y1 = 1+ 3 = 42, y3 = 1 + 1 = ya,... Et la suite (yn) est
convergente de limite y = 1, et on a limsup,, ,. =z, = 1.
De méme, avec z, = infi>p(zx). Donc 23 = —1, 29 = —% =23, 24 = —% Et la suite (z,) est
convergente de limite z = 0, et on a liminf,,_,, z, = 0. .

Proposition 3.16 Soit (z,,)n- une suite telle que limsupy.(z,) = liminfy-(zy,). Alors la suite
(xn )N+ est convergente, et lim, oo (x,) = limsup,, , o (x,) = liminf,, o (2y).

Preuve. Immeédiat. an
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