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Le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour f : (y,2) € R?> — f(y,2) = z € R et I’équation différentielle
u'(z) = f(x,u(zx)) avec la condition initiale u(0) = 1 donne :

Définition 0.1 La fonction exponentielle est la fonction u € C'(R;R) qui vérifie v/(z) = u(z) et u(0) = 1. De
plus u € C°(R") (avec u("*1) = u). On note u(x) = exp(x) = e*.

Et g(z) = exp(z)exp(—z) vérifie ¢'(x) = 0 donc g(x) = constante = g(0) = 1, donc exp > 0, donc
exp” = exp’ = exp > 0 et exp est croissante concave. Donc l'inverse log : R% — R est croissante concave avec
log(1) = 0. Et g(z) = 1 donne exp(z)~! = exp(—z) dans R.

Puis h(z) = % vérifie b/ (x) = h(x) et h(0) = 1, donc h = exp, donc exp(a + b) = exp(a) exp(b) pour
a,b € R (d’oti la notation e”). Donc log(zy) = log(z) + log(y) pour x,y € R*.
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Développement en série, o fixé : exp(zo) = >, o eXpn,( ) o™ = > nen 2o, série convergente car

%’IL < 1 pour n > |xg| (régle de d’Alembert). Vrai pour tout zo € R : le rayon de convergence de la série est co.

Notons :

M) = (14 2)" et pn(e) = (1-2) 7" = An(ix)- (0.1)

Proposition 0.2

1) ¥n € N*, Vo > 0, A\, (x) < e€®. Et 3) montrera : Vn € N*, Vo > —n, A\, (x) <e”.

2)Vn e N*, Vy > —1, 1 +ny < (1 +y)" (inégalité de Bernoulli). Donc 1 + x < A\, (x) pour z > —n.

3) Vx € R, la suite (A, (2)),>|2| est croissante et converge vers e, la suite (f,(2)),>|,| est décroissante et
converge vers e (convergence simple des suites de fonctions (A, )n+ et (i )N+ vers exp).

4) An e N* fixé, e —,, 0, alors que A\, () —>,_s oo 00 (polynéme de degré n > 1).

Preuve. 1) ex:1+x+””2—2+...21+:cp0ur:r20. Donc en Zl+£pouerOetn€N*.Et la fonction
n

y — y™ est croissante pour y > 0, donc pour z >0 et n € N* onae® > (1+ E)”.
n

2) C’est trivial pour n = 0, 1. Soit n > 2. Soit g(y) = (1+y)™ — (1 + ny), donc ¢'(y) = n(1+y)" ! —n, donc
d"(y) = n(n —1)(1 +y)" 2, donc g”(y) > 0 pour y > —1, donc ¢’ croissante sur [—1,00[; et ¢'(y) = 0 pour
y = 0, donc g décroissante sur [—1, 0], croissante sur [0, oo[, donc g(y) > ¢g(0) = 0, donc (1 +y)™ > (1 +ny) sur
[—1, 00[ (prouve Bernoulli). Et 2 = ny € [-n,oo[ donne (1 + £)" > (1 4 x).

3) Soit xg € R. Pour n > |zg| on a ¢ > —1, donc 1+ £& > 0, donc A, (zo) —noté » > (.

Et log(\,) = nlog(1 + ﬁ) pour n > |zo|. Posons cp(a) = alog(1 + %2) quand a > |zo].

Donc ¢'(a) = 10g(1+41)+a = log(1+4%2) + 1+T0 = log(1+%2)— 1—i—@:n°té Y(z), 0tz =1+ ¢
10,2[ et ¥(2) = log(z) — 1+ 1. On a 1//(2) =1- % = Z%(2—1), donc ¢ décroissante sur ]0, 1] et croissante sur
[1,2[. Donc ¢(z) > (1) = 0 sur ]0,2[ : ¢ est p051t1ve sur ]0,2[. Donc ¢’ est positive sur ]|xg|, oo, donc ¢ est
croissante sur ]|xg|, oo[. Donc ¢(a) < ¢(b) pour b > a > |zo|. Et la fonction log est croissante, donc Ay, < Api1
pour n > |xo| : la suite (An)ns|zg] = (An(20))n>|ze| €8t positive et croissante. Donc la suite (15 (20))n>|zo|
donnée par p,(zg) = m est positive décroissante pour n > |zg|.

Et fin(20) — Mn(z0) = (1 — 2)7"(1 — (1 - 2)" (1 + 20)") = (1 - ﬂr‘é)_"(l — (1= (2)2)"), donc, pour
n > |zo| on a pi,(zo) — An(20) > 0 ainsi que pn(w0) — An(z0) < pin(z0) % (Bernoulli pour y = (””rf) ). Donc
pn(20) = An(20) —>n—s0 0. Donc les suites (A, (20))n>|zo| €6 (1n(20))n>|zo| sont adjacentes, avec I’une croissante
et 'autre décroissante : elles convergent vers un réel noté exp(zo).

Veérifions que exp’(z) = exp(z), donc que exp = exp (car exp(0) = 1). (Intuitivement : on a A,'(z) =
(1+2)" ! =(1+2)"(1+ %)_1 est ~ A\, (z) quand n ~ cc...).

Pour cela montrons : hexp(z) < exp(z+h) —exp(z) < hexp(z+ h) pour h > 0, h petit. On a A,/ (z) = (1+
%)ni1 et A, (z) = "le(lJrf—LYk2 > 0 pour n > |z|, donc A, est croissante au voisinage de x pour |z| < n. Donc

le théoréme des accroissements finis donne A,/ (z) < M < A/ (z+h), donc A\, (z) < % <

An(z+h) pour n > |z[ et h > 0, h petit. Donc, z fixé et n — oo donnent exp(z) < w <exp(z+h)
au voisinage de x, comme annoncé.

Donc (1+ h)exp(z) < exp(z+h) < M pour |h| < 1. Donc exp est continue en x et exp est dérivable en x
de dérivée elle-méme ; et trivialement exp(()) = 1. Donc exp est la fonction exponentielle. u

Pour un autre point de vue / présentation, voir Perrin :
https://www.math.u-psud.fr/ perrin/CAPES/analyse/fonctions/definition-exponentielle.pdf



