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Le théorème de Cau
hy�Lips
hitz pour f : (y, z) ∈ R
2 → f(y, z) = z ∈ R et l'équation di�érentielle

u′(x) = f(x, u(x)) ave
 la 
ondition initiale u(0) = 1 donne :

Dé�nition 0.1 La fon
tion exponentielle est la fon
tion u ∈ C1(R;R) qui véri�e u′(x) = u(x) et u(0) = 1. De
plus u ∈ C∞(Rn) (ave
 u(n+1) = u). On note u(x) = exp(x) = ex.

Et g(x) = exp(x) exp(−x) véri�e g′(x) = 0 don
 g(x) = 
onstante = g(0) = 1, don
 exp > 0, don

exp′′ = exp′ = exp > 0 et exp est 
roissante 
on
ave. Don
 l'inverse log : R∗

+ → R est 
roissante 
on
ave ave


log(1) = 0. Et g(x) = 1 donne exp(x)−1 = exp(−x) dans R.

Puis h(x) = exp(x+a)
exp(a) véri�e h′(x) = h(x) et h(0) = 1, don
 h = exp, don
 exp(a + b) = exp(a) exp(b) pour

a, b ∈ R (d'où la notation ex). Don
 log(zy) = log(z) + log(y) pour x, y ∈ R
∗
+.

Développement en série, x0 �xé : exp(x0) =
∑

n∈N

expn(0)
n! x0

n =
∑

n∈N

x0
n

n! , série 
onvergente 
ar

|
x0

n+1

(n+1)!
|

|
x0

n

n! |
=

|x0|
n+1 < 1 pour n ≥ |x0| (règle de d'Alembert). Vrai pour tout x0 ∈ R : le rayon de 
onvergen
e de la série est ∞.

Notons :

λn(x) =
(
1 +

x

n

)n
, et µn(x) =

(
1−

x

n

)−n
=

1

λn(−x)
. (0.1)

Proposition 0.2

1) ∀n ∈ N
∗, ∀x ≥ 0, λn(x) ≤ ex. Et 3) montrera : ∀n ∈ N

∗, ∀x ≥ −n, λn(x) ≤ ex.

2) ∀n ∈ N
∗, ∀y ≥ −1, 1 + ny ≤ (1 + y)n (inégalité de Bernoulli). Don
 1 + x ≤ λn(x) pour x ≥ −n.

3) ∀x ∈ R, la suite (λn(x))n>|x| est 
roissante et 
onverge vers ex, la suite (µn(x))n>|x| est dé
roissante et


onverge vers ex (
onvergen
e simple des suites de fon
tions (λn)N∗
et (µn)N∗

vers exp).
4) À n ∈ N

∗
�xé, e−x−→x→−∞ 0, alors que λn(x)−→x→−∞ ±∞ (polyn�me de degré n ≥ 1).

Preuve. 1) ex = 1 + x + x
2

2 + ... ≥ 1 + x pour x ≥ 0. Don
 e
x

n ≥ 1 +
x

n
pour x ≥ 0 et n ∈ N

∗
. Et la fon
tion

y → yn est 
roissante pour y ≥ 0, don
 pour x ≥ 0 et n ∈ N
∗
on a ex ≥ (1 +

x

n
)n.

2) C'est trivial pour n = 0, 1. Soit n ≥ 2. Soit g(y) = (1+ y)n− (1+ny), don
 g′(y) = n(1+ y)n−1−n, don


g′′(y) = n(n − 1)(1 + y)n−2
, don
 g′′(y) ≥ 0 pour y ≥ −1, don
 g′ 
roissante sur [−1,∞[ ; et g′(y) = 0 pour

y = 0, don
 g dé
roissante sur [−1, 0], 
roissante sur [0,∞[, don
 g(y) ≥ g(0) = 0, don
 (1 + y)n ≥ (1 + ny) sur
[−1,∞[ (prouve Bernoulli). Et x = ny ∈ [−n,∞[ donne (1 + x

n
)n ≥ (1 + x).

3) Soit x0 ∈ R. Pour n > |x0| on a

x0

n
> −1, don
 1 + x0

n
> 0, don
 λn(x0) =

noté λn > 0.

Et log(λn) = n log(1 +
x0

n
) pour n > |x0|. Posons ϕ(a) = a log(1 + x0

a
) quand a > |x0|.

Don
 ϕ′(a) = log(1+ x0

a
)+a

−
x0
a
2

1+
x0
a

= log(1+ x0

a
)+

−
x0
a

1+
x0
a

= log(1+ x0

a
)−1+ 1

1+
x0
a

=noté ψ(z), où z = 1+ x0

a
∈

]0, 2[ et ψ(z) = log(z)− 1 + 1
z
. On a ψ′(z) = 1

z
− 1

z2 = 1
z2 (z − 1), don
 ψ dé
roissante sur ]0, 1] et 
roissante sur

[1, 2[. Don
 ψ(x) ≥ ψ(1) = 0 sur ]0, 2[ : ψ est positive sur ]0, 2[. Don
 ϕ′
est positive sur ]|x0|,∞[, don
 ϕ est


roissante sur ]|x0|,∞[. Don
 ϕ(a) ≤ ϕ(b) pour b > a > |x0|. Et la fon
tion log est 
roissante, don
 λn ≤ λn+1

pour n > |x0| : la suite (λn)n>|x0| = (λn(x0))n>|x0| est positive et 
roissante. Don
 la suite (µn(x0))n>|x0|

donnée par µn(x0) =
1

λn(−x0)
est positive dé
roissante pour n > |x0|.

Et µn(x0) − λn(x0) =
(
1 − x0

n

)−n
(1 −

(
1 − x0

n

)n(
1 + x0

n

)n
) =

(
1 − x0

n

)−n
(1 −

(
1 − (x0

n
)2
)n
), don
, pour

n > |x0| on a µn(x0) − λn(x0) ≥ 0 ainsi que µn(x0) − λn(x0) ≤ µn(x0)
x0

2

n
(Bernoulli pour y = (x0

n
)2). Don


µn(x0)−λn(x0)−→n→0 0. Don
 les suites (λn(x0))n>|x0| et (µn(x0))n>|x0| sont adja
entes, ave
 l'une 
roissante

et l'autre dé
roissante : elles 
onvergent vers un réel noté ẽxp(x0).
Véri�ons que ẽxp′(x) = ẽxp(x), don
 que ẽxp = exp (
ar ẽxp(0) = 1). (Intuitivement : on a λn

′(x) =(
1 + x

n

)n−1
=

(
1 + x

n

)n(
1 + x

n

)−1
est ≃ λn(x) quand n ≃ ∞...).

Pour 
ela montrons : h ẽxp(x) ≤ ẽxp(x+h)− ẽxp(x) ≤ h ẽxp(x+h) pour h > 0, h petit. On a λn
′(x) =

(
1+

x

n

)n−1
et λn

′′(x) = n−1
n

(
1+ x

n

)n−2
≥ 0 pour n > |x|, don
 λn

′
est 
roissante au voisinage de x pour |x| < n. Don


le théorème des a

roissements �nis donne λn
′(x) ≤ λn(x+h)−λn(x)

h
≤ λn

′(x+h), don
 λn(x) ≤
λn(x+h)−λn(x)

h(1+ x

n
) ≤

λn(x+h) pour n > |x[ et h > 0, h petit. Don
, x �xé et n→ ∞ donnent ẽxp(x) ≤ ẽxp(x+h)−ẽxp(x)
h

≤ ẽxp(x+h)
au voisinage de x, 
omme annon
é.

Don
 (1+h)ẽxp(x) ≤ ẽxp(x+h) ≤ ẽxp(x)
1−h

pour |h| < 1. Don
 ẽxp est 
ontinue en x et ẽxp est dérivable en x

de dérivée elle-même ; et trivialement ẽxp(0) = 1. Don
 ẽxp est la fon
tion exponentielle.

Pour un autre point de vue / présentation, voir Perrin :

https://www.math.u-psud.fr/~perrin/CAPES/analyse/fon
tions/definition-exponentielle.pdf


