Notes de cours de 'ISIMA, deuxiéme année, http://www.isima.fr/leborgne
Approximations variationnelles de problemes aux limites elliptiques et

Eléments finis

Gilles LEBORGNE

11 septembre 2024

Les paragraphes commencant par une étoile * sont hors-programme. Ils sont donnés comme compléments
pouvant étre utiles lors de projets, de stages ou dans le but de préparer un master de mathématiques appliquées.

Table des matiéres

I Probléemes elliptiques| 3
|1 Introduction aux espaces de Hilbert| 4
L1 Prodwit scalairel . . . . . . . . L 4
1.2 Espaces préhilbertiens et hilbertiens| . . . . ... ... ..o oo 4
[[33 Tnégalité de Cauchy—Schwarz] . . . . . . . . . o oo e 5
1.4 Une application] . . . . . . . . . o L 6
1.5 L’espace de Hilbert £7] . . . . . . . . . . . . 7
[T.6 Remarque sur les espaces vectoriels fermeés Ow NOD| . . . . . . . . . v v vttt e e e 8
1.7 Projection| . . . . . . . L 9
12 Introduction aux espaces de Sobolev| 11
2.1 Espaces L*(Q) et LZ(Q)"| . . . . . . 11
.............................................. 12
2.2.1 Espace D(Q2) des fonctions C*°(€2) & support compact| . . . . . .. .. ... .. ... .. ...... 12

2.2.2  Espace des distributions D' (Q)| . . . . . . . 13

2.2.3  Notation intégrale| . . . . . . . . . L e 14
12.2.4  Dérivation des distributionsl . . . . . . . .. 15
2.2.5  Exemples de dérivations| . . . . . . . . L e 15

2.3 L’espace de Sobolev H' ()] . . . . . . . 17
2.4 L’espace de Sobolev Hy () et Iinégalité de Poincaré| . . . . . . . . ... ... ... .. ... ... 19
2.5 L’espace de Sobolev H=(Q)| . . . . . . . . . 22
2.6__Théorémes de trace et formules de GTeenl . . . « o v v v oo o e 23
2.6.1 Théoréme de trace dans H' (Q) . . . . . . . . .. . 23

2.6.2 Formule de Green dans H'(Q)| . . . . . . . . . . . ... 24

2.6.3 Ho(Q)=Ker(9o) - - - -+« o o 25

2.6.4 Dans H (). .« o oo 25

2.7 * Espace de Sobolev Hr () C H () et inégalité de Poincaré généralisée| . . . . . . .. .. ... .. ... 26
2.8 * Cas vectoriel : 'espace de Sobolev H'()” et inégalités de Korn|. . . . . . .. .. ............. 27
3 Problémes aux limites elliptiques et formulations variationnelles 29
BT Rappels matriciels] . . . . . . v o e e e e 29
8.2 _Opérateur différentiel elliptique| . . . . ... ... ... ... o o o o oo 31
3.3 Probléme variationnel abstraitl 33
13.3.1 Rappel : continuité et linéarité] . . . . . . . . . 33
3.3.2 Leprobleme|. . . . . . . . e 34
B3B3 COOTCIVITA - - « « « v o o o e e e e e e e e e e 35

3.4 Théoreme de Lax—Milgram| . . . . . . . . . o 0 o 36
[3.4.1 Théoréme de représentation de Riesz—Fréchet| . . . . . .. ... ... ... ... .. ... ..... 36

4. éoreme de Lax—Milgram| . . . . . . ..o 37
[B-4:3" Tnterprétation du probléme] . . . . . . . . ... e 38

3.0 Applications]|. . . . . . L L e 38
.0. robleme de Dirichlet homogeéne et condition aux limites essentiellef . . . . . ... ... ... ... 38
[B-5:2 Probléme de Dirichlet non homogéne et condition aux limites essentielle] . . . . . . . . . . .. . .. 42
[3.5.3  Probléme de Neumann homogeéne et condition aux limites naturelle]. . . . . . ... ... ... ... 44

[B5: 4 Probléme de Neumann non homogéne et condition aux limites naturelle] . . . . . . ... ... ... 46
[B.5.5_* Probléme mixte Dirichlet-Neumannl . . . « - « v« v vt e e e e e e 47
18.5.6 * Autre Condition aux limites mixtel . . . . . . . . . . .. 48



[3.6 * Principe du maximum| . . . . . .. ... 49
[3.7 ¥ Un probléme de transmission] . . . . . . . . ... ... 49
B.S * Interface et équation de Steklov—Poincaré| . . . . . . . . . . . . . ... 51
B.Q * Un probléme avec conditions aux limites périodiques| . . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. ... 52
[3.10 * Exemple de probléme avec condition de compatibilitdl . . . . . . . . . ... .. 53
3.11 * Cas dulaplacien dans R®| . . . . . . . .. 54
11, as du laplacien| . . . . . . 54

B.11.2 Un probléme symétrique : cas de DEIastiClte] . . . . v v v v v v v e e e et e e e e 54
[3.11.3 Systéme de Stokes| . . . . ... ... 55

13.12 * Régularité des solutions faibles| . . . . . . . . . . . e 58
(II  Approximations variationnelles| 59
4 __Approximation variationnelle abstraite| 60
[T Te probléme variationnel @abSErait] - - - - -« « v o vt e e e e e e e 60
4.2 Conformitél . . . . . . . . e 60
4.3 Convergence de up VOIS Ul . . . . . . . . ... 61
4 TRapidité de Ja convergence]. . . . . . . . . v v i i e 62
45 Meéthode de Ritz-Galerkinl . . . . . . . . . . . e 62
1= —— 63

T Triangulafion] . . . . . . . . ... 63
5.2 P, espace des fonctions constantes par MOTCEAUX] . . « « « .« o v v v v it e e 63
B.2.1 Basede Fo| . . . . . . e e e e 63
5.2.2  Approximation L® d’une fonction f € L*(]0,1[) par une fonction Po| . . . . .. .. .. .. .. ... 64

5.2.3 Approximation H'(Q) d’une fonction f € H'(Q) par une fonction Po|. . . . . . . . ... ... ... 65

5.3 P espace des fonctions continues qui sont affines par morceaux| . . . . . . .. ... ..o 65
B3I Base de Pil . . . . v v o e 65
5.3.2 Approximation L° d’une fonction f € L*(]a,b]) par une fonction Pi| . . .. .. .. ......... 66

5.3.3 Approximation H' (Q) ou Hy(Q) d’une fonction u € H*(Q) par une fonction P|. . . . . ... ... 67
[5.4"P; espace des fonctions continues qui sont quadratiques par morceaux] . . . . . . . . . . . ... ... ... 68
5.4 B de Pol . . . . e e 68

5.4.2 Approximation L° d’une fonction f € L*(]a,b[) par une fonction Pa| . . . . . ... ... ... ... 69

5.4.3 Approximation H' () ou Hy(Q) d’une fonction w € H' () par une fonction Pof. . . . . . .. . .. 69

|5.5 Eléments finis de Lagrange P;d ........................................... 69
5.5.1 Deéfinition d’'un Elément fini de Lagrange| . . . . . . . . . . . ... o 69

.D. pérateur d’interpolation Ilg|. . . . . . . o oo oo 70

[.5.3 Base de la méthode des éléments finis et éléments finis C° . . . . . . ... ... 70

5.6 Approximation de problémes elliptiques aux limites du second degré en dimension 1| . . . . . .. ... .. 71
B.6.1 Avec conditions aux limites de DIFCRIEE . - - -« « « o v vt 71
H.6.2 Avec conditions aux limites de Neumannl. . . . . . . . . . . . e 72

5.7 Remarques| . . . . . . e 73
.......................................... 73
B.72 Approximation numérique des mtegrales| . . . . . . . . ... e 73
B.7.3 Assemblage| . . . ... 74

6 * Exemple d’éléments finis généraux : ceux de classe C" 75
. Une motivation : 3 ¢ 75
[6:2 Généralisation de la notion de degré de IDertd] . . . . . . . o o v vt v v i 75
6.3 Exemple d’éléments finis de classe Cl 76
6.3.1  Construction dun lément Al . . « « « o v v v e e e e e e e e 76
16.3.2  Construction d’un maillage éléments finis de classe C| . . . . . . . . . . . ... ... .. ... ... 7

T I AL t=h 2D 77
[7.1 _Triangles et base de Pi|. . . . . . ... ... 77
[(2_ Triangles eE base de Pal. . . . . o o o v vt e 78
[73 Quadrangles et base de Qi]. . - . . . v v o v v v e e e e 79
7.4 uadrangles et base de Qa|. . . . . . . . L 79
[7.5 Résolution de problémes elliptiques du second degré] . . . . . . . . . oo i i it e e 80
[7.5.1 Résolution de ‘—Au = fdans Hg(Q)(2)| . . . . . . ... ... 80
[7.5.2 Résolution des problémes elliptiques du second ordre] . . . . . . . . . . . . .. ... .. ... .... 80




|8 _Coordonnées barycentriques|

8.1 implexe et coordonnées barycentriques dans R™| . . . . . . . ... oL Lo

8.1.1 Deéfinition d’un n-simplexe (simplexe dans R™)| . . . . . .. ... Lo

8.1. Définition des coordonnées barycentriques| . . . . . . . ... L0000 L oo oo oo
criture matriciel et calcul des coordonnées barycentriques| . . . . . . . . .. ... ..o
[8.1.4 Les fonctions coordonnées barycentriques = les fonctions P de base| . . . . . .. ... ... ... ..

E 5 Exemples] . . . ..

.1.6  Interprétation “massique” des coordonnées barycentriques| . . . . . ... .. o000
A ~ \ 2

[8.1.7 Théoréme de Thalés dans R2l . . . . . . o 0 0 e e e

0 M&thode des &l finis)
0.1 Cadrel . . . . . .
9.2 Définition d’un élément fini (de Lagrange)| . . . . . . . . . ... ... L
9.3 Eléments finis sileiciauEI .............................................

P33T DEANIGon de Pul - - -« « o o o e e e e e e e e
9.3.2 > treullis principal dordre Af . . . . . . oL
9.3.3 Elément fini n-simplexe de type (k)| . . . . . . . . ...
9.3.4  Exemples de 2-simplexes de type k, simplexe de rétérence| . . . . . . . .. ...

9.4.2  Famille d’éléments finis affines-équivalents| . . . . . . .. . ... oo
9.5 Maillage éléments finis : triangulation de € . . . . . . . . .. ...
................................................
0752 Opérateur d'interpolation SUT K| . . . . o v v v v e e e e e e e e

9.5.3  Opérateur d’'interpolation sur 7| . . . . . . . . .. L L

|9.6 Eléments finis de classe C™, exemple P1| .....................................
[0.7 Méthode des éléments finis, exemple 2-D, @lements QIS Pil. . . v v v oo e e e

9.7.1 Reésolution d’un probléme elliptique aux limites approché 2-D| . . . . . . .. .. .. ... ... ...

9.7.2 Calcul des fonctions de basel

9.8 Un résultat d’approximation et de convergence dans les Sobolev|. . . . . . ... ... ... 0.
9.8.1 Un résultat d’approximation dans les Sobolev : cas Q= K|. . . . ... ....... .. ... ... ..
9.8.2 Résultat d’approximation : cas 2 = K affine équivalent & K| ......................
9.8.3  Maillage régulier et convergence de la méthode des éléments finis| . . . . . .. . ... ...

|IA° Quelques rappels sur les formes et applications linéaires continues|

|A.1 Application continue| . . . . . . ... ...
[A72 Applications et formes IINBAITES| . . . « .+ « « v v v e e e e e e e e e e e

|A.5 Application linéaire continue de £ dans R™| . . . . . . . . . . L
|A.6 Valeurs propres de matrices| . . . . . . . . . L L e

|B Rappels d’intégration|

IB.1 Intégration de fonctions rationnelles| . . . . . .. ... ... o oo oo o

B. ntégration par parties dans Rl. . . . . . . . o0

B.3 Opérateurs différentiels usuels dans R"™|. . . . . . .. . o o
|B.Z |ntégrat10n par parties dans R z| ..........................................

|C Triangulation et relation d’Euler—Poincaré|

Premiére partie

Problémes elliptiques

81
81
81
82
82
83
84
85
85
86

87
87
87
88
88
88
89
89
90
90
91
92
92
92
93
93
93
93
94
95
95
96
97
97
98
99

100
100
100
100
101
102
102

104
104
104
105
105

106

Si on souhaite se rendre compte rapidement et plus en détail de ce qu’est la technique des éléments finis, on

renvoie au paragraphe [f] qui traite du cas 1-D et au paragraphe [7] qui traite du cas 2-D.



1 Introduction aux espaces de Hilbert

1.1 Produit scalaire

Une forme bilinéaire (-, -) sur un espace vectoriel réel H est une application de H x H dans R telle que,
pour tout o, 5 € R et tout =, 1, z2,y,y1,y2 € H :

(p(Ole + 63327 y) = a(p(xla y) + ﬂ@(wQa y)a
e(@, a1 + By2) = ap(x,y1) + Bo(z, y2).
(Linéarité par rapport a chaque variable.)
Elle est dite symétrique (et resp. positive, strictement positive) si, pour tout z,y € H :
e(z,y) =¢(y,z)  (resp. p(z,2) 20, ¢(z,2)>0siz#0).

Un produit scalaire sur un vectoriel réel H est une forme bilinéaire symétrique et définie positive; on la
notera (-,-)y.

Une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel complexe H est une application de H x H dans C telle que,
pour tout «, 5 € C et tout =, x1,z2,y,y1,y2 € H :

QD(O(LUl + 5$27y) = a@(xhy) + BQO(:L‘Qa y>7
p(x, a1 + Bya) = (e, y1) + Beo(z, ya).

(Linéarité par rapport a la premiére variable, antilinéarité par rapport a la seconde.)
Elle est dite hermitienne (et resp. positive, strictement positive) si, pour tout z,y € H :

e(x,y) =p(y,z)  (resp. p(z,2) >0, ¢(z,z)>0siz#0).
Un produit scalaire sur un vectoriel complexe H est une forme sesquilinéaire hermitienne et définie positive ;

on la notera (-, -)q.

On rappelle qu’une norme sur H est une application p: H — R telle que :

(@) p(x) >0, VreH et plx)=0<2=0
(i) p(ax) = |a| p(z), VaeR, VreH
(i) px +y) < p(z) +ply),  Ve,y € H

La derniére inégalité est l'inégalité triangulaire qui s’écrit aussi p(x — y) < p(z — 2) + p(z — y) pour tout
r,y,2 € H.

On associe & un produit scalaire (-, )y la norme définie sur H par :

2|l = (2, 2) - (1.1)

On vérifie immeédiatement que ||.||g est bien une norme. On omet U'indice y quand aucune confusion n’est
possible.

1.2 Espaces préhilbertiens et hilbertiens

Soit E un espace vectoriel muni d’une normé ||.||g. On rappelle qu'une suite de Cauchy de E est une
suite (z,,) de E telle que :
Ve >0, 3N >0, Vn,m > N, ||z, —znlle <e.

Cela s’écrit en termes de limite comme : limy, 100 ||Zn — Zm||E = 0.
Et un espace normé (E,||.||g) est complet si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E. Un tel
espace est, dit de Banach.

Définition 1.1 Un espace vectoriel réel ou complexe H est un espace préhilbertien s’il est muni d’un produit
scalaire (+,-)g. On note ||.||g la norme associée (donnée par ||z||g = +/(z,z)H).

Exercice 1.2 Montrer que toute suite convergente (z,) vers x dans un pré-hilbert H est de Cauchy dans H.

Réponse. Hypothése : V§ > 0, IMs, Vn > My, ||z — zn||a < 0.
On veut montrer : Ve > 0, IN,, Vn,m > Ne, ||zn — Zm||la < e
On a ||zn — zml||lg = ||tn — 24+ 2 — m||lg < ||on — ||z + ||z — Tm|[z, donc pour € > 0 on pose § = § et on a

[|Zn — Tm||lg < §+ 0 = e dés que n,m > Ms, donc pour € > 0 lentier N, = M; convient. e



5 1.3. Inégalité de Cauchy—Schwarz

Définition 1.3 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien qui est complet pour la norme associée au
produit scalaire. C’est donc en particulier un espace de Banach pour la norme dérivée du produit scalaire.

Définition 1.4 Soit (H,(-,-)y) un espace préhilbertien. Deux vecteurs z,y € H sont dits orthogonaux ssi
(z,y)mg = 0, et on note x Ly y, ou plus simplement x L y §’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix du produit

scalaire. (L’orthogonalité dépend du produit scalaire choisi.)

Proposition 1.5 Dans un espace préhilbertien (H,(-,-)y), pout tout z,y € H :

1) 2ly <= |lz+yl>==|*+ ]yl (théoréme de Pythagore),
2) o+ yll? + llz—yll* = 2[|=|” + 2|yl (identité du parallélogramme),
1
(3) (x,y) = Z(Hx +yll> = |z = yl|*) (identité de polarisation), (1.2)
b 1
4) |z —a|* + ||z —b||* = 2|z — a—2i— ||2+§Ha—b|\2 (identité de la médiane).
Preuve. Immédiat : il suffit d’écrire ||c[|? = (¢, c). u

Exercice 1.6 Montrer que, dans C°([0,2]), la norme définie par ||f||oc = sup,e(o [f(#)| ne dérive pas d’un
produit scalaire.

Réponse. Cette norme ne vérifie pas I'identité du parallélogramme, cf. (1.2). Prendre f = (1—2)1jp 1) et g = (x—1))1p g
(faire un dessin), et on a ||flloc = llglloc = I/ + glloo = [1f — glloo = 1.

Exercice 1.7 Soit p : H — R, une norme sur H. Montrer que p dérive d’un produit scalaire ssi p(z + y)? +
p(r —y)? = 2p(x)? + 2p(y)? (identité du parallélogramme).

Réponse. =. Si p dérive d’un produit scalaire, on note ¢ ce produit scalaire, avec donc p(x)? = p(x, x), d’olt 'identité

du parallélogramme.
<. On pose ¢(z,y) = %(p(m + )% — p(z — y)?). Si identité du parallelogramme, alors immeédiatement p(y — x)?

p(x —y)? et p(2z) = 4p(x)?. D’out @ est symétrique définie positive et p(x)? = o(z, z).

Exercice 1.8 Montrer que, si 2,2’ € C, si u® = 22/, alors |2| + |2/| = |22 4 u| 4 |2£2 — ul.

2

Réponse. C'est I'identité de la médiane dans H = R? ~ C, aprés avoir posé a®> = z et a’? = 2’ : on a alors 2(|a?|+|a’?|)

la +a'|? + |a — a'|* avec “|c?| = |¢|* = p*”

quand ¢ = pe®’.

1.3 Inégalité de Cauchy—Schwarz

La norme mesure la longueur. Le produit scalaire sert entre autres & mesurer I’orthogonalité de deux vecteurs :
par définition = 1 y dans H ssi (z,y)y = 0. Cela permet de définir des bases orthonormales et d’effectuer des
calculs simples grace au théoréme de Pythagore ou a la relation de Besssel-Parseval (Pythagore généralisé en
dimension infinie). Et on a :

Proposition 1.9 (Inégalité de Schwarz) Dans un espace préhilbertien (H,(-,-) ) :

(@ 9)ul < llellullylla,  Vo,yeH. (1.3)

Avec égalité ssi x et y sont colinéaires.

Preuve. Soit x,y € H fixés non nuls (sinon c’est trivial). Dans un espace vectoriel réel, on considére le polynome
Pt) = ||z — ty||% = ||yl|%t% — 2(z, y)t + ||z]|% pour tout t € R. On a P(t) positif pour tout ¢, car ||.||y est
une norme, donc discriminant < 0, donc (z,y)? — ||z||% ||y||% < 0. Et P(t) = 0 ssi z — ty = 0 (car ||.||g est

une norme), i.e. ssi x et y sont colinéaires, i.e. P(t) a une racine double, i.e. ssi le discriminant est nul, i.e. ssi
(@, 9)% = [l [lyll3 = 0.

Dans un espace vectoriel complexe on se raméne au cas précédent avec le polynoéme P(t) = ||z — tay||? =
la?||y|)?t? = (aly,x) + a(z,y))t + ||z]|* pour tout t € R, avec a € C, et on choisit o € C tel que |a| = 1 et
aly,z)m € R. oa

L’importance considérable des espaces préhilbertiens et hilbertiens (existence d’un produit scalaire) est due
au théoréme de Cauchy—Schwarz et & la simplicité des calculs qui en résultent.
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Corollaire 1.10 Continuité du produit scalaire. Si (z,,)n est une suite de points dans I’'Hilbert H, alors :

(xn)n converge dans H vers x <= Yy € H, lim (z,,y)g = (z,y)g = (lim z,,y)n. (1.4)
n— 00

n—oo

Autrement dit, on peut passer a la limite sous le signe (-, ), ou encore (x,,) converge ssi toutes les projections
(2n,y) g convergent vers (x,y)m.

Preuve. Notons x = lim,,_, o x,, la limite dans H.
=. Par hypothése ||z — z,||lg — 0, donc, pour y € H, |(z — zn,y)ul < ||r — zu|lullyllz — 0, donc
(Z‘ - x’rny)H — 07 donc ('xTuy)H — (xay)H
<. On a lim, o0 (x — 2y, y) g = 0 pour tout y. On prend y = x — x,,. .

Définition 1.11 Soit (E,||.||g) et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normeés. Une forme bilinéaire b(-,-) : E X
F — R est dite continue ssi :
>0, V(w,v)e ExF,  |b(u,v)| < cllullz|lv]|F, (1.5)

i.e. ssi b(-,-) est bornée sur la “boule cartésienne carrée” Be = {(u,v) € E X F : ||[u|]|lg <1, ||v||lr < 1}. Et on

b
note ||b|| la plus constante possible : ||b|| =  sup M
(u,v)EEXF ||u||E||vHF

Corollaire 1.12 Continuité du produit scalaire bis. Si a(-,-) est un produit scalaire sur I'Hilbert H qui est
continu, si (z,)n et (yn)n sont deux suites convergents dans I'Hilbert H, respectivement vers x et y, alors :

lim a(xn, yn)o = a(z,y)m. (1.6)

n—0o0

Preuve.
la(z,y)u — a(@n, yn)m < la(z,y)n — alen, y)ul + lalzn, y)r — al@n, yn) bl
< lal[llz = znllallylla + [lall llzn a1y = ynlla-
(2,,) est convergente, donc bornée, donc le membre de droite tend vers 0 avec n. un

1.4 Une application
On a toujours dans R : (a — b)? > 0, ce qui donne :
2ab < a? + b2, Ya,b € R.

On en déduit :
(ac+bd)? < (a® +b?)(c? + d?), Va,b,c,d € R,

puisque 2abed < a?d? + b2 2. o L B
Mais cela se déduit également directement de la relation de Cauchy—Schwarz : ab.cd < ||ab]|.||cd|| o ab =

<Z) et cd = <§> Et plus généralement :

(a1by + -+ apby) < \/(a% + .- —HL%)\/(b% +-+02), Yai,...,an, b1, ....,b, €R, (1.7)

grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™.

Cette derniére inégalité (Cauchy—Schwarz) sera utilisée dans la suite comme, pour tout u,v € H(Q) :
llul [ z2]v]| 22 + [[Vull(z2)n ][ Vo]l (22)n
< (hullzs + 1Vl lfr2y) = ([oll72 + Vol [fra)) 2.
i.e., pour tout u,v € H () :
[l 2|0l L2 + Vel | w2y [Vl e < llellm|[ollar (1.8)

N déf =3
oit [lelfFn = llvllfs + IV ollfe)e-



7 1.5. L’espace de Hilbert ¢2

1.5 L’espace de Hilbert (2

C’est le prototype des espaces de Hilbert.
Quand n — oo, R™ devient 'espace noté RN = R x R x ..., appelé espace des suites réelles. Et un vecteur

Z € RY est représenté par ¥ = (@i)iene = (T1, .y Tp,..) = Doy ;€ OU (€)ien- est la base canonique, ou
€ = (0,...,0,1,0,...) € RN est la suite dont tous les termes sont nuls sauf le i-éme qui vaut 1. Et & est représenté
T
par la matrice colonne [Z] = .
n

Remarque 1.13 En d’autres termes RY = F(N* R) est I'ensemble des fonctions z : N* — R out on note
x(i) = z; pour ¢ € N*, in

C’est espace RN n’a pas de produit scalaire canonique : celui déduit de R™ serait donné par :

mais ce produit peut étre infini : prendre ¥ = =) ;- € (suite constante z; = 1 pour tout 7).
On introduit le sous-espace £2 C RY" dit “I’espace de Hilbert” (le prototype des espaces de dimension infinie
séparables) :

= {7 = (z:)ien- €RY t.q. Y a7 < oo}, (1.10)
=1

également appelé espace des énergies finies (la contrainte Y ;- z? < 0o). Et pour Z € £? on note :

- 1
17 = Q)7 (1.11)
=1

qui est un réel positif.

Remarque 1.14 /? est l’extension “naturelle” de R™ pour n grand, au sens : quand on étudie un phénoméne,

on Papproxime, i.e. on limite le nombre de composantes qu’on regarde, i.e. pour Z = Y ;2 x;€; on conserve
N . B N . - .

> g xi€; et on néglige le reste Z;ﬁNH x;€;, avec N assez grand pour que I’approximation soit “bonne” (par

rapport au besoin du moment). Ce n’est possible que si 1’énergie de ¥ est finie, i.e. si & € £2, i.e. si le reste

Yoo N1 ||zil]? peut étre rendu “négligeable” pour N est assez grand. on

Proposition 1.15 L’application (-,-) : {? x > — R définie par @) est un produit scalaire sur ¢, de norme
associée ||.||¢2 : 2 — R, définie par (1.11). Et Pespace normé (¢2,]].||s2) est complet : ¢’est un espace de Hilbert.

Preuve. Pour une suite ¥ = Y 7 | ,6, = (z,) € ¢?, notons N = (x;N)) la suite tronquée au rang N, i.e.
t.q. 2 = 2, pour tout n < N et 2" = 0 pour tout n > N. On a immeédiatement ZM)) |2 < ||Z]] 2.

Pour 7 = (z,,) et ¥ = (yn) € £, on considére la suite (Sy)nen+ positive croissante :

N
n=1

On a Sy < ||Z™)||p2||7™)]|¢> grace & Cauchy-Schwarz dans RN, donc Sy < ||Z]|e2]|7]lez < oo : la suite
(Sn)Nen+ est croissante et majorée, donc Y 2 | |z,y,| < co (convergence absolue). Donc > >° | zpyn < 0.
Donc a un sens dans (2. Puis la bilinéarité, la symétrie et la positivité sont immédiates. De méme que
[|.]le2 est la norme associée au produit scalaire.
Montrons que (£2,]].||s2) est complet, i.e. que toute suite de Cauchy est convergente. Soit (Z%);cn+ une suite
de Cauchy dans ¢2. Donc :
Ve >0, IN. €N, Vi, j > N., ||&* — &2 < e. (1.12)

Notons génériquement & = > 0zt ¢, = (2)nen+. Soit £ > 0 fixé. Soit un N, vérifiant (1.12). Donc ||7% —
@2 =3, en- |2k —23|* < 2. Donc pour tout n € N*, pour tout i, j > N, |z}, —},| < . Donc, pour tout n, la

n .
suite (z,);en~ est de Cauchy dans R qui est complet, donc (2, );en+ converge vers un z,, = lim;_, =}, € R (toutes

les composantes convergent). Notons Z = (2, )nen- la suite ainsi construite. Montrons que & = (1,,)nen- € £2
et que || — Z|[;2 —i 00 0, ce qui montrera que £2 est complet.
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(1.12) donne, pour tout M € N*, Y™ |21 — 292 < £2, donc, par continuité de la norme dans RM,
n=1 1""n n

S|zl — xn]? < e? dés que i > N., majoration est indépendante de M. La suite (Zf\il |28 — 20]?) e

étant croissante, on déduit > -, |z} — z,|? < 2. En particulier la suite (ZV: — 7) est dans ¢2, donc ¥ € (2. Et

—» n

S0 |wh —xn? = ||F — Z|ee < e, dés que i > N, donc (&) est convergente dans (2 (vers 7) L

Remarque 1.16 Soit /; I'espace des suites finies, i.e. qui ont tous leurs éléments nuls sauf un nombre fini, i.e.
I’espace des suites dont les termes sont tous nuls & partir d’un certain rang :

= (to)n €l = T=(z,)n- €RY, IN; €N, Vn > Ny, 2, =0.

{; est un sous-espace vectoriel (trivial) dense (trivial par troncature #™) de #) de ¢2. Autrement dit £2 est le
complété de ¢¢ pour la norme de ¢? définie sur /.

La base canonique (&;);en+ de RV est également une base orthonormée de 2 (en particulier chaque élément
€; € Uy de la base est bien dans % : ||€;|[;2 = 1 < 00). L'utilisation du vocable “base orthonormée” est un peu
abusif, mais trés usité : on devrait dire base hilbertienne, au sens ou tout & € ¢? est limite de combinaisons
linéaires : & = lim]\Hm(ZfL1 Zn€yn), autrement dit que l’espace vectoriel Vect{€, : n € N*} engendré par les
€, est dense dans ¢2. 5

1.6 Remarque sur les espaces vectoriels fermés ou non

En dimension infinie, les espaces ou sous-espaces vectoriels ne sont pas toujours fermés : cela dépend de la
norme choisie, toutes les normes n’étant pas équivalentes.

Exemple 1.17 Soit T : (> — (? I'application linéaire définie par T€, = L&, pour tout n € N*, ot (€,) est
la base canonique de % (et T est continue de norme égal & 1). L’image ImT = {§ = T% = (&2)y- : 7 € £}
est un sous-espace vectoriel de ¢? (immédiat). Et ImT est dense dans ¢ : toute suite ¢ = (y,)n- € £? est

limite de la suite tronquée ¥~ = (y1,v2, ..., yn,0,...) = TZN = (11, 2., 55,0,...) € ImT, car ||y — 7% =

> o N1 Yh —Nooo 0 (reste d’une série convergente). Mais ImT # ¢ : la suite § = (L)« € £ m’a pas
d’antécédent dans ¢2 car la suite constante & = (1)y+ n’est pas dans £2. (Ici T : £2 — ImT est continue bijective,

d’inverse T~! donné par T~1¢,, = né,,, avec T~! non continue pour la norme ||.||z2.) L

Exemple 1.18 Soit C°([0,1]) I’espace des fonctions continues sur [0, 1]. La norme de la convergence uniforme
est définie sur C°([0, 1]) par :
I flloe = sup [f(2)].
0,1]

Tre

Et muni de cette norme, (C°([0,1]), ||.||s) est un espace de Banach (exercice classique). on

Exemple 1.19 Par contre, muni de la norme de L?([0, 1]) (norme de I’énergie) définie par :

111z = ( / (@) dn)?,

I'espace (C°([0,1]),]|.||r2) n’est pas complet (d’ailleurs son complété est ’espace L%(]0,1]) tout entier).

Pour s’en convaincre, il suffit de considérer la fonction f = 1j1 3 qui vaut 0 sur [0, ilet 1sur |1,1] : cette
fonction est en escalier et donc n’est pas continue (non dans C°([0,1])) et est pourtant limite, au sens de la
convergence dans L?([0,1]), d’une suite de fonctions continues (en dessiner). Par exemple, avec :

1
fu(z) =0 si0§x§§,
1 1 1 1
fu(z) =n(z — 5) si 3 <z< 3 + — (1.13)
1 1
() =1 i-+—-<2<1,
fn(x) s12+n_x_

la suite (f,) de C°(]0,1]) est telle que y2.0) = fallzz —n—00 0. Et il est immédiat que (f,) est une suite de
Cauchy dans (C°([0,1]), ||-||z2)- Cette suite ne convergeant pas dans C°, on en déduit que (C°([0,1]),|].||z2)
n’est pas hilbertien (uniquement préhilbertien). Et on vérifie que (f,,) n’est pas de Cauchy pour la norme ||.||s :
pour m > n on a sup 1y | fm(z) — fu(x)| = 1 atteint pour z = 1 (sinon elle convergerait dans (C°([0,1]), .|

qui est complet). s

Exemple 1.20 Et soit F' = {f € C°([0,1]) : fjjo,1; = 0}. Alors F est un sous-espace vectoriel de C (stabilité
par somme et multiplication par un scalaire). Mais il n’est pas fermé pour la norme ||.||zz, i.e. ce n’est pas un
sous-espace vectoriel fermé de (L2([0, 1)), ||.||z2) : voir exemple de la suite (f,,) données en (1.13)) qui appartient
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a F, est de Cauchy dans L? (elle est convergente dans L?), mais converge a l’extérieur de F (vers la fonction
discontinue 1]%,1]).

(Noter tout de méme que F' est fermé pour la norme ||.||« : dans ce cas, la suite (f,,) choisie n’est pas de
Cauchy pour la norme ||.||, et donc ne peut pas converger pour cette norme.) ==

Remarque 1.21 Ces exemples montrent qu’en dimension infinie les normes ne sont pas toujours équivalentes.
En effet, il est immeédiat que : lorsque les normes ||.||; et ||.||2 sont équivalentes dans un espace vectoriel E, alors
(E,||.]]1) complet équivaut & (E,||.||2) complet : si une suite est de Cauchy (resp. converge) dans une norme
alors elle est de Cauchy (resp. converge) dans une norme équivalente (resp. et les limites sont identiques).

Or (C°([0,1]), ||-]|s0) est complet alors que (C°([0,1]),]].||z2) ne 'est pas : les normes ||.||s €t ||.||z2 ne sont
donc pas équivalentes.

Ou encore : soit g1 la fonction chapeau g (z) = 21,1 + (2—)1}; o) (faire un dessin), et soit (g,) la suite de
fonctions chapeau donnée par g, (z) = \/ngi(nz) = v/nxlg 1)+ v/n(2-z)11 2). On a llgnllF2 = Joon(y)? dy =

Jengr(ny)?dy = [ g1(x)? dz =1 alors que |[gn|loc = v/ —p—s00 00 5

1.7 Projection

On rappelle, dans le cas des sous-espaces vectoriels fermés :

Théoréme 1.22 et Définition. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H. Alors, pour
tout x € H, il existe un unique a € F tel que :

déf .
e = allsr = d, F) (% inf ll = b]]). (1.14)

Ce point a noté Prx et est appelé projection de x sur F relativement au produit scalaire (-, -) . On a ainsi défini

une fonction P : H — H vérifiant Im(Pp) = F et caractérisée par :
(QT—PFLU,Z))H =0, VbeF i.e. (Ppl‘,b)H = (Qi,b)H, Vbe F (1.15)

(en particulier x—Prx L F.) Et Pr est appelée la projection orthogonale de H sur F relativement au produit
scalaire (-, ). Et Pr est linéaire et continue, et vérifie :

PFOPF:PF, et HPFH:]. (].].6)
Donc pour tout x,y € H on a :
|1Prz — Prylla < [l = ylla- (1.17)
noté P, .
(On rappelle que ||Pr||rm,m) e [|Pr|| = sup [1Pralln = le sup sur la boule unité.)

0#zeH |||

Preuve. 1- Existence : soit (a,) une suite minimisante : ||z — a,||g — d(z, F') quand n — co. Montrons qu’elle
est de Cauchy. L’identité de la médiane donne :

1 an +a
sllan = anllly = llz = al [} + [l = anllfy — 2lle - =511

H<

avec 22tm ¢ F car F est stable (sous-espace vectoriel), et donc ||z — ¢nttm
sz = anlln + |z = aml[1) — d(z, F), dou ||z — #2522 ||y — d(x, F) et :

i > d(z, F). Bt || — Gt

1
§||an — am||} — d(x, F) +d(z, F) — 2d(x, F) = 0.

Donc (a,) est une suite de Cauchy. Puisque F est fermé, cette suite converge. Si a est sa limite, on a bien
[lz — al|g = lim||z — an||g = d(z, F).

2- Si a et @ vérifie ||z — a||g = d(z, F) = ||z — &||g alors la suite (a,d’,a,d’,...) est de Cauchy, grace au
lemme de la médiane. Donc cette suite est convergente, donc a = a/'.

3- Montrons que implique (L.15). Pour tout A € Ret b€ Fonac=a+ A(b—a) € F (car F est
stable), et par définition de a on a ||z — a||g < ||z — ¢||g. D’on, pour tout A € R :

llz = allf; < llo = allfy + X[[b— allfr — 2Mz — a,b — a)n,

et donc :

YAER, N|b—allf > 2Nz —a,b—a)y.
Prenant A > 0 puis A < 0, on en déduit que (z —a,b—a)y < 0 puis (r—a,b—a)y > 0. D’ott (r—a,b—a)y =0,
ce pour tout b € F.



10 1.7. Projection

4- Réciproquement, montrons que (1.15) implique (|1.14]). Pour tout b € F' on a bien :
|z = bll7 =l —a+a—0bl[f =z —all} + [la—bl[F +0> ||z —al |},

car z—a L a—b (et donc (x — a,a — b)g = 0).

5- 1l est immédiat que Pp est linéaire (un produit scalaire est bilinéaire). Et avec (1.15), pour tout x dans H,
avec b= Prz on a ||Prz||% < ||z||g||Prz||n (Cauchy-Schwarz), donc ||Prz||g < ||z||x, donc ||Pr|| < 1.

6- Il est immédiat que Pr o Pr = Pp.

7- Enfin car Pr est linéaire et ||Pp|| < 1, ou encore grace & Pythagore :

lle =yl = |(Pr(z =) + (& —y + Pr(y — 2))l|5 = ||Pre — Pryllf; + llz — y + Pr(y — o)

Remarque 1.23 Ce théoréme et cette démonstration tiennent dés que F est un convexe fermé dans H &
condition de changer la caractérisation ([1.15)) (égalité) en la caractérisation (I'inégalité) :

Vbe F (x —a,b—a)g <0.
Faire un dessin. Et si F' n’est pas fermé, la projection n’existe pas toujours (elle existe dans F). .
On rappelle que, par définition :
Ft={zecH:(x,b)y=0,Vbe F}. (1.18)

Pour un sous-ensemble B C H, on rappelle que Vect(B) est le plus petit sous-espace vectoriel de H conte-
nant B : c’est le sous espace vectoriel engendré par les éléments de B, i.e. ’espace des combinaisons linéaires
(sommes finies) d’éléments de B :

n
Vect(B) ={z € H:3IneN, Jo; € R, 1<i<n, I; € B, 1<i<n : z = Zaibi}.
i=1

Exemple 1.24 Dans ¢? et B = {¢;, i € N*} I'’ensemble constitué des vecteurs de base canonique, alors Vect(B)
est I'ensemble des suites finies, et ’adhérence de Vect(B) est I’ensemble ¢? tout entier. C’est un exemple de
sous-espace vectoriel dense mais non fermé : Vect(B) = (? avec Vect(B) # (* (la suite (1),en+ n'est pas
dans Vect(B)).

(On rappelle qu’en dimension finie tout sous-espace vectoriel est fermé.) .

Proposition 1.25 Soit H Hilbert.

1- Si B et C sont deux sous ensembles de H, et si B C C alors C+ C B*.
2- Si B est un sous-ensemble de H alors B+ = (E)L,

3- et Bt = (Vect(B))*.
4- Bt est fermé dans H,
5-si C C B+, alors C C B+,

6- et (B1)+ = Vect(B).

Preuve. 1- Si x € C*, alors pour tout ¢ € C on a (z,¢)g = 0 et en particulier si B C C, pour tout b € B on a
(x,b)g =0, donc € B+. On a bien C+ C B+.

2- On en déduit que B+ D (B)* (car B C B). Réciproquement, soit 2 € B+, montrons que z € (B)™* : si
c’est faux, il existe ¢ € B tel que (z,¢) = a # 0. Mais alors pour une suite (b,) de B convergente vers c, par
continuité du produit scalaire on aurait |(x,b,)m| > ‘%l > 0 a partir d’un certain rang n, donc = f b, pour n
assez grand, donc x ¢ B+, contraire & I’hypothése. Donc B+ C (B)4, et finalement B+ = (B)+.

3- Et comme B C Vect(B) on a Vect(B)t C B*. Et si x € B+, alors pour tout b € B on a (z,b)y = 0 et
donc pour toute combinaison linéaire, i.e. tout ¢ € Vect(B) on a (z,¢)g = 0 et x € Vect(B)* .

4- Si (z,,) est une suite de Cauchy de B+ (donc de Cauchy dans H), elle est convergente vers z € H
(complet). Et pour tout b € B on a (x,b)g = lim,—ec(2n,b) g car le produit scalaire est continu, cf. (L.4), et
(2, 0)g = 0 (car z,, € B+), d'ott # € B+.

5- Si C C Bt alors C C B+ = B+ car B est fermé.

6- Si b € B alors pour tout * € Bt on a (b,x)y = 0 et donc b € (BY)L : on a B C (BY)%, puis
immédiatement Vect(B) C (B+)*, d’oit Vect(B) C (B+)*.

Puis si b € (B4)* alors pour tout € B+ on a (x,b)y = 0; supposons que b ¢ Vect(B), alors avec 2-, il
existe ¢ € Vect(B)! tel que (c,b)y # 0, donc il existe ¢ € B+ tel que (¢,b)y # 0 (cf 3-) et donc b € (B+)*,

absurde. un

On en déduit en particulier :

10
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Corollaire 1.26 Soit I' un sous-espace vectoriel (fermé ou non) de H Hilbert. Alors on a :
1- Ft est fermé dans H, (F)t = FL, (F1)t = F et,
2- F est dense dans H ssi F+ = {0}.

(Le 2- de cette proposition est trés utile pour démontrer qu’un sous espace est dense.)

Preuve. Le 1- n’est autre que la proposition précédente.

2- Si F est dense dans H alors F = H et F+ = F = {0}. Et réciproquement, si {0} = F* alors

H = (F1)t = Vect(F) = F, d’ott F est dense dans H. on

L

Proposition 1.27 Si H est un Hilbert et si F' est fermé, alors Porthogonal F+ de F est un sous-espace vectoriel
supplémentaire de F dans H : on a H = F & F*-.

Preuve. En effet, x = Prx + (x — Ppz) (car Prx existe, F' étant fermé). un

Remarque 1.28 Ce corollaire est faux si F' n’est pas fermé. On reprend I'exemple dans C°([0,1]) muni
du produit scalaire de L*(]0,1[) : on a immédiatement F* = {f € C°([0,1]) : fj1,y) = 0}, mais F + F" ne
contient pas la fonction = 1 qui est pourtant dans C°([0, 1]) (la fonction 1 ne peut étre écrite 1 = f + f, avec
feFetflEFJ‘). an

Remarque 1.29 Dans (C°([0,1]),]|.|[c), F+ n’a aucun sens car la norme ||.||o ne dérive pas d’un produit
scalaire, et donc il n’y a pas de notion d’orthogonalité. .

2 Introduction aux espaces de Sobolev

Pour simplifier I’exposé on se restreint aux fonctions & valeurs réelles. On considére un ouvert borné 1-
régulier ) de R™ (i.e. un ouvert dont la frontiére est paramétrable par une fonction localement C'). Un espace
de Sobolev est un espace de fonctions muni d’une norme dérivant d’une intégration qui fait de cet espace un
Banach, comme par exemple les espaces LP(R™) définis par, pour p > 1 :

n

LPR™) = {f:R" S R :/ F(@)P < oo}.

Les espaces de Sobolev qu’on considérera dans ce cours seront hilbertiens (la norme qu’on considérera dérivera
d’un produit scalaire), et ce seront espace L*(Q2) des fonctions de carré intégrable sur un ouvert ) C R™ :

LQ(Q):{f:Q—>R:/Q|f(3§’)\D%<oo}, (2.1)

et des sous-espaces de L?(£2) de fonctions dont des dérivées sont de carré intégrable (fonctions d’énergie finie),
comme par exemple :

of
6.%‘i

HY(Q) = {f € L*(Q) : Vi=1,...,n, e L)} ={f e L*(Q): Vfe (L*Q)"}.

2.1 Espaces L*(Q2) et L*(Q)"

L’espace L?(Q2) des fonctions mesurables Q — R de carré intégrable, cf. (2.1)), est un espace vectoriel muni
du produit scalaire et de la norme associée, pour tout f,g € L*(£2) :

(Fee = [ S@o@de Il = ([ @) o) (22)

Si un seul ouvert €2 est utilisé on note plus simplement (-,-)z2(0) = (,-)z2 et ||.|[z2) = [|.||z2-
L’inégalité de Cauchy—Schwarz |(f,g)rz| < ||fllz2|lgl|z2 s'écrit aussi, pour f,g € L?() :

(/Q f(@)g(z) d;z:)2 < (/Q () dz) (/Q g*(x) dx).

—

Soit f € F(Q,R™) une fonction & valeurs vectorielles (n > 2). On note f(Z) =

£1(3)
ful)

11
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Lespace L2(Q)" = L%(Q) x ... x L%(9) (produit cartésien n-fois) est I'espace des fonctions f € F(Q,R™)
dont les composantes (fi)i—1,..., sont dans L*(Q).
Pour faire de L?(2)" un espace de Hilbert, on le munit du produit scalaire cartésien :

n

(f )Lz Q" = Z(fiagi)Lz(Q) note (ﬁ §)L2

i=1

associé a la norme (Pythagore) :

= noté =
1fllzzc@y = il + -+ I fall3agq) "2 A2

Par exemple, pour u € C*(Q) et Q borné dans R”, on a Vu € CO(Q)" c L(Q)" et :

ou 8u
|mm2/MM|mm Zn|m /Z| )2 d0 = Z/| DEd (23)

On se servira trés souvent de ||Vu||r2 dans ce cours.

Théoréme 2.1 (Riesz—Fischer) L*(Q)) muni du produit scalaire (-,)2 est un espace de Hilbert.
Preuve. Voir cours d’intégration. ==

Exercice 2.2 Soit Q =]0,1[ et ||.|[z1 : L?(2) — R donné par f — ||f||z: = fol |f(x)| dz. Montrer que ||.||1:
est une norme qui n’est pas équivalente a la norme ||.||zz.

Réponse. Norme : facile. Puis soit fn(z) = z™. On a ||fn]|p1 = %-H et ||fnllL2 = Et il n’existe pas de constante

2n+1

ie. e. (n+1)><c(2n+1). un

¢ t.q., pour tout n, ||fnllr2 < c||fnllz1, i-e. ﬁ < cn%,_l, .

1 1 .
2n+1 — c(n+1)2’ L.

2.2 Notions de distributions

On va avoir besoin de dériver les fonctions affines par morceaux comme la fonction chapeau f(x) = 21, 1) +
(2—x)1[1,9), faire un dessin. Le probléme est que cette fonction n’est pas dérivable au sens classique sur tout R
(n’est pas dérivable aux “coins”).

De maniére plus générale, pour f € L?(Q2) on cherchera & savoir si Bfl € L%(Q). Il faut pour cela avoir donné
un sens (généralisé) a aagi‘

On va pour ce faire introduire la notion de dérivées généralisées (ou “dérivées faibles”) a I'aide de la théorie
des distributions de Laurent Schwartz.

Ce paragraphe n’est qu’une introduction & la théorie des distributions, voir cours de deuxiéme année d’ISIMA
et qui de maniére générale décrit des outils 7" linéaires pour mesurer des fonctions ¢ réguliéres a 'aide des
valeurs T'(p).

2.2.1 Espace D(Q2) des fonctions C*°(Q2) & support compact

Soit ) un ouvert de R™ et soit f une fonction de €2 dans R. On appelle support de f ’ensemble fermé de R™
qui est 'adhérence de {z € Q: f(x) #0} :

supp(f) ={z € Q: f(z) #0} CR" (24)

C’est aussi le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel f est nulle, voir figure C’est le domaine sur
lequel il est intéressant d’étudier f.
On note D(Q2) I'espace des fonctions C*°(2) a support compact dans {2 :

D(Q) = {f € C>(Q) : supp(f) borné , supp(f) C Q} (2.5)
(un fermé borné est compact dans R™.)
Exemple 2.3 Dans R : la fonction définie sur | — 1,1[ par p(x) = e T et sur R—]—-1,1[ par ¢(z) = 0
appartient & D(R) (ainsi qu’a D(]—1—r, 14r[) pour tout r > 0). .

1

Exemple 2.4 Dans R", la fonction ¢(Z) = e =17 pour |Z] < 1 et ¢(&) = 0 sinon appartient & D(R™) (ici |7
représente la norme euclidienne de ). n

12



13 2.2. Notions de distributions

FIGURE 2.1 — Le support de cette fonction est [—1,1], adhérence de | — 1,0[|J]0, 1[.

On admet la proposition suivante (voir cours de distribution, démonstration faite par troncature et régula-
risation) :

Proposition 2.5 D(2) est dense dans L*(Q), i.e.,
Ve L?*(Q), Ve>0, 3peD), |[|If—e¢ll<e (2.6)

Donc f € L?(Q) étant donnée, il existe une suite (p,,) € D(Q) telle que ¢,, — f au sens de la convergence
n—oo
dans L%(Q), i.e. telle que || f — ¢n||z2 — 0.
n—oo

Et on dit que : toute fonction de carré intégrable sur ) peut étre approchée a € prés, au sens de la norme
de L*(9), par une fonction C*°(§) & support compact dans €.

Remarque 2.6 Pour un compact K de R” on a bien sir D(K) = C*°(K), mais dans ce cours on s’intéresse

aux ouverts bornés Q de R™. Et dans ce cas D(Q2) C C*°(Q) : prendre par exemple la fonction 1lg, constante

égale a 1 sur 2, qui est bien C°°(£2) mais n’est pas a support compact dans €. ==

Remarque 2.7 La fonction de I’exemple n’est pas analytique sur R : elle est C°°(R) mais n’est pas égale
a son développement limité a tout ordre au voisinage des points —1 et 1 (si elle I’était, ses dérivées successives
étant nulles en ces points, on en conclurait qu’elle est égale a la fonction nulle au voisinage de ces points, ce qui

est faux). n

2.2.2 Espace des distributions D’'(Q)

Une fonction ¢ € D(Q) étant C°°(Q2) on peut la dériver a tout ordre. Soit a = (a1, ..., a,) € N?, on note
|O[| = Zi:l,n Qs et :

Oplx) = ox{t ... 0xp"

2.7)

On munit D(Q) de la convergence suivante (convergence ‘trés contraignante’) : la suite (@, )men de D(Q)
converge vers ¢ € D(2), et on note ¢,,, — ¢ dans D(Q), si et seulement si :

1. les supports des @, restent dans un compact fixe :
3K compact C Q t.q. Yo, € D(Q) : supp(pm) C K, (2.8)

(il existe un voisinage ouvert O C Q du bord de Q, a savoir O = Q—K, tel que toutes les p,, sont nulles
dans tout O)

2. pour tout a € N™ (i.e. pour chaque ordre) on a 9%p,, — 9%¢ uniformément dans €, i.e. :
Va e N* Ve >0, IM € N, Vm > M, [|0% — 0%¢0m]|co < €. (2.9)
(Convergence uniforme & tout ordre. On rappelle que || f||co = sup,eq |f(2)]).

Oun définit des lors espace dual D'(Q2) = L(D(2),R) de D(Q), i.e. I'espace des formes linéaires continues (pour
la notion de convergence ci-dessus) sur D(2). D'(2) est appelé espace des distributions et ses éléments sont
appelés distributions.

DonconaT € D'(Q2) si T : D(Q) — R vérifie :
1. la linéarité : pour tout r € R et tous ¢, ¢ € D() :

T(re+v) =rT(p)+T(¢) (égalité dans R), (2.10)

13



14 2.2. Notions de distributions

2. la continuité au sens de D(Q) :

T(em) — T(p) dans R dés que ¢,, —> © au sens ci-dessus de D(), (2.11)
m—r o0

m— o0

voir et .

Pour T € D'(Q) (fonctionnelle linéaire continue), on utilise la notation du crochet de dualité :

T(p) "E(T, ©)pr@)p@) = (T, ¢)

(sans indice si aucune confusion n’est possible). Cette notation usuelle dans le cas linéaire permettra dans le
cas ot T peut étre représentée par une fonction de manipuler I’expression (T, ¢) comme un produit scalaire
(T, v)12(0), voir I'exemple suivant [2.9

Exemple 2.8 Masse de Dirac §, en a € R” (ou mesure de Dirac). On définit T = §, par :

Vo € D(Q), dale) =p(a) ("E° (30, 9)).

On vérifie que d, est une distribution : la linéarité est immédiate (par définition de I'addition et de la multi-

plication par un scalaire dans ’espace des fonctions), et la continuité est tout aussi immédiate puisque de la

notion de convergence dans D(§2) on a uniquement besoin de la convergence uniforme a l’ordre 0 (I’écrire).
C’est un exemple de distribution qui n’est pas une fonction : §, n’est pas une fonction, voir plus loin. on

Exemple 2.9 Soit f € L?(Q2). Alors T définie par :

Vo € D(Q), Tilp) = Qf(ﬂf)s@(x)alﬂv ("2 (Ty, ) (2.12)

est une distribution : la linéarité est immédiate (c’est celle de la linéarité de l'intégrale), et la continuité est
tout aussi immeédiate puisque de la notion de convergence dans D(§2) on a uniquement besoin de la convergence
uniforme & Pordre 0 : [T () — T (om)r < [|f]|L2]l¢ — ©m||L2 par Cauchy-Schwarz, et ||¢ — o ||r2 < Cll¢ —
©m|]oo 00 C est le volume d’un ouvert qui contient suppey et tous les supp(¢m ), et donc | Ty () — T (@m)|lr — 0
quand ¢, — ¢ dans D(2). (Si Q est borné, on prend plus simplement C' = |Q| le volume de 2.) un

Définition 2.10 Toute distribution de type 1y défini dans I’exemple ci-dessus est appelée distribution réguliére
(associée a la fonction f de L?(Q)).

Remarque 2.11 On vérifie que 7 : f € L*(Q) — T(f) def Ty € D'(Q2) est linéaire (trivial) et injective i.e. :

Ty =0=f=0,

i.e. (T, ) =0 pour tout p € D(Q) = f =0.

En effet, par densité de D(Q2) dans L?(Q) et continuité du produit scalaire dans L?(2), ayant f dans L?(),
de [, f(z)¢(x)dr = 0 on déduit [, f*(z)dz = 0 et donc f = 0 presque partout, i.e., f =0 dans L*(2) (f est
nulle sauf sur un ensemble de mesure nulle).

T étant injective, on identifie Ty et f, i.e., on note Ty = f. On a donc :

(Tr,0) = () = ([, )12, Ve €D(Q)

2.2.3 Notation intégrale

T € D'(Q) étant une fonctionnelle linéaire, outre la notation de crochet de dualité T'(¢) = (T, ¢), on utilise
également la notation intégrale (notation linéaire par excellence) : pour ¢ € D(Q) :

T(p) = / Todz.
Q
Attention : c’est une notation abusive qui n’a de sens que lorsque T est une distribution réguliére (de la forme
Ty avec f € L?(Q)). En particulier, Pécriture [, T(Z)¢ (&) da est abusive lorsque T(Z) n’a pas de sens.

Ainsi “0,4(f) e s, f dx” est une notation abusive, uniquement formelle.
Q

14



15 2.2. Notions de distributions

2.2.4 Dérivation des distributions

0
11 est évident que si p € D(Q) alors 8;0-

que ). Et donc, si T est une distribution, pour tout ¢ € D(Q), I'expression (T, %) a un sens.

€ D(Q), pour tout ¢ = 1,...,n (fonctions C* de méme support

Définition 2.12 Pour T € D'(Q) = L(D(f2),R), on définit les fonctionnelles, pour i=1,...,n :

S, e D) - Silp) ¥ (1, 2

’ (“)xz

).

Les S; sont appelées les dérivées premiéres de 1" au sens des distributions, et notées S; = gg.

Donc, les dérivées premiéres de T" au sens des distributions sont définies par : pour tout i=1,...,n :

or def

0

), Vo eDQ). (2.13)

oT | | def Oy
7_(%0) = —T(f_)-
&DZ 8%1

C’est une généralisation de la formule d’intégration par partie, les termes de bord (sur T' = 9) étant nuls
lorsque ¢ € D(Q). Attention, c’est une définition, pas une propriété. Avec la notation intégrale, on a donc, par

définition : oT 5
déf %)
de = — | T d D(Q).
/aniso T /Q o, 0 Vo € D(Q)

Ou encore, pour tout ¢ € D(R) :

On vérifie immédiatement :

. . . . oT o
Proposition 2.13 Si T € D’'(Q) alors, pour tout i=1, ..., n, les fonctionnelles S; = sont des distributions :

gTT e D'(Q).

Remarque 2.14 On rappelle que pour définir une fonction f, il suffit de donner sa valeur en chacun de ses
points : f est connue si on connait f(z) pour tout = dans le domaine de définition de f.

Les fonctionnelles T' € D’(Q2) sont avant tout des fonctions (définies sur un espace de fonctions). Donc elle
sont connues si on connait 7'(¢) pour tout ¢ dans le domaine de définition de T, i.e. pour tout ¢ € D(). Avec la
notation du crochet de dualité, une distribution T" est donc connue si on connait (T, @) pour tout ¢ € D(2). Et

T
c’est bien ainsi qu’ont été définies la masse de Dirac d,, la distribution réguliére T, et la dérivée partielle Er
X
Exercice 2.15 On dit que la suite (T});en- des distributions T} € D’(Q) tend vers la distribution T' € D’'(12),

et on note 7; — T dans D’(12), ssi :

Yo e D), (Tj0) = (T.9)

(Similaire & la convergence ponctuelle des fonctions.) Montrer que si 7; — T dans D’(f2) alors g—ff - gn::,

dans D’(Q) pour tout i = 1, ..., n. Et on dit que la dérivation est une opération continue au sens des distributions.

Réponse. On a, pour tout ¢ € D(Q) :

0T} Oy Op oT
— (T, _ =
<8$1 790> < 79 8$1>J~>oo < ) 8:01> ami7@>7
puisque si ¢ € D(Q) alors g—;’; € D(Q) pour tout 3. .

2.2.5 Exemples de dérivations

Exemple 2.16 Pour a et b deux réels tels que a < b, si f € C*([a,b]) alors f' € C%Ia,b]), et f et f'
appartiennent & L?(Ja, b). On vérifie qualors (1)’ = T{41, i.e. que la dérivée au sens des distributions est une
généralisation de la dérivée usuelle. En effet, on a pour tout ¢ € D(]a, b)) :

b b .
Tgn0) = [ F@p@rds= - [ f@)g @) do = —(T7.0) E (@70

le deuxiéme signe ‘=" étant donné par I'intégration par partie classique puisque ¢ € D(]a, b[) donne en particulier

@(a) = ¢(b) = 0. On peut identifier sans souci f’ et les distributions associées T ou (T7)' quand f € C'. du

15



16 2.2. Notions de distributions

Exemple 2.17 Pour f € L?(R) non dérivable, la dérivée f' = % n’a pas de sens usuel. Par contre elle a un

sens “au sens des distributions” : si Ty est la distribution associée a f par (2.9), sa dérivée (Ty)" définie par
sera notée (abusivement) f’. Par contre on n’a pas (Ty)" = T(4 pour la simple raison que f’ n’existe pas en
général.

De méme pour f € L?(Q) avec g—i qui n’a de sens qu’au sens des distributions : % est la notation abusive

de 2T1) Gsfinie en (2.13).

Exemple 2.18 La fonction (marche unité) de Heaviside Hy = 1g+ : R — R définie par Ho(z) = 1si 2 > 0 et
Hy(z) =0 si ¢ < 0 (marche unité) n’est pas dérivable en 0. Elle est dérivable au sens des distributions : si Ty,
est la distribution associée & Hy par (Tg,, ) = (Ho, p)12(q) pour tout ¢ € D(R), alors :

dTy, | def dp / <,
, = —{(Tg,,—)=— z)dxr = ¢(0) = (b9,
(5 %) {Tro, ) 0<P() ©(0) = (do, ¥)
Donc dgfzo = §p dans D’'(R). On note : dggo = §o dans D'(R), ou encore “H, = dy au sens des disributions”
(attention la fonction de Heaviside n’est pas dérivable, et écrire H{) impose de préciser ‘au sens des distributions’).
Montrer que pour la marche unité H, = 1), o[ On a H! = ¢, au sens des distributions. ==
Exemple 2.19 La fonction valeur absolue : |z] = x si 2 > 0 et |x| = —x si < 0 a pour dérivée au sens des
ditributions Hy(x) — Ho(—x) = (1g, — 1g_)(x). Le vérifier et faire le dessin. on

Exemple 2.20 Soit f une fonction C* par morceaux, en deux morceaux, i.e., f € C1(R)—{a} et f(a—), f(a+),
f'(a=), f'(a+) € R. On note :
s = fla+) = f(a—) = [f(a), (2.14)

le saut de f en a. Alors la distribution 7' associée & f est dérivable au sens des distributions et par définition :
(@) ) == [ 1)z da.
R

f’ a un sens dans C°(] — 0o, af) et dans C°(]Ja, o[, et on peut appliquer les régles usuelles de Iintégration par
parties :

- [r@p@ia= - [ o [T e

= [+ [P @ s+ o).

On a donc :
(Ty)" =Ty + sda,

(attention aux notations!) ou on a noté T la distribution associée & f’ 1a ou f’ a un sens (!), i.e. :

Tpo) = [ " @)y do + / " P @)e(a) de.

Attention aux notations! Ce sont celles usuellement employées par les physiciens et il convient de connaitre
leur signification qui n’est pas classique. Donc, si on veut dériver la fonction f discontinue en a, a la dérivée
classique f’ (1a ou elle a un sens) il faut ajouter la masse de Dirac sd,. On retrouve bien sir les cas particuliers
f = Hy, et f est continue dérivable en a (pour lequel s=1). .

Remarque 2.21 La plus grosse difficulté dans I'utilisation des distributions est les notations : on vient de voir
que considérer f’ n’a aucun sens quand par exemple f a un saut en a, ou plutodt a deux sens! Le premier sens est
classique et désigne la dérivée de f 1a ou elle a un sens (ici partout sauf en a) : cette dérivée classique ne permet
pas de décrire ce qui se passe en a, alors que c’est justement la discontinuité en a qui gouverne généralement le
phénomeéne & étudier.

Et le deuxiéme sens est pris au sens des distributions, i.e. comme (T;)" définie par et qui ne doit en
aucun cas étre notée f’ au voisinage de a. Alors, attention au contexte et aux notations! on

Exercice 2.22 Soit 2 =] — 1, 1[. Résoudre le probléme de Dirichlet, pour y €] — 1, 1] :

On note uy(x) = E(z,y) la solution (dite solution élémentaire), solution qui dépend de y. On montrera que
uy(z) = 2y +1)(z —1) siz > yet uy(z) = 1y —1)(z + 1) si « < y (fonction continue). Cette équation
correspond & un probléme de charge ponctuelle (en y) et sa solution non dérivable au sens classique.
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17 2.3. L’espace de Sobolev H' ()

Indication : u'(x) = Hy(x)+c ot ¢ € R est une constante d’intégration, i.e., v'(z) = 14+csiz > yet v'(z) = ¢
si ¢ < y. Puis intégrer a nouveau : cela introduit 2 nouvelles constantes d’intégration, ces trois constantes étant
données par les conditions de Dirichlet et la continuité en y a justifier (dériver 2 fois).

Vérifier que la solution du probléme associé (au sens des distributions) :

{ u! = f
u(—-1)=u(l)=0

est donnée par u(z) = fi1 E(z,y)f(y)dy pour —1 <z < 1.

Réponse : voir cours des distributions. On peut faire la vérification formelle en écrivant 332715(90, y) = dy(x) et
en dérivant sous le signe [ (ce qui sera toujours valide au sens des distributions). ==

Définition 2.23 De maniére générale, pour T € D'(2) et o € N, 9*T est défini par :
o deéf || o
(0°T, ) = (1) (T, 0%) (2.15)
Et on vérifie immédiatement que 9*T € D’(Q) (i.e. 9*T définit une distribution) pour tout o € N™ :

Proposition 2.24 Une distribution est infiniment dérivable au sens des distributions.

2.3 L’espace de Sobolev H!(Q)

v .
3 n’a pas de sens (au sens des fonctions)
X

a un sens au sens des distributions donné par définition par

Soit une fonction v € L*(Q). En général v n’est pas dérivable et

et en particulier n’est pas dans L?(£2). Mais

8@-
0 6 0
<3;¢ , ) def (v, 8Z> pour tout ¢ € D().
Soit T} = % la distribution ainsi définie. S’il existe une fonction f; € L*(Q) telle que T; = TY,, alors T; est

une distribution réguliére, et on note simplement f; = 83;_.

Exemple 2.25 Soit 2 =0, 2] et soit la fonction affine par morceaux (fonction “chapeau”) :

z siz €]0,1],
olz) = { 2—zsizell?. (2.16)

(Faire le dessin.) Cette fonction n’est pas dérivable (au sens classique en x=1), mais est dérivable au sens des
distributions : si T}, est la distribution réguliére associée, alors on a (T,,)" = Ty ot ¢ = 1,11 — 1j1,9 € L*(]0, 2])
et T, est la distribution réguliére associée.

Et on notera « (T,,)" =1 = ¢’ au sens des distributions » (ne pas oublier “au sens des distributions” car ¢’
n’a pas de sens en x=1).

(Notez que 3 n’est autre que ¢’ 14 ol ¢a a un sens, i.e. dans ]0, 1{U]1, 2]). i.

On note (on s’est placé dans la base canonique de R™) :

N q
sin>2, Vu(r)=gradv(z) = : , etsi n=1, Vo(z)=1'(). (2.17)
()
On définit alors 'espace de Sobolev d’ordre 1 sur €2 ouvert de R™ par :
HY(Q) = {ve L*9): v € L*(Q), Vi=1,...,n}
o, (2.18)

= {ve LA(Q): Vve LA(Q)"}.

(Par exemple, la fonction chapeau ¢ donnée en (2.16) est dans H*(]0,2).)

17



18 2.3. L’espace de Sobolev H' ()

On lui associe le produit scalaire :

ol = [ ulepdi+ Y [ SE@5l @) d

Il
—
£
&
=
oS
ISH
S
+
;o\ﬂ

<
£
=
<
=
b
3
QL
2

Q
g = noté = = " Qu Ov . . .
ou (Vu(zx), Vu(z))rn = Vu(z).Vu(z) = Z 2. B (produit scalaire euclidien de R™). Donc :
=1 e
() 1) = (u,0)£2() + (Vu, Vo) 12(q), (2.19)

noté

ol on a noté (Vu, Vv)Lz(Q) = / Vu(z).Vo(z) dQ. La norme associ¢e est notée :
Q

ov 3
ol ) = /@ 0)ar ey = (IIv]32q +Z|| (leo)

ie.:
1

= 2
ol ) = (1120 + 1901 aey) - (2:20)

Lorsqu’aucune confusion n’est possible, on note simplement |[v||g1 = [[v]| g1 (q).

Exercice 2.26 Montrer que dans H'(f2) la norme ||.||z> et la norme ||.||;;1 ne sont pas équivalentes.

Réponse. Prendre la suite de fonctions définie en (1.13) : elle est dans H', de Cauchy dans (L2 || [|L2), mais pas de
Cauchy dans (H',|[|.||lm1) car fa, — fr = nljp 1,0 —nlp a1 1), done |fs, — fo| = nljy 1,1 done Iy iz
fri1(@)Pdz =n*L =n A, 0. Donc cette suite converge dans L, pas dans H'. -'-

Théoréme 2.27 Lespace (H'(),]|.||n1(q)) est un espace de Hilbert.

Preuve. Il est immédiat que (H'(S2),(-,-)u1(q)) est un espace préhilbertien. Il s’agit de montrer qu’il est
complet. Soit (v;) une suite de Cauchy dans H'(Q) (pour la norme ||.|[f1(q)). On en déduit que (v;) est une

suite de Cauchy dans L?(2) ainsi que (a—) Comme L?(Q) est complet, il existe v € L?() et des w; € L*(Q)

Ox;
els que v;, — v et 5=~ — w; dans €S convergences sont egalement vrales dans rivial) et on
tel ; tagﬂ d L?QL t également vraies dans D'() (trivial) et

81) J

applique Dexercice qui donne — 81 , d’ott w; = ; Comme les w; € L?(2), on a obtenu v € H' ().
D’ou H'(Q) est fermé. .

Remarque 2.28 Lespace (H'(Q),|].]|12(0)) (Uespace H'(Q) muni du produit scalaire induit par celui de
L?(2)) n’est pas un espace de Hilbert : il n’est pas complet, voir exercice -
Sa fermeture est L?(£2) tout entier. En effet, D(2) est dense dans L*(Q) et D(Q) C H(Q) C L*(). -

Remarque 2.29 Pour  C R™ avec n > 2, les fonctions de H'(Q2) ne sont pas continues en général. Par
exemple, dans R? prendre la fonction définie dans la boule unité B = B(0,1), par, pour k > 0 et Z # 0 :

(@) = |In|Z||".

v n’est pas prolongeable par continuité en 0 mais appartient & H'(B) pour 0 < k < l . Pour le voir, intégrez sur
1

le disque B en coordonnées polaires pour obtenir |[v[[72 ) = 27 f2 —logr)®*rdr=2r [~ | o) e 22k dt <

00, puis ||§v||2L2(B 27 ftff k2t2(k Ddt < oo pour k < L. Donc les fonctions ayant une dérivée dans

L?(€2) ne sont pas forcément contlnues HY(Q) ¢ C°(Q) en dlmenswn n>2.
Autre exemple : la fonction In(—In|#|) qui est dans H'(B) (le vérifier) mais n’est pas continue en 0. oa

Remarque 2.30 Par contre, dans R (en dimension 1 donc), les fonctions de H'(I) seront des fonctions conti-
nues pour [ intervalle borné ou non : par définition :

HY(I) = {v(z) € L*(I) : V' (x) € L*(I)}.

Or sur tout intervalle borné I;, une fonction f de LQ(Il) appartient aussi & L'(I1). En effet, 'inégalité de
Cauchy-Schwarz donne [, |f(z)|dz < ([} [f(z )|? d)2 ([, dx) 7 < oo

18



19 2.4. L’espace de Sobolev Hé(Q) et linégalité de Poincaré

Donc v € HY(I) implique v' € L'(I;) pour tout intervalle borné I; inclus dans I ; et pour ¢ un point intérieur
a I, la fonction @ — [ v'(t) dt est bien définie et de plus continue. On définit :

o(x)=C+ /T v'(t) dt, (2.21)

et ¥ est continue. Et on vérifie que v = ¥ presque partout, voir cours d’intégration. (¢ est un élément de la classe
de v : une fonction vy nulle presque partout ajoutée a © donne une fonction ¥ + vy qui a la méme valeur dans
L2(I) : ||o + vol|r2(ry = 1|9 2(1), voir cours “intégrale de Lebesgue”. Sans précision supplémentaire, on prendra
toujours le représentant continu ¢ de la classe d’équivalence pour définir v € H(I).)

Cela permet d’utiliser une autre définition de H'(I) (dans le cas I intervalle de R) : plutot que de considérer
les classes de fonctions, on considére les fonctions définies par :

HYI)={veL*(I): 3ge L*(I), 3C €R, Ice I, v(x) =C+ /xg(t) dt} < C(I). (2.22)

H(I) est 'ensemble des fonctions dites absolument continues sur I, et avec la notation ci-dessus g est la dérivée
généralisée (ou faible ou au sens L?) de v (on rappelle que g € L? n’est définie que presque partout).

On a donc, en dimension 1 (uniquement), pour a < b : H'(Ja,b]) C C°(Ja,b]). (Un exemple de fonction
continue non absolument continue est donnée par la fonction de Cantor, voir cours d’intégration, ou encore la
fonction de Weierstrass qui est continue mais n’est dérivable en aucun point.) nn

Remarque 2.31 En 1-D, une autre propriété intéressante des v € H(I), avec a,b € R, a < b et I =a,b], est
que v admet des limites finies en a et b :

v(a+) = lim v(z) €R, v(b—) = lim v(z) € R. (2.23)
r>a x<b

Et on peut prolonger v par continuité en a et b en posant v(a) = v(a+) et v(b) = v(b—), et donc v € C°([a, b]).

En effet, e.g. en b, si (x,)y- est une suite qui tend vers b, avec et Cauchy-Schwarz, on a |v(z,,) —
v(x,)| = |f;7:” 1g(t) dt| < Clam—1,|2 ot C = ||g]|12, et donc la suite (v(z,,)) est de Cauchy, donc convergente
dans R, vers le réel v(b—) car v est continue dans ]a, b|.

Et si a = —oo alors v(z) —4—0o = 0, et si b = oo alors v(z) —; 00 = 0. En effet, e.g. en 400, on a
v?(x) = v?(c) + [ 20(t)v'(t) dt (par intégration par partie dont on verra qu’elle est licite dans H'), pour tout
¢, x €la,o0l. Et, a ¢ fixé, vv’ € L*([¢, 00[) (Cauchy—Schwarz), donc v*(2) —goo00 £ = v?(c) + [ 20(t)v'(t) dt
dans R, le réel ¢ étant nécessairement nul sinon v ¢ L?([c, oc]). oa

2.4 L’espace de Sobolev H}(Q) et I'inégalité de Poincaré

On considére un ouvert borné €.

On a vu (Proposition [2.5) que D(Q2) est dense dans L*(2) (donc pour la norme ||.||z2(q)). Par contre D(Q)
n’est pas dense dans H'(Q) muni de sa norme |[[| 1 () En effet, la fonction constante = 1 sur Q appartient
a H'(Q) mais n’est pas limite de fonction de D(Q2) pour la norme de ||.||g1(q) : la variation au voisinage du
bord serait trop ‘rapide’ (gradient élevé) pour qu’on puisse avoir ||1 — <p||2L2(Q) +]|V1— ﬁcp”%z(m < €2 (sachant
V1=0).

En effet, par exemple dans H'(]0, 1[), on devrait, pour tout & > 0, avoir Pexistence d'un ¢ € D(]0, 1) tel que
1= ¢llr2 < cet||¢'||r2 <, avec ¢ & support compact, donc en particulier nulle au bord : p(z) = [ ¢/(2) dx,
d’ou |p(z)| < fol |’ (z)] dx < (fo1 ¢/ ()2 dz)2 (Cauchy-Schwartz) et donc |p(z)| < ||¢||z2 < e. On en déduit
que |1 — p(z)| > 1 — ¢ et donc que [|1 — ¢|[3. > (1 —€)?, ce qui est incompatible avec ||1 — ¢||2, < &? pour €
petit.

On définit alors Hg(Q) comme étant Padhérence de D(Q2) dans (H'(Q),]|.|[z:) (Vadhérence dans H'(Q)
muni de sa norme [|.||g1(q)) :

1 ey H ()
Hy () = {D(Q)} (2.24)
ie.:
Hy(Q) ={ve H(Q): Ve >0, Jp € D(Q), |[v—9¢|lm ) <} (2.25)

Remarque 2.32 On rappelle que 'adhérence ci-dessus est définie comme étant ’ensemble des points ¢ €
H(Q) tels qu’il existe une suite (p,,) € D(Q) vérifiant p,, — 00 ¢ la limite étant prise au sens de H'(Q),
i.e. au sens de la norme [|.||g1(q). Donc ¢ est dans I'adhérence s’il existe une suite (¢,) € D(Q) vérifiant
|0 —=@n|l 1 (Q) —>n—00 0- Le choix de I'espace et donc de la norme associée est primordial : si on avait considérer
I'adhérence de D(Q) dans (H'(2),.||12(n)) cette adhérence serait 'espace H' () tout entier de maniére triviale

1
puisque D(2) est dense dans L?(Q). Or H}(Q) = {p € D(Q)}H @ West jamais égal a H'(2) lorsque  est
borné : prendre la fonction 1 qui est dans H'(Q) mais n’est pas dans Hg(Q) (cf début du paragraphe). ua
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20 2.4. L’espace de Sobolev Hé(Q) et linégalité de Poincaré

Remarque 2.33 On verra que H}(Q) est le sous-espace de H!(Q) des fonctions qui s’annulent au bord :
Hy(Q) = {ve H(Q):yr =0}

(dés que Q est un ouvert 1-régulier.) Et on admet le théoréme de prolongement par 0 en dehors de € : si
f € HY(Q) alors la fonction f définie sur R™ comme valant f sur €2 et étant nulle sur R" — Q vérifie f € HY(R"),

et on note (abusivement) f = f (permet d’éviter de multiplier les notations). 7]

Dans H}(Q) on a (propriété différenciant Hg(2) de H(Q) pour ©Q borné) :
Théoréme 2.34 (Inégalité de Poincaré) Si I'ouvert ) est borné alors (dans H}(Q))
Jeq >0, Vo€ HYQ), |[vllrz@ < callVoll2@), (2.26)

o1t cq ne dépend que de ). (C’est évidemment faux dans H'(Q) : prendre v = 1g.)

Preuve. On montrera le résultat pour v € D(€2), puis on conclura par densité de D(Q) dans H}(Q).
Q étant borné, Q est contenu dans une bande Q C {(2/,z,) € R" ! xR, a, < z, < b,} oil a,,b, € R.
Soit v € D(Q) et soit ¥ son prolongement par 0 sur R” — Q. On a & € D(R") et ¥(2,a,) = 0, d’ou, posant

B (t) = B(2', ), 00 & B (20) = Vs (T0) — s (an) = [ War (1) dt = (1, %) 121, 2]y SOIE

ov
aT;n(l"/, '))L2(]an,:p” D-

(2, x,) = (1,

D'ot, [o(a', z,)| < ||1||L2(]amzn[)|\3‘%(ac’7 IMr2(an e, (Cauchy-Schwarz), donc, pour z, > ay,

Ty T, 8~
|17(x’,xn)|2§/ 12dt/ | (', )| dt < [, — an\/ (@, 1) dt.
t=an t=an 8x

D’ou, & x, fixé en intégrant en z’ :

/ [o(a, :L’n)\ dx’ <z, — an|/ |— ', t) | dtdz’ = |z, — an||| HL2(Q)
z/eRn—1
D’ou en intégrant en x,,, sachant v(z’,.) nul a Pextérieur de |a,, by| :
0 bn (bp, — an)? ,, OO
lolfEecay = [ 15" 0n) P da’ don = N2 ey [l = anldan < 520 2 g
Rn . 2 Oy,
inégalité pour v € D(Q) plus précise que le résultat recherché car Ha 2 ||L2(Q) <3, ||68;’1 ||L2(Q = |Wv||2LQ(Q)n.

On a obtenu l'inégalité de Poincaré avec C' = %
Et D(Q) est dense dans (H(Q), ||.||z1) par définition de HE(Q), c.f. (2.24), donc ce résultat reste vrai pour
v € Hj(Q). En effet : si v € H}(Q), alors Ve > 0, Ip € D(Q) t.q. |[v — ¢|[g1() < €, donc [|v — ¢|[r2 < € et

IV = Vellrz < e donc [[o]lr2 < [[o = ¢llzz + 1¢]lr2 < &+ callVeollrz < e+ call[Ve = Vollg2 + [[Vo]|12) <
e(14cq) + cq||[Vvl|L2. Vrai pour tout &, d’ou (2.26)). ’u

Remarque 2.35 Ce résultat est évidemment faux dans H!(Q) : prendre v = 1. Ou encore si cette égalité était
vraie dans H'() pour un v donné, elle le serait encore pour v + ¢ oii ¢ est une constante, ce qui serait absurde
puisque 6(1} +c¢) = Vv et on pourrait choisir la constante pour rendre 'inégalité ci-dessus fausse. Par contre,
pour v dans H}(Q) on ne peut pas prendre une constante autre que ¢ = 0 pour garder v + ¢ dans Hg (). &

Remarque 2.36 On peut remarquer que la démonstration indique qu’il suffit de supposer €2 borné dans une

direction et que cq = % ot d est la largeur de la plus petite bande contenant 2. ==

Remarque 2.37 Pour ) borné, la plus petite constante cq possible est /\# I’inverse de la plus petite valeur

V0|32

propre Anin du laplacien : Ay, =
veri@) [[vf[2.

, quotient de Rayleigh, voir cours EDP de 3éme année. ou
Corollaire 2.38 Si ) est borné, la semi-norme de H'(2) définie par :

déf |, = 81) %
ol ©0l@ (= (I lBe 4+ 5 |B2) )

vérifie dans H}(Q) :
Vo€ Hy(Q), |[Vollezi) < vlla o) < \/1+ &IVollr2o)

C’est donc une norme sur H{(Q) équivalente a la norme ||.|| g1 (q)-
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21 2.4. L’espace de Sobolev Hé(Q) et linégalité de Poincaré

Preuve. HVUH%H(Q) < HU||2L2(Q) + ||VUH%{1(Q)a et ||U||i2(g) + ||VUH12111(Q) < C?ZHVUH?—P(Q) + HVUH%{l(Q)‘ -
Lorsqu’on ne considére que des fonctions de H} (), on note aussi |2 (@) = |-|m1 () 1a norme sur HL(Q)

ci-dessus, et : o
vua v € I{O1 (Q)7 (ua U)HS(Q) = (VU, V’U)L‘Z(Q) (227)

définit un produit scalaire (associé a la norme) sur H}(Q).

Corollaire 2.39 Si Q) est borné alors I'espace vectoriel normé (Hg(S2), |[-I[z2(2)) est un espace de Hilbert
(I'espace HE () muni de sa norme -1 22 (02))-

Preuve. Le sous-espace (Hg (), ||| ()) de UHilbert H'(Q2) est fermé par définition (adhérence de D(€2) dans
H'(€)), et donc c’est un Hilbert. Comme ||.||1() est une norme équivalente & la norme |- £2 (02) sur H (%),

on en déduit que (Hg (), || 2 () est un Hilbert. oa

Remarque 2.40 Attention & la norme choisie : lorsqu’on parle de H'(f2) on parle implicitement de 1’espace
(H (), ]|l (), i-e. espace H* () muni de sa norme ||.||z1(q) lui conférant la propriété d’étre complet.

Rappel : pour  borné D(€2) n’est pas dense dans (H*(2),]|.|[1(q)) complet ('adhérence est Hg(£2)), alors
quil Vest dans (H'(9),[.||r2()) qui n’est pas complet...

On voit I'importance de considérer la ‘bonne’ norme! On rappelle que la norme est un instrument de mesure.
En particulier, la norme ||.||2(q) permet de mesurer des fonctions (au sens L?(£2)) alors que la norme ||.|| z1(q)
est beaucoup plus ‘sévére’ (‘précise’) puisqu’elle mesure de plus les variations (gradients) des fonctions (au sens
L2(%2)). un

Exemple 2.41 Soit 2 un ouvert borné et soit la forme bilinéaire a(-,-) définie par :
Yu,v € HY(Q), a(u,v) = (Vu, 61})[/2(9).

Montrer que la forme bilinéaire a(-,-) est coercitive dans I'espace (Hg(€2),||.||z1) (Uespace HE(£2) muni de la
norme de H*()), i.e. montrer que :

Ja >0, Yve Hi(Q), a(v,v)>allv||3:.

(Indication : utiliser 'inégalité de Poincaré.) oa
Exercice 2.42 Montrer que (D(Q))*#! = {u € HY(Q) : —Au+ u = 0} (Porthogonal de D(f2) dans H*(Q)).
En déduire que si Q est borné alors D(£2) n’est pas dense dans (H(2), ||.||g1)-

Réponse. On a v € D(Q)* 1t & (v, )1y = 0 pour tout ¢ € D(R), i.e., aprés intégration par parties, —Av +v = 0
dans D’'(€2) et dans L*(Q) puisque v € L*(Q), d’ott —Av 4+ v = 0 p.p. Et la réciproque est triviale.

Et pour Q borné ensemble {u € H*(Q) : —Au + u = 0} n’est pas réduit 4 0 : dans R et =]
te 7.

— 1,1[ par exemple,

prendre u(z) = e*%; et dans R™ avec n > 2 et par exemple ) contenant 0, prendre u(Z) = "% ou ¥ € R™ vérifie
171l = 1.

Exercice 2.43 Montrer, pour u € H'(R") :

o9 y2 9
u(y) — u(Z) = / —u(t,x27...,xn)dt+/ —u(yl,t,xg,...,xn)dt—&—...
¢

=z Oz, t=z4 0z (2.28)
+ " o ( t)dt '
.. . 8.’1,‘” Y155 Yn—1, .
Réponse. ty:lzl 387“1(7;@27 vy T ) dt = (Y1, T2, ooy Tn) — u(T1, T2, ooy Tn).
ty:ZzQ %(yl, t, 3, ..., Tn) dt = u(y1, Y2, T3, ..., Tn) — U(Y1, T2, .oy Tn)...
On fait la somme, et il reste w(y1, ..., Yn—1,Yn) — w(T1, T2, ..., Tn). ==

Exercice 2.44 Soit  dans le cube [—a,a]”, a > 0. A l'aide de (2.28), montrer Iinégalité de Poincaré—
Friedrichs : pour u € H*(Q) on a :

. 1 2
2, < 9g2 2 7‘/ *dQ’ 2.29
o) < 207Gl + o [t (2:20

Réponse. On a (a1 + ... + an)? < n(al + ... + a2) (en effet récurrence, vrai pour n = 1, et (a; + ... + an + ant1)? <
n(ai+...+a2)+a2 1 +2(a1+..Fan)anss < (nH1)(ai4...+a+a2 ) —(ai+...+a2)—naZ i +al+anti+...FaZ Fantt
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22 2.5. L’espace de Sobolev H?(2)

Donc (2.28) donne :
. . VL9 yn H
() — w(@|* < n(( [ e @t et ([ et dt)?)

t=x1 t=xp

e ou 2 e ou 2
< 1.2 oy T L2 (g1 oy s,
<[ gt ot ([ LS i 010
@ ou 2 @ ou 2
< — ey Ty —_— ey Yn— .
<ao)( [ 1P oz Pt et [ 2 e, O )

Et (u(7) — uw(@))? = u(9)? + u(@)? — 2u(Z)u(¥) donne :

B B NS L) L
w(@)? + u(@)? < 2u(@)u() + n(2a) (/ |a—u(t,x2, )Pt +/ S ey yn, )] dt) (2.30)
t=—a OT1 t=—a O0xy,

Et on a : 5

ou 2 u
t, 22, .., wn)|? dt) dos...dz, = dt,
Lo P aonden = [ iz
Donc :

/(/ a—(t:rz,..., |dtdQ—2/\—a‘:’|dQ
Q t=—aa

De méme avec les autres termes. D’oil en intégrant (2.30) sur Q x Q :

(2a)" /y_en w(@)? dQ + (2a)" /m w(@)? dQ < 2/@ () d2 /m () d

+ 2an(2a)(2a)" / Z (t, 2, ooy ) [* Q.
=1

D’ou . un
Remarque 2.45 Autres inégalités de Poincaré—Friedrichs : © borné régulier (frontiére lipschitzienne) :

3C >0, Voe H'(Q), |vllf2@) < CUIVYIL ) + 10][72ry)- (2.31)
Voir Necas [12] page 11. En particulier on retrouve I'inégalité de Poincaré sur H} (). un

2.5 L’espace de Sobolev H?*()

L’espace de Sobolev d’ordre 2 sur €2 ouvert de R™ est défini par :

82
H2(Q) = {ve HY(Q) : 8%;% € L*(Q), Yi,j=1,...,n} (2.32)
10
On lui associe le produit scalaire :
A 2 . .
(u,v) g2() = (u,0) 12 + (Vu, Vo) 2 + (d*u, d*0) 12 ngte Z(dzu,dlv)Lz, (2.33)
i=0
ol on a posé (cadre euclidien et produit terme & terme de [d?u] = |52 a -] et de [d%v] = [&f 7))
, def 0%
d*u, d*v) dx. 2.34
(v, 121/ 8331833] 83@1833]( z) de ( )
La norme associée est :
1 2
= 2 noté i 1
olliree) = (110120 + 1901 2y + ld20lay ) "2 (3 lldul 2) 2, (2.35)
i=0
%
ot ||d2v‘|%2(9) = (d v, d U 1] 1]{2(81 8:1:] ) dl‘) :

Théoréme 2.46 (H*(Q),]|.||g2(q)) est un espace de Hilbert.

Preuve. Admis (exercice). in

On peut également noter le résultat suivant (admis) :
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23 2.6. Théorémes de trace et formules de Green

Théoréme 2.47 Si ) est borné alors il existe une constante Cq, telle que :
Yv € Hé(Q)mHQ(Q), ||U||H2(Q) < CQHAvHLz(Q) (2.36)

Ce résultat n’est pas évident a priori car, dans le terme de droite, les dérivées secondes croisées de v
n’apparaissent pas. Voir par exemple Raviart—Thomas [14].

Remarque 2.48 On a également 'inégalité de Poincaré généralisé : si Q est borné et u € H*(2) alors ;

[|ul |2 < const (||dku||2L2 +3 |/Qd7u(x) de), (2.37)
[i|<k

ot i = (i, ...,in) € N" et [i| =4y + ... + 4, Voir Necas [12] page 9.
Et, avec P, I’ensemble des polynoémes de degré < m, pour I'espace quotient H*(2)/Py_1 on a :

[[ull3ge /., < const (|la*ull3: ). (2.38)

Ainsi la semi-norme ||d*u||;> est une norme sur H*(Q)/Py_;. Voir Necas [12] page 10.
Et quand Q est borné régulier (frontiére lipschitzienne) :

AC >0, Yoe HXQ), |PllEq) < CUld*vlIZ2q) + 10lli2r)- (2.39)

Voir Necas [12] page 12. ’u

2.6 Théorémes de trace et formules de Green

On se place dans R™ avec n > 2 et 2 ouvert borné de R"™.
Une fonction v € H(2) n’est pas nécessairement continue, et définir sa trace vjp (i.e. sa ‘valeur’) sur le bord
I' = 092 pose probléme.

Remarque 2.49 Noter que I' est de mesure nulle, et que pour v € L?(Q), comme v n’est définie que presque
partout, sa valeur sur I n’a pas de sens. On va voir qu’on peut le faire quand la régularité de v est suffisante :
quand v € H'(Q). o=

Remarque 2.50 Comme I' est de mesure nulle, définir une fonction sur 2 au sens “presque partout” est
équivalent & définir une fonction sur {2 au sens “presque partout”. En particulier on a H HQ) = HY(Q) qu'on
notera simplement H*({2). D’ou1 la notation bizarre au premier abord : D(Q) C H! (). .

2.6.1 Théoréme de trace dans H'(2)

On a vu que pour ) ouvert borné, D() n’était pas dense dans H'(Q).

Maintenant on considére le borné ) qui est fermé (donc compact dans R"). On a D(Q) = C*°(Q), et on va
voir que D(Q) est dense dans H'(Q), ce qui va permettre de définir, avec un argument de densité, la trace d’une
fonction de H'(Q) (i.e. sa ‘valeur’) sur T'.

On considérera uniquement les ouverts 2 qui sont 1-réguliers, i.e. dont la frontiére I' est paramétrable par
une fonction localement C*, Q étant localement “d’un seul coté” de T.

Théoréme 2.51 Soit (2 un ouvert borné I-régulier de R". Alors :
1-D(Q) est dense dans H'(Q), et
2 - Papplication o de restriction au bord définie par :

) (D(ﬁ)vH'HHl(Q)) —>(CO(F)7H~\|L2(F))7
Yo :
v =) =9,

est linéaire et continue (pour D(Q) muni de la norme ||.|| g1 () et C°(T') muni de la norme ||.||2(r)), et yo se

prolonge par continuité de H'(Q) dans L*(T).
On définit ainsi Iapplication linéaire continue o appelée “application trace” :

{Hl(ﬂ) — LA(D),
Yo :
v = (V) =vpr.

De plus I'espace Im(yo) = ~o(H*(€2)) ="°% Hz(T') est dense dans L*(T).
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24 2.6. Théorémes de trace et formules de Green

La continuité s’écrit :
Je>0, YveH' (Q), o)y < el g ()-

On note ||yp]| sa norme :

v noté (%

ozvert (@) vllE () overt @ Va1

(Attention aux normes employées.)

Preuve. On admet le théoréme. Indications sur la démonstration : 1- Par cartes locales et partition de l'unité
on se raméne au cas { est le demi-espace R", = {x, > 0} et v € H'(Q) a support borné dans Q. 2- On
approche v € H'(R™,) a support compact par une fonction réguliére w € C*(Q) par régularisation ; difficulté

pour la dérivée 8‘1” sur R"~! x {0} traitée par exemple par réflexion. 3- On a alors, notant Z = (x1,...,Z,_1) :

0o 2 0o
w(z,0?2 = —/O O (2 22) day = —2/0 w(Z,%J%(Z,x,Jdmn

< 2 w(z,xn)den)%(/ O (2 ) dan)
0 3xn
*° dw

,

—

2
z7xn) dmnn

d’oli en intégrant en 7€ R™! :

- ow
/R » w(Z,0)% dz = |lyowl| 72y < l|wl[72q) + ||%H%2(Q) < wl[Fay-

Remarque 2.52 On peut montrer que 7 n’est pas surjective de H'(Q) sur L?(I") (I'espace L*(T) contient
des fonctions f trop irréguliéres pour avoir un antécédent dans H'(f2))). En particulier, dans la démonstration

précédente on a uniquement besoin de la dérivation 8‘1” (dérivation dans la direction normale & la frontiére)

n

et on a pas besoin des dérivations dans les directions paralléles a la frontiére. On note Hz(I') = yo(H'(€))
Im(~p), notation qui peut étre justifiée, voir cours de distributions et transformées de Fourier.

2.6.2 Formule de Green dans H!((Q)

On a alors le théoréme d’intégration par parties avec régularité ‘minimale’ des fonctions :

Théoréme 2.53 (Formule de Green) Soit 2 un ouvert borné 1-régulier de R™, et soit 7i(Z) la normale unitaire
extérieure & I' en un point ¥ € T'. On notera (n;);=1,.. »n les composantes de 7l (et n; est appelée i-éme cosinus
directeur). Alors, dés que uw € H'(Q) on a :

O () d6r = / w(@)n () dT, (2.41)
o 0z; r
notée usuellement / Ou dQ = / un; dl. Et dés que u € HY(Q) et v € HY(Q) :
Q 0% r
ou . L o0v o o .
(@) v(@)dQ=— | u(@) (@) dQ+ | w(Z)v(Z)n;(Z)dT, Vi=1,..,n, (2.42)
0 (3'1'1 O 8:131 T
notée usuel]ement/ u vdQ) = —/ u v dQ) + / uvn;dl.
o 0 o O r

Preuve. Il s’agit de montrer que [, g—;(f) dQY = [ vo(u)(Z)n; (&) dT'. Le résultat est connu dans D(Q2) (et dans

C(Q)), voir section et la démonstration s’obtient par densité de D(Q2) dans H'(2) et par continuité de
I’application trace p.

Puis dans , on remplace u par le produit uv, ce qui donne pour u et v dans D(Q). Puis, par
densité, pour u € H'(Q) et v € D(Q), puis pour u,v € H' (). ua

Remarque 2.54 La notation [..un;dl est abusive : on devrait noter [.~vo(u)n; dl' ou bien [, wpn;dl, pour
u € H'(Q). Mais I'usage (et absence d’ambiguité) fait qu'on écrit [, un; dT. ua
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25 2.6. Théorémes de trace et formules de Green

Exercice 2.55 Dans R?, soit le quadrilatére A, B,C,D ou A = <8), B = (§>’ C = (1), D = (?)

(dessin). On note x1 = z et x9 = y. Soit u(x,y) = y. Vérifier (2.41) pour ¢ = 1 (ne pas oublier n4 !).

Réponse. % = (0 donne fQ %(w,y) dQ) = 0. Paramétrage de I' = TapUTI'scUl'cpUl'p 4 (dessin) : 1- I' 4 g est 'image de

x

la courbe paramétrique & = 7(t) = A+ tAB pour ¢ € [0, 1]. Donc 7 (t) = AB = <§) est tangent en Z, et 7(%) = (_01)

. 1
est normal unitaire sortant. Donc ni(Z) = 0, donc fr u(@)n1(Z)dl = 0. 2- I'pc est donné par BC = 1 ) et

&=7(t)=B+tBC = (x(;)(;ft_ ) pour ¢ € [0,1]. Donc 7(t) = BC et dI" = || (t)|| dt = V2 dt et 7H(Z) = L2 G)

est normal unitaire sortant, donc n; = Q' donc fr w(Z)n1(F) dl = ftl:o w(7(t))na (F(t)) V2 dt = ft oyt f 2\2dt =

[tQ f=13- fr (Z)dl = 0. 4- fr )nl(x)dF:—%.D’oﬁ fru(f)nl(x)dF=O+§+O—§—O.Dou(2.41
est verlﬁe i

2.6.3 H () = Ker(y)

On en déduit le théoréme :
Théoréme 2.56 Si ) est un ouvert borné 1-régulier de R™, alors H}(Q) est le noyau de 7o, i.e. :

H3(Q) ={ve HY(Q): v()=0}=Ker(y) (2.43)

Preuve. La preuve de I'inclusion H{(Q) C Ker(7) est simple (par densité de D(Q) dans Hg () et continuité
de 7o) ; la réciproque délicate est admise (par cartes locales et partition de 1'unité, voir par exemple Raviart—
Thomas [14]). .

2.6.4 Dans H*(Q)

Pour v € C%(Q), on dispose de son développement limité au voisinage de & € Q :
F(@ + hit(D)) = f(@) + h (Vf(Z),7(Z))rn + o(h). (2.44)

Cette formule est généralisee au cas f € H?(Q).

Soit v € H*(Q). Donc £~ € H'(Q) pour i = 1,..,n, et la quantité 70(@) = ‘%)IF a un sens dans L?(T).

Ou définit alors sur T', 7i(Z ) etant le vecteur normal unitaire sortant en un point Z € T :

Yo € H2(Q), ) & Z (@ ni(@) = Vu(@)4i(F) R, (2.45)

o e .,
et — (&) est appelé dérivée normale en Z.

on
Et pour tout v € H?(2), on définit ainsi la fonction g—z € L*(I).

On admet alors :

Théoréme 2.57 Soit 2 un ouvert borné 1-régulier de R". Alors :
1-D(Q) est dense dans H?(2),
2 - Papplication ; définie par :

(D(ﬁ)aH'HHQ(Q)) - (CO(F)v”'”L?(F)),
e = @
v on’

est linéaire continue et se prolonge par continuité de H*(Q)) dans L*(T") :
dec > O, Yv € HQ(Q), H’}/l(v)HLz(p) < CH’UHHZ(Q) (246)

~1 est appelée application trace. On note ||y1|| sa norme :

[y1 ()220 noté 1122 2(r
l7il|=  sup WRADILAT) ( = sup Won[1E2() ). (2.47)
ozven2@)  |vllE2(@) ozver2(@) ||vllr2(0)

On en déduit directement a partir du théoreme [2.53 le
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26 2.7. * Espace de Sobolev H%O(Q) C HY(Q) et inégalité de Poincaré généralisée

Théoréme 2.58 Soit 2 un ouvert borné 1-régulier de R". Alors, dés que u € H*(Q2) et v e HY(Q) :

0%u ou v ou
— (D) v(¥)dQ = — 7). 7) dQ) 7)n; (T) v(F) dT, Vi=1,..,n. 2.48
[ G @@ [ @) g @dn [ S @n @@ P= 1 (249)

2
Et on note usuellement /Q g;g vdS) = 7/@ g;g;l ds) + /F g—;nz vdl.
Et donc en sommant, avec la notation :
Au(Z)v(Z)dQ = — | Vu(T).Vo(T)dQ + @(f) v(Z) dr, (2.49)
Q Q r on

A 0
appelé également formule de Green, et notée / AuvdQ = —/ Vu.VodQ + / 8—u vdl.
Q Q ron

Preuve. La formule de Green (2.42) donne :

Pu, . B ou ,_, Ov N o .
/Qamg(x)v(z) dQ = 7/9 oz, (@) oz, (I)dQ+A8xi (Z) v(Z) n;(Z) dT, Vi=1,..,n.

D’ou le résultat. n

Exercice 2.59 Etablir dans R?, pour la matrice A = ( , pour u € H%(Q) et v € H(Q) :

N————

1 2
3 4

div(A.Vu) (&) (&) dQ = — /

(A.Vu)(2).Vo(T) dQ + / (ANVu(Z)).7(Z) (&) dr.
Q

Q T

L’établir plus généralement dans R™ pour une matrice A quelconque
N.B. : le point ’.” dénote soit le produit scalaire dans R™ soit le produit matrice-vecteur : on devrait noter :

/ (AVU@), Vo(@)pn da et / (A.Vu(@), 7(#))gn o(F) dT (2.50)
Q r

0 -
pour lever les ambiguités. Dans la suite on notera —u(:f') = (A.Vu(Z),7(Z))rn.
na

Réponse. Poser o = ANVu et appliquer 1) un

Remarque 2.60 * On dispose également du résultat : si v € H'(Q) et si Av € L?(Q2), alors % e H 2(D) et :

ov

||%HH7%(F) < C(l[v[lmr @) + [[Av][22(0)),

a comparer avec (2.46)). n

2.7 * Espace de Sobolev H} () C H'(2) et inégalité de Poincaré généralisée

On suppose ici ) ouvert borné connexe de R™ de frontiére I' réguliére partitionnée en I' = Ty |JT'; (avec
I'oT'1 = 0) et on suppose I'y de mesure non nulle : meas(I'g) # 0.
On définit alors :
H} (Q)={ve H'(Q): v, =0} (2.51)

Cet espace est fermé dans H'(Q2) comme noyau de I'application (linéaire) continue 7o~y ot r : L?(I') — L*(T)
est I'application restriction et 7o est I'application trace. Donc (Hp (€2), |||z (q)) est un Hilbert.
Sur H{ (€) on dispose de I'inégalité de Poincaré généralisée :

Théoréme 2.61 Dés que €2 est connexe, borné et 1-régulier, et que meas(I'g) > 0, la semi-norme |v|g1 (o) =
|Wv||L2(Q) définit une norme sur H{ (Q) équivalente a la norme induite par ||.||g1(q)- On la note M (o)
0

Vv € Hy, (Q), ol g, ) = IV ]| 220 (2.52)

et (u,v)m (o) = (Vv, 61))[/2(9) définit un produit scalaire (associé a la norme) sur Hy, (£2).
0
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27 2.8. * Cas vectoriel : l’espace de Sobolev Hl(Q)2 et inégalités de Korn

Preuve. On vérifie que |v|g1(q) est une norme sur Hf (Q) : c’est une semi-norme et |v]g1 (o) = 0 implique
% = 0 pour tout i = 1,..,n, d’ou v est constant (presque partout) sur €2 connexe. Puisque meas(I'y) > 0 on

déduit que si v € H%O (Q) alors v est la constante nulle (presque partout).
Montrons qu’il existe 2 constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que :

Yoe HE (Q),  Cillvllmi@) < 1|VV|r20) < Callv]lm o)

Trivialement Cy = 1 et il reste & vérifier I’existence de C7 (démonstration hors programme deuxiéme année ,
démonstration classique pour le cours de troisiéme année).
Supposons le contraire : il existe une suite de fonctions (u,) de Hp, (Q) telle que :

1 =
EHUWHHl(Q) > [ Vum|| L2

Um

Normant cette suite dans H'(Q), on a la suite v, = telle que :

HUmHHl(Q)

- 1
||Um||H1(Q) =1, HVUmHL?(Q) < m (2.53)

Sachant que Q est borné, le théoréme de Rellich (admis, voir cours de 3éme année) indique que I'injection canonique de
(H' (), ||/l 1 () dans (L2(%), [|1|2(q)) est compacte (de toute suite borné de H'(Q) pour la norme |11 () on peut
extraire une sous-suite convergente pour la norme ||.|[12(q))-

Donc, (v.,) étant bornée dans H' (), quitte a extraire une sous-suite, (v,,) est convergente dans L?(2), donc est en
particulier de Cauchy dans L?(Q) : ||vm — vn||z2 — 0 quand m et n tendent vers co. On en déduit avec

llom = vellF1 (@) = [lom = vellZ2 (@) + IV (0m = 0)|lZ2@) — 04+0=0
@) ) @ e
et (vm) est une suite de Cauchy dans Hp (). Hp, () est complet pour la norme ||.|[g1(q) (car fermé dans H'(S)

complet), et (v) converge vers un élément w € Hp () tel que Vuw = 0 (avec ) D’ott w = 0 puisque meas(I'g) # 0.
Ce qui n’est pas compatible avec ||w||g1(q) = 1 = lim ||vm||g1(q). Il n’existe donc pas de suite satisfaisant (2.7) d’otr
Pexistence de C1 > 0. un

2.8 * Cas vectoriel : 'espace de Sobolev H!(Q)® et inégalités de Korn

On s’intéresse ici aux applications ot 'inconnue est une fonction vectorielle @ & valeurs dans R? : (%) =

<u1({)>, olt uy et us sont deux fonctions de H().
us (%)

Ce cas correspondant en particulier au vecteur déplacement en élasticité (mécanique des solides). Le cas de
R3 (ou de R") se traite de la méme maniére. Si o représente le tenseur des contraintes, ’équation de conservation
de la quantité de mouvement s’écrit : N

divg + f =0
ol f une densité volumique de forces. La loi d’état d’un solide élastique homogéne et isotrope est :
o = (Aivid) I + p(gradd + (gradd)”) = (Adivid) I + 2ue
oti I est le tenseur identité, (gradi)? est le tenseur transposé de gradii = [%hgi}jgn et :

aul (911,2 . 1 . o
e ——— _ < — T‘I‘ _ = .
0xq + Oz (grada), £ 2(gradu + (grada)”)

A >0 et > 0 sont appelés coefficients de Lamé, et ¢ le tenseur des déformations linéaires.

divid

.. N . 011 012
Se limitant & R?, si g = , on a donc :
- 021 022

aui + 8uj

035 = ()\le’L_l:)(Sw + ﬂ(ax O
J [

) = (Adiva)d;; + 2ueq;
avec §;; symbole de Kronecker.
Le probléme consistera & résoudre :
trouver u € Hl(Q)2 tel que :
—div(g(@) = f  dans Q
U, =0 sur I'g

o(u).1n => sur I'y

(2.54)

ou I' la frontiére réguliere de Q est la partition I' = I'g|JT'; avec To((T'1 = @, ot 7 est la normale extérieure

aT, fe L) et >€ v (HYQ)*)(C L2(I)?). La condition sur Ty est une condition d’encastrement, et la
condition sur I'; une condition de chargement par une densité superficielle de force >>.
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28 2.8. * Cas vectoriel : l’espace de Sobolev Hl(Q)2 et inégalités de Korn

On munit les espaces L2(Q)°, H(Q)? et H%O(Q)2 des structures d’espaces produits, et en particulier des
normes, si ¥ = (vy,vg) :

1
. 3
9] L2() = (Ilvllliz(m + Hvzlliz(m)

- 2
ol = (Il ) + ezl o o) (2.55)
1

— = = 2
183, = (V1] 20y + Vo2l

ol pour cette derniére norme on a supposé que meas(I'g) # (). On a alors besoin pour résoudre le probléme de
Dirichlet du théoréme suivant dans Hg (Q)2

Théoréme 2.62 (Inégalité de Korn) On suppose ) ouvert borné de R? de frontiére I' réguliére. Alors :

. 2 1 .
Vi€ Hy(Q)", ZII% )72y = §ngadv|\%z(m (2.56)

et le membre de gauche définit sur H} (Q)2 une norme équivalente a la norme H'! (Q)2

Ce résultat n’est pas immeédiat car le membre de gauche ne contient que les combinaisons linéaires ‘symé-
trisées’ de gradv, tandis que le membre de droite fait intervenir toutes les combinaisons linéaires de gradv. Ce
résultat est également vrai dans R3 et R”.

2 .

S () =3 2(5) 1 5

ij

Preuve. On a pour ¢ € H}(Q)

2 1 1 ov; Ov;
£5(0)) dQ = =||gradd|? + - / pie)
/Q;( J ) 2 L@ T g ; oz Ox;

Il reste & montrer que le dernier terme est positif. On suppose de plus ¥ € D(2)? (on travaillera ensuite par
densité). Par intégrations par parties on va intervertir 'ordre des dérivations :

Ov; Ov; 0?v; Ov;
0= — - dr s dD
al'j E)xl d 8%8:52 Y d +/F 81']‘ vi d
dv; Ov; ov; dv;
= v dD — r
o 91 O, dQ - 0z n; v; d - 0n n;v;d

D’ou puisque @ € D(Q)? est nul au bord les intégrales sur le bord sont nulles et, :
O0v; Ov; ov; \ 2
o= [ ( ) a2 >0
Z/ Oxj Ox; /Q ; o0x; -

puisque de maniére générique (3, a;)? = (3, a;)(D_; ;) = >, aarj. D'ott le théoréme sachant D(2) dense
dans H&(Q) an

Pour résoudre le probléme de Neumann , on aura besoin du théoréme suivant (admis) :

Théoréme 2.63 (Inégalité de Korn) On suppose Q2 ouvert borné de R? de frontiére T' réguliére. Alors il existe
une constante C; = C1(Q) > 0 qui ne dépend que de 'ouvert < telle que :

_, 2
Vi e H'(Q), ZH% DLz + 19Z20) = CillollEn o) (2.57)

et le membre de gauche définit sur H'(Q) une norme équivalente a la norme H* ().
Autrement dit :
- 2 - - -
Vi€ H'(Q),  |lgradd + (gradd)"|[72(q) + 101[72 () = Crllol72() + llgradd][Zz o) (2.58)

On en déduit (utile pour résoudre le probléme aux limites mixtes) :
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Théoréme 2.64 (Inégalité de Korn) Si Q) est de plus connexe et si meas(I'g) > 0, alors il existe une constante
Cy = C5(Q) > 0 qui ne dépend que de ouvert ) telle que :

. 2 . .
Vi€ HE (@), Y llei(@lIZaio) = Colldlli o) (2.59)
ij

et le membre de gauche définit sur Hf (€2) une norme équivalente a la norme H' ().

Autrement dit ||gradv+ (grade)TH%z(Q) > Cs||gradd]|72 ) dans Hi (). C’est un analogue 2-D du théoreme
de Poincaré généralisé.

Remarque 2.65 On peut montrer facilement que le membre de gauche définit une norme sur Hf, (€2). C’est une
semi-norme et il suffit de vérifier que ||e;;(7)||2(q) = 0 implique ||0]| = 0si 7 € HE (). Mais si |[e;;(7)
alors ¥ = (v1,v2) est de la forme :

L2) =0

o 0 1),
soit v(a:)—a—i—b(_l O)x

ol ai, az et b sont des constantes. Donc ¢ est un déplacement rigide. De plus il s’annule en 2 points car
meas(I'g) > 0 et donc ¥ = 0. De méme dans R? on a ||e;;(V)]|12(q) = 0 implique ¥ = (v1, vz, v3) de la forme

G+bAT: Cest un déplacement rigide.
L’équivalence des normes se déduit comme pour l'inégalité de Poincaré généralisée. un

3 Problémes aux limites elliptiques et formulations variationnelles

3.1 Rappels matriciels

Soit n, m € N* et M,,,,, ’ensemble des matrices réelles n*m. Donc M,,,, est I’ensemble des “matrices carrées”
et M,,1 est 'ensemble des “matrices colonnes”.

1 0
) . L ) . 0 . :
e Dans M1, la base canonique (d@;)i=1,.., ="°% (d;) est la base définie par @; = e @ = O , le
0 1
produit scalaire canonique (-, -)r est défini par (d;,d;)r = 6;; pour tout ¢, j. Donc
n
. - té 1 -
@)= s = 777 "2 7T (3.1)
i=1

quand & = > @i, § = Y.y Yids, et [Z] et [¢] sont les matrices colonnes des composantes dans la base
canonique notées abusivement ¥ et § (pour alléger 1’écriture). Et la norme associée est donnée par ||Z||; =

1
(xa C5)1) ?) 22;1 3.
o A =la;;| € My, est symétrique ssi a;; = a;; pour tout ,j =1,...,n.
e A c M,, est définie positive ssi
Viie M, —{0}, #.AZ>0. (3.2)
o A € M, est elliptique ssi
Ja >0, Vie M, —{0}, Z'.AZ>az’ .z (3.3)

e A € M, est diagonalisable ssi il existe n couples ()\;, Z;) € R x M,,1, appelées couple de valeurs propres
et vecteurs propres de A, t.q., pour tout 4,5 =1,...,n,

AZ; =XjZ; et (%) est une base dans M. (3.4)

Notant D = diag();) la matrice diagonale des A; et P = [P;;] la matrice de passage de la base (&;) & la base (Z;)
(donc définie par z; = Y., P;;d; pour tout j), (3.4) s’écrit

A.P=PD et P estinversible (donc D= P '.A.P). (3.5)

Vérification : la j-éme colonne de A.P est A.Z;, la j-éme colonne de P.D est P.(\;d;) = \;P.d; = A;Z;, pour
tout j : donc A.Z; = \;Z; pour tout j équivaut bien & A.P = P.D.
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30 3.1. Rappels matriciels

Théoréme 3.1 Toute matrice A € M, symétrique réelle est diagonalisable dans une b.o.n. (sous-entendu
pour le produit scalaire (-,-)y), i.e. il existe n couples (\;, Z;) € R x M1, appelées couple de valeurs propres et
vecteurs propres de A, t.q., pour tout i,j = 1,...,n,

AzZy=)NZ et 7.z =6y, ie. AP=PD et PT.P=1. (3.6)

Preuve. Classique : voir poly dlagonahsatlon
Vérification de PT.P =1 : (PT.P);; = —. 8;j pour tout i, j équivaut & PT.P = 1. ==

Exercice 3.2 Montrer : si A est définie positive alors A est inversible.

Réponse. Si A n’est pas inversible alors elle n’est pas injective, donc 3% # 0 t.q. A.Z = 0, donc 7. A.Z = 0 avec T # 0,
donc A n’est pas définie positive. un

Exercice 3.3 Soit A € M,,,, symétrique définie positive. Montrer :
1- Ses valeurs propres A; sont > 0.
2- 7T A% > Apin 7.7 pour tout € My,1, 0l Apin = Mini—1__,(A;).
3- Déduire que A (symétrique définie positive) est elliptique (la réciproque est triviale), i.e

Ja >0, VZeM,, TLAZ>adl.Z ie. Z TiTja; > o Zx (3.7)
4,5=1

Réponse. 1- Avec (3.6), 0 < 2F.A.Z; = 27 .(\;2) = MiZL .2 = M.
2- Soit & € M1, T =), x:Z. Alors A& = ZJ 12 AZy =300 A\jr;Z;, done T AZ = D=1 T2 2 =
o A0 = D0 A > Amin Yoy @ = AminZ -

1,5=1
3- D’ou A est elliptique : & = Amin convient. oy

Exercice 3.4 Soit S = {Z € M,,; : ||Z||; = 1} (sphére unité de M,,;), et soit ||A|| := supzcg ||A.Z||; (la norme
matricielle de A). Montrer :
1Al = sups ges I(AZ, Dlr = sups ges |77 AZ.
2- Si A est symétrique alors ||A|| = supzcg [(A.Z, T)| = supzeg |77 .A.7].
3- Si A est symétrique alors ||A|| = [Amnaz| = la plus grande des valeurs propres en valeur absolue.
4- Les points 1- et 2- sont faux si A n’est pas symétrique.

Réponse. 1- Cauchy Schwarz donne [|A.Z||r = supgeg [(A-Z,9)r|, (sup atteint pour § = ﬁ“f), donc || Al

7]
Supy e | (A2, D)l

21- Et supz ges | (AL, 91| > SUPzes (A.Z,Z)1|, donc ||A|| > supzcg |(AZ, D)1 .

2.2- Avec A symétrique et Z,5 € S on a 4(A.Z,§)r = (A.(T+Y),T+ )1 — (A(Z—7),Z—¥)r (immédiat), donc
AT, P1l] < IF+FIBA(EED), 2 ), 4 |71 B (A(Z2 Bl < (111 + =1 supscs (42,24
avec [[E+7113 + 7113 = 207 + 20|71 = 4, done [(A.Z, 1] < supses |(A.Z ). Done ||A]] < supy z_s |(AZ Dl

2.3- Donc ||A|| = sup| 721 [(A.Z, 2)1].

3- A est symétrique réelle ; donc diagonalisable dans une b.o.n (7;) de vecteurs propres associée aux valeurs propres A.
Soit & € My1, © = >0, z:0i. On a [(AZ, %) = Y7, [A|z] < |Amae| pour € S, donc, avec le point 1- ci-dessus,

[|A]] < |Amaz]|; et, avec Umaz € S un vecteur propre associé & Amax on a |(A.Umaz, Umaz)| = |Amaz|, donc [|A]] > |Amaz|,
donc ||A|| = |Amaz]-

4- Exemple A = 8 (non symétrique). Ici ||A|| = 1 : prendre & = C?Sg € S qui donne ||A.Z||? =sin?0 < 1,
et ||[A.Z|| =1 pour § = %. Ici O est lunlque valeur propre, donc Amax = 0, donc ||A|| > Amax. Et (A.Z,Z) = sinfcosf =
1 sin(26), donc supzc g (A f z)| =5 < ||4]l. un

Exercice 3.5 Montrer : Si A est elliptique, c.f. (3.7)), et non symétrique, alors ses valeurs propres (éventuelles)
sont > 0, mais on peut avoir la plus grande constante d’ellipticité o t.q. o < Apyin.

Réponse. Soit ¥ un vecteur propre (donc non nul) associé & une valeur propre A; on a 0 < «|7]|7 < 77.A.5 = &7.(\) =
M|71|3, donc A > 0.

Et prendre A = (é 1) (matrice non symétrique). A = 1 est valeur propre double, donc Amin = 1. Soit & =
(cos®,sinf) € S. On a (A.Z,T)g2 = cos® 0 + cosfsinf + sin® @ = 1 + 1 sin(26), donc o = 1 est la plus grande constante
d’ellipticité possible (pour § = —7%) : et & < Amin. e

Exercice 3.6 1- Montrer si A est une matrice elliptique symétrique alors la forme bilinéaire associée (-,-)a
définie par (Z,%)a = (AZ, §)r~ est un produit scalaire.

2- Réciproquement, montrer qu’un produit scalaire dans R™ est de la forme (Z, )4 = (AZ, §)g» ou A est
une matrice elliptique symétrique.
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31 3.2. Opérateur différentiel elliptique

Réponse. 1- (Z,§) € R" — (A.Z, §)r» est une forme bilinéaire car le produit matriciel est linéaire et un produit scalaire
est bilinéaire. (Z,9)a = (A.Z,§)rn = (¥, A.9)rr = (A9, T)rn = (¢,%)a car A est symétrique et (-, )rn est symétrique.
Et (Z,%)a > Aminl|Z||?, c.f. exercice précédent. Donc (-,-)a est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

2- Soit a(+,-) un produit scalaire. On note (€1, ..., €,) la base canonique de R™. Soient & = >, wi€; et § = >, ;€.
Alors a(-, ) bilinéaire donne a(Z,y) = >_,; ziy;a(éi, €;) = T A, ot A = [a;;] est la matrice définie par a;; = a(€;, €;).
1l est immédiat que cette matrice est symétrique, et aprés diagonalisation, qu’elle est définie positive, i.e. elliptique. om

Exercice 3.7 Est-ce que le produit de deux matrices n * n symétriques est une matrice symétrique ?

, ..., (10 0 1\ _ (0 1 , e -
Réponse. NON en général : (0 2) . <1 0) = (2 0) n’est pas symétrique. T

Exercice 3.8 Montrer : si A € M,,,, est définie positive (cas symétrique déja traité) alors A est elliptique.

Réponse. La fonction f : EE Mu1 — f(g) = (Ag, E)I est continue dans M1 (elle est polynomiale de degré 2 en les
composantes de £ sur la base canonique). Donc continue sur le compact S = {{ € R"™ : ||¢||r» = 1} (la sphére unité).

Donc f atteint son minimum sur S. Notons a = ming g f(g) = mrlinges(A..g_'7 E)Rn = f(gmin), ol donc &min €st un point
de S ou le min est atteint. Et o > 0 car A est définie > 0 et ||&min||rn # 0, d’ou (3.3). e

Exercice 3.9 Montrer : si M est symétrique définie positive et R est symétrique, alors le probléme “aux valeurs
propres” généralisé R.0' = AM.U admet un base (¥;) des solutions t.q. R.¢; = \;M.0; et (M.7;,0;); = d;5, pour
tout 7, 7.

Réponse. Soit M = L.LT la décomposition de Cholesky. Donc R.¥ = AL.LT.¢, soit L= '.R.¥ = ALT.¥, soit
L' RL T = M0 ot on a posé & = LT.9. L' R.L™7T est symétrique (car R l'est) : soit (w;) la b.o.n. de vec-

teurs propres associés aux valeurs propres \; : on a L™ .R.L™T.0; = M\aW; avec (Wi, wW,;)r = &i; pour tout i,j. On
pose ¥; = L™T.0; : on obtient R.%; = \L.LT.T; = \;M.7;. Donc la base (¥;) est t.q. R.U; = A\;M.U; pour tout i. Et
57;]' = (wi,iﬁj)j = (LT.ﬁi,LT.ﬁj)[ = (L.LT.ﬁi,ﬁj)] = (M.'U»L’,’Uj)] pour tout i, j. =

3.2 Opérateur différentiel elliptique

Définition 3.10 Un opérateur différentiel P du second ordre est une application linéaire de C'*°(2) dans C*°(2)
(et de maniére plus générale de D’'(Q2) dans D’'(f2)) définies par, pour f € C°°(Q) : pour tout T € Q :

(PR = = 3 5oy 5@ +ao(@

= —div(A.V)(Z) + ao(2),
ol ag et les a;; : 2 — R sont des fonctions mesurables bornées sur 2.

Notation : on note de maniére abrégée P = —div(A.V) + ao.

—

Exemple 3.11 Si A=1Tet ag=0,0na P =—div(V) = —A. in
Définition 3.12 L’opérateur P du second ordre est dit elliptique sur I’Hilbert V', ou coercitif sur V, ou coercif
sur V (anglicisme), si :

1. la fonction matricielle A est elliptique, et

2. ap(¥) > 0 pour tout £ € Q (ousi V = H(Q) : ap(¥) > 0 pour tout & € Q).

Définition 3.13 On appelle ‘probléme aux limites elliptique du second ordre’ un probléme avec conditions aux
limites, qui est de la forme :

trouver u € V tel que :
P(u) = f dans Q, (3.9)

Conditions aux limites (C.L.) sur w sur T,

ou V est un Hilbert de fonctions, ou P est un opérateur elliptique du second ordre et ou f est une fonction
donnée. C’est I'importance des conditions aux limites qui peut justifier cette appellation 'probléme aux limites
elliptique’, plutdt que ‘probléme elliptique avec conditions aux limites’.

Un probléme aux limites elliptique du second ordre s’écrit donc, pour une fonction matricielle A elliptique
et une fonction ag positive bornée :

trouver u € V tel que :
— div(A.Vu) + apu = f dans €, (3.10)
C.L. sur u.

31



32 3.2. Opérateur différentiel elliptique

Exemple 3.14 En particulier, si A = I (elliptique) et ag = 0, alors le probléme est : trouver u dans I’espace V/
(a déterminer) tel que :

(3.11)

—Au=f dans Q,
C.L. sur u.

. 2 1 .. N N .
Etsi A= (1 2) (elliptique) et ag = 1, le probléme est : trouver v dans ’espace V' (& déterminer) tel que :

0%u 0%u 0%u
— —_— f— Q
0z? + 0x10x3 + Bx%) +u=/f dans$,

C.L. sur u.

- X (3.12)

Définition 3.15 Les conditions aux limites que nous regarderons seront de I'un des types suivants :
1. Dirichlet (condition aux limites de) :
ur = donnée du pb,
i.e. u est connu sur I', et donc ur n’est pas une inconnue du probléme.

2. Neumann (condition aux limites de) :
(A.ﬁu).fi“ﬂ = donnée du pb,

et en 1-D, dans Q =]a, b[, elles imposent u/(a) et u’(b). Attention : la fonction u est inconnue sur I' (on
ne connait que sa dérivée au bord) et donc up est une inconnue du probléme.

3. Neumann généralisé (condition aux limites de) :
(A.ﬁu).ﬁ + vyu)r = donnée du pb,

avec v > 0 (en 1-D, dans Q =]a, b|, elles imposent u'(a) + yu(a) et u’(b) + yu(b)). Attention : la fonction
u est inconnue sur I' et donc up est une inconnue du probléme.

4. Mixtes Dirichlet—Neumann (condition aux limites). Le bord I' est partitionné en I'y et en I'y, avec
conditions aux limites de Dirichlet sur I'y et de Neumann sur I';.

Remarque 3.16 La condition aux limites de Dirichlet est une condition de “position imposée au bord”.

La condition aux limites de Neumann s’interpréte comme l'imposition d’une force sur I' qui engendrera
un déplacement qui devra étre calculé. Par exemple dans le cas de A = I, la condition de Neumann s’écrit
simplement Vu.ii = force = donnée (imposée) sur le bord.

La condition aux limites mixte correspond typiquement, au probléme du chargement d’un balcon : encastré
dans le mur d’un coté (condition de Dirichlet sur I'g) et avec une force connue sur les autres bords (par exemple
le poids d’une palissade sur T';). Le probléme sera de connaitre la forme u du balcon soumis & une force
volumique f et & une force sur le bord (surfacique) I'; (condition de Neumann), lorsqu’on connait sa position
sur 'y (condition de Dirichlet) : I'inconnue sera la position u (altitude) qui ne sera connue qu’a la position
d’encastrement (i.e. sur I'g) et & déterminer ailleurs (i.e. dans et sur I'y). un

Définition 3.17 On appelle solution classique une solution u de (3.10) qui est C2(€2).

On ne s’intéressera pas aux solutions classiques dans la suite car elles sont trop réguliéres : en particulier on
voudra calculer une solution approchée (par ordinateur) qui sera uniquement continue et affine par morceaux
(composée de segments de droites). Une telle approximation n’étant pas dans C!, ne sera pas dans C?.

Définition 3.18 On appelera solution forte une solution u de (3.10) considérée au sens des distributions

dans €2 :
trouver u € D'(2) tel que :

— div(A.(Vu)) + apu = f dans D'(Q) (3.13)
C.L. sur v dans D(T)

Définition 3.19 On appelera solution faible ou solution variationnelle une solution u du probléme du type :
trouver u € V' tel que pour tout v € V' :

/(A.ﬁu).ﬁdeJr/agude:/fdeJr/gvdF (3.14)
Q Q Q r

En particulier, on devra supposer u,v € H'(2) (i.e. prendre V C H'(Q)) pour que les intégrales aient un sens.
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33 3.3. Probléme variationnel abstrait

Remarque 3.20 La solution classique demandait la régularité u € C? qui est beaucoup plus contraignante :
en particulier, on ne pourra pas chercher de solution classique u continue affine par morceau (une telle fonction
n’est méme pas C'), alors qu’on pourra chercher une telle fonction u au sens faible (car une fonction u continue
affine par morceau appartient a H'(Q)). un

Remarque 3.21 Avec cette formulation faible on se rend également compte qu’il n’est pas utile de supposer
les fonctions a,; dérivables, ni méme continues (la définition de l'opérateur P est donc & prendre au sens des
distributions) : I’hypothése a;; € L>°(€2) (fonctions bornées) sera suffisante. ua

On verra que la solution faible sera (souvent) équivalente a la solution forte une fois une intégration par
parties effectuée.

11 sera (souvent) facile d’établir ’existence et 'unicité d’une solution faible u (c’est le but de la suite de ce
cours) de méme que sa dépendance continue en fonction des données (f et les C.L.) : par exemple si f devient
“f 4+ ¢&” avec € “petit” alors u n’est pas “trop modifi€” : u devient u. avec ||u — uc||g1 < ce pour ¢ une constante
a déterminer. Et I'application f € L%(2) — u € H'(Q) est continue (avec les bonnes normes). C’est primordial
pour les approximations numériques : une erreur d’arrondi sur f ne changera pratiquement pas la solution wu
(stabilité de la solution).

Définition 3.22 Un tel probléme sera dit ‘bien posé’ (existence, unicité et dépendance continue de la solution u
en fonction des données).

3.3 Probléme variationnel abstrait
3.3.1 Rappel : continuité et linéarité

Soit (V,|].||v) un espace vectoriel normé.
Rappel : une fonction f : V' — R est continue en un point vy € V' ssi :

Ve >0, In. >0, Vo eV, |[v—ullv <ne=|f(v) — flvo)] <e. (3.15)
Equivalent a :

Ve>0, . >0, VoeV, |lv—uvllv <ne=|f(v) — fvg)| <e. (3.16)
En effet, si (3.15), pour ¢ > 0 et n. > 0 correspondant, alors posant v. = %, on a |[v — vlly < ve =

|f(v) = f(vo)[ <& <e. Donc Ve >0, Jv. >0, Vo eV, [[v—1lly <v=|f(v) = f(vo)] <e.

Et si (3.16), pour € > 0 et 7. > 0 correspondant alors posant @ = 2¢, on a ||[v — vl||ly < n = |f(v) —
fw) < e =% <o Etsillv—uwllv < ne alors [[v — volly < %= =" 5. Donc Va > 0, 36 > 0, Vv € V,
llv = vollv < B=[f(v) = flvo)| < a.

Proposition 3.23 Soit ¢ : V — R une fonction linéaire. { est continue dans V <> ¢ est continue en un point <
{ est continue en 0 & :
S0 >0, YoeV, [6w)] < ellllv. (3.17)

Preuve. 1- Si £ est continue en tout point, alors ¢ est continue en un point.

2- Si ¢ linéaire est continue en un point vg alors donne

Ve>0,3n>0,VoeV, |lv—uvlly <n=|lv)—~Lv)|=|l(v—uv)| <e, donc

Ve >0, In >0, Vw eV, ||w||ly <n=|f(w)] <e, donc ¢ est continue en 0.

3- Si ¢ linéaire est continue en 0, alors donne

Ve>0,In>0, Vw eV, |lu||ly <n=|l(w)] <e. Soitvg € V.OnaVe>0,3In>0,VveV,|v—wllyv <n
= [(v—wg)| = [€(v) —£€(vg)| < €, donc £ est continue en vy. Vrai pour vy quelconque dans V', donc £ est continue
dans V.

4- Si /¢ linéaire est continue en 0, alors pour € = 1, soit n > 0 t.q.

YoeV, ||lv =n=[¢v)] <1, donc

VeV, [Zllv=1= |@| < %, donc

Yw eV t.q. ||w|ly =1, on a [{(w)] < %, donc

VzeV, [l(+5-)| < %, donc ¢; = % dans 1} convient. e

lz]1v

Notation : (w)|
v
€] = sup :

veEV,u#£0 ||U||V

(3.18)

Toutes les constantes ¢, satisfaisant (b vérifient ¢, > sup,cy, 20 va(ﬁz/l. Donc la constante ||¢|| est la plus
petite des constantes ¢, satisfaisant (3.17).
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34 3.3. Probléme variationnel abstrait

Définition 3.24 La forme bilinéaire a(-,-) : V x V' — R est dite continue ssi :
Jeg >0, Y(u,v) € V2 alu,v)| < cqllullv||v]]v. (3.19)

Notation : la(u, v)|

a(u,v

lla|| = sup (3.20)
wweViuwzo |[ullv][v][v

la(u,v)]|

Toutes les constantes c, satisfaisant |b vérifient co > SUPy, eV uv£0 Tully ol
plus petite des constantes ¢, satisfaisant (|3.19).

. Donc la constante ||a|| est la

Exercice 3.25 On munit Z =V x V de la norme ||(u,v)||lcc = max(||ul|v,||v|]v). On note f(.) la fonction
7= (u,v) € Z — f(2) =% q(u,v) e R.
1- Montrer que si f(.) : (Z,]|.||«) — R est continue en 0, alors a(-,-) vérifie (3.19).
2- Montrer que si a(-,-) : V x V — R vérifie (3.19)) alors f(.) : Z — R est continue en 0.
3- Montrer que si f est continue en 0 alors f est continue en tout Z (la réciproque est triviale).
4- Montrer que prendre sur Z la norme ||(u,v)||2 = v/|ul]3- + ||v]|?- ne change par le résultat.
N.B. : application f(.) : Z — R n’est pas linéaire : en particulier f(A\?) = A\2f(2).
Réponse. Une forme bilinéaire vérifie a(0,0) = 0, donc f(0) = 0.
1- f(.) continue en 0, donc pour € =1 il existe n > 0 t.q. :
VZ = (u,v) € Z, ||(u,v)||z <n = |f(2) = f(O)] = |a(u, v) — a(0,0)| = |a(u,v)| <1, donc
VZ = (u,v) € Z, ||ullv <net|v|lv <n = |a(u,v)| <1, donc
Y(w,t) € V2 ||lw|lv < 1et ||t|ly <1 = |a(nw,nt)] <1, donc |a(w,t)| < n%’ donc
Y(u,v) € V2, |a(m7 W” < n%, donc ¢, = n% convient dans .
2- Supposons s Vu,v €V, |a(u,v)| < |lal|||ullv]|v]|v.
Donc Yu,v € V, ||ullv < n et |Jv]lv <1 = |a(u,v)| < ||a||n?.
Donc VZ € Z, ||2|z < n = [f(2)] < llalln®.
Donc, pour € > 0, on pose n = \/%, etona ||Z]| <n=|f(Z)— f(0)] =|f(Z)| <|lall( H(EIH)Q =e.
3- Soit 7 fixé. On a |f(Z+h) — f(2)] = |a(uth, v+k) — a(u,v)] = |a(h,v) + a(u, k) + a(h, k)| < [|k||v |la]| [|v]|v +
[Elv Nall[[ullv + [|A][v[E]]v [lal] TR | g =max(| |k v, ] [k v)—0 0.
4- Les normes ||.||oo et ||.||2 sont équivalentes : ||Z]|co < ||Z]|2 < V2|]|Z]|oo-
En effet, si Z= (u,v) alors ||Z]l2 = v/[[u[l} +[[0[[}, < VIIZ]Z +1211E = V2 ||2]]o-
Et ||2]|ec = max(|[ullv, [[v]lv) < max(\/[[ull} + [[0][§,, VI[ull} +1[0[[5) = VIl +T10][§, = [12]]2- =

Remarque 3.26 La fonction g : Z = (u,v) € V2 — ¢(2) = ||ul|v||v|]|y n’est pas une norme dans Z = V2 :
prendre Z = (1,0) : on a g(Z) = 0 alors que Z # 0, ou encore on a g(\Z) = \?g(Z2).
La définition (3.19) permet d’exprimer qu’a u fixé la forme linéaire a, : v — a, (v) =% a(u,v) est continue,

soit ||ay|| < ¢y, avec de plus ¢, indépendante de u. (Idem en inversant les roles de u et v.) oa

3.3.2 Le probléme

On se donne un espace de Hilbert V muni de son produit scalaire (-,-)y et de sa norme associée ||.||y .

On dispose d’une forme bilinéaire continue a(-,-) : V x V — R (par exemple représentant la loi de
comportement du matériau étudié).

On se donne une forme linéaire continue £(.) : V — R (qui représente les forces extérieures appliquées a
ce matériau, qui donnera un déplacement ().

On notera (usuel) ||al|rvxv,r) et |[£|[z(v;r) les plus petites constantes c, et ¢, satisfaisant ces inégalités :

|£(v)]
Wl = 3 o Tolly
v (3.21)
_ |a(u, v)]
lallLvxvir) = sup :
u,v€V, u#0, v#£0 ||u||VHU||V
Si aucune confusion n’est & craindre, on notera plus simplement ||a|| et ||¢]| ces constantes.
Le probléme abstrait qu’on regardera est :
trouver u € V' (un ‘déplacement’) tel que : (3.22)
a(u,v) = £(v), Vv e V. ’
Exemple 3.27 Un exemple de formulation de type (3.22)) est donné par (3.14). .
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35 3.3. Probléme variationnel abstrait

Remarque 3.28 Le probléme ([3.22) est appelée forme faible ou forme variationnelle. On devrait en fait réserver
Pexpression forme variationnelle au probléme ci-dessus dans le cas ou a(:,-) est symétrique. En effet, dans ce
cas, (3.22) s’écrit comme le probléme de trouver le minimum de la fonctionnelle :

L(v) = %a(v,v) —{(v) (3.23)

dans V. En effet, par dérivation (calcul de variations), on trouve le minimum comme point réalisant la nullité
de la dérivée : on tombe sur (3.22) (dans le cas a(-,-) symétrique). L’équation du probléme (3.22)) est donc

léquation d’Euler du probléme de minimisation. Dans le cas a(-,-) non symétrique, on continue néanmoins

(abusivement) a utiliser I’expression ‘forme variationnelle’. un

Exemple 3.29 Dériver £ donné par (3.23). Et montrer qu'un minimum £(u) éventuel de £ est donné pour u
solution de (3.22) lorsque a(-,-) est symétrique.

Réponse. Soit u € V. Ayant a(-,-) symétrique, pour v € V et h € R, on a L(u + hv) = L(u) + ha(u,v) — hl(v) +
1h%a(v,v) = L(u) + kM (v) + o(h), ott My (v) = a(u,v) — £(v) et M, est linéaire. Donc L est différentiable en u (i.e.
a un développement limité au premier ordre au voisinage de u) avec sa différentielle donnée par dL(u) = M,. Et ses
minima éventuels sont atteints en un point u tel que M, = 0 (plan tangent horizontal), i.e. quand M,y (v) = 0 pour
tout v, i.e. quand u est solution de (3.22]). un

Proposition 3.30 Le probléme (3.22) est linéaire : si uy est solution du probléme pour la donnée ¢1(.), si ug
est solution du probléme pour la donnée ¢5(.), et si A € R, alors u; + Aug est solution du probléme pour la
donnée £1(.) + Ms(.).

Preuve. Si pour tout v € V on a a(ui,v) = £1(v) et a(uz,v) = l3(v), alors on a, par linéarité de a(-,-) par
rapport & la premiére variable, a(u; + Aug,v) = (¢1 + M2)(v) pour tout v € V. oa

Le probléme (3.22)) étant linéaire, si la solution u = u(¢) de (3.22) existe et est unique la dépendance continue
pour prouver le caractére bien posé sera démontrée si I’application linéaire £ — u = u({) est continue, i.e. si :

Je>0, Ve L(V,R), wu=u(l) vérifie |[ully < c||f||Lvr)-

3.3.3 Coercitivité

11 est clair que le caractére bien posé du probléme abstrait dépend d’hypothéses supplémentaires pour a(-, -)
(prendre a(-,-) = 0).

Définition 3.31 On dit que la forme bilinéaire a(-,-) est a-coercitive (ou encore a-elliptique, a-coercive, V-
coercitif, V-elliptique, V-coercive) ssi :

Ja >0, YweV, a(v,v)>all|}, (3.24)
ou de maniére équivalente (grace a la bilinéarité), avec la sphére unité Sy (0,1) = {u € V : |Jv||y = 1}, ssi :
Ja >0, YveSy(0,1), alv,v)>a. (3.25)

Exercice 3.32 Montrer que si a(-,-) = (-,-)y on a |la|]| =1 et a = 1. .

Proposition 3.33 Si la forme bilinéaire a(-,-) est continue et vérifie

Ja >0, YweV, |a(v,v)]>all|?, (3.26)
alors soit a(-,-) est positive, soit a(-,-) est négative, et donc soit a(-,-) est coercitive, soit —a(-,-) est coercitive.
(Si a(-,-) est négative, le probléeme a(u,v) = ¢(v) s’écrit également —a(u,v) = m(v) avec m = —{ : application
a la résolution de Au = f qui s’écrit également —Au = g avec g = —f : le signe + devant A ou devant f ne

change pas le caractére résoluble d’une équation aux dérivées partielles linéaire.)

Preuve. Soit f(v) := a(v,v). Par hypothése, |f(v)| > a pour v € Sy (0,1). Et f est continue dans Sy (0, 1),
car si vo,v € Sy(0,1) alors [f(v) — f(vo)| = la(v,v) — a(ve,v0)| = 3|a(v+vg,v—1v9) + a(v—vg, v+uvg)| <
[lal[ [lv+vollv[fo—wvollv < llal[([[vl|+[[vollv)[lv—vollv < 2[|all|lv=vo|lv —>v—v, 0. Donc f ne s’annule pas dans
Sy (0,1). Donc (théoréme des valeurs intermédiaires) : soit f > 0, soit f < dans Sy (0,1), donc soit f(v) > «,
soit —f(v) > a, i.e. f(v) < —a, dans Sy (0,1), soit f négative. un
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36 3.4. Théoreme de Lax—Milgram

Exercice 3.34 Montrer que si a(-,-) est symétrique, continu et coercitif sur V, alors a(-,-) définit un produit
scalaire sur V' qui est équivalent au produit scalaire (-,-)y (i.e. que les normes associées aux produits scalaires
sont équivalentes). ou

Exemple 3.35 Dans le cas du probléme du Laplacien “—Au = f” dans H{(£2) avec 2 borné, on a a(u,v) =
fQ Vu.VudQ), et la meilleure constante de coercivité « (la plus grande) est la plus petite valeur propre du

laplacien (en valeur absolue), valeur propre donnant la fréquence fondamentale du probléme de vibration associé.

Voir cours de 3éme année. e

Pour démontrer que (3.22) est un probléme bien posé on aura besoin du théoréme suivant.

3.4 Théoréme de Lax—Milgram
C’est le théoréme principal de ce cours. On en donne la démonstration compléte, basée sur le théoréme
de Riesz, ainsi que son interprétation avec la caractérisation fonctionnelle du caractére “bien posé”.
3.4.1 Théoréme de représentation de Riesz—Fréchet
Proposition 3.36 Soit (V, (-,),) un espace de Hilbert (produit scalaire (-,-),), et soit £ € V. Alors la fonction :

V - R
by : { def (3:27)

T by(T) F(7),,

est linéaire et continue.

Preuve. La linéarité est immédiate, un produit scalaire étant bilinéaire. Et le théoréme de Cauchy-Schwarz
donne immédiatement la continuité avec ||{,4|| = ||¢||v. un

Le théoréme de représentation de Riesz (ou de Riesz—Fréchet) démontre la réciproque :

Théoréme 3.37 Soit (V,(-,-),) un espace de Hilbert (produit scalaire (-,-),), et soit V' son dual topologique
(Pespace V' = L(V,R) des formes linéaires qui sont continues sur V). Alors :

VeV, 3,eV, YieV, (F)=(l,7), (3.28)

i.e., toute forme linéaire continue sur V peut étre représentée par un vecteur (qui dépend du choix du produit
scalaire). De plus on a :

1l lv = [l€l]v. (3.29)

(D’ou la représentation graphique d’une forme linéaire : son noyau Kerf est (-, -),-orthogonal a E_;])

Preuve. Rappel. Ce résultat est connu dans un espace de dimension finie. Par exemple, dans R™ avec sa base
canonique (€;) et son produit scalaire usuel (-,-); = (-, -)rn, une forme linéaire est déterminée dés qu’on connait

les images £.€; ="°'¢ a; des vecteurs de base : pour Z = ), z;¢;, la linéarité donne (%) = a1z1 + ... + a,x,,. On
7 = Y - _ le.d |(Zy,®)an]| _
pose Uy = . a;€;, et on a {(¥) = (Uy, T)rn = Y, a;x; pour tout Z. Et ||¢||gns = supz 7T = SUPz ~[iHa =

| M_;J || par Cauchy—Schwarz.

Cas général. Si £ = 0 alors Zg = 0 donne la solution. Supposons ¢ # 0. Construction de Zg :

e Comme /¢ est continue, son noyau Kerl = £=1(0) est fermé. Soit @ € V tel que @ ¢ Kerl (possible car
¢ # 0), et soit Wy € Kerl sa projection (-,-)g-orthogonale sur Ker¢ (existe car Kerl est fermé), projection
caractérisée par :

wo € Kerl et Vi e Kerf, (U_f — _'0,2())9 =0.

— Wo i —
1% = ol € (Kert) {0}.

e On a (Kerf)t = Vect{ii} car 7 € (Ker/)* et dim(Kerf)* = codim(Ker/) = 1 (voir exercice .

e Comme Ker/ = ¢~1({0}) est fermé (car ¢ continue) et (Kerf)* fermé (c’est un orthogonal), on a V
(Ker?): @+ Kert, donc ¥ est de la forme @ = \ii + 0y € (Ker/)* @+ Kerl. Donc, d'une part (7,7), = (A1, 1),

Dessin. En particulier @ — @y L Kerf — {0}. Notons 7 =

I+

(To,7)g = A|7A]|2 +0 = A, donc X\ = (7,7),, et d’autre part £(7) = €(Aii) + £(Tp) = M(77), donc £(7)
(T, ) ,(71) = (7, 0(7R)7), = ()71, T) 4, vrai pour tout 7 € V, donc £(7) = (€,,7), ot on a posé £, = L(7)7.
De plus ||¢|| = supz |I|Z(“1\7\)g = supy (ﬁ“’ﬁ’ﬁig = ||€_:(,Hg grace a Cauchy-Schwarz (et ||| = |¢(7)]). on
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37 3.4. Théoreme de Lax—Milgram

Exercice 3.38 Soit £ : V' — R une forme linéaire continue non nulle : rappeler pourquoi codim(Kerf) = 1, et
donner (Ker¢)*.

Réponse. Rappel : Pour (V, (-,-)v) Hilbert et A sous-espace vectoriel de V', la codimension codimA € [0, co]y de A est
la dimension de A* = {v € V : Vw € A, (v,w)y = 0}. En particulier (Kerf)™ = {v € V : (v,w)v = 0;Vw € Kerf}. La
proposition précédente montre que, £ étant continue, 77 € (Ker€)®, donc dim(Ker¢)™ > 1. Montrons dim(Kerf)* < 1. On
(Kerf)" =R

T = Lgerer U= LT
v € (Kerf)™® est t.q. {kerer (2) = 0, ie. t.q. £(Z) = 0, alors x € Kerl (par définition du noyau), donc z € (Kerf)* N Kert,
donc z = 0. Donc dim(Kerf)* < dimR < 1 (on prend deux vecteurs Z, Z> dans (Kerf):, et Lceret (21) €t Ligorer (72)
dans R implique I'existence d'un A € R t.q. £jxeret (22) = Mgerer (71), donc £ge, 1 (22 — AZ1) = 0, donc 2> — 71 = 0 et
les vecteurs sont liés). Donc (Kerf)™ = Vect{#}. un

considére £|gq,,oL : { , la forme linéaire £ restreinte a (Kerf)™. On a {|kereL injective car si

Remarque 3.39 La forme linéaire £ : /> — R définie par £.€,, = né, pour tout n (avec (&,) la base canonique
de ¢? muni de sa norme usuelle) n’est pas continue car ||€,|| = 1 et [|[£.€x]] —n_s00 0. NB : Ici le domaine
de définition de ¢ n’est pas £2 tout entier (c’est juste un sous-espace dense dans ¢2). En fait on ne connait pas
d’exemple explicite de forme linéaire non continue sur un Banach (e.v.n. complet) ; une telle forme linéaire est
obtenue a 'aide de ’axiome du choix, résultat montrer pas Solovay. un

3.4.2 Théoréme de Lax—Milgram

Le théoréme de Lax—Milgram donne des hypothéses suffisantes pour lesquelles le probléme (3.22)) est bien
posé. C’est une application du théoréme de représentation de Riesz—Fréchet.

Théoréme 3.40 Soit :
(i) V un espace de Hilbert muni de son produit scalaire (-,-)y et de sa norme associée ||.||v,
(ii) a(-,-) une forme bilinéaire, continue et a-coercive sur V', et
(iii) ¢(.) une forme linéaire et continue sur V.
Alors le probléme (3.22) est bien posé : la solution u existe, est unique, et dépend contintiment de ¢ :

< . .
HU‘HV = a (3 30)

Preuve. Partie immédiate : supposons que le probléme admette une solution v € V. Alors, la coercivité de
a(-,-) et la continuité de #(.) donnent, avec (3.22) vrai pour tout v € V' donc en particulier pour v = u :

ollully < a(u, u) = 0(u) < [d]] ||ullv, (3.31)

d’ou (3.30)). Reste a voir 'existence et 1'unicité.
£(.) étant une forme linéaire continue sur V' Hilbert, théoréme de représentation de Riesz—Fréchet donne :

eV, YoeV, Lv)= (r,v)y.

De méme, pour u quelconque dans V, a,(.) =4 a(u,.) étant linéaire continue sur V' : il existe un vecteur qu’on
note Au € V tel que :
A, €V, YveV, a(u,v)=(A,0v)y.

On a ainsi défini une application A:u € V — A(u) = A, € V. La linéarité de A est immédiate car a(-,-) est li-
néaire en u, et on note A(u) = Au. Puis a(, -) étant continue on a || Aul|3 = a(u, Au)v < ||a||||Aul|v ||u||v, donc
[lAullv < [lal| [[u]]v, donc A continu avec [[A]| < [|al[. (De plus |a(u,v)| < || Aully [[o|lv < ||A[|{[ullv[[o]lv,
donc [la|| < [|A[|. Donc |la|| = [|All.)

Et le probléme s’écrit : étant donné un vecteur 7, € V, trouver u € V tel que :

Au = 1. (3.32)

Il s’agit maintenant de montrer que A € £(V') (endomorphisme continu) est bijectif.

o A est injectif (si la solution existe elle est unique) : on a Av = 0 implique 0 = (Av,v)y = a(v,v) > o|v]|%
(car a(-,-) est coercif), donc v = 0. Donc, A étant linéaire, A est bien injectif (son noyau Ker.A est réduit a {0}).

e A est surjectif (existence de la solution). Donc on veut Im(A) = E. On a E = Im(A)* @ ImA. Donc les
deux points suivants sont a vérifier (cf. proposition :

1 - (ImA)*t = {0} ot (ImA)t = {v € V: Vw €V, (Aw,v)y = 0} : oui car v € (ImA)* implique
(Av,v)y = 0= a(v,v) > a||v||?;, donc v = 0. (Donc ImA est dense dans V.)

2 - Et ImA est fermé dans V' : soit (wy, )y« = (Avy, )y une suite de A(V) = Im(A) qui converge vers w € V.
11 s’agit de montrer que w € ImA, i.e. qu'il existe v € V' tel que Av = w.
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21- (vy,) converge dans V car :

a|vm — vally < alvm = Vny Vi — V5) = (Avp, — Ay, Uy — Vp)v = (Wi, — Wiy Uy — V) v

< lwm = wnlv[lom = vallv,

donc [|vy, — vnllv < L{|lwp — wallv —nm—oe 0 (car (wp,) est convergente donc de Cauchy). Donc (vy,) est une
suite de Cauchy de V' complet, donc (v,,) converge vers un v € V.

22- A est continu donc ||w,, — Av|lv = || Avy, — Avlly < [|A|]||vm — v|]v —m—00 0. Donc (w,,) converge
vers Av € ImA. Donc ImA est fermé dans V. oa

Exercice 3.41 Donner un exemple de forme linéaire qui n’est pas continue.

Réponse. En dimension finie, i.e. dim(V') < oo, toutes les formes linéaires £ : V' — R sont continues : prendre une base
(€1, ...,€n), poser a; = {(&), dout & = D7 | x;€ donne £(F) = > i cuzi < />, aZy/> 1, z? (Cauchy—Schwarz
dans R"); et toutes les normes sont équivalentes en dimension finie, donc |[4(Z)|| > ¢y/> 1, &?||Z||v pour tout & € V
(avec c la constante dans />, 7 < ¢||Z||}, pour tout & € V).

En dimension infinie : on considére RY =R xR x ... le produit cartésien de R par lui-méme une infinité dénombrable
de fois. Soit (&)n- la base canonique de RV . Soit V = ¢ = {# € RY", ||&||,2 < oo}, ot on a posé & = Yo i€ et
[|Z][p2 == Y52, 7. Bt (Z,9)e2 := > o2, xsy; donne le produit scalaire choisit ; avec ce produit scalaire, ¢* est un Hilbert
(exercice). Soit £ : V. — R défini par £(€,) = né, pour tout n € N*. On a ||&,||,2 = 1, donc ||¢(€n)]|;z = n, donc
SUDz 7] o =1 [|€(Z)||g2 > m pour tout m € N*, donc ||¢|| = oo : la forme linéaire ¢ n’est pas continue (non bornée sur la
sphére unité). un

3.4.3 Interprétation du probléme

A la forme bilinéaire a(-,-), on associe 'opérateur A de V dans son dual V' = L(V,R) :
Vu,v €V, (Au,v)y/ v = alu,v).

On a noté (Au,v)y+ v au lieu de Au(v) car Au est linéaire continu. Et le probléme (3.22) s’écrit donc :

3.33
Au=/ dans V' (3:33)

{ trouver u € V tel que :
Cette forme du probléme (3.22) s’appelle forme forte. C’est cette forme qui constitue le probléme inter-
prété. Cela correspond, dans les cas traités dans la suite, & I’équation aux dérivées partielles qu’on cherche a
résoudre (équation «somme des forces = m#¥»), alors que la formulation variationnelle correspond a la formula-
tion énergie associée (théoréme des puissances virtuelles).
Enfin, le théoréme de Lax-Milgram indique que l'opérateur A= : V/ — V est bijectif et continu :

-1
CeV'25u=A"YeV et ||ullv=I[A" <clltyv,

ou ¢ > 0 est indépendant de ¢ : ¢ = é Donc une perturbation de ¢ (erreur de mesure sur la donnée ¢, mauvaise
précision machine...) produira une erreur du méme ordre sur u (dans les normes qui ont un sens i.e. ||.||y pour u
et ||.||v pour ¢).

Remarque 3.42 Ne pas confondre la forme forte (qui est une équation dans V' avec A, i.e. égalité de
fonctions) avec (qui est une équation dans V avec A, i.e. égalité de vecteurs). Cette derniére équation
avec A n’interviendra plus dans la suite de ce cours (elle ne sert qu’a la démonstration du théoréme de Lax—
Milgram).

Typiquement V = H}(Q), A = —A est tel que pour u € H(2) on a —Au beaucoup moins régulier que u
(faire le paralléle avec u € C? qui donne uniquement —Awu € C°). Et donc la forme forte est une égalité dans
V' espace de fonctions beaucoup moins réguliéres que I’espace des fonctions H!(§2) pour lequel 1'égalité
a un sens. ==

3.5 Applications
3.5.1 Probléme de Dirichlet homogéne et condition aux limites essentielle

Etant donnée une fonction f € L?(Q), il s’agit de trouver, dans un ouvert Q C R™ l-régulier, une fonction
u telle que :

U‘F =0.

{ —Au+u=f,
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39 3.5. Applications

Avec f dans L?(f), cette formulation n’a pas de sens classique. On commence par réécrire ce probléme sous
forme forte (au sens des distributions) :

{ —Au+u=f dans D'(Q), (3.34)

ur =0 dans D'(T).

Formulation variationnelle formelle
Multipliant par une fonction v puis intégrant sur 2, une intégration par parties (formelle pour le moment)

donne :
trouver u tel que wjr = 0 et, pour tout v :
Ju

/ﬁu.ﬁvdﬁ— —vdF—F/ude: fodQ.
Q r on 9! Q

(3.35)

Connaissant u sur I' (u;p = 0), de maniére intuitive qui sera bientot justifiée, on se contente de considérer ce
probléme pour les v tels que vjr = 0. (En pratique, on aura alors un probléme avec méme nombre d’inconnues
que d’équations, u et v étant dans le méme espace, et mécaniquement, pour ce probléme on ne peut pas faire
de déplacements “virtuels” sur le bord).

Cela donne :
trouver u tel que ujr =0 et :

oL (3.36)
/Vu.Vde—i—/ude:/fde, Vo, v = 0.
Q Q Q

Remarque 3.43 Attention : dire que u;r = 0 n’implique pas g—z = 0! Pour s’en convaincre, regarder en 1-D la
fonction u : x €]0, 7[— sinx € R, nulle au bord, qui a pour dérivée u'(x) = cosx dans [0, 7] qui au bord vérifie
—u/(0) = —cos0=—1#0et v'(7) =cosm=—-1#0.

C’est uniquement I’hypothése ajoutée vjp = 0 (ici v(0) = v(7) = 0) qui permet d’annuler le terme de bord
dans , et en aucun cas I'hypothése ujr = 0.

Et en 2-D, il suffit de considérer la fonction u : (z,y) €]0, 7[>— sinz € R, nulle sur les bords verticaux, de

dérivée g—:ﬁ(x, y) = %(w, y) = % cosx sur les bords verticaux. C’est uniquement I’hypothése ajoutée vjp = 0 (ici
v(0,y) = v(m,y) = 0) qui permet d’annuler le terme fr g—;i(x, y)v(z,y) dz sur les bords verticaux. un

Formulation variationnelle rigoureuse

Pour que ce probléme ait un sens, il faut que chaque terme dans ait un sens. Pour appliquer le
théoréme de Lax-Milgram, on impose u et v dans le méme espace, et la régularité minimale est alors u et v
dans L2(€2), et Vu et Vo dans L2(Q)", donc u et v dans H'(€2). On en déduit que le probléme s'écrit :

trouver u € H'(Q) tel que :
(1) / Vu. Vo dQ +/ uvdQ = / fodQ, Yo e H'(Q), yr =0 (3.37)
Q Q Q

(2) ur=0

Définition de ‘condition aux limites essentielle’

Définition 3.44 Dans la formulation variationnelle (3.37), I'’équation (3.37)2 (contrainte “ujp=0") est dite
condition aux limites essentielle : elle constitue une équation & part entiére du probléme.

Elle est également dite condition aux limites de Dirichlet, homogene ici car la contrainte est ur = g avec
g=0.

Donc, en plus de la régularité H'(Q) nécessaire pour donner un sens a (3.37)1, il est indispensable d’ajouter
I’équation (3.37)2 de condition aux limites ujr = 0.

De maniére usuelle, on met cette condition essentielle dans 1’espace V' de recherche de la solution. Ici,
V = H'Y(Q){ur=o} = H{(Q) : donc ici I'espace Hg(Q) contient deux informations : 1- une condition de
régularité, ici H'(Q), et 2- une équation, ici wjr—o-

Le probléme & résoudre s’écrit donc :

trouver u € H(Q) tel que pour tout v € H} () :

/ﬁu.ﬁvdﬂ+/uvd§2:/fvd§2.
Q Q Q

C’est la formulation variationnelle cherchée.

(3.38)

Remarque 3.45 On verra qu’une condition aux limites naturelle est une condition qui n’entre pas dans la
définition de V' : la régularité seule sera prise en compte (i.e., la régularité minimum permettant de donner un
sens aux intégrales). ua
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Equivalence formulation variationnelle — formulation forte (au sens de D’(Q))

On cherche & savoir si une solution du probléme faible, i.e. une solution u € Hg () de , est solution
du probléme fort : trés souvent c’est le probléme fort qui est le probléme & résoudre, alors que c’est le
probléme faible qu’on propose de résoudre (parce que c’est beaucoup plus facile), et il s’agit de vérifier que la
solution qu’on a trouvée (celle du probléme faible) est bien la solution demandée (celle du probléme fort).

Et, réciproquement, si u est une solution du probléme fort et que de plus u € Hg (2) alors u est solution du
probléme faible.

On vient de voir que la formulation forte (au sens des distributions) impliquait la formulation
faible (3.38). En effet, si le probléme admet une solution v € H}(Q) au sens des distributions, alors
par intégration par parties avec v € D(2) on vérifie que u est solution de pour tout v € D(Q2). Et puisque
D(RQ) est dense dans Hi (), que u est solution de pour tout v € H ().

Réciproquement, si (3.38) a une solution u € Hg(Q2), (3.38) étant vrai pour tout v € H(§2) est vrai pour tout
v € D(Q) (puisque D(Q) C H}(£2)). D’ott en prenant v dans D(12), (3.38) est réécrite au sens des distributions
comme :

(Vu, Vo) + (u,v) = (f,0), Vo € D(Q)

ce qui donne par définition de la dérivation au sens des distributions :
(—Au+u— fvy=0, YveDQ)

soit —Au+u— f=0¢€D(Q),ie (3.36);.

De plus, si admet une solution u € H}(Q) on a par définition de H}(Q) que ur = 0, ie. 2
(condition aux limites essentielle).

Donc le probléme implique bien le probléme au sens de D’'(Q).

Les problémes (3.34) et (3.38) sont donc équivalents : si on résout le probléme variationnel, on résout
effectivement le probléme fort initial.

Probléme bien posé

On vient de voir que les problémes et sont équivalents. Il reste a voir s’ils sont bien posés, i.e.
s’ils ont une unique solution qui, de plus, dépend continiment de la donnée ¢. Le théoréme de Lax—Milgram va
permettre de prouver que le probléme faible est bien posé (et donc que le probléme fort I'est aussi).

On prend V = HZ(€2) muni de son produit scalaire (u,v)y = (Vu, 61})[‘2((2) (c’est un produit scalaire sur
H () puisque € est borné et qu'on dispose de l'inégalité de Poincaré ) On définit sur V :

a(u,v):/ﬁu.ﬁdeqL/ude
Q Q

(3.39)
K(v):/ﬂf’udQ

et le probléme (3.38) est mis sous forme abstraite (3.22). Il reste a vérifier les hypothéses du théoréme de
Lax-Milgram.

1. V= (H}Q),(, *)mz) est bien un espace de Hilbert (et ici |[v][z; = [[Vol]z2)-
2. a(-,-) est bilinéaire et £(.) est linéaire, vérification immeédiate car [ et V sont linéaires.
3. a(-,) est continue dans H}(Q) car, a I'aide des inégalités de Cauchy—Schwarz et de Poincaré ([2.26) :

la(u, )] = (u,v) @) < lullmi@)|[vllri@) < 1+ c)lull gy ool o @

pour tout u,v € H}(£2). Donc a(-, -) est bien continu (et sa constante de continuité vérifie ||a|| < (1+c3)).
4. a(-,-) est 1-coercive dans H} () car pour tout v € H}(Q) :

a(v,v) = ||U||%{1(Q) > HUH?{(}(Q)

donc une constante de V-coercivité est o = 1.

5. La forme linéaire £(.) est continue dans H}(Q) car pour tout v € H () :
@) < [fllz2@llvllzz@) < (callfll2@)lvll @)

(Cauchy-Schwarz dans L?(2) puis inégalité de Poincaré.) Et en particulier el 2y < callfllrz)-

Le probléme (3.38) est donc bien posé dans HJ(€2) : il admet une unique solution u € H}(Q) qui dépend
continiment de ¢ ou de f : [[ul[g1(q) < Lol < call fll2(0)-
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Exemple 3.46 On peut travailler dans I'espace (Hj (), [|.||g1 (), i-e., 'espace H{ () muni du produit scalaire
de H*(2) (normes induites équivalentes dans Hg(2) a laide de I'inégalité de Poincaré pour un domaine borné
I-régulier). Les continuités et la coercivité sont alors immédiat avec |[a|| = 1 et [|{|| = ||f|[z2(q)- Le vérifier.
C’est dt au fait que a(, ) n’est ici autre que le produit scalaire de H* (). un

Exemple 3.47 Le probléme :

—Au=
f (3.40)
U‘F =0
se traite de la méme fagon, car la forme linéaire induite a(u,v) = [, Vu.VvdQ = (4, v) (o) est continue
et coercive dans H}(Q) : c’est le produit scalaire de Hg (). Vérifier que dans ce cas ||a]] = 1, @ = 1 et
]| < callfllz2 ()
Si on équipe H{(2) de la norme ||.|| g1 (q), que valent ||a||, a et [|¢]]? in

Exercice 3.48 Probléme : trouver u : Q2 — R, ou €2 est un ouvert borné de R” :

{ — div(A.Vu) = f,

Ur = 0,

, . 1 0 2 1 1 2 1 1 1 0 .
pour A 'une des matrices (0 2),(1 2), (2 5),(0 1), (O 0) (ce dernier cas donnant un pro-

bléme mal posé). Démarche imposée : mettre sous forme variationnelle, i.e. donner V, a(-,-) et ¢, calculer les
constantes |||, ||a|| et « (constante de coercivité de a(-,-)), et appliquer le théoréme de Lax—Milgram.

Réponse. Par intégration par partie formelles on trouve a(u,v) = (A.ﬁu, ﬁv)Lz et £(v) = (f,v)r2. Rigoureusement
les formes a(-,-) et £(.) ont un sens dés que u,v € V avec V = H(Q). On munit V du produit scalaire (-,~)Hé
donné par (u,v) = (Vu, V)2 qui fait de V un Hilbert. Trivialement a(-,-) est bilinéaire et £(.) est linéaire. Et ¢
est continue car |[¢(v)| < ||fl|r2llvllr2 < CQHfHLQH’UHHé ol co est la constante de Poincaré (on a 2 ouvert borné).
Les constantes ||a|| et o dépendent de A. On a |(A.X,Y )| < ||A]]||X||zn||¥|[zn pour tout X, ¥ € R™, ou ||A|| =
| AllL®nmn) = supj g [[4.X]| est la “norme matricielle”. En particulier avec X = A.Vu(Z) et Y = Vo(Z) on a
(AVu(@), Vo(@)rn < JA[[[Vu(E)|[zn || Vo()|[rn. Dot :

la(u,v)| < /Q|(A.%(f)ﬁv(f))m|dg

< /QIIAII IVu(@)|[zn [IVo(@)] |2 d2 = [A]|([|Vul a2, [ Vo]l 2
< NIV ullzz [[Vollzz = ANl ol

D’ou af(-,-) est continue. La coercivité éventuelle dépend également de A. Si la matrice A est elliptique, i.e. §'il existe
B> 0 t.q. pour tout £ € R™ on a (A.X, X)gn > B||X||En, alors :

a(v.0) = [ (AT0(@, Fo(@)er a2 > [ BF@)[E a2 = Bl 3

et a(-,-) est coercitive avec a = . C’est le cas pour les 4 premiéres matrices (calcul de 5 en exercice). Si la matrice A
n’est pas est elliptique, alors il existe 8 > 0 et X #* 0 t.q. (A.)?,X)RvL < 0 et on ne peut pas conclure (par exemple en
1-De prendre u une fonction chapeau, fonction qui vérifie u’ constante par morceaux).

Rappel : si A est n * n symétrique, alors ||A|| = max;=1,....»(]\i]) la plus grande des valeurs absolue des valeurs
propres, et & = min;=1,....»(A\;) & condition que toutes les valeurs propres soient positives. an

Remarque 3.49 Un résultat de régularité indique que lorsque f € L2(2) alors u est en fait dans H?(Q2). Et
donc le Laplacien A réalise un isomorphisme entre H}(Q) (| H?(Q) et L?(2).

Ou encore, on vient de montrer que son inverse A~! est un endomorphisme continu de (L?(Q), ||.||z2) dans
(H Q)N H?(Q), [|-/lz2) © quelle que soit la force f, si elle appartient & L?(Q), alors il existe une solution u
dans H}(Q) (N H?(Q), ot u dépend contintiment de f (continuité de A™1) :

L D) — Hy () n HX(Q) -
A { A, } et Nulliggioy = 1A Ly < ellF oo

avec ¢ = ||A7Y].
En particulier, une petite erreur sur f (en norme L?(f2)) n’entrainera qu'une erreur du méme ordre sur u
(en norme H}(Q2)). Ce résultat de continuité de A~! est & la base de I’étude des valeurs propres du laplacien

traité en troisiéme année d’ISIMA. un
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3.5.2 Probléme de Dirichlet non homogeéne et condition aux limites essentielle

Etant données une fonction f € L?(2) et une fonction d € L?(T"), le probléme consiste a trouver une fonction

u telle que :
—Au+u=f dans D'(Q),
{ ! & (3.41)

wr =d dans D'(T).

Pour pouvoir appliquer le théoréme de Lax—Milgram, et obtenir une fonction v € H'(2), on prend la fonction d
dans Im(vo) = vo(H*(£2)), sous-espace de L*(T), ot vo(H*(£2)) est I'image de H'(Q) par 'application trace ~o.
(On a vo(H(Q)) = Hz (T), voir poly espaces de Sobolev fractionnaires.) Donc :

Juq € H'(Q) t.q. (ua)r =v0(uq) = d. (3.42)
Définition 3.50 La fonction ug € H'(Q) est appelé un relévement de d € L(T") (dés que d € vo(H(R))).
Notation : On note d+ H{ () := ug+ Hg () 'espace affine, associé & I'espace vectoriel H} (), défini par :
d+ H}(Q) :=ug + HY(Q) = {w e H(Q) t.q. Jvg € H(Q), w = ug + vo}.

Cet espace affine est indépendant du relévement uy de d choisi, i.e., si ugq est un second relévement de d, i.e.,
si (u2q)|r = Yo(u2q) = d, alors ugg + Hj () = ug + Hg (). En effet, si w € ugq + Hj(Q), alors w = uzq + v €
ugq + H(Q), donc w = ug + (v + ugg — ug) € ug + HE(Q), donc ugg + HH(Q) C ug + HL(Q), et de méme
Uq + H&(Q) C U2q + H&(Q)

Formulation variationnelle formelle
Multipliant (3.41)) par v, une intégration par parties (formelle pour le moment) donne :

trouver u tel que ujr = d et :

/ﬁu.%dmr/uudﬁ:/fvdﬂ, Yo, ur =0
Q Q Q

On aprisyr =0,i.e.v € H}(Q) = I'espace vectoriel associé & 1’espace affine auquel appartient u. Intuitivement,
ur étant connu (= d), on a pas besoin de le calculer, donc on n’a pas besoin de considérer les fonctions v non
nulles sur I'. Rappel mécanique : pour connaitre une force sur une particule, on bouge cette particule, mais ici
sur I' la valeur ug est fixée, donc on ne peut pas la bouger.

C’est justifié mathématiquement par I’équivalence ‘probléme fort—probléme faible’; voir plus loin.

Rappel : Un espace affine n’est pas stable par addition : si V est un e.v., et si u; et us sont dans un espace
affine d + V associé, on a uy +us ¢ d+ V (quand d # 0), car u; + us € 2d + V. Un espace affine n’est pas un
espace vectoriel.

Formulation variationnelle rigoureuse et condition aux limites essentielle
Le probléme a résoudre s’écrit donc :

trouver u € d + Hg () tel que :

R 1 (3.43)
/Vu.Vde—&-/udez/fde, Yv € Hy ()
Q Q Q

En effet, la régularité minimum pour que les intégrales aient un sens est u et v dans H'(f2), et la condition
ur = d est essentielle.

Equivalence formulation variationnelle — formulation forte

Probléme fort implique probléme faible est immédiat, et par intégration par parties a partir de , avec
u € d+ H} (), on retrouve , ie. —Au+tu = f € D'(Q) et ur = d (condition aux limites essentielle), voir
paragraphe probléme de Dirichlet homogéne.

Probléme bien posé
Sous la forme (3.43)), u est cherché dans un espace affine (le translaté de I'espace vectoriel Hg(S2) par d),
on ne peut pas appliquer directement le théoréme de Lax-Milgram (il faut un espace vectoriel). On se ramene

42
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4 un espace vectoriel (par translation) : soit ug un relévement de d, donc ug € d + HZ(2). Et on considére le
probléme en la variable vectorielle ug = u — ug € H}(Q) :

trouver ug € H () tel que pour tout v € HE(Q) :

/ (Vuo.Vo+ugv)dQ= [ fodQ— / (Vug. Vv + ugv) d, (3.44)
Q Q Q

a(u,v) £q(v)
Soit :

{ trouver ug € H} () tel que : (3.45)

a(UOa ’U) = ed(v)a
avec la méme forme bilinéaire a(-,-) que pour le probléme homogéne (donc bilinéaire continue et coercive sur
HL(Q)), et avec
La(v) = (f,0)r20) — (Vua, VV)r2i) — (ud, v)r2(0) = (f,v)r20) — (ud, v) (),

{4 étant trivialement linéaire, et ¢4 est définie sur H{(2). Et, pour tout v € H}(Q) :

La()| < |[fll2llvl L2y + Huall g1yl vl Fr @)

< N fllzz@)(callvll gz @)) + lluallar@) (V1 + Gllvllai o)

< (callfllzz@) + /1 + d)[uall @) [0l 51 o)

grace a l'inégalité de Poincaré car  est borné et v € H}(Q). Dot £,4(.) est continue sur HE(Q) avec :

[[€al| < call fllrz) + /1 + cAlluallm ) (3.46)

Donc, conclusion intermédiaire : pour un relévement u, donné, on a une solution u = ug + ug = uo(d) + uq
du probléme ([3.43)). Il reste a vérifier que :

La solution u = ug + uqy ne dépend pas du relévement u,; choisi
Pour cela on prend deux relévements ug; et uge de d et on pose ug; = u — ugy € HE(Q) et ugs = u — uge €
H(Q). Les problémes associés admettent resp. une unique solution ug; et wugs, et le probléme w
admet les solutions u; = upy + ug1 €t uz = upz + uga. On pose w = u; — ug, donc w € H (), et on vérifie
immeédiatement :
—Aw+w =0, wip =0, (3.47)

équation pour laquelle on a montré I'existence et 1'unicité dans HE (), la fonction w = 0 étant solution. Donc
u1 = ug, donc la solution de (3.43) ne dépend donc pas du relévement choisi.

Conclusion
On a obtenu u = ug + ug, d'ott [|Vu|lr2) < ||[Vuollr2(o) + [|Vuallr2(q), avec [[Vuol|p2q) < HZ;H, donc,
avec (constante de coercivity) o = 1 ici, et avec (3.46]), on a
IVull12(0) < callfllz2@) + (1+ /14 )l[ual 1 )
Et ce pour tout ug € d + H}(£2), donc
IVull20) < callfllzz@) + (1+4/1+ c3) inf Muall ). (3.48)
'lLd

vq|p=d

(Et voir remarque et (3.50).)

Exemple 3.51 Traiter les exemples en changeant la condition de dirichlet homogéne par la condition
up = 1 (condition d’encastrement a T’altitude’ constante 1). un

Remarque 3.52 Lors de la programmation, on ne cherche pas & déterminer un relévement w4 : les conditions

aux limites seront intégrées directement au probléme matriciel résultant. Ce relévement ne sert qu’a s’assurer
du caractére bien posé du probléme (3.41) en appliquant le théoréme de Lax—Milgram. .
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44 3.5. Applications

Remarque 3.53 Avec H? () def Yo(H"(Q)) (image de H'(Q) dans L*(T") par 'application trace), on peut montrer que

le réel :

def .
[ O [P (3.49)
w‘l—x:d

. 1 -
définit une norme sur H2(I"), et ainsi que :

IVullz2@) < callfllz2@) + (1 +4/1+ C?z)lldHH%(F)

Et u dépend donc bien contintiment des données f et d dans les normes naturellement associées.

De plus, on peut voir que ||d||H%(r) = ||wal| 1 () ot wq est solution du probléme de Dirichlet non homogéne avec
second membre nul :

{ —Aw+w=0 (3.50)

U)|1":d

En effet, soit wy € H*(Q) la solution de ([3.50). Puisque :

inf _ inf
wellfrll(;n HwHHl(Q) w ellgé(ﬂ) ||wd + wOHHl(Q)

il suffit de montrer que inf,, c ;1 (q) [|wa + wol| g1 (q) est réalisé pour wo = 0. Mais, pour wo € H3(Q) :

llwa + w0||§{1(n) = (V(wa + wo), V(wa + wo))r2(0) + (wa + wo, wa + wo) L2(q)
= (Vwa, Vwa) 12 () + (Wa, wa) 12 () + (Vwo, Vo) 12(q) + (wo, wo) 12 ()
+2 [(ﬁwd, ﬁwo)g(n) + (wd,wo)Lz(m]
= |lwallF () + llwollF1(a) = llwallFm o

car le terme entre crochet est nul puisque wq satisfait & (3.50)1 et wo € Hg (). a

3.5.3 Probléme de Neumann homogéne et condition aux limites naturelle

Etant donnée une fonction f € L?(Q), il s’agit de trouver, dans un ouvert Q C R” l-régulier, une fonction

u telle que :
—Au+u=f dans D'(Q)
ou (3.51)

- e /
on 0 dans D'(T)

Formulation variationnelle formelle
Multipliant par v, une intégration par parties (formelle pour le moment) donne :

trouver u tel que :

/%.%da—/@verr/ude:/fde, Yo
Q r on Q Q

On ne peut pas se permettre ici de prendre vjr = 0. En effet, u n’est pas connu sur le bord : il faudra donc
calculer up. Par contre, on sait que %IF =0, et donc le terme de bord est nul.

; du o . ‘
Exemple 3.54 La connaissance de 8—5“1 = 0 ne permet pas de connaitre ur : prendre par exemple sur le carré

10, 27[2 les fonctions ug(z,y) = +2* cos(y) dont la dérivée normale sur le bord y = 0 est nulle quelque soit k. Et
pourtant la valeur au bord des fonctions u; dépend de k et elle ne saurait donc étre déterminée par la valeur
%LTZ“ = —% = 0 sur le bord y = 0, valeur indépendante de k. un

1l reste donc :
trouver u tel que :

Lo (3.52)
/ Vu. Vo dS) +/ uvdf) = / fvdQ, You
Q Q Q
Formulation variationnelle rigoureuse
Le probléme (3.52)) a un sens dés que u et v sont dans H'(£2). On s’intéresse donc au probléme :
trouver u € H'(Q) tel que :
(3.53)

/ﬁu.ﬁde—}—/ude:/fde, Yo e HY(Q)
Q Q Q
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Equivalence formulation variationnelle — formulation forte

On cherche & savoir si une solution du probléme faible, i.e. une solution u € H*(2) de , est solution
du probléme fort , et, réciproquement, si v est une solution du probléme fort et que de plus u € H'(Q)
alors u est solution du probléme faible.

En fait, il faut supposer un peu plus de régularité pour u, a savoir u € H?(12).

Supposant que u est solution de (3.51) avec u € H'(Q). On suppose de plus que u € H?({). Alors en
multipliant (3.51)); par v € H'(Q), par intégration par parties on obtient (3.53).

Réciproquement : on suppose que u est solution de (3.53). En particulier (3.53) est valide pour tout v € D(2)
(puisque D(Q) € H(£2)). On réécrit (3.53) comme :

(Vu, Vo) () p(e) + (4, 0)pr@),p@) = (f,0)p/@).p@), 7 € D(Q)
et on retrouve donc (3.51));.

Il reste & retrouver la condition aux limites (3.51)2 : supposons de plus que la solution u de (3.53) est H2(2).
Alors par intégration par parties on obtient :

/( Au+ u) de—k/—vdF /fde, Yo e HY() (3.54)
Q Q

Remarque 3.55 L’hypothése u € H?(Q) est indispensable pour que les termes ci-dessus aient un sens, ie
pour que —Au € L*(Q) et 2% € L*(T"). On montre en fait que dés que f € L*(Q) alors la solution de a
effectivement la régularitée H?(Q), et cette hypothése u € H?({) n’est alors pas contraignante. un

L’équation (3.54]) s’écrit encore :

ou
( Au+u—f, )L2(Q (%,U)LQ(F), VUEHl(Q).

Le terme de gauche est nul grace a (3.51); et au fait que D(Q2) est dense dans L?(Q2) : ayant (—Au+u—f,v)r2(q) =
Jo(=Au+u— f)vdQ =0 pour tout v € D(£2), on garde cette égalité pour tout v € L?(), donc en particulier
pour tout v € H*(Q).

11 reste donc dans (3.54)) :
ou

((97717
On admet ici que vo(H'(2)) est dense dans L?(T") ce qui permet de conclure % =0sur I'.

On vient de montrer que, si u est solution du probléme variationnel (3.53)), alors, sous la condition supplé-
mentaire que u € H?(Q), u est également solution du probléme fort t finalement, les problémes forts
et variationnels sont équivalents sous la condition qu’ils admettent 'un et I’autre une solution u € H?(£2) (si u
est solution de avec u € H2(2), alors u est solution de , et réciproquement).

)2y =0, Yo e HY(Q) (3.55)

Condition aux limites naturelle

La condition aux hmltes = 0 est obtenue naturellement par intégration par parties de , Voir
Une telle condition aux hmltes est dite condition aux limites naturelle (‘naturellement obtenue par 1ntegrat10n
par parties’).

Remarque 3.56 Il est inutile d’essayer de faire entrer la condition de Neumann dans l’espace de recherche

de la solution : si on essaie, on doit considérer I'espace V = {v € H%(Q) : 8n|F = 0}, la régularité H*(Q)
ov

étant imposé pour que onr ait un sens. D’autre part il faudra considérer cet espace muni de la norme ||.|| 51 (q)
pour avoir la coercivité de la forme bilinéaire associée a(-, -), voir paragraphe suivant. Malheureusement 1’espace
(V11| (y) n’est pas un Hilbert : il n’est pas complet, sa fermeture étant 1’espace H'(Q) tout entier. Or on a
besoin d’un espace de Hilbert pour pouvoir appliquer le théoréme de Lax-Milgram.

Donc la condition de Neumann ne peut en aucun cas étre considérée comme essentielle. ==

Probléme bien posé
11 reste & montrer que le probléme (3.53) est bien posé. L’application du théoréme de Lax-Milgram est
similaire aux cas précédents : il existe une unique solution u € H'(Q) telle que :

1
[ull 1) < a||f||L2(Q)

avec ici & = 1 (le prouver).
Noter que la solution trouvée n’a que la régularité H'(£2), et donc si on ne peut pas prouver que de plus

u € H?(Q), on ne peut pas retrouver la condition aux limites naturelle a—z = (0 autrement que formellement.
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Régularité de la solution trouvée
Le théoréme de Lax-Milgram a donné I'existence et I'unicité d’une solution v € H'(Q2) qui de plus dépend
contindment de f Il reste a vérifier que cette solution est en fait dans H?(2) : on aura alors bien équivalence

des problémes (3.51)) et ( et le probléme (3.51)) sera bien posé.

On renvoie par exemple a Nedelec [13] pour une démonstration (démonstration technique faisant appel a des
résultats de compacité hors programme) ou a Brézis [3] pour une autre démonstration (voir le paragraphe
pour l'idée de cette démonstration).

Exemple 3.57 Reprendre les exemples en prenant pour conditions aux limites des conditions de Neumann
homogéne. un

3.5.4 Probléme de Neumann non homogéne et condition aux limites naturelle

Etant donnée une fonction f € L?(Q) et g € v (H?(Q)), il s’agit de trouver, dans un ouvert Q C R™
1-régulier, une fonction u telle que :

—Au+wu=f dans D'(Q)
Bu (3.56)

/
o
r g dans D'(T)

Formulation variationnelle formelle

Multipliant par v, une intégration par parties (formelle pour le moment) donne :

trouver u tel que :

/VuV'UdQ /—vdFJr/ude:/fde, You
Q Q Q

A M .
Puisqu’on a 8n|r = g cela s’écrit :

trouver u tel que :

/ﬁu.ﬁvdﬂ—&-/ude:/fde—i—/gvdf, Yov
Q Q Q r

Formulation variationnelle rigoureuse
La formulation ci-dessus a un sens dés que u et v sont dans H'(Q). On regarde donc le probléme :

trouver u € H'(Q) tel que :

o ) (3.57)
/Vu.Vde+/udez/fde—i—/gvdI’, Yo e H ()
Q Q Q r

Noter qu’il suffira ici de supposer que g € L?(I") pour avoir une solution (par contre pour pouvoir avoir g = %

et donc interpréter le probléme, il sera nécessaire d’avoir g € 1 (H?(Q)).

Equivalence formulation variationnelle — formulation forte

La démarche précédente montre que dés que u € H?(Q) et que u vérifie le probléme fort alors u est
aussi solution du probléme faible (3.57]).

Réciproquement, supposons que v € H*(f2) est solution de . L’équation étant en particulier
vraie pour tout v € D(2) on obtient :

(Vau, Vo)pray by + (U, 0)pr ) ) = (fs V) o) pey, Y € D(Q)

Et on a bien —Au+u = f € D'(Q).
Supposons de plus que la solution u de (3.57)) est dans H?(Q2) (hypothése de régularité).
Par intégration par parties on trouve :

/( Au + )deJr/—vdF /fde+/gvdF, Yo e HY(Q)
Q Q r

Et avec —Au+u = f € D'(Q) il reste :
/(%fg)vdI‘fO Yo e HY(Q)

Sachant vo(H'(€2)) dense dans L?(T") on conclut que % = g sur I'. Ainsi les problémes fort et faible sont

équivalents dés que la solution u a la régularité H? ().
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Condition aux limites naturelle

La condition % = g sur [" provient de l'intégration par parties de 1} : c’est une condition aux limites

naturelle.

Probléme bien posé
11 reste a prouver que (3.57) est bien posé. Le théoréme de Lax-Milgram donnera le résultat comme précé-
demment dés qu’on aura prouvé que la forme linéaire :

E(v):/ﬂfdeJr/ngdF (3.58)

est continue dans H'(2). Le seul terme non encore analysé est I'intégrale sur I'. Or par définition vir = Y0(v),
d’ott pour tout v € HY(Q) :

I/ngw dr'| = |(g,70(v)) 2] < [lgllz2 @y llvo(0)]] L2 (ry

Et la continuité de I'application trace donne ||vo(v)||z2(ry < ||70l||[v]|#1(q). Finalement, pour tout v € H' () :

1) < (1f]lz2@) + holllgllz2@)ol a9

et la continuité de £ est démontrée. Le probléme est bien posé et la solution vérifie :

ull gy < I fllzz2@) + [l gl 22
Exemple 3.58 On considére le probléme, pour 8 >0 :

—Autu=f
Ju

%—i—ﬁu:g sur I'

En donner une formulation variationnelle, et montrer son caractére bien posé au sens des distributions. (Indi-
cation : on se servira du premier théoréme de trace pour avoir (u,v)r2ry < |[vol/?||ull g2 @) l[v]|m1(0)-) oa

3.5.5 * Probléme mixte Dirichlet—Neumann

Soit Q2 ouvert borné 1-régulier connexe de frontiére I' = Ty [JT'; ot T'o(T'; = 0. On suppose meas(Ty) > 0.
Soit le probléme de trouver u tel que :

—Au+wu=f dans D'(Q)
ur, =d dans D'(T)
ou

— =g dansD'(T
o, g dans D'(T)

(3.59)

(au sens des distributions.) On suppose f € L?(Q2), et d € vo(H*(Q)) et g € y1(H?*(Q)).

Formulation variationnelle formelle
Multipliant par v, une intégration par parties (formelle pour le moment) donne :

trouver u tel que ujp, = d et :
%.%dﬂ—/@udwr/uvdaz fodQ, W
Q r On Q Q

ou

anr, = 9> onen déduit :

Puis u étant connu sur I'y on prendra v, = 0, et ayant

Formulation variationnelle rigoureuse
Le probléme variationnel trouvé se formule comme :

trouver u € H'(Q) tel que ujp, =d et :

/6u.6vd9+/uud9:/fvd9+/ gvdl,  Vve HY(Q), v, = 0.
Q Q Q T

La condition ujr, = d est une condition essentielle alors que la condition g—z = g est une condition naturelle

T
(on va la retrouver par intégration par parties).
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Notons :
H%O(Q) ={ve Hl(Q) s vp, = 0}.

Le probléme se reformule alors :

trouver u € d + Hp, () tel que Yo € Hy, () :

S (3.60)
/Vu.Vde+/ude:/fde+/ gudl.
Q Q Q r

Equivalence formulation variationnelle — formulation forte
On suppose que (3.60) a une solution u € H'(). Par intégration par parties on retrouve, en supposant de
plus u € H*(Q) :

trouver u € H'() tel que ujr, =d et :

@vdr:/fvdﬂ+/ gvdl', Vv e H} (Q)
I 87’L Q I

Ceci est en particulier vrai pour tout v € D(Q2) et on retrouve —Au +u = f € D'(Q). Il reste donc :

/(—Au+u)vd9+
Q

ou
/1“1(571 —g)vdl' =0,  YveH ()

On conclut que 9% = g sur I'y (par densité de yo(H'(Q2)) dans L?(I")). Sachant de plus par hypotheése que
ur, = d (condition essentielle), on conclut qu’une solution du probléme faible qui est H?(Q) est solution du
probléme fort. Réciproquement, dés que u € H?() est une solution du probléme fort, alors u est solution
du probléme faible, ceci étant obtenu immeédiatement par intégrations par parties. Ces problémes sont donc

équivalents.

Probléme bien posé

Il reste & prouver que (3.60) est bien posé (puis par un résultat de régularité que la solution trouvée est H?(2)
pour retrouver les conditions aux limites du probléme fort, résultat admis ici sous les conditions de regularités
supposées des données).

On commence par remarquer que (Hp (€), |||z (q)) est un Hilbert : il est trivialement stable, et il est fermé
car 'application wjp, 0o : H'(Q) — L*(T) est continue (on a noté wyr, : L?(I') — L?(Ig) l'application v — vjr,
restriction a I'g, cette application étant trivialement linéaire continue).

Supposons que d = 0. On vérifie comme dans les paragraphes précédents que les formes bilinéaires a(-, -)
(membre de gauche de (3.60)) et ¢ (membre de droite de (3.60)) vérifient les hypothéses du Théoréme de
Lax-Milgram (grace a 'inégalité de Poincaré généralisée, ayant supposé meas(I'g) > 0). Le faire.

Et si d # 0, on procéde de méme que pour le probléme de Dirichlet non homogéne (on fait un relévement
ug de d dans H'(Q), et on regarde le probléme en I'inconnue ug = u — ug € Hf, (Q)).

3.5.6 * Autre Condition aux limites mixte

Soit le probléme de trouver u tel que (forme forte) :

—Au+u=f dans D'(Q)

o (3.61)
ur + a—z\p =g dans D'(T)

(au sens des distributions.) On suppose f € L?(Q2) et g € y1(H?(f)).
Noter que u n’est pas connue sur I', et qu’on ne peut se contenter de travailler dans Hg ().
La formulation variationnelle associée est :

trouver u € H'(Q) tel que pour tout v € HY(Q) :

. 3.62
/Vu.Vde—i—/ude—i—/uvdF:/fde—i—/gvdF. ( )
Q Q r Q r

Le point non encore vu est la continuité de la forme bilinéaire a(-, ) :
a(u,v) = / ﬁu.ﬁdeJr/ udeJr/uvdF, Yu,v € HY(R),
Q Q r
et plus précisément de la forme bilinéaire :

ap(u,v):/uvdl", Yu,v € HY(Q).
r
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Les théorémes de Cauchy—Schwarz et de trace indiquent immédiatement que :

lar (u, v)| < lullzmyllollzzwy < Dol Pllulla @ lolla @),

d’oti la continuité de a(-,-) sur H*(£2). Sachant que ar(v,v) > 0, la coercivité de a(-,-) sur H'(Q) est immeédiate.
D’ou le caractére bien posé & 1’aide du théoréme de Lax-Milgram.
Et I’équivalence avec la forme forte est obtenue comme précédemment dés qu’on suppose que la solution de
la forme variationnelle est en fait dans H?().

3.6 * Principe du maximum
Soit 2 un ouvert de R™ 1-régulier.

Théoréme 3.59 Pour le probléme de Dirichlet associé & ‘“—Au +u = f’ : trouver u € H'(Q) tel que ur =
donné et :

/gradu.gradvdx+/uvdx:/fvdx, Yo € Hy (),
Q 0 Q

' min(inf(u).inf()) < u(@) < max(sup(u), sup(/). (3.63)

Donc u est minoré (resp. majoré) par sa valeur au bord et par le min de f dans (2.

Preuve. On ne fait la démonstration que dans le cas classique : u € C?*(Q). Voir Brézis [3] pour le cas
général. Soit o € Q o u atteint son maximum : u(Zp) = max; g(u(¥)). Alors si Zy € I' la conclusion est

évidente. Soit donc Z; € . Alors Vu(Z,) = 0 et pour tout i 1,..,n, 2% < 0. D'on Au(Zy) < 0 et

s
u(f()) = f(ﬂ’_fo) + Au(fo) < f(fo) un
Remarque 3.60 Ce résultat est faux pour le probléme du Laplacien ‘—Au = f7 :
Par exemple, en 1-D, prendre Q =]0,1[ et f = x pour u(0) =u(1) =0 : on a u(x) = % —Z et u(g) <0.

Théoréme 3.61 Soit f € L?(2). Pour le probléme de Neumann : trouver u € H(Q) tel que

/ﬁu.ﬁvdﬂc—l—/uvdac:/fvclac7 Vv e HY(Q),
Q Q Q

' inf(f) < (@) < sup(). (3.64)
Q

Preuve. On se limite au cas classique. Si le max est atteint dans 2, méme démonstration que pour les conditions
aux limites de Dirichlet.

Et si le max est atteint sur I' on a également Au < 0. En effet, on a g—z = 0 et si on avait Au > 0, alors le
max ne serait pas atteint en ce point. Et méme conclusion. un

3.7 * Un probléme de transmission

Soit 2 et T' = 99 son bord. On suppose ) partitionné en Q |JQs, et soit I';2 la frontiére entre Oy et Qo.
Typiquement €y correspond & un matériau donné et {5 & un autre matériau (par exemple I';5 est une interface
air-eau, ou de contact entre deux solides de propriétés différentes...).

On notera 7 le vecteur normal a "5 sortant de Q1, et si u est une fonction scalaire définie sur €, | Q2 qu’on
notera également v = u; dans ; et u = uy dans )9, on notera :

[u] = uy —u_ = saut de u sur I'jo,
ol uy est la valeur limite de v dans Qs et u_ la valeur limite de u dans €, i.e., pour (presque tout) Z € 'y :

[0(@)] = i (u(F + biT) — w1 (7 = ) = u(T}) = (7).

On considére le probléme, pour f; € L?(Q4) et fo € L?(Qs) : trouver u tel que :

— Au= f; dans Qq,
— Au = fo dans Qo,

u=0 sur F, (3 65)
[u] =0 sur Flg,

Ju

[%] =0 sur I'ys.

Les deux conditions de saut peuvent s’interpréter comme deux ‘demi-conditions’. Notant f € L?(Q) la fonction

49



50 3.7. * Un probléme de transmission

FIGURE 3.1 — Probléme de transmission

qui vaut fi € L?(Q) et fo € L?(£), le probléme s’écrit aussi de maniére plus concise :

— Au=f dans Q,
u=0 surl, (3.66)
ou

=0 et [5-

] =0 sur Flg.

On a imposé la condition aux limites de Dirichlet pour u sur I', mais on aurait pu imposer des C.L. mixtes : cf.
les paragraphes précédents.

Formulation variationnelle formelle Puisque Q = Q;J2 on a de maniére générique dans L*(Q) ‘[, =
leUQQ = le +f92’. Multipliant par v et intégrant sur ) on a :

—/Auvdx:— Auvdx — Auvdzr.
Q Q1 Qo

D’ou par intégration par parties avec vjr = 0 (condition de Dirichlet sur I'), désignant par vy (resp. vo) la valeur

de v dans Q (resp. 23) :
/ ﬁu.ﬁvdaz—/ (au1 vy — %Uz dl = /fvd:r
Q1UQ5 T2 8”

(avec un signe moins pour % car la normale est entrante dans Qg et c’est —7i qui est sortante.)
Le terme sur le bord I'y5 s’écrit aussi, puisque [8“} =0: fr 52 [v] dI et on le prend nul en imposant [v] = 0

sur I'15. En effet, intuitivement on cherche u dans ’espace :

{u:[u] =0}

pour avoir un systéme avec méme nombre d’équations que d’inconnues, on prend v dans le méme espace (la
suite indiquera que [u] = 0 est une condition essentielle).

Formulation variationnelle rigoureuse On considére 'espace :
V ={ue€ Hj(Q): [u] =0},
dont on montrera que c’est un Hilbert. Le probléme se formule alors :

trouver u € V tel que :

o (3.67)
Vu.VudQ = [ fodQ, Yo eV,
Q Q

et dans cette formulation tous les termes ont bien un sens.

Interprétation de la formulation variationnelle (ou, équivalence avec la formulation forte.)
On suppose que (3.67) admet une solution u € V. On suppose de plus que cette solution est dans H?(12)
(on peut montrer que c’est effectivement le cas pour f € L?(f2) et cette hypothése ne sera pas restrictive). Par
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51 3.8. * Interface et équation de Steklov—Poincaré

intégration par parties de (3.67) pour tout v € V' il vient :

—/ Auvdx—i—/ (%vl—%vg)dfz/ fuodz,
Q1UQs I'io an an Q1UQs

soit puisque [v] = 0, pour tout v € V :

Oou
/Qluﬂz(Au f)vder/ [%]vdf =0. (3.68)

T2

En particulier pour tout ¢ € D(€) (prolongée & 0 sur tout §2), puis pour tout ¢ € D(€3) (prolongée a 0 sur
tout €2), on retrouve bien :
—Au=f; dans Q; et —Au=fy dans Qy,

au sens des distributions dans D’(€;) et dans D’'(). Et avec f1 € L*(Q1) et fo € L%(s), cela s’écrit effecti-
vement :
—Au = f presque partout dans €2,

au sens de L%(Q). Il reste donc dans (3.68), pour tout v € V :

ou
/Fu[ﬁn]vdl“—o.

Mais ceci est donc vrai pour tout ¢ € D() et on en déduit par densité que ceci est vrai pour tout ¢ € L?(I'12)

et donc que [g—m = 0 sur I'1o. Et puisque par hypothése v € V, on a ujp = 0 et [u] = 0. On a bien retrouvé le

pb fort.

Probléme bien posé Par rapport & ce qui a déja été fait, il faut montrer que V' est bien un espace de Hilbert.
Or c’est un sous-espace vectoriel de H*(£2) (trivial). Et il est fermé (exercice). Donc il est complet pour la norme
induite par celle de H!(€). D’ott le résultat. Et la vérification des hypothéses du théoréme de Lax—Milgram se
fait comme précédemment.

Autres conditions de transmission Plutoét que les conditions [u] = 0 et 9% = 0 sur I'1» on aurait pu
imposer, avec des fonctions by et by de L>°(T'y2), et considérer le probléme :

— e Au = f;, dans Qq,

—eAu = fo, dans s,

C.L. de Dirichlet sur T,

biuy = baug, sur I'ys,

byt =by—2, sur I
mn

On aurait alors travaillé dans I’espace :
V= {u € H&(Q) : byuy = bous sur Flg}

Donner la formulation variationnelle. De méme, lorsque la condition de Dirichlet sur I" est remplacée par une
condition de Neumann, donner la formulation variationnelle.

3.8 * Interface et équation de Steklov—Poincaré

Soit € un ouvert connexe de R" de frontiére I'. On souhaite résoudre le probléme de Poisson avec par exemple
les conditions aux limites de Dirichlet :
—Au = f dans Q,

3.69
u=g sur 02, ( )

ou f e L%Q) et g € H2(T). Ce probléme est linéaire et peut se mettre sous la forme : trouver u = uf + ug ol
uy et ug sont solutions de :

{ —Auy = f dans , ) { —Auy =0 dans Q,
e

u=0 sur 08, u=g sur 0,

Soit Q = Q3 | une partition de Q, o1 £ et Q5 sont deux ouverts connexes de frontiére I'y et I'y, et soit
[1o = Q1 Q2 la frontiére entre Q; et Q.

On souhaite (pour des raisons de parallélisation, ou des problémes de contact par exemple) résoudre ce
probléme sur €4 et €5, et non sur €2 tout entier. On note u; = ujq,, et sur I'12 on note 71 = fiy = —Ti» la normale
sortante de Q; vers {25. On commence par remarquer que
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52 3.9. * Un probléme avec conditions aux limites périodiques

Proposition 3.62 Le probléme (3.69) équivaut au “probléme de transmission” :

—Auy = f dans Qq,
—Aug = f dans Qs,
u; =g sur'NIy,
ug =g sur'NTy, (3.70)
up = ug sur 1o,

Oou;  Ous

—_—= T.
on on sur

(Les deux derniéres équations sont appelées les conditions de transmission, la premiére uy = ug sur 1o étant

essentielle, la seconde % = % sur I' étant naturelle.)

Preuve. Mettre sous forme variationnelle, voir paragraphe précédent, oit on cherche une solution dans I’Hilbert
V ={v e H}Q) : v = vy sur T'} (la condition u; = uy sur I'15 est essentielle). un

Dans (3.70)), notons A = u; = ug la valeur inconnue de u sur I'12. Si on connaissait cette valeur, on pourrait

découpler les calculs de uy et us :
—Au; = f dans £,

u; =g sur; —T'qa, (3.71)
U; = A sur Flg.
Et on a deux “petits” problémes de Dirichlet & résoudre au lieu du “gros” probléme (3.69).

Regardons donc qu’elle est ’équation satisfaite par A. Les équations u; dans (3.71]) sont décomposées en
u; = U;rg + u;x (linéarité du probléme) ou :

—Auipy = [ dans Q;, —Au;y =0 dans €,
u; =g sur Iy —T'yo, et u; =0 sur I —T'yg, (3.72)
u; =0 sur I'yo. u; = A sur ['ps.

Notons :
Gi(f,9) = uigg, H;(A\) = ujx.

Les solutions cherchées dans les €2; sont donc données par :
ui = Gi(f,9) + Hi(A).
Et dans 1| I’équation naturelle de transmission % = %% sur I' s’écrit alors :

OH (N)  OHa(\) _ 0Ga(f.g) 9Gi(f,9)
on on on on

On note alors :
d:éf 8H1()\) _ 6H2()\)

on on

def 0G2(f,g9)  9G1(f.9)
o on on

S(\) x(f,9)

et le probléme en A s’écrit :

S(A) = x(f,9), (3.73)

qui est I’équation de Steklov—Poincaré : équation exprimant A en fonction des données du probléme.

Remarque 3.63 On peut considérer n’importe quel opérateur elliptique sur Hg (), et pas seulement le lapla-
cien —A. e

3.9 * Un probléme avec conditions aux limites périodiques

On se place ici dans R? (pour simplifier) et ouvert Q est le carré [0,a] x [0,b]. Et on pave I’espace R? a
laide de (2.
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53 3.10. * Ezemple de probléme avec condition de compatibilité

On dit qu’une fonction u est -périodique si :
VZ € R?, (ki k2) € N2 wu(@ + (kra, kob)) = u(Z).
On regarde alors le probléme : trouver u tel que :
—Au+wu=f, dans,
u 2-périodique, (3.74)
ou
on
Montrer que le probléme s’écrit sous forme faible :

(Q) tel que :

Q-périodique.

1
trouver u € H,,,

oL L (3.75)
/Vu.VUdQ—l—/ uwvdQ) = / fodQ, Vv € Hpe, (2),
Q Q Q
ou H}..(Q) = {v e H'(Q) : v Q-périodique}.
Remarque 3.64 Dans le cas du Laplacien : —Au = f dans Héer(Q), il est clair que si u est solution alors

u + ¢ est aussi solution pour toute constante ¢ € R. On n’a pas unicité de la solution. Il faut alors travailler

dans H]..(Q)/R et ce probléme n’aura de solution que si de plus la donnée f satisfait [, f dz = 0 (condition

de compatibilité sur f, voir le paragraphe suivant). un

3.10 * Exemple de probléme avec condition de compatibilité

On regarde le probléme de Neumann pour le laplacien , pour f € L?(1Q) :
—Au = f7
ou 0 (3.76)
onr
Il est clair que si ce probléme admet une solution u, alors u-+c est aussi solution, pour toute constante ¢ € R.
Donc, si une solution existe elle n’est pas unique.
D’autre part, la formulation variationnelle donne, pour tout v € H'(), pour une solution v € H* () :

/%.%d@:/fvdﬂ. (3.77)
Q Q

Donc toute solution u € H'(Q) de (3.76) est solution de (3.77). Réciproquement, par intégration par parties,
on montre que toute solution u € H(Q) de (3.77) qui de plus est dans H?({2) est solution de (3.76). Les deux
problémes sont alors équivalents.

En outre, pour v = 1 donne :
/ FdQ = 0. (3.78)
C’est “la” condition de compatibilité que doit satis?aire f-On a alors :
Lemme 3.65 Si f € L?(Q2) et si la condition de compatibilité est satisfaite alors le probléme :

trouver u € H*(Q)/R tel que :

o ) (3.79)
/Vu.Vde = / fodQ, Yo e H(Q)/R,
) Q

est bien posé (dans H'(Q)/R). En particulier, (3.77) admet une solution v € H'(Q) unique a une constante
pres.

Preuve. On se place dans I’espace de Sobolev H!(Q)/R des classes de fonctions sur H'(Q) définies a une
constante prés : pour v € H(Q) on a v = {v+c: ¢ € R}. On définit (de maniére usuelle) la norme sur H*(Q)/R
par, pour v € HY(Q)/R et siv € v :
. : : = 2
1611y = i€ lletel ey (= (inf(lloellfa) + 11900 20)) )

Le probléme s’écrit : trouver @ € H'(Q2)/R tel que pour tout v € H*(Q)/R on ait ‘a(w,v) = £(0)’, ot on a défini
pour tout (u,v) € (H*(Q)/R)? :

a(i, v) = (Vu, Vo)), Y(u,v) € 4 x 0

f(v) = (f, Q))Lz(Q), Yv € v

La fonction ¢ est bien définie (indépendamment du représentant v € ©) grace a la condition de compatibi-
lite (3.78) : en effet, cette condition donne (f,v+c)p2 = (f,v)rz pour toute constante ¢ € R. Et £ est une
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54 3.11. * Cas du laplacien dans R>

fonction trivialement linéaire. De plus est elle continue car, pour v € H*(Q)/R et v € v, et pout tout ¢ € R :
Z(v) = / fvdQ = / f (U+C) dQ) < ||f||L2(Q)H’L}+CHL2(Q) < Hf||L2(Q)HU+CHH1(Q)
Q Q

Et donc £(0) < || f]|L2() mincer |[v+c||a1 ) = || fll2@)| 0] a1 (0)/r- C’est donc une forme linéaire continue.

La fonction a(-,-) est bien définie car V(v+¢) = Vv pour tout ¢ € R, et est trivialement linéaire. On montre
également que la norme ||.||g1(q)/r est équivalente & la norme :

||UH1 = Hﬁ’UHL?(Q), Yv € 0.

(Admis : application du théoréme de Rellich, voir cours de 3éme année.) Cette norme étant associée au produit
scalaire (,1); = (Vo, §w)L2(Q) sivevetwew.

Dans ces conditions, la forme bilinéaire a(-, ) est trivialement continue coercive (constantes de continuité et
de coercivité égales a 1). Les hypothéses du théoréme de Lax—Milgram sont vérifiées et le probléme est donc
bien posé dans H'(Q)/R. L

3.11 * Cas du laplacien dans R?
3.11.1 Cas du laplacien

Ce probléme ne différe du cas 1-D que par le nombre d’équations :

~AiG = f, (3.80)

uy

s’écrit si 4 = (u2) et f: (f;) composante par composante :

- Auy = fi,
— Aug = fo.
Accouplé a des conditions aux limites pour i, i.e., pour u; et us, sur I', on retrouve les cas scalaires précédents.
On rappelle que pour une fonction tensorielle A, divA est une fonction vectorielle :

s _, Qayy 4 daipy
A(:]_f) _ <a11(9£) a12({)> — le(A) — ([dacl Oxa )
az1(Z)  a2(7) Bou1 | Joz

En particulier, sachant que :

Ouq Juy
- [ 9 F]
gradu = ( ai; afé ) ,
oxq Oxo
il vient :

div(grada) = (251) .
2

3.11.2 Un probléme symétrique : cas de ’élasticité

Plutot que de résoudre le probléme du laplacien découplé ci-dessus, on peut étre amené & résoudre le probléme
couplé en uy et us (cf. élasticité) :

—

div(gradi + (gradad)”) = f. (3.81)

Et on résout le probléme couplé :
32u1 (92111 (92U2
2 =
8&0% + a.’E% + (91’1(91’2 fl
82U1 821,62 82U2

2 =
axzal'l + 8x§ + 8%% f2

Remarque 3.66 Usuellement on pose (@) = 3 (gradd + (grad@)”), ot £(@) est appelé le tenseur (symétrique)
des déformations linéaires, i.e. :
99u1 Quy 4 OGup
1 31’2 3&71
(M Oug 9 Quz ) ’
Oxo

1 Oxo

Q

e(d) =

N
Q|
s
9

—

et on résout donc 2div(e(w)) = f. on
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Dans le cas des conditions aux limites mixtes, I'g | JT'; étant une partition de T" :

i=d sur T,
- (3.82)
(grad@ + gradd” ). i =§ sur I'y,
la formulation variationnelle de ce probléme est :
trouver @ € d + Hllo(Q)2 tel que :
9 (3.83)

/Q(gradf[—f— gradi’) : gradv dQ = /Qf.ﬁdﬂ +/ g.vdr, v € HE (Q)".
r

1

Pour fe L2(Q)2, de H%(l")2 et g€ L2(F)2, I'inégalité de Korn permet alors de montrer que ce probléme est

bien posé. Le vérifier par intégration par parties sur [(3.11.2)1.v1 dQ et sur [(3.11.2))5.v5 d2.

La notation ‘ :’ correspond ici au produit terme & terme :

A= ail a2 B— b1 b2 —
as1 Qa22 ’ b21 b22
A : B = a11b11 —+ CL12b12 —+ aglbgl —+ a22b22 = TI'(ABT)
Par ailleurs, on a pour toutes matrices A et B :

(A+ AT): B=1(A+ AT): (B+ BT)
car AT : B=A: BT = Tr(AB) = Tr(BA), et le probléme (3.83) est le probléme symétrique :

trouver @ € d + HY, () tel que pour tout 7 € Hllo(Q)2 :

1 -
3 / (gradii 4 gradi’) : (gradv + gradd’) dQ = / fudQ+ / gudr.
Q Q 'y

C’est sous cette forme symétrique qu’il peut étre préférable de programmer.

3.11.3 Systéme de Stokes

Le systéme de Stokes linéaire est a la base des méthodes de résolution de problémes d’écoulement de fluides.
C’est également un prototype pour la résolution par éléments finis de problémes sous contrainte. Les équations
sont de la forme : .

trouver @ € H}(Q)" et p € L?(Q)/R tels que :
— A@+Vp=f dansQ, (3.84)
divi =0 dans .

Tl est clair que si (4@, p) est solution alors pour toute constante ¢ € R, (@, p+c) est aussi solution. Réciproquement,
on peut montrer que toute solution est de cette forme, et qu’il existe une unique solution (@,p) € H&(Q)2 X

(L?(Q)/R) (p est définie & une constante pres, la pression hydrostatique).
Remarque 3.67 On peut noter que div(gradia?) = V(div#) et donc que :

divi=0 = div(gradi’) = 0.
Le probléme s’écrit donc également sous la forme :

trouver @ € HL()” et p € L2(Q)/R tels que :
— div(e(@) 4+ Vp=f dans Q,
divii =0 dans ,

otl £(if) = gradi + gradi” . Cette forme symétrique pourra étre priviligiée. un
En 2-D (généralisation immédiate en n-D), si @ = (") et f = (g), les équations sont :

trouver (uy,up) € HE(Q)? et p € L2(Q)/R tels que :

— Auq + @ = f1 dans Q,
8:81
3.85
—Auz—i—ﬁ:fg dans €, ( )
(9372
8u1 6uQ
— 4+ — = d Q.
81‘1 + 6332 0 ans
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La forme variationnelle du probléme en (@, p) s’écrit :

trouver (i, p) € H} () x L%(Q)/R tel que :

/grada': grad? dQ) — / pdivi dQ = / f5dQ, V& e Hi(), (3.86)
Q Q Q .

/ divit ¢ dQ2 = 0, Vg € L*(Q)/R.
Q

(Ici la notation ¢ :” correspond au produit terme a terme.)
Si on cherche @ dans ’espace

H}(div0) = {7 € HY(Q)" : dive = 0}, (3.87)
alors, se limitant a la recherche de i, la forme variationnelle est :

trouver @ € H}(div0) tel que :

| . - o (3.88)
/ gradd : gradv d) = / fodQ, Vo € Hy(div0).
Q Q

Le théoréme de Lax-Milgram est applicable et ce probléme (3.88) est bien posé dans ’espace Hg (div0) muni
de la norme H} (). La programmation par éléments finis de ce probléme n’est pas agréable car un sous-espace
de dimension finie de Hg(div0) n’est pas ‘simple’. C’est la raison pour laquelle on relaxe la contrainte dive’ = 0
a Paide d’un multiplicateur de Lagrange p (qui sera interprété comme étant la pression) pour obtenir .

On peut montrer que le probléme admet une unique solution (i,p) € H(2) x L*(Q)/R ot @ est
solution de . Démonstration délicate dont 1’idée est que, pour 4 solution de , le vecteur W = f + Au
est en fait un potentiel : @ = Vp. Il ‘suffit’ (délicat) d’établir qu’une forme linéaire continue L : H(%(Q)2 - R
qui s’annule sur H{(div0) est de la forme L(7%) = (p,div¥)zz o p € L3*(Q), i.e. puisque 7 € H}(Q) que
L(7) = —(Vp,?) (théoréme établi par De Rham). Ici L est représentée par f + A : L(7) = (f + A4, U)2(Q)
pour tout ¥ € V et L(¥) =0 = (f+ A, ¥)12(qy pour tout ¥ € V dés que @ € V est solution de .

Il reste & montrer que, résolvant , on a bien résolu au sens des distributions, ce qui s’obtient, par
intégration par parties.

f+A u = O p, avec A u dans H(div0)

FIGURE 3.2 — Représentation de —A@ + Vp = f L'espace L?(Q)" est I'espace ambient, —A est dans le
sous-espace & divergence nulle, et la solution @ est dans I'espace H(div0), sous-espace de H (div0, 0).

Remarque 3.68 Si on note :
H(div) = {# € L*(Q)" : divi € L*(Q)},
H(div0) = {¢ € H(div) : divd = 0},
H(div0,0) = {7 € H(div), divi’ = 0 dans Q et .77 = 0 sur I'},
on peut montrer que L?(Q)" est somme directe orthogonale :
L2(Q)" = H(div0,0) & Y (H (Q)).

Noter que dans la définition de H(div0,0), les 2 conditions div = 0 et ¥.7i = 0 ne sont pas redondantes. La
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57 3.11. * Cas du laplacien dans R>

premiére divt' = 0 indique que le fluide est incompressible et en particulier que ce qui rentre est égale & ce qui
sort. On ne peut en déduire que la relation globale fr U.7dl" = 0 et non la relation locale ¥.7i = 0. Alors que
la deuxiéme condition .77 = 0 indique que rien ne rentre et rien ne sort, mais le fluide pourrait trés bien étre
compressible a lintérieur. De plus, on peut remarquer que ’espace H (div0) n’est pas orthogonal a ﬁ(Hl(Q)) :
en effet, un élément @ = Vp € V(H(Q)) peut trés bien satisfaire divid = 0 sans étre nul : on demande
seulement Ap = 0 ce qui n’implique pas que p soit une constante (on donne les conditions aux limites voulues
pour résoudre ce probléme de laplacien). Par contre, si on impose de plus «.77 = 0 alors p doit satisfaire le

probléme Ap = 0 avec la condition de Neumann g—g = 0, et le théoréme de Lax—Milgram indique que p est une
constante (voir paragraphe |3.10)). ua

Remarque 3.69 On remarque que A% est dans H(div0) : on a div(A#) = 0 dans L?(Q) car divi = 0 et
div(A#@) = A(dival)) au sens des distributions (vérification immeédiate). Donc Ad € H(div) et div(A#@) = 0.
Par contre, il n’y a aucune raison pour que A# soit dans H(div0,0), i.e. que A@ L grad(H'(Q)) : il faudrait
Ad.7i = 0 ce qui n’est pas le cas en général (condition aux limites non satisfaite par ). ==

Remarque 3.70 Sur la décomposition de I’espace L? (Q)n pour n =2 et n=3.

Cette remarque est donnée comme introduction & la décomposition de LQ(Q)n et peut-étre considérée indé-
pendamment du probléme de Stokes. On considére les cas de R? et R? pour un ouvert €2 1-régulier et simplement
connexe.

1 - Commencons par R?. Pour une fonction scalaire ¢ € H'(£2), son rotationnel est défini par :

¢
- . o . 0 1 -
rot(@)-(_%ﬂi)—(_l 0).V<p,

le vecteur gradient tourné de 7/2. On a alors :
H(div0,0) = rot(Ha(5)),

i.e. Popérateur rot est surjectif de H3(Q) dans H(div0,0). On sait en effet que si 7 est tel que divi = 0 alors ¥/
est un rotationnel et réciproquement. De plus ayant ¢ € Hi(£2), on a o nul au bord et donc si t est le vecteur
tangent, on a Vg.& = 0 ou encore rote.i = 0. Donc Pimage de H{(Q) par rot et bien dans H(div0,0). Et
pour ¥ donné dans H (div0,0), il faut trouver un antécédent par rot : on prend la solution du probléme trouver
© € HE () telle que :

(rotep, roteh) 2 = (T, 10teh) 2 Vab € HE(RQ).

(On a trivialement (rotep, roty)) > = (ﬁgo, ﬁz/})Lz et 'intégration par partie donne ’équation satisfaite par ¢ a
savoir —A¢g = rot¢ au sens des distributions.)
Et cela donne la décomposition trés utile pour € C R? 1-régulier et simplement connexe :

no - Lo
L*(Q)" =rot(Hy(Q)) & V(H(Q)).
Donc, si f € LQ(Q)2 il existe p € H'(Q) et ¢ € rot(H}(Q)) tels que :
fz ﬁp + ratgo,

et de plus p (& une constante prés) et o sont uniques et donnés comme solutions de :

—

(Vp, V)2 = (f,Va)r: ¥ge HY(Q),

et (puis) de :
(rote, rotep) 2 = (f — Vp,rotey)  Vip € Hy(Q).
Pour des résultats plus complets, on renvoit a Girault et Raviart [7].

2 - Pour R? : le rotationnel d’une fonction vectorielle @ est donné de facon usuelle par rot@ = VA P
Si ¥ € H(div) est tel que dive' = 0 alors ¥ dérive d’un rotationnel : ¥ = rotg. Ce & est loin d’étre unique :
on peut le choisir par exemple tel que divg = 0 (condition de jauge) :

Vo e L)’ tq. dive=0 : 3Fe H'(Q) tq. 7 = r0t@ et div@ = 0,
admis : voir Girault et Raviart [7]. Et si  est simplement connexe, il en existe un et un seul qui satisfait de
plus :
g.in=0.
C’est la solution du probléme (au sens des distributions) :
— Ag = rot? dans Q,
rot@.7i = 0.7 sur I.

On vient de voir que H(div0,0) est isomorphe au rotationnel de ’ensemble des ¢ ainsi définis : donc tout
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fe L2(Q)3 & une décomposition orthogonale du type :
f=Vp+rotd,

avec p € HY(Q) et

geH 1((2)3 ol ¢ est déterminé & une constante prés par Ap = divf et @ par le systéme
ci-dessus avec v = f —

v I.l

3.12 * Reégularité des solutions faibles

On regarde ici le cas de la régularité pour un domaine €2 1-régulier dans le cas du Laplacien :

Théoréme 3.71 Soit Q un ouvert I-régulier borné de R". Alors si f € L*(Q2), la solution v € H}(Q) du
probléme de Dirichlet :

/6u.§vdm+/uvdm=/fvdx, Vv € H} (D) (3.89)
Q Q Q

appartient a H?(S2). De plus :

ulla2(0) < ClIfllL20)
ott C' > 0 ne dépend que de Q2. Méme résultat pour le probléme de Neumann posé dans H'(Q), ainsi que pour
un opérateur elliptique général (a la place du Laplacien).

Preuve. Pour la démonstration compléte, avec extensions du résultat, on renvoie & Brezis [3]. On ne donne ici
qu’une idée de la démonstration dans le cas du probléme de Dirichlet -

1l s’agit de montrer que pour la solution u on a en fait 8“ € HY(Q) pour tout i = 1,...,n

1- On commence par regarder le cas 2 = R™ (ouvert non borne mais qui n’a pas de probléme aux frontiéres).
Dans ce cas, on montre que H!(R") = H}(R"™) et que le probléme de Dirichlet est bien posé. Soit u sa solution.
On note Du = 8—“ (pour simplifier les notations). On utilise la méthode des translations : on pose :

u(Z + heé;) — u(Z)
h

Dhu(f) =

ol €; est le i-éme vecteur de base. Dans (3.89) on prend

v(Z) = D_pDpu (= w&+ hé) - 21;(5) ol - hei))

(approximation de la dérivée seconde) qui est bien dans H*(R™) car u l'est. Et (3.89) donne :

/ |V (Dpu)|? da: +/ |Dpul? do = / f (D_pDpu) dz
n RTL Rﬂ,
et donc :
1Dnul| 3 gy < [ £1L2@m) 1 D-nDnul|L2@n)
Dés qu’on aura montré que, pour tout v € H*(R") et tout h € R on a :
ID_pvl|L2@ny < [|VV]|22@n)

(voir lemme suivant) on aura :

[[Dpul|gr ey < [ fllL2@n)

Et donc en particulier ||Dh6“ |2y < ||f||r2@n)- Et cela implique effectivement 2% € H'(R). Voir lemme
suivant. =

Lemme 3.72 On note 7, Popérateur de translation défini sur L*(Q) par (7,u)(Z) = u(Z + h) presque partout.
Siu € L?(R™) alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

() ue H(R"),

(ii) 11 existe une constante ¢ > 0 (qui dépend de u) telle que pour tout ¢ € D(R") et tout i = 1,...,n

)/ d:c’ < cllollzo@n

(iii) 1I existe C' > 0 tel que pour tout h € R" :

||Thu - u||L2(Rn) S C|fl Rn

Et on peut prendre C' = HﬁuHLz(Rn).
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Preuve. Montrons que (i)=(iii). C’est une généralisation de la formule des accroissements finis. Soit u € H*(R"™)
et on pose pour Z et h donnés dans R™, pour tout ¢t € R :

o(t) = u(Z + th)

—

Dot v (t) = h.Vu(Z + th) et :

D’ou, avec 'inégalité de Cauchy—Schwarz :
— 1 — -
(@) — u(@) < |h\2/ Fu(@ + th)[? dt
0
puis :
1
/ (@) — u(@)[2 dz < |FL|2/ / (@ + ) 2 dt dee
n t=0 n
1
VR [ [ Fu@P dtdy = FR Gl
t= n
Montrons que (iii)=-(ii). On prend ¢ € D(R™) et on a avec (iii) (et Cauchy-Schwarz) :
[ =) oda] < €l gl z2cen
Et on conclut on remarquant que :
[ @@+ 1)~ u(@)ol@) do = [ ula) (o(@ -~ h) - (@) da

et en passant & la limite quand A — 0.
Montrons que (ii)=(i). La forme linéaire :

peDR") — u Op

d
R 3371 v

est continue pour la norme ||.||;> d’aprés (ii). Et D(R") est dense dans L?(R™). On peut alors prolonger cette
application dans L?(R") en une application linéaire et continue de L?(R"™) (prolongement par continuité). Le
théoréme de représentation de Riesz dit qu’il existe un vecteur g € L?(R") tel que :

0
(000 = [ uptde WpeD@)

D’ou u € Hl(R) an

2- Suite de la démonstration du théoréme : cas Q borné dans R™. On renvoie a Brézis [3] (démonstration
technique) : idée = & lintérieur, & ’aide d’une partition de I'unité on se raméne au cas précédent (en prolongeant
la fonction par 0 sur R™). Et idée = & I’extérieur, on se raméne au cas du demi-espace R’} (délicat, voir Brézis).

Deuxiéme partie
Approximations variationnelles

Il s’agit de résoudre numériquement un probléme sous forme variationnelle : sachant que la solution cherchée
n’est pas représentable en général sous une forme fonctionnelle explicite simple (comme une fonction polynéme
ou exponentielle ou sinusoidale ou...), on cherche une solution approchée par morceaux. I.e. on va découper le
domaine €2 sur lequel on cherche la solution, et sur chaque morceau on va chercher & approcher la solution par
une fonction simple (de type polynomiale par exemple).

On commence par donner le cadre abstrait qui nous assurera de ’esixtence de solutions approchées.
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4 Approximation variationnelle abstraite

4.1 Le probléme variationnel abstrait

Dans V un espace de Hilbert, il s’agit de résoudre (3.22) :

trouver u € V tel que :
{ ¥ 4 (4.1)

a(u,v) = £(v), Yo eV,

ou /£ est une forme linéaire donnée (forces extérieures imposées), et a(, -) une forme bilinéaire donnée (qui décrit
les propriétés du matériau). Si on ne connait pas la solution u € V explicitement, on essaie de trouver une
fonction approchée u;, dans un sous-espace V}, de dimension finie n, solution du probléme :

trouver uy, € Vj, tel que : (4.2)
a(up,vp) = L(vp), Yo € V. '
Si on connait une base (¢;)i=1,...» de Vj, alors (4.2)) est équivalent & :
trouver uy, € Vj, tel que :
h h q . (4.3)
a(uhvwi) :€(¢1)7 Vi = 17"'7”'
Et pour connaitre uy sur Vj, il suffit de connaitre ses composantes u{L sur la base, i.e. notant :
n . .
up = Zu%goj, u), € Rpour j=1,.,n, (4.4)
j=1
il suffit de connaitre les réels u% Le probléme db s’écrit donc comme le systéme matriciel :
trouver les ufl eR,j=1,...,n, tels que :
n
i ) (4.5)
Za(@_ﬁgpi) ui :E((pz), Vi = 1,..771.
j=1
On note alors :
Uh1 1)
U= : ) A= laijli<ij<n,  aij = alej, ¢i), f= : )
Uhn g(‘ﬁn)
et il s’agit de trouver « tel que : .
Ad=f. (4.6)

C’est un systéme matriciel n x n qu’on peut résoudre dés que A est inversible. Une fois # trouvé, la fonction
solution est donnée par (4.4).

On supposera que a(-,-) est une forme bilinéaire continue et a-coercive sur V, et que #(.) est une forme
linéaire continue sur V. Dans ces conditions, le probléme (4.1 est bien posé (théoréme de Lax—Milgram), et la
matrice A sera inversible et bien conditionnée.

4.2 Conformité

Hypothése de conformité. On suppose dans ce cours que V;, C V avec V}, sous-espace de Hilbert muni
de la norme induite par V. On dit dans ce cas que V}, est une approximation conforme de V.

Dans ces conditions, a(,-) est également une forme bilinéaire continue et a-coercive sur Vj,, et ¢ est une
forme linéaire continue sur V},. Et le probléme est bien posé indépendamment de h.

Remarque 4.1 Il n’est pas suffisant de vérifier que a(-,-) est coercive sur V}, : on obtiendrait uniquement dans
ce cas que a(vp,vy) > apllvpl||? pour tout v, € Vj. Et il se pourrait que «y, tende vers 0 avec h. Par contre,
vérifier que a(-,-) est coercif sur V implique avec la conformité que o, > « quel que soit &, et donc «y, ne peut
pas tendre vers 0, et le probléme est bien posé indépendamment de h :

1 1
< —lel1 < =jel. 4.7
[lunllv < [l < Zllell (4.7)

Et ||un||v dépend alors contintiment de ||¢|| indépendamment de h. ua
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4.3 Convergence de u; vers u

On note u la solution du probléme continu et uy, la solution du probléme discret . La question est
de savoir si ||u — up|| est ‘petit’, et de mesurer ce ‘petit’.

Ici on ne dispose que de la norme ||.||y et ce sera donc ||u — up||y qu’on pourra mesurer. On a le résultat
suivant, qui donne l'erreur d’approximation a priori :

Théoréme 4.2 Si V}, C V (conformité), si ||al| est la norme de a(-,-) et o sa constante de coercivité sur V,

alors : lall
a

— < — inf — 4.8

=l < P20 inf [fu = onlly, (48)

ie |ju—uplly < @d(u, Vi) ot d(u, V},) est la distance de u & Vj,.

Preuve. Ayant supposé V, C V (approximation conforme), il vient & partir de (4.1 (valable donc pour tout

vp € V) et de (4.2)) :
a(u — up,vp) =0, Yoy, € Vi (4.9)

Et donc :
alu — up,u—up) = alu — up, u — up + vy), Yoy € Vi

Et puisque V}, est un espace vectoriel, c’est équivalent & :
a(u —up,u —up) = a(u — up, u — wp), Ywp, € V. (4.10)
Puis la coercvité de a(-,-) et sa continuité donnent :
allu—unlly < llalllJu = unllvllu = willy, — Yws € Vi, (4.11)

ce qui est le résultat annoncé. .

Remarque 4.3 V étant un Hilbert, V) étant un sous-espace de dimension finie, V}, est fermé et donc
inf,, ey, ||[u — vp|lv est atteint : il existe ugp, € Vj, tel que d(u, Vi) = |Jlu — wop|lv. Et uop, = Iy, u est la
projection V-orthogonale de u sur Vj,. On rappelle que cette projection est définie par (uon,vrn)v = (u,vp)v
pour tout v, € Vj,.

Dans le cas oil a(-,-) est de plus symétrique (bilinéaire continu coercif), a(-,-) ="°% (-, ), définit un produit
scalaire et uy, est alors la projection de u par rapport a ce produit scalaire puisque la conformité donne a(u —
up,vy) = 0 pour tout vy, € Vj,, cf , ie. (u,vp)e = (up,vn)q pour tout v, € Vj,. En particulier, si a(-,-) =
(+,-)v est le produit scalaire, alors (u — up, vy)y = 0, et la solution uy est donnée par la projection de u sur V},
pour le produit scalaire initial de V. un

Remarque 4.4 En augmentant la dimension de V},, on peut espérer s’approcher ‘aussi prés que souhaité’ de u.
Ce sera possible quand les V}, sont tous inclus dans un espace W dense dans V|, i.e. on se contente d’espaces Vj,
qui sont tous du méme type, par exemple tous inclus dans W espace des fonctions continues qui sont affines par
morceaux, car on sait que W est dense dans H!((Q).

On aura alors limy, o ||u —IIy, u||y = 0, notation usuelle pour les éléments finis signifiant que, lorsque le pas
de discrétisation h tend vers 0, alors V3, (dont la dimension tend alors vers oco) sera ‘a la limite’ dense dans W
et donc dense & la limite dans V. ==

Remarque 4.5 Si de plus a(-, ) est symétrique, alors on a une meilleure approximation a priori :

a .
[lu —upl|ly < llafl inf |ju—opl|v. (4.12)
o vpeVy

En effet, comme af(-,-) est symétrique on a aussi, avec la conformité (4.9) :
a(wp,u —up) =0, Ywy, € Vj,. (4.13)
Et donc (4.10) s’écrit aussi, pour tout vy € V :

a(u —up,u—up) = alu —vp,u —vy) + alvy — up,u — vp) (4.14)
= a(u —vp,u —vp) + alvy, — up,u — up) + alvy — up, up — vVp). '

On a a(vy —up,u—up) = 0 et a(vy, —up, up —vp) <0, Aot aflu—up|F <|la||||u—wvp||? pour tout v, € V. du
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4.4 Rapidité de la convergence

Ou suppose que 2 est ouvert dans R™, et que Q est partitionné en N; sous-domaines K; (les éléments ou
mailles) :

Nei
T=JK ou Vij K/)K;=0.
i=1
On note h; le diamétre des K; (i.e. le diamétre de la plus petite boule contenant K;) et on note h = max(h;) le
diamétre de la plus grande maille.
On suppose que 'approximation choisie est conforme, et quelle converge : i.e. que ’espace V}, d’approximation
tend vers V quand h tend vers 0, i.e. pour u € V' quelconque :

d(u’ Vh) }:6 0’

ou d(u,Vy,) = inf,, ey, |lu — vn|lv (i.e. V}, est dense & la limite dans V).
Question : & quelle vitesse l’erreur ||u — uy||y tend-elle vers 07 On reformule cette question sous la forme :
On dispose d’une triangulation 7; qui induit un espace d’approximation V},; et d’une triangulation 72 qui
induit un espace d’approximation Vjo et on note hy et ho les tailles respectives de la plus grande maille de 77
et de T5. On suppose le maillage T2 deux fois plus fin que le maillage 77 : ho = hy/2. Alors que peut-on dire de
d(u, Vo) par rapport a d(u, V1) ? En particulier :

d(u, Vhl)
g

On montrera que dans les cas envisagés ici (problémes elliptiques d’ordre 2), prendre V;, = P; (sous-espace
des fonctions continues sur ) et affines par morceaux) divisera l'erreur par 8 = 2 si le maillage est deux fois
plus fin. On dit alors que la méthode d’approximation est d’ordre &, ce qui signifie que :

llu —unllv = O(h), (4.15)

h
si hg < 71 a-t-on  d(u, Vi) < et que vaut 57

ou encore :
lu = un|lv < cih, (4.16)

(a Daide de (.8)) oit ¢; > 0 est une constante indépendante de h.

De méme une approximation quadratique, i.e., prendre V}, = P, (sous-espace des fonctions continues sur €2
et polynomiales de degré 2 par morceaux) donnera 3 = 4 = 22, i.e. une erreur d’approximation quadratique ou
d’ordre h? : ||u — up||v = O(h?).

Et de maniére générale, une approximation par des fonctions continues sur {2 polynomiales de degrés k par
morceaux donnera une erreur d’approximation d’ordre h* : ||u — u||y = O(h¥), ou encore :

lu = unllv < cxh”, (4.17)

ol c¢g > 0 est une constante indépendante de h.

Ces résultats sont tous basés sur les inégalités d’interpolation, inégalités qui ‘mesurent’ la quantité d(u, V) =
inf,, cv;, ||[u—wp||v, i.e. en donne une borne supérieure, dont une interprétation est qu’une fonction polynomiale
peut approcher d’autant mieux une fonction quelconque que son degré est élevé.

Il semble donc souhaitable de prendre une approximation polynomiale d’ordre élevé. Cependant la mise en
ceuvre (programmation) sera plus délicate et pourra s’avérer étre d’un cotit plus élevé (matrice a inverser ‘plus
grosse’ et ‘moins creuse’, et de plus ¢ est généralement >> ¢;) pour un gain en précision inutile (par rapport
a la précision cherchée ou bien par rapport a la précision du modéle donné par af(-,-)).

4.5 Meéthode de Ritz-Galerkin

Soit V' est un espace de Hilbert séparable, et soit (e;);en une base hilbertienne (orthonormale) de V. On
construit le sous-espace de V :
Vi = Vi = Vect{(€i)1<i<m} (4.18)

engendré par les m premiers vecteurs de base.
On cherche alors une solution u,, € V,, au probléme :

a(Um, V) = L(Vm), YU € Vin. (4.19)

Le probléme étant bien posé lorsque le théoréme de Lax-Milgram est satisfait, il admet une unique solution
U, € Vi On montre alors :
[lu — um|ly — 0. (4.20)
m—roo

En effet, tout élément s’écrivant u = Y o, u;e;, sa projection sur V,, est p,, = > .= u;e; et le théoréme
d’approximation donne le résultat puisque ||u—py,||v — 0. Cette convergence résulte de ||ul|} = D52, u;|* < o
siu eV, d’ou on déduit que ||u — pml|ly =, lui|> — 0.

o0
i=m+1
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Et H%'Hu — Pm||v majore |[u — up||v, cf , qui tend donc vers 0 quand m tend vers co.

Noter que la solution approchée trouvée est la solution “tronquée” : on oublie les composantes de u qui sont
d’indice > m.

Nous n’utiliserons pas cette méthode dans la suite du cours, car on ne connait pas en général de base
hilbertienne de V. Les méthodes décrites (base non hilbertienne, et sous espaces V,,, non inclus dans V,,,.; pour
[ € N*) sont néanmoins souvent appelés méthodes de Galerkin.

5 Introduction aux éléments finis 1-D

Dans ce paragraphe, on ne s’occupe que de la technique d’approximation, et pas des problémes mathéma-
tiques de caractére ‘bien posé’.

5.1 Triangulation

On se place dans l'intervalle ©Q =]a, b[. Puis pour n € N fixé, donnons-nous n+1 points (x;);—o., tels que
n

a=1xg <z <...<x,=>b Et considérons la partition (triangulation) 7 = U]xi_l,xi[, partition qui vérifie
i=1
— )
T = [a,b]. (Par exemple, posant ]a, b[=]0,1[, h = % et x; = — = ih, la partition est constituée de n intervalles
n

égaux).

Définition 5.1 La partition 7 est appelée triangulation ou maillage de Q. Les intervalles |z;_1, x;[ formant T
sont appelés éléments ou mailles de €.

5.2 P, espace des fonctions constantes par morceaux
5.2.1 Base de P,

n
Une fonction constante par morceaux sur la partition U]xi,l,xi[ est une fonction f, = [a,b] — R telle
i=1

que fn(x) = ¢; est constante sur le i-éme intervalle |z;_1,z;[. On appelle Py = Py(7T) ’ensemble des fonctions
n

constantes par morceaux sur U]xi_l,xi[. Il est immédiat que P, est un sous espace vectoriel de I’ensemble
i=1

des fonctions F([a,b],R) : toute combinaison linéaire de fonctions constantes par morceaux est une fonction

constante par morceaux.

1.5

0.5

—_0.5

L L L L L L L L L ,
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10

1
FIGURE 5.1 — Une fonction de Py sur ]0, 1], pour la triangulation U !

7%[

Cet espace Py admet une base simple formée des n fonctions ¢; = 1j,,_, ,,[ (fonctions caractéristiques de
Jxiz1,x;]) : les ¢; sont constantes par morceaux définies pour 1 < ¢ < n par :

(5.1)

vi(z) =1 pour = €la;_1,z;],
@i(z) = 0 sinon.

On montre effectivement que ces fonctions forment une base de P :
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1- (¢i)i=1,n est une famille libre car si 2?21 ajp; =0, ie. si:

n
Vz € [a,b], Zajgoj(a:) =0, (5.2)
j=1
alors en particulier au point % on obtient a; = 0, et ce pour tout i, et donc les «; sont tous nuls.
2- Et c’est une famille génératrice : si f;, est dans Py, elle est caractérisée par ses valeurs aux points %
(milieu des intervalles). Et on a :
n n z +z
N i—1 i
YV € LJl]:Ei,l,xi[, fu(z) = Zlcjgoj(a:) ou ¢ = fh(f) eR. (5.3)
1= Jj=

(Le membre de droite est bien constant par morceaux comme combinaison linéaire de fonctions constantes par
morceaux.) Donc (¢;)i=1,.. n est une base de Py et pour f; € Py les ¢; = fh(%) sont les composantes de
fn sur cette base.

Remarque 5.2 Les fonctions ¢; définies ne permettent pas de connaitre la valeur d’une fonction f;, € Py aux n
points z; : les f ne sont donc définies que presque partout sur [a,b]. Elles ont été définies volontairement de
cette fagon car on aura uniquement besoin de savoir si f, a un sens au sens de U'intégration (i.e. si f, est définie
presque partout). Pour des applications plus classiques, on peut définir les ¢; comme valant 1, , ,.[, pour
i=1,..,n—1let p, =1 , par exemple. .

zn—hwn]

5.2.2 Approximation L? d’une fonction f € L?(]0,1[) par une fonction P

Maintenant, soit f € L?(]a, b[) une fonction quelconque qu’on souhaite approximer par une fonction f;, € F.
Un choix possible et usuel est de prendre f}, le plus prés possible de f au sens de I’énergie (‘des moindres carrés’),
i.e., disposant sur L? d’un produit scalaire, de prendre pour fj la projection de f sur Py au sens de L?(]a, b[) :

fn € Py caratérisée par 1 Vop € Po,  (fan)rz = (f,on)Le,

ou encore f — f;, € Pg- au sens L2, ou encore f;, réalise le minimum :
IIf = fallez = inf [|f —onl[r2 = d(f, Po).
v €Py

(ot d(-,-) est la distance associée a la norme : d(f,vp) = ||f —vp||2). Po est un sous-espace vectoriel de dimension
finie donc est convexe et fermé donc f, existe et est unique (c’est la projection de f sur Pp). Disposant d’une
base (¢;)i=1,n de Py, la projection fj, € Py est caractérisée par :

Vi=1,..,n, (fn,ei)r> = (f,0i)r2- (5.4)
Puisque f5 € Py, fp, est caractérisée par ses composantes (¢;);=1,... Sur sa base :

n

fn(@) = cip;(@).

j=1

Et on connait f; quand on connait ses composantes ¢;. Et (5.4) donne :

n
Vi = 17 —eey 1, ch(@j7¢i)L2 = (fa gpi)LQ HO:te fl

j=1
Donc les ¢; sont solutions du systéme matriciel :

C1 h

Mc=f ou M =[My]=I[(pj¢i)zhi<ij<n. = |, f=]|":

Cn In

Ici, le calcul est simple car les ¢; sont 2 & 2 orthogonales (leurs supports sont disjoints), et on trouve immeédia-
tement M = diag(z;—xz;—1) (matrice diagonale de termes diagonaux les réels x;—x;_1). Et puisque

1 - -
[ N 1 3
fi= [@at = [ e =@enfoy o foy=m— [ s,
0 Ti—1 Li=Ti-1 Ja;_,y
on en déduit que ¢; = fi_% (valeur moyenne de f sur |a;_1,z;[).
Et donc la fonction “f(z) = >0, ;_% ©;(x)” est la meilleure approximation de f au sens L? (fonction

deéfinie presque partout sur [a, b]).
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65 5.3. P1 espace des fonctions continues qui sont affines par morceaux

5.2.3 Approximation H!(2) d’une fonction f € H!(2) par une fonction P,

Ce n’est pas possible! En effet, une fonction f; € Py est une fonction en escalier, et donc sa dérivée est une
somme de masse de Dirac. Or les masses de Dirac ne sont pas des fonctions, en particulier 6, ¢ L?(2). Et donc
une fonction en escalier n’est pas dans H'(().

Or pour considérer I'approximation de f € H'(Q) au sens H'(Q), il faut chercher f;, € Py tel que ||f —
Sullm @) = min{|| f — gullm(o) : gn € Po}. Mais ayant f € H'(Q) et g, € H'(Q), on a f — g, ¢ H'(Q) et donc
If — gnllm1 () n’a aucun sens.

Les éléments finis Py ne permettent pas de calculer une approximation au sens H'(£2). C’est pourtant ce
qu’il faut faire quand on veut trouver une solution approchée du probléme :

—Au+u=f, etC.L.
En effet, la formulation variationnelle est de la forme : trouver u € H*(Q) tel que :
(w,v) i) = (fiv)re, Yo e HY(Q).

La formulation variationnelle approchée est de la forme : trouver u; € Vj, tel que :

(un,vn)mr () = (f;vn)L2,  Yon € Vi,

avec Vi, C H'(Q2), pour pouvoir faire le calcul d’erreur ||u — up||g1(q) (cas des éléments finis conformes).

La démarche est la méme pour une approximation dans H{ (€2), considérant dans ce cas les conditions aux
limites de Dirichlet.

Les éléments finis Py ne sont donc pas suffisant.

5.3 P, espace des fonctions continues qui sont affines par morceaux
5.3.1 Base de P

n
Une fonction continue sur [a,b] affine par morceaux sur la partition U]xi,l,xi[ est une fonction f;, =
i=1
[a,b] — R qui est continue sur [a,b] et telle que fr(z) est affine sur chaque intervalle |z;_1,x;[. On appelle
P, = Pi(T) lensemble des fonctions continues affines par morceaux sur 7. Il est immeédiat que P; est un sous-
espace vectoriel de F([a,b],R) : toute combinaison linéaire > ., ¢; f; (avec m € N, les ¢; € R et les f; € Py)
est continue comme somme (finie) de fonctions continues et est affine par morceaux comme somme (finie) sur
chaque intervalle |x;_1, z;[ de fonctions affines.
On considére les n — 1 fonctions continues ¢; sur [a, b] définies par (fonctions chapeaux), pour 1 <i<mn-—1:

T— i

pi(r) = ——— pour z € [x;_1, 4],
T — Tj—1
pi(z) = T T pour = € [z;, x;y1], (5.5)
Ti — Ti41
wi(z) = 0 ailleurs.
On ajoute les ‘demi-chapeaux’ (aux extrémités de [a, b)) :
(@)=1- 222 € fa.m] (@) =1- 22 € [ra-1.8)
z)=1-— pour z € [a, 1], n(@)=1— ———— pour = € [z,,_1,b],
o 1 —a ! et 4 b—xn_1 P ' (56)
wo(x) = 0 sinon , ¢n(z) = 0 sinon .

FIGURE 5.2 — Les fonctions de base demi-chapeau ¢y et chapeau 7 sur ]a,b[=|0,1[, pour la triangulation
10

Uit |
= 107107

Proposition 5.3 (;)i=o,...n est une base de P;.
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66 5.3. P1 espace des fonctions continues qui sont affines par morceaux

3 . . . n ) — . ..
Preuve. C’est une famille libre car si ) ._; a;p; =0, i.e. si:

Vz € [a, b], Zaj«pj(x) =0, (5.7)
=0

alors au point z; on obtient a; = 0, et ce pour tout 7, et donc les «; sont tous nuls. C’est une famille génératrice :
n

si fj, est une fonction continue affine par morceaux sur U [zi—1,x;], elle est caractérisée par ses valeurs fy(z;)
i=1
aux points x;. Et on a :

3

Vo € [a,b], fu(z)=>) cjpi(x), oupouri=1,..,n: ¢ = fr(z;) €R. (5.8)
=0

En effet, posant g(z) = Z?:o Jn(zj)pj(x),onag € Py (continue sur [a, b] et affine par morceaux car combinaison

linéaire de fonctions continues et affines par morceaux), et g(x;) = fr(z;) pour tout i, donc g = f. on

5.3.2 Approximation L? d’une fonction f € L?(]a,b]) par une fonction P

Maintenant, soit f une fonction de L? qu’on souhaite approximer par une fonction fj, € P;. Un choix possible
et usuel est de prendre fj le plus prés possible de f au sens de I’énergie, i.e., f; est la projection de f sur P;
au sens de L%(]a, b]) :

fn € P caratérisée par : Vo € P1,  (fn, )2 = (f,¢)L2 (5.9)

(i-e. (f—fn,9)r2 = 0 pour tout p € Py, i.e. f—f, € Pi- au sens L?), i.e., (¢;) étant une base et un produit
scalaire étant bilinéaire :
Vi :07...711, (fh,gOi)Lz = (f, QOZ')L2. (510)

Calcul : puisque fj, € Py, fj est caractérisée par ses composantes (¢;)i=o,...n € R™*1 sur sa base :
n
fa(@) =" cj05(x). (5.11)
§=0

Et (5.10) donne :

VZ :0,...,77,, ZCj(gﬁj,gOZ')l; = (f,goi)Lz. (512)
j=0
Donc, notant f; = (f, )2, les ¢; sont solutions du systéme matriciel :
co fo
Mc=f ot M=[(¢j,pi)r2li<ij<n, €=+ |, f=]"*
Cn fn

11 suffit donc d’inverser ce systéme pour connaitre ¢, et donc fj avec (5.11)).

Attention, les p; ne sont pas 2 a 2 orthogonales ! Par exemple, considérant le cas de la partition de Ja, b[=]0, 1]
donnée par z; = -, il vient :

1 h
h—xx h

(o, 01)r2 = (Yiz1, i) 12 Z/ po(x)p1(z) dx = / = # 0.

0 0

Et puisque, pour i =1,....,.n — 1 :

1 h 2 2h
2 _ 2 _ 25 z _
||50i||L2(Q) = H<P1||L2(Q) —/0 p1(z)" de = 2/0 (E) dr = 3

et que [|ol|72(q) = l¢nll72q) = % (calcul similaire), la matrice M & inverser est tridiagonale :

21 0 ... 0
14 1 0 :

01 4 1

M=t S

6 0
1 4 1
0 0o 1 2

La matrice M = [(¢;, ¢i)r2]1<i,j<n €st appelée matrice de masse.
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67 5.3. P1 espace des fonctions continues qui sont affines par morceaux

Exemple 5.4 L’approximation P; de f(z) = z(z — 1) dans L?(]0, 1[) est donnée figure on

0 0.3333 0.6667 1

FIGURE 5.3 — La fonction f;, € P; pour n = 3 la plus proche de f(z) = x(x — 1) au sens L?(]0, 1[). Noter que
les valeurs fy,(z;) sont différentes des f(z;) : la solution f}, est optimale au sens L2.

Remarque 5.5 Méthode de “Mass lumping”. On verra que ’approximation par des éléments finis P; est une
méthode d’ordre 1 : précision de I'ordre de h. Il est donc inutile dans les intégrations “ff F(z)dz” d’obtenir
une précision d’ordre > 2. En particulier, pour les calculs des (¢;_1,¢;) 12, une méthode d’ordre 1 comme la
méthode des trapézes est suffisante. Cette méthode s’écrit de maniére générique :

B «
/ Pz)dz = (B—a)w.

Et ici on obtient trivialement : (¢;_1,¢;)r2 =~ 0 et ||¢;|[2; ~ h. Et donc :
M ~ hl.

Cela simplifiera grandement les calculs. .

5.3.3 Approximation H'(Q2) ou H}(Q) d’une fonction « € H'(Q2) par une fonction P

(Démarche du paragraphe précédent.) Une fonction P; est dans H'(f2), et donc, si u € H'(Q), pour tout
up, € Pp le terme |[u—up||gr a un sens. Et la meilleure approximation au sens H'(Q) de u par un élément
up, € Py est donnée par :

(uh, 'Uh)Hl = (u, ’Uh)Hl, Yoy, € HI(Q) (513)
(Ou encore (u — up,) L Vi, au sens H1(€2), i.e. u; projection orthogonale de u sur P; au sens H*().) Soit
Vi=0,...n, (un,©i)m = (u, @) . (5.14)

Et up, € Py est caractérisée par ses composantes (c;)i—o,..., € R"T! sur sa base :

x) = chgpj(x). (5.15)
j=0

Donc ([5.14)) donne : les ¢; sont solutions de

Vi = 07 e n, C](QOJ, @i)Hl = (u7 (pi)Hlv (516)
=0
ie. .
Vi=0,..n, > (#9002 + (95 0)12) €5 = (W, L2 + (w,04) 2, (5.17)
=0
soit 327 (Jo ©5(2) pi(x) + @j(2) pi(z) dQ) ¢j = [y o’ )+ u(z) pi(z) dQ, i.e, solution du systéme matri-
ciel :
(R+M)é= f (5.18)
ou :
co fo
R = [(¥}, pi)r2lo<ij<n, M =1[(pj,0i)r2lo<ij<n, €=+ |, f=]" (5.19)
Cn In

ou fi = (v, ¢})r2 + (u, ;) 2. La matrice R est appelée matrice de rigidité.
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68 5.4. P> espace des fonctions continues qui sont quadratiques par morceaux

La matrice R, qui est (n+1) % (n+1), n’est pas diagonale, mais elle est bande (et méme tridiagonale). On
a vu que la matrice de masse M est également tridiagonale, et donc il est facile ‘d’inverser’ M + R. D’ou ¢,
d’otl uy,. ‘Inverser’ signifie ici résoudre le systéme par une méthode numeérique (comme la méthode LU), le calcul
de l’inverse cotitant trop cher.

Exemple 5.6 Montrer que la matrice R est donnée par, pour la triangulation de ]a,b[=]0,1[ donnée par
Uiolih, (i+1)h[ ot h = L -

e

1 -1 0 0
-1 2 -1 0
1o -1 2 -1
R=- (5.20)
0
-1 2 -1
0 0 -1 1

En déduire la matrice Ry correspondant au probléme dans H}(2) (i.e. si u € H}(Q), on souhaite trouver une
solution uy, € Py (| H}(2)).

Réponse : il y a maintenant n—1 fonctions de base les (¢;)1<i<n—1, €t la matrice Ry se déduit de la matrice R
en supprimant les premiéres et derniéres lignes et colonnes. un

Remarque 5.7 Comme pour le calcul de M, on peut utiliser la méthode de Mass lumping, cf remarque [5.5
Mais pour le calcul de R, on intégre des fonctions constantes, et la méthode de Mass lumping est une méthode
exacte qui donne pour résultat la matrice R calculée ci-dessus! .

Exemple 5.8 La matrice A = hRy a pour valeurs propres les \; = 2(1 — cos(j2Z)) associées aux vecteurs

(9

propres les #9) de composante x;” = sin(ij 27") Pour le voir, vérifier que la matrice C' = 21 — A a pour valeurs

propres les 2 — \; associées aux vecteurs propres les #U), En particulier la plus grande valeur propre de A est
d’ordre O(1) et la plus petite valeur propre est donnée pour j =1 (ou j = n—1) et est d’ordre 0(47%2) = O(h?).
Le conditionnement de la matrice 4 est donc d’ordre O(7) = O(n?), et Ry a bien siir le méme conditionnement :
cela semble mauvais (le conditionnement dégénére en n?), mais heureusement dégénére suffisamment lentement
pour pouvoir traiter des problémes de relativement grande taille (& saturation de la mémoire ordinateur). ou

5.4 P, espace des fonctions continues qui sont quadratiques par morceaux
5.4.1 Base de P,

Une fonction continue sur [a, b] quadratique (ou parabolique) par morceaux sur la partition 7 est une fonction
fn =[a,b] — R continue sur [a, ] telle que fr(x) est quadratique sur chaque intervalle |x;_1,2;[. On appelle P,
n

Pensemble des fonctions continues sur [a, b] qui sont quadratiques par morceaux sur U}xi,h x;[.
i=1
Une fonction quadratique (parabole) est du type a + bz + cz? et sur chaque intervalle [z;_1, ;] une telle
fonction est déterminée par trois points. On choisit comme point supplémentaire le point milieu :

" Ti—1 +x;
L =
T2 2

Et on choisit une base sur [z;_1, ;] : les trois fonctions de degré 2 qui valent 1 en un point et 0 sur les deux
autres points sont définies par :

Vo € [zio1, @], pi-1() = T =

Vo € [zi-1, 24, @ifé(:v) = — ' ' A (5.21)

Vo € [zio1,m),  pilz) = (2; — 2i-1) (i — =,

11 faut prolonger ces fonctions sur tout ]a, b de telle sorte qu’elles soient continues : @, _ 1 est prolongée par 0 &

lextérieur de [z;_1, 2], alors que ; est définie par “@(;11)—1” sur [z;, 7;41] et par 0 ailleurs (méme construction
dans 'autre sens pour ;). Voir figure
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69 5.5. Eléments finis de Lagrange P,

5
FIGURE 5.4 — Les fonctions de base (continues) @3 et g1 sur Ja, b[=]0, 1[, pour la triangulation U]
i=1

1—1 z[
5 5"

Au total on a défini 2n+1 points (les n + 1 points z; et les n points milieux z, ;), et 2n+1 fonctions

associées. Et il est immédiat de vérifier que ces 2n+1 fonctions forment une base de P, (exercice).

5.4.2 Approximation L? d’une fonction f € L?(Ja,b[) par une fonction P,

La démarche est la méme que précédemment : soit f une fonction de L? qu’on souhaite approximer par une
fonction fj, € P,. On choisit f;, le plus prés possible de f au sens de I’énergie (des moindres carrés) : i.e., f, est
la projection de f sur P, au sens de L?(]a,b| :

fn € P caratérisée par : Vo € Po,  (fn, )2 = (f,¢)L2

i.e., f — fn € Ps~ au sens L?, ou encore avec la base (0i—1)i—1.. ont1
2 ey

Vi = 1,...,27L+1, (fh#P%)H = (faso%)l? (522)
Et f5 est caractérisée par ses composantes sur sa base. Notons fj,(z) = Z?ZTI Cipiz (x) avec les ¢; € R. Alors
fn est connu dés que ses composantes ¢; sont connues. Et (5.22) donne :

2n+1
Vi=1,...,2n+1, ZCj((p%,gDi_Tl)LQZ(f7(p%)Lz

j=1
Donc, notant f; = (f, @%)L% les ¢; sont solutions du systéme matriciel :
1 S

Con+1 fon+t1

~
I

11 suffit donc d’inverser ce systéme pour connaitre les ¢; donc fj,. Attention, les Piz1 me sont pas 2 a 2 ortho-
gonales et la matrice M est 5-diagonales.

5.4.3 Approximation H!(Q2) ou H}(Q) d’une fonction u € H'(Q) par une fonction P,

La démarche est la méme que pour les éléments finis P;. Exercice.

5.5 FEléments finis de Lagrange P,
5.5.1 Définition d’un Elément fini de Lagrange

On peut bien sir généraliser les paragraphes précédents aux fonctions continues sur €2 qui sont polynomiales
de degré k. En vue de la généralisation au cas de R™, n > 1, on est amené & définir un élément fini en 1-D :
Définition 5.9 Un élément fini de type Lagrange est un triplet (K, X, P) se composant de :

1. un intervalle K = [a, 8] avec a < 8 (compact d’intérieur non vide),

2. un ensemble ¥ = {aq,...,an} de N points distincts (degrés de libertés),

3. un espace P = Vect{¢1,...,on} de fonctions définies sur K, de dimension finie N.

Définition 5.10 Pour un élément fini (K, 3, P) de type Lagrange, on dit que ¥ est P-unisolvant si et seulement

S1:
V() eRN, 3JlpeP, Vi=1,...,N, pla;)=c¢ (5.23)

Dans ce cas, ’élément fini est dit de Lagrange.
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70 5.5. Eléments finis de Lagrange P,

Définition 5.11 Et on appelle fonctions de base les IV fonctions ¢; de P qui satisfont :
pi(a;) = 0y

ol 0;; est le symbole de Kronecker.

Exemple 5.12 Soit z; > 0. Le triplet ([O,le{%},Vect{l[om]}) constitué de intervalle [0, 2], du point

milien % et de I'espace vectoriel constitué¢ des fonctions constantes est un élément fini de Lagrange appelé

élement fini Py. La fonction de base est la fonction constante = 1. un

Exemple 5.13 Soit 21 > 0. Le triplet ([0, z1], {0, 1}, Vect{(1 — i), 1}) constitué de l'intervalle [0, 2], des
Ty Iy

points extémités 0 et x; et de 'espace vectoriel constitué des fonctions affines est un élément fini de Lagrange
appelé élément fini P;. Les deux fonctions de base ont été explicitement données. ==

Exemple 5.14 Soit 271 > 0. Le triplet ([0, z1], {0, %,xl},\/ect{fonctions quadratiques}) constitué de l'inter-

valle [0, x1], des points 0, %+, z1 et de I'espace vectoriel constitué des fonctions quadratiques est un élément fini

de Lagrange appelé élément fini P;. Les trois fonctions de base sont données dans un paragraphe précédent. au

Exemple 5.15 Construire un élément fini P; de Lagrange, et donner ses fonctions de base.

(Réponse : sur lintervalle [a,b] avec les points ¢ et d tels que a < ¢ < d < b on trouvera ¢;(x)

%, puis s, 3 et ¢4 par permutation circulaire.)

De maniére générale, étant donné un élément fini (K, 3, P), une fonction p, € P sera connue dés qu’on

connaitra ses composantes ¢; sur la base (¢p;)i<j<n : pr(x) = Z;Vﬂ cjpi(z) pour tout z € Q. Et P sera
unisolvant dés que :

N
(Vz € Q, chgpj(z)zO):>(cj:O, Vj=1,...,N). (5.24)
j=1
5.5.2 Opérateur d’interpolation IIx

On se donne un élément fini de Lagrange F = (K, 3, P). Si v € C°(K) (fonction continue sur K), alors la
propriété d’unisolvance nous dit qu’il existe une unique fonction p, € P tel que :

pola;) =v(a;), Vji=1,..,N,

cette fonction étant donnée par p,(x) = Zivzl cjpi(z) ot ¢;j = v(a;) pour tout j, les ¢; étant les fonctions de
base.

Définition 5.16 On appelle opérateur de P-interpolation sur ¥ ’application :

Mg : C°(K) — P

) (o) =y (5.25)

Et I étant trivialement linéaire, on notera également Ik (v) = M xw.

5.5.3 Base de la méthode des éléments finis et éléments finis C°

Ayant défini un élément fini, on définira la méthode des éléments finis en associant des éléments finis :
Soit T est une triangulation de € =|0, 1[ en les intervalles I; =|x;_1,z;[ pour 1 <4 < n. On se donne n
éléments finis E; = (I;, Z;, P;) et on considére la famille d’éléments finis | E;.

Définition 5.17 On appelle opérateur de P-interpolation sur 7, oil interpolé, un opérateur IIj, : C°(Q) — Py
tel que :
Hh(”)|K = HKi (’U)7 VK, €T (5.26)

Définition 5.18 On se donne un opérateur de P-interpolation IIj,. La famille d’éléments finis (J(K;, %, P;) est
de classe C"™ pour m > 0 si linterpolé II,v choisi est de classe C™(2) pour tout v € C™. Et la famille est dite
de classe C~! si l'interpolé ITI,u est Py par morceaux.

Exemple 5.19 Vérifier que les éléments finis P; et P, définis précédemment sont de classe C°. Et que I’élément
fini Py est de classe C~1. un
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Une fonction I, (v) est entiérement déterminée si on connait une base (de fonctions) de II,(C°(Q)). Une
telle base de fonctions est donnée par raccordement C™ des fonctions de base sur chaque élément fini.

Exemple 5.20 Pour les éléments finis Py, il n’y a pas de condition de raccordement, et donc les fonctions de
base de I1,(C°(92)) sont les fonctions indicatrices 1, T

—1,zi[ -

Exemple 5.21 Pour les éléments finis P; : sur chaque élément on a défini deux fonctions affines de base. Sur
deux éléments adjacents, K;_1 =|z;_1,x;[ et K; =]a;, z;41[, Uinterpolé d’une fonction continue f qui est nulle &
Pextérieur de ces deux éléments (i.e. nulle sur R—[z;_1, 2;41]) doit étre une fonction continue. Et la fonction ITj, f
ne peut étre que combinaison linéaire des fonctions ¢, x, , (2iéme fonction de base sur K;_1) et ¢, k, (lére
fonction de base sur K;), toutes les autres fonctions de base étant nulles en tout point autre que z; :

th(.??) = Oé(pxi,Ki—l(‘r) + /wai,Ki (]J)

Ici les fonctions de base ¢, k, , et ¢, K, on été prolongées par 0 & I'extérieur respectivement de K;_; et K;.
De la continuité de IT;, f on déduit que o = SB. En effet, 11, f (z;—) = « et I}, f (x;+) = S.

Et on retrouve les fonctions annoncées en début de chapitre, & savoir les fonctions chapeaux (voir para-
graphe . Et ces fonctions chapeaux forment une base de II,(C?). nn

Exemple 5.22 Procédant de méme, montrer que pour les éléments finis P», on retrouve les fonctions de base
de T1,(C°) données paragraphe o

5.6 Approximation de problémes elliptiques aux limites du second degré en di-
mension 1

5.6.1 Avec conditions aux limites de Dirichlet

Le probléme Soit le probléme de Dirichlet homogéne suivant, sur un intervalle ]a,b[ de R :

trouver u € H}(]a, b]) tel que pour tout v € H}(Ja,b[) :

/abX(ﬂc)dl;E:) dii( )dfwr/ab (x)u(z) d;v—/ f(z (5.27)

T

pour f € L?(]Ja,b[) et x et u deux fonctions bornées sur |a,b[. Ce probléme s’interpréte comme trouver u €
Hi(Ja, b)) tel que :

— div(x(0) ) + (o) = 1(2) (529
u(a) =u(b) =0

les conditions aux limites étant essentielles, contenues dans la définition de I'espace H}(]a,b[). Les conditions
du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites dés que par exemple y et p sont des fonctions bornées sur [a, ]
telles que :

Ja>0, IB>0, Vzeladb, a<x(z)<p, (5.20)
Vo €la,b[, p(z) >0, ’
Si on ne connait pas de solution analytique & ce probléme, on cherche une solution approchée :
trouver uy, € Vj, tel que, pour tout vy € Vj, :
(5.30)

b b b
/M@%@%@M+/u@%@%ww=/f@www

ot V}, est un sous espace de H¢ (Ja, b[) de dimension finie. La conformité V,, C H{ (]a, b[) indique que le théoréme
de Lax—Milgram est satisfait dans V}, et donc que ce probléme approché est bien posé.

Approximation par éléments finis P, et probléme matriciel associé
n
On partitionne intervalle [a,b] : [a,b] = U[mi_l,xi] ola=u1x <z <...<2ap =>b. On cherche une

=
solution dans l’espace P; : on prend la base (¢;)i=1,.. n—1 des fonctions affines par morceaux et continues
sur [a, b] définies par ¢;(x;) = d;; (symbole de Kronecker) et donnée dans le paragraphe (les fonctions
chapeaux).

Ici on ce n’est pas P; qui nous intéresse, mais le sous-espace de P; donné par Vj, = P () Hg (£2) (les fonctions
de P; qui s’annulent au bord). Et il est immeédiat de voir que cet espace V}, est engendré par les n—1 fonctions

(@i)i:l,nfb
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72 5.6. Approximation de probléemes elliptiques auz limites du second degré en dimension 1

Pour connaitre u, € Vj, solution de (5.30) il suffit de connaitre ses composantes u{t € R sur la base
(gpj)jZO,.“,n—l :

x) = Z ufl p;(x), Yz €la,b (5.31)
Sa dérivée est donnée par, sur Ja, b :

x) = z_: u{L ©(x) (5.32)

On a un probléme & n — 1 inconnues les ufl € Rpour j=1,...,n—1, qui est résolu a l'aide des n — 1 équations
indépendantes données par (5.30)) ot vy, est choisi égal & ; pour i = 1,....,n— 1 :

trouver uy, € Vj, tel que, pour tout i = 1,...,n —

1:
b b b 5.33
/ (@) () () de + / p(@)un (@) i) do = / 1) pi(a) de (533

Soit : .
trouver (u},)i<j<n—1 € R"7! tel que, pour tout i =1,...,n —1:
ity ) b ; b (5.34)
> ([ x@e@ e [ e e i) v = [ 1@
Uh1
Sous forme matricielle cela s’écrit : trouver o = tel que :
Uhn—1
Ad=f (5.35)
fi
ou A = [a;;] et f= sont donnés par :
fn—l
b b
w = [ x@) @) @ ot [ p@es@ @ de, =L
a a (536)

b
flv:/ f(z) pi(z) dz, i=1,.,n—1
Il reste maintenant & résoudre le systéme (n — 1) % (n — 1) matriciel A.7 = f.

5.6.2 Avec conditions aux limites de Neumann
Le probléme Le probléme est :

trouver u € H!(Ja,b|) tel que pour tout v € H{(]a, b[) :
b b 5.37
/ X(@)u! (z) v' () d +/ p(x)u(z) v(z) de = / f(@)v(@)dz + g(b)v(b) — g(a)v(a) (530

pour f € L*([a,b]). Ce probléme s’interpréte comme : trouver u € H!(]a, b[) tel que :

{ — div(x(z) v () + p(z)u(z) = f(z), Yz €la,b|

W'(a) = g(a), u'(b)=g(b)  (condition aux limites) (5.38)

les conditions aux limites étant naturelles, provenant de I'intégration par parties. Les conditions du théoréme
de Lax-Milgram sont satisfaites dés que par exemple x et p sont des fonctions continues sur [a, b] telles que :

Ja>0, IB>0, Vzeladb, a<x(z)<p, (5.30)
Jag >0, Vz €la,b, plx)> ap. ’

(On ne peut pas se contenter de u(z) > 0, sinon le probléme n’est pas elliptique (ou coercif) dans H*(]a, b[).)
Si on ne connait pas de solution analytique & ce probléme, on cherche une solution approchée :

trouver uy, € Vj, tel que, pour tout vy € Vj, :

b b b
/ x(@) () vy (z) dar + / () () op () di = / £() on () da

ot Vj, est un sous-espace de H!(]a,b[) de dimension finie.

(5.40)
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73 5.7. Remarques

Approximation par éléments finis P; et probléme matriciel associé
~ On se place dans V}, = P;. Pour connaitre u;, € V}, solution de (5.40) il suffit de connaitre ses composantes
uj, € R sur la base (¢;);=0,....n :

up(z) = Zui pj(x), Yz €la,b (5.41)
=0

On a un probléme a n + 1 inconnues les uiL € R pour j =0,...,n, qui est résolu & ’aide des n + 1 équations
indépendantes données par ou vy est successivement remplacé par les ¢; pour i = 0,...,n. On obtient
ainsi le systéme & résoudre :

Ad=f
ot A = [a;;] et f = (f;) sont donnés comme pour le probléme de Dirichlet mais avec cette fois les indices 7 et j
qui varient de 0 & n.

5.7 Remarques
5.7.1 Convergence ponctuelle

Dans le cas 1-D, on a un résultat remarquable (et exceptionnel) : pour le probléme de Dirichlet «—u” = f»
avec C.L. de Dirichlet homogeéne, la solution approchée uj, € Py vérifie up(z;) = u(z;). (Noter qu’en 1-D les
fonctions u € H(2) sont continues, et donc la valeur ponctuelle u(x;) a un sens, et ce n’est plus vrai dans R"
pour n > 2.)

En effet, au sens des distributions on a :

<U;L,(P;> =—(f, i) = <ul7§0;>v Vi=1,.,n—1
ce qui donne au sens des distributions (définition de la dériviation au sens D’(f2)) :
(un, ¢!y = (u, ), Vi=1,..,n—1

avec ¢!/ = +6,, , — 5-0z, + +04,_, (calcul immédiat). Ce qui donne effectivement R.¢ = R.@ ol @ est le vecteur

de composantes u(x;), et donc ¢ = 4.

0 7 7
-0.01} : : .
-0.02¢ ; ; 1
0%, 03333 0.6667 1
FIGURE 5.5 — Solution approchée u, € P;(HE(]0,1]) de —u” = —2 avec u(0) = u(1) = 0. La solution

analytique u est connue et vaut v = z(x — 1).

5.7.2 Approximation numérique des intégrales

Pour des fonctions x, et f quelconques, on ne peut pas trouver la valeur exacte des intégrales définissant
a;; et f;. On utilise alors une approximation numérique. On renvoie & des ouvrages tels que ‘Analyse numérique
pour ingénieurs’ d’André Fortin [5], ot au poly de premiére année (www.isima.fr /leborgne).
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74 5.7. Remarques

5.7.3 Assemblage

Le calcul des a;; et f; se fait usuellement, lors de ’écriture du programme de résolution, par assemblage des

intégrales élémentaires faciles a calculer f;kil ()dx pour k=1,...,n:

Tk
eras = [ X)) i) da

=Tk—1

b= [ naee) e ds (5.42)

=Tr—1

foni= [ @

=Tr—1

et ce uniquement lorsque i = joui=j =+ 1, et sik=7oujouk—1=1ouj,sinon les intégrales sont nulles.
On effectue ensuite I’assemblage (on assemble les termes élémentaires) :

n
Qi = E Xk—1,ij T He—1i;
k=1

n
fi= kafé,i
k=1

ce bien slr en ne sommant que sur les termes non nuls a priori. L’algorithme typique d’assemblage consiste &
calculer les :

(5.43)

aij(k) = Xk—1,i5 T Pk—1
filk) = fkfé,i
et de sommer : Q5 = ZZ:1 A4 (ki) et fz = ZZ:1 fl(k)

Pratiquement, on fait le changement de variable permettant de se ramener a intervalle ]0,1[ : avec ¢ =

fk__xﬁ = t(x), i.e. ¢ = (xp—2p_1)t+xE—1 = x(t) :

(5.44)

fipi= [ I@eds

=Tk—1

1
= / Of((l'k*xkfl)tJkafl)(Pi((xk*xkfl)tﬂkafl)(ka*wkfl)dt
=

— (ex—zp_1) / (@) tn) i) i

ot @;(t) est la fonction de base sur |0, 1] correspondant & ¢; : @;(t) = ¢i(z(t)). Par exemple, si on prend des
éléments Py, les fonctions de base sont les fonctions chapeaux, et il n’y aura que 2 fonctions de base & prendre
en compte :

Bit)=1—t ot Ba(t) =t

D’ou 'algorithme d’assemblage pour le membre de droite par exemple :

% subroutine d’assemblage du membre de droite

% F = vecteur membre de droite

% f(x) = fonction donnée du probléme

% nel= nombre d’éléments (intervalles ou triangles ou de mailles en géméral)
% k = numéro repérant l’intervalle (ou la maille) qu’on regarde

% x1 = absmin(k) : si k=]x1,x2[

% ixl = numéro du point x1 = k, si la numérotation va de 1 & nt+1

% x2 = absmax(k) : si k=]x1,x2[

% ix2 = numéro du point x2 = k+1, si la numérotation va de 1 & nt+1
% integl(g) = intégrale de la fonction g sur ]0,1[

% phibasel(t)=1-t

% phibase2(t)=t
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F=0 %initialisation de F &4 0
for k=1:nel % on parcourt les é&léments (intervalles)
x1 = absmin(k)
ixl = k
x2 = absmax(k)
ix2 = k+1
gl(t) = (x2-x1)*f((x2-x1)t+x1)+*phibasel(t)
g2(t) = (x2-x1)*f((x2-x1)t+x1)+*phibase2(t)
F(ix1l) = F(ix1)+integ(gl) % on ajoute le terme correspondant & la
F(ix2) = F(ix2)+integ(g2) % fonction de base du noeud ixl ou ix2.
end

6 * Exemple d’éléments finis généraux : ceux de classe C!

Les éléments finis de Lagrange ne sont pas les seuls éléments finis. Heureusement, car les éléments finis de
Lagrange ne sont pas toujours adaptés au probléme & traiter. On s’intéresse ici uniquement au cas 1-D, le cas
n-D procédant de la méme démarche.

6.1 Une motivation : probléme elliptique de degré 4

Ce cours est basé sur la résolution de probléme elliptique de degré 2, i.e. 'opérateur considéré est un opérateur
différentiel dont les plus hauts termes de dérivation sont des dérivées d’ordre 2.

Cependant, le théoréme de Lax—Milgram est applicable pour des opérateurs différentiels d’ordre quelconque,
a partir du moment ou les hypothéses sont vérifiées. D’ailleurs, ce théoréme ne fait pas intervenir explicitement
d’opérateurs différentiels !

Ainsi on peut traiter des problémes de type plaques encastrées :

—A2u:f7 U|F:0:@ 5
on|r

ol A2 = Ao A est un opérateur d’ordre 4, appelé bilaplacien. La formulation variationnelle est immeédiate : par
intégration par parties on obtient immédiatement :

/AuAde:/fde, Vv:v“ﬂ:():@
Q Q

onr’
Si on cherche u € V ou V = H*(Q)({v:vp =0 = %‘F}, on montre que V est un Hilbert pour le produit
scalaire (u,v)p = (Au, Av)r2(q), Cet Hilbert étant noté HZ(Q). En particulier, on pourra appliquer le théoréme
de Lax-Milgram dans cet Hilbert.

Maintenant, si on cherche une solution approchée conforme, il faut trouver un sous espace de dimension
finie Vj, C V. Or les éléments finis de type Lagrange P;, P, ou P3 ne sont pas inclus dans V : des dérivées
secondes sont des masses de Dirac et donc ne sont pas des fonctions, donc pas des fonctions L2, donc pas des
éléments de H?(Q).

11 faut alors définir des éléments finis de classe C!.

6.2 Généralisation de la notion de degré de liberté

La notion de degrés de libertés est triviale quand pour I’élément fini (K, X, P) les éléments de ¥ sont
constitués de N points distincts : il y a N degrés de libertés, un pour chaque point.

Le probléme est qu’on peut préférer imposer des conditions sur les fonctions p € P qui ne soient pas des
valeurs ponctuelles mais des dérivées : c’est une maniére trés simple d’obtenir des éléments finis de classe C*,
permettant ainsi d’avoir des conditions de raccordement C! ‘naturelles’ entre les éléments finis. Et dans ce cas,
la seule considération de valeurs ponctuelles n’est guére pratique.

Par exemple, au point a; on peut vouloir imposer a la fois p(ay) et p’(a1). La notion de points ne convient
plus pour définir un degré de liberté : on fait jouer & a; deux roles : & a; est associé deux degrés de liberté.

Ce qui fait que pour étre général, on ne définit pas > comme un ensemble de points sur lesquels sont définies
les fonctions de P, mais on définit 3 comme un ensemble de fonctionnelles agissant sur les fonctions de P.

Généralisation de la définition des éléments finis dans le cas Lagrange. Dans le cas des éléments
finis de Lagrange, on définit simplement :

K =la,b], Y ={04,,0a0,---5,0an}, P = {fonctions polynomiales de degré N—1}.

Et on trouve d,,(p) = p(a;) et ainsi le caractére unisolvant définit plus haut sous la forme plus générale :
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76 6.3. Exemple d’éléments finis de classe C*

Définition 6.1 Pour un élément fini (K,%, P), on dit que ¥ est P-unisolvant si et seulement si :
V() eRY, FlpeP, Vi=1,....,N, 6,(p) = (6.1)

Et on retrouve immédiatement le cas des éléments finis de type Lagrange.

Exemple d’éléments finis non Lagrange.
Exemple 6.2 Dans le cas ol on souhaite connaitre les dérivées aux bords, on définit par exemple :
K =la,b[, X ={64,0,,0,6;}, P = {fonctions polynomiales de degré 3}.

Ainsi on dispose de 4 degrés de liberté, les 4 fonctionnelles de 3. Autrement dit, au point a est associé deux
degrés de liberté, ainsi qu’au point b. (Exercice facile : vérifier le caractére unisolvant.)
(Les éléments finis de Lagrange ne permettent pas de considérer ce cas.) ==

6.3 Exemple d’éléments finis de classe C*!

On considére une triangulation 7 d’un intervalle ]a b[ et la famille d’éléments finis | F;, chaque E; =
(K;,X;, P;) étant constituée d’éléments finis de 'exemple
6.3.1 Construction d’un élément fini

Les 4 fonctions de base d’un élément fini sont données par, sur un segment K = [¢,d] :

pi(c) =1, @a(c) =0, @3(c) =0, i(c) =0,

Pi(c) =0, @hlc) =1, ¢53(c) =0, @i(c)=0, (6.2)
p1(d) =0, @2(d) =0, @3(d) =1, @4(d)=0, ’
©1(d) =0, @h(d) =0, ¢3(d) =0, ¢j(d)=1

Et on rappelle que si un polynome p est tel qu’en un point zg on ait p(zg) = p'(x¢) = 0, alors z( est une racine
double et ce polynome est de la forme p(z) = (x — x0)?q(z). Donc ¢; et @2, de degré 3, sont de la forme :

pi(2) = (z = d)*(mz +b1),  @2(z) = (¢ = c)(z — d)*az,

Et on trouve :

z—d)? jz—c x—d)(z—c
@) =T 2y S dle g

(c—d) d—c d—c) 6
N = L T

1 1
¢
1 (p3
0.5 0.5
0 0
0 0.5 1 1 2 3

FIGURE 6.1 — Les fonctions de base P3 sur I’élément fini (]0, 1[, 3, P3), et des fonctions de base P3 de II,(C')
correspondant & une partition contenant ]1.5,2[|J]2, 3.

Exercice 6.3 Montrer que sur l'intervalle [c,d] = [0, 1] un calcul direct donne :
P1(x) = (x —1)?Qr +1), @ox) = (z— 1%z, @3(x) =223 —2x), @u(x)=2*(x—1),

oul P3(z) = P1(1—x) (symétrie par rapport & I'axe vertical x = 3) et P4(2) = —@2(1 —z) (on commence par s
transformée en a(y) = —pa(—y) par symétrie autour de l'origine avec y € [—1, 0] puis on translate pour obtenir
pa(z) = a(z — 1) avec z € [0,1]).
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Puis que sur un intervalle |c, d[ quelconque, on doit trouver :

~ L —C ~ , T —C

p1(x) :@1(d—c>’ p3(x) :¢3(d_c)a

Tr—cC r—cC

p2(2) = (d=c)@a(—),  ¢a(2) = (d=)Pa(F—)-

/(I—C

(Par exemple @f(z) = P5(5=5) et en x=c la pente vaut 1.) on

6.3.2 Construction d’un maillage éléments finis de classe C!

On définit alors les éléments finis de classe C'! par la réunion d’éléments finis donnés dans ’exemple et
tels que II;,(C') C C*. Voir figure pour les graphes des fonctions de base d’un élément fini de ce type et
pour les fonctions de base de II;(C*).

7 Introduction aux éléments finis 2-D

Pour un domaine Q C R? et une fonction f € L?(Q) quelconque, il n’existe pas en général de solution
analytique au probléme de trouver u € H'(Q) tel que :

{ Sau=] (7.1)

U‘F:O

On cherche alors une solution approchée u; dans un espace de dimension finie V;, C H(Q) (solution qu’on
puisse programmer) telle que uy, soit ‘proche’ de w.

On va approximer u par une fonction u;, définie simplement par morceaux sur une partition de £2. On donne
ici les cas simples ol une partition de 2 est constituée de triangles ou de quadrangles.

On définit alors également 'espace Py des fonctions constantes par morceaux sur chaque triangle, espace
dont une base est immédiate (constituée des fonctions qui sont nulles partout sauf sur un triangle ou elles
valent 1). Ces fonctions Py ne sont pas suffisantes pour un probléme & résoudre de type laplacien.

On s’intéresse maintenant & des bases moins immédiates & visualiser.

7.1 Triangles et base de P;

On suppose que 7 = Uivze{ K; forme une partition de Q, les K; étant des triangles du type de la figure
Et N¢; désigne le nombre d’éléments K; de la partition.

L’espace P; est constitué des fonctions continues sur 2 et affines par morceaux, i.e., affines sur chaque
triangle K. Localement, i.e. dans un triangle K;, une telle fonction est donc de la forme, si ¥ = (z,y) :

Ju(@) = ax +by + ¢

Définition 7.1 On appelle noeud un point sommet d’un triangle (de maniére générale un noeud est un élément
du treillis, voir paragraphe (9.3.2]).

Donnons une base simple de P; : celle constituée des fonctions chapeaux : elles valent 1 en un noeud et 0
sur les autres noeuds, voir figure [7.1]

1

—0.2

—0.4

—0.6

—o0.8

FIGURE 7.1 — Une fonction chapeau en 2-D
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78 7.2. Triangles et base de Pp

1l est clair que, si N est le nombre de noeuds, les N fonctions chapeaux ainsi construites forment une base
de P; : c’est une famille libre car Zj cip; =0, ie. Zj ¢ (Z) = 0 pour tout &, implique ¢; = 0 (prendre ¥ = &;
position d’un noeud), et c’est une famille génératrice car toute fonction f;, € Py s’écrit :

N
(@) =) cijpi (@) on ¢ = fu(&)
j=1
(le membre de droite est une combinaison linéaire de fonctions continues qui sont affines par morceaux, et est

bien une fonction continue qui est affine par morceaux.)

Remarque 7.2 Par trois points distincts passe un seul plan : soit f;, une fonction P; : localement, i.e. dans un
triangle K;, f sécrit f,(Z) = ax + by + ¢. Si on connait ses valeurs f1 = f,(Z1), fo = fu(@2) et f3 = frn(Z3)
aux sommets ¥y, Zo et ¥3 d’un triangle K, alors a, b et ¢ sont solutions du systéme :

1 Y 1 a fl
T2 Y2 1 b|l=1|r
z3 ys 1 c I3
trés rapide a résoudre, et donc fj est trés facile & calculer. un

7.2 Triangles et base de P,

On considére toujours la partition 7 = Uf\;i K; de Q (partition composée de triangles).
L’espace P, est constitué des fonctions continues et polynomiales de degré 2 par morceaux, i.e., paraboloide
sur chaque triangle. Localement, i.e. dans un triangle K, une telle fonction est de la forme, si & = (z,y) :

(@) = a+bx + cy + da* + exy + fy?

50 —

—50 —|

FIGURE 7.2 — La fonction p(z,y) = 2. % (1 —x — y). % (0.5 — x — y) dans les axes tourné de 45°, et la fonction
Y(x,y) = 4. xx.x (1 —x — y), dont les restrictions au triangle de sommets (0,0), (1,0) et (0,1) constitueront
deux fonctions de base.

Définition 7.3 On appelle noeud de la triangulation soit un point sommet de triangle soit un point milieu de
coté d’un triangle.

En particulier, si on connait ses valeurs f; = f(Z;), aux noeuds Z; (définissant les 3 sommets et les 3 milieux
des cotés du triangle), on connait f5,. Il suffit pour cela de résoudre un systéme de 6 équations aux 6 inconnues
les a, b,..., f. Les Z; sont appélés les noeuds.

Donnons une base simple de P, : celle constituée des fonctions qui valent 1 en un noeud et O sur les autres
noeuds, voir figure [7.3]

Il est clair que, si NV est le nombre de noeuds, les N fonctions ainsi construites forment une base de P; :
c’est une famille libre car Zj ¢;;(Z) = 0 pour tout & implique ¢; = 0 (prendre & = Z; position d’un noeud), et
c’est une famille génératrice car toute fonction f; € P s’écrit :

N
(@) = cjpi(@) ot e = fu(d)
j=1

(le membre de droite est une combinaison linéaire de fonctions continues sur 2 quadratiques par morceaux et
est donc bien continu sur €2 quadratique par morceaux.)

78



79 7.3. Quadrangles et base de Q1
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FIGURE 7.3 — Deux fonctions de base Ps.

7.3 Quadrangles et base de (),

Au lieu de considérer une partition de € par des triangles, on peut considérer une partition par des qua-
drangles. Par exemple, sur le carré Q = [a,b] X [a,b] partionné en | J]z;_1,x;[x]z;_1,x;[, on obtient une géné-
ralisation naturelle du cas 1-D.

On souhaite choisir une base simple de fonctions continues. Il est naturel de les prendre linéaires sur chaque
coté du quadrangle K et de les définir & ’aide des 4 sommets de K. Le plus simple est donc de les prendre
bilinéaire sur un quadrangle K (on ne peut pas faire passer un plan par 4 points en général, i.e., on ne peut
donc pas choisir de fonctions affines), i.e. de la forme, si & = (z,y) :

fr(@) =a+bx+ cy+ day

FIGURE 7.4 — La fonction Q) (réglée) fr = zy.

On appelle @ 'ensemble des fonctions continues sur € qui sont bilinéaires par morceaux. Et les fonctions
qui forment une base de ) sont celles qui valent 1 en un noeud et 0 sur les autres noeuds. Voir figure
On vérifie immédiatement que ’ensemble de ces fonctions forment une base de Q1.

Exemple 7.4 Sur le carré [0,1]2, les fonctions de base sont ¢i(z,y) = (1 — z)(1 — y), 2(z,y) = z(1 —y),
e3(z,y) =y et ea(x,y) = (1 - 2)y.

7.4 Quadrangles et base de (-

Q) est partitionné en quadrangles K, et on veut approcher toute fonction continue par une fonction biqua-
dratique par morceaux sur chaque quadrangle. On note Q)5 ’espace des fonctions biquadratiques par morceaux.
Une fonction de @2 est de la forme :

(@) = a+ bx + ca® + dy + exy + f2’y + gy + hay? + iz?y?

On définit les noeuds de Q2 comme étant les 9 points suivants : les 4 sommets du quadrangle K, les 4 milieux
des cotés et le centre (intersection des diagonales). On vérifie que les fonctions Q2 qui localement sur chaque K
valent 1 en un noeud et 0 sur les autres noeuds forment une base de Q.
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FIGURE 7.5 — Une fonction de base @i (chapeau bilinéaire par morceaux) et 1/4 d’une fonction de base
(restriction & un quadrangle). Ici Q = le carré | — 1.5, 1[? a été partitionné en 25 carrés.

7.5 Résolution de problémes elliptiques du second degré
7.5.1 Résolution de ‘—~Au = f’ dans H}(Q)(Q)

Maintenant, le probléme ([7.1) est équivalent & trouver u € H}(Q) tel que :
(Vu, Vo)r2 = (f,v)2, Vv € H(Q). (7.2)

Soit V,, C H(2) un sous-espace de dimension finie N. Par exemple, Vj, = P, (| H} () ou = Qx () HE (), pour
k = 1,2 (ensembles des fonctions P, ou Qi qui s’annulent au bord).
Chercher une solution approchée de (7.2) dans V}, consiste & chercher une fonction uy, € Vj, telle que :

(Vun, Vi) e = (f,9i)2, Vi=1,..,N, (7.3)

ot les ; sont les fonctions de base de V. Et chercher uj;, € V}, revient a chercher ses composantes dans la base
(1), i.e., chercher les constantes (c;j)j—1,n € RY telles que :

N
Up = § CiPjs
Jj=1

(ou encore, pour tout & € Q, up(¥) = Z;V:l ¢jpi(Z)). Et par substitution dans 1' les ¢; sont solutions du
systéme matriciel & N équations et N inconnues :

N
V’L = 1, veoy N (ﬁtpj, ﬁgpi)ycj = (f, Soi)LQ (74)

Jj=1
O g T 1 p=d 1 . d \ P 1
u encore, notant ¢ = (cy,...cy)*, le vecteur ¢ est solution du systéme matriciel :
Rc=f

ol R = [Ry;]1<ij<n la matrice de rigidité, et f = (f1,...fx)T la donnée sont définis par :

Ry; = /Q i (7). Vu(@) dz,  fi = / £(@) i) de

La résolution de ce systéme donne ¢, i.e. les c;, et donc uy,.
Il ‘suffit’ maintenant de prouver que la solution approchée uj, est une ‘bonne’ approximation de la solution

u du probléme (|7.1)) ou de son équivalent ([7.2)).
7.5.2 Résolution des problémes elliptiques du second ordre

On remplace 'opérateur —A par un opérateur —div(Aﬁ) + a, et les conditions de Dirichlet ci-dessus par
des conditions au limites adéquat, et on procéde de méme que dans la section précédente ou que dans le cas des
éléments finis en 1-D.
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8 Coordonnées barycentriques

8.1 Simplexe et coordonnées barycentriques dans R"

8.1.1 Définition d’un n-simplexe (simplexe dans R")

Rappel : un ensemble E est un espace afﬁne ssi, P € E étant un point, il existe un espace vectoriel E tel
queE P+EouP+E={QecE: Je e E, Q P+ ¢} (lesens de Q = P + € est ]@zé’). On dit que E
et E sont associés, et on pose dim F =9¢f dim E.

Rappel : un sous-ensemble K d’un espace affine A est convexe ssi pour tous points A, B € K le segment :

A,B ¥ ceA: el tq C=A+tAB} (8.1)

est entiérement dans K.
Rappel : 'enveloppe convexe d’un ensemble est le plus petit convexe contenant cet ensemble (c’est 'inter-
section de tous les convexes contenant cet ensemble).

Exemple 8.1 Dans R le plus petit convexe contenant les points (les réels) distincts A; et As est le segment
[A1, As] (donc Vintervalle [A;, As] si Ay < As et Uintervalle [As, A1] sinon).

Dans R? le plus petit convexe contenant trois points A, A», A3 non alignés est le triangle de sommets les
trois points.

Dans R? le plus petit convexe contenant quatre points A1, As, A3, A4 non dans un méme plan est le tétraédre

de sommets les quatre points. ==

R
e Un hyperplan (vectoriel) dans R? est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension n—1.

e Un hyperplan (affine) dans ’espace affine R™ est un sous-ensemble H = O + Hde R" ot O € H et
dim H = n—1.

Notons Pespace vectoriel associé a ’espace affine R™. Rappel (faire un dessin) :

Lemme 8.2 1-SiP € O+ H, alorsOe P+ H. Et O+ H = P+H

2- Soit N € N*, soit Py, ..., Py dans Iespace affine R™, soit V= Vect{P1 , 7 =1,..,N} le sous-espace
vectoriel de I@ﬁ engendré par les ﬁ Le sous-espace affine Py + V est le plus pem espace afﬁne contenant tous
les P; pour j =1,...,N.

3- Dans I’espace afﬁne R™, les points Ay, ..., A, 4+1 ne sont pas dans un méme hyperplan ssi (A1 Az, ..., A1 An11)

est une base de R

Preuve. 1- Soit O,P € H.OnaPeO+H « OPcH & POcH s 0cP+ 4.

Sorc_'Ho =0+ Hetsoit Hp =P+ H.Si A€ Hp, ie. si Zﬁe H alors m+(ﬁ1€ H donc (ﬂe H car
PO € H,donc A € Hp, donc Hp C Ho, et de méme Ho C Hp, d’ou I'égalité.

2- On a P =P +PP € P+ V donc tous les P; sont dans P1 + V. Et si un autre _espace affine
A+ W contient tous les P;, alors il contient P, donc A + W =P +W et W € W donc V C W donc
P+ Vc P+ W. Donc P+ V est le plus petit espace affine contenant les P;.

3- Ay,...,Apy1 sont dans A; + Hou H= Vect{A41 43, ..., A1 4,11} Et dim H > n—1 ssi les n vecteurs
AlAQ, ceny AlAn+1 sont indépendants. un

Définition 8.3 Dans l’espace affine R™, un ensemble K est un n-simplexe ssi il existe n+1 points Ay, ..., Ap41 €
R"™ non situés dans un méme hyperplan tels que K est I’enveloppe convexe contenant ces points. Les A; sont
alors appelés les sommets du n-simplexe, et on note K = (A, ..., Apy1)-

Dans 'espace vectoriel R"™, un sous-ensemble K est un n-simplexe ssi il existe n vecteurs do, ..., dy+1 € R”
indépendants tels que K est le plus petit convexe contenant les @; pour ¢ = 2,...,n+1. Les @; sont alors appelés
les sommets du n-simplexe, et on note K= (day .oy Any1)-

(Donc si O € R™, si les A; € R sont définis par O = A; et O—AZ = d; pour tout i = 2,...,n+1, alors
K= (d2, ..., dn+1) est n-simplexe dans R™ ssi K = (A1, ..., A,11) est un n-simplexe dans R™.)

Exemple 8.4 Dans R : un 1-simplexe est un segment (non dégénéré).

Dans R? : un 2-simplexe est un triangle (non dégénéré).
Dans R3 : un 3-simplexe est un tétraédre (non dégénéré). oa
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82 8.1. Simplexe et coordonnées barycentriques dans R"

8.1.2 Définition des coordonnées barycentriques

Dans ’espace affine R™ on choisit un point O, appelé origine, et dans I’espace vectoriel associé I@ on choisit
la base canonique notée (éﬁn))izlw,n. Ainsi 'espace affine R™ est muni du repére (O, (éﬁn))

P € R"™ sera repéré par son ‘“vecteur position”

i=1,....n), €t un point

it n

7 =0p "% quand = Z 26", (8.2)
i=1

K3

Tn

la matrice colonne représentant le vecteur dans la base canonique. On dit aussi que Z est un point... alors que
c’est un vecteur (vecteur bi-point).
Soit un n-simplexe de sommets A; € R*, j =1,...,n+1. On note, pour j =1,...,n+1:
alj
Tj _

;=0 (8.3)

anj
Définition 8.5 Relativement au simplexe considéré, les coordonnées barycentriques d’un point P repéré par
le vecteur ¥ = OP € R" sont les n+1 réels A1 (Z), ..., \pt1(Z), notés Ay, , ..., A, t.q.

n+1

Nd: =T T
Z ) ’ n+1
Jj=1

j . T o ‘ (_ij N r L

- ,  soit (1> = Zl)\j ( | ) , ol (1) =] (8.4)
2N =1, " 1

j=1

R" — R
On a ainsi définit les n+1 “fonctions barycentriques” A; : 2 A (_’)} qui & un vecteur £ € R"™ asso-
r — AT
cie ses n+1 coordonnées barycentriques. Et l'isobarycentre du simplexe considéré est le point P repéré par
Zisobarycentre = OFP € R™ dont les coordonnées barycentres sont toutes égales, donc toutes égales a 1.

n+1l °
n+1 1
fisobarycentre = Jzz:l 77’14—1&’] (85)
(La définition des \; est indépendante du choix de lorigine O choisie, voir corollaire |8.7})
8.1.3 Ecriture matriciel et calcul des coordonnées barycentriques
Notons, pour j = 1,...,n (utilisation implicite de la base canonique (éﬁ"H))i:L_”,nH de R”H) :
a1j blj
A G I A I (5.
An j bnj
1 bn+1,j

ot on a utilisé (8.3)), et donc ou b;; = a;; et bp41,; = 1 pour tout ¢, j, et notons :

s= (@) - @)= ((T) ~ (")) (8.7

la matrice dont la j-éme colonne est le “vecteur colonne” b;. Ainsi 1} s'écrit : Pour 7 € R" donné, trouver

)\1,...,)\”+1 t]q

S ([ e (E\ . [R R

Z A (Z)bj = | ) soit B\(Z) = 1 ou A: L (8.8)
Proposition 8.6 Si les points A; pour j = 1,...,n+1 forment un n-simplexe, alors la matrice B donnée

en est inversible, et donc le “vecteurs colonnes” l;j € R"J”i forment une base dans R"Jri. Et, pour ¥ € @,
les A; = \;(Z) sont donnés par

N )‘l(f) A1 x,l

NE) "2 X =B L. <T> ,  soit : ngte =B | (8.9)
- Tn
)\n-‘rl(w) )‘n-‘rl 1
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83 8.1. Simplexe et coordonnées barycentriques dans R"

Preuve. On a det B = det (a11 af a"1+1> = det <0L11 (GQBC“) (a"'%_al) ), en retranchant la
premiére colonne aux autres. D’oll en développant par rapport & la derniére ligne :

det B = (—1)" det ( (ag—al) (an+1—al)) = (—1)" det ( (AlA;) (AlAnH’) )
Donc det B # 0, car les vecteurs colonnes sont indépendants (les A; forment un n-simplexe). ==

Corollaire 8.7 Les coordonnées barycentriques \; d’'un P ne dépendent pas de 'origine O du repére : si O et 0)
. . %P = == . = o = . .

sont deux points dans R", si £ = OP et £ = OP, si d; = OAj et @; = OAj pouri=1,...,n+1, si (A\;)i=1,... nt1

donnée par , et si les \; pour = 1,...,n + 1 sont donnés par :

n+1
xr = E )\jaj,

, alors Nj=X;, Vi=1,..,n+l (8.10)

(Ce qui permet de prendre O = Ay pour simplifier.) Et on note aussi, quand & = OP :

)\j = )\J(f) = )\j(P), Vi=1,...,n+1. (8.11)

Preuve. On note B la matrice définie a partir des g?i, cf. 1} Donc (8.8) donne Z;Lill ;\jgj = (f =

(7)) ()~ (0)-(F) ~(200) (59 - (35107

Z;L;l )\jgj, et (b;) est une base, donc Aj = \; pour tout j. on

Q

8.1.4 Les fonctions coordonnées barycentriques — les fonctions P; de base

Définition 8.8 La fonction “coordonnées barycentriques” X (& valeurs vectorielles) est définie par :

R s R
¥ A(Z)
X B , = (8.12)
T N@=| ‘LefB—l.G).
)‘nJrl(f)
(Utilisation implicite des bases canoniques de R" et R"*i.)

Les fonctions coordonnées barycentriques sont les n+1 fonctions \; : R? — R composantes de X

- n n+i

5 R" =R

On note aussi A : - 4t = quand & = OP (grace a (8.10)) et (8.11)) : ne dépend pas du choix
P — X(P)E X@)

de O dans R™). Et on abuse des notations en notant A = X (comme en (8.11)).

Proposition 8.9 La fonction X est une fonction affine :

X&) =B~ 1. <gg> +B7L, <?> (8.13)

Donc, les fonctions coordonnées barycentriques \; : R™ — R sont affines : notant B~} =noté [Yijl i=1.....n1 , pour
j=1,...,n+1

T
T = : on a, pour tout ¢+ =1,...,n+1 :

Tn

(@) = Y11 + o+ YinZn + Vint1- (8.14)

Preuve. (8.13) n’est autre que (8.12) (distributivité du produit matriciel). D’ou (8.14)). oa

83



84 8.1. Simplexe et coordonnées barycentriques dans R"

ﬁJ’, :

Proposition 8.10 La fonction X envoie les sommets @; du simplexe sur les vecteurs de base canonique de R™
pour tout j =1,...,n+1 :

1 0

o - 0 - :

X@;) =", soit X@)=| . |=&"" ., X@ut1) = ; — &b, (8.15)
0 1

Soit, pour tout i,5 =1,...,n+1 :
1 sii=j,
Ai(@;) =045 =
(@) = 0 {o sii#j.
Donc, se restreignant au n-simplexe (dy, ...,dp+1), on a A; = @; la i-éme fonction chapeau de base d’un élément
fini P, sur le simplexe (@1, ...,dn+1) : On a ; est affine et @;(d;) = J;;.

(8.16)

Preuve. (8.8) donne, pour j =1,...,n+1 :

B.\(d;) = ((af)> =(b;) = B.ég.”“) = “colonne j de B” . (8.17)

Et B est inversible, d’on X(c’ij) = (§§n+1), ie. . D’ou \;(d@j) = 05, i.e. 1' on
Et tb indique que B est la matrice de I’endomorphisme de R"J“T qui envoie la base canonique (é';”rl) vers
la base (b;).

8.1.5 Exemples

Exemple 8.11 Dans R et deux points distincts A; et As, notant a1 = A1 — 0= A; et as = Ay =0 = Ay, les
coordonnées barycentriques A1, Ao d’un = € R sont les solutions du systéme de deux équations & deux inconnues :

T = Aaj + Asas,
1a1 + Azag (8.18)
1 =X + Mo
0 1 N 2 .
Ici B = 1 .Ainsia; =0etay=1.ona B = 11 . Donc pour z = —1 on a A(—1) = 1 ) soit
A(-1) = 2 et A\y(—1) = —1. Faire un dessin. Et les coordonnées barycentriques de = 2 sont A1(2) = —1 et

A2(2) = 2, soit X(2) = ( ) )

As

Aq

e

Ay

FIGURE 8.1 - Voir exemple[8.12] Triangle de base (A1, A2, A3). Le point P a pour de coordonnées barycentriques
(A1 (P), A\2(P),X3(P)) = (—1,1,1). Plongé dans R?, si on applique une force verticale —1 en A;, une force
verticale +1 en As et en As, alors le point P est le point du plan (Oxy) o on doit “mettre le doigt” pour que le
triangle reste en équilibre a ’horizontale. Et G est I'isobarycentre, i.e. le point tel que A\ (G) = A3(G) = A3(G),
soit donc (A1(G), A2(G), A2(G)) = (3, 3, 5) : si on met le doigt sous ce point, le triangle reste & I’équilibre quand
la méme force verticale est appliquée en Aq, Ay et As.

Exemple 8.12 Dans R? et trois points non alignés A;, Ay, Az, voir figure les coordonnées barycentriques
A1, A2, A3 d'un & = (21, 22) € R2 sont donnés par :
1 = A1a11 + A2012 + +A2013,
T2 = Aaz1 + A2ag2 + +Azaz3, (8.19)
1 =X+ X2+ A3,

@ a a1l a2 ais
systéme de 3 équations aux 3 inconnues A1, A2, A\3. Ici B = ( 11 12 f’) = | a1 a9 a3 |- un
1 1 1
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85 8.1. Simplexe et coordonnées barycentriques dans R"

Exemple 8.13 Dans R?, on considére le simplexe (triangle) formé de @; = (1,1), @ = (2,1) et @3 = (1,2). Les
coordonnées barycentrique de & = (2,3) € RZ sont A = —2, A\p = l et A3 =2 : on a A(2,3) = _12 € R3
2
(résolution facile de (8.19)). Et les coordonnées barycentriques de & = @; € R? sont trivialement données par
X(&l) = X(l, 1) = (1) € R3, et plus généralement les coordonnées barycentriques des sommets ¥ = @; sont
0

trivialement données par X(di) = €; ol (&;)i=1,2,3 est la base canonique de R3. Par exemple G = 0d; +1d2+0d3 €

0
R2 donne bien X(@) = [ 1 | =& e R3. o
0

8.1.6 Interprétation “massique” des coordonnées barycentriques

Les \; s’interprétent comme des “masses” (positives ou négatives) mises au points Z’;, ou ici on suppose que

la somme Z;Lill Ai des masses vaut 1 = 193 = 100% (la masse totale vaut 1).

Et & est la position du centre de gravité de la distribution des masses A; aux points Z;.

Si aux points Z; on met les masses m; > 0, si la masse totale m = ), m; est # 1, alors posant \; = 7
(pourcentage de la masse totale), on retrouve (8.4) sous la forme :
n+1 n+1
mx = Z m;d;, avec m = Z mj, (8.20)
j=1 j=1
équation usuelle de la position du centre de gravité (ici pour n+1 points).
Pour n+k masses relatives A; aux points @;, le centre de gravité est toujours défini par ¥ = Z;’;k Aja;.

Mais, pour & fixé, le probléme “trouver les n+k A; t.q. & = Z;jlk Ajd;” admet une infinité de solutions : la
famille (a@;);j=1,.. +x est liée dans R"*! (pour k > 2).

(En probabilité A\; = p; est la probabilité d’apparition de @;, la probabilité totale est 1 = 100% = ), p; avec
ici p; > 0 pour tout i.)

8.1.7 Théoréme de Thalés dans R?

Si P € R?, on note A1, A2, A3 ses coordonnées barycentriques.
Pour ¢ € R, on note :
=cp €
I'ensemble des points P € R? dont la premiére coordonnée barycentrique vaut c.
On note PQ =4¢f ||]@|| la distance euclidienne entre deux points P et Q.

{PeR?: )\ (P)=c} (8.21)

Théoréme 8.14 (Théoréme de Thalés.) Soit un triangle (A; A3 As) non dégénéré.
L’ensemble {\; = ¢} est une droite paralléle au coté (A2As) du triangle, faire un dessin.
Soit Bs un point sur la droite (A1 As) et Bs un point sur la droite (A1 As). On a :

AlBg B AlBg o AlBQ . A1A2
A1A2 o A1A3 AlBg o A1A3.

(B2Bs3) est paralléle a (A2A3) < (8.22)

Et résultat similaire par permutation circulaire sur les indices 1,2,3.
Et I'ensemble {¥ € R? : \;(%) >0, Vi = 1,2,3} est le 2-simplexe (A1, Aa, A3) (le triangle).

Preuve. On cherche {\; = ¢}. Soit P € {\; = ¢}. Donc OP = cOA] + X0A5 + A30A3, avec ¢+ Ay + A3 = 1,
donc Ay =1 —c— A3, donc :
OP = cOA; + (1 — ¢ — \3)OA3 + A\30As
= )\3(OA3 — OAQ) + (1—6)(OA2 - OAl) + OA; (823)
= A3AxA3 + OM,, ou OM,. = 0A; + (1—C)A1A2 = 0OAy + cAyA;.

Donc P est sur la droite D = M;. + Vect M} (de vecteur directeur m passant par M;.).

Et si P € D, alors 3o € R t.q. OP = eram, donc OP = 0—141>+(1*C)m+0ém =
cO—/h> + (1-¢)OA3 + aOA; — aO Az, donc A1 (P) = ¢ : tous les points de D vérifient A\;(P) = c.

Donc {A; = ¢} = D, et c’est une droite paralléle & (A2 A3).
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86 8.1. Simplexe et coordonnées barycentriques dans R"

En particulier la droite {A\; = 0} est la droite (A2 A3) puisque My = A,.
Calcul similaire pour I’ ensemble {\; = ¢}, i = 2,3 : droite paralléle au coté opposé a A;.

Puis Bs est sur (41 A4s), donc t.q. m = agm ol ay € R.

Puis Bjs est sur (43 A43), donc t.q. m = agm ou asz € R.

Donc By B3 = a3 A1 Az — ap A1 Ay = (0¢2—Oz3)m + Oésm-

Donc (BsBs) est paralléle & (AA3) ssi an—ag = 0, i.e. ssi ap = ag = «, i.e. ssi By et B3 sont donnés
par A1By = A1 Ay et A1B3z = aA1 Az, i.e. ssi ﬁlljz = f‘ifi (= @), i.e. ssi .

Puis la droite {\; = 0} passe par le point M1y = As, et la droite {\; = ¢} passe par le point M, = A2+cm
du coté de A; par rapport a la droite {A\; = 0} pour tout ¢ > 0. Donc l’ensemble {A\; > 0} est le demi-plan
limité par la droite A\; = 0 et contenant le triangle. Méme raisonnement pour les droites {A; = ¢ > 0} : donc
lintersection des trois demi-plans {\; > 0} est le triangle (A1, As, A3). on

noté

8.1.8 Théoréme de Thalés dans R"

Pour ¢ € R, on note :
{Mi=c}={PeR": \(P)=c}. (8.24)

I’ensemble des points P € R™ dont la i-éme coordonnée barycentrique vaut c.

Théoréme 8.15 Pour ¢ € R et i € [1,n+1]n, I'ensemble {\; = ¢} est un hyperplan de R™.

Soit i € [1,n+1]y fixé. Alors, pour tout ¢ € R, les hyperplans {\; = ¢} sont paralléles entre-eux : il sont tous
paralléles a {\; = 0}.

L’hyperplan {)\; = c} passe par les points M., pour tout j € [1,n+1]y — {i}, tels que :

OM. = OX,

1A; Me; 1|

donc #_X% = ¢ : ces points M., sont tous situés & une méme distance relative de A; et A; pour j # i
[|-A5 Azl

(Thales).

En particulier {\; = 0} est I'hyperplan qui passe par tous les A; pour j # i (car le poids sur A, est ici
nul et A; n’a donc pas d’influence sur la position du centre de gravité). Et {\; = 1} est ’hyperplan paralléle a
{\i = 0} qui passe par A;.

Preuve. On applique : {A; = ¢} est Pensemble des Z t.q. vi121 + ... + Vin®n = € — Yinyt1, i.€. C’est un
hyperplan de R™ perpendiculaire au vecteur (1, ..., Vin), vecteur est indépendant de ¢ : pour ¢ fixé, tous les
hyperplans {\; = ¢}, ¢ € R, sont bien paralléles.

Point particulier de {\; = ¢} : pour j # i fixé on choisit \; = 1—c et on prend A\, = 0 pour tout k # i, :
on obtient le point particulier ¢d@; + (1—c)d; = d@; + ¢(@;—d;) € {\; = ¢}. On a obtenu (8.25). o

Corollaire 8.16 Si on note K le n-simplexe de sommets les (A;)j=1,..nt1, alors K est I'intersection de tous
les demi-espaces {\; > 0} :
K={PeR":);(P)>0,Vj=1,..,n+1}. (8.26)

Donc K est I'ensemble des points dont toutes les coordonnées barycentriques sont positives.

Preuve. Pour i fixé, on a X\;(4;) = 1 > 0 et A\;(4;) = 0 pour j # i, cf. , donc tous les A; (pour
j=1,...,n+1) sont dans le demi-espace {\; > 0}, donc tous les points de K sont dans le demi-espace {); > 0}
(car K est le plus petit convexe contenant les A;). Cest vrai pour tout j, donc K ¢ (/5 {\ > 0} = {7 :
Ai(Z) >0, Vi=1,...,n+1}. ..

Exemple 8.17 Dans R? ou R?, I'’hyperplan (droite ou plan) de coordonnées barycentriques vérifiant \; (%) =
est ’hyperplan paralléle au coté de K opposé & d; situé a une distance relative % de d;.

Par exemple dans R?, i;’ = 361 + Nada + (f — Ao)ds = ( a; + d'g) + A\a(d2 — d3) pour g décrivant R est sur
par la droite passant par 3a1 + a3 de direction as — das. Falre un dessin.

Par exemple dans R3, = a1 + Xodo + A3d3 + (f — Ao — )\3)&4 = ( a, + a4) + Ao(dy — a4) + /\3(a3 — a4)
pour A et A3 décrivant R est, dans le plan passant par lal + a4 engendre par les directions dy — d4 et d3 — a4
Faire un dessin. un

1
3

Remarque 8.18 Le théoréme de Carathéodory s’énonce a l'aide des coordonnées barycentriques : “Dans un
espace affine de dimension n, ’enveloppe convexe d’un sous-ensemble F' est I’ensemble des barycentres & coeffi-
cients positifs ou nuls de toute famille de n+1 points de F”. on
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Remarque 8.19 La relation est en fait une relation qui décrit les fonctions affines R™ — R : ces fonctions
sont de la forme :

f(:f) =121 + ... + Ty + Cpya, f € Vect{)\l, ey )\n+1}, (827)
espace vectoriel de fonctions de dimension n+1, les \; étant les fonctions barycentriques (affines).

On vérifie effectivement que f sous la forme peut étre écrite f = ayA; + ... + i1 ns1, la relation
entre les ; et les ¢; étant donnée par f(d;) = aj, i.e. par cra1j + ... + Cp@pn; + Cpy1 = @ pour j = 1,...,n+1
qui n’est autre que B.C' = & (et B est inversible).

Et dans le cadre d’un simplexe, la base (A1, ..., Ap+1) de Pensemble des fonctions affines est plus “naturelle”
(les fonctions de base A; jouent toutes le méme role) que la base (71, ...,7,, Ign) qui a permis d’écrire f =
€171 + coiCyTp + Cpy1lpe dans (8:27), ot m; : & — w; est la projection sur la i-éme coordonnée) et lgn : @ — 1
la fonction constante égale a 1. .

9 Meéthode des éléments finis

9.1 Cadre

On se place dans un ouvert © de I’espace R™ (principalement dans R? dans ce cours). On cherchera une
approximation uy; d’une fonction scalaire u, et pour cela on considére une partition de 2 en sous-ensembles
compacts K; :

Ney Ner
a=JK, () Ki=0 (9.1)
i=1 =1

(ot Ng; € N est le nombre d’éléments K;.) On supposera de plus les K; de forme ‘simple’ : en 2-D se seront
soit des triangles, soit des quadrangles. On suppose donc que 'ouvert €2 est polygonal, et s’il ne I’est pas, on ne
tiendra pas compte de ’erreur qui consiste & I’approcher par un polygone.

9.2 Définition d’un élément fini (de Lagrange)
On note de maniére générique K un des K;, et on regarde ce qui se passe sur un K donné.

Définition 9.1 Un élément fini de type Lagrange est un triplet (K, X, P) se composant de :
1. un compact K d’intérieur non vide,
2. un ensemble ¥ = {dy,...,dn} de N points distincts (N degrés de liberté),
3. un espace P = Vect{1,...,¢on} de dimension finie N de fonctions définies sur K.

Remarque 9.2 On renvoie au paragraphe [6.2|pour la notion générale de degrés de liberté. Ici, on ne considérera

que le cas ou les degrés de libertés sont (identifiables a) des points distincts dans K, ce pour simplifier. ==

Définition 9.3 Pour un élément fini de type Lagrange (K, X, P), on dit que ¥ est P-unisolvant si et seulement
si:

V() eRN, 3JlpeP, Vi=1,...,N, p@)=a. (9.2)
Dans ce cas, I’élément fini est dit de Lagrange. Nous ne considérerons que des éléments finis de Lagrange, appelés
simplement éléments finis.

Et I’élément fini est donc unisolvant ssi étant donné une base (¢;);—1,n de P :

N
(VZe K, Y ¢ih(#) =0)=>(¢; =0, Vj=1,...,N). (9.3)

j=1
Définition 9.4 Les N fonctions ¢; de P qui satisfont :

pi(d;) = bij (9.4)
sont, appelées fonctions de base de Lagrange de 1’élément fini.

Si on dispose de la base de P constituée des fonctions de base, alors le caractére unisolvant est automati-
quement vérifier.

Exemple 9.5 Dans R? un élément fini Py est constitué du triplet
(K,X = {dp}, P = Vect{ywp = 1}) : un ouvert triangulaire K, un point intérieur, et l’espace vectoriel des
fonctions constantes.

La notation Py fait référence a une interpolation par des polynémes de degré 0, les constantes. u

Exemple 9.6 Dans R? un élément fini P; est constitué du triplet (K,Y, P) = (K, %, P;) o : K est le triangle
(non dégénéré) de sommets @y, dz, s, X = {d1,d2,d3} 'ensemble constitué des sommets de K, et P ="°% P =
Vect{¢1, p2, 3} 'ensemble des fonctions affines, les ¢; étant les fonctions affines de base, cf. (9.4)). ==
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88 9.3. Eléments finis simpliciaus

FIGURE 9.1 — Représentation d’un élément fini P;, d’un élément fini P, et d’un élément fini Ps.

Exemple 9.7 Dans R? un élément fini P est constitué du triplet (K,%, P) = (K, X, P») oii : K est le triangle
(non dégénéré) de sommets @y, ds,ds, & = {di,ds,ds,ds,ds,ds} 'ensemble constitué des sommets de K et
a4, ds,dg sont les points milieux des cotés, et P =1 Py = Vect{p1, p2, ¥3, 04, 5, 06 }) U'ensemble des fonctions
quadratiques, les ¢; étant les fonctions quadratiques de base, cf. (9.4). L

Exemple 9.8 Un élément fini Q1 est constitué du triplet (K,%,P) = (K,%, P2) ou : K est le quadrangle
(convexe non dégénéré) des sommets dy,ds, ds, ds, X = {d1, d2, ds, d4} ensemble constitué des sommets de K,
et P ="°% Q; = Vect{y1, p2,p3,p4} I'ensemble des fonctions bilinéaires, les ¢; étant les fonctions bilinéaires

de base, cf. (9.4). ua

9.3 Eléments finis simpliciaux
9.3.1 Définition de Py

On note P;, 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a k dans R™, i.e. pour Z = (x1, ..., x,)?, on
a p € Py s’ll existe des constantes «;, .4, € R telles que :

=2\ __ . . il i
p(@) = Z Qi iy Ty oo Ty (9.5)
i1>0,..., in >0
i1+ +in<k

En particulier, Py est 'ensemble des constantes, P; ’ensemble des applications affines... On montre par récur-

. . !
rence que la dimension de P est ("zk) = (ZT:,)'.

Pour n = 2, c’est la régle du triangle de Pascal qui dit entre autre que
. k1) (k+2 - - k
dimPy, =1+ 24 ..+ (k+ 1) = EEDEE2) _ 24ky _ 24hoty  24h=1y _ g2k (4]
Et dimP;=3, et dimP,=6 par exemple (dans R?).
N . n . k n—1+1 n+k n+k)!
Et de maniére générale, dans R", dimP;, = Y, ("7} 7) = (") = (n!k!) .

9.3.2 Y treillis principal d’ordre &

Etant donné un simplexe K de R™ défini par ses sommets (@;) =1, n+1, le treillis principal d’ordre k est
I’ensemble des points définis & I'aide des coordonnées barycentriques par :

n+1 n+1

B} R 1 k-1
pour k > 1, Ek:{x:;/\jaj eR :/\jE{O,k,...,k,l},;/\jzl} (9.6)
et : 1
¥y = {l'isobarycentre} = {7 = 1 (@ + oo+ i)} (9.7)
n

En particulier, ¥; est ’ensemble des sommets @;, et 3o ’ensemble des points constitués des sommets et des
milieux des cotés.

Et le nombre de points du treillis est donné par :
n+ k) _(n+k)!

(9.8)

cardXy = ( i T

(calcul combinatoire.)
Pour I'élément fini Py, P> ou P, les treillis ont été représentés figure 0.1]
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89 9.3. Eléments finis simpliciaus

9.3.3 Elément fini n-simplexe de type (k)

Lemme 9.9 (K, X, P;), constitué du simplexe K, du treillis ¥y, et de 'ensemble Py, est un élément fini (de
Lagrange), appelé élément fini n-simplexe de type (k).

Preuve. Il faut vérifier I'unisolvance. Puisque dim P, =cardXy, il suffit d’exhiber les fonctions de base. Si k =0
alors po(Z) = 1 définie la base (po).
Si k > 1 alors les points du treillis sont définis par, notant @ = (p1, ..., 1) >0 :

n+1 n+1

=) pd; on Yy pyj=1 (9.9)
j=1 j=1

On leur associe les fonctions :
n+1 kpj—1

@ =, I TI 0@ - 1) (9.10)
=1 =0

ou les \;(Z) sont les coordonnées barycentriques de #. On vérifie que p,(d,) = J,. lorsque la constante de
L +1
normalisation C}, vaut C, = H;'L:1 ((kp)h). on

9.3.4 Exemples de 2-simplexes de type k, simplexe de référence

On se place dans R2. Le simplexe K de référence est défini par ses sommets 31 = (0,0), 3‘2 = (1,0) et
s = (0,1).

Tout point & = (Z1,72) de K est donné par ses coordonnées barycentriques (A1 (Z), A2(Z), A3(Z)) ot 0 <

Mi(T) <1 et A (Z) + Ma(@) + As(@) = 1.

Elément fini P, Le 2-simplexe (IA( , f)o, Py) de type 0 est appelé élément fini de référence Py. Le treillis So
est constitué de Iisobarycentre Z, de coordonnées barycentriques (3,1, 1) (i.e. Zo = 3d1 + 3d2 + +d3). Et la
fonction de base est la constante o (Z) = 1.

Elément fini P, Le 2-simplexe de type 1 (IA( , il, Py) est appelé élément fini de référence P;. Les sommets gi
de K constituent le treillis 31. Et les fonctions de base sont données par les coordonnées barycentriques :

P1(@) =M(@) =1-71 - &
902(%) = )\2(%) = (9.11)
03(Z) = A\3(T) = T
e 1 en
O
0 0
(0,0) (1,0) (0,0) (1,0)
0 1 0 1

FIGURE 9.2 — Représentation des éléments finis P; et P, de référence.
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90 9.4. Famille d’éléments finis

Elément fini P, Le 2-simplexe de type 2 (I? , 227 P,) est appelé élément fini de référence Ps. Les sommets EZ-
de K et les milieux d;; des d; et d; constituent le treillis Xo.
Et les 3 premiéres fonctions de base sont données par :

0i(@) = 205F) @) — 2),  i=1,2,3 (9.12)

N | =

On vérifie qu’elles valent 1 en @; et 0 sur le coté de K d’équation \; (ZE\’) = 0 (coté opposé a a) et sur la droite
d’équation \;(Z) = 3 (paralléle au c6té précédent).
Les 3 autres fonctions de base sont données par :

~
—

i (@) = AN(@)N (@), A£G 1<ij<3 (9.13)

On vérifie qu’elles valent 1 au milieu @;; de @; et @; (de coordonnées barycentriques par exemple pour @2 valant
(1 1

5,35,0)), et 0 sur les 2 cotés opposés de coordonnées barycentriques \; (%) =\ (%’) =0.

Autres éléments finis de référence non simplexe

Elément fini Q; L’¢lément fini quadrangulaire (I?, S, Q1), ol K est le carré [0,1]? de sommet formant le

treillis f)l et d’espace de fonctions @1 bilinéaires, est appelé élément fini de référence Q. Et les fonctions de
base sont données dans la base cartésienne par :

e1(@) = (1 —F1)(1 — T)

902(?) = §1(1 - fz) (9‘14)
w3(%) = T179

04(@) = (1 - 31)T2

Elément fini Q, Le 2-simplexe de type 2 ([A(, S, Q2) ou K est le carré [0,1]2, les points sommets plus les
milieux des cotés plus le centre forment le treillis, et Qo est I’espace des fonctions biquadratiques, est appelé
élément fini de référence Qs.

9.4 Famille d’éléments finis

On vient de regarder un élément fini (K, 3, P).
On regarde maintenant une réunion Ufiei(K“ 3, P;) d’éléments finis tel que le domaine € soit partionné en

vaji K;. On se limite ici au cas des éléments finis de Lagrange, et les degrés de libertés sont donc assimilés &
des points (i.e. les ¥; sont des ensembles de points).

9.4.1 Introduction

On s’intéresse & une partition Q = Ui:l,Nez K; ou tous les K; sont associés a des triplets (K;,%;, FP;)
définissant des éléments finis. Le cas simple correspond au cas ou tous les éléments finis (K, %;, P;) sont
comparables au sens suivant : R R

On se donne un élément fini de Lagrange (K, X, P) et une application bijective bicontinue F': K — K. Et
on construit le triplet (K,X, P) par :

~

K=FK), S={a=F@a), acs}, P={p=poF' pebh} (9.15)

Proposition 9.10 Si (IA(, f), ]3) est un élément fini et si F' est bijective bicontinue alors (K, Y., P) est un élément
fini. Et si les ({;) sont les fonctions de base de (K, X, P), alors les (¢;) données par :

i (T) = §j 0 FH(2) (9-16)

sont les fonctions de base de (K, X, P).

Preuve. Il suffit de vérifier que (K3, P) vérifie le critére d’unisolvance. F' étant bijective, il vient card¥X =
card¥ = dimP = dimP. Puis les (y;) sont indépendantes et de plus constituent les fonctions de base puisque :

o~
~ /=

@i(d;) = @i o F~N(d;) = $i(d;) = i

Et au nombre de N, elles forment une base de P. .
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91 9.4. Famille d’éléments finis

9.4.2 Famille d’éléments finis affines-équivalents

Définition 9.11 Deux éléments finis (I?,f],ﬁ) et (K,X, P) sont dits équivalents s’il existe une application
bicontinue F' comme ci-dessus.

Définition 9.12 Ils sont de plus dits affines-équivalents si Papplication F' est affine (par exemple, cas des
éléments finis (K, X, P) ou K est un simplexe), ou affine par rapport a chaque variable (par exemple, cas 2-D
des éléments finis Qy).

Définition 9.13 La famille d’éléments finis | J(K;, Z;, P;) est dite famille d’éléments finis affines équivalents si
tous les (K;,Y;, P;) sont affines équivalents & un méme élément fini ([A( , i ]3)
Remarque 9.14 Par exemple, un maillage d'un domaine de R? par des triangles K; produit une famille
d’éléments finis (K;, Yo, P2) qui sont affines équivalents dés qu’il existe des aplications F; affines de 1’élément
fini de référence (I/(\', f)g, Py) vers I’élément fini (K;, Yo;, Ps).

Attention, 'application F; est bien de degré 1 et est une tranformation purement géométrique de K dans
K; et n’a aucun rapport avec les ¥ ou P (de degré k en général). F; est donc entiérement déterminée par la
donnée de K et de K, et plus simplement par leurs sommets respectifs : F; (Ej) =d; pour j =1,2,3, ou F; de

R? dans R? est de la forme : E.9)
5 o Fu(Z,7 ) <x)
Fi(%) = F; Z, = =~ o = )
@ =r@n-(mEn) - (4

avec F; affine :

s A R F (o Pu O ledt!
- duess am (W) R (), o1
Donc : . N N
F1i(2,9) = a15% + By + Y14
Fyi(Z,Y) = a2 + By + 72
Et les a, § et  sont déterminés par les Fy;(d@;) = abscisse de @; et Fy;(@;) = ordonnée de @;. o

Exercice 9.15 Montrer que si F : R” — R" est affine, i.e. F(Z) = A.Z + b avec A matrice n*n et b € R",
alors F est inversible ssi A est inversible, et F~! est alors affine : F~1(7) = A=L.(7 — b).
Réponse. Supposons A inversible. Alors §y = A.Z + b donne # = A7lg— A'b.

On pose G(§) = A~ (7 - b).

OnaG(F(%)) = A~ .(AZ+b—b) = Z, ainsi que F(G(7)) = A.(A™".

(7—b))+b = §, donc F est inversible d’inverse G.
Supposons A non inversible, donc non injective, donc il existe & # 0 t.q. A.7 =

A.0. Donc F(Z) = F(0), donc F
non injective : donc F' est non inversible. .

Théoréme 9.16 Pour tout k > 0, deux éléments finis n-simplexes de type (k) sont affines équivalents.

Preuve. Notons (IA(, f]k,Pk) et (K,Xy, Py) deux tels éléments finis. Un point & de K et un point 7 de K sont
définis par leurs coordonnées barycentriques :

n+1 n+1
F=Y_ N,  @=» Nd; (9.18)
j=1 j=1
soit avec les notations précédentes :
1 A1 T A
=B.| ° |, =B : (9.19)
Ty An Ty, A
1 >‘7L+1 1 )\n+1
On définit application F' : 7 — & oll ¥ et 7 ont mémes coordonnées barycentriques, i.e. :
F@)=F<= A=), j=1..n+L (9.20)
T 1
Dansce casona | - | = B.(E)_l. = |, et donc F est lapplication affine donnée par F(%) =F=C7on
T T
1 1

C = B.(B)™!. Cette matrice est de plus inversible car K et K sont des simplexes, et on vérifie que F(I/(\') =K
puis F(Xg) = Xk, puis que Py est transformé en lui-méme par une application affine.
Donc les éléments finis sont affines équivalents. ==
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92 9.5. Maillage éléments finis : triangulation de 2

9.5 Maillage éléments finis : triangulation de (2
9.5.1 Triangulation

On se limite au cas 2-D. Le cas 3-D (ou plus) s’écrivant de maniére similaire.
Soit une partition de Q : Q = T = vaji K; ou les K; sont des compacts de R™ (partition donc telle que

N Ki=0).
Définition 9.17 La partition 7 = Uf\;i K; est appelée triangulation si tous les K; sont des triangles (ou des

rectangles) tels que : I'intersection de deux de ces triangles est soit vide, soit réduite & un sommet, soit réduite
A une aréte commune et entiére (voir figures [9.3] et

YA

VQV
<>

NZAN

P
>
-

SRS
o
%
B

A
AVA
>

JAVAVAN
YAVAVA
EEEE
<t
>
S

FIGURE 9.3 — Exemple de triangulation

F1GURE 9.4 — Exemple de situation locale interdite dans une triangulation

9.5.2 Opérateur d’interpolation sur K

On considére un élément fini (K, X, P) et une fonction v € CY(K) (une fonction continue quelconque définie
sur K). Alors il existe un unique élément p, € P tel que :

po(d@;) =v(d;), j=1..n (9.21)

(critére d’unisolvance.) A partir des fonctions de base (¢;)i=1,... n de I’élément fini il est immédiat que p,, est
défini par :
N
po(E) =Y 0(d@))p; (), VTeQ (9.22)

Jj=1

(le vérifier pour les ¥ = d@;.) D’ou la :
Définition 9.18 On appelle opérateur de P-interpolation sur X ’application :

Hg: COK) — P

v — Tl (v) = Ugwv (0.23)

ou IIxv est la fonction de P définie par :
N
io(@) = > v(d;)p;(F), VieK (9.24)

Jj=1

Et IIxv est appelé P-interpolé de Lagrange de v sur X.
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93 9.6. Eléments finis de classe C™, exemple Py

Et on a le théoréme d’interpolation :

Théoréme 9.19 Soient (K s ,P) et (K ¥, P) deux éléments finis affines-équivalents par la bijection F. Si il
est 'opérateur de p- interpolation sur E alors I'opérateur II de P-interpolation sur Y. est caractérisé par :

g(v) =HwoF)oF~' soit Hg(v)oF =M(voF) (9.25)

Preuve. On a

M (v) 0 F(2) = (ko) (F (@) = 32, v(F(@))) @ (F(@) = ¥;(v 0 F)(@;) 5(F) = Ti(v 0 F)(7). Ou encore :
Mio(F) = 32, 0(d@))ei(F) = ¥, (v F)(@;) §;(&) = T(vo F)(@) = Ti(vo F) o F~}(3),

Notation. On note v =vo F,ie., 0(Z) =vo F(%) pour tout Z € K. Ou encore v(Z) =vo F~1(¥). Et on
note, grace au théoréme précédent :

(v) = (%) = H(v) o F (9.26)

Soit v € C°(Q), soit T = UZ 1 K; une triangulation de 2 associé & une famille d’éléments finis (K;, ¥;, Py),
et soit IIxv € P son interpolé sur (K;,%;, Py).

9.5.3 Opérateur d’interpolation sur 7

Définition 9.20 On appelle opérateur de P-interpolation sur 7, ol interpolé, un opérateur IIj, : C°(Q) — Py
tel que :
Hh(v)‘K,i = HKi (’U), VK, €T (927)

Un tel opérateur qui est défini localement, n’est pas unique. On peut par exemple prendre un opérateur qui
doit discontinu entre deux K;, ou tel que IIj,(v) soit CY(£2), ou C™(Q) (quand c’est possible) :

9.6 Eléments finis de classe C™, exemple P

Définition 9.21 La famille d’éléments finis | J(K, X, P) a laquelle on a associé un opérateur d’interpolation IIj,
est dit de classe C™ pour m > 0 si on a choisi un interpolé II, tel que II,u soit de classe C™(€2) pour
tout v € C™ ().

Exemple 9.22 Eléments finis P;-continus : on prend une triangulation 7~ (maillage) du type de la figure
Sur chaque K de la triangulation, on prend ’élément fini (K, %, P;) ot ¥ est constitué des sommets de K et P;
est 'espace des fonctions affines.

On prend pour opérateur II;, 'opérateur dont I’image est donné par I’espace des fonctions continues ¢ :  —
R qui sont P; par morceaux, i.e. ¢ est continue sur et @k € P1 pour tout K € T.

On obtient ainsi une famille d’éléments finis C°. .

Remarque 9.23 Pour la famille de I’exemple ci-dessus, on note n, le nombre de points de la triangulation,
i.e., le nombre de points de Q qui définissent un sommet de K.

Une base de l'espace I1,(C°(Q)) (espace d’approximation des fonctions) est donnée par les fonctions
(0i)i=1,...,n,, fonctions chapeaux, qui valent 1 en un point @; du maillage, O sur les autres points d;, et qui
sont affines par morceaux, voir paragraphe

Noter qu’on n’aura pas a exhiber explicitement les fonctions de bases ¢; : elles seront données implicitement
par morceaux (sur chaque K ayant pour sommet le point @) par ¢;(Z) = 3i(F' (%)), out Fi est la bijection
affine qui permet de passer de KaK. .

9.7 Meéthode des éléments finis, exemple 2-D, éléments finis P,
9.7.1 Résolution d’un probléme elliptique aux limites approché 2-D

Soit € un domaine polygonal avec la triangulation 7 = U 1 Ki, les K; étant des triangles. On s’intéresse
au probléme du laplacien avec conditions aux limites de D1r1ch1et

trouver up € Vj tel que :

(9.28)
/ graduy,.gradvy, d§2 = / fop dSQ, Yop € Vi,
Q Q

ol Vi, C HE () est Iespace des fonctions éléments finis P;-continues, fonctions affines sur chaque K; et continues
sur €, qui de plus sont nulles sur 92 = T" (le probléme de Dirichlet est posé dans Hg (£2) et on suppose V, C H (£2)
(conformité)).
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94 9.7. Méthode des éléments finis, exemple 2-D, éléments finis Py

Ce probléme, étant vrai pour tout vy, € V3, est équivalent au probléme suivant :

trouver uy, € Vj, tel que :

. (9.29)
/ graduy,.gradp; d€) = / f i dQ, Vi=1,..,np,
Q Q

ou n, est le nombre de fonctions (chapeaux) de base, i.e. ici, le nombre de points intérieurs & €2 (les sommets
des Kj;).

On dispose de n, équations (pour ¢ = 1,...,n,), et les inconnues sont les n, composantes uy; de uy, sur la
base (©;)j=1,...n,

Tp
un(®) =Y un; ¢;(¥) (9-30)
j=1
Uh1
Le probléme consiste donc & résoudre le systéme matriciel (n, * n,) : trouver @ = tel que :
Uhn,,
[Rijl €= f (9.31)
fi
ott [Rij]1<i,j<n,, la matrice de rigidité, et f = | : | sont définis par :
frp

Ry = / grade;.grady; d)
@ (9.32)

fi= [t
Q

9.7.2 Calcul des fonctions de base

On appelle éléments finis Pj-continus, ou plus simplement P, la famille d’éléments finis de classe C° du
paragraphe précédent. L R

L’élément de référence est (K, X, Py) avec K de sommets (0,0), (1,0) et (0,1). Les fonctions de base sont
définies par :

1
$2(71,72) = 71 (9.33)

Notons (K, X, P;) un quelconque des (K;,%;, P1) ou K a pour sommets les points A = (ay,az2), B = (b1, b2) et
C = (¢1,c2). L’application affine Fi permettant de passer de (K,X, Py) a (K,X%, Py) :
1 - -~ ~ A Fig(Zy,72) 1Ty + fiTa +m
=T = Fg(¥) = Fx(Z1,22) = POAS = ~ Py 9.34
(xz) (%) (@1, 72) <F2K($17$2) Q21 + Pola + 72 (9:34)
(6 inconnues) est définie par (6 équations) :
b
ﬂ@mh{“).m@m=<ﬁ,ﬁwmw=fﬂ (9-35)
ag bg C2
On trouve :
r1 = Fr1(Z1,22) = (b —a1)71 + (¢1 —a1)Ta + a R R
1 Kl(/\l A2) (b1 1)A1 (c1 1)A2 1 =A+x1z@+x2ﬁ (9.36)
To = Fro(T1,72) = (by — a2)@1 + (c2 — a2)T2 + a2
(On vérifie que les fonctions affines F transforment bien les fonctions de base @;(Z1,Z2) en des fonctions de
base P les ¢;(x1,22).)
La matrice jacobienne de la transformation, matrice représentant dF'x, vaut :

(8 88) = cmp=(bzo 2oo)=((@) () o

by —a Co—a
o s 2 2 2 2

Et le jacobien de la transformation, déterminant de la matrice jacobienne, vaut :

Jr = (b1 —a1)(c2 — az) — (b — az)(c1 — ay) (9.38)
d’ou
\Jx| = ||AB A AC|| = 24 (9.39)

ot A est laire de I’élément triangulaire K.
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95 9.7. Méthode des éléments finis, exemple 2-D, éléments finis Py

by —ay Cla1> (fl) <a1>
o~ + ,
b2 — Qo Co — a2 ) as
c2 — a3 —(c1 —a1) T —ay
—(bg — CLQ) b1 — a1 ’ To — Qg ’

1 (ca —ag)x1 + (a1 — 1) X2 + cras — caay

T I
T _ g = L , (9.40)
( ) K@ Ji \ (az —ba) &1 + (b1 — a1) w3 + bpar — braz

Comme on a :

on a immédiatement :

P

) 8)

N

~_

I

<

| =

—

ie.:

soit :

= Jl (@A AC — OA A OCY,

Jk

1 (9.41)
= (—ZAAB+OAAOB).
K
9.7.3 Calcul d’intégrales, assemblage
Il s’agit de calculer des intégrales du type :
/ (&) dQ (9.42)
Q

qui sont les prototypes pour les calculs de [, ¢;(Z) (%) dQ et de [, grady;(Z).gradep; (Z) dS2.

On commence par écrire :
/Q f@)da="Y" /K f(&) dK (9.43)

KeT

L’opération qui consiste & sommer les intégrales élémentaires |, . est appellée assemblage. L’algorithme est
similaire au cas 1-D donné paragraphe
9.7.4 Calcul des termes élémentaires

Pour calculer [ x f(Z) dK, on se raméne & I'élément de référence par changement de variables :
[ s@ar = [ fEe@) @) ak (9.44)
TeK Zek

ol Jx est le déterminant de la matrice jacobienne de Fi. Pour les éléments finis triangulaires, Jg (%) = Jg est
indépendant de Zet :

f(xl,xg)dK: /A Af(FKl(ZC\17fE\2)7FK2(ZU\17ZE2))|2A| df? (945)
TeK TeK
Exemple 9.24 Par exemple on obtient pour les fonctions de base :

PO ~ A
@i(xl,l‘g) dK = o @ig(l‘la 132) ‘2A| dK = § (946)
TeK TeK

ot A est l'aire de K, et i l'indice 1, 2 ou 3 de la fonction de base de I’élément de référence correspondant au

nceud ¢ par 'application F'. ==

Exemple 9.25 Pour la matrice de masse :

9 i~ A ~ A
/ o3 (z1,20)dK = | cp??(xl,xg) [2A] dK = n (9.47)
TeK ZeK
et pour i # j :
AN~ A ~ A
pi(z1,22)pj(x1,22) dK = | i (T1,T2) Py (T1,72)[24] dK = — (9.48)
FeK FeR 12
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96 9.7. Méthode des éléments finis, exemple 2-D, éléments finis Py

Pour calculer f % BafT(gf) dK, on commence par écrire par exemple :

F(&) = g(@) = (g0 F")(@)

ol g= foFk,et
Of _ 99 08 09 05 _ 09 O(F) , Oy O(Fg):

Ox, 0% 0z 02201, 0T Or 07y Oy

Et 'intégrale élémentaire vaudra :

O1(®) 15 — O(f o Fi)(@) 0(Fg 1 () | 0(f o Fi)(@) 8(Fc")a(@) _
/K 8x1 K = %GIA([ (9:/17\1 gxl + (r“)fb'\g gl'l ]|JK|dK

soit, dés que K et K ont la méme orientation, |Jx| = Jx et avec (9.40) :

01 (@) A(f o Fi) (@) (f o Fi) @) _
K = 2R ey — oajorg)), e
/Z;GK 8961 d %GR[ affl (C2 a2)+ 8{/1,'\2 (CLQ b2)]d
Exemple 9.26 Par exemple, avec (9.33) :
0p1(Z) (o _ 053, L@@, oo
/fEK e W= ) Tam, (e et map (a2 bl dR
b2 — C2

- / [—(ca — az) — (as — bo)] dR =

FeR

A Op2(Z) _ cx—ap O3 (T) _ ax—by
De méme, fi‘EK oz dK = 2 ’f:f:‘eK 0z dK = 2 » et

01 (%) _ ca—=b Op2 (%) _ a1—c Op3(T) _ bi—ay
ffeK Oxo dK - 2 ’ ffeK Oz dK - 2 ? ffEK Oxo dK - 2 .

Exemple 9.27 Et :

IBC|? .~ |IBC|?

/feK A ez I A
AC|? ~ AC|12

/ gradyps.gradps dK = 4| dK = (£

TeK ek JK 4A

2 2
/ grades.gradps dK = ||EH dK = ||@H
JKi 4A

TEK Tek
et
AC.BC
/ grady, .gradgs dK = —
FeK aA
BA.CA
/ gradys.gradps di = — ¢
FeK A
AB.CB
/ gradp.gradps dK = — ABCB
TeEK 4.A

9.7.5 Calcul des termes de bord

(9.49)

(9.50)

(9.51)

(9.52)

(9.53)

(9.54)

(9.55)

La prise en compte des conditions aux limites de Neumann (ou de Dirichlet sous forme faible) demande le

calcul de :

/F 9(#)d,

ou g est une fonction intégrable. On suppose que I' est une ligne polygonale. Soit un segment AB composant
cette ligne. Soit 7 : [0,1] — R? le paramétrage donné par 7(t) = A +tAB. On a dif(t) = 7'(t)dt = ABdt et

I’élément de longueur est donné par dl = |AB|dt ou |AB| est la longueur du segment AB. On a

B 1 1
/ o(#)dr = /t:og(’"“” |AB|dt = |AB| /tzogo«(t))dt.

A

Cas g(Z) = p;(Z). Sii est indice d’un point intérieur a €2, alors ¢, est identiquement nulle sur I" et I'intégrale

est nulle.
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Si i est l'indice d’un point A du bord, dans fF g(Z) dT" seuls les termes ff (&) dT" pour A, B sur le bord
adjacents a A; sont (éventuellement) non nuls. On a par exemple

1 1 R

B
/ oi(@)dl = |AB| | i) dt = |AB| [ Gi(Ft))dt
A t=0 t=0

5 t " S .
ou 7(t) = (O) = té} avec €; premier vecteur de base.

On doit prendre B est “ juste aprés” A dans le sens trigonométrique (car T' est parcouru dans le sens
trigonomeétrique), et on a les deux cas, lorsque le bord est en bijection avec le coté ((0,0),(1,0) du simplexe de
référence : avec @; qui vaut 1 en A et 0 aux autres sommets :

B 1 1
~ 1
/ %(f)drzmm/ @l(F(t))dt:\AB|/ (1—t)dt = S4B,
A t=0 t=0 2

et avec @; qui vaut 1 en B et 0 aux autres sommets :

B 1 1
~ 1
/ @i(7) dl' = |AB] / P2(7(t)) dt = |AB] / tdt = ;|AB|.
A =0 t=0 2

Exemple 9.28 Montrer que :
1 L
—|AB| sii=jet?
B 3
/ @i(Z)p; (£) dl’ = é|AB| siijet?

0 sinon

8

9.8 Un résultat d’approximation et de convergence dans les Sobolev
9.8.1 Un résultat d’approximation dans les Sobolev : cas ) = K

Le but est de mesurer a priori l’erreur commise en approchant le probléme posé dans V' en un probléme posé

dans Vj, (dans les exemples donnés V C H'(Q) et Vj, = P;). On rappelle que I’erreur est majorée comme :
_ llall
[lu—uplly < " d(u, V) (9.56)

On s’intéresse donc ici & la valeur de d(u, V3,) = infy, cv;, ||u — vn||v-

On regarde d’abord le cas d’un élément fini (on verra ensuite le cas d’une famille d’élements finis) : soit
Q tel que Q = K, ou K est le domaine d'un élément fini (K, Xy, Pi), avec la notation usuelle P, = ensemble
des polynomes de degré inférieur ou égal a k. Il est usuel de se servir de 'opérateur d’interpolation : i : v €
C%K) — v = vy € Py, ot par définition vy, (a@;) = v(@;) en tout point du treillis Y.

L’équation donne en particulier :

a
= ety < 20—l (957)

et on aura borné a priori U'erreur ||u — up||y dés qu’on aura ‘mesurer’ ||u — IIxul||yy (méme si on obtient pas le
résultat optimal).

On note |.|gm (k) la semi-norme définie sur H™(K) & I’aide de son carré par :

dlely
2 m = 2dQ :
V] (K) E /Q| 33:0“ (9.58)

aeN” |a|l=m

(Par rapport a ||.||g= on ne garde que les termes de dérivation d’ordre m.)

Et on rappelle que I’espace quotient H™(K')/ P, est ’ensemble des classes d’équivalences v = {v+p: p € P;}.
Cet ensemble permet de caractériser les fonctions définies & un polynome de degré ¢ prés : deux fonctions v et
w qui sont telles que v — w est un polynoéme de degré ¢ appartiennent & la méme classe. Cet espace est normé
a ’aide de la norme quotient, si v € ¥ :

{6l iy = 0t [0+ pliam (959

On rappelle que H™(K)/P; est I’ensemble fondamental quand on veut non pas comparer deux fonctions mais
comparer leurs dérivées d’ordre £+ 1, car ces dérivées sont indépendantes de la partie polynomiale de degré < ¢
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(dont la dérivée a l'ordre £ est nulle) de ces fonctions. En ce qui concerne les problémes elliptiques du second

ordre, on regardera en particulier les espaces H™ /P, i.e. les espaces de fonctions ou les fonctions sont définies &

une constante prés, une constante n’intervenant pas dans le calcul de |[u — unl| 2 (o) = ||gradu — gradus |12 (q)-
On admet alors le théoréme suivant :

Théoréme 9.29 Pour K partie compacte connexe réguliére de R™, la semi-norme |.|ge+1 (g définit une norme
sur H*t'1(K) /P, équivalente & la norme quotient |[[|ze+1 (k). En particulier :

de>0, VYve H€+1(K)/Pg, Yv € 0, ||1}||H@+1(K)/Pg < C|’U|He+1(K) (960)

Preuve. Admis, voir par exemple Raviart—Thomas [14]. Démonstration a l’aide de l'injection compacte de
HY(K) dans L?(K), voir cours de 3éme année.

(Intuition pour la validité de ce résultat : la norme de ¢ est indépendante de tout polynéme d’ordre ¢
contenue dans v et “donc” (!) de toutes les dérivées d’ordre inférieure ou égal & £. Mais le “donc” n’est pas du
tout trivial.) un

On en déduit le théoréme suivant, avec k£ degré maximum du polynéme d’interpolation de Py :

Théoréme 9.30 II existe une constante cx qui dépend de I'élément fini (K, Xy, Py) telle que, si k > 1 :

v —go||r2 < ek |v| et
o € HM(K), I K| 12(k) < ek || gy (9.61)
||grad(v — HKU)”L?(K) <cg |'U|Hk+1(K)
et de maniére plus générale, pour tout m € N tel que0 <m <k+1:

Yv € Hk+1(K)7 ||U_HK'UHH"L(K) < ck |U|Hk+1(K) (9.62)

Preuve. En effet, v — lIxv = (v + p) — g (v + p) pour tout p € Py (puisqu’alors p = Ixp). D’ou :
||”—HK'U||HW(K) S01||U+p”Hk+1(K), Vp € Py (9.63)
ot ¢1 = |[I = Px||p(mr+1(k),mm(K))- Cela a un sens dés que k+1 > m. Il suffit d’appliquer le théoréme précédent
pour obtenir le résultat. .

9.8.2 Résultat d’approximation : cas () = K affine équivalent a K

On se fixe un élément fini (K, Xy, P;) qu’on suppose affine équivalent a ’élément fini de référence (IA(, f]k, Py).
On note Fx = F': K — K Dapplication affine correspondante, qu’on écrit sous la forme :

i=F(@)=Br+¢ (9.64)

avec donc B matrice inversible d’ordre n (matrice 2 * 2 dans R?).
On note :
hx = diamétre de K

9.65
pr = rondeur de K ( )

ol hi est le diamétre du cercle circonscrit & K (plus petit cercle contenant K) et px le diamétre du cercle
inscrit dans K (plus grand cercle contenu dans K).
On a alors (avec ||B|| = sup HB%H) :
17/1=1
1Bl <2 py < 2K (9.66)
PR PK

1 ~ ~
En effet, ||B|| < — sup ||BZ||, et B étant linéaire, SUP)| 2, ||BZ|| < hx par définition de hg, puisque
K ||@|=pg “
B(y — &) < hg dés que ||§ — 7]| < pz (avec ici j = 0 € K).
On a alors le résultat d’approximation a priori suivant :
Théoréme 9.31 Il existe une constante C' qui ne dépend que de I'élément fini de référence (I?7§Jk,Pk) telle

que :
lv = ko] |2y < C R 0] o (i

Yo e HA YK, kt1 (9.67)
||grad(v — HKU)HL?(K) S C DK ‘7.)|Hk+1(K)
et de maniére plus générale, pour tout m € N tel que0 <m <k+1:
hk+1
VUGHk+1(K), ||'U*HK’UHHW(K) <C pjfn |U|Hk+1(K) (9.68)
K
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Preuve. Admis, voir par exemple Raviart-Thomas [14]. Idée : par un premier changement de variable on
trouve :

1 “1im i~ =
lv — Hgv|gmy < c1 (|det B))? [|[B7Y| [0 — k0] ) (9.69)
N— ——

<e [0l gkt (®y

De méme on aura : )
0] s 2y < €2 (| det BTH)2 (| BI[**! o] gies ) (9.70)

d’ou avec le théoréme d’interpolation précédent :

k+1
|U—HK’U|Hm(K) <c(K,m,k+1) plf}(i ‘1}|Hk+1(K) (9.71)
ol c(IA(, m, k + 1) est une constante qui ne dépend pas de F. un
En particulier, il vient pour une interpolation par des éléments finis Py, sachant que ||ul|g = (|ul?: +
|\u||%2)% < |u|gr + ||ul|r2 (les normes étant positives) :
hk
Vo e H(K), |l —gvllmu) < O(hK+7)hK vl 12 (k) (9.72)
K

et Cp, =C(hg + Z—I’j) restera borné & condition que Z—g reste borné : il ne faut pas que les mailles s’aplatissent.

9.8.3 Maillage régulier et convergence de la méthode des éléments finis
Définition 9.32 On dit que le maillage est régulier ou que la triangulation est réguliére si :

h
Jo >0 (rapport de forme) tel que VK € T K <o
PK

Cette condition interdit les mailles triangulaires trop ‘aplaties’ (interdit les triangles presque dégénérés).
On déduit alors du théoréme précédent :

Théoréme 9.33 Si le maillage élément fini est régulier, alors il existe une constante C indépendante de h telle
que, pour une interpolation par des éléments finis Py, de classe H*()) :

lv = Thol[p2(0) < CAF ] ger

Yo € H*1(Q), { (9.73)

||grad(v — HhU)HL2(Q) < C hk ‘U‘Hk+l(g)

et de maniére plus générale, pour tout m € N tel que 0 < m < k + 1, pour une interpolation par des éléments
finis Py, de classe H™(Q)) :

Yo e HFYYEK), o — Ipv|| gy < CHEFP 0| g ) (9.74)
En particulier, il vient pour une interpolation par des éléments finis P :
Yo € H*(K), [[v = TThvl| o) < Crh|v| g2y = O(h) (9.75)
o1 C est une constante indépendante de h. Et pour des éléments finis P; :
Yv € H*(K), |[v — TIvl| 1) < Co h? o] g2y = O(R?) (9.76)

ou (5 est une constante indépendante de h.

Preuve. C’est un corollaire du théoréme précédent. Démontrons par exemple la deuxiéme inégalité de ((9.73) :
par linéarité de ’intégration on a :

zrad(v — T0)|[2(q) = [ llgrad(v — TT0) |2 d2 = 3 /K llerad(v — )12, dK
K

k+1

h
= > llgrad(v = T0,0)[[F2 sy < D C% (K [0l i) (9.77)
I% I PK

< Y CP 0 (W) [olfas sy < CP 0 h* Y [0l )
K K

ot h = maxger(hi), ce qui est le résultat souhaité. La démonstration générale est laissée au lecteur. .
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Remarque 9.34 Dans le cas des éléments finis Py, si la solution u du probléme a(u,v) = ¢(v) pour tout v € V'
est H?(Q) réguliére, alors si le maillage régulier est raffiné 2 fois, I’erreur faite sur u en calculant uy, est divisée
par 2.

Dans le cas des éléments finis P, si la solution u est H?(Q) réguliére, alors prendre un maillage deux fois
plus fin divise 'erreur par 4. Cependant la matrice de rigidité a une plus grande largeur de bande et le calcul
cotite plus cher dans un premier temps (avant raffinement, éventuel).

Par contre, si la solution u est seulement H?(€2), lerreur ||gradu — gradus||2(q) est seulement bornée par
Chl|ul|fr2 (a priori), et il n’y a pas de gain avec les éléments finis P, par rapport & une approximation par des
éléments finis P;. un

Remarque 9.35 C’est un résultat de convergence a priori : on sait a priori que la méthode des éléments finis
converge si on prend un maillage régulier.

On dispose également de résultats de convergence a posteriori permettant entre autre de construire automa-
tiquement des ‘maillages adaptatifs’, maillages qui sont raffinés 1a ot l'erreur (calculée a posteriori) est la plus
grande. Voir par exemple Verfurth [21]. on

A Quelques rappels sur les formes et applications linéaires continues

C’est ’aspect normé des espaces vectoriels qui nous intéresse ici.
On notera K le corps R des réels ou C des complexes, et les espaces vectoriels considérés sont definis sur le
corps K.

A.1 Application continue

Uune application f d’un espace vectoriel normé (E, ||.|| ) dans un espace vectoriel normé (F, ||.||7) est continue
en xg € F lorsque :

Ve>0, dIn>0, VzeE, |lz—xllpg<n=|f(z)— flz)llr <e.

Ou encore, si limy_,4, ||f(x) — f(x0)||F =0 dans R, i.e. si f(x) —y—q, f(x0) dans F.
Et une application f est continue sur F si elle est continue en tout point x € E.

Remarque A.1 La continuité dépend de la norme choisie (en dimension infinie, toutes les normes ne sont pas
équivalentes, voir remarque [1.21]). un

Remarque A.2 La continuité peut étre plus facile & visualiser si on pense & ce qu’est une fonction discontinue
(‘qui a un saut’) : une fonction est discontinue en un point xq si :

>0, V>0, Fxe€E, |z—xllg<n et |f(x)— flxo)llr>ec.

A.2 Applications et formes linéaires

On se donne deux espaces vectoriels F et F' sur un méme corps K.
On rappelle qu'une application L : E — F est linéaire si, pour tous x,y € E et tout o € K :

L(zx +y) =L(z) + L(y), et L(az)=al(z).

Une forme linéaire ¢ sur un espace vectoriel E est une application linéaire a valeurs dans K : ¢ : F — K.
Dans la suite on se contentera de rappeler ce qui se passe lorsque le corps K = R.

A.3 Forme linéaire continue et sa norme

On se donne un espace vectoriel normé (E, ||.||g). On prouve (le faire) qu’une forme linéaire ¢(.) : £ — R
est continue si elle est continue au voisinage de 0, ou encore si elle est bornée sur la boule unité, ou sur la sphére
unité :

Je>0, YweE, |£w)|<cvle.
Cela s’écrit encore : v
Je>0, sup L(—
ozver |[vlle

) <e.
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Quand ¢ est continue, on note ||¢||g- € R la plus petite des constantes ¢. Donc :

[l€)|zr = sup 4(+——)= sup |¢(v)]. (A1)
0#£vEE o]l e Mﬁf:l

Cette constante dépend de la norme choisie dans F. Quand il n’y a pas d’ambiguité, on note simplement
[1€]| & = ||¢]]- Donc ||¢|] € R est la plus petite constante telle que :

VoeE, [(@) <l v]le- (A.2)

Remarque A.3 Lorsque E = R"™ (dimension finie), on peut représenter ¢ par un vecteur @ tel que (théoréme
de représentation de Riesz) :

V¥ € R, (7)) =a'.@d = (a,7)s
ou (@, @), = Z?:l ajz; est le produit scalaire (euclidien) de R™ et @' = (ay,...,a,) est la matrice ligne 1*n
ay
transposée de la matrice n*1 colonne : représentant le vecteur @ dans la base euclidienne. (Pour la
Qn

démonstration, voir paragraphe )
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne |£(Z)| < ||d||2 ||Z]]2, d’oi, la norme choisie sur R™ étant la norme

euclidienne :

1] = [lallz =

(< immeédiate et égalité pour T = H%H) un

A.4 Normes sur R"

On peut démontrer que toutes les normes sur R™ sont équivalentes (cas de la dimension finie). Les plus
T
usitées sont, si T = : est la notation générique d’un vecteur de R™ dans la base canonique :
Tn

1. La norme euclidienne qui dérive du produit scalaire euclidien (Z,4) = Y"1 | z;y; :

(A.3)

La boule unité correspondante est représentée par une boule (!).

2. La norme de la somme : .
|21 = Z |4 (A.4)
i=1

La boule unité correspondante est représentée par un ‘losange’.

3. La norme du sup :
1#lloc = mix(f) (A5)
La boule unité correspondante est représentée par un cube (ou un hypercube).

Donnons des constantes permettant de montrer que ces normes sont équivalentes. D’une part :
[1Z]]2 < [1Z]]1 < v/nl|Z]2
En effet, 'inégalité de gauche provient de ||Z][3 = >0 27 <[>0, \x¢\|2. Et I'inégalité de droite provient de
l'inégalité de Cauchy—Schwarz (le produit scalaire est inférieur au produit des normes) :

n 1 ‘I1|

1 =Y (Llail) =

i=1 1

|2

D’autre part :
1Z]|oe < (121 < n||2][o

(trivial.)
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A.5 Application linéaire continue de F dans R"

Soit (E,||.|]|g) un espace normé et L une application linéaire de E dans R™. On note :

81 (U)
L:ve E= L(v) = e R",
n(v)
les ¢; étant des formes linéaires de E dans R pour i = 1,...,n (trivial).

On dit que L est continue de E dans R™ si :
Je>0, YveE, |[LO)lg <c|p|le
ol ||.||r» est une norme dans R". On note ||L|| la plus petite constante ¢ satisfaisant a cette inégalité :

||LH _ sup ||L(U)||Rn
v#£0, vEE HU”E

(A.6)

Elle dépend de la norme choisie dans E et de celle choisie dans R”.
Cas E =R™ : Si chaque ¢; est représentée par le vecteur a; :
0(%) = at.x, v¥eR™,

et si on se donne une base de R™, notant @; = (a;;) et £ = (x;) les composantes respectives de d; et Z dans
cette base, on a :

m
é;(f) = Za,‘jl‘j, VT € R™.
j=1
Donc, pour tout £ € R™ :
L(f) =AZeR" ou A= [aij]lgign,lgjg'ﬂr (A?)

L est une application linéaire de R™ dans R™ qu’on peut représenter par une matrice A = [a;;], chaque ligne
correspondant aux formes linéaires /;.
Et :

IL@)]]2 < (| D 6@ <
=1

el 12112)2 < (| D2 11611 11212
= i=1

i=1

D’ou, pour £ # 0 :

L@l 5,

IR

|L]]2 = /Z%f (A.8)

(norme de Frobenius) et on obtient I'inégalité utile :
LI < [IL]]2 (A.9)
(Il n’y a pas égalité en général, prendre L = I identité de R™ : ||I|| =1 et ||I]]2 = v/n.)

On note :

A.6 Valeurs propres de matrices

On se donne une application linéaire L de R™ dans R™ et on se donne une base (€1,...,¢€,) de R™ et une
base ( fl, ceey f;L) de R™. On peut alors associer une matrice A & L, cette matrice étant définie par les valeurs
des L(&;) sur la base (f;) (une application linéaire est parfaitement définie par les images des vecteurs de base) :
on pose, pour tout 7 =1,...,m:

L(%) = Zaijﬁa
=1

et la matrice A est la matrice n * m des [a;;]. En particulier la j-éme colonne (a;;)i=1..n est 'image de &;
(j-éme vecteur de base). Et un vecteur & s’écrivant & = Z;nzl xj€;, on obtient :

Une matrice A étant donnée, un scalaire A est valeur propre ssi la matrice A — A\I n’est pas inversible, i.e. si A
est tel que det(A — AI) = 0. (En particulier si A n’est pas inversible, alors A = 0 est valeur propre.) Et si A est
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103 A.6. Valeurs propres de matrices

valeur propre, alors il existe ¥ # 0 tel que (A — AI)¥ = 0 (ou encore ¥ et 0 ont méme image et donc A — AT
n’est pas injective, et donc n’est pas bijective). Donc, & une valeur propre A est toujours associée un vecteur
propre U :

A valeur propre <= 30 # 0: AU = A\U.

La matrice transposée de A est la matrice B définie par :
V(@) ER" xR™, (Bf, D) = (7, AT)pn

On note B = A!. Noter que B est connue si on connue dés qu’on connait I'image des vecteurs de base (B E), et
on vérifie immeédiatement que si A = [a;;] (matrice n * m) alors A® = [a;j;] (matrice m x n).

Une matrice est symétrique quand m = n et quand A* = A. On rappelle que quand une matrice est réelle
et symétrique, alors cette matrice est diagonalisable dans une base orthonormeée :

H(Ai)l,...,n S R, H(Ui)l,..‘,n cR™:

A symétrique réelle =
Y d VZ,] = ].,...,’fL7 ('Uivgj)]Rn :5ij et A'l_}tL :Azﬁl

(Voir par exemple Strang [19].) On peut alors écrire :
D=P AP

ot P est une matrice orthonormée (dont les colonnes sont des vecteurs deux & deux orthornormée) et D une
matrice diagonale, de termes diagonaux les valeurs propres. Ayant AP = PD, il est immédiat que les colonnes
de P sont formés des vecteurs propres de A : en effet, pour un produit matriciel AB, si les Ej sont les vecteurs
colonnes de B, il est immédiat de vérifier que la matrice AB a pour colonnes les vecteurs Al;j.

Et on a, pour A matrice symétrique réelle de valeurs propres les \;, avec ||A|| = supy <y |[AZ]] :

4[] = max ().

En effet, si (U;) est une base orthonormale formée des vecteurs propres de A relatifs aux valeurs propres A;,
alors décomposant un vecteur & € R" sur cette base comme & =} z;9; un calcul immédiat de supy;z <1 [|AZ|

donne le résultat.
1 1

0 1 ), et le vecteur

Par contre, ce résultat est faux si A n’est pas symétrique : considérer la matrice A = <

V2
De plus si A est une matrice positive, i.e. telle que :

5
unitaire ¥ = - (1) pour lequel on ||AF]|| = \/; > 1.

V7 € R", (AZ,7) > 0

Alors toutes ses valeurs propres sont positives : prendre un couple “valeur propre — vecteur propre” noté (A, %)
qui donne 0 < (A7, %) = \||7]|°.

Exemple A.4 Montrer que :

A symétrique positive = Hiﬂf (A%, %) > nlai (N\i)-
Zl|=1 i=1,...,n
Réponse : notant Q@ = P~' = P!, on a (A%, %) = (Q'DQZ, Z) = (DQF, QF) et notant § = QF il vient (AZ,T) =
>, Aiti. Comme @ est une matrice orthogonale, on a ||| = 1 dés que ||Z]| = 1 et I'inf sur les ||Z|| < 1 est donné par
linf sur les ||7]| < 1, d’ou le résultat. un

Exemple A.5 Montrer que pour une matrice A quelconque ||A|| = SUPHfH:LHzJ:lII(Af’ 7J)rn- Et que si A est
symétrique alors [|A|[ = supj z=; (AT, T)g~.

Réponse : & T fixé, SuP|\g:1|\(Af» 7J)rn est donné pour § = ﬁ (appliquer Cauchy—Schwarz et montrer que le y
proposer donne I'égalité), et donc sup;_;|(AZ, §)rn = [|Az||. Comme ||A|| = sup)z - ||AZ]| on a le résultat.
Puis si A est symétrique :
4AZ§) = (A(@+ 1), T+ 7) — (AF - 9),7—9)
avec ||Z + 4] + |17 — 711> = 2(||17]|* + ||7]|*) (identité du parallélogramme). D’ot :

. SR +9 T+y o 2 T—7 -7
4(AZ, ) < 2(A(-L — 77
< 2([211° +11g11) Sup (A7 Z)en.
D’oit le résultat. un

103



104

Exemple A.6 Montrer que pour une matrice A quelconque, ||A|| = /||AtA]|, et A'A étant symétrique, en
déduire que ||A|| = max;—1._n(v/Ai), les \; étant ici les valeur propres de A'A.

Réponse : on a ||AZ||> = (AT, AT) = (A'AZ, ¥) avec A'A symétrique, d’oil avec I’exercice précédent, ||A||*> = ||A*A].

Exemple A.7 Montrer que pour A matrice quelconque, on a min(AZ, Z) = min(3(A + A")Z, 7).

Réponse : on a (3(A+ A"Z, %) = 3 (AT, Z) + 3 (A'Z, &) = 3 (AT, T) + 3 (T, AT), et le produit scalaire étant symétrique,

on en déduit le résultat. e

Remarque A.8 On aura besoin de calculer [[A[| et minjz<i(AZ,Z). Si on dispose d’'un code de calculs de
valeurs propres, on pourra s’en servir pour appliquer les résultats des exercices ci-dessus. Sinon, soit on calculera
ces valeurs de maniére exacte, soit, si ces calculs sont un peu long, on pourra se contenter d’estimations : par

exemple, pour la matrice A = ((1) 1), on pourra utiliser simplement : |[A[| = sup)z=1 ||g=1) (AT, ¥), avec
(AZ,Y) = (z1 + x2)y1 + x2y2 = (z1y1 + 22y2) + x211 < 2||Z]| ||7]|, donne ||A|| < 2. Ce calcul est trés rapide,
alors que le calcul des valeurs propres de A'A est facile mais plus long. un

Exercice A.9 Montrer que si A est symétrique, i.e. AT = A, si A\ # p, si & et 4/ sont vecteurs propres de A de
valeurs propres respectives A et p, alors & L /.

Réponse. On a (AZ,y) = (&, Ay), dou A\(Z,7) = (T, 7), dou (Z,7) =0si A # p. un
Exercice A.10 Montrer que si A est symétrique réelle, alors A est hermitienne.

Réponse. Soit B =iA. On a BT = —iAT = —iA =7A car A est réelle, et BT = B : B est hermitienne. ==

B Rappels d’intégration

B.1 Intégration de fonctions rationnelles

1 - Dans R, l'intégrale fol r®dr est convergente si et seulement si o > —1.

2 - Dans R”, si r = |7 est la longueur de & € R, et notant By = {r < 1} la boule unité, l'intégrale [, r*dr
est convergente si et seulement si a > —n.

Pour le prouver, on se raméne au cas précédent par changement de variable : on passe en coordonnées

sphériques pour obtenir : )
/ rdr :/ / ror™Ldr dl
Bl aBl 0

B.2 Intégration par parties dans R

qui converge dés que a+n —1 > —1.

Dans R, pour une fonction f dans C*(R,R) on a :

b
/ @) de = (= £(b) — F(a))

Pour des fonctions f et g dans C*(R,R), sachant (fg)' = f'g + fg’ on en déduit :

b b
/ £ (2)g(x) da + / @) (@) dz = [fglt (= FB)g(b) — F(a)g(a))

souvent utilisé sous la forme :

b b
/ £ (@)g(x) da = [fg)’, - / f(@)g (z) da

104



105 B.3. Opérateurs différentiels usuels dans R"

B.3 Opérateurs différentiels usuels dans R”

Soit (€;) une base euclidienne dans R™. Soit 2 un ouvert dans R”.
CH{Q,R) — C°%Q,R")

f N v > est défini par, pour tout ¥ € €,

L’opérateur gradient V: (

n f o (7)
f(@) = Z a; (D)6 €RT, V(@) = :
= 5 ()
(Ici f est une fonction & valeurs scalaires).

Cl(Q R") — CQ, R)

L’opérateur divergence div : ( f — div f

> est défini par, pour tout & € €,

(Ici f est une fonction & valeurs vectorielles).

2
On rappelle que 'opérateur laplacien A : (C (

(Ici f est une fonction & valeurs scalaires).
Et pour 2 borné et 1-régulier de frontiére I' (" est compact et localement représentable par une fonction C1),

. (I'— R”
on note 7 : (:E - (@) la fonction vecteur normal extérieur (ou sortant) & Q en Z € I'. Quand 7 = ), n;é;,

sa i-éme composante n; est appelée le i-éme cosinus directeur.
Pour Z € Q et ¥(Z) € R™ un vecteur en Z, on définit aaﬁ CHQ,R) — C°(Q,R) par :

of o e JE A RU(E)) — f(@)
550 = V(&).5(F) (= lim " ).

Donc %(m) est la dérivée de f en ¥ suivant la direction ¥(Z). En particulier on note ai =déf 9 1a dérivee

dans la direction ¢;.
En particulier, pour Z € I' = 09 :

B.4 Intégration par parties dans R”

Dans R”, pour un domaine borné 1-régulier Q de frontiére I', pour une fonction f dans C'(Q,R), on a le
théoréme de Green :

8:61 (%) dQ = /f (B.1)

Cette formule indique que la variation dans la direction ¢ de f est égale au flux qui s’en échappe dans la
direction i (formule usuelle de conservation). Pour des fonctions f et g dans C*(2,R), on en déduit :

L§i<>5dg+/f 8gfd§2 /f 1y ()T,

souvent utilisé sous la forme dite d’intégration par parties :

ggfz g(Z) dQ = / f(@ 7)dl — / f(@ azz . (B.2)

Attention, ne pas oublier le i-éme cosinus directeur n;(z) (toujours < 1) : lintégration dans la direction ¢
dans R™ se comporte par analogie avec le cas de l'intégration dans R comme une intégration sur une portion de
surface unitaire orthogonale a la direction i. Or I' n’est pas en tout point une surface orthogonale & la direction
¢ (on a supposé €2 borné). Et donc, I'unité de surface qu’il faut considérer est n;(Z) dI" et non dI'.
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On en déduit la formule de la divergence ou formule de Gauss ou formule d’Ostrogradski, pour f € CHQ,R"):
/ div f(%) dQ = / F(Z).7i(Z) dT. (B.3)
Q r

Et, pour f € C?(Q,R") :

nao = [ 9z = [ V{(@).A&
| ar@da= [ Z@ar - [ 9@

Et, pour f,g € C1(Q,R) :

of

pan

/Q Af(8)g(T) — f(F)Ag(T) d2 = (#)g(%) — 5~ (Z) f(£) dT (B-4)

Exemple : dans R? sur le trapéze Q) délimité par les points ((0,0), (10,0),(9,1),(0,1)) appliquer la formule
d’intégration par parties pour i = 1 pour la fonction u(z,y) = 1 puis pour la fonction u(z,y) = y(1 — y).
Faire un dessin. Si on oublie ny on montre que v/2 = 1.

Ces fonctions correspondent a la formule de conservation de la masse donnée par la formule de Gauss pour
le vecteur vitesse ¥ = (u,0) correspondant a ’écoulement d’un fluide dans un tuyau horizontal avec ou sans
frottement (appliquer directement la formule de Gauss (B.3)) pour retrouver ce résultat). Et la conservation de
la masse ne dépend pas du fait que les extrémités du tuyau €2 soient orthogonales ou non au tuyau.

C Triangulation et relation d’Euler—Poincaré

(Ce paragraphe a été pris dans le livre de Nédélec [13] pages 104-105 auquel on renvoie pour les démonstra-
tions complétes.)

Si Q est un domaine polygonal de R?, on dit que (2 est partitionné en triangles si Q = JI_, T}, ou les T;
sont tous des triangles compacts tels que T, ﬂilo’j =0sii#jet T désigne 'intérieur de 7.

On appelle triangulation de © une partition de 2 telle que pour ¢ # j, T; ()T} est soit égal a (), soit égal a
un coté tout entier de T; et T}.

Proposition C.1 Soit une triangulation | J;__, T; donnée de Q2. On note n; le nombre de triangles, ny le nombre
de sommets, et n. le nombre de cotés. On a :

ng+ng —ne=1
(relation d’Euler—Poincaré.)
Preuve. Si n; = 1, la relation est vraie. On se donne 2 triangulations adjacentes, avec I'hypothése n;, + ng, —
ne, = 1 et ng, +ns, — ne, = 1 (notations immédiates). La triangulation somme des deux vérifie ny + ns —n, =
Ngy, + Mgy — Ney + Nty + N, — Ne, — 7 OU T est le nombre de sommets et cotés comptés 2 fois, correspondant aux

sommets et cotés sur la ligne d’adjacence des triangulations. Comme il y a 1 sommet de plus que de cotés sur
une ligne, onar=1,douni+ns—n.=1+1-1=1. un

On note h; le diamétre d’un triangle 7; (i.e. le diamétre du plus petit cercle contenant T3), et h = max(h;).
Proposition C.2 Sile nombre de cotés du bord est en % Iorsque h tend vers 0, asymptotiquement nous avons :

ng ~2ng et ne >~ 3ng

Preuve. 1l s’agit de compter la somme des angles intérieurs : il y a n; triangles donc la somme des angles
de la triangulation est 7wny, et il y a de 'ordre de ns; sommets intérieurs et donc la somme des angles de la
triangulation est de ’ordre de 27n,. D’olt n; ~ 2ng et avec la relation d’Euler—Poincaré on obtient n, >~ 3n. su

Pour les polygones en 2-D ou pour les polyédres en 3-D, on renvoie a Ern et Guermond [6].
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