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Notation : f :� g signi�e : �g étant donnée, on dé�ni f par f � g� ; encore noté f déf� g.

1 DpΩq l'ensemble des fonctions C8 à support compact

1.1 Somme et di�érence d'ensembles

1.1.1 Somme d'ensembles

Soit E un espace vectoriel. On rappelle que si c P E et A un sous-ensemble de E alors :

c�A
déf� ty P E : Dx P A t.q. y � c� xu noté� tc�x : x P Au � A� c (1.1)

est le translaté de A du vecteur c. En particulier dans R :

c� ra, bs � ra�c, b�ds. (1.2)

Et si A et B sont deux sous-ensembles de E, alors :

A�B
déf� tz P E : Dpx, yq P A�B t.q. z � x�yu noté� tx�y : x P A, y P Bu (1.3)

Autrement dit :
A�B �

¤
yPB

pA� tyuq p�
¤
xPA

ptxu �Bqq. (1.4)

En e�et, si z � x � y P A � B alors z P A � y P �
yPBpA � tyuq. Et si z P �

yPBpA � tyuq alors il existe y t.q.
z P A� tyu � A�B.

Exemple 1.1 Montrer : dans R la somme de deux intervalles est un intervalle :

ra, bs � rc, ds � ra�c, b�ds. (1.5)

Réponse. �. z � x� y P ra, bs � rc, ds, donc z ¥ a� y ¥ a� c et z ¤ x� d ¤ b� d, donc z P ra�c, b�ds.
�. z P ra�c, b�ds. Soit α, β ¥ 0 t.q. z � a�c�α � b�d�β où donc a�c�α ¤ b�d et b�d�β ¥ a�c ; si α ¤ b�a

on pose x � a�α, avec donc x P ra, bs, puis on pose y � z�x � c P rc, ds, donc z � x � y P ra, bs � rc, ds ; si α ¥ b�a
alors b�d�β � z � a�c�α ¥ a�c�b�a � c�b, donc β ¤ d�c ; on pose alors y � d� β, et donc y P rc, ds, puis on pose

x � z�y � b P ra, bs, donc z � x� y P ra, bs � rc, ds.
Remarque 1.2 1- La somme de deux fermés n'est pas nécessairement un fermé : exemple dans R : soit A �
r2,8rN� tn P N : n ¥ 2u (les entiers supérieurs ou égaux à 2), soit B � tx � �n � 1

n : n P Au. Alors A et B
sont fermés (leurs complémentaires sont des ouverts) ; et A � B � t 1

n : n ¥ 2u avec 0 R A � B et 0 P A�B.
Noter qu'ici A et B sont non bornés.

2- La somme A � B de deux compacts d'un espace vectoriel E est un compact : soit pznqN � pxn � ynqN P
pA�BqN une suite dans A�B. Comme A est compact, de la suite pxnqN on peut extraire une sous-suite pxnk

qkPN
convergente dans A, et soit x P A la limite. Comme B est compact, de la suite pynk

qkPN on peut extraire une
sous-suite pynkℓ

qℓPN convergente dans B, et soit y P B la limite. D'où la suite extraite pznkℓ
qℓPN converge vers

x�y P A�B, donc converge dans A�B.

1.1.2 Di�érence d'ensembles

Soit E un ensemble et A � E (sous-ensemble).

E �A
déf� tx P E : x R Au noté� AEA noté� AC (1.6)

est appelé le complémentaire de A dans E.

Exercice 1.3 Montrer que pACqC � A.

Réponse. x P pACqC ssi x R AC ssi x P A.
Exercice 1.4 Montrer que A � B ðñ BC � AC .

Réponse. ñ. Supposons A � B : soit x P BC donc x R B, donc x R A, donc x P AC .
ð. Supposons BC � AC donc pACqC � pBCqC d'après ñ, soit A � B.

Soit A et B deux sous-ensembles de E.

A�B
déf� tx P A : x R Bu � A

£
BC � A

£
pE �Bq noté� AAB. (1.7)
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1.2 Support d'une fonction

Soit n P N�. On munit Rn des sa norme euclidienne ||.||Rn
noté� ||.||. Pour x⃗ P Rn et r ¡ 0 on note :

Bpx⃗, rq � ty⃗ P Rn : ||y⃗ � x⃗||   ru (1.8)

la boule ouverte de centre x⃗ et de rayon r. (Dans R on a Bpx, rq �sx�r, x�rr.)
Soit Ω un ouvert de Rn (éventuellement Rn tout entier).
Soit f � ΩÑ R. Notons :

tf � 0u � tx⃗ P Ω : fpx⃗q � 0u. (1.9)

Dé�nition 1.5 On appelle support de f le fermé de Rn dé�ni par :

supppfq déf� tf � 0u p� adhérence de tf � 0uq, (1.10)

i.e., le plus petit fermé sur lequel fpxq � 0. Et on note supppfq � suppf .

Exemple 1.6 Dans R, la fonction de Heaviside H0 � 1r0,8r (�unit step function�) a pour support R�. Et la
fonction 1s0,8r a même support.

La fonction id : xÑ x a pour support R : ici tf � 0u � R� et R� � R.

Proposition 1.7 On a :

x⃗ P suppf ðñ @ε ¡ 0, Dy⃗ P Bpx⃗, εq, fpy⃗q � 0. (1.11)

Preuve. Comme suppf � tf � 0u on a :

suppf � tx⃗ P Rn : Dpx⃗nqN� P tf � 0uN� t.q. x⃗n ÝÑ
nÑ8 x⃗u.

Montronsñ. Soit x⃗ P suppf , soit px⃗nqN� P tf � 0uN� t.q. x⃗n ÝÑ
nÑ8 x⃗ : donc pour ε ¡ 0, il existe x⃗n P Bpx⃗, εq :

on prend y⃗ � x⃗n.
Montrons ð. Soit x⃗ P Rn et soit ε � 1

n , où n P N�, et soit x⃗n P tf � 0u t.q. x⃗n P Bpx⃗, 1
n q : on a construit

une suite px⃗nqN� dans tf � 0u qui converge vers x⃗, donc x⃗ P tf � 0u � suppf .

Proposition 1.8 On a :

x⃗ R suppf ðñ Dε ¡ 0, @y⃗ P Bpx⃗, εq, fpy⃗q � 0, (1.12)

i.e. si x⃗ R suppf ssi f est nulle dans tout un voisinage ouvert de x⃗ (inutile d'étudier f sur Rn � suppf).

Preuve. Négation de la proposition précédente.

Exercice 1.9 Montrer que si f et g sont deux fonctions ΩÑ R alors :

supppfgq � suppf
£

suppg, (1.13)

inclusion qui peut être stricte.

Réponse. Il est équivalent de montrer psuppf � suppgqC � psupppfgqqC . Soit x P psuppf � suppgqC , i.e. x R suppf
�

suppg,
i.e. x R suppf et x R suppg. Donc, avec (1.12), Dε1, ε2 ¡ 0 t.q. @y P Bpx, ε1q, fpyq � 0, et @y P Bpx, ε2q, gpyq � 0.
Donc, posant ε � minpε1, ε2q ¡ 0, @y P Bpx, ε2q, on a fpyqgpyq � 0 � pfgqpyq, donc x R supppfgq, cf. (1.12) donc
x P psupppfgqqC .

Soit f � 1R�
�

et g � 1R� : on a suppf � R� et suppg � R�, donc suppf
�

suppg � t0u. Avec fg � 0 et donc

supppfgq � H : ici l'inclusion est stricte.
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1.3 L'espace DpΩq des fonctions C8pΩq à support compact

Dé�nition 1.10 On note DpΩq l'espace des fonctions réelles φ P C8pΩ;Rq � C8pΩq à support compact :

DpΩq � tφ P C8pΩq : supppφq compact dans Ωu
� tφ P C8pΩq : supppφq � Ω, supppφq bornéu. (1.14)

(On rappelle que le support suppφ est, par dé�nition, toujours fermé.)
DpΩq est aussi appelé l'espace des fonctions in�niment lisses à support compact (appellation anglophone

`in�nitly smooth').

Notons BΩ � Ω� Ω le bord de l'ouvert Ω.

Lemme 1.11 Soit K � Ω avec K compact. On a dpK, BΩq ¡ 0, i.e. (notant ε � dpK, BΩq par exemple) :

Dε ¡ 0, K �Bp⃗0, εq � Ω. (1.15)

Preuve. On a K �Bp⃗0, εq � �
x⃗PK x⃗�Bp⃗0, εq � �

x⃗PK Bpx⃗, εq. Donc si (1.15) est faux, alors
@ε ¡ 0, Dx⃗ P K t.q. Bpx⃗, εq � Ω. En particulier :
prenant ε � 1

n ¡ 0, il existe x⃗n P K t.q. Bpx⃗n, 1
n q R Ω.

Comme K est compact, quitte à extraire une sous-suite, on a px⃗nq convergente dans K. Soit x⃗8 P K la
limite. En particulier x⃗8 P Ω (car K � Ω).

Puis notons y⃗n P Bpx⃗n, 1
n q t.q. y⃗n R Ω : alors y⃗n converge aussi vers x⃗8 car ||y⃗n� x⃗8|| ¤ ||y⃗n� x⃗n|| � ||x⃗n�

x⃗8|| ¤ 1
n � ||x⃗n � x⃗8||. Comme Rn � Ω est fermé (complémentaire d'un ouvert) py⃗nq converge dans Rn � Ω.

Donc x⃗8 P Rn � Ω. Donc x⃗8 R Ω, avec x⃗8 P Ω : absurde. Donc (1.15) est vrai.

Proposition 1.12 Soit Ω un ouvert dans Rn. Si φ P DpΩq alors :
Dε ¡ 0, suppφ�Bp⃗0, εq � Ω. (1.16)

En particulier si Ω est borné (et suppφ étant compact dans l'ouvert Ω) :

Dε ¡ 0, @x⃗ P BΩ, @y⃗ P Bpx⃗, εq, φpy⃗q � 0, (1.17)

i.e. φ est nulle dans Ω dans �toute une bande de largeur ε le long de BΩ�. Faire un dessin dans R2.
N.B. : on dit que φ est nulle dans un voisinage de l'in�ni quand φ est nulle �sauf sur un borné�. Donc si Ω

est non borné, on dit aussi que φ P DpΩq est nulle au voisinage du bord (exemple, pour φ P DpRq, on dit que φ
est nulle dans un voisinage de l'in�ni).

Preuve. On applique le lemme 1.11 : ici supppφq est un compact dans Ω ouvert. D'où (1.16).

Pour φ P DpΩq, notons φ̃ la fonction prolongeant φ par 0 sur Rn � Ω. la proposition précédente donne
immédiatement : φ̃ P DpRnq.
Notation : prolongement par 0 sur Rn�Ω. Pour φ P DpΩq, on note φ̃ �noté φ P DpRnq.
Exemple 1.13 L'espace DpRq n'est pas vide (on va même voir qu'il est dense dans LppRnq, voir la suite). Par
exemple la fonction (faire un dessin) :

ζpxq �
$&% expp� 1

1� x2
q � expp1

2
p 1

x� 1
� 1

x� 1
qq, @x Ps � 1, 1r,

0, @x Rs � 1, 1r,
(1.18)

dont le support est r�1, 1s appartient à DpRq. Et pour tout polynôme P , on a Pζ P DpRq. On a également
ζ P Dps � 1� ε, 1� εrq pour tout ε ¡ 0.

Exemple 1.14 Plus généralement, on note, pour a   b :

ζabpxq �
$&% expp1

2
p 1

x� b
� 1

x� a
q, @x Psa, br,

0, @x Rsa, br,
(1.19)

fonctions C8pRq dont le support est ra, bs et qui appartiennent à Dpsa�ε, b�εrq pour tout ε ¡ 0. Ou encore la

fonction ξabpxq � τ a�b
2
ζp x

b�a
2

q.
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Exemple 1.15 Et dans Rn, considérer :

ζpx⃗q �
$&% expp� 1

1� ||x⃗||2 q, @x⃗ P Bp⃗0, 1q,

0, @x⃗ R Bp⃗0, 1q.
(1.20)

Remarque 1.16 Si on se place dans un compact K de Rn, on a tout simplement :

K compact ñ DpKq � C8pKq, (1.21)

puisque les fonctions de C8pKq sont C8 et à support compact. On ne considèrera pas souvent ce cas : on
verra qu'on devra souvent considérer DpΩq avec Ω ouvert pour ne pas avoir de problème avec le bord de Ω, les
fonctions de DpΩq étant identiquement nulles dans un voisinage ouvert du bord de Ω, cf. proposition 1.12.

1.4 DpRq � LppRq � Lp
locpRq

Soit Ω un ouvert dans Rn.
Pour 1 ¤ p   8, on rappelle que :

LppΩq � tf : ΩÑ R mesurable t.q.
»
Ω

|fpxq|p dx   8u, (1.22)

et on note alors :

||f ||Lp � p
»
Ω

|fpxq|p dxq 1
p

noté� ||f ||p. (1.23)

Et, pour p � 8 :
L8pΩq � tf : ΩÑ R mesurable t.q. sup

xPΩ
|fpxq|   8u, (1.24)

et on note alors :
||f ||L8 � sup

xPΩ
|fpxq| noté� ||f ||8. (1.25)

Et, pour p P r1,8s, pLppΩq, ||.||Lpq est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet, voir cours
d'intégration).

On rappelle que, pour 1 ¤ p   8, les fonctions de LplocpΩq (les fonctions localement Lp sur Ω) sont les
fonctions f : ΩÑ R qui sont mesurables et intégrables sur tout compact de Ω :

LplocpΩq � tf : ΩÑ R mesurable t.q. @K � Ω, K compact,
»
K

|fpxq|p dx   8u.

En particulier LppΩq � LplocpΩq.
Exemple 1.17 Ω �s0,8r et fpxq � 1

x : on a f P L1
locpΩq et f R L1pΩq.

Proposition 1.18 Si 1 ¤ p ¤ 8 alors DpRq � LppRq.
Et si 1 ¤ p   8 alors DpRq est dense dans LppRq (faux pour p � 8).

Preuve. Inclusions : Si 1 ¤ p   8, si φ P DpRq, si K � suppφ alors φ est continu sur le compact K et donc³
R |φpxq|p dx �

³
K
|φpxq|p dx ¤ || |φ|p ||8p

³
K
dxq   8. Et si p � 8 c'est immédiat : les fonctions continues sur

un compact sont bornées. Densité : voir prop. 2.34.

2 Convolution et régularisation

2.1 Notations qf et τxf

Dé�nition 2.1 Pour f : RÑ R, on dé�nit qf : RÑ R par :qfpxq � fp�xq. (2.1)

Autrement dit qf � f � g où gpxq � �x.
(Le graphe de qf est le symétrique du graphe de f par rapport à �l'axe des y�.)

9



Dé�nition 2.2 Pour f : RÑ R, et c P R on dé�nit la translatée τcpfq �noté τcf de f par :

τcfpxq � fpx� cq. (2.2)

Autrement dit τcf � f � hc où hcpxq � x� c.
(Le graphe de τcf est le translaté du graphe de f de c : en particulier pτcfqpcq � fp0q.)

Exercice 2.3 Montrer que |τcfptq � fp�t� cq, et que τc qfptq � fpc� tq
Réponse. Soit g � τcf . On a qgptq � gp�tq � fp�t� cq. Et τc qfptq � qfpt� cq � fpc� tq.
Exercice 2.4 Montrer que : |τcf � τ�c qf. (2.3)

Autrement dit, les opérateursqet τc ne commutent pas pour c � 0 : pq� τcqpfq � pτ�c �qqpfq.
Réponse.}τcfpxq � τcfp�xq � fp�x� cq � qfpx� cq � τ�c qfpxq.
Proposition 2.5 Pour f : RÑ R et pour c P R, on a :

supp qf � �suppf, supppτcfq � suppf � c, supppτc qfq � �suppf � c. (2.4)

Immédiat sur un dessin. En particulier, si suppf � ra, bs où a ¤ b, alors :

suppp qfq � r�b,�as, supppτcfq � ra�c, b�cs, supppτc qfq � r�b�c,�a�cs. (2.5)

Preuve. Pour qf : on a tx : qfpxq � 0u � tx : fp�xq � 0u � t�y : fpyq � 0u, d'où, en prenant l'adhérence,
supp qf � �suppf .

Pour τcf : on a tx : τcfpxq � 0u � tx : fpx � cq � 0u � ty � c : fpyq � 0u, d'où, en prenant l'adhérence,
suppτcf � suppf � c.

2.2 Dé�nition de la convolution

On rappelle que si f, g : Rn Ñ R sont deux fonctions (mesurables), alors f � g : Rn Ñ R est la fonction
donnée formellement par :

pf � gqpxq �
»
tPRn

fptqgpx� tq dt �
»
tPRn

fptqτxqgptq dt, (2.6)

intégrale qui dépend du paramètre x. En particulier, si f, g P L2pRq alors pour chaque x on a τxqg P L2pRq (car³
tPR |gpx� tq|2 dt � ³

sPR |gpsq|2 ds   8), et donc :

pf � gqpxq � pf, τxqgqL2pRq.

Dans la suite, pour simpli�er la présentation, on considèrera essentiellement le cas Rn � R.

Exemple 2.6 Si f P L1pRq et g � 1R, on a pf �1Rqpxq �
³
R fptq dt � constante, et donc l'application f Ñ f �1R

est la fonction �aire sous la courbe f � (indépendante de x).

Exemple 2.7 Si f P L1pRq et g � Πk � k1r 1
2k ,

1
2k s, on a pf � gqpxq � k

³ 1
2k

� 1
2k

fpx�tq dt � la �valeur moyenne

de f à travers une fenêtre de largeur 1
k centrée en x�. Dessin.

La �mesure� d'une fonction f à travers un appareil d'une certaine précision est une application de type
Mk : f Ñ Mkpfq � f � Πk, avec donc Mkpfqpxq approchant fpxq, approximation d'autant meilleure que k est
grand, i.e. que l'appareil est précis. L'appareil idéal (de précision parfaite) est M8 : f Ñ M8pfq � fpxq, soit
M8 � δ0, voir plus loin.

Proposition 2.8 Quand elle est dé�nie, l'opération � est distributive et commutative :

g � f � f � g, f � pg1 � λ g2q � f � g1 � λ f � g2, (2.7)

d'où le nom de �produit� (commutatif) de convolution. Et on a :~f � g � qf � qg, et τapf � gq � pτafq � g � f � pτagq. (2.8)

Et : #
pf et g paires) ou pf et g impairesq ñ f � g paire,

pf paire et g impaire) ou pf impaire et g paire)ñ f � g impaire.
(2.9)
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Preuve. pf � gqpxq � ³
R fptqgpx � tq dt � ³

R fpx � uqgpuq du � pg � fqpxq donne la commutativité. Et la
distributivité résulte de la distributivité de la multiplication de R et de la linéarité de l'intégrale.

Puis p qf � qgqpxq � ³
R fp�tqgp�x� tq dt � ³

R fpuqgp�x� uq du � pf � gqp�xq.
Puis τapf � gqpxq � pf � gqpx�aq � ³

R fptqgpx�a� tq dt �
³
R fptqτagpx� tq dt � pf � τagqpxq et f � g � g � f .

Puis pf�gqp�xq � ³
R fptqgp�x�tq dt : si g est paire, alors pf�gqp�xq �

³
R fptqgpx�tq dt �

³
R fp�uqgpx�uq dt,

d'où si f est paire alors pf�gqp�xq � pf�gqpxq, et si f est impaire alors pf�gqp�xq � �pf�gqpxq ; et f�g � g�f .

Proposition 2.9 Pour f, g : RÑ R, la fonction convolée f � g véri�e (quand elle a un sens) :

supppf � gq � suppf � suppg. (2.10)

Preuve. On a pf � gqpxq �
»
tPR

fptqgpx� tq dt �
»
tPsuppf � suppτxqg

fptqτxqgptq dt.
Cas simple : suppf � ra, bs et suppg � rc, ds, avec a ¤ b et c ¤ d, donc suppf � suppg � ra�c, b�ds. Et

suppτxqg � r�d�x,�c�xs, donc suppf
�

suppτxqg � ra, bs X r�d�x,�c�xs, donne suppf
�

suppτxqg � H ssi
soit a ¡ �c�x soit b   �d�x, i.e. ssi x   a�c ou x ¡ b�d. Donc suppf � suppτxqg � H dès que x R ra�c, b�ds,
donc supppf � gq � suppf � suppg.

Cas général : on a pf � gqpxq � 0 dès que suppf
�

suppτxqg � H. Et Dt P suppf
�

suppτxqg ssi Dt P suppf
et t P x � suppg, i.e. ssi Dt P suppf et x P t � suppg (� suppf � suppg). Donc si x R suppf � suppg alors
suppf

�
suppτxqg � H donc pf � gqpxq � 0. Donc tx : pf � gqpxq � 0u � suppf � suppg. D'où (2.10).

Remarque 2.10 Rappel : la somme de deux fermés n'est pas nécessairement un fermé : prendre F � N�
et G � �

kPN�t�k � 1
k u qui donne F � G � tn � k � 1

k , k, n P N�u. Ici R � F � �
nPN�s � n, n�1r et

R�G � �
kPN�s�k� 1

k ,�k�1� 1
k�1 r sont des ouverts (union d'ouverts), donc F et G sont fermés, mais F �G

contient la suite p 1k qkPN� qui converge vers 0 dans R, avec 0 R F �G, donc F �G n'est pas fermé.
Rappel : la somme d'un compact et d'un fermé est un fermé : soit K compact et G fermé, soit pznq une suite

dans K �G qui converge vers z dans R. Montrons que z P K �G. On a zn � kn � gn, et quitte à extraire une
sous-suite, on a kn Ñ k dans K. Donc gn � zn�kn P G converge vers z�k, avec G fermé, donc g �déf z�k P G,
donc z � k � g P K �G, donc K �G est fermé.

2.3 Stabilité par convolution : L1pRq � LppRq � LppRq pour 1 ¤ p ¤ 8

Proposition 2.11 Si f, g P L1pRq alors |f | � |g| P L1pRq et f � g P L1pRq, avec :
||f � g||1 ¤ ||f ||1||g||1. (2.11)

Preuve. On a, si ça a un sens :

||f � g||L1 �
»
xPR

|pf � gqpxq| dx �
»
xPR

|
»
tPR

fpx� tqgptq dt| dx.

¤
»
xPR

p
»
tPR

|fpx� tq| |gptq| dtqdx �
»
xPR

p|f | � |g|qpxq dx.
(2.12)

Comme f et g sont dans L1pRq la fonction f b g : px, yq Ñ fpxqgpyq (fonction à variables séparées) est
dans L1pR2q. Et on peut appliquer Fubini :

8 ¡ ||f ||L1 ||g||L1 �
»
py,tqPR2

|fpyq| |gptq| dtdy �
»
px,tqPR2

|fpx� tq| |gptq| dtdx,

où on a utilisé le changement de variable F : py, tq P R2 Ñ F py, tq �
�
x � F1py, tq � y�t
t � F2py, tq � t



, di�éomorphisme

de R2 dans lui-même, de jacobien det

� BF1

By
BF1

Bt
BF2

By
BF2

Bt



py, tq � det

�
1 1
0 1



� 1 qui donne pdtdyq � |1| pdtdxq �

pdtdxq. D'où ||f � g||L1 ¤ ||f ||L1 ||g||L1   8, i.e. (2.11).

Exercice 2.12 Montrer (2.11) à l'aide du théorème d'intégration de Tonelli (cours d'intégration).

Réponse. Rappel de Tonelli : si la fonction h : Ω1 � Ω2 Ñ R satisfait aux deux hypothèses :»
yPΩ2

|hpx, yq| dy   8 p.p. x et

»
xPΩ1

�»
yPΩ2

|hpx, yq| dy


dx   8 (2.13)
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alors h P L1pΩ1 � Ω2q, et alors on peut inverser l'ordre d'intégration (Fubini).
Ici on pose hpt, xq � |fptq| |gpx� tq| et on véri�e les hypothèses : commençant par intégrer en x à t �xé, il vient, à t

�xé : »
xPR

|fptq| |gpx� tq| dx � |fptq|p
»
xPR

|gpx� tq| dxq � |fptq|p
»
yPR

|gpyq| dyq ¤ |fptq| ||g||1   8, (2.14)

puis : »
tPR

|fptq| ||g||1 dt ¤ ||g||1
»
tPR

|fptq| dt ¤ ||g||1 ||f ||1   8. (2.15)

D'où le résultat.

Exemple 2.13 fptq � gptq � e�t1R�ptq. On a
³
R |fptq| dt �

³8
0
e�t dt � 1   8, et f, g P L1pRq. Et pf � gqpxq �³

R e
�t1R�ptqe�px�tq1R�px�tq dt �

³x
t�0

e�te�px�tq1R�pxq dt �
³x
0
e�x1R�pxq dt � xe�x1R�pxq, intégrable sur R,

donc on a bien f � g P L1pRq.
Exercice 2.14 Montrer que si f, g, h P L1pRq sont positives et f ¤ g, alors f � h ¤ g � h.
Réponse. On a pf � hqpxq � ³R fptqhpx� tq dt ¤ ³R gptqhpx� tq dt � ph � gqpxq.

Remarque 2.15 L'inégalité (2.11) obtenue est une inégalité où à gauche on a de fait une intégrale double,
cf. (2.12), alors qu'à droite on a un produit des deux intégrales simples.

En particulier, ||f � g||1 (calcul d'une intégrale double) n'a rien à voir avec le produit ||fg||1 (calcul d'une
intégrale simple) qui en général n'a pas de sens pour f et g dans L1pRq.

Par exemple, f et g données par fptq � gptq � 1?
t
1s0,1s sont dans L1pRq (car ³1

0
| 1?
t
| dt � r2?ts10 � 2   8),

mais pfgqptq � 1
t 1s0,1s n'est pas dans L1pRq. Alors que f � g donnée par pf � gqpxq � ³

t
1?
|t|

1?
|x�t| dt est

dans L1pRq : cette fonction est dé�nie p.p., et plus précisément pour tout x P R�, et n'est pas dé�nie en x�0,
mais ce n'est pas gênant puisque, ici, seul le caractère intégrable (au sens de Lebesgue) nous intéresse (notion
de presque partout) : autrement dit on a L1pR�q � L1pRq car R� � R � t0u et l'ensemble singleton t0u est
négligeable pour la mesure de Lebesgue . En particulier, on a vu que

³
R |f � g|pxq dx ¤ ||f ||1||g||1   8.

On rappelle que g P LppRq ssi |g|p P L1, et qu'alors ||g||p � p|| |g|p||L1q 1
p � p³R |gpxq|p dxq 1

p est une norme
dans LppRq, cf. cours intégrale de Lebesgue.
Proposition 2.16 Soit p P r1,8s. Soit f P L1pRq et g P LppRq. Alors f � g P LppRq, autrement dit L1pRq �
LppRq � LppRq, et on a :

||f � g||p ¤ ||f ||1||g||p. (2.16)

Preuve. Le cas p � 1 vient d'être traité, et le cas p � 8 est immédiat car alors |pf � gqpxq| ¤ ||g||8
³
R |fptq| dt.

Supposons donc 1   p   8.
On va utiliser l'inégalité de Hölder : soit q l'exposant conjugué de p, donné par 1

p � 1
q � 1 ; quand α P Lq et

β P Lp alors αβ P L1pRq et ||αβ||1 ¤ ||α||q||β||p (voir cours d'intégration). On a :»
tPR

|f |ptq|g|px�tq dt �
»
tPR

|f | 1q ptq|f | 1p ptq|g|px�tq dt (2.17)

On pose α � |f | 1q P LqpRq, donc αq � |f | P L1pRq.
À x �xé, on pose βxptq � |fptq| 1p ||g|px�tq, donc βxptqp � |fptq||g|ppx�tq. Et ³

tPR βxptqp dt �
³
tPR |f |ptq |g|ppx�tq dt �p|f | � |g|pqpxq est bien dé�ni car |f | P L1pRq, |g|p P L1pRq, cf. (2.11). Donc βx P LppRq. Donc (Hölder) :»

tPR
|f | 1q ptq|f | 1p ptq|g|px�tq dt ¤ p

»
tPR

|f |ptq dtq 1
q p
»
tPR

|f |ptq|g|ppx�tq dtq 1
p

� ||f ||
1
q

1 p|f | � |g|pqpxq
1
p .

(2.18)

Donc, avec (2.17) :

|p|f | � |g|q|ppxq ¤ ||f ||
p
q

1 |p|f | � |g|pqpxq|. (2.19)

D'où |pf � gq|p est dans L1pRq avec :

|| |f � g|p||1 ¤ ||f ||
p
q

1 ||f ||1 || |g|p||1. (2.20)

Comme 1� p
q � p, on a (2.16). (Démonstration similaire dans Rn.)
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2.4 Dérivation et convolution

Proposition 2.17 Si f P L1pRq, si g P LppRq pour un p P r1,8s, si g est dérivable dans R, et si g1 P L8pRq
(i.e. g1 est bornée), alors f � g est dérivable dans R et :

pf � gq1 � f � g1. (2.21)

Preuve. Les hypothèses indiquent que f � g et f � g1 ont un sens.

(2.21) signi�e
d

dx

�»
tPR

fptqgpx� tq dt
	
�

»
tPR

B
Bx

�
fptqgpx� tq

	
dt. C'est vrai grâce au théorème de conver-

gence dominée : l'intégrant hpx, tq � fptqgpx�tq est dérivable en x (car g l'est), de dérivée Bh
Bx px, tq � fptqg1px�tq,

et | BhBx px, tq| ¤ ||g1||8|fptq|, avec ||g1||8|f | P L1pRq fonction dominante intégrable indépendante de x.

2.5 Stabilité de L1
locpRq par convolution �bornée�

Le résultat suivant sera généralisé à la convolution des distributions.

Proposition 2.18 Soit f, g P L1
locpRq.

1- Si suppg est compact, alors f � g P L1
locpRq.

2- Si suppf et suppg sont tous deux limités à gauche (ou tous deux limités à droite), alors f � g P L1
locpRq.

3- Les hypothèses f P L1
locpRq et g P L1pRq sont insu�santes.

Preuve. Pour tout α   β on veut f � g P L1prα, βsq, i.e. ³β
x�αp

³b
t�a |gptqfpx� tq| dtq dx   8. On a :» β

x�α
|pf � gqpxq| dx ¤

» β
x�α

p
» b
t�a

|gptqfpx� tq| dtq dx (2.22)

1- g à support compact, donc il existe a, b P R t.q. supppgq � ra, bs et g P L1pRq. Pour inverser l'ordre des
intégrations dans (2.22), appliquons le théorème de Fubini�Tonelli.

À t �xé,
³β
x�α |gptqfpx � tq| dx � |gptq| ³β

x�α |fpx � tq| dx � |gptq| ³β�t
x�α�t |fpyq| dy   8 car f P L1

locpRq. Et
pour t P ra, bs on a α� t ¥ α� b et β � t ¤ β � a, donc

³β�t
x�α�t |fpyq| dy ¤

³β�a
x�α�b |fpyq| dy. Donc» b

t�a

» β
x�α

|gptqfpx � tq| dxdt ¤
» b
t�a

|gptq|
» β�a
x�α�b

|fpyq| dy dt �
» b
t�a

|gptq| dt
» β�a
x�α�b

|fpyq| dy   8 car f, g P
L1
locpRq. Donc on peut échanger l'ordre des intégrations dans (2.22) :» β

x�α
|pf � gqpxq| dx ¤

» b
t�a

|gptq|p
» β
x�α

|fpx� tq| dxq dt �
» b
t�a

|gptq|
» β�t
y�α�t

|fpyq| dy dt

¤
» b
t�a

|gptq|
» β�a
y�α�b

|fpyq| dy dt ¤ ||g||L1

» β�a
y�α�b

|fpyq| dy   8.

Vrai pour tout α, β, donc f � g est L1
locpRq.

2- Supports limités à gauche : il existe a, b P R t.q. suppf � ra,8r et suppg � rb,8r. Donc, pour x P R,
on a suppτxqg �s �8,�b�xs. Donc suppf

�
suppτxqg � ra,�b�xs, et avec Fubini on a :» β

x�α
|pf � gqpxq| dx ¤

» β
x�α

» �b�x
t�a

|fptqτxqgptq| dt dx ¤ » β
x�α

» �b�β
t�a

|fptqgpx� tq| dt dx

�
» �b�β
t�a

» β
x�α

|fptqgpx� tq| dx dt �
» �b�β
t�a

» β�t
y�α�t

|fptqgpyq| dy dt

¤
» �b�β
t�a

» β�a
y�α�b�β

|fptqgpyq| dy dt ¤
» �b�β
t�a

|pfptq| dt
» β�a
y�α�b�β

|gpyq| dy,

�ni car f et g sont L1
locpRq. Idem pour supports limités à droite.

3- On prend fptq � e�t sur R et gptq � e�t1R�ptq donc g P L1pRq ; alors pf � gqpxq � ³
R gptqfpx�tq dt �³8

0
e�te�px�tq dt � ³8

0
e�x dt � 8.
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2.6 Régularisation par convolution

2.6.1 Régularisation d'une fonction L1
locpRq

On rappelle que si Ω est un ouvert dans Rn, DpΩq � tf P C8pΩq : suppf compactu, où le support de f ,
noté supppfq, est l'adhérence de l'ensemble tf � 0u � tx⃗ P Ω : fpx⃗q � 0u. En particulier si f P DpΩq alors
f P C8pΩq et f est nulle en dehors d'un compact dans Ω.

Proposition 2.19 Si f P L1
locpRq, si φ P DpRq, alors f � φ P C8pRq.

Si de plus suppf est compact alors f � φ P DpRq.

Preuve. On pose z � f � g, i.e. zpxq � ³
tPR hpx, tq dt où hpx, tq � fptqgpx�tq pour x, t P R (l'intégrant).

1- Cas simple f P L1pRq. 11- Soit t �xé ; ht : xÑ htpxq :� hpx, tq est C8 sur R car g l'est. 12- | BkhBxk px, tq| �
|fptq| ||gpkq||8, avec f P L1pRq, donc h est dominée indépendamment de x par une fonction L1pRq, pour tout
k P N : le thm de cvgce dominée donne le résultat.

2- Cas général f P L1
locpRq. Soit x0 P R, montrons que z est C8 au point x0.

21- Comme 11-, donc, en particulier, ht est C8 en x0.
22- Domination indépendante de x dans un voisinage de x0 : on considère l'intervalle I �sx0�1, x0�1r.

On a gpx�tq � 0 quand x�t R ra, bs, donc quand t�x R r�b,�as, donc quand t R rx�b, x�as. Donc pour tout
x P I on a gpx�tq � 0 quand t R rx0�1�b, x0�1�as �noté J (borné). Donc | BkhBxk pt, xq| � |fptqgpx�tq1Jptq| ¤
||gpkq||8|fptq1Jptq|. Ayant f P L1

locpRq, on a f1J P L1pJq, domination indépendante de x dans I.
Donc, thm de cvgce dominée pour z : x P I Ñ zpxq : la fonction z est C8 dans I, donc en particulier en x0.

Vrai pour tout x0 P R, donc z � f � g est C8 dans R.
3- Et si suppf est borné, alors supppf � φq est borné, cf. (2.10), donc f � φ P DpRq.

Exercice 2.20 Montrer que si f P L1
locpRq, si g P C8pRq, si suppf et suppg sont tous deux limités à gauche

(ou tous deux limités à droite), alors f � g P C8pRq.

2.6.2 Suite régularisante ou approximation de l'identité

Dé�nition 2.21 Une fonction intégrable f est dite de masse unité ssi
³
fpxq dx � 1 (souvent dé�ni avec

l'hypothèse supplémentaire f ¥ 0).

Dé�nition 2.22 On appelle suite régularisante une suite pφkqN� de DpRq telle que :$''''&''''%
φkpxq ¥ 0, @x P R,

supppφkq � r�1

k
,
1

k
s,»

R
φkpxq dx � 1 pmasse unitéq.

(2.23)

Dé�nition similaire dans Rn où r� 1
k ,

1
k s est remplacé par la boule de centre 0 et de rayon 1

k .
(On verra que pφkqN� approxime la masse de Dirac au sens des distributions, et la masse de Dirac est

l'identité du produit de convolution, d'où le nom �approximation de l'identité�.)

Soit ζ la fonction de DpRq dé�nie par :

ζpxq �
$&% expp� 1

1� x2
q, @x Ps � 1, 1r,

0, @x Rs � 1, 1r.
(2.24)

On pose :

γ1pxq � ζpxq
||ζ||L1

, puis γkpxq � k γ1pkxq, k ¥ 1. (2.25)

Proposition 2.23 La suite pγkqkPN� est une suite régularisante.

Preuve. Comme ζ ¥ 0, on a γ1 ¥ 0.
Comme ζ ¥ 0 et ζ non identiquement nulle, on a ||ζ||L1 � ³

R |ζpxq| dx �
³
R ζpxq dx ¡ 0.

Donc
³
R γ1pxq dx � 1

||ζ||L1

³
R ζpxq dx � 1

||ζ||L1
||ζ||L1 � 1.

Donc
³
R γkpxq dx �

³
R k γ1pkxq dx �

³
R γ1pyq dy � 1.

Comme γ1 ¡ 0 et k ¥ 0 on a γk ¥ 0.
Et γ1pxq � 0 ssi k Ps � 1, 1r. Donc γkpxq � 0 ssi kx Ps � 1, 1r. D'où supppγkq � r� 1

k ,
1
k s.
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2.6.3 Régularisation C8 des fonctions 1ra,8s et 1ra,bs

Soit pφkq une suite régularisante.
Proposition 2.24 Soit a, b P R, b ¡ a : dès que k est assez grand, à savoir dès que 1

k ¤ b�a
2 , 1ra,bs �φk P DpRq

et, pour x P R : $''''&''''%
0 ¤ p1ra,bs � φkqpxq ¤ 1,

p1ra,bs � φkqpxq � 1 pour x P ra�1

k
, b�1

k
s,

suppp1ra,bs � φkq � ra�1

k
, b�1

k
s.

(2.26)

On conserve ce résultat si on ouvre en a ou b. Cas particulier pφkq � pγkq cf. (2.25) : de plus φpaq � φpbq � 1
2 .

Et 1ra,8s � φk P C8pRq véri�e, pour x P R :$''''&''''%
0 ¤ p1ra,8s � φkqpxq ¤ 1,

p1ra,8s � φkqpxq � 1 pour x P ra�1

k
,8r,

suppp1ra,8s � φkq � ra�1

k
,8r.

(2.27)

On conserve ce résultat si on ouvre en a (i.e. sur l'intervalle sa,8r).
Dans Rn avec K compact : la fonction 1K � φk est également dans DpRnq, avec 0 ¤ φ ¤ 1, avec supppφq �

K �Bp⃗0, 1k q, et avec φ � 1 sur K �Bp⃗0, 1k q, où Bp⃗0, 1k q est la boule unité de centre 0⃗ et rayon 1
k .

Preuve. Cas ra, bs (exercice pour ra,8r et intervalles ouverts et semi-fermés). On a ψk � 1ra,bs �φk P DpRq, cf.
prop. 2.19. On a suppτxp~1ra,bsq � rx�b, x�as et suppφk � r� 1

k ,
1
k s, donc :

ψkpxq �
»
tPR

φkptqτxp~1ra,bsqptq dt � »
tPrx�b,x�as�r� 1

k ,
1
k s
φkptq dt, (2.28)

et la fonction φk est positive et
³
R φk � 1. D'où 0 ¤ ψk ¤ 1.

Et si x� b ¡ 1
k ou si x� a   � 1

k , alors ψkpxq �
³
H ... � 0, d'où supppψkq P ra� 1

k , b� 1
k s.

Et si x� b   � 1
k et si x� a ¡ 1

k , alors rx� b, x� as � r� 1
k ,

1
k s, donc ψkpxq � 1.

Cas particulier pφkq � pγkq : on a ψkpaq �
³
uPra�b,0s�r� 1

k ,
1
k s γkpuq du � ³

uPr�1
k ,0s γkpuq du � 1

2 , dès que
1
k   b� a, car γk est paire et

³
uPr�1

k , 1k s γkpuq du � 1. Idem : ψkpbq � 1
2 .

Exercice dans Rn.

Exercice 2.25 Soit f : x Ps0,8rÑ fpxq � 1
x P R. Donner une fonction g P C8pr0,8rÑ R telle que gp0q � 0

et gpxq � fpxq pour x ¥ 1. Dessin.

Réponse. Troncature régulière de f : on pose g � ψf avec gp0q � 0 et ψ � φ 1
4
� 1r 1

2
,8s (régularisée C

8 de 1r 1
2
,8s, la

fonction ψ valant 1 sur r 3
4
,8r).

Exercice 2.26 Donner une fonction f P DpRq telle que f � exp sur r�1, 1s et 0 ¤ f ¤ exp sur R, où
exp : xÑ ex P C8pRq est la fonction exponentielle.

Réponse. On �tronque de manière régulière� la fonction exp : on pose g � 1r�2,2s � φ1. Avec (2.26) on a g P DpRq et
gpxq � 1 sur r�1, 1s et 0 ¤ gpxq ¤ 1. Cette fonction g est notre fonction de �troncature régulière�. On pose fpxq �
exppxqgpxq : la fonction f convient, car produit de deux fonctions C8pRq, donc est C8pRq, et suppg est borné, et

trivialement suppf � suppg, donc f P DpRq.

Corollaire 2.27 Soit a   b P R, soit c   d P R. Si rc, ds �sa, br alors il existe une fonction φ P Dpsa, brq qui
vaut 1 sur rc, ds, et telle que 0 ¤ φ ¤ 1. (Dessin).

Dans Rn : si Ω est un ouvert de Rn et K un compact tel que K � Ω, alors il existe une fonction φ P DpΩq
qui vaut 1 sur K et telle que 0 ¤ φ ¤ 1.

Preuve. Soit pγkq une suite régularisante. Soit ε � 1
2 minpc�a, b�dq (dessin), soit e � c�ε et f � d�ε. Soit k

t.q. 1
k ¤ f�e

2 et 1
k   ε. La fonction φ � 1re,fs � φk convient, cf. proposition précédente.

Dans Rn : soit K � suppφ et soit ε � dpK,Rn�Ωq ¡ 0 la distance de K à Rn�Ω. Soit Kε � K �Bp0, ε2 q...
on continue comme précédemment avec la fonction φ � 1Kε

� γk.
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Corollaire 2.28 Soit pφkq une suite régularisante. Soit x0 P R.
1- Soit f P C8pRq. Alors pour r P R�� et k P N� t.q. 1

k   r, la fonction produit :

fr,k
déf� f p1sx0�r,x0�rr � φkq, (2.29)

est dans DpRq et est égale à f dans un voisinage de x0. Plus précisément on a fr,k � f sur sx0�r� 1
k , x0�r� 1

k r
avec suppfr,k �sx0�r� 1

k , x0�r� 1
k r.

De plus, si f est bornée, alors ||f � fr,k||8 ¤ ||f ||8.
2- Plus généralement, soit ε ¡ 0, et soit f P C8prx0�ε, x0�εsq. Alors pour r P R et k P N� t.q. 0  

r   ε
2 et 1

k   r, on a fr,k P DpRq et fr,k � f dans un voisinage de x0. Plus précisément on a fr,k � f sur
sx0�r� 1

k , x0�r� 1
k r avec suppfr,k �sx0�r� 1

k , x0�r� 1
k r.

3- De plus, si f est bornée, alors ||fr,k||L8psx0�ε,x0�εrq ¤ ||f ||L8psx0�ε,x0�εrq.
Ainsi que ||f � fr,k||L8psx0�ε,x0�εrq ¤ ||f ||L8psx0�ε,x0�εrq

Preuve. 1- Soit ψr,k � 1sx0�r,x0�rr �φk. On a ψr,k P C8pRq, donc fr,k P C8pRq.. Soit I� �sx0�r� 1
k , x0�r� 1

k r
et soit I� �sx0�r� 1

k , x0�r� 1
k r. On a ψr,k � 1 dans I�, donc fr,k � f dans I� et ψr,k � 0 dans I�, donc

fr,k � 0 dans R� I�. D'où 2-.
3- Et 0 ¤ 1sx0�r,x0�rr � φk ¤ 1, donc 0 ¤ |fr,kpxq| ¤ |fpxq| et |fpxq � fr,kpxq| ¤ |fpxq|.

Exercice 2.29 Soit f en escalier avec suppf borné. Soit pφkqN� une suite régularisante. Alors pour k assez
grand on a f � φk P DpRq avec ||f � φk||8 ¤ ||f ||8 et ||f � f � φk||8 ¤ ||f ||8.
Réponse. Ici Dn P N�, Da1, ..., an, c1, ..., cn P R avec a1   ...   an, f �

°n�1
i�1 ci1rai,ai�1s. On prend 1

k
¤ minipai�1�ai

2
q.

Et f � φk véri�e les propriétés demandées (démarche de la prop. 2.24).

2.7 DpRq � C8

c pRq est dense dans LppRq pour 1 ¤ p   8

Soit R muni de sa tribu borélienne AR (engendrée par les intervalles ouverts).
Soit a, b P R, a   b. Soit pφkqkPN une suite régularisante.

2.7.1 1ra,bs et convergence p.p. des régularisées

Proposition 2.30 On a la convergence simple presque partout :

φk � 1ra,bs ÝÑ
kÑ8

1ra,bs presque partout. (2.30)

Preuve. Soit x P R�ta, bu, et dpxq � minpdpx, aq, dpx, bqq ¡ 0 (dessin). Soit k t.q. 1
k   dpxq, i.e. k ¡ 1

dpxq . On a
pφk � 1ra,bsqpxq � 1ra,bspxq, cf. prop. 2.24, donc |φk � 1ra,bsqpxq � 1ra,bspxq| ÝÑkÑ8 0. D'où (2.30).

2.7.2 1ra,bs et convergence Lp des régularisées pour p P r1,8r
Proposition 2.31 Pour p P r1,8r on a la convergence dans LppRq :

φk � 1ra,bs ÝÑ
kÑ8

1ra,bs dans LppRq, (2.31)

i.e. ||1ra,bs � φk � 1ra,bs||LppRq ÝÑ
kÑ8

0. Pour p � 8 (cas L8pRq) c'est faux.
On conserve ce résultat pour g � °n

i�1 ci 1rai,bis P LppRq fonction en escalier à support compact.

Preuve. Cas p � 1. On a 1ra,bs � φk �1ra,bs sauf sur K � ra� 1
k , a� 1

k s
�rb� 1

k , b� 1
k s (pour k ¡ 1

2pb�aq ) ensemble

de longueur |K| � 4
k sur lequel |1ra,bspxq�pφk�1ra,bsqpxq| ¤ 1. Donc ||1ra,bs�φk�1ra,bs||L1pRq ¤

»
K

dx � 4

k
ÝÑ
kÑ8

0.

Cas 1   p   8. Calcul similaire avec |p1ra,bspxq � φk � 1ra,bspxqqp| ¤ 1, et même conclusion.
Cas p � 8. Comme φk � g P C0pRq, on a ||φk � φ||8 � supxPR |pφk � φqpxq|. Prenons la suite régularisante

φk � γk, cf. (2.25). Soit k ¡ 1
2pb�aq . On a pφk � 1ra,bsqpbq � 1

2 , cf. (2.28). Donc |1ra,bspbq � pφk � 1ra,bsqpbq| � 1
2 ,

donc ||1ra,bs � φk � 1ra,bs||8 ne tend pas vers 0 quand k Ñ8. On ne converge pas dans L8pRq.
Et une fonction en escalier est une somme �nie de fonctions indicatrices d'intervalles.
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2.7.3 C0pKq est dense dans LppKq, pour 1 ¤ p   8
Soit K un compact dans R. Soit C0pKq � tf P C0pRq : supppfq � Ku (les fonctions continues à support

compact dans K).

Proposition 2.32 C0pKq est dense dans LppKq, pour 1 ¤ p   8.

Preuve. Soit AK � AR XK (la restriction de AR à K. Soit T la sous-tribu de AK engendrée par les A P AK

t.q. 1A est limite d'une suite de fonctions fn P C0pKq t.q. 0 ¤ fn ¤ 1 (où donc ||1A � fn||Lp ÝÑnÑ8 0).
Montrons que T contient les ouverts de K : soit U un ouvert dans K ; soit fn : K Ñ R dé�nie par

fnptq � minp1, n dpt, U cqq où dpt, U cq est la distance de t au complémentaire de U . Les fn sont continues
(immédiat), forment une suite croissante (immédiat), et 0 ¤ fn ¤ 1 (immédiat). Et fn Ñ 1U dans LppKq
car fnptqÝÑnÑ8 1U ptq pour presque tout t P K (convergence p.p.) et |1U pxq � fnpxq|p   1 (domination
indépendante de n) : on peut appliquer le théorème de convergence dominée.

Donc T � AK (= la tribu engendrée par les ouverts). Donc pour tout borélien B P AK la fonction 1B est
limite dans LppKq d'une suite de fonctions fn P C0pKq t.q. 0 ¤ fn ¤ 1. Par linéarité, toute fonction étagée
dans K est limite dans LppKq d'une suite de fonctions fn P C0pKq. Donc, par construction de LppKq, toute
fonction f P LppKq est limite dans LppKq d'une suite de fonctions fn P C0pKq.

2.7.4 C0
c pRq est dense dans LppRq, pour 1 ¤ p   8

Soit C0
c pRq � tf P C0pRq : supppfq compactu (les fonctions continues à support compact dans R).

Proposition 2.33 C0
c pRq est dense dans LppRq, pour 1 ¤ p   8.

Preuve. Soit f P LppRq, donc @ε ¡ 0, DR ¡ 0, p³
xRr�R,Rs |fpxq|p dxq

1
p   ε. Soit fR � 1r�R,Rsf , donc

||f � fR||Lp � p³
xPR |fpxq � fRpxq|p dxq

1
p   ε. Avec la proposition 2.32, ayant fR P Lppr�R,Rsq, soit gR P

C0pr�R,Rsq � C0
c pRq t.q. ||gR � fR||Lp   ε : on a ||f � gR||Lp ¤ ||f � fR||Lp � ||fR � gR||Lp   2ε.

2.7.5 DpRq est dense dans C0
c pRq au sens LppRq, donc DpRq est dense dans LppRq

Proposition 2.34 DpRq (contenu dans C0
c pRq) est dense dans C0

c pRq au sens LppRq : @f P C0
c pRq, @ε ¡ 0,

Dφ P DpRq t.q. ||f � φ||Lp   ε. Donc DpRq est dense dans LppRq.

Preuve. Soit f P C0
c pRq, soit R ¡ 0 t.q. supppfq � r�R,Rs. Donc f est uniformément continue sur r�R,Rs,

donc f est limite d'une suite de fonctions en escalier : @ε ¡ 0, Dn P N�, Dc1, ..., cn P R, Da1, ..., an, b1, ..., bn P
r�R,Rs, @x P R, |fpxq � °n

i�1 ci 1rai,bispxq|   ε. Et pour k assez grand, |°n
i�1 ci 1rai,bispxq �

°n
i�1 ci pφk �

1rai,bisqpxq|   ε, donc |fpxq � °n
i�1 cipφk � 1rai,bisqpxq|   2ε. Donc

³
R |fpxq �

°n
i�1 cipφk � 1rai,bisqpxq|p dx ¤

p2εqpp2Rq, donc ||f �°n
i�1 cipφk � 1rai,bisq||Lp ¤ 2εp2Rq 1

p .
Et les propositions 2.33 et 2.34 donnent : DpRq est dense dans LppRq.

Exercice 2.35 Rappel : montrer que pC0
b pRq, ||.||8q est un espace de Banach (résultat classique).

Réponse. C'est un espace vectoriel (immédiat : sous-espace vectoriel de FpR;Rq). Soit pfnqN une suite de Cauchy dans

C0
b pRq, donc @ε ¡ 0, DN P N, @m,n ¥ N , ||fn � fm||8 ¤ ε. Donc, |fnpxq � fmpxq| ¤ ε pour tout x, et R complet,

donc pfnpxqqN est de Cauchy dans R donc convergente vers un réel qu'on note fpxq, ce qui dé�nit la fonction f , avec

|fpxq � fN pxq| ¤ ε pour tout x, donc ||f � fN ||8 ¤ ε. Et |fpxq| ¤ |fpxq � fN pxq| � |fN pxq| ¤ ||f � fN ||8 � ||fN ||8� ¤
ε � ||fN ||8, pour tout x, avec ||fN ||8   8, donc f est bornée. Et |fpyq � fpxq| ¤ |fpyq � fN pyq| � |fN pyq � fN pxq| �
|fN pxq� fpxq| ¤ 2||f � fN ||8� |fN pyq� fN pxq|, et on choisit η ¡ 0 t.q. |fN pyq� fN pxq| ¤ ε pour tout y t.q. |y�x|   η,

donc |fpyq � fpxq| ¤ 3ε pour tout y Psx�ε, x�εr, donc f est continue en x, vrai pour tout x.

2.8 Lemme de Lebesgue

Un résultat de convergence qu'on n'obtient pas avec le théorème de convergence dominée, et qui utilise la
densité de DpRq dans L1pRq :

Lemme 2.36 Si f P L1pRq alors lim
tÑ8

»
xPR

fpxq sinptxq dx � 0. Interprétation : dès que la fonction sinus �oscille

assez vite� (i.e. t �assez grand�) l'intégrale (valeur moyenne) est proche de 0 (dessin).
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Preuve. (Ici, à x �xé, gxptq � fpxq sinptxq ne converge pas quand tÑ8 : passer à la limite sous le signe
³
n'a

pas de sens.)

1- Pour f � 1ra,bs, où a   b, on a
» b
a

sinptxq dx � r�cosptxq
t

sbx�a �
cosptaq � cosptbq

t
ÝÑ
tÑ8 0.

2- Donc pour g en escalier on a
»
xPR

gpxq sinptxq dx ÝÑ
tÑ8 0, comme somme �nie d'intégrales convergeant vers 0.

Donc @ε ¡ 0, DTε ¡ 0, @t ¡ Tε,
»
xPR

gpxq sinptxq dx   ε.

3- Soit f P DpRq (donc en particulier continue). Donc, pour ε ¡ 0, Dg en escalier t.q. ||f � g||L1   ε. Le 2-

indique qu'il existe Tε t.q. pour tout t ¥ Tε on a |
»
xPR

gpxq sinptxq dx|   ε. D'où, pour tout t ¡ Tε :

|
»
xPR

fpxq sinptxq dx| ¤
»
xPR

|fpxq � gpxq| dx� |
»
xPR

gpxq sinptxq dx|

¤ ||f � g||L1 � ε ¤ 2ε.

4- Puis DpRq est dense dans L1pRq, d'où le résultat en reprenant la démarche du 3-.

2.9 Partition de l'unité

2.9.1 1R comme somme de régularisées (partition de l'unité de R)

On rappelle que τcφ : xÑ τcφpxq � φpx� cq.
Proposition 2.37 (Partition de l'unité de R.) Soit pγnqN la suite régularisante paire donnée par (2.25). Soit
a, b P R t.q. a   b, et on �xe n P N t.q. 1

n   b�a
2 . On pose :

φ � γn � 1ra,bs, (2.32)

la régularisée de 1ra,bs. En particulier φ � 1 sur ra� 1
n , b� 1

n s et suppφ � ra� 1
n , b� 1

n s.
Soit d � b�a (distance de a à b = largeur de l'intervalle ra, bs). On a :$'&'%

φ� τdφ � 1 sur ra� 1

n
, b�d� 1

n
s, et supppφ� τdφq � ra� 1

n
, b�d� 1

n
s,

τ�dφ� φ � 1 sur ra�d� 1

n
, b� 1

n
s, et supppτ�dφ� φq � ra�d� 1

n
, b� 1

n
s,

(2.33)

Faire un dessin. Et de même, pour tout k, ℓ P N où k   ℓ :

τkdφ� τpk�1qdφ� ...� τpℓ�1qdφ� τℓdφ � 1 sur ra�kd� 1

n
, b�ℓd� 1

n
s, (2.34)

et de support ra�kd� 1
n , b�ℓd� 1

n s. Et donc : ¸
kPZ

τkdφ � 1R, (2.35)

formule de partition de l'unité de R (la fonction constante 1R).

Preuve. On reprend le calcul (2.28), avec supppτd1ra,bsq � suppp1ra�d,b�dsq. En particulier :

φpxq �
»
tPrx�b,x�as

γnptq dt, τdφpxq � φpx�dq �
»
tPrx�b�d,x�a�ds

γnptq dt.

Et d ¡ 0, donc :

φpxq � τdφpxq �
»
Jx

γnptq dt, Jx � rx�b�d, x�as
£
r� 1

n
,
1

n
s.

1- Si x�a ¤ � 1
n , soit x ¤ a� 1

n , alors φpxq � τdφpxq � 0.
1'- Si x�b�d ¥ 1

n , soit x ¥ b�d� 1
n , alors φpxq � τdφpxq � 0.

2- Si r� 1
n ,

1
n s � rx�b�d, x�as, soit� 1

n ¥ x�b�d et 1
n ¤ x�a, soit x P ra� 1

n , b�d� 1
n s alors φpxq�τdφpxq � 1

3- Et dans les autres cas 0 ¤ φpxq � τdφpxq ¤ 1.
D'où (2.33)1. Puis de même (2.33)2. D'où (2.34) par récurrence, d'où (2.35).
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2.9.2 Partition de l'unité dans Rn

Soit Ω un ouvert dans Rn.

Lemme 2.38 SoitK un compact contenu dans une réunion �nie d'ouverts
�m
j�1 Ωj . Alors il existe des compacts

Kj � Ωj tels que K � �m
j�1 K̊j .

Preuve. Pour x P K, soit jx P r1,msN t.q. x P Ωjx , et soit rjx t.q. Bpx, 2rjxq � Ωjx . CommeK � �
xPK Bpx, rjxq

et K compact, il existe un sous recouvrement �ni K � �ℓ
k�1Bpxk, rjxk

q. On pose Kj �
�

k�1,...,ℓ
xkPΩj

Bpxk, rjxk
q,

réunion �nie de compacts donc compact, et K � �m
j�1 K̊j , avec Kj �

�
k�1,...,ℓ
xkPΩj

Bpxk, 2rjxk
q � Ωj .

Lemme 2.39 Soit Ω un ouvert et soit un compact K � Ω. Soit f P C0pΩq t.q. f|K � 1. Alors f est strictement
positive dans un voisinage ouvert de K : Dε ¡ 0, @x P K �Bp0, εq, fpxq ¡ 0.

Exercice 2.40 Montrer à l'aide des suites que si K est compact dans Ω ouvert, alors il existe ε ¡ 0 t.q.
K �Bp0, εq � Ω (donc que K est à plus d'une distance ε du bord de Ω).

Réponse. Sinon, pour tout ε, en particulier ε � 1
m
, on a pK�Bp0, 1

m
qq X pRn�Ωq � H. Donc il existe xm P K et

zm P Bp0, 1
m
q t.q. xm� zm P pRn�Ωq. On a construit une suite pzmqmPN� dans Rn qui converge vers 0. Et on a construit

une suite pxmqmPN� dansK, et commeK est compact, la suite pxmqmPN� a une sous-suite convergente pxmk qkPN� dansK ;
notons x8 � limkÑ8 xmk P K. Donc la suite pxmk � zmk qN� converge vers x8� 0 � x8 ; et pxmk � zmk qN� est une suite
dans le fermé pRn�Ωq (complémentaire d'un ouvert), donc sa limite x8 P Rn�Ω. Avec x8 P Ω : absurde.

En particulier x8 P Ω (car K � Ω).

Preuve. D'après le lemme précédent, il existe r ¡ 0 t.q le compact K�Bp0, rq �noté Kr est tout entier dans Ω
. Soit N P N� t.q. 1

N   r. Supposons le lemme faux, i.e. @ε � 1
n où n ¡ N , Dxn P K � Bp0, 1

n q t.q. fpxnq � 0.
On a construit une suite pxnqn¡N telle que fpxnq � 0 pour tout n. Et pxnqN� appartient au compact Kr, donc
on peut extraire une sous suite convergente dans Kr, soit x8 P Kr la limite. Mieux, x8 P K car K est fermé :
sinon x8 P Rn �K ouvert, donc Dε ¡ 0 t.q. Bpx8, εq � Rn �K, donc dpx8,Kq ¥ ε, absurde par construction
de la suite pxnq. Et comme f est continue et xn Ñ x8, on a fpx8q � 0. Et comme x8 P K on a fpx8q � 1.
Absurde car x8 P K � Ω : donc le lemme est vrai.

Proposition 2.41 (Partition de l'unité.) Soit K un compact de Rn dont on considère un recouvrement �ni�m
j�1 Ωj � K, les Ωj étant des ouverts de Rn.
Il existe alors m fonctions χj P DpΩjq telles que 0 ¤ χj ¤ 1 pour tout j � 1, ...,m et :

χ1pxq � ...� χmpxq � 1 dans un voisinage ouvert de K. (2.36)

Preuve. On applique le lemme 2.38 : soit m compacts Kj � Ωj t.q. K � �m
j�1 K̊j .

Soit alors ψj P DpΩjq une fonction qui vaut 1 sur Kj (une telle fonction existe d'après le corollaire 2.27). En
particulier

°m
i�1 ψi est une fonction C

8 strictement positive dans un voisinage ouvert de de K. On pose dans
Rn :

χjpxq � ψjpxq°m
i�1 ψipxq

. (2.37)

On véri�e immédiatement que les χj conviennent.

2.10 Lp
locpRq et résultat de �projection�

Lemme 2.42 Soit 1 ¤ p ¤ 8, et soit f P LplocpRq. On suppose :

hypothèse : @φ P DpRq,
»
R
fpxqφpxq dx � 0. (2.38)

Alors, avec q le conjugué de p dé�ni par 1
p � 1

q � 1 quand 1   p   8 :

conclusion :

$''''''&''''''%

p � 1 : @ψ P L8pRq t.q. suppψ compact,
»
R
fpxqψpxq dx � 0,

p Ps1,8r : @ψ P LqpRq t.q. suppψ compact,
»
R
fpxqψpxq dx � 0,

p � 8 : @ψ P L1pRq t.q. suppψ compact,
»
R
fpxqψpxq dx � 0.

(2.39)
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Preuve. Cas p � 1. Soit ψ en escalier avec suppψ borné, i.e. Dk P N, Da1, ..., ak, c1, ..., ck P R, a1   a2  
...   ak, ψ � °k�1

i�1 ci1rai,ai�1s. Soit pγnq une suite régularisante et soit ψn �déf ψ � γn. On a ψn P DpRq et
ψnpxqÝÑnÑ8 ψpxq p.p., avec ||ψ � ψn||8 ¤ ||ψ||8, cf. exercice 2.29. Donc :»

R
fpxqpψpxq � ψnpxqq dx �

»
R
fpxq1ra1,akspxqpψpxq � ψnpxqq dx ÝÑ

nÑ8 0,

grâce au théorème de convergence dominée : notant gpn, xq � pf1ra1,aksqpxqpψpxq � ψnpxqq l'intégrant, à x �xé
ψpxq � ψnpxq Ñ 0 p.p. donne gpn, xq Ñ 0, avec |gpn, xq| ¤ ||ψ||8|pf1ra1,aksqpxq| majoration indépendante de n
par une fonction intégrable. Donc (2.39)1 est vraie pour les fonctions en escalier.

Soit ψ P L8pRq à support borné. Soit penqN une suite de fonctions en escalier qui converge p.p. vers ψ, avec
penpxqqN croissante positive si ψpxq ¥ 0 et penpxqqN décroissante négative si ψpxq ¤ 0 (voir cours d'intégration).
Donc on a ||en||8 ¤ ||φ||8   8 pour tout n.

Comme Da ¡ 0 t.q. suppψ � r�a, as, quitte à remplacer les en par en1r�a,as, on peut considérer les penq
toutes à support dans r�a, as. Et on a :»

R
fpxqpψpxq � enpxqq dx �

»
R
fpxq1r�a,aspxqpψpxq � enpxqq dx ÝÑ

nÑ8 0,

grâce au théorème de convergence dominée : à x �xé ψpxq � enpxq Ñ 0 p.p., et |fpxqpψpxq � enpxqq| ¤
||ψ||8||f1r�a,as||L1pRq majoration indépendante de n par une fonction intégrable. Donc (2.39)1 est vraie pour les
fonctions bornées à support borné.

Cas p Ps1,8r. Soit q t.q. 1
p � 1

q � 1.
Cas ψ en escalier avec suppψ borné : même suite pψnq que précédemment : ici f1ra1,aks P LppRq et ψ,ψn P

LqpRq pour tout n (trivial). Et Hölder : | ³R fpxq1ra1,akspxqpψpxq � ψnpxqq dx| ¤ ||f1ra1,aks||Lp ||ψ � ψn||Lq Ñ 0.
Soit ψ P L8pRq à support borné. Même suite penq que précédemment. Et Hölder.

Cas f P L8pRq. Cas ψ en escalier avec suppψ borné : même suite pψnq que précédemment : ici f1ra1,aks P
L8pRq et ψ,ψn P L1pRq pour tout n (trivial). Et : | ³R fpxq1ra1,akspxqpψpxq � ψnpxqq dx| ¤ ||f1ra1,aks||8||ψ �
ψn||L1 Ñ 0.

Soit ψ P L1pRq à support borné. Même suite penq que précédemment...

Proposition 2.43 Soit 1 ¤ p ¤ 8, et soit f P LplocpRq. On a :

@φ P DpRq,
»
R
fpxqφpxq dx � 0 ðñ f � 0 p.p.. (2.40)

Preuve. ð : trivial. C'est ñ qu'il s'agit d'établir. Avec le lemme 2.42 :
Cas p � 1 : on prend ψpxq � 0 quand x Rs � k, kr et quand fpxq � 0, et sinon ψpxq � 1 si fpxq ¡ 0 et

ψpxq � �1 si fpxq   0. Donc ψ P L8pRq à support borné et 0 � ³
R fpxqψpxq dx �

³
R |fpxq1s�k,krpxq| dx. Comme

|f1s�k,kr| ¥ 0, on déduit |f1s�k,kr| � 0 p.p., voir cours d'intégration, donc f1s�k,kr � 0 donc f � 0 sur s � k, kr,
vrai pour tout k.

Cas p Ps1,8r : on prend ψpxq � 0 quand x Rs�k, kr et quand fpxq � 0, et sinon ψpxq � fpxqp�1 si fpxq ¡ 0 et
ψpxq � �|fpxq|p�1 si fpxq   0. Soit q le conjugué de p donné par 1

p� 1
q � 1. On a |ψpxq|q � |fpxq|qpp�1q � |fpxq|

pour x Ps � k, kr et 0 ailleurs. Donc ψ P LqpRq. Avec f1r�k,ks P LppRq. Donc pf1r�k,ksqψ P L1pRq avec
pf1r�k,ksqψ � |f |p1r�k,ks ¥ 0 d'intégrale nulle, donc f � 0 sur r�k, ks, vrai pour tout k.

Cas p � 8 : dual du cas p � 1. On prend ψpxq � 0 quand x Rs � k, kr et quand fpxq � 0, et sinon ψpxq � 1
si fpxq ¡ 0 et ψpxq � �1 si fpxq   0. Comme r�k, ks est borné et ψ borné, ψ P L1pRq. Donc ³R f1r�k,ksψ � 0,
avec f1r�k,ksψ � |f |1r�k,ks ¥ 0, donc |f |1r�k,ks � 0 p.p., donc f � 0 sur r�k, ks, vrai pour tout k.

3 Premières dé�nitions et propriétés des distributions

3.1 Convergence dans DpΩq (au sens de DpΩq)
Soit Ω un ouvert de R.

Dé�nition 3.1 Soit φ P DpΩq. On dit qu'une suite pφnqnPN de DpΩq converge vers φ, et on note :

φn ÝÑ
nÑ8φ dans DpΩq, (3.1)
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ssi : #
1q DK � Ω, K compact, tel que @n P N, supppφnq � K,

2q @k P N, ||φpkqn � φpkq||8 ÝÑ
nÑ8 0.

(3.2)

Donc les φn ont toutes un support inclus dans un même compact K, et convergent uniformément ainsi que
toutes leurs dérivées.

Soit Ω un ouvert de Rn. Pour k � pk1, ..., knq P Nn, on note |k| � k1 � ...� kn.

Dé�nition 3.2 Soit φ P DpΩq. On dit qu'une suite pφnqnPN de DpΩq converge vers φ, et on note :

φn ÝÑ
nÑ8φ dans DpΩq, (3.3)

ssi : $'&'%
1q DK � Ω, K compact, tel que @n P N, supppφnq � K,

2q @k � pk1, ..., knq P Nn, || B|k|φn
Bxk11 ...Bxknn

� B|k|φ
Bxk11 ...Bxknn

||8 ÝÑ
nÑ8 0.

(3.4)

Donc les φn ont toutes un support inclus dans un même compact K, et convergent uniformément ainsi que
toutes leurs dérivées.

Dans la suite, pour simpli�er les écritures, on regardera essentiellement le cas Rn � R (le cas 1-D), donc la
convergence donnée en (3.2).

Proposition 3.3 Soit pφnqnPN une suite de DpΩq qui converge vers φ P DpΩq. Soit K le compact dans (3.2).
Alors suppφ � K.

Preuve. On a ||φ � φn||8ÝÑnÑ8 0 : soit ε ¡ 0 et soit N P N t.q. @n ¡ N , ||φ � φn||8   ε, donc pour tout
x P R on a |φpxq � φnpxq|   ε. En particulier, pour tout x P R�K, comme alors φnpxq � 0, on a |φpxq|   ε.
Vrai pour tout ε. Donc pour tout x P R�K on a φpxq � 0. Donc tx : φpxq � 0u � K, donc suppφ � K � K.

Remarque 3.4 Cette notion de convergence sera su�sante un `certain temps' : elle donnera la continuité des
distributions comme limite : si φj ÝÑ

jÑ8
φ dans DpΩq, cf. (3.2), alors T : DpΩq Ñ R sera un opérateur continu si

T pφjq ÝÑ
jÑ8

T pφq dans R.
En revanche, en particulier pour certaines propriétés des distributions à support compact, on aura besoin de

regarder la topologie de DpΩq (ses ouverts). Cette topologie est celle d'un espace métrique complet non normé
(il n'y a pas de norme sur DpΩq qui le rende complet), et sera rapidement décrite plus loin.

3.2 L'espace D1pΩq

3.2.1 Dé�nition

Dé�nition 3.5 Une forme linéaire continue sur DpΩq est appelée une distribution sur Ω.
L'ensemble des distributions sur Ω est noté D1pΩq :

D1pΩq déf� LcontpDpΩq,Rq. (3.5)

C'est l'ensemble des formes linéaires continues sur DpΩq (dual topologique de DpΩq).

Donc T P D1pΩq (i.e. T est une distribution sur Ω) ssi :

T :

#
DpΩq Ñ R

φ ÞÑ T pφq

+
véri�e :

1. linéarité : pour tout φ,ψ P DpΩq et tout λ P R :

T pφ� λψq � T pφq � λT pψq, (3.6)
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2. continuité : pour tout φ P DpΩq, T est continue en φ ; i.e. pour toute suite pφnqnPN de fonctions de DpΩq
qui converge vers φ dans DpΩq, cf. (3.2), la suite de réels pT pφnqqnPN converge vers le réel T pφq dans R :

lim
nÑ8T pφnq � T pφq p� T p lim

nÑ8φnq, (3.7)

soit encore |T pφnq � T pφq| ÝÑ
nÑ8 0 (dans R).

N.B. : une distribution est un instrument de mesure des fonctions : pour une fonction φ on obtient la valeur
réelle T pφq.
Remarque 3.6 La continuité (3.7) est la dé�nition usuelle de la continuité en un point : une fonction F est
continue en un point X ssi quelle que soit la suite pXnq qui tend vers X on a F pXnqÝÑnÑ8 F pXq, autrement
dit ssi limnÑ8 F pXnq � F pXq � F plimnÑ8Xnq.

Ici les notations sont F � T , X � φ et Xn � φn, et la notion φn tend vers φ est la notion de convergence
dé�nie en (3.2) (ou en (3.4)).

Donc par dé�nition d'une distribution (plus précisément le fait qu'une distribution soit continue par dé�ni-
tion), on peut donc passer à la limite sous la distribution T , cf. (3.7) :

lim
nÑ8T pφnq � T p lim

nÑ8φnq p� T pφqq. (3.8)

dès que pφnq est une suite de DpΩq qui converge vers φ P DpΩq, au sens de DpΩq, cf. (3.2).
Notation : la linéarité fait qu'on emploie le crochet de dualité : pour φ P DpΩq :

T pφq � xT, φy, (3.9)

ou encore la notation abusive de l'intégrale (autre notation usuelle de la linéarité) :

T pφq �
»
Tφ. (3.10)

Attention : cette notation intégrale peut s'avérer dangereuse (voir plus loin la masse de Dirac δa dé�nie par
δapφq � φpaq et qui ne s'écrit pas comme une intégrale �

³
δaφ �).

Donc par dé�nition de la continuité des distributions T on peut passer à la limite sous le crochet : quand
pφnq Ñ φ dans DpΩq, cf. (3.2) :

lim
nÑ8xT, φny � xT, lim

nÑ8φny p� xT, φyq, (3.11)

ou encore qu'on peut passer à la limite sous le signe
³
:

lim
nÑ8

»
Tφn �

»
T lim
nÑ8φn p�

»
Tφq. (3.12)

3.2.2 L'exemple des distributions régulières Tf pour f P LplocpRq
On considère R muni de sa tribu borélienne et de sa mesure (usuelle) de Lebesgue.

Dé�nition 3.7 Soit f P L1
locpΩq. On appelle distribution régulière associée à f : la fonctionnelle T �noté Tf :

ΩÑ R dé�nie par :

@φ P DpΩq xTf , φy déf�
»
Ω

fpxqφpxq dx. (3.13)

Proposition 3.8 Pour f P L1
locpΩq, la fonctionnelle Tf dé�nie en (3.13) est une distribution.

(Interprétation : pour φ P DpRq, le réel Tf pφq �
³
Ω
φpxqpfpxq dxq � µpfq est l'intégrale de φ pour la mesure µ

de densité f , notation usuelle dµpxq � fpxq dx.)

Preuve. Soit φ P DpΩq. On a
³
Ω
fpxqφpxq dx � ³

Ω
fpxqφpxq1suppφpxq dx. La fonction fφ1suppφ est dominée par

la fonction intégrable ||φ||8f1suppφ (car f P L1
locpΩq et suppφ est compact dans Ω). Donc (3.13) est bien dé�ni.

La linéarité est triviale cf. (3.6) (c'est celle de l'intégrale).
Continuité de Tf : soit φ P DpΩq et soit pφnqN une suite de DpΩq convergeant vers φ P DpΩq, cf. (3.2).

On a, avec le compact K de (3.2) : |T pφq � T pφnq| � | ³
Ω
fpxqpφ � φnqpxqqdx| � | ³

K
fpxqpφ � φnqpxqqdx| ¤

||φ�φn||8
³
K
|fpxq|dxÝÑnÑ8 0, car ||φ�φn||8 Ñ 0 et f P L1pKq. Donc Tf est continue en φ. Vrai pour tout

φ P DpΩq.
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Dé�nition 3.9 Généralisation : si f P LplocpΩq avec 1 ¤ p ¤ 8, on appelle distribution régulière Tf la distri-
bution donnée par (3.13). (En particulier vrai pour f P L2

locpΩq.)
Proposition 3.10 Pour f P LplocpΩq où 1 ¤ p ¤ 8, la fonctionnelle Tf dé�nie en (3.13) est bien une distribution.

Preuve. Pour φ P DpΩq, K � suppφ et q P r1,8s, on a
³
Ω
|φ|q � ³

K
|φ|q ¤ ||φq||8|K|   8, donc φ P LqpΩq.

Soit f P LplocpΩq et φ P DpΩq. Le cas p � 1 a été traité dans la proposition précédente.
Cas 1   p   8. Soit q de conjugué de p, donné par 1

p � 1
q � 1. Comme f P LplocpΩq on a f P LppKq ; et pour

φ P DpΩq on a φ P LqpKq, donc fφ P L1pKq, donc Tf pφq est bien dé�ni par (3.13). Et la linéarité de Tf est
immédiate. Soit pφnq une suite de DpΩq qui converge vers φ dans DpΩq, avec K compact t.q. K � supppφnq
pour tout n. Alors ||φ� φn||qq �

³
K
pφ� φnqqpxq dx ¤ ||φ� φn||q8|K| ÝÑnÑ8 0. Donc, avec Hölder :

|xTf , φ� φny| ¤
»
K

|fφ| ¤ ||f ||LppKq||φ� φn||Lq ÝÑ
nÑ8 0,

d'où la continuité de Tf sur DpΩq.
Cas p � 8. Alors |xTf , φy| ¤

³
K
supK |fpxq| supK |φpxq| dx ¤ |K| ||f ||L8pKq||φ||L8   8, donc (3.13) est bien

dé�ni. Et la linéarité et la continuité sont immédiates.

Notation abusive. Quand f P LplocpΩq, on note abusivement (pour alléger l'écriture), pour tout φ P DpΩq :

xTf , φyD1,D
noté� xTf , φy noté� xf, φy noté�

»
fφ pdonc �

»
Ω

fpxqφpxq dxq. (3.14)

On note donc abusivement Tf � f au sens des distributions... et on dit qu'on �identi�e� la distribution Tf à la
fonction f ...

Attention à cette identi�cation : dans la notation xf, φy, l'objet f n'est pas considéré comme une fonction
mais comme la distribution Tf régulière associée.

Exemple 3.11 La fonction constante f � 1R P L1
locpRq dé�nit une distribution régulière qui à une fonction φ

associe son aire sous la courbe : T1Rpφq �
»
R
φpxq dx noté� x1R, φy.

Exemple 3.12 La fonction échelon unité (= troncature à gauche en 0 = �unit step function�) appelée fonction
de Heaviside H0 :

H0pxq �
#
1 si x>0,

0 si x<0,
(3.15)

dé�nit une distribution régulière sur R. Elle n'a pas été dé�nie en x � 0 (donc dé�nie uniquement presque
partout), ce qui n'a aucune importance quand on s'intéresse à son caractère L1

locpRq. On note alors H0pxq �
1R�pxq ou H0pxq � 1R��

.
ConsidérerH0 comme distribution régulière, c'est considérer la distribution régulière TH0 , i.e. c'est considérer

l'instrument de mesure TH0
: φÑ TH0

pφq �
»
R�
φpxq dx noté� xH0, φy.

Proposition 3.13 Soit f P LplocpRq où 1 ¤ p ¤ 8. On a :

f � 0 p.p. sur sa, br ðñ Tf � 0 sur Dpsa, brq. (3.16)

Preuve. C'est une autre version de la proposition 2.43.

3.2.3 L'exemple des masses de Dirac et de leurs dérivées

Dé�nition 3.14 Soit a P R. La masse de Dirac δa : DpRq Ñ R est dé�nie par :

δapφq déf� φpaq noté� xδa, φy. (3.17)

Plus généralement, la masse de Dirac en a est dé�nie sur toutes les fonctions continues en a, la valeur de
φpaq étant alors parfaitement dé�nie (ce qui n'est pas le cas d'une fonction dé�nie presque partout en général).

Proposition 3.15 δa est une distribution, mais n'est pas une distribution régulière.
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Preuve. La linéarité est immédiate. Continuité : soit φ P DpRq et soit pφnq Ñ φ dans DpRq. En particulier
||φ � φn||8 Ñ 0, soit supxPR |φnpxq � φpxq| Ñ 0, en particulier φnpaq Ñ φpaq. Donc δapφnq Ñ δapφq, donc δa
est continue au point φ P DpRq. Vrai pour tout φ P DpRq. Donc δa est une distribution.

Supposons qu'il existe f P L1
locpRq telle δapφq �

³
R fpxqφpxq dx pour tout φ P DpRq. En particulier pour tout

φ P DpR � tauq on aurait δapφq � φpaq � 0 � ³
R fpxqφpxq dx. Et donc f � 0 presque partout sur sa, br� R�

pour la mesure de Lebesgue, cf. proposition 3.13, donc sur R. D'où δa � 0. C'est faux, puisque δapζq � e�1 � 0
(avec ζ donné en (1.18)). Donc δa n'est pas régulière.

Exemple 3.16 Le peigne de Dirac
°
kPZ δk P D1pRq dé�nit une distribution. Le véri�er. Mais ce n'est pas une

distribution régulière.

Dé�nition 3.17 La dérivée de la masse de Dirac δ1a est dé�nie sur DpRq par :

δ1apφq � �φ1paq noté� xδ1a, φy. (3.18)

Et les dérivées successives de la masse de Dirac δpkqa sont dé�nies sur DpRq par, pour k P N :

δpkqa pφq déf� p�1qkφpkqpaq noté� xδpkqa , φy. (3.19)

Exercice 3.18 Véri�er que les δpkqa sont des distributions mais ne sont pas régulières.

Réponse. Adapter la démonstration de la proposition 3.15.

3.2.4 Autres exemples, et contre-exemples

Exemple 3.19 Pour n P N, la fonctionnelle
°n
k�0 δ

pkq
0 dé�nit une distribution.

Exemple 3.20 La fonctionnelle T � °8
k�1 δ

pkq
0 ne dé�nit pas une distribution : considérer une fonction φ P

DpRq qui vaut e�x au voisinage de 0, cf. example 2.26, pour laquelle x°8
k�1 δ

pkq
0 , φy � °8

1 1 � 8 R R.

Exemple 3.21 Si T n'est pas linéaire (exemple T pφq � ³
R φ

2pxq dx) alors ce n'est pas une distribution.

Exemple 3.22 la fonctionnelle
°8
k�0 δ

pkq
k dé�nit une distribution. Le véri�er.

Exemple 3.23 Dans Rn la masse de Dirac au point a⃗ P Rn est dé�nie par δa⃗pφq � φp⃗aq. On véri�e que c'est
bien une distribution sur DpRnq.
Exemple 3.24 La fonction xÑ 1

x ne dé�nit pas une distribution sur R. Mais sa restriction à s0,8r dé�nit une
distribution régulière dans D1ps0,8rq.
Exemple 3.25 Le produit de deux distributions n'est pas dé�ni : en particulier la masse de Dirac au carré
n'est pas une distribution (d'ailleurs on ne sait pas dé�nir la masse de Dirac au carré).

Cas des distributions régulières : exemple : la fonction x Ñ |x|� 1
2 dé�nit une distribution sur R (elle est

dans L1
locpRq) alors que son produit par elle-même ne dé�nit pas une distribution sur R.

Exemple 3.26 Dans Rn, le moment d'inertie par rapport à x⃗0 d'une distribution à support compact est dé�ni
par :

Ipx⃗0q � xT, ||x⃗� x⃗0||2y. (3.20)

Si T � Tf est une distribution associée à une fonction f à support borné K, le moment d'inertie par rapport
à x⃗0 vaut :

Ipx⃗0q �
»
K

fpx⃗q ||x⃗� x⃗0||2 dΩ. (3.21)

Et si T � δa⃗, alors Ipx⃗0q � ||⃗a� x⃗0||2, moment d'inertie par rapport à x⃗0 d'une masse unité ponctuelle en a⃗.

Exemple 3.27 Si T � Tf est une distribution régulière avec f P L1pRnq de support excluant 0⃗, i.e. f � 0 dans
un voisinage ouvert de 0⃗, le potentiel Newtonien est dé�ni au point x⃗0 par :

Upx⃗0q � xTf , 1

||x⃗0 � x⃗|| y �
»
x⃗PRn

fpx⃗q
||x⃗0 � x⃗|| dΩ. (3.22)

Et pour la masse de Dirac δa⃗ et x⃗0 � a⃗, il est dé�ni par :

Upx⃗0q � xδa⃗, 1

||x⃗0 � x⃗|| y �
1

||x⃗0 � a⃗|| , (3.23)

inverse de la distance de a⃗ à x⃗0.
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3.2.5 Restriction

Dé�nition 3.28 Soit T P DpΩq et soit ω un ouvert de Rn tel que ω � Ω. La restriction T|ω est la distribution
de D1pωq dé�nie par :

xT|ω, φy � xT, φy, @φ P Dpωq. (3.24)

Il est immédiat de véri�er que T|ω est bien une distribution sur ω (linéaire et continue).

3.2.6 Remarque pour la notation intégrale et écriture abusive T pxq
La propriété de linéarité de T fait qu'on peut utiliser formellement le signe de l'intégration (signe utilisé en

cas de linéarité) :

T pφq � xT, φy �
»
T φ

noté�
»
T pxqφpxq dx noté� xT pxq, φpxqy. (3.25)

Mais attention, ce n'est qu'une notation formelle. En particulier T pxq ne veut rien dire puisque un point x P Ω
n'appartient pas au domaine de dé�nition de T : le domaine de dé�nition de T est l'ensemble des fonctions
de DpΩq, et uniquement T pφq a un sens pour φ P DpΩq.

Par exemple, δ0pxq n'a aucun sens pour x P R, puisque δ0 n'est pas une fonction sur R (mais sur DpRq).
C'est δ0pφq qui a un sens, et vaut δ0pφq � φp0q, pour une fonction φ.

Cependant l'écriture abusive δ0pxq sera utilisée dans l'expression xδ0pxq, φpxqy, et permettra d'alléger les
notations lorsque φ sera une fonction de plusieurs variables : on écrira :

xδ0pxq, φpx, yqy déf� δ0pφyq � φyp0q � φp0, yq � φpx, yq|x�0, (3.26)

où φy : xÑ φypxq � φpx, yq. Et de même xδ0pyq, φpx, yqy �déf φpx, yq|y�0 � φpx, 0q.
Pour être rigoureux, on doit d'abord dé�nir à y �xé la fonction φ1 : xÑ φ1pxq déf� φpx, yq et à x �xé la fonction

φ2 : y Ñ φ2pyq déf� φpx, yq et écrire xδ0, φ1y � φ1p0q � φp0, yq dans le premier cas, et xδ0, φ2y � φ2p0q � φpx, 0q
dans le second cas.

Autrement dit (3.26) est une écriture abusive mais pratique (de même que (3.25)).
En cas de doute, on n'abuse pas des notations.

3.3 L'espace vectoriel D1pΩq

Comme D1pΩq � FpDpΩq;Rq, on reprend les dé�nitions de la somme interne et de la multiplication externe
usuelle : pour deux distributions S et T et un réel λ P R, les distributions pS � T q et pλT q sont dé�nies par
pS � T qpφq déf� Spφq � T pφq et pλT qpφq déf� λpT pφqq, soit avec les notations du crochet de dualité, pour tout
φ P DpΩq : $&% xS � T, φy déf� xS, φy � xT, φy,

xλT, φy déf� λxT, φy.
(3.27)

Proposition 3.29 L'espace D1pΩq muni des opérations � (addition interne) et . (multiplication externe) est
un espace vectoriel. Il est noté pD1pΩq,�, .q, ou simplement D1pΩq.

Preuve. C'est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel pFpDpΩq;Rq,�, .q des fonctions de DpΩq dans R : on
véri�e facilement que les fonctionnelles pS�T q et pλT q ainsi dé�nies sont bien linéaires et continues sur DpΩq.

Exercice 3.30 Montrer : si T � Tf et T � Tg sont deux distributions régulières et si λ P R, alors :

Tf � λTg � Tf�λg. (3.28)

Réponse. L'intégrale est linéaire.
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3.4 Convergence dans D1pΩq (convergence faible)

Dé�nition 3.31 On dit qu'une suite de distributions pTnqnPN de D1pΩq converge ssi elle converge simplement,
i.e. ssi elle converge en tout point, i.e. ssi quelque soit φ P DpΩq, notant rn � xTn, φy, la suite de réels prnqN
converge dans R :

pTnqN converge ðñ @φ P DpΩq, Dr P R, lim
nÑ8xTn, φy � r

noté� T pφq. (3.29)

Cela dé�nit alors la fonctionnelle T : DpΩq Ñ R appelée limite de la suite pTnq dansD1pΩq, et noté T �noté limnÑ8 Tn.

Théorème 3.32 Soit pTnqnPN une suite dansD1pΩq qui converge au sens (3.29). Alors la limite T défnie en (3.29)
est une distribution sur Ω.

Preuve. Pour φ,ψ P DpΩq et λ P R on a (égalités dans R) :

xT, φ� λψy déf� lim
nÑ8xTn, φ� λψy � lim

nÑ8pxTn, φy � λxTn, ψyq
� lim

nÑ8xTn, φy � λ lim
nÑ8xTn, ψy � xT, φy � λxT, ψy,

d'où la linéarité.
Continuité : soit φ P DpΩq. Soit pφkq une suite de DpΩq convergeant vers φ P DpΩq. On a limkxT, φky �

limk limnxTn, φky. On admet qu'on peut inverser les signes limites (voir théorème de Banach�Steinhaus dans
les espaces métriques complet).

D'où limkxT, φky � limn limkxTn, φky � limnxTn, limk φky � limnxTn, φy � xT, φy.
On note alors (convergence faible) :

Tn á
nÑ8T dans D1pΩq (3.30)

Donc : TnáT dans D1pΩq ssi :

@φ P DpΩq, xTn, φy ÝÑ
nÑ8xT, φy dans R, (3.31)

i.e. ssi, pour φ quelconque (�xé), |Tnpφq � T pφq| Ñ 0 dans R.

Remarque 3.33 La convergence (3.29) réécrite en (3.31) est la dé�nition usuelle de la convergence simple des
fonctions : une suite de fonctions pFnq converge simplement vers F ssi pour tout X on a FnpXqÝÑF pXq. Ici
les notations sont Fn � Tn et X � φ.

Remarque 3.34 Ici, les distributions T sont des fonctions qui agissent sur des fonctions, et pour cette raison
sont appelées des fonctionnelles ; et la convergence simple (3.31) est alors appelée convergence faible.

Exemple 3.35 Soit pfjqN� une suite de fonctions dans L1
locpRq qui converge presque partout vers une fonction

f . On suppose de plus la suite dominée : il existe g P L1
locpRq t.q. |fjpxq| ¤ gpxq presque partout. Montrer que

f P L1
locpRq et que fjá f au sens des distributions.

Réponse. Les fonction fj et f ne sont pas des distributions. Donc ce qu'il faut comprendre est :
1- On considère les distributions régulières Tfj et Tf .

2- Et il s'agit de montrer que Tfj áTf dans D1pRq, i.e. que
»
R
fjpxqφpxq dx ÝÑ

jÑ8

»
R
fpxqφpxq dx pour tout φ P DpRq.

Soit φ P DpRq �xé et K son support (compact). On applique le théorème de convergence dominée de Lebesgue

puisque |fjpxqφpxq1Kpxq| ¤ ||φ||8|gpxq|1Kpxq et g1K P L1pKq.

Exemple 3.36 Montrez que γná δ0 dans D1pRq, où γn est dé�ni en (2.25) (approximation de δ0).

Réponse. γn est une fonction et n'est pas une distribution. Donc ce qu'il faut comprendre est :
1- Comme les γn sont des fonctions L1pRq, on considère les distributions régulières Tn � Tγn associées.

2- Et il s'agit de montrer que Tγn á δ0 dans D1pRq, i.e. (3.31), i.e. ³R γnpxqφpxq dx Ñ φp0q. Le faire ; réponse :

voir � suivant.
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3.5 Convergence vers la masse de Dirac

3.5.1 δa comme limite de fonctions portes

Soit n P N�, a P R, et les �fonctions portes� Πnapxq � n 1sa� 1
2n ,a� 1

2n r � nH�1
2n�a � nH 1

2n�a (centrées en a) :

Πnapxq � n 1sa� 1
2n ,a� 1

2n rpxq �
$&% n pour x Psa� 1

2n
, a� 1

2n
r,

0 sinon ,
(3.32)

dessin. Ce sont des fonctions L1pRq positives de masse 1 :
³
R Πnapxq dx � 1 (� ³a� 1

2n

a� 1
2n

ndx).

Cette suite de fonctions ne converge pas vers une fonction dans L1pRq : cette fonction limite vaudrait 0
sur R�tau, et donc nulle presque partout, mais avec une masse égale à 1. (On remarque que pΠnaqN� n'est pas
une suite de Cauchy dans L1pRq : pour a�0 par exemple, ||Πn � Π2n,a||L1 � ³

R |Πnpxq � Π2npxq| dx � 1 �Ñ 0,
donc pΠnqN� ne converge pas dans L1pRq.)

Proposition 3.37 TΠna
étant la distribution régulière associée à Πna, on a :

TΠna á
nÑ8 δa dans D1pRq, noté Πna á

nÑ8 δa dans D1pRq, (3.33)

i.e., pour tout φ P DpRq :
xTΠna

, φy �
»
R
Πnapxqφpxq dx ÝÑ

nÑ8φpaq � xδa, φy. (3.34)

Preuve. xTΠna
, φy ÝÑ

nÑ8φpaq ssi @ε ¡ 0, DNε P N t.q. @n ¥ Nε, |
»
R
Πnapxqφpxq dx� φpaq|   ε, soit :

@ε ¡ 0, DNε P N t.q. @n ¥ Nε, |
»
R
Πnapxqpφpxq � φpaqq dx|   ε, (3.35)

car
³
R Πna � 1, i.e. |n ³a� 1

2n

a� 1
2n

pφpxq � φpaqq dx|   ε. Soit ε ¡ 0 et φ P DpRq : donc φ est continue en a, donc :

Dηε ¡ 0 t.q. @x Psa� ηε, a� ηεr on a |φpxq � φpaq| ¤ ε, donc
³a�ηε
a�ηε |φpxq � φpaq| dx ¤ 2ηεε.

On prend Nε P N t.q. Nε ¡ 1
2ηε

, i.e. 1
Nε

  2ηε, d'où (3.35).

Et �symboliquement� (et abusivement), on note :

notation symbolique :
»
R
δa � 1 p�

»
R
Πnaq, (3.36)

bien que δa ne soit pas une fonction, et on dit que δa a �une masse� qui vaut 1.

Remarque 3.38 On aurait aussi bien pu utiliser les fonctions portes non centrées Πnapxq � n 1a�s0,a� 1
n r au

lieu des fonctions portes centrées (3.32) : même démarche et même résultat, écrit tout aussi abusivement :

n 1sa,a� 1
n r á
nÑ8 δa dans D1pRq. (3.37)

Exercice 3.39 Montrer (3.33) à l'aide du théorème des accroissements �nis.

Réponse. La démonstration de (3.34) n'utilise que le caractère C0 de φ en 0, approche pertinente car δ0 est plus
généralement dé�nie sur les fonctions continues en 0.

Ici δ0 a été dé�nie comme distribution, donc pour les φ P DpRq. Et φ P DpRq � C1pRq, donc il existe ξx entre 0 et x � 0

t.q. φpxq�φp0q
x

� φ1pξxq (théorème des accroissements �nis). D'où | ³R Πnpxqpφpxq � φp0qq dx| � | ³R xΠnpxqφ1pξxq dx| ¤
||φ1||8n

³1{2n
�1{2n |x| dx � 2||φ1||8n

³1{2n
0

x dx � 2||φ1||8nrx22 s1{2n0 � ||φ1||8 1
4n
ÝÑnÑ8 0.

Exercice 3.40 Montrer que δ0 est limite de la suite pfnq des fonctions a�nes par morceaux données par
fnpxq � n2px� 1

n q1s�1
n ,0rpxq � n2px� 1

n q1s0, 1n rpxq (fonction chapeau : dessin).
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Réponse. (Remarque : fn est paire, donc
³
R fnpxq dx � 2

³ 1
n
0
p�n2qpx � 1

n
q dx � �2n2r px�

1
n
q2

2
s
1
n
0 � 1.) Soit φ P DpRq.

On a :

xTfn , φy �
» 0

�1
n

n2px� 1

n
qφpxq dx�

» 1
n

0

n2px� 1

n
qφpxq dx

� n2

» 0

�1
n

px� 1

n
qpφpxq�φp0qq dx� n2

» 1
n

0

px� 1

n
qpφpxq�φp0qq dx� n2

» 0

�1
n

px� 1

n
qφp0q dx� n2

» 1
n

0

px� 1

n
qφp0q dx.

On a n2
³0
�1
n
px� 1

n
qφp0q dx � n2

³ 1
n
0
px� 1

n
qφp0q dx � n2φp0qp 1

2
rpx� 1

n
q2s0�1

n

� 1
2
rpx� 1

n
q2s

1
n
0 � φp0q, et avec φ P DpRq

on a φ continue en 0, donc, pour ε ¡ 0 on a : Dηε ¡ 0 t.q. @x Ps � ηε, ηεr on a |φpxq � φp0q| ¤ ε. Donc pour ε et le ηε

correspondant, on prendNε t.q.
1
Nε

  ηε, et pour tout n ¥ Nε on a |xTfn , φy�φp0q| ¤ εn2p³0�1
n
px� 1

n
q dx�³ 1

n
0
px� 1

n
q dxq �

εn2p 1
2
rpx� 1

n
q2s0�1

n

� 1
2
rpx� 1

n
q2s

1
n
0 q � ε. Donc |xTfn , φy � φp0q|ÝÑnÑ8 0.

3.5.2 δa comme limite de fonctions de DpRq
On considère une suite régularisante pφnqN� , cf. (2.23). On a alors au sens des distributions :

φn á
nÑ8 δ0 dans D1pRq, (3.38)

au sens Tφn
á
nÑ8 δ0, i.e., pour toute fonction φ P DpRq : lim

nÑ8

»
R
φnpxqφpxq dx � φp0q P R.

Démonstration similaire à la précédente (on a
³ 1

n
�1
n

φn � 1).

3.5.3 Convergence vers δa d'une fonction L1pRq de masse unité qu'on concentre

Pour f : RÑ R et λ ¡ 0, on note :
fλpxq � λ fpλxq. (3.39)

En particulier
³
R fλpxq dx �

³
R fpxq dx pour tout λ ¡ 0 (on conserve la masse), immédiat.

Exemple : si supppfq � r�B,Bs alors supppfλq � r�B
λ ,

B
λ s car fλpxq � 0 dès que λx R r�B,Bs, i.e. dès que

x R r�B
λ ,

B
λ s : le support de fλ se �concentre en 0� quand λ ¡ 1.

Proposition 3.41 Si :

f P L1pRq et
»
R
fpxq dx � 1 (masse unité), (3.40)

alors :
fλ á

λÑ8
δ0 dans D1pRq. (3.41)

Preuve. (Convergence dominée.) Soit φ P DpRq. On a :

xTfλ , φy �
»
R
λfpλxqφpxq dx �

»
R
fpyqφp y

λ
q dy,

intégrale qui dépend du paramètre λ. On applique le théorème de convergence dominée : pour λ �xé quelconque,
l'intégrant hpλ, yq � fpyqφp yλ q véri�e |hpλ, yq| ¤ |fpyq| ||φ||8 �noté gpyq, majoration indépendante de λ avec

g P L1pRq car f P L1pRq. Et à y �xé on a hpλ, yqÝÑλÑ8 fpyqφp0q. D'où
»
R
fpyqφp y

λ
q dy ÝÑ

λÑ8
φp0q

»
R
fpxq dx �

φp0q, et on a bien xTfλ , φyÝÑλÑ8 φp0q � xδ0, φy. Vrai pour tout φ P DpRq, donc Tfλ áλÑ8 δ0 dans D1pRq, qui
est l'écriture non abusive de (3.41).

3.6 Dé�nitions d'opérations élémentaires sur les distributions

Les dé�nitions sont fabriquées pour généraliser les opérations sur les fonctions.
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3.6.1 Translation (changement d'origine)

Pour f une fonction localement sommable, on a, pour tout φ P DpRq :»
R
fpx� aqφpxq dx �

»
R
fpxqφpx� aq dx. (3.42)

On note τaf la translatée de f : `τafpxq � fpx� aq'. On a donc au sens des distributions :

xτaf, φy � xf, τ�aφy, @φ P DpRq, (3.43)

au sens xTτaf , φy � xTf , τ�aφy.

Dé�nition 3.42 Pour une distribution T P D1pRq, la distribution translatée τaT P D1pRq est dé�nie par :

xτaT, φy déf� xT, τ�aφy, @φ P DpRq. (3.44)

On véri�e immédiatement qu'e�ectivement τaT P D1pRq (est une distribution). Et, avec des notations abu-
sives, voir (3.25), on note :

xT px� aq, φpxqy déf� xT pxq, φpx� aqy, @φ P DpRq. (3.45)

Exemple 3.43 En particulier ;
δa � τaδ0. (3.46)

car pour φ P DpΩq, : xτaδ0, φy � xδ0, τ�aφy � τ�aφp0q � φp0 � aq � φpaq, soit encore avec des notations très
abusives : δapxq � δ0px� aq. Donc :

xδa, φy �noté xδapxq, φpxqy � xδ0px� aq, φpxqy � xδ0pxq, φpx� aqy � φpx� aq|x�0 � φpaq.
On retrouve bien xδa, φy �noté xδapxq, φpxqy � φpxq|x�a � φpaq.

3.6.2 Transposition, notation qT et distribution paire ou impaire

Un changement de variable donne, pour f P L1
locpRq et φ P DpRq :» 8

�8
fp�xqφpxq dx �

» 8
�8

fpxqφp�xq dx, soit x qf, φy � xf, qφy, (3.47)

où qf la fonction dé�nie par qfpxq � fp�xq. Sans abus de notation :

xT qf , φy � xTf , qφy. (3.48)

Dé�nition 3.44 Pour T P D1pRq, on note qT la distribution dé�nie par :

x qT , φy déf� xT, qφy, @φ P DpRq. (3.49)

On véri�e immédiatement qu'e�ectivement qT P D1pRq.

Exemple 3.45 1- Pour les distributions régulières Tf , véri�er que
11- si f est paire, i.e. si qf � f alors pTf q_ � Tf ,
12- si f est impaire, i.e. si qf � �f alors pTf q_ � �Tf .

Réponse. 11- On veut montrer que xpTf q_, φy � xTf , φy, i.e. xpTf q, qφy � xTf , φy, i.e.
³
R fpxqφp�xq dx �

³
R fpxqφpxq dx,

ce pour tout φ P DpRq. Comme f est paire, on a
³
R fpxqφpxq dx �

³
R fp�xqφpxq dx �

³
R fpxqφp�xq dx, ce pour tout

φ P DpRq, ce qu'il fallait véri�er

12- On veut montrer que xpTf q_, φy � �xTf , φy, i.e. xpTf q, qφy � �xTf , φy, i.e.
³
R fpxqφp�xq dx � � ³R fpxqφpxq dx,

ce pour tout φ P DpRq. Comme f est impaire, on a
³
R fpxqφpxq dx �

³
R�fp�xqφpxq dx � � ³R fpxqφp�xq dx, ce pour

tout φ P DpRq, ce qu'il fallait véri�er

Dé�nition 3.46 Et on appelle `distribution paire' une distribution T P D1pRq qui satisfait telle que qT � T .
(Et on note alors très abusivement T p�xq � T pxq.)

Et on appelle `distribution impaire' une distribution T P D1pRq qui satisfait telle que qT � �T . (Et on note
alors très abusivement T p�xq � T pxq.)
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3.6.3 Changement d'unité

Exemple : on s'intéresse au prix d'une masse m. Exprimons m soit en lb = libra = pound, soit en kg =
kilogramme. On a 1 kg � λ lb, où λ � 2, 2. Notons f le prix au lb et g le prix au kg, donc fpλq � gp1q, et plus
généralement : fpλxq � gpxq � prix en euros de m � x kg. Le passage de f à g est un changement d'unité (sur
l'espace de départ = ensemble de dé�nition).

Soit f P L1
locpRq, λ P R� et φ P DpRq. On a par changement de variables :» 8

�8
fpλxqφpxq dx �

» 8
�8

fpxqφpx
λ
q 1

|λ|dx. (3.50)

Soit avec la notation du crochet de dualité et l'abus de notation (3.25) :

xfpλxq, φpxqy � xfpxq, 1

|λ|φp
x

λ
qy. (3.51)

Sans abus de notation pour une fonction générique f : RÑ R : posons :

fλpxq � fpλxq, (3.52)

et (3.51) s'écrit sans abus de notation :

xTfλ , φy � xTf , 1

|λ|φ 1
λ
y. (3.53)

Dé�nition 3.47 Soit T P D1pRq une distribution et soit λ P R�. On dé�nit la distribution S par, pour tout
φ P DpRq :

xS, φy déf� xT, 1

|λ|φ 1
λ
y p noté� xT pxq, 1

|λ|φp
x

λ
qyq. (3.54)

(On véri�e immédiatement que S est bien une distribution sur R.)

On note abusivement Spxq � T pλxq. Donc, pour tout φ P DpRq :

xT pλxq, φpxqy déf� xT pxq, 1

|λ|φp
x

λ
qy, (3.55)

notation abusive ou implicitement x est le nom de la �variable d'intégration�.

Exemple 3.48 Pour λ � 0 : pour a P R et φ P DpRq on a xδapλxq, φpxqy � xδapxq, 1
|λ|φpxλ qy � 1

|λ|φp aλ q, et
donc :

δapλxq � 1

|λ|δ a
λ
pxq. (3.56)

Donc xδapλxq, φpxqy � 1
|λ|φp aλ q.

En particulier xδ0pλxq, φpxqy � xδ0pxq, 1
|λ|φpxλ qy � 1

|λ|φp0q. Donc δ0pλxq � 1
|λ|δ0pxq.

3.6.4 `Multiplication' : par une fonction C8

On ne peut pas multiplier deux distributions entre elles. Par exemple la distribution Tf associée à la fonction
fpxq � 1?

x
P L1

locpRq ne peut pas être multipliée par elle-même : l'intégrale
³
R

1
x φpxq dx n'a pas de sens en

général, ou encore la fonction xÑ 1
x ne dé�nit pas une distribution sur R.

Mais pour une fonction f P L1
locpRq et une fonction ψ P C8pRq, on a pour tout φ P DpRq :»
R

�
fpxqψpxq�φpxq dx � »

R
fpxq �ψpxqφpxq� dx, (3.57)

et ce avec ψφ P DpRq (car supppψφq � suppφ et le produit de deux fonctions C8 est une fonction C8). Soit
au sens de D1pRq :

xfψ, φy � xf, ψφy, @φ P DpRq. (3.58)

Dé�nition 3.49 Pour une distribution T P D1pΩq, dès que ψ P C8pΩq on dé�nit la distribution pψT q � pTψq P
D1pΩq par :

xTψ, φy déf� xT, ψφy, @φ P DpΩq. (3.59)

On véri�e immédiatement que Tψ est bien une distribution sur R.
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Remarque 3.50 En fait la multiplication ψT a également un sens pour ψ P Cm sous la condition que T est
d'ordre ¤ m, voir annexe � 19.3 : par exemple si f P C0pRq, la distribution fδ0 est bien dé�nie avec fδ0 � fp0qδ0
puisque la dé�nition de δ0 ne nécessite que la continuité d'ordre 0. Ici δ0 est une distribution d'ordre 0 (une
mesure de Radon).

On se servira souvent implicitement de ce résultat dans la suite.

Exercice 3.51 1-Montrer : la masse de Dirac au carré �δ20� �n'a pas de sens�.
2- Que veut dire la notation

³
xPR δpx� yqδpx� zq dx � δy�z utilisée en mécanique quantique ?

Réponse. 1-Soit Πn � n1r� 1
2n
, 1
2n

s les fonctions portes de masse unité : on a Πná δ0 dans D1pRq. La distribution

Π2
n � n21r� 1

2n
, 1
2n

s est bien dé�nie (au sens TΠ2
n
est bien dé�nie car Π2

n P L1pRq). Et on a xΠ2
n, φy � n2φp0qÝÑrÑ88

quand φp0q � 0. Autrement dit pΠ2
nqN� � pn21r� 1

2n
, 1
2n

sqN� ne converge pas dans D1pRq. On ne peut donc pas dé�nir une

distribution δ20 comme limite de la suite pΠ2
nqN� .

De même la distribution Πnδ0 est bien dé�nie dans D1ps � 1, 1rq : xΠnδ0, φy � xδ0,Πnφy � pΠnφqp0q � nφp0q pour
tout φ P Dps � 1, 1rq. Donc pour φ P DpRq telle que φp0q � 0 on a xΠnδ0, φy Ñ 8 R R : on ne peut donc pas dé�nir une
distribution δ20 comme limite de la suite pΠnδ0qN� de D1ps � 1, 1rq.

2- Mécanique quantique : on note F py, zq � ³
xPR δpx� yqδpx� zq dx. Le sens est donné par δpxq � Πnpxq et δzpxq �

Πnpx�zq pour n grand (n ¥ 1015 car 1
n
  10�15 � taille des plus petites particules élémentaires). Donc on s'intéresse réel-

lement à Fnpy, zq �
³
xPR Πnpx�yqΠnpx�zq dx. L'intégrant est fnpxq � Πnpx�yqΠnpx�zq � n21sy� 1

2n
,y� 1

2n
rpxq1sz� 1

2n
,z� 1

2n
rpxq �

n21sy� 1
2n
,y� 1

2n
rXsz� 1

2n
,z� 1

2n
rpxq, donc fnpxq � 0 si |z � y| ¡ 1

n
. Et si y ¤ z ¤ 1

n
alors fnpxq � n21sz� 1

2n
,y� 1

2n
r et

Fnpy, zq � n2py� 1
2n
�pz� 1

2n
qq � n2py�z� 1

n
q. Et si z ¤ y ¤ 1

n
alors Fnpy, zq � n2pz�y� 1

n
q. Donc Fnpy, zqÝÑnÑ8 δy�z

au sens des distributions, cf. exercice (3.40). Donc xFnpy, zq, φyÝÑnÑ8 φpy � zq.
Donc en mécanique quantique

³
xPR δpx� yqδpx� zq dx est la notation de la distribution δy�z.

Exercice 3.52 Prove : xδa � aδa, and more generally fδa � fpaqδa (if f P C0).

Réponse. xxδa, φy � xδa, xφy � aφpaq, and xaδa, φy � axδa, φy � aφpaq.

3.6.5 δa est un �élément absorbant�

Pour la masse de Dirac δa, si ψ P C8pRq, alors pour tout φ P DpRq :

xψδa, φy � xδa, ψφy � ψpaqφpaq � ψpaqxδa, φy � xψpaqδa, φy, (3.60)

et donc :
ψδa � ψpaqδa dans D1pRq. (3.61)

On voit ici le caractère �absorbant� de la masse de Dirac δa : la distribution ψδa est �nulle là où δa l'est�, et
dans la distribution ψδa, seule la valeur de ψ en a intervient.

3.6.6 Conjugaison complexe

Pour les fonctions f, g : ΩÑ C, quand cela a un sens, on a :»
Ω

fpxqgpxq dx �
»
Ω

fpxqgpxq dx (3.62)

(Et dans L2pR;Cq, le produit scalaire est pf, gqL2 � ³
Ω
fpxqgpxq dx, forme sesquilinéaire hermitienne dé�nie

positive.)
Cette formule est conservée pour les distributions :

Dé�nition 3.53 Pour T P D1pΩ;Cq, la distribution conjuguée T P D1pΩ;Cq est dé�nie par :

@φ P DpΩ;Cq, xT , φy déf� xT, φy, (3.63)

où φ : xÑ φpxq déf� φpxq.

Exercice 3.54 Soit ξ P R �xé, fξpxq � e�ixξ, et Tfξ la distribution régulière associée. Montrer : Tfξ � Tfξ .

Réponse. xTfξ , φy �déf xTfξ , φy � 1?
2π

³
R e

�ixξφpxq dx � 1?
2π

³
R φpxqe�ixξ dx � pφp�ξq, transformée de Fourier en �ξ.

Et xTfξ , φy � 1?
2π

³
R fξpxqφpxq dx � 1?

2π

³
R e

�ixξφpxq dx � pφp�ξq.
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4 Dérivation des distributions

4.1 Rappel : discontinuité de première espèce, de seconde espèce

Notations : limite à droite fpa�q � lim h¡0
hÑ0

fpa� hq, et limite à gauche fpa�q � lim h¡0
hÑ0

fpa� hq.
Dé�nition 4.1 Une fonction f : R Ñ R présente une discontinuité de première espèce en un point a P R ssi
elle n'est pas continue en a mais admet des limites �nies fpa�q et fpa�q (à gauche et à droite de a). On appelle
alors saut de f en a le réel rf spaq � fpa�q � fpa�q.

Exemple des fonctions dites a�nes par morceaux.
La dérivée de telles fonctions au sens des distributions fera apparaître rf spaq δa.

Dé�nition 4.2 Une fonction f : RÑ R non continue en un point a P R qui n'est pas discontinue de première
espèce est dite discontinue de seconde espèce.

Les discontinuités de seconde espèce ne nous intéresseront pas dans la suite.

4.2 Dé�nition et linéarité

4.3 Dé�nition

Soit a, b P R avec a   b.
Une fonction φ P Dpsa, brq, véri�ant suppφ �sa, br, est également considérée comme une fonction φ P DpRq

(prolongement par 0 sur R� ra, bs). Ainsi, si f P C1pra, bsq, une intégration par parties donne :» b
a

f 1pxqφpxq dx � �
» b
a

fpxqφ1pxq dx, @φ P Dpsa, brq, (4.1)

puisque φ est nulle en a et b (le suppφ est compact dans sa, br), et donc rfφsba � 0 .
Au sens des distributions cela s'écrit :

xTf 1 , φy � �xTf , φ1y, @φ P Dpsa, brq, (4.2)

encore noté (abusivement) xf 1, φy � �xf, φ1y.
Dé�nition 4.3 Si Ω est un ouvert de R, on dé�nit alors la dérivée T 1 de la distribution T P D1pΩq par :

xT 1, φy déf� � xT, φ1y, @φ P DpΩq. (4.3)

Et plus généralement, on dé�nit pour m P N, notant T pmq � pT pm�1qq1 :
xT pmq, φy � p�1qmxT, φpmqy, @φ P DpΩq, (4.4)

appelée dérivée d'ordre m de T .

Dé�nition 4.4 Si f P L1
locpRq, on note f 1 �déf pTf q1 sa dérivée au sens des distributions : pour tout φ P DpRq :

xf 1, φy déf� xpTf q1, φy p� �xTf , φ1y noté� � xf, φ1yq. (4.5)

Proposition 4.5 Si T P D1pΩq, alors T 1 P D1pΩq (est une distribution), ainsi que T pmq pour tout m P N.
Autrement dit, une distribution est dérivable à tout ordre.

Preuve. Linéarité immédiate. Continuité car si φ P DpΩq, alors φpmq P DpΩq.

Dé�nition 4.6 Dans Rn : soit Ω un ouvert de Rn et T P D1pΩq. On dé�nit sa i-ème dérivée partielle BT
Bxi

par,
pour i � 1, ..., n :

x BTBxi , φy
déf� � xT, BφBxi y, @φ P DpΩq. (4.6)

Et on véri�e immédiatement que cela fait bien de BT
Bxi

une distribution pour tout i et que T est in�niment
dérivable.

Exercice 4.7 Montrer que la formule de Schwarz B2T
BxiBxj

� B2T
BxjBxi

est toujours vraie au sens des distributions.

Réponse. x B
BT
Bxi
Bxj , φy � �x BTBxi ,

φ
Bxj y � xT,

B Bφ
Bxj

Bxi y � xT, B
Bφ
Bxi
Bxj y, car φ P DpΩq, donc φ P C2.

32



4.4 Linéarité de la dérivation et passage à la limite

Proposition 4.8 Pour toutes distributions S et T P D1pΩq, et tout λ P R :

pS � λT q1 � S1 � λT 1, (4.7)

et donc l'opération de dérivation est une opération linéaire dans D1pΩq.
Et si pTnq est une suite de distribution de D1pΩq qui converge vers T P D1pΩq, alors pT 1nq est une suite de

distribution qui converge vers T 1 P D1pΩq :
Tn á

nÑ8T ùñ T 1n á
nÑ8T

1. (4.8)

Preuve. Pour tout φ P DpΩq on a :

xpS � λT q1, φy � �xpS � λT q, φ1y � �xS, φ1y � λxT, φ1y � xS1 � λT 1, φy. (4.9)

Puis, �xT 1n, φy � xTn, φ1y Ñ xT, φ1y � �xT 1, φy, ce pour tout φ P DpΩq.

4.5 Exemples

4.5.1 Exemple H 1
a � δa

Exercice 4.9 Soit Ha � 1ra,8s la fonction de Heaviside en a (unit-step function at a). Montrer que :

pTHa
q1 � δa, noté H 1

a � δa dans D1pRq. (4.10)

Calculer la dérivée au sens des distributions de la fonction de Heaviside .

Réponse. Ha n'est pas continue en a donc n'est pas dérivable en a. C'est pTHaq1 qu'il s'agit de calculer, où THa est la
distribution régulière associée (a un sens car Ha P L1

locpRq). Pour φ P DpRq on a :

xpTHaq1, φy déf� � xTHa , φ
1y � �

» 8
a

φ1pxq � �rφpxqs8a � �p0� φpaqq � φpaq � xδa, φy

car φ P DpRq implique φp8q � 0. D'où pTHaq1 � δa dans D1pRq.

4.5.2 Exemple δ1a

Exemple 4.10 La dérivée δ1a P D1pRq de la masse de Dirac est donnée par, pour tout φ P DpRq :

xδ1a, φy
p4.3q� �xδa, φ1y � �φ1paq. (4.11)

(Attention au signe.)

Exercice 4.11 Montrer qu'avec δa � τaδ0 on retrouve (4.11).

Réponse. xpτaδ0q1, φy � �xτaδ0, φ1y � �xδ0, τ�aφ1y � �pτ�aφ1qp0q � �φ1p0� p�aqq � �φ1paq.

4.5.3 Exemple |x|1 � �1R� � 1R�

Exercice 4.12 Soit fpxq � px� aq1sa,8rpxq (dessin), et on note f � px� aq1sa,8r. Montrer que

ppx� aq1sa,8rq1 � 1sa,8r p� Haq dans D1pRq. (4.12)

Donner le sens de (4.12), et véri�er (4.12). Faire un dessin.

Réponse. La fonction f n'est pas dérivable (en a). Cette fonction est L1
locpRq ; soit Tf la distribution régulière associée.

Le sens de (4.12) est pTf q1 � T1sa,8r
. Calculons pTf q1 : pour φ P DpRq on a :

xpTf q1, φy � � xTf , φ1y � �
»
R
fpxqφ1pxq dx � �

» 8
a

px� aqφ1pxq dx

�
» 8
a

φpxq dx� rpx� aqφpxqs8a � xT1sa,8r
, φy � 0,

car φpxq � 0 pour x assez grand (à l'extérieur du support compact de φ. Vrai pour tout φ P DpRq, donc pTf q1 � T1sa,8r
,

i.e. (4.12). Dessin : là où elle est dé�nie classiquement la dérivée vaut 0 sur s � 8, ar et �1 sur sa,8r.

33



Exercice 4.13 La fonction g : x Ñ |x| n'est pas dérivable en 0 au sens classique (au sens des fonctions). On
noter g � |x|. Montrer qu'elle est dérivable au sens des distributions, et que sa dérivée vaut :

p|x|q1 � �H0p�xq �H0pxq � �1R�pxq � 1R�pxq dans D1pRq. (4.13)

Donner le sens de (4.13), et véri�er (4.13). Faire un dessin.

Réponse. La fonction g : xÑ |x| n'est pas dérivable (en 0). Cette fonction est L1
locpRq ; soit Tg la distribution régulière

associée. Le sens de (4.13) est pTgq1 � �T1R�
� T1R�

. Pour φ P DpRq on a :

xpT|x|q1, φy � � xT|x|, φ1y � �
»
R
|x|φ1pxq dx � �

» 0

�8
xφ1pxq dx�

» 8
0

xφ1pxq dx

� �
» 0

�8
φpxq dx� rxφpxqs0�8 �

» 8
0

φpxq dx� rxφpxqs80 � x�T1R�
� T1R�

, φy � 0,

comme souhaité. Dessin : là où elle est dé�nie classiquement la dérivée vaut �1 sur R�� et �1 sur R��.

Remarque 4.14 La fonction |x| est elle-même la dérivée de la fonction �signepxqx2

2 � (qui est dans C
1pRq) qui

vaut �x2

2 sur R� et x2

2 sur R�, et �signepxqx2

2 � n'est donc pas C
2pRq.

4.5.4 Autres exemples

Exercice 4.15 Soit f P L1
locpRq, soit a P R et soit sa primitive F pxq � ³x

a
fptq dt. Montrer que pTF q1 � TF 1 , i.e.

que pTF q1 � Tf , écriture bien compatible avec F 1 � f .

Réponse. �xTF , φ1y � � ³R F pxqφ1pxq dx � � ³R fpxqφpxq dx�rF pxqφpxqs8x��8, avec terme de bord nul pour φ P DpRq,
d'où xT 1F , φy � xTf , φy, pour tout φ P DpRq.

Exercice 4.16 (Généralisation.) Montrer, pour φ : RÑ R dérivable :

pqφq1 � �}pφ1q. (4.14)

En déduire pour les distributions :
p qT q1 � �}pT 1q. (4.15)

En particulier si T est paire, alors T 1 est impaire ; et si T est impaire, alors T 1 est paire.

Réponse. qφpxq � φp�xq donne pqφq1pxq � �φ1p�xq � �}pφ1qpxq, soit donc pqφq1 � �}pφ1q, i.e. (4.14).
D'où :
x}pT 1q, φy � xT 1, qφy � �xT, pqφq1y � �xT,�}pφ1qy � xT,}pφ1qy � x qT , φ1y � x�p qT q1, φy, i.e. (4.15).
Donc T paire : }pT 1q � �p qT q1 � �pT q1 � �T 1 ; et T impaire : }pT 1q � �p qT q1 � �p�T q1 � T 1.

Exemple 4.17 Dans D1pRq : qδ0 � δ0, qδ10 � �δ10, (4.16)

i.e. la (distribution) masse de Dirac δ0 est paire et sa dérivée est impaire.
En e�et, pour φ P DpRq : xqδ0, φy � xδ0, qφy � qφp0q � φp�0q � φp0q � xδ0, φy : la distribution δ0 est paire.

Donc sa dérivée est impaire.

Remarque 4.18 La dé�nition (4.3) exprime que la transformation D1 : T Ñ T 1 est la transposée de la
transformation D2 : φÑ �φ1 dans la dualité entre DpΩq et D1pΩq : xD1T, φy � xT,D2φy.

4.6 Dérivation de la masse de Dirac comme limite de fonctions

4.6.1 Dérivée de la masse de Dirac : dérivée des fonctions portes

Soit Πnapxq � n 1s� 1
2n�a, 1

2n�ar � nH�1
2n�a � nH 1

2n�a (dessin), où on rappelle que la fonction de Heaviside
Hb est donnée par Hb � 1sb,8r (unit-step function comme en (3.32)).

On a Πna á
nÑ8 δa, cf. (3.33). Donc on a, cf. (4.8) :

pTΠnaq1 á
nÑ8 δ

1
a, noté Πna

1 á
nÑ8 δ

1
a au sens de D1pΩq. (4.17)
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Exercice 4.19 Retrouver (4.17) en dérivant les Πn.

Réponse. Les portes élémentaires Πnpxq cf. (3.32) s'écrivent à l'aide des fonctions de Heaviside :

Πnpxq � n pH�1
2n
pxq �H 1

2n
pxqq � �Hhpxq �H�hpxq

2h
où h � 1

2n
ÝÑ
nÑ8

0. (4.18)

On en déduit par linéarité de la dérivée au sens des distributions :

pTΠnq1 � n pδ�1
2n
pxq � δ 1

2n
pxqq � �δhpxq � δ�hpxq

2h
dans D1pΩq, (4.19)

i.e., pour tout φ P DpΩq, (avec phÑ 0q ô pnÑ8q) :

xpTΠnq1, φy � �φphq � φp�hq
2h

ÝÑ
hÑ0

�φ1p0q. (4.20)

On a bien pTΠnq1á δ10 dans D1pRq, notée abusivement (4.17).

4.6.2 Dérivée de la masse de Dirac : presque comme une fonction

Proposition 4.20 On a (attention au signe) :

δ1a � � lim
hÑ0

δa�h � δa
h

� � lim
hÑ0

δa�h
2
� δa�h

2

h
dans D1pRq. (4.21)

(Signe �, voir dualité (4.3) et remarque 4.18.)

Preuve.
1

h
xδa�h�δa, φy � 1

h
pφpa�hq�φpaqq ÝÑ

hÑ0
φ1paq � x�δ1a, φy, pour toute φ P DpRq, et donc δa�h � δa

h
á
hÑ0

�δ1a
dans D1pRq. Idem pour la seconde égalité.

Remarque 4.21 En électrostatique, T � �δ10 représente un doublet, i.e. l'e�et que donne les deux charges
ponctuelles unitaires �δ�h

2
et �δh

2
de signes opposés et distantes de h. Le doublet unité des électriciens est en

fait orienté, par convention, de la charge � vers la charge � et vaut donc �δ10 et non δ10.

4.6.3 Convergence vers δ10 d'une suite de fonctions en escalier

On considère les fonctions en escalier impaires (faire un dessin) :

gn � n21r� 1
n ,0r � n21r0, 1n r. (4.22)

On a : »
R
gnpxq dx � 0 et

»
R
x gnpxq dx � �1. (4.23)

La première égalité est triviale (gn est impaire), et pour la seconde x Ñ x gnpxq est paire et
³ 1

n

0
xp�n2q dx �

�n2rx2

2 s
1
n
0 � � 1

2 .

Proposition 4.22 On a :
gná δ10 dans D1pRq, (4.24)

au sens Tgn á δ10 dans D1pRq où Tgn .

Preuve.  1ère démonstration. Pour φ P C8pRq on a le développement limité au premier ordre

φpxq � φp0q � xφ1p0q � x εpxq

où ε : RÑ R est continue en 0 et εp0q � 0. Donc pour un β ¡ 0 (�aussi petit que souhaité�), il existe n P N t.q.
pour tout x P r� 1

n ,
1
n s on a �β   εpxq   β. D'où :

xTgn , φy �
»
R
gnpxqφpxq dx � φp0q

»
R
gnpxq dx� φ1p0q

»
R
x gnpxq dx�

»
R
gnpxqx ηpxq dx

� φp0q � 0� φ1p0q � 1� n2
» 0

� 1
n

x εpxq dx� n2
» 1

n

0

x εpxq dx,
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avec |n2 ³ 1
n

0
x εpxq dx| ¤ n2

³ 1
n

0
x |εpxq| dx ¤ n2

³ 1
n

0
xβ dx ¤ n2βrx2

2 s
1
n
0 ¤ β

2 , même traitement pour
³0
� 1

n
....

D'où |xTgn , φy � φ1p0q ¤ β dès que n est assez grand, d'où xTgn , φy � φ1p0q ÝÑ
nÑ8 0.

 2ème démonstration. On applique l'exercice 3.40 : on a pTfnq1 � Tgn (et on dit que f 1n � gn au sens des
distributions), avec Tfn á δ0, donc pTfnq1 á δ10 cf. (4.8).

Remarque 4.23 Avec la fonction de Heaviside on a gn � n2pH�1
n
�H0q � n2pH0 �H 1

n
q � n2H�1

n
� 2n2H0 �

n2H�1
n
, donc gn � Hh�2H0�H�h

h2 avec h � 1
n , et on aperçoit une approximation de la dérivée seconde de la

fonction H0 (qui n'est pas dérivable au sens classique). E�ectivement, au sens des distributions on a H 1
0 � δ0

(au sens pTH0
q1 � δ0), cf. (4.10), et donc H2

0 � δ10 (au sens pTH0
q2 � δ10).

4.6.4 Convergence vers δ10 d'une suite de fonctions de DpRq
On prend pγnq la suite donnée en (2.25), et donc (4.8) donne : Alors :

γ1ná δ10 dans D1pRq, (4.25)

au sens pTγnq1á δ10. Et les γn étant dans DpRq, il en est de même des γ1n.

4.6.5 δ10 n'est pas un �élément absorbant�

Attention : on verra que les dérivées de δa ne sont pas absorbantes : ψδ1a � ψpaqδ1a en général.

Proposition 4.24 Pour toute fonction ψ P C8pRq, on a :

ψδ1a � ψpaqδ1a � ψ1paqδa. (4.26)

(Formule pψδaq1 � ψ1δa � ψδ1a puisqu'ici pψδaq � pψpaqδaq.)

Preuve. xδ1aψ,φy � xδ1a, ψφy � �xδa, pψφq1y � �pψφq1paq � �ψ1paqφpaq � ψpaqφ1paq � �ψ1paqxδa, φy �
ψpaqxδ1a, φy � x�ψ1paqδa � ψpaqδ1a, φy, pour tout φ P DpRq.

4.7 Formule de Leibniz

4.7.1 Dérivation d'ordre 1 d'un produit

Si φ P C1pΩq et ψ P C8pΩq, alors :
pφψq1 � φ1ψ � φψ1, (4.27)

dont on déduit que :

Proposition 4.25 Pour T P D1pΩq et ψ P C8pΩq la distribution pTψq1 est donnée par :

pTψq1 � T 1ψ � Tψ1 dans D1pΩq. (4.28)

Preuve. Soit φ P DpΩq, donc φ1 P DpΩq. Et xpTψq1, φy � �xTψ, φ1y � �xT, ψφ1y � �xT, pψφq1 � φψ1y �
�xT, pψφq1y � xT, φψ1y � xT 1, ψφy � xTψ1, φy.

Exemple 4.26 Si T � δ0, alors on a, pour ψ P C8pΩq :

pδ0ψq1 � δ10ψ � δ0ψ
1 � ψp0qδ10. (4.29)

la dernière égalité car ψδ0 � ψp0qδ0. Véri�cation : xδ10ψ � δ0ψ
1, φy � xδ10, ψφy � xδ0, ψ1φy � �pψφq1p0q �

ψ1p0qφp0q � �ψ1p0qφp0q � ψp0qφ1p0q � ψ1p0qφp0q � �ψp0qφ1p0q � �ψp0qxδ0, φ1y � �ψp0qxδ10, φy.
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4.7.2 Formule de Leibniz

On rappelle que, pour les fonctions f et g dans CkpΩq, le produit fg est dans CkpΩq et que sa dérivée à
l'ordre k est donnée par :

pfgqpkq �
ķ

j�0

Cjk f
pjqgpk�jq, (4.30)

où Cjk � k!
j!pk�jq! �

�
k
j

�
. Par exemple pfgq2 � f2g � 2f 1g1 � fg2.

Proposition 4.27 et notation. Soit T P D1pRq et k P N. Si ψ P C8pRq alors :

pψT qpkq �
ķ

j�0

Cjk T
pjqψpk�jq dans D1pRq. (4.31)

Preuve. Ayant ψ P DpΩq et T P D1pΩq, la distribution ψT est bien dé�nie.
Par récurrence : vrai pour k � 1, puis :
pTψqpk�1q � ppTψqkq1 � °k

j�0 C
j
k pT pjqψpk�jqq1 par hypothèse de récurrence et linéarité de la dérivée. D'où

pTψqpk�1q � °k
j�0 C

j
k T

pj�1qψpk�jq � °k
j�0 C

j
k T

pjqψpk�j�1q, où on a utilisé la formule de Leibniz à l'ordre 1.
D'où, avec décalage d'indice sur la première somme :

pTψqpk�1q � °k�1
j�1 C

j�1
k T pjqψpk�j�1q �°k

j�0 C
j
kT

pjqψpk�j�1q, soit :

pTψqpk�1q � C0
k�1T

pk�1qψp0q �°k
j�1pCj�1

k � CjkqT pjqψpk�j�1q � C0
kT

p0qψpk�1q.

Puis Cjk � Cj�1
k � Cjk�1 (triangle de Pascal : k!

j!pk�jq! � k!
pj�1q!pk�j�1q! � pk�1q!

j!pk�jq! ). D'où :

pTψqpk�1q � T pk�1qψp0q �°k
j�1 C

j
k�1T

pjqψpk�j�1qq � T p0qψpk�1q, i.e. (4.31).

4.8 Dérivation successives d'une fonction Ck tronquée

Dans le cas simple d'une fonction tronquée, on a une formule (équivalente) plus simple que la formule de
Leibniz : on se sert du fait que δa est absorbant (voir paragraphe 3.6.5) : fδa � fpaqδa. On note Ha � 1ra,8r la
fonction de Heaviside en a.

Proposition 4.28 Si f P C1pRq, alors fHa est dérivable au sens des distributions avec :

pTfHa
q1 � Tf 1Ha

� fpaqδa, (4.32)

et on note :
pfHaq1 � f 1Ha � fpaqδa. (4.33)

Plus généralement, si f P CkpRq, alors, pour j P r1, ksN :

pTfHa
qpjq � TfpjqHa

� f pj�1qpaqδa � f pj�2qpaqδ1a � ...� fpaqδpj�1q
a , (4.34)

(� TfpjqHa
�°j�1

i�0 f
pj�iqpaqδpjqa ), et on note :

pfHaqpjq � TfpjqHa
� f pj�1qpaqδa � f pj�2qpaqδ1a � ...� fpaqδpj�1q

a . (4.35)

Preuve. Cas f P C1pRq. Soit φ P DpRq. On a :

xpTfHaq1, φy � �
» 8
a

fpxqφ1pxq dx � �
» 8
a

f 1pxqφpxq dx� rfpxqφpxqs8a � xTf 1Ha , φy � fpaqφpaq,

soit (4.32). Puis récurrence : pTfHaqpi�1q � pTfpiqHa
� f pi�1qpaqδa � f pi�2qpaqδ1a � ...� fpaqδpi�1q

a q1...

Exercice 4.29 Montrer qu'au sens des distributions, quand f P C1pRq, la fonction f1ra,bs pour a   b (fonction
f tronquée à gauche en a et à droite en b) se dérive dans D1pRq comme :

pf1ra,bsq1 � f 11ra,bs � fpδa � δbq p� f 11ra,bs � fpδb � δaqq. (4.36)

Faire un dessin.

Réponse. 1ra,bs � Ha �Hb, donc pf1ra,bsq1 � f 1pHa �Hbq � fpH 1
a �H 1

bq � f 11ra,bs � fpδa � δbq.
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Dé�nition 4.30 Le terme fpaqδa, résultant de la dérivation d'ordre 1, est appelé couche d'ordre 1 de densité
fpaq.
Remarque 4.31 Cette dé�nition prend tout son sens dans Rn pour n ¥ 2 : si Ω est un domaine borné de Rn
de bord Γ, on obtient quand ni est la i-ème composante du vecteur normal unitaire sortant :

Bpf1Ωq
Bxi � Bf

Bxi 1Ω � fniδΓ dans D1pΩq, (4.37)

à comparer avec (4.36) (le signe correspond à la normale sortante de Ω, ce qui dans le cas (4.36) est un signe
� en a). Et fni exprime le saut de f1Ω en traversant Γ (formule des sauts), le terme xfniδΓ, φyRn � xfni, φyΓ
(couche d'ordre 1) mesurant le saut de la dérivation (d'ordre 1) de f1Ω. Donc pour φ P DpRnq on obtient :

xBpf1ΩqBxi , φy �
»
Ω

Bf
Bxi px⃗qφpx⃗q dΩ�

»
Γ

fpx⃗qnipx⃗qφpx⃗q dΓ,

et on retrouve la formule de Green�Gauss�Ostrogradski dans le cas f P C1pRnq.
Dé�nition 4.32 Le terme fpaqδ1a est appelé couche d'ordre 2 (doublet) de densité fpaq.
Remarque 4.33 Le résultat (4.35) sera très utilisé lors de l'étude des équations di�érentielles et de son appli-
cation au calcul symbolique.

Remarque 4.34 On peut également appliquer la formule de Leibniz, en faisant attention à son écriture au
sens des distributions. Par exemple, on a au sens des distributions :

pfHaq2 � f2Ha � 2f 1H 1
a � fH2

a p� f2Ha � 2f 1δa � fδ1aq, (4.38)

avec 2f 1δa � 2f 1paqδa et avec fδ1a � �f 1paqδa � fpaqδ1a, cf. (4.26). Et on retrouve bien (4.35) :

pfHaq2 � f2Ha � f 1paqδa � fpaqδ1a. (4.39)

La formule de Leibniz est ici trop �lourde� étant donné que δa est `absorbant' et qu'on obtient directe-
ment (4.35).

Exemple 4.35 Véri�er que, dans D1pRq :
pH0pxq cospxqq1 � �H0pxq sinpxq � δ0,

pH0pxq sinpxqq1 � H0pxq cospxq.
(4.40)

4.9 Applications

On note (abusivement) I � x la fonction C8pR;Rq dé�nie par I : x Ñ Ipxq � x (identité). (Sous-entend
que le nom de la variable est x.)

Et on note xf �déf If la fonction xÑ xfpxq. Et comme I P C8pRq, pour T P D1pRq, le produit IT �noté xT
est une distribution, cf (3.59).

4.9.1 Fonction C1pRq
Une fonction f P C1pRq est en particulier L1

locpRq. Et on a immédiatement :

Proposition 4.36 Si f P C1pRq et si Tf est la distribution régulière associée à f alors :

pTf q1 � Tpf 1q
noté� f 1 dans D1pRq,

(ne pas oublier d'écrire � dans D1pRq �) i.e. la dérivée de la distribution régulière est la distribution régulière
associée à la dérivée.

Preuve. Pour φ P DpRq :

xpTf q1, φy � �
»
R
fpxqφ1pxq dx �

»
R
f 1pxqφpxq dx � xTpf 1q, φy,

puisque f et f 1 sont L1
locpRq et φ est nulle à l'in�ni.
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4.9.2 Fonction xH0

Soit la fonction :

f � IH0
noté� xH0, i.e. fpxq �

#
x si x ¥ 0,

0 si x   0,
(4.41)

faire un dessin (ici I est la fonction identité Ipxq � x). Cette fonction est trivialement continue sur R, C1 sur R��
et sur R��. Cette fonction n'est pas dérivable en 0 (au sens classique), mais est L1

locpRq, donc dérivable au sens
des distributions.

Proposition 4.37 On a :
pxH0q1 � H0 dans D1pRq, (4.42)

où pxH0q1 �déf pTxH0
q1 au sens des distributions. Soit xpxH0q1, φy � xH0, φy pour tout φ P DpRq.

Preuve. La formule de Leibniz donne pIH0q1 � I 1H0 � Iδ0 � H0 � 0 car Ip0q � 0. Ou encore, calcul direct :
pour tout φ P DpRq :

xpTxH0
q1, φy � �

»
R
xH0pxqφ1pxq dx � �

» 8
0

xφ1pxq dx �
» 8
0

φpxq dx� 0 � xH0, φy. (4.43)

Exercice 4.38 Montrer que |x|1 � �H0p�xq �H0pxq � �1R� � 1R� dans D1pRq.
Réponse. Se servir de la linéarité de la dérivée et écrire |x| � xH0pxq � xH0p�xq.

Exercice 4.39 Montrer que, avec Ha � 1ra,8r (Heaviside en a) :�px� aqHa

�1 � Ha dans D1pRq. (4.44)

Réponse. Appliquer Leibniz ou reprendre (4.43) en remplaçant
³8
0

par
³8
a
.

4.9.3 Fonction C0pRq, et C1pRq par morceaux

La généralisation aux fonctions C0pRq et C1 par morceaux sur R est immédiate : une telle fonction est de
la forme, avec f1 P C1pRq et x1   ...   xn :

fpxq � f1pxq �
ņ

i�1

px� xiqσiHxi , (4.45)

faire un dessin, où les réels σi représentent les sauts de pente de f aux points xi :

σi
déf� f 1pxi�q � f 1pxi�q noté� rf 1spxiq, (4.46)

voir proposition suivante.

Proposition 4.40 On a alors, notant abusivement f 1 �déf pTf q1 dans D1pRq :

f 1 � f 11 �
ņ

i�1

σiHxi dans D1pRq, (4.47)

où on n'oublie pas d'écrire � dans D1pRq � (égalité qui ne peut être utilisée qu'au �sens faible�, i.e. sous la forme³
f 1φ �déf

³
f 11φ�

°n
i�1 σi

³
Hxi

φ, pour φ P DpΩq).

Preuve. On applique (4.44) et la linéarité de la dérivation.
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4.9.4 Fonction C1pRq par morceaux

La généralisation aux fonctions C1 par morceaux sur R est immédiate : une telle fonction est de la forme,
avec f1 P C1pRq :

fpxq � f1pxq �
ņ

i�1

σipx� xiqHxipxq �
ņ

i�1

σ̃iHxipxq, où donc

#
σ̃i � rf spxiq,
σi � rf 1spxiq.

(4.48)

Proposition 4.41 On a alors, notant abusivement f 1 �déf pTf q1 dans D1pRq :

f 1 � f 11 �
ņ

i�1

σiHxi
�

ņ

i�1

σ̃iδxi
dans D1pRq, (4.49)

où on n'oublie pas d'écrire � dans D1pRq � : ce n'est pas une égalité fonctionnelle (entre fonctions), mais une
égalité entre distributions.

Preuve. Linéarité.

4.9.5 Notations de Schwartz

Pour f une fonction C1 par morceaux de la forme (4.48), on note f1 � tfu la partie C1pRq de f :

f � tfu � g, g �
ņ

i�1

σipx� xiqHxi
pxq �

ņ

i�1

σ̃iHxi
pxq, (4.50)

avec g non dérivable au sens classique. On note :

f 1 � tf 1u � g1 dans D1pRq, (4.51)

qui signi�e donc pTf q1 � Tf 11 �pTgq1 dans D1pRq, noté abusivement f 1 � f 11� g1 dans D1pRq. Notation généralisé
aux fonctions f Ck par morceaux où donc :

f � fk � g
noté� tfu � g, fk � tfu P Ck, (4.52)

qui donne :
f pkq � tf pkqu � gpkq dans D1pRq. (4.53)

4.10 T 1 � 0 ñ T � c

Soit T P D1pRq. On a : si T � c constante (au sens T � Tc1R), alors T
1 � 0 : en e�et, pour tout φ P DpRq,

xT 1, φy � �xT, φ1y � �
»
R
cφ1pxq dx � �rcφpxqs8�8 � 0� 0 � 0,

car φ est à support compact. (Rappel : rφpxqs80 �déf limXÑ8rφpxqsX0 .)

La réciproque est vraie :

Proposition 4.42 Si T P D1pRq véri�e T 1 � 0 alors T est une �distribution constante� : Dc P R t.q. T � c (au
sens T � Tc1R), à savoir c � xT, γy pour toute fonction γ P DpRq t.q. ³

Ω
γpxq dx � 1 (masse unité).

Preuve. Si T � c, alors xT, γy � ³
R cγpxq dx � cp³R γpxq dxq � c pour tout γ P R t.q.

³
R γpxq dx � 1.

Supposons T 1 � 0, i.e. @ψ P DpRq, xT, ψ1y � 0.
On veut : Dc P R, @φ P DpRq, xT, φy � xc1R, φy � c

³
R φpxq dx. Donc on cherche à exprimer xT, φy en fonction

de xT, ψ1y pour une certaine fonction ψ.
Soit φ P DpRq. On a envie de dé�nir ψ P DpRq en fonction de φ à partir de φ � ψ1, donc, ayant ψp�8q � 0,

ψpxq �
» x
�8

φptq dt, (4.54)

mais alors ψp8q � ³8
�8 φpxq dx � 0 en général (prendre une fonction φ ¥ 0). Corrigeons (4.54) :
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Soit γ P DpRq t.q. ³R γpxq dx � 1, et soit

ψpxq �
» x
�8

φptq dt� p
»
R
φpxq dxq

» x
�8

γptq dt, donc ψ1pxq � φpxq � p
»
R
φpxq dxqγpxq. (4.55)

On a bien ψ P DpRq, car φ, γ P DpRq. Et donc

xT 1, ψy � 0 � xT, φy � p
»
R
φpxq dxqxT, γy � xT, φy � xT, γyxT1R , φy

� xT, φy � cxT1R , φy � xT, φy � xTc1R , φy où c � xT, γy.
(4.56)

Vrai pour tout φ P DpRq, donc T � Tc1R � 0 comme annoncé.
Et si ζ P DpRq véri�e ³

R ζpxq dx � 1 � x1R, ζy alors xT, ζy�p4.56q cx1R, ζy � c � xT, γy : la constante c est
indépendante du choix de la fonction γ de masse unité.

Corollaire 4.43 Toute distribution admet une primitive qui est unique à une constante près.

Preuve. Traitons le cas Ω � R. Autres cas en exercice.
Existence. Soit T P D1pRq. Montrons qu'il existe S P D1pRq t.q. S1 � T , i.e. xS1, φy � xT, φy pour tout

φ P DpRq, i.e. :
xS, φ1y � �xT, φy, @φ P DpRq.

Comme précédemment on veut une information sur xS, φy alors qu'on ne dispose que d'une information sur
xS, φ1y. On applique la démarche précédente : pour φ P DpRq on pose ψ P DpRq �la primitive modi�ée� dé�nie
en (4.55), i.e. :

ψpxq �
» x
�8

φptq dt� p
»
R
φpxq dxq

» x
�8

γptq dt noté� rψpφqpxq. (4.57)

Et on dé�nit S par :

xS, φy déf� � xT, rψpφqy, @φ P DpRq.
Si S ainsi dé�ni est une distribution, comme rψpφ1qpxq � ³x

�8 φ
1ptq dt � p³R φ1pxq dxq ³x

�8 γptq dt � φpxq �
p0qγpxq � φpxq, on a :

xS, φ1y � �xT, φy,
Comme souhaité.

Véri�ons que S est bien une distribution. Linéarité : car ψ est une fonction linéaire de φ, immédiat. Conti-
nuité : soit pφnq une suite dans DpRq qui tend vers φ dans DpRq ; alors pψnq est une suite dans DpRq (par
construction) qui tend vers ψ donnée par (4.57). Et on a suppψn � K � suppγ où K est un support commun à
toutes les φn, cf. (3.2). Et on a, notons |K| la mesure de K :

|ψpxq � ψnpxq| ¤
» x
�8

|φptq � φnptq| dt� p
»
R
|φpxq � φnpxq| dxq

» x
�8

|γptq| dt

¤ ||φ� φn||8|K| � ||φ� φn||8|K|
» 8
�8

|γptq| dt ÝÑ
nÑ8 0,

car ||φ � φn||8ÝÑnÑ8 0. Idem avec |ψpkqpxq � ψ
pkq
n pxq. Donc S est linéaire continue, cf. (3.2) : c'est une

distribution.

Unicité. Soit S2 une autre primitive, i.e. xS12, φy � xT, φy � xS1, φy pour tout φ P DpRq. Donc xS12 �
S1, φy � 0 pour tout φ P DpRq, soit pS2 � Sq1 � 0 dans D1pRq, d'où S2 � S est une distribution constante, cf.
proposition 4.42.

4.11 Valeur principale de Cauchy et dérivation de Log|x|

On va ici donner un exemple de distribution �associée� à une fonction non localement sommable, à savoir
T � v.p. 1x dé�nie par :

T � pLog|x|q1, (4.58)

où Log est la fonction logarithme népérien.
Comme Log|x| P L1

locpRq, cette fonction dé�nie une distribution régulière S. Donc sa dérivée S1 � T est bien
une distribution.

Mais T n'est pas une distribution régulière. On détaille les calculs dans la suite, et on écrira T �presque�
comme une distribution régulière.
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4.11.1 Fonction Logp|x|q
On note ici g : x P R� Ñ gpxq � Logp|x|q �noté Log|x| P R : c'est la fonction paire dé�nie par :$''&''%

pour x ¡ 0, gpxq � Logpxq �
» x
1

1

t
dt,

pour x   0, gpxq � Logp�xq �
» �x
1

dt

t
�

» x
�1

du

u
.

(4.59)

C'est une primitive de la fonction impaire x Ñ 1

x
sur R� et sur R�. En e�et, par dé�nition de Log dans R��

on a Log1pxq � 1
x , et dans R

�
� on a pLog|x|q1 � pLogp�xqq1 � 1

�x p�1q � 1
x .

La fonction g � Log|.| est localement intégrable dans R : en e�et, une primitive est, sur R� :

Gpxq � xLogp|x|q � x, et on pose Gp0q � 0,

véri�cation immédiate. (Et G est une fonction continue sur R : on a prolongé par continuité en 0.)

4.11.2 Rappel d'intégration

Soient a   c   b. Si f est une fonction intégrable sur sa, c�ηr et sur sc�ε, br pour tout η, ε ¡ 0 t.q. a   c�η
et c�ε   b, alors f intégrable sur sa, br ssi :

lim
ηÑ0

» c�η
a

fpxq dx   8 et lim
εÑ0

» b
c�ε

fpxq dx   8. (4.60)

Et alors
³b
a
fpxq dx est la somme de ces deux limites. Et dans ce cas f P L1

locpsa, brq.
Ce n'est pas le cas de la fonction 1

x pour a   0   b (cas c � 0) : problème en 0.

4.11.3 Partie �nie et valeur principale de Cauchy

Il se peut que dans (4.60) les limites n'existent pas, mais que la limite �symétrique� suivante existe (quand
on prend η � ε) :

lim
εÑ0

�» c�ε
a

fpxq dx�
» b
c�ε

fpxq dx
	
  8. (4.61)

Dé�nition 4.44 Dans ce cas, le réel :

p.f.p
» b
a

fpxq dxq déf� lim
εÑ0

�» c�ε
a

fpxq dx�
» b
c�ε

fpxq dx
	

(4.62)

est appelée partie �nie de l'intégrale divergente
³b
a
fpxq dx.

Dé�nition 4.45 On note v.p.pfq la distribution dé�nie par : @φ P Dpsa, brq :

xv.p.pfq, φy � p.f.p
» b
a

fpxqφpxq dxq, (4.63)

dite valeur principale de Cauchy f .

Proposition 4.46 Pour tout a, b P R, sous l'hypothèse (4.61), T � v.p.pfq est bien une distribution de
D1psa, brq.

Preuve. Exercice.
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4.11.4 Cas v.p.p 1x q
Cas fpxq � 1

x , correspondant à a   0, b ¡ 0 et c � 0.

On a
³�ε
a

dx
x � ³b

ε
dx
x � Logp|�ε|q � Log|a| � Logpbq � Logε � Logpbq � logp�aq   8. Donc :

p.f.

» b
a

1

x
dx � Log

|b|
|a| , (4.64)

Et on note v.p.p 1x q la distribution v.p.pfq de D1pRq. Ainsi la distribution associée est donnée par, pour tout
φ P DpRq :

xv.p.p 1
x
q, φy � p.f.

» 8
�8

φpxq
x

dx p� lim
εÑ0

�» �ε
�8

φpxq
x

dx�
» 8
ε

φpxq
x

dx
	
q. (4.65)

C'est une fonction très utilisée en physique où xÑ 1
x représente un potentiel.

4.11.5 Dérivation de TLog|x|

Dérivons la distribution régulière TLog|x| : pour φ P DpRq :

xpTLog|x|q1, φy � �xLog|x|, φ1y � �
»
R
Log|x|φ1pxq dx. (4.66)

(L'intégrale est convergente car Log|.| P L1
locpRq et φ1 P DpRq.) On approche l'intégrale convergente de (4.66)

par les termes (symétriques) :»
R
Log|x|φ1pxq dx �

» 0

�8
Logp�xqφ1pxq dx�

» 8
0

Logpxqφ1pxq dx

� lim
εÑ0
ε¡0

�» �ε
�8

Logp�xqφ1pxq dx�
» 8
ε

Logpxqφ1pxq dx
	
.

(4.67)

Et deux intégrations par parties donnent :»
R
Log|x|φ1pxq dx � lim

εÑ0
ε¡0

�
�
» �ε
�8

φpxq
x

dx�
» 8
ε

φpxq
x

dx� Logpεqφp�εq � Logpεqφpεq
	
. (4.68)

Et φpεq � φp�εq � 2εφ1p0q � opεq, donc Logpεqpφpεq � φp�εqqÝÑεÑ0 0. Il reste :

xLog1|x|, φy � � lim
εÑ0
ε¡0

�» �ε
�8

φpxq
x

dx�
» 8
ε

φpxq
x

dx
	
. (4.69)

D'où, cf. (4.65) :

pLog|x|q1 � v.p.
1

x
dans D1pRq, (4.70)

au sens pTLog|x|q1 � v.p. 1x . Donc v.p.
1
x est la dérivée de la fonction Logp|x|q au sens des distributions.

5 Distribution à support borné, E 1pΩq
5.1 Support d'une distribution, distribution à support compact

5.1.1 Distribution nulle sur un ouvert

Soit Ω et U deux ouverts de Rn tels que Ω � U . Faire des dessins (exemple avec U � Rn), et tout sera clair.

Dé�nition 5.1 On dit que � la distribution T P D1pUq est nulle sur l'ouvert Ω � ssi T est nulle sur DpΩq.
Donc :

T nulle sur Ω ðñ @φ P DpΩq on a xT, φy � 0, (5.1)

autrement dit, la restriction de T à DpΩq est nulle.
Et donc :

T non nulle sur Ω ðñ Dφ P DpΩq t.q. xT, φy � 0. (5.2)

Dans la suite, pour simpli�er l'écriture, on prendra souvent U � R.
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Exemple 5.2 La masse de Dirac δ0 P D1pRq est nulle sur R� (et sur tout ouvert Ω � R�).
En e�et, ici U � R, et si φ P DpR�q, alors φp0q � 0, d'où δ0pφq � 0.
Et la masse de Dirac est non nulle sur tout ouvert Ω contenant 0 : un tel ouvert contient un intervalle

s � ε, εr où ε ¡ 0, et la fonction donnée par γk en (2.25) pour k assez grand véri�e γk P Dps � ε, εrq et
δ0pγkq � γkp0q � 0.

Exercice 5.3 Montrer que δ10 est nulle sur R�, et est non nulle sur tout ouvert contenant 0.

Réponse. 1- Soit φ P DpR�q. Donc φ est nulle dans un voisinage ouvert de 0. Donc φ1 est nulle dans ce voisinage ouvert
de 0, donc φ1p0q � 0, donc δ10pφq � 0. Vrai pout tout φ P DpR�q, donc δ10 est nulle sur R�.

2- Et avec γk donnée en (2.25), avec ε ¡ 0 et avec k assez grand, la fonction xγk est dans Dps � ε, εrq (immédiat) et

pxγkq1p0q � γkp0q � 0 � 0 : donc xδ10, xγky � 0, donc δ10 est non nulle sur Dps � ε, εrq, vrai pour tout ε ¡ 0, donc δ10 est

non nulle sur tout ouvert contenant 0.

Exemple 5.4 Soit f P L1
locpRq. Alors la distribution régulière associée Tf est nulle sur R � supppfq, car³

R fpxqφpxq dx �
³
suppfXsuppφ

fpxqφpxq dx est nulle pour tout φ P DpR� supppfqq.

Proposition 5.5 Si T P D1pUq est nulle sur m ouverts Ω1,...,Ωm, alors T est nulle sur
�m
i�1 Ωi.

Preuve. Soit φ P Dp�m
i�1 Ωiq : notant K � suppφ, on a K � �m

i�1 Ωi.
On applique le théorème 2.41 de partition de l'unité : il existem fonctions χi P DpΩiq telles que

°m
i�1 χipxq �

1 pour tout x P K. Notons φi � χiφ P DpΩiq (car produit de fonctions C8 et de support dans suppχi), et donc
φ � °m

i�1 φi sur K, donc sur Ω.
D'où xT, φy � °m

i�1xT, φiy � 0, car T est nulle sur les Ωi, et T est bien nulle sur
�m
i�1 Ωi.

Dé�nition 5.6 Les distributions S et T P D1pUq sont dites égales sur Ω ssi S � T sur DpΩq, i.e. ssi xS, φy �
xT, φy pour tout φ P DpΩq, et on écrit (abusivement) S � T sur Ω (on devrait dire S � T sur DpΩq).

On peut ainsi comparer deux distributions �localement� sur un ouvert Ω.

5.1.2 L'ouvert ΩmaxpT q
Notons O la topologie usuelle de Rn (l'ensemble des ouverts usuels).

Notation. Soit ΩmaxpT q l'union de tous les ouverts sur lesquels T est nulle :

ΩmaxpT q �
¤

Ω P O t.q. T est nulle sur Ω
Ω. (5.3)

En particulier ΩmaxpT q est ouvert (réunion d'ouverts).

Exemple 5.7 Ωmaxpδ0q � R�, cf. exemple 5.2.

Pour x P Rn et r ¡ 0, on note Bpx, rq � ty P Rn : ||x� y||Rn   ru la boule ouverte de rayon r centrée en x.

Proposition 5.8 On a x P ΩmaxpT q ssi il existe ε ¡ 0 tel que T est nulle sur Bpx, εq :

x P ΩmaxpT q ðñ Dε ¡ 0, @φ P DpBpx, εqq, xT, φy � 0. (5.4)

Ou de manière équivalente :

x R ΩmaxpT q ðñ @ε ¡ 0, Dφ P DpBpx, εqq, xT, φy � 0. (5.5)

Preuve. Montrons (5.4).
ñ. Supposons x P ΩmaxpT q. Les boules ouvertes forment une base de voisinage, donc Dε ¡ 0 t.q. Bpx, εq �

ΩmaxpT q. Et si φ P DpBpx, εqq, alors φ P DpΩmaxq et donc T pφq � 0 : on a T nulle sur Bpx, εq.
ð (réciproque). Supposons qu'on a un ε ¡ 0 tel que T pφq � 0 pour tout φ P DpBpx, εqq. Alors Bpx, εq �

ΩmaxpT q, et donc x P ΩmaxpT q.
Et (5.5) est la négation de (5.4).
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5.1.3 Support supppT q, distribution à support compact, et E 1pΩq
Dé�nition 5.9 Le support de T est par dé�nition le complémentaire de ΩmaxpT q :

supppT q déf� R� ΩmaxpT q. (5.6)

Par dé�nition, supppT q est donc fermé (complémentaire d'un ouvert), et, cf. (5.5) :

x P supppT q ðñ @ε ¡ 0, Dφ P DpBpx, εqq t.q. xT, φy � 0. (5.7)

Dé�nition 5.10 La distribution T P D1pΩq est dite à support compact dans Ω ssi suppT est compact dans Ω,
i.e. ssi suppT est borné (puisque toujours suppT est toujours fermé).

Dé�nition 5.11 On note E 1pΩq l'espace des distributions à support compact.

Exemple 5.12 On a supppδ0q � t0u, cf. exemple 5.7 : on a δ0 P E 1pRq.
De même supppδ10q � t0u, cf. exemple 5.3 : on a δ10 P E 1pRq.

Proposition 5.13 Si f P L1
locpRq alors supppfq � supppTf q où Tf est la distribution régulière associée à f .

Et on utilisera la notation suppf dans les deux cas (que f soit considérée comme une fonction ou comme la
distribution régulière associée).

Preuve. Cf. (1.11).

Lemme 5.14 Si S, T P D1pRq alors supppS � T q � supppSq� supppT q.

Preuve. Il s'agit de montrer que ΩmaxpS�T q � ΩmaxpSq
�

ΩmaxpT q. Soit x P ΩmaxpSqXΩmaxpT q (si x n'existe
pas, i.e. si l'intersection est vide, alors le résultat est trivial). Donc Dε1, ε2 ¡ 0 t.q. @φ P Bpx, ε1qXBpx, ε2q on a
xS, φy � 0 � xT, φy ; donc, avec ε � minpε1, ε2q, @φ P Bpx, εq, on a xS � T, φy � 0, donc x P ΩmaxpS � T q.

Proposition 5.15 E 1pΩq est un sous-espace vectoriel de D1pΩq.

Preuve. Si T P D1pΩq alors pour λ P R on a supppλT q � supppT q (car xλT, φy � λxT, φy), donc si T P E 1pΩq
alors λT P E 1pΩq.

Soit S, T P E 1pΩq. On a supppS � T q � supppSq� supppT q, cf. lemme précédent, somme de deux compacts,
donc compact, donc S � T P E 1pΩq.

Lemme 5.16 Soit T P D1pRnq. Si c P Rn, alors :

supp qT � �suppT, supppτcT q � suppT � c, supppτcp qT qq � �suppT � c. (5.8)

(Résultats vus dans le cas des fonctions, cf. (2.4).)

Preuve. Soit x P supp qT : @ε ¡ 0, Dφ P DpBpx, εqq, x qT , φy � 0, soit xT, qφy � 0 et comme qφ P DpBp�x, εqq, on
déduit �x P suppT , d'où supp qT � �suppT . Et qqT � T donne suppT � �supp qT , d'où l'égalité supp qT � �suppT .

Soit x P supppτcT q : @ε ¡ 0, Dφ P DpBpx, εqq, xτcT, φy � 0, donc xT, τ�cφy � 0 et on a τ�cφ P DpBpx�c, εqq,
donc x�c P suppT , donc x P suppT � c, donc supppτcT q � suppT � c. Et τ�cpτcT q � T , donc suppT �
suppτcT � c, d'où l'égalité supppτcT q � suppT � c.

5.1.4 Support singulier suppsingpT q
Ce paragraphe nécessiterait quelques développements. Comme dans la suite on ne se servira que des dis-

tributions de type Tf � S où f P L1
locpRq et S une somme de Dirac et de ses dérivées, on se contente ici du

minimum intuitif.

Dé�nition 5.17 On appelle support singulier d'une distribution T , et on note suppsingpT q le sous ensemble
de suppT sur lequel T n'est pas distribution régulière.
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Remarque 5.18 Pour être précis, il faut considérer les ouverts U tels que T est régulière sur U , i.e. tels que
il existe fU P L1

locpRq véri�ant xT, φy �
³
Rn fU pxqφpxq dx pour tout φ P DpUq, puis considérer la réunion Umax

de tous ces U , puis dire qu'il n'y a qu'une fonction fUmax telle que fUmax restreinte à U vaut fU , et appeler
suppsingpT q � Rn � Umax. En particulier suppsingpT q est fermé.

Donc sur Ω � Rn � suppsingpT q la distribution T est régulière, i.e. il existe f P L1
locpRq telle que pour tout

φ P DpRn � suppsingpT qq on a xT, φy � ³
Rn fpxqφpxq dx.

Exemple 5.19 Pour f P L1
locpRq on a supppTf q � supppfq et suppsingpTf q � H.

Exemple 5.20 On a suppsingpδaq � tau � supppδaq. En e�et, on a suppsing � suppδa � tau et suppsingδa �
H car δa n'est pas une distribution régulière.

Et pour le peigne de Dirac T � °
kPZ δk P D1pRq, le support singulier est Z.

Exemple 5.21 Soit T � δ0 � TH0
. Si φ P DpR��q alors xT, φy � 0, d'où ΩmaxpT q � R��, d'où suppT � R�.

Puis suppT � R� (exercice).
Puis si φ P DpR��q alors xT, φy � xTH0 , φy d'où T est régulière sur R��. D'où suppsingT � t0u.
Et T n'est pas une distribution régulière, d'où suppsingT � t0u. (S'il existait une fonction f P L1

locpRq telle
que T � Tf P D1pRq, on aurait immédiatement f � H0 sur R�, car Tf � TH0

dans DpR�q, et donc T � TH0
, ce

qui est faux.)

5.2 Dual de C8pΩq : E 1pΩq
Pour f P L1

locpRq soit Tf P DpRq la distribution régulière associée. On a supppTf q � supppfq.
En particulier, si supppfq est borné (donc a fortiori f P L1pRq) on peut considérer son action sur les fonctions

ψ P C8pRq (sans restriction de support pour les ψ) :

f P L1
locpRq, supppfq borné, @ψ P C8pRq, xTf , ψy �

»
R
fpxqψpxq dx   8, (5.9)

puisque
»
R
fpxqψpxq dx �

»
supppfq

fpxqψpxq dx ¤ p sup
xPsupppfq

|ψpxq|q ||f ||1   8.

On a plus généralement :

Proposition 5.22 et dé�nition Si T P E 1pΩq (avec donc suppT compact dans Ω), si ψ P C8pΩq alors, pour
toute fonction α P DpΩq telle que α � 1 dans un voisinage ouvert de suppT , on a αψ P DpΩq et la quantité
xT, αψy est indépendante de α. Et on pose par dé�nition :

@T P E 1pΩq, @ψ P C8pΩq, xT, ψy déf� xT, αψy. (5.10)

De plus, si T P E 1pΩq et f P C8pΩq alors fT P E 1pΩq avec supppfT q � supppT q.
Donc pour T P E 1pΩq, on peur prolonger son domaine de dé�nition de DpΩq à C8pΩq.

Preuve. Tout d'abord, une telle fonction α P DpΩq existe (cf. (2.26)), et de plus le produit αψ est bien dans
DpΩq, et donc, si T P D1pΩq alors xT, αψy a bien un sens, en particulier vrai pour T P E 1pΩq � D1pΩq.

Soit β P DpΩq une autre fonction telle que βpxq � 1 pour tout x dans un voisinage ouvert de suppT . Alors
pα � βqpxq � 0 dans un voisinage ouvert (comme intersection de deux ouverts) de suppT . Et donc α � β � 0
dans ΩmaxpT q. Et donc pour tout ψ P C8pΩq on a pα� βqψ � 0 dans ΩmaxpT q, et donc :

xT, αψy � xT, βψy � xT, pα� βqψy � 0, (5.11)

i.e. xT, αψy � xT, βψy, ce pour toutes les fonctions α, β P DpΩq qui valent 1 dans un voisinage ouvert du
compact suppT . D'où la notation non ambigüe xT, αψy � xT, ψy dans (5.10).

Puis avec f P C8pΩq, pour tout φ P DpΩq t.q. φ P DpΩmaxpT qq on a fφ P DpΩmaxpT qq (immédiat), et donc
xfT, φy �déf xT, fφy � 0. Donc supppfT q � supppT q.

Remarque 5.23 Il n'est pas su�sant dans la propriété ci-dessus de considérer des fonctions α et β de DpΩq qui
valent 1 sur suppT : il faut avoir 1 dans un ouvert qui contient le compact suppT (i.e. il faut avoir α � 1 dans
un voisinage ouvert de suppT ). Sinon on n'a pas pα� βq P DpΩ� suppT q, mais uniquement pα� βq|suppT � 0
ce qui est insu�sant pour conclure. Un exemple est donné par la distribution

T : φ P DpRq Ñ T pφq � lim
mÑ8

� m̧

j�1

φp1
j
q �mφp0q � logpmqφ1p0q

	
, (5.12)
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dont le support est t1, 12 , ..., 1
m , ...u

�t0u, et le problème est, entre autres, que 0 est un point d'accumulation
dans le support. Voir par exemple Zuily [15], exercice 10 page 29, pour les calculs.

Proposition 5.24 Le dual de C8pΩq au sens des distributions (pour la continuité dé�nie par la conver-
gence (3.2)) est l'ensemble E 1pΩq � LcontpC8pΩq,Rq des distributions à support compact.

Preuve. Admis (hors programme).
Idée : linéarité immédiate. On munit C8pΩq de la famille de normes pK,m rendant C8pΩq complet, voir

� 19 (annexe). Soit K compact, t.q. supppT q � K̊ � Ω (on dit que K est un voisinage compact de supppT q).
Pour toute suite pφnqN d'éléments de C8pΩq convergeant vers φ dans C8pΩq au sens des normes pK,m, on a
xT, φ� φny Ñ 0 (continuité).

5.3 Application : xT � 0 implique T � cδ0

Soit I : RÑ R l'identité (application C8). On note IT � xT (voir début paragraphe 4.9.)
Question : soit T P D1pRq telle que xT � 0 dans D1pRq. Que peut-on dire de T ?
Il est immédiat que si T � Cδ0, où C P R, alors xT � 0 : en e�et, pour tout φ P DpRq on a

xxpCδ0q, φy � Cxxδ0, φy � Cxδ0, xφy � C0φp0q � 0.

C'est la réciproque qu'il s'agit d'établir.

Proposition 5.25 Soit une distribution T P D1pRq.
xT � 0 ùñ DC P R t.q. T � Cδ0, (5.13)

i.e. T est proportionnelle à la masse de Dirac δ0. Et on a C � xT, 1Ry (a un sens car T � Cδ0 est à support
compact et 1R P C8pRq).

Preuve. T � 0 est trivialement solution. Soit T � 0 t.q. xT � 0 dans D1pRq. On veut montrer que : DC P R,
@φ P DpΩq, xT, φy � Cφp0q.

1- Montrons : suppT est borné et mieux � t0u. Soit φ P DpR�q. Posons ψ � φ
x : comme φ est nulle

dans un voisinage ouvert de 0, on a ψ P C8pRq, donc ψ P DpRq car suppψ � suppφ. Et xT � 0 donne
xxT, ψy � x0, ψy � 0 ; et donc xxT, φx y � 0 � xT, xφx y � xT, φy � 0. Vrai pour tout φ P DpR�q, donc
ΩmaxpT q � R�, donc suppT � t0u, donc suppT � t0u car T � 0.

T étant à support compact, on peut travailler avec les fonctions C8pRq, cf. prop. 5.22.
2- Calcul : on connaît xT, xφy (qui vaut xxT, φy � 0) pour tout φ P C8pRq et on veut connaître xT, ψy pour

tout ψ P C8pRq.
Si pour toute fonction ψ P C8pRq il existait une fonction φ P DpRq telle que ψ � xφ, on aurait xT, ψy �

xxT, φy � 0 (et donc T � 0). Mais, à ψ donné, cela imposerait φ � ψ
x , et φ ne serait pas dé�nie au voisinage

de 0 dès que ψp0q � 0 : à ψ donné, on ne peut donc pas dé�nir φ aussi brutalement.
On corrige : soit ψ P C8pRq donnée ; on considère la fonction φ P C8pRq dé�nie sur R par :

φpxq � ψpxq � ψp0q
x

i.e. φpxq �
» 1

u�0

ψ1puxq du.

φ P C8pRq grâce au théorème de convergence dominée de Lebesgue.
Et xT, xφy � xxT, φy � 0, avec xφ � ψ � ψp0q1R, donc xT, ψy � ψp0qxT, 1Ry � 0, donc :

xT, ψy � x δ0, ψyxT, 1Ry �
@xT, 1Ry δ0, ψD.

Vrai pour tout ψ P C8pRq, donc T � xT, 1Ry δ0 � Cδ0 où on a posé C � xT, 1Ry.

Remarque 5.26 Dans la démontration précédente, même si ψ P DpRq, la fonction φ construite n'est pas à
support compact à cause de ψp0q

x qui ne s'annule pas à l'in�ni, d'où l'utilisation de la dualité E 1pRq�C8pRq.
Remarque 5.27 Dans la démonstration précédente, il n'était pas nécessaire de considérer la dualité entre
E 1pRq et C8pRq : on pouvait résoudre cet exercice au paragraphe 3.6.4 : il aurait su�t de considérer la fonction
φpxq � ψpxq�αpxqψp0q

x où α P DpRq avec αp0q � 1, la fonction φ étant maintenant dans DpRq dès que ψ P DpRq.
Exercice.
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Exercice 5.28 Résoudre xT � δ0 : montrer que T � �δ10 � cδ0.

Réponse. 1- Soit T P D1pRq t.q. xT � δ0. Montrons que supppT q � t0u. Pour φ P DpR�q, on a xxT, φy � xT, xφy et
xδ0, φy � 0, donc xxT, φy � 0.

2- On cherche xT, φy pour tout φ P DpRq sachant xT, xψy � ψp0q pour tout φ P DpRq. Soit φinDpRq. On pose φ � xψ,
donc ψ est donnée par ψpxq � φpxq

x
: un tel ψ n'est pas dans DpRq. On modi�e : on pose ψpxq � φpxq�φp0q

x
sur R� avec

ψp0q � φ1p0q : maintenant ψ P C8pRq, car (développement limité avec reste intégral) φpxq � φp0q � ³x
t�0

f 1ptq dt �
x
³1
u�0

f 1puxq du, et théorème de convergence dominée. Donc d'une part xxT, ψy � ψp0q � φ1p0q car T P E 1pRq, et d'autre
part xxT, ψy � xT, φ� φp0q1Ry � xT, φy � xT, 1Ryφp0q, donc xT, φy � φ1p0q � cφp0q où c � xT, 1Ry, d'où T � �δ10 � cδ0.

3- Soit T � �δ10 � cδ0. On a xxT, φy � x�δ10, xφy � cxδ0, xφy � xδ0, pxφq1y � 0 � φp0q.

6 Généralisation de la dé�nition : supports compatibles

La dé�nition d'une distribution T est actuellement donnée dans les deux cas suivants :

1. suppT quelconque, T agissant sur φ P DpRq fonction C8 à support compact (dé�nition),

2. suppT compact, T agissant sur φ P C8pRq (suppφ quelconque) (proposition).

Mais il su�t en fait pour dé�nir la quantité xT, φy que l'intersection des supports soit bornée :

Dé�nition 6.1 Si T P D1pRnq et ψ P C8pRnq sont tels que K � suppT
�

suppψ est compact, on dit que les
supports de T et de ψ sont compatibles.

Lemme 6.2 Soit T P D1pRnq et ψ P C8pRnq.
Si K � suppT

�
suppψ est compact (les supports de T et de ψ sont compatibles), alors ψT est une distri-

bution à support compact avec supppψT q � K.

Preuve. Comme ψ P C8pRnq et T P D1pRnq, on a bien ψT P D1pRnq (est une distribution).
Soit φ P DpRn �Kq. On a supppψφq � supppψq� supppφq � supppψq�pRn �Kq, donc :

supppψφq
£

supppT q � psupppψq
£

supppT qq
£
pRn �Kq � K

£
pR�Kq � H.

Donc supppψφq � ΩmaxpT q (complémentaire de supppT q. Donc xT, ψφy � 0 � xψT, φy : la distribution ψT est
nulle sur Rn �K, donc supppψT q � K.

Proposition 6.3 et dé�nition. Si T P D1pRnq et ψ P C8pRnq ont leurs supports compatibles, et si α est une
fonction de D1pRnq qui vaut 1 sur un voisinage ouvert de K � suppT

�
suppψ, alors xT, αψy est indépendant

de α. On dé�nit alors :
xT, ψy déf� xT, αψy. (6.1)

Preuve. Soit une autre fonction β P D1pRnq qui vaut également 1 sur un voisinage ouvert deK � suppT
�

suppψ.
Il s'agit de montrer que xT, αψy � xT, βψy, i.e. que xT, pα�βqψy � 0. Mais supppα�βqq � Rn�K : on applique
le lemme précédent. Donc la dé�nition proposée est légitime.

Remarque 6.4 On introduira lorsque Ω � R, une autre dualité sans condition de support, mais avec conditions
de décroissance à l'in�ni (distributions à croissance �lente�, et fonctions C8 à décroissance �rapide�). Elle sera
introduite avec la transformation de Fourier.

7 Dérivation et intégration sous le crochet

Pour φ : px⃗, y⃗q P Rn�Rm Ñ φpx⃗, y⃗q, à x⃗ �xé on note φx⃗py⃗q � φpx⃗, y⃗q et on s'intéresse à, pour T P D1pRmq :

θpx⃗q � xT, φx⃗y noté� xT py⃗q, φpx⃗, y⃗qy noté� xT py⃗q, φpx⃗, y⃗qydy noté�
»
y⃗

T py⃗qφpx⃗, y⃗q dΩy, (7.1)

dès que, pour x⃗ donné, les supports de T et φx⃗ sont compatibles.
θpxq est �le crochet qui dépend du paramètre x⃗� (l'intégrale qui dépend du paramètre x⃗ quand T est une

distribution régulière), et ici y⃗ est le nom imposé de la �variable d'intégration�.
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Remarque 7.1 Les abus de notation �noté dans (7.1) permettent de ne pas introduire de notations supplé-
mentaires : on voit la �variable d'intégration� (ici y) et le paramètre (ici x).

Insistons : notons φxpyq � φpx, yq et φypxq � φpx, yq ; la dualité xT, φxy est une dualité où φx est une
fonction (et non la valeur φxpyq de la fonction φx au point y), et la notation xT pyq, φxpyqy � xT pyq, φxpyqydy
ne sert qu'à imposer le nom de la variable (ici y) quand on utilisera la fonction φx, bien que T pyq n'ait aucun
sens : le domaine de dé�nition de T est DpΩq, et T pφq �noté xT, φy a un sens, mais pas T pyq, à moins de ne s'en
servir que comme une notation, celle dé�nie dans (7.1).

Exemple 7.2 Avec n � m � 1 et T � δa, on a, �notations usuelles�,
θpxq � xδa, φxy � φxpaq � φpx, aq, noté xδapyq, φxpyqydy �noté xδapyq, φpx, yqy � φpx, aq. Et
θpyq � xδa, φyy � φypaq � φpa, yq, noté xδapxq, φypxqydx �noté xδapxq, φpx, yqy � φpa, yq.

Exemple 7.3 Avec n � m � 1 et T � Tf , on a
θpxq � xTf , φxy �

³
yPR fpyqφpx, yq dy �noté xfpyq, φpx, yqydy. Alors que

θpyq � xTf , φyy �
³
xPR fpxqφpx, yq dx �noté xfpxq, φpx, yqydx.

Exemple φpx, yq � e�ixy (vers la transformée de Fourier) :
θpxq � ³

yPR fpyqe�ixy dy �noté xfpyq, e�ixyydy. Alors que
θpyq � ³

xPR fpxqe�ixy dx �noté xfpxq, e�ixyydx.

Proposition 7.4 Pour φ P C8pRn�m;Rq on note K1 � Rn et K2 � Rm des sous-ensembles tels que suppφ �
K1�K2. Soit T P D1pRmq. On suppose que suppT

�
K2 est compact (compatibilité des supports de T et de φx⃗).

Alors :
(i) la fonction θ : Rn Ñ R dé�nie par (7.1) est C8pRnq (et est dans DpRnq si K1 est compact).
(ii) On peut dériver sous le crochet, pour i � 1, ..., n :

p BθBxi px⃗q �q
B
Bxi pxT py⃗q, φpx⃗, y⃗qydyq � xT py⃗q, BφBxi px⃗, y⃗qydy, (7.2)

i.e. on peut dériver sous le signe �somme� (notation abusive) :

B
Bxi

�»
y⃗PΩ

T py⃗qφpx⃗, y⃗q dΩy
	
�

»
y⃗PΩ

T py⃗q
� Bφ
Bxi px⃗, y⃗q

	
dΩy.

(iii) On peut intégrer sous le crochet, si K est un compact de Rn :

p
»
x⃗PK

θpxq dx �q
»
x⃗PK

xT py⃗q, φpx⃗, y⃗qydy dΩx � xT py⃗q,
»
x⃗PK

φpx⃗, y⃗q dΩxydy, (7.3)

noté »
x⃗PK

p
»
y⃗PRm

T py⃗qφpx⃗, y⃗q dΩyq dΩx �
»
y⃗PRm

T py⃗qp
»
x⃗PK

φpx⃗, y⃗q dΩxq dΩy. (7.4)

(Fubini est donc toujours vrai pour
³³
x,y
T pyqφpx⃗, y⃗qdΩxdΩy quand les supports de T et φ sont compatibles en y⃗,

et qu'on intègre sur un compact en x⃗).

Preuve. Cas n � m � 1 et φ P DpR2q, K1 et K2 compacts. Autres cas en exercice.
À x �xé, φx P DpRq (avec supppφxq � K2), donc θ est bien dé�nie en tout x P R. Montrons que θ est

continue sur R. Soit x0 P R, φx0
pyq � φpx0, yq, h P R et φhx0

pyq � φpx0�h, yq. Donc φhx0
P DpR2q et

θpx0 � hq � θpx0q � xT, φhx0 � φx0y p� xT pyq, φpx0�h, yq � φpx0, yqyq. (7.5)

Montrons :
pφhqx0 � pφqx0 ÝÑ

hÑ0
0 dans DpRq : (7.6)

Notant L2 � K2 � r�1, 1s, φx0
et les pφhx0

ont leur support dans le compact L2 pour h ¤ 1, et

Pour k P N, on a φpkqhx0
pyq � Bkφpkq

Byk px0�h, yq � Bkφ
Byk px0, yq�h

B Bkφ

Byk

Bx px1, yq où x1 est entre x0 et x0�h (théorème

des accroissements �nis), car Bkφ
Byk est C1. Donc pour x P rx0�1, x0�1s, on a |φpkqhx0

pyq � φ
pkq
x0 pyq| ¤ hC, quand

h ¤ 1, où C � suppx,yqPL1�L2
| Bk�1φ
BxByk px, yq|. Donc |φ

pkq
hx0

pyq � φ
pkq
x0 pyq| ÝÑhÑ0 0 pour tout y P K2.

D'où (7.6), d'où xT, φhx0
� φx0

yÝÑhÑ0 0, d'où θ continue en x0 cf. (7.5).
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De même, θ est dérivable par continuité de T car :

θpx0�hq � θpx0q
h

� xT pyq, φpx0�h, yq � φpx0, yq
h

y ÝÑ
hÑ0

xT pyq, BφBx px0, yqy.

En e�et φpx0�h,yq�φpx0,yq
h Ñ Bφ

Bx px0, yq au sens de DpRq (véri�cation similaire à la précédente). On vient par la
même occasion d'établir (7.2) (dérivation sous le x., .y).

Et de même par récurrence, elle est C8.
Puis supppθq � K1 car : R �K1 est ouvert, et si x0 R K1 alors Dε ¡ 0 t.q. Bpx0, εq � R �K1, et φx0

� 0
dans Bpx0, εq (fonction nulle). D'où θ est nul dans Bpx0, εq, donc dans l'ouvert R�K1 ; d'où suppθ � K1.

Intégration : Soit a P R et a ¤ minK1. Posons (primitive de φ en x à y �xé) :

Φpx, yq :�
» x
t�a

φpt, yq dt noté� Φpx, yq, et θpxq :� xT,Φxy � xT pyq,Φpx, yqydy.

Comme φ P C8pR2q, on a Φ P C8pR2q, et suppΦ � suppφ � K1�K2 compact, donc Φ P DpR2q. Par dérivation
sous le crochet (7.2) (qui vient d'être établie), il vient :

θ1pxq � xT pyq, BΦBx px, yqydy � xT pyq, φpx, yqy, (7.7)

d'où θpxq � ³x
a
xT pyq, φpt, yqy dt, d'où (7.3)

Exercice 7.5 Quand T � Tf est une distribution régulière associée à f P L1
locpRq, démontrer (7.2) à l'aide du

théorème de convergence dominée.

Réponse. Noter qu'on utilisera de manière essentielle le fait que φ est C1 (et est C8 si on veut continuer à dériver).
1- Cas φ P DpR2q : l'intégrant hpx, yq � fpyqφpx, yq est C1 en x, avec Bh

Bx px, yq � fpyq BφBx px, yq est borné indépendam-

ment de x par || BφBx ||C8pR2q|f | P L1pRq.
2- Cas φ P C8pR2q. Soit x0 P R. On s'intéresse à θ1px0q. Soit x P I0 �sx0 � 1, x0 � 1r, soit L � suppT XK2 compact

par hypothèse (compatibilité des supports). Soit h comme dans le cas 1, alors | BhBx px, yq| est borné indépendamment de

x P I0 par || BφBx ||C8pI0�Lq|f | P L1pRq.

Remarque 7.6 Attention, le fait qu'on puisse toujours dériver sous le signe
³
au sens des distributions ne remet

pas en cause le théorème de convergence dominée de Lebesgue : on ne peut dériver sous le signe
³
que parce

que φ est in�niment régulière.

Exercice 7.7 Soit θpxq � xδ0pyq, φpx, yqy pour φ P C8pR2;Rq. Véri�er la formule de dérivation sous le crochet.

Réponse. On a θpxq � xδ0, φxy � φxp0q � φpx, 0q. Donc on a θ1pxq � Bφ
Bx px, 0q.

Et par dérivation sous le crochet, on a θ1pxq � xδ0pyq, BφBx px, yqy � Bφ
Bx px, 0q.

Exercice 7.8 Soit f P L1pRq à support compact, et soit sa transformée de Fourier dé�nie sur R par pfpξq �
1?
2π

³
xPR fpxqe�ixξ dx. Mettre pf sous la forme pfpξq � xT,Ψξy �noté xT pxq, ψpx, ξqy. Véri�er que p pf q1pξq �

1?
2π

³
xPRp�ixqfpxqe�ixξ dx.

Réponse. Soit T � Tf , ici T P E 1pRq, donc xT, φy a un sens pour tout φ P C8pRq (compatibilité des supports). Soit ψ

donnée par ψpx, ξq � 1?
2π
e�ixξ. On a ψ P C8pR2q, et ψξ P C8pRq, donc xTf ,Ψξy est un réel (a un sens) et pfpξq � xTf ,Ψξy.

Et Bψ
Bξ px, ξq � �ix 1?

2π
e�ixξ. D'où, dérivée sous x., .y : p pf q1pξq � xTf pxq, �ix?

2π
e�ixξydx � �i?

2π

³
xPR xfpxqe�ixξ dx.

8 Théorème de Fubini pour les distributions W � S b T

8.1 Produit tensoriel de deux distributions

Soit m,n P N�, f : Rm Ñ R et g : Rn Ñ R. On appelle produit tensoriel des fonctions f et g la fonction
h �noté f b g : Rm�n Ñ R dé�nie par le produit :

hpx⃗, y⃗q � fpx⃗qgpy⃗q, soit donc pf b gqpx⃗, y⃗q déf� fpx⃗qgpy⃗q. (8.1)

h � f b g est donc une fonction à �variables séparées� sur Rm�n � Rm � Rn. Elle est également notée
abusivement :

hpx⃗, y⃗q noté� fpx⃗q b gpy⃗q p déf� pf b gqpx⃗, y⃗qq. (8.2)
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Remarque 8.1 b n'est pas commutatif : trivial si m � n. Et même si m � n, e.g. � 1, prendre fpxq � x et
gpyq � y2 qui donnent pf b gqpx, yq � xy2 alors que pg b fqpx, yq � gpxqfpyq � x2y.

D'ailleurs b n'est pas un produit �intérieur� (e.g. qui à 2 fonctions dans FpRn;Rq associe une fonction dans
FpRn;Rq) puisque h P FpRm�n;Rq. Il est cependant trivialement distributif (c'est un produit).

Si f P L1
locpRmq et g P L1

locpRnq, alors f b g P L1
locpRm�nq (théorème de Fubini sur les compacts K � Rm�n

car f b g P L1
locpKq), et on peut étendre le produit tensoriel aux distributions régulières : si Φ P DpRm�nq est

à variables séparées, i.e. Φ � ub v avec u P DpRmq et v P DpRnq, alors :

xTfbg, ub vy �
»
Rm�n

fpxqgpyqupxqvpyq dxdy

�
»
Rm

fpxqupxq dx
»
Rn

gpyqvpyq dy
� xTf , uy xTg, vy.

(8.3)

Et si Φ n'est pas à variables séparées, alors on applique le théorème de Fubini :

xTfbg,Φy �
»
Rm

fpxq�»
Rn

gpyqΦpx, yq dy� dx
noté� @

Tf pxq , xTgpyq,Φpx, yqydy
D
dx
� @

Tgpyq , xTf pxq,Φpx, yqydx
D
dy

(8.4)

ce qui est toujours licite quand Φ P DpRm�nq puisque qu'alors l'intégrant px, yq Ñ fpxqgpyqΦpx, yq est dans
L1pRm�nq. Et on note :

Tf b Tg
déf� Tfbg. (8.5)

On a ainsi dé�ni le produit tensoriel sur les distributions régulières : pour Φ P DpRm�nq, on a :

xTf b Tg,Φy déf� xTfbg,Φy noté� xf b g,Φy. (8.6)

La généralisation à toutes les distributions est donnée par la proposition suivante :

Proposition 8.2 et dé�nition de S b T . Étant données deux distributions S P D1pRmq et T P D1pRnq, il
existe une unique distribution WS,T P D1pRm�nq qui véri�e, pour tout u P DpRmq et v P DpRnq :

xWS,T , ub vy � xS, uy xT, vy, (8.7)

Et WS,T �noté S b T est appelé le produit tensoriel de S par T , et donc :

xS b T, ub vy � xS, uy xT, vy. (8.8)

Preuve. Admis. Idées : on veut dé�nir xW,Φy pour tout Φ P DpRm�nq. On doit admettre en particulier que
toute fonction Φ P DpRm�nq est de la forme Φpx, yq � °8

i�1 uipxqvipyq, où ui P DpRmq et vi P DpRnq, et ainsi
DpRmq �DpRnq est dense dans DpRm�nq.

Puis on véri�e que W � S b T est bien une distribution, et la densité donne l'unicité.

Exemple 8.3 Soit a⃗ P Rn. La masse de Dirac δa⃗ pour a⃗ � pa1, . . . , anq est dé�nie par :
δa⃗ � δa1 b . . .b δan (8.9)

C'est donc la distribution de support réduit à ta⃗u et dont l'action a un sens sur toute fonction f : Rn Ñ R
continue en a⃗ : on a dans ce cas xδa⃗, fy � f p⃗aq.
Remarque 8.4 Les indices des crochets de dualité sont implicites dans (8.7) qui s'écrit aussi :

xW,ub vyD1pRm�nq,DpRm�nq � xS, uyD1pRmq,DpRmq xT, vyD1pRnq,DpRnq.

(On n'a pas le choix.)

Et (8.8) est également noté abusivement :

xSpxq b T pyq, upxq b vpyqydxdy � xSpxq, upxqydx xT pyq, vpyqydy, (8.10)

ou encore : »»
SpxqT pyqupxqvpyq dxdy �

»
Spxqupxq dx

»
T pyqvpyq dy.

Cela évitera d'introduire des notations.
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8.2 Théorème de Fubini

On reprend les notations utilisées en (7.1) : pour Φ P DpRm�nq (non a priori à variables séparées), la fonction
θ : Rm Ñ R dé�nie en (7.1), à savoir :

θpx⃗q � xT,Φx⃗y noté� xT py⃗q,Φpx⃗, y⃗qydy noté�
»
y

T py⃗qΦpx⃗, y⃗q dy (8.11)

véri�e θ P DpRmq.

Théorème 8.5 (Fubini) Soient S P D1pRmq et T P D1pRnq. Pour Φ P DpRm�nq (non a priori à variables
séparées), les réels

xSpxq b T pyq,Φpx, yqydxdy �déf xS b T,ΦyD1pR2q,DpR2q,
xS, θy � @

Spxq, xT pyq,Φpx, yqydy
D
dx
, et@

T pyq, xSpxq,Φpx, yqydx
D
dy

sont bien dé�nis, et on a :

xSpxq b T pyq,Φpx, yqydxdy �
@
Spxq, xT pyq,Φpx, yqydy

D
dx
� @

T pyq, xSpxq,Φpx, yqydx
D
dy
, (8.12)

noté »»
SpxqT pyqΦpx, yq dxdy �

»
Spxqp

»
T pyqΦpx, yq dyq dx �

»
T pyq

»
SpxqΦpx, yq dxq dy. (8.13)

Preuve. La dérivation sous le crochet, proposition 7.4, nous donne la régularité de θ.
De (8.10) on déduit alors l'inversion des crochets pour le calcul de xSpxqbT pyq,Φpx, yqy à l'aide de la densité

de DpRmq �DpRnq dans DpRm�nq (admis).

Corollaire 8.6 Si S P D1pRmq et T P D1pRnq, alors, avec des notations implicites :

Bk
Bxki

pS b T q � BkS
Bxki

b T,
Bk
Bykj

pS b T q � S b BkT
Bykj

, (8.14)

pour k P N, i P r1,msN et j P r1, nsN. Et on note abusivement :

Bk
Bxki

pSpxq b T pyqq � p B
k

Bxki
Spxqq b T pyq, (8.15)

idem pour la dérivation en yj .

Preuve. Avec le Théorème de Fubini on obtient (notations abusives), pour tout Φ P DpR2q :

x B
k

Bxki
pSpxq b T pyqq ,Φpx, yqydxdy � p�1qkxpSpxq b T pyqq, B

k

Bxki
Φpx, yqydxdy

� p�1qkxT pyq, xSpxq, B
k

Bxki
Φpx, yqyydxdy � xT pyq, x B

k

Bxki
Spxq,Φpx, yqyydxdy.

Idem pour l'autre égalité.

Remarque 8.7 Avec le théorème de Fubini, on retrouve les dérivations et intégrations sous le crochet. En e�et,
on veut (7.2), i.e. :

@ B
Bxi pxT pyq,Φpx, yqydyq , ψpxq

D
dx
� @xT pyq, B

BxiΦpx, yqydy , ψpxq
D
dx
, @ψ P DpRmq. (8.16)

Véri�cation à partir du membre de gauche de (8.16) qui vaut :

� �@xT pyq,Φpx, yqydy, BψBxi pxqDdx � �@T pyq, xΦpx, yq, BψBxi pxqydxDdy
� �@T pyq, x BΦBxi px, yq, ψpxqydxDdy � @xT pyq, B

BxiΦpx, yqydy , ψpxq
D
dx
.
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Et pour l'intégration (7.3) :»
xPR

xT pyq,Φpx, yqydy dx �
@
1Rpxq, xT pyq,Φpx, yqy

D
dx
� @

T pyq, x1Rpxq,Φpx, yqydx
D
dy

� xT pyq,
»
R
Φpx, yq dxy

comme souhaité.

Exercice 8.8 Montrer que Tβ b Tα � Tα b Tβ en général.

Réponse. Exemple : αpxq � x et βpxq � x2. On a pα b βqpx, yq � xy2 et pβ b αqpx, yq � x2y. Et
³³
xy2φpx, yq dxdy �³³

x2yφpx, yq dxdy en général.

Exercice 8.9 Soit la fonction de Heaviside de n variables Ha⃗ � Ha1 b . . .bHan . Montrer que :

BHa⃗

Bx1 � δa1 bHa1 b . . .bHan et
BnHa⃗

Bx1 . . . Bxn � δa⃗. (8.17)

Réponse. Soit on applique (8.14), soit calcul direct : écrivons le résultat dans R2 pour simpli�er les écritures. Et notons
THz la distribution régulière associée à Hz. Alors, pour tout Φ P DpR2q, avec le théorème de Fubini :

xDxpTHa b THbq,Φy � � xpTHapxq b THbpyqq, DxΦpx, yqy � �xTHbpyq, xTHapxq, DxΦpx, yqyy
� � xTHbpyq, xDxTHapxq,Φpx, yqyy � �xTHbpyq, xδapxq,Φpx, yqyy � xδa b THb ,Φy.

8.3 Généralisation de S b T : compatibilité des supports

Et en ce qui concerne le support de W � S b T on a (faire un dessin dans le cas m � n � 1) :

Proposition 8.10 Si S P D1pRmq et T P D1pRnq, alors supppS b T q � suppS � suppT .

Preuve. Soit W � S b T . Montrons que suppW � suppS � suppT . Soit px, yq R suppS � suppT . Supposons
par exemple x R suppS (sinon nécessairement y R suppT et on échange les rôles de x et y). Soit alors ε ¡ 0 t.q.
Bpx, εq � R� suppS (qui est ouvert).

Comme toute boule (�ronde�) Bppx, yq, εq est incluse dans le produit cartésien (�carré�) Bpx, εq � Bpy, εq,
si Φ P DpBppx, yq, εqq, alors Φ P DpBpx, εq � Bpy, εqq (prolongement par 0), et donc Φy P DpBpx, εqq (où
Φy : xÑ Φypxq � Φpx, yq). Faire un dessin.

D'où à l'aide du théorème de Fubini, pour tout Φ P DpBppx, yq, εqq :

xW,Φy � @
T pyq, xSpxq,Φpx, yqyD � xT pyq, 0y � 0.

Donc px, yq P ΩmaxpW q, i.e. px, yq R supppW q, donc suppW � suppS � suppT .
Réciproquement, soit px0, y0q P suppS � suppT . Donc x0 P suppS et y0 P suppT . Donc, pour toute boule

ouverte Bpx, εxq de Rm, il existe α P DpBpx, εxqq telle que xS, αy � 0. De même il existe β P DpBpy, εyqq telle
que xT, βy � 0. Et on a :

xS b T, αb βy � xS, αyxT, βy � 0.

Comme tout ouvert de Rm�n contenant px, yq contient un ouvert de type Bpx, εxq �Bpy, εyq, on en déduit que
px, yq R ΩmaxpW q, i.e. px, yq P suppW .

Et on a la proposition :

Proposition 8.11 Le produit tensoriel S b T a un sens sur une fonction Φ P C8pRm � Rnq dès que :

EΦ � psuppS � suppT q
£

suppΦ (8.18)

est borné. Et pour une telle fonction Φ on peut appliquer le théorème de Fubini :

xSpxq b T pyq,Φpx, yqy � @
Spxq, xT pyq,Φpx, yqyD � @

T pyq, xSpxq,Φpx, yqyD. (8.19)
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Preuve. (i) Si Φ est à support compact, aucune condition n'est requise sur le support de S et T : c'est la
dé�nition des distributions, dualité entre DpRkq et D1pRkq pour k P N.

(ii) Cas général : grâce à la dé�nition généralisée (voir la proposition 6.3). Soit Φ P C8pRm�nq donnée et
soit α P DpRm�nq avec α � 1 dans un voisinage ouvert Uα de EΦ. La fonction αΦ est dans DpRm�nq, et donc
xS b T, αΦy P R est bien dé�ni, et on a le théorème de Fubini :

xSpxq b T pyq, αpx, yqΦpx, yqy � @
Spxq, xT pyq, αpx, yqΦpx, yqyD � @

T pyq, xSpxq, αpx, yqΦpx, yqyD.
Soit β est une fonction qui vaut également 1 dans un voisinage ouvert Uβ de EΦ. Donc α � β est nulle
dans le voisinage ouvert Uα

�
Uβ de EΦ et donc xSpxq b T pyq, pαpx, yq � βpx, yqqΦpx, yqy � 0, i.e. xSpxq b

T pyq, αpx, yqΦpx, yqy � xSpxq b T pyq, βpx, yqΦpx, yqy : (8.19) a un sens est indépendant de α.

Exemple 8.12 Rappel : une fonction w : px, yq Ñ wpx, yq est indépendante de x si elle est de la forme
wpx, yq � fpyq, autrement dit si c'est la fonction à variables séparées w � 1R b f .

De même, on dira qu'une distributionW de DpRm�nq est indépendante de x si elle est de la formeW � 1RbT
(variables séparées). On a alors, pour tout Φ P DpRm�nq :

x1Rpxq b T pyq,Φpx, yqy � x1Rpxq, xT pyq,Φpx, yqyy �
»
xPR

xT pyq,Φpx, yqy dx � xT pyq,
»
xPR

Φpx, yq dxy.

Et plus généralement cela a un sens quand EΦ � psupp1R � suppT q� suppΦ est borné.

9 Produit de convolution de distributions

9.1 Produit de convolution de fonctions

9.1.1 Vers la convolution de distributions régulières

Le produit de convolution a été introduit au paragraphe 2.2 : quand cela a un sens :

hpxq � pf � gqpxq �
»
tPR

fptqgpx� tq dt �
»
uPR

fpx� uqgpuq du � pg � fqpxq. (9.1)

L'intégrale hpxq est une intégrale dépendant du paramètre x.

Exemple 9.1 Si f P L1pRq et g � Πk � k1r 1
2k ,

1
2k s, on a pf � gqpxq � k

³ 1
2k

� 1
2k

fpx�tq dt � la �valeur moyenne

de f à travers une fenêtre de largeur 1
k centrée en x�. Et, si f est continue en x :

pf �Πkqpxq ÝÑ
kÑ8

fpxq, (9.2)

ce qui va donner, dans le cas f continue sur R :

pf � δ0qpxq � fpxq. (9.3)

Donc f � δ0 � f , une fois qu'on aura dé�ni le produit de convolution de distributions... Ce qu'on va faire
maintenant.

9.1.2 Notation fptq � gptq
Notation. On note pf � gqpxq � ³

tPR fptqgpx � tq dt �noté pfptq � gptqqpxq, i.e. on impose explicitement le
nom (ici t) de la variable d'intégration. Cela ne pose pas de problème quand le contexte n'est pas ambigu.

Exemple avec �Fourier� :

hpxq � pf � eiν�?
2π
qpxq �

»
tPR

fptq 1?
2π
eiνpx�tq dt noté� 1?

2π
pfptq � eiνtqpxq noté� 1?

2π
pf � eiνtqpxq...
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9.2 Dé�nition de S � T

9.2.1 Dé�nition formelle

Rappel : si f, g P L1pRnq, alors on a f � g P L1pRnq. Au sens des distributions, la distribution régulière
associée Tf�g �noté f � g véri�e, pour tout φ P DpRnq :

xf � g, φy :� xTf�g, φy �
»
tPRn

pf � gqptqφptq dt �
»
tPRn

»
yPRn

fpt� yqgpyqφptq dy dt, (9.4)

grâce au théorème de Fubini. On obtient :

xf � g, φy �
»
xPRn

»
yPRn

fpxqgpyqφpx� yq dx dy � xf b g, hy, où hpx, yq déf� φpx� yq. (9.5)

Et on notera (abusivement) :

xf � g, φy noté� xfpxq b gpyq, φpx� yqy p déf� xf b g, hyq. (9.6)

Dé�nition 9.2 On dé�nit alors le produit de convolution de deux distributions S, T P D1pRq par, pour φ P
DpRnq :

xS � T, φy :� xS b T, hy, où hpx, yq déf� φpx� yq (9.7)

Il est immédiat que si S � T a un sens alors S � T � T �S (commutativité), car hpx, yq � hpy, xq. Et on note
abusivement, quand φ P DpRnq :

xS � T, φy noté� xSx b Ty, φpx� yqy noté� xSpxq b T pyq, φpx� yqy p déf� xS b T, hyq
noté�

»
x

»
y

SpxqT pyqφpx� yq dxdy noté�
»
x

»
z

SpxqT pz � xqφpzq dxdz.
(9.8)

Un des outils principaux pour l'étude de ce produit de convolution sera le théorème de Fubini, proposition 8.5.

Exercice 9.3 Montrer que pour f, g P L1pRq on a Tf�g � Tf � Tg.
Réponse. Fubini donne : Tf�gpφq �

³
xPRp
³
tPR fptqgpx � tq dtqφpxq dx � ³

yPR
³
tPR fptqgpyqφpy � tq dtdy, et on a pTf �

Tgqpφq � xTf pxq, xTgpyq, φpx� yqydyydx, ce pour tout φ P DpRq.

Exercice 9.4 Montrer formellement (de fait pour f, g P L1pRq et φ P DpRq voir la suite = régularisation) :

xTf � Tg, φy � xTf , qTg � φy. (9.9)

(Rigoureusement : voir (9.28).)

Réponse. Fubini donne :» »
fpxqgpyqφpx�yq dxdy �

»
x

fpxqp
»
y

gpyqφpx�yq dyqdx �
»
x

fpxqp
»
u

gpu�xqφpuq duqdx

�
»
x

fpxqp
»
u

qgpx�uqφpuq duqdx � »
x

fpxqpqg � φqpxq dx.
Ce résultat sera conservé pour les distributions, cf. la suite.

9.2.2 Domaines de dé�nition : supports convolables

On rappelle qu'on ne peut pas convoler la fonction constante 1R P L1
locpRq avec elle-même : on aurait

p1R � 1Rqpxq �
³
R 1dt � 8.

De même, la dé�nition au sens des distributions pose un problème : pour φ P DpRq on aurait x1pxq b
1pyq, φpx�yqy � ³

Rp
³
R φpzqdzqdx intégrale de fonctions à variables séparées donc égale à p

³
R dxqp

³
R φpzqdzq � 8.

Donc l'hypothèse f, g P L1
locpRq est visiblement insu�sante pour que (9.4) et (9.7) aient un sens.

Lemme 9.5 Soit φ P DpRnq, φ � 0, avec supppφq � Bp0, ρq ; et soit h P C8pR2nq dé�nie par hpx, yq � φpx�yq ;
alors

suppphq � tpx, yq P R2n : ||x� y|| ¤ ρu (�bande oblique�, dessin), (9.10)

et suppphq n'est jamais borné.
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Preuve. φ P DpRnq, donc Dα, β P R, α   β et φptq � 0 pour tout t P Rn t.q. ||t|| ¤ α et ||t|| ¥ β ; donc
hpx, yq � 0 pour tout px, yq P R2n t.q. ||x�y|| ¤ α ¤ ||x�y|| ¥ β, d'où (9.10). Puis ρ � maxp|α|, |β|q. Et supph
n'est pas borné (pour φ � 0) : si c P Rn t.q. φpcq � 0, alors hpx, yq � 0 pour tout x, y P Rn t.q. x� y � c, donc
contient tous les points px, c�xq P R2n avec ||px, c�xq||2R2n ¥ ||x||2Rn ÝÑxÑ88.

Dessin cas 1-D : y � α� x est la droite dans R2 de pente �1 qui passe par px, yq � pα, 0q, et y � β � x est
la droite dans R2 de pente �1 qui passe par px, yq � pβ, 0q, et suppphq est dans �la bande oblique dans R2 qui
limité par ces deux droites obliques. (h est d'altitude constante � φpcq le long des droites x� y � c.)

Proposition 9.6 et dé�nition. Soit φ P DpRnq et hφpx, yq :� φpx�yq cf. (9.7). Soit S, T P D1pRnq. Le produit
de convolution S � T a un sens dans D1pRnq, i.e. le réel xS � T, φy a un sens pour tout φ P DpRnq, dès que
l'ensemble

Eφ :� psuppS � suppT q
£

suppphφq est borné, (9.11)

C'est en particulier le cas si (dessin)

1. suppS ou suppT est borné, i.e. l'une des deux distributions est à support borné (cf. EDP),

2. suppS et suppT sont limités tous deux à gauche (cf. EDO) (ou limités tous deux à droite).

3.
@z P Rn, supppSq

£
supppτz qT q est borné (9.12)

Preuve. xS �T, φyDpRnq,DpRnq1 � xSbT, hyDpR2nq,DpR2nq1 a un sens dès l'intersection supppSbT q� suppphq est
bornée cf. prop.-déf. 6.3. Soit φ P DpRnq, dont Dρ P R t.q. suppφ � Bp0, ρq.

Avec (9.10) on a suppphq dans la �bande oblique� tpx, yq P R2n; ||x�y|| ¤ ρu quand supppφq � r�ρ, ρs. Donc
Eφ � tpx, yq P R2n : x P suppS, y P suppT et ||x� y|| ¤ ρu.

Cas 1 : suppS � Bp0, aq (borné), donc ||x|| ¤ a, avec ||x� y|| ¤ ρ, avec ||y|| ¤ ||x� y|| � ||x|| ¤ ρ� a, donc
Eφ � tpx, yq P R2n : ||x|| ¤ a et ||y|| ¤ ρ� au est borné, vrai pour tout φ P DpRnq. OK.

Cas 2 : quitte à travailler composante par composante on se ramène à Rn � R ; suppS � ra,8r et suppT �
rb,8r (supports limité à gauche), avec suppphq � tpx, yq P R2 : �ρ ¤ x� y ¤ ρu cf. (9.10). Donc si px, yq P Eφ
alors x ¥ a, y ¥ b, �ρ ¤ x � y ¤ ρ, donc �y ¤ �b, donc x ¤ ρ � y ¤ ρ � b, donc x P ra, ρ � bs, et idem
y P rb, ρ� as donc Eφ borné, vrai pour tout φ P DpRnq. OK.

Cas 3 : on a
Eφ � tpx, yq P pRnq2 : x P suppS, y P suppT, ||x� y|| ¤ ρu

� tpx, yq P pRnq2 : x P suppS, y P suppT, z � x� y, ||z|| ¤ ρu
� tpx, z � xq P pRnq2 : x P suppS, z P Bp0, ρq, z � x P suppT u
� tpx, z � xq P pRnq2 : x P suppS

£
supppτz qT q, z P Bp0, ρqu

(9.13)

Donc Eφ est borné dès que suppS
�

supppτz qT q est borné pour tout z (doit être vrai pour tout φ). (Les cas 1
et 2 sont des cas particuliers du cas 3.)

Proposition 9.7 Quand le produit de convolution est dé�ni, il est commutatif : S � T � T � S.

Preuve. hpx, yq�p9.7q hpy, xq et Fubini (8.12) (quand les supports sont compatibles) donnent xS � T, φy �
xS b T, hy � xT pyq, xSpxq, hpy, xqydxydy � xT pyq b Spxq, hpy, xqydydx � xT b S, hy � xT � S, φy.

9.3 Convolution de fonctions L1
locpRq

Proposition 9.8 Soient f P L1
locpRq et g P L1

locpRq deux fonctions localement sommables, Tf et Tg les distri-
butions régulières associées. On suppose les supports de Tf et Tg convolables cf. (9.12). Alors :

f � g P L1
locpRq et Tf � Tg � Tf�g

noté� f � g au sens D1pRq. (9.14)

Preuve. xTf�Tg, φy � xTf pxqbTgpyq, φpx�yqydxdy � xTf pxq, xTgpyq, φpx�yqydyydx �
³
x
fpxqxTgpyq, φpx�yqydy dx �³

x
fpxqp³

y
gpyqφpx�yq dyqdx � ³

px,yqPR2 fpxqgpyqφpx�yq dxdy, car px, yq Ñ fpxqgpyqφpx�yq est localement som-

mable dans R2 de support borné, cf. (9.12), doncest sommable. Et
³
px,yqPR2 fpxqgpyqφpx�yq dxdy �

³
xPR

�³
zPR fpxqgpz�xqφpzq dz

�
dx �³

zPRpf � gqpzqφpzq dz � xTf � Tg, φy � xTf�g, φy. Vrai pour tout φ P DpRq.
Notation : pour f P L1

locpRq et T P D1pRq avec Tf , Tg de supports convolables,

Tf � T noté� f � T au sens D1pRq. (9.15)
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9.4 Masses de Dirac et convolution

9.4.1 δ0 est l'élément neutre du produit de convolution : δ0 � T � T

Proposition 9.9 δ0 est l'élément neutre du produit de convolution : pour tout T P D1pRq,

δ0 � T � T � T � δ0. (9.16)

Preuve. Comme δ0 est à support compact, T et δ0 sont convolables. Et Fubini :
xT � δ0, φy � xT pxq b δ0pyq, φpx�yqy � xT pxq, xδ0pyq, φpx�yqyy � xT pxq, φpxqy.

D'où T � δ0 � T , et � δ0 � T car � est commutatif.

Notation : si f P L1
locpRq alors δ0 � Tf � Tf est noté

f � δ0 � f. (9.17)

9.4.2 δ10 est la dérivation pour le produit de convolution

Proposition 9.10 δ10 est la dérivation pour le produit de convolution : si T P D1pRq,

δ10 � T � T 1 � T � δ10. (9.18)

Preuve. Comme δ10 est à support compact, T et δ10 sont convolables. Et pour φ P DpRq :
xT � δ10, φy � xT pxq b δ10pyq, φpx�yqy � xT pxq, xδ10pyq, φpx�yqyy � xT pxq,�φ1pxqy � �xT 1, φy

grâce au théorème de Fubini.

Notation : si f P L1
locpRq alors (9.15) donne : δ10 � Tf � pTf q1 est noté

δ10 � f � f 1. (9.19)

9.4.3 δa est une translation pour le produit de convolution

Proposition 9.11 Si T P D1pRq alors :

δa � T � τaT, ou encore τaδ0 � T � τaT p� δ0 � τaT q. (9.20)

Et la masse de Dirac en a est la translation pour le produit de convolution.

Preuve. xδa � T, φy � xTy, φpy � aqy � xT, τ�aφy � xτaT, φy pour tout φ P DpRnq.

9.5 Fonctions de Heaviside et H0e
λx

En vue de la résolution des équations de convolution, on pose pour λ P C et n P N :

H
pnq
pλq pxq � H0pxqeλx xn�1

pn� 1q! , (9.21)

fonction eλx xn�1

pn�1q! tronquée en 0. Alors on a :

pHpnq
pλq �H

pmq
pλq qpxq � H

pn�mq
pλq pxq (9.22)

En e�et :

pHpnq
pλq �H

pmq
pλq qpxq �

» x
0

px� tqn�1

pn� 1q!
tm�1

pm� 1q! e
λpx�tq eλt dt

� eλx xn�m�1

pn� 1q! pm� 1q!
» 1

0

p1� uqn�1 um�1 du

(9.23)

après avoir posé t � xu. Et l'intégrale vaut pn�1q! pm�1q!
pn�m�1q! (exercice).
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9.6 Remarques

Ne pas confondre supports compatibles au sens de la proposition 6.3 (relative à la dualité xT, φy) et supports
convolables (relative à l'opération de convolution T � S) :

Exercice 9.12 Soient S P D1pRq et ψ P C8pRq t.q. leurs supports soient compatibles, i.e. t.q. suppS
�

suppψ
est compact (proposition�dé�nition 6.3).

Donner un exemple où les supports de S et de Tψ ne sont pas forcément convolables.

Réponse. Soit S � 1R� et ψ � 1r�1,8r � γ1 avec donc suppψ � r�2,8r, voir (1.18) et (2.26) : ici suppS �s � 8, 0s
est limité à droite et suppψ � r�2,8r est limité à gauche, et suppS X suppψ � r�2, 0s : les supports sont compatibles
(xS, ψy est bien dé�ni).

Mais supp qT �s�8, 2s, donc suppS�supp|Tψ � r�8, 0s�r�2,8r� r�8, 0s n'est pas compact. Et choisissant ψ � γ1
on a xSpxq b T pyq, γ1px� yqy � 8 : Donc S et ψ ne sont pas convolables.

Exercice 9.13 Montrer que si les distributions S et T sont convolables alors on n'a pas forcément suppS et
suppT compatibles.

Réponse. On se met dans le cas 2. de la proposition 9.6 avec ψ � 1R� � γ1 P C8pRq et S � T � Tψ. Alors S et T sont

convolables (supports limités à gauche), mais xS, ψy � 8.

Remarque 9.14 La proposition 9.6 a pour hypothèse que pour chaque φ, l'ensemble Eφ est borné. Cela ne
veut pas dire que p�φPDpRqEφq est bornée : d'ailleurs cette union n'est jamais bornée quand S et T sont non
nuls.

Par exemple, si suppT est borné et S � 1R (on est dans le cas 1. de la proposition), l'ensemble Eφ est
contenu dans la bande oblique (de pente �1) qui coupe l'axe des x sur le support de φ, et qui se situe dans la
bande horizontale délimitée par suppT . Les ψn dé�nis par ψnpxq � φpx � nq sont bien sûr dans DpRq, et Eψn

est borné, mais l'union
�
nPNEψn n'est pas bornée.

Remarque 9.15 La proposition 9.6 ne donne que des conditions su�santes (�dès que� = �il su�t que�) pour
que S �T ait un sens, pas des conditions nécessaires. Par exemple, si f et g sont des fonctions L1pRq alors leurs
supports ne sont pas convolables, alors que f � g a un sens, (et f � g P L1pRq, voir proposition 2.18), et donc
que Tf � Tg � Tf�g a un sens, cf. exercice 9.3.

9.7 Régularisation C8 des distributions

On sait qu'une fonction f P L1
locpRq est régularisée par convolution par une fonction φ P DpRq : on a

f � φ � γ P C8pRq cf. prop. 2.19.
On va voir : une distribution T P D1pRq est régularisée par convolution par une fonction φ P DpRq, i.e.

T � φ � γ P C8pRnq, au sens T � Tφ � Tγ P D1pRnq avec γ P C8pRnq.

9.7.1 Régularisation C8 des distributions

Vocabulaire : T P D1pRnq et ψ P C8pRnq sont convolables signi�e : T et Tψ sont convolables dans D1pRq.
Rappel : pf � gqpxq � ³

Rn fptqgpx� tq dt � ³
Rn fptqτxqgptq dt �noté xf, τxqgy, cf. (2.6).

Proposition 9.16 et dé�nition. Soit T P D1pRnq, ψ P C8pRnq, et Tψ P D1pRnq la distribution régulière
associée. Si T et Tψ sont convolables (voir proposition 9.6), alors :

T � Tψ � Tγ distribution régulière avec γ P C8pRnq, noté T � ψ � γ dans D1pRq, (9.24)

où :

γpxq � xT, τx qψy noté� xT ptq, ψpx�tqydt noté� pT � ψqpxq noté�
»
tPR

T ptqψpx�tq dt. (9.25)

Dé�nition : T � ψ � γ est la régularisée C8 de T par ψ, ou encore T est régularisé par convolution par une
fonction ψ P C8pRq, et on dit que la convolution par une fonction C8 est une régularisation.

En particulier, si T P D1pRnq (distribution à support compact), alors pour toute fonction ψ P C8pRnq, la
distribution T � Tψ donnée en (9.24) est représentée par la fonction γ P C8pRnq donnée par (9.25).

Preuve. T � Tψ a un sens car les supports sont supposés convolables. Soit x P Rn ; τx qψ P C8pRnq (trivial), et
les supports de T et de τx qψ sont compatibles, cf. (9.12). Donc le réel γpxq :� xT, τx qψy P R est bien dé�ni, ce
qui dé�nit la fonction γ : Rn Ñ R, et γpxq �noté xT pzq, ψpx�zqydz �noté

³
z
T pzqψpx�zq dz. Et γ est C8 grâce
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au théorème de dérivation sous le crochet (proposition 7.4) puisque px, tq Ñ ψpx�tq est trivialement C8pR2nq
quand ψ P C8pRnq. Donc γ P L1

locpRnq, d'où Tγ P D1pRnq (distribution régulière) est bien dé�ni.
Montrons (9.24), i.e. xT � Tψ, φy � xTγ , φy pour tout φ P DpRnq :

xT � Tψ, φy � xT pzq b Tψpyq, φpz�yqydzdy Fubini� xT pzq, xTψpyq, φpz�yqydyydz
� xT pzq,

»
yPRn

ψpyqφpz�yq dyydz � xT pzq,
»
xPRn

ψpx�zqφpxq dxydz
Fubini�

»
xPRn

φpxqxT pzq, ψpx�zqydzdx �
»
xPRn

φpxqγpxq dx � xTγ , φy,

(9.26)

d'où (9.25).

A retenir : le calcul formel γpxq � pT � ψqpxq � ³
R T ptqψpx�tq dt � xT ptq, ψpx�tqydt donne le �bon résultat�

(au sens Tγ � T � Tψ). Ce dès que les supports de T et ψ sont convolables.

Corollaire 9.17 Si pTjq est une suite dans D1pRnq qui tend vers T dans D1pRnq, alors, pour tout x P Rn,

pTj � ψqpxq ÝÑ
jÑ8

pT � ψqpxq (9.27)

pour toute ψ P C8pRnq convolable avec T , au sens γjpxq � xTj , τx qψyÝÑjÑ8 γpxq � xT, τx qψy dans R.
Preuve. Avec Tγj � Tj � Tψ, on a γjpxq � xTj , τx qψyÝÑjÑ8xT, τx qψy � γpxq par dé�nition de la convergence
dans D1pRq cf.� 3.4, donc Tγj ájÑ8 Tγ � T � Tγ ,i.e. (9.27).

9.7.2 Convergences S � TjáS � T dans D1pRq
On rappelle que xqS, φy :� xS, qφy pour tout φ P DpRq, quand les supports sont compatibles.
On généralise (9.9), i.e. xTf � Tg, φy � xTf , qTg � φy pour f et g convolables :

Proposition 9.18 1- Si S et T sont convolables, alors pour tout φ P DpRq on a :

xT � S, φy � xT, qS � φy. (9.28)

2- Si S P E 1pRq (à support compact) et si pTjq est une suite de D1pRq qui converge vers T P D1pRq, alors la
suite S � Tj converge vers S � T P D1pRq :

S P E 1pRq et Tj á T P D1pRq ùñ S � Tj á
jÑ8

S � T P D1pRq. (9.29)

2'- D'où si pγkqN� est une suite régularisante, cf. (2.23), et T P D1pRq alors Tγk ákÑ8 δ0 dans D1pRq et :
γk � T á

kÑ8
T dans D1pRq, (9.30)

notation abusive de Tγk � T ákÑ8 T (approximation de T par une fonction C8).

Preuve. 1- qS a été dé�ni en (3.49), et }τx qφpyq � τx qφp�yq � qφp�y � xq � φpy � xq. Donc avec (9.24) :

pqS � φqpxq � xqSpyq, τx qφpyqy � xSpyq, φpy � xqy,
Comme S et T sont convolables, avec Fubini on a, pour φ P DpRq :

xT � S, φy � xT pxq b Spyq, φpx� yqy � xT pxq, xSpyq, φpx� yqydyydx � xT, qS � φy.
2- Pour x �xé on a pTj � φqpxq � xTj , τx qφyÝÑjÑ8

xT, τx qφy � pT � φqpxq. D'où :

xS � Tj , φy � xS, qTj � φy ÝÑ
jÑ8

xS, qT � φy � xS � T, φy. (9.31)

2'- supppγkq est compact : donc Tγk P E 1pRq, et on applique (9.29). Détails : pour φ P DpRq on a
xTγk � T, φy � xTγk , qT � φyÝÑkÑ8xδ0, qT � φy � p qT � φqp0q � x qT , τ0 qφy � x qT , qφy � xT, φy.

Exercice 9.19 (Reprise de (9.9).)
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9.7.3 Densité de DpΩq dans D1pΩq
On sait déjà que la distribution δ0 (masse de Dirac) est limite d'une �suite régularisante� pγkqN� , cf. (3.38).

Proposition 9.20 Toute distribution T P D1pΩq est limite dans D1pΩq d'une suite pαkqN� de fonctions de DpΩq :
pour T P D1pΩq, il existe une suite pαkqkPN� dans DpΩq telle que :

αk á
kÑ8

T dans D1pΩq, au sens Tαk
ákÑ8 T dans D1pΩq. (9.32)

On dit que DpΩq est dense dans D1pΩq.

Preuve. (Par régularisation et troncature.) Cas Ω � R tout entier (ou Rn). Soit T P D1pRq. Soit pγkqN� une
suite régularisante, cf. (2.23). Donc γk � T P C8pRq cf. (9.24) (régularisée).

Soit λk � γ1 � 1r�k�1,k�1s P DpRq qui vaut 1 sur r�k,�ks et 0 sur r�k�2, k�2s, voir proposition 2.24, et
soit αk � λkpγk �T q (�troncature régulière� de γk �T au sens Tαk

� λkpTγk �T ). Il est immédiat que αk P DpRq.
Soit φ P DpRq et k P N (assez grand) t.q. supppφq � r�k, ks. Donc λkφ � φ, d'où :

xλkpγk � T q, φy � xγk � T, λkφy � xγk � T, φy ÝÑ
kÑ8

xT, φy, (9.33)

grâce à (9.30). D'où (9.32).
Cas Ω ouvert de R quelconque : on reprend la démonstration précédente, mais on construit maintenant une

suite de fonctions λk de DpΩq qui vaut 1 sur le compact K tel que dpK,R�Ωq ¤ 1
k (distance maximale du bord

de K au bord de Ω). Et une telle suite existe d'après la proposition 2.27.

9.8 Convolution d'une fonction polynôme par une distribution à support compact

On dispose de (9.25), et donc pour une distribution T à support borné, la convolée T � 1R a un sens (au
sens des distributions car les supports sont convolables) : c'est la �fonction� constante xT, 1Ry1R (la distribution
régulière xT, 1RyT1R) :

pT � 1Rqpxq � xT ptq, 1Rpx� tqy � xT, 1Ry � cste.

De même, pour l'application linéaire ψpxq � x, on a :

pT � ψqpxq � xT ptq, x� ty � xxT ptq, 1Ry � xT ptq,�ty � xc1 � c0 x, φy,

où c0 � xT, 1Ry et c1 � xT ptq,�ty, et T � ψ est donc une application a�ne.

Plus généralement, si P est un polynôme de degré n il est donné par son développement limité au voisinage
d'un point z par P pz � hq � °n

k�0
hk

k! ψ
pkqpzq. Et donc :

τx qP ptq � P p�t� xq �
ņ

k�0

xk

k!
P pkqp�tq,

son développement de Taylor au voisinage de �t. D'où T � P est aussi un polynôme de degré n donné par (on
suppose toujours T à support borné) :

pT � P qpxq � xT ptq, P px� tqy �
ņ

k�0

xk

k!
xT ptq, P pkqp�tqy �

ņ

k�0

ck
k!
xk (9.34)

où ck � xT ptq, P pkqp�tqy.

9.9 Autre exemple

Exemple 9.21 Dans l'espace-temps R4, supposons que suppS � A et suppT � B où A est le cône d'ondes
d'avenir et B le demi-espace des temps positifs :

A � tt � x4 ¥ 0, x24 � x21 � x22 � x23 ¥ 0u B � tt � x4 ¥ 0u (9.35)

Alors S �T est bien dé�ni : en e�et, si x⃗ � px1, x2, x3, x4q et y⃗ � py1, y2, y3, y4q, alors supposant x⃗� y⃗ borné, par
exemple, maxipxi � yiq ¤ C, implique x4 � y4 ¤ C. Et comme x4 ¥ 0 et y4 ¥ 0 on en déduit que x4 et y4 sont
bornés. Puis comme x24 ¥ x21 � x22 � x23, on déduit que les xi sont bornés, donc que les yi sont aussi bornés.
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10 Transformée de Fourier

10.1 Série de Fourier de fonctions

10.1.1 Rappels

Voir polycopié �Séries de Fourier� pour les détails.
Le produit scalaire usuel dans L2ps�T

2 ,
T
2 r;Cq �noté L2ps�T

2 ,
T
2 rq et sa norme associée sont

pf, gqL2 �
» T

2

�T
2

fptqgptq dt, ||f ||L2 � p
» T

2

�T
2

|fptq|2 dtq 1
2 . (10.1)

La base de Fourier usuelle pekqkPZ dans L2ps�T
2 ,

T
2 rq (théorème de Stone�Weierstrass) est dé�nie par

ek :

#
R Ñ C

t Ñ ekptq � eiωkt � e
2ikπ
T t.

(10.2)

C'est une famille orthogonale de L2ps�T
2 ,

T
2 rq : pek, eℓqL2 � ³ T

2
�T
2

e
2ikπ
T te�

2iℓπ
T t dt � Tδkℓ (et donc p 1?

T
ekqkPZ est

une b.o.n. dans L2ps�T
2 ,

T
2 rq). On note pekqkPZ � pe 2ikπ

T tqkPZ (le nom imposé de la variable est t ici).
T est la période. La fréquence fondamentale ν1, la pulsation fondamentale ω1 et, pour k ¥ 2, les fréquences

et pulsations harmoniques νk et ωk sont les réels ¡ 0

ωk � 2πk

T
� kω1, et νk � k

T
� kν1, où donc νk � 2πνk. (10.3)

Soit f P L2ps � T
2 ,

T
2 rq. On note ck P C ses composantes sur la base de Fourier (non normée) pekqZ :

f �
¸
kPZ

ckek, i.e. fptq �
8̧

k��8
cke

iωkt, où donc pf, ekqL2 � Tck, (10.4)

car pf, ekqL2 � p°ℓPZ cℓeℓ, ekqL2 � °
ℓPZ cℓpeℓ, ekqL2 � °

ℓPZ cℓTδℓk, donc

ck � 1

T
pf, ekqL2 � 1

T

» T
2

�T
2

fptq e�ikω1t dt � valeur moyenne de f pour la mesure e�ikω1t dt. (10.5)

(Autrement dit, les
?
T ck sont les composantes de f sur la b.o.n. p 1?

T
ekqZ, et on a ||f ||L2 � T

°
kPZ |ck|2.)

La fonction f en (10.4) est dans L2 : elle n'est dé�nie que presque partout ; on dé�nit : la série de Fourier
de f est la fonction Sf : r�T

2 ,
T
2 s Ñ C donnée par, pour tout t P r�T

2 ,
T
2 s :

Sfptq �
8̧

k��8
ck ekptq p�

8̧

k��8
ck e

iωktq. (10.6)

Donc : si f P L2ps � T
2 ,

T
2 rq alors

Sfptq � fptq pour presque tout t, (10.7)

pour la mesure de Lebesgue. E.g., si f est C1 par morceaux, discontinue en x0, alors Sfpx0q � fpx0�q�fpx0�q
2 .

(Les composantes ck ne font pas intervenir de valeur ponctuelle de f : que des valeurs moyennes de f , cf. (10.5).)

Remarque 10.1 Pour un endomorphisme A P LpE,Eq (application linéaire d'un espace vectoriel E dans lui-
même), un vecteur e non nul est vecteur propre s'il existe λ P R (valeur propre) tel que Apeq � λe, auquel cas
l'espace Vectteu est invariant par A. Et pour E � L2ps�T

2 ,
T
2 rq et f P E, si on note A � Cf � f� l'opérateur

de L2 dans L2 dé�nit par Cf pgq � f � g, alors on a avec la dé�nition des coe�cients de Fourier :

Cf pekqptq � pf � ekqptq �
»
R
fpsqei 2πk

T pt�sq ds � ei
2πk
T t ck � ckek. (10.8)

Et donc la fonction ekptq � ei
2πk
T t est fonction propre pour Cf associée à la valeur propre ck (le k-ième coe�cient

de Fourier de f). Cette propriété de �conservation� des exponentielles est essentielle en mécanique quantique.

Remarque 10.2 Cas particulier f P L2pr�T
2 ,

T
2 s;Rq (à valeurs réelles) : un calcul simple donne

fptq � α0 �
8̧

k�1

αk cospkωtq �
8̧

k�1

βk sinpkωtq où αk � ck � c�k, βk � ipck � c�kq. (10.9)

(Soit ck � αk�iβk

2 et c�k � αk�iβk

2 .)
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10.1.2 Passage intuitif de la série de Fourier à la transformée de Fourier

Heuristiquement, on fait tendre T vers �8, donc ω1 � 2π
T ÝÑTÑ8 0, et

∆ω � ωk�1 � ωk � ω1 � 2π

T
ÝÑ
TÑ8

0, (10.10)

et donc l'écart entre deux pulsations consécutives tend vers 0 : on ne peut plus di�érencier deux pulsations (on
a un �continuum�). Donc on veut écrire fptq�p10.4q°8

k��8 cpkq... sous la forme fptq � ³8
ω��8 apωq... dω. On

commence par modi�er ck, cf. (10.5), en posant

apωkq � T ck?
2π

� 1?
2π

» T
2

�T
2

fptq e�iωkt dt, (10.11)

(rappel : e
�iωkt?
2π

est une b.o.n. dans L2ps � T, T rq). D'où

Dé�nition 10.3 La transformée de Fourier de f : RÑ C est la fonction pf � Fpfq : RÑ C donnée par (quand
elle existe) :

papωq �q pfpωq :� 1?
2π

» 8
t��8

fptq e�iωt dt noté� Fpfqpωq noté� xf, e
�iωt
?
2π

y. (10.12)

La présence du facteur 1?
2π

dépend des auteurs (ici convention mécanique quantique). Voir aussi � 10.1.3.

Puis formellement on reconstitue f à l'aide des ses �composantes� pfpωq � xf, e�iωt?
2π
y � apωq :

fptq � 1?
2π

»
ωPR

pfpωqe�iωt dω p� ppfp�tqq, (10.13)

à comparer avec (10.12).

Notation abusive : quand t est le nom de la variable utilisée pour f , on note (abusif mais pratique)

pfpωq noté� yfptqpωq � Fpfptqqpωq. (10.14)

On verra que cette dé�nition a un sens par exemple quand f P L1pRq ou f P L2pRq. (Quand F : f Ñ pf a un
sens, sa linéarité est évidente : Fpf�λgq � Fpfq � λFpgq par linéarité de l'intégrale, soit {f�λg � pf � λpg.)
Exercice 10.4 Pour a ¡ 0 et fptq � e�at1R�ptq, montrer que :

pfpωq � 1?
2π

1

a� iω
p noté� {e�at1R�pωqq. (10.15)

Et montrer que : ze�a|t|pωq �c
2

π

a

a2 � ω2
, et Fpsgnptqe�a|t|qpωq �

c
2

π

�iω
a2 � ω2

, (10.16)

où sgn est la fonction signe (sgnptq � 1 si t ¡ 0 et � �1 si t   0).

Réponse. pfpωq � 1?
2π

³8
0
e�at�iωt dt � 1?

2π
r e�at�iωt

�a�iω s80 � 1?
2π

1
a�iω .

De même, {eat1R�pωq � 1?
2π
r eat�iωt

a�iω s0�8 � 1?
2π

1
a�iω � {e�a|t|1R�pωq.

e�a|t| � e�at1R� � eat1R� . D'où par sommation{e�a|t| et par di�érence {sgnptqe�a|t|.

Exercice 10.5 Soit sincapxq � sin ax

ax
pour a ¡ 0 (fonction sinus cardinal), et sincpxq � sinc1pxq � sinx

x
.

Dessin.
1- Montrer que sinc R L1pRq.
2- Montrer que sinc est intégrable sur R au sens de Riemann (intégrale impropre).
3- Montrer que : {1r�T,T spωq �c

2

π
T sincT pωq p�

c
2

π

sinTω

ω
q, (10.17)
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et, pour a   b :

z1ra,bspωq �c
2

π

b�a
2

sinc b�a
2
pωq e�i a�b

2 ω p�
c

2

π

sinp b�a2 ωq
ω

e�i
a�b
2 ωq. (10.18)

Réponse. Soit k ¥ 0. Sur r2kπ, p2k�1qπs on a sinx ¥ 0 d'où :

2

p2k � 1qπ ¤
» p2k�1qπ

2kπ

sinpxq
p2k � 1qπ dx ¤

» p2k�1qπ

2kπ

sincpxq dx ¤
» p2k�1qπ

2kπ

sinpxq
2kπ

dx ¤ 1

kπ
.

Sur rp2k�1qπ, p2k�2qπs on a sinx ¤ 0 d'où :

� 2

p2k � 1qπ ¤
» p2k�2qπ

p2k�1qπ

sinpxq
p2k � 1qπ dx ¤

» p2k�2qπ

p2k�1qπ
sincpxq dx ¤

» p2k�2qπ

p2k�1qπ

sinpxq
p2k � 2qπ dx ¤ � 1

pk � 1qπ .

1- Donc
³
R |sincpxq| dx � 8 car

°
N�

1
n
� 8. Donc sinc n'est pas Lebesgue intégrable.

2- Donc 0 ¤ ³p2k�2qπ
2kπ

sincpxq dx ¤ 1
kπ

� 1
pk�1qπ � 1

π
1

kpk�1q . Donc
³8
0
sincpxq dx   8. Et comme sinc est paire

(immédiat),
³
R sincpxq dx   8.

3- {1r�T,T spωq � 1?
2π

» T
�T

e�iωt dt � 1?
2π
re
�iωt

�iω s
T
�T � 1?

2π

e�iωT � e�iωT

�iω � 1?
2π

1

ω
2 sinpωT q.

En particulier {1r�1,1spωq �
c

2

π
sincpωq.

Et pour z1ra,bspωq � 1?
2π

³b
a
e�iωt dt � 1?

2π

e�iωb�e�iωa

�iω � 1?
2π

2
ω
e
�iω a�b

2 peiω
b�a
2 �e�iω b�a

2 q
2i

.

10.1.3 Remarque : électronique et traitement du signal

Voir le � 14 où on utilisera une autre dé�nition de la transformée de Fourier : Fe : f Ñ Fepfq donnée par :

Fepfqpνq �
» 8
�8

fptq e�i2πνt dt, donc �
?
2πFpfqp2πνq �

?
2πFpfqpωq quand ω � 2πν. (10.19)

Autrement dit,
Fepfq �

?
2πFpfq � hom où hompνq � 2πν, (10.20)

où hom est l'homothétie de rapport 2π qui donne la pulsation à partir de la fréquence (changement d'unité).

10.2 Transformée de Fourier des fonctions de L1pRq
10.2.1 La transformée de Fourier est bien dé�nie sur L1pRq
Proposition 10.6 Si f P L1pRq et ξ P R alors l'intégrale

pfpξq :� 1?
2π

»
xPR

fpxqe�ixξ dx (10.21)

est bien dé�nie. Et la fonction pf : RÑ C ainsi dé�nie est bornée continue sur R et s'annule à l'in�ni :

f P L1pRq ùñ || pf ||8 ¤ 1?
2π
||f ||1, et pf P C0pR;Cq, et | pfpξq| ÝÑ

ξÑ�8
0. (10.22)

NB : en général pf R L1pRq, cf. (10.15) ou (10.17).

Preuve. L'intégrant fpxqe�ixξ est majoré en valeur absolue par |fpxq|, et f P L1pRq, donc (théorème de
convergence par domination) l'intégrale est bien dé�nie.pf bornée : | pfpξq| � | 1?

2π

³
xPR fpxqe�ixξ dx| ¤ 1?

2π

³
R |fpxq| dx � 1?

2π
||f ||1 pour tout ξ P R, d'où (10.22).

Continuité de pf : l'intégrant fpxq e�iξx est une fonction continue de ξ qui est dominé indépendamment de ξ
par |fpxq|, avec f P L1pRq, donc pf est continue sur R (théorème de convergence dominée de Lebesgue).

Annulation de pf à l'in�ni : il s'agit de montrer : @ε ¡ 0, DM ¡, @ξ P R t.q. |ξ| ¡M , | pfpξq|   ε. Comme DpRq
est dense dans L1pRq, soit ε ¡ 0 et φ P DpRq t.q. ||f � φ||L1   ε. Donc (10.22) donne || pf � pφ||8   1?

2π
ε   ε

2 ,

donc | pfpξq � pφpξq|   ε
2 pour tout ξ P R. Puis on utilise le lemme suivant 10.7 avec M ¡ 0 t.q. pour tout ξ t.q.

|ξ| ¡M on a |pφpξq|   ε
2 . D'où | pfpξq|   ε pour tout |ξ| ¡M . Vrai pour tout ε,donc f s'annule à l'in�ni.

63



Lemme 10.7 Si φ P DpRq alors pφ s'annule à l'in�ni : pφpξq ÝÑ
ξÑ8

0.

(Mais pour φ P DpRq, pφ n'est jamais à support compact quand φ non nulle).

Preuve. Soit φ P DpRq. Donc φ1 P DpRq � L1pRq, et, par intégration par parties, sachant φpxq � 0 dans un
voisinage de l'in�ni,

|
?
2π pφpξq| p10.12q� |

»
xPR

φpxqe�ixξ dx| � | �
»
R
φ1pxq e

�iξx

�iξ dx� 0| � 1

|ξ|
xφ1 pξq p10.22q¤ 1

|ξ| ||
xφ1 ||8 ÝÑ

ξÑ8
0, (10.23)

car φ1 est continue à support compact, donc φ1 est bornée.
(Si φ P DpRq, φ � 0, alors pφ n'est pas à support compact : voir prop. 13.9.)

En revanche, y Ñ e�iy n'est pas dans L2pRq, et donc on ne peut pas écrire Fpfqpξq � pe�iξ�, fp�qqL2 !

Exercice 10.8 Montrer que la transformée de Fourier conserve la parité : dans L1pRq, si f est paire alors pf
est paire, et si f est impaire alors pf est impaire, et les opérateursqetpcommutent :

qpf � pqf. (10.24)

Réponse. pfp�ξq � 1?
2π

³
R fpxqe�ixξ dx � 1?

2π

³
R fp�yqe�iyξ dy �

# pfpξq si f est paire

� pfpξq si f est impaire
.

Et
qpfpξq � pfp�ξq � 1?

2π

³
R fpxqeixξ dx � 1?

2π

³
R fp�yqe�iyξ dx �

pqfpξq.
Corollaire 10.9 La fonctionnelle F :

F :

#
L1pRq Ñ L8pRq

f ÞÑ Fpfq � pf (10.25)

est linéaire et continue de pL1pRq, ||.||1q dans pL8pRq, ||.||8q, cf. (10.22) :

p||Fpfq||8 �q || pf ||8 ¤ 1?
2π
||f ||1. (10.26)

Preuve. Dans (10.25) la linéarité de F est évidente : Fpf � λgq � Fpfq � λFpgq dès que f et g sont dans
L1pRq et λ P R par linéarité de l'intégrale. Et (10.26) est donné par (10.22).

F étant linéaire, F est continue ssi DC ¡ 0 t.q. @f P L1pRq on a || pf ||8 ¤ C||f ||1 : vrai, cf. (10.22).

10.2.2 Remarque sur L1pRq, et lemme

Avoir f P L1pRq n'implique pas fpxq Ñ 0 quand xÑ8.
Exemple : fpxq � °8

n�1 n1rn,n� 1
n3 s véri�e

³
R |fpxq| dx �

°8
n�1

1
n2   8, et donc f P L1pRq, avec fpnq � n

pour tout n P N�. On a cependant :

Lemme 10.10 Si f et f 1 sont dans L1pRq, alors fpxq ÝÑ
xÑ�8 0.

Preuve. Comme f 1 P L1pRq, on a : @ε ¡ 0, DAε P R,
³8
Aε
|f 1pxq| dx   ε, et donc :

@ε ¡ 0, DAε P R, @x ¡ Aε,

» x
Aε

|f 1ptq| dt   ε.

Donc, à ε �xé, et Aε �xé en conséquence, on en déduit | ³x
Aε
f 1ptq dt|   ε, i.e. |fpxq � fpAεq|   ε donc

��|fpxq| �
|fpAεq|

��   ε, donc |fpAεq| � ε ¡ |fpxq| ¡ |fpAεq| � ε, pour tout x ¡ Aε. Donc |fpAεq| ¤ ε : sinon |fpAεq| � ε �
c ¡ 0 et ||f ||L1pRq ¥

³8
Aε
|fpxq| dx ¥ ³8

A
p|fpAεq| � εq dx ¥ ³8

A
c dx � 8, faux pour f P L1pRq. Et donc que

|fpxq|   2ε, ce @x ¡ Aε. Et donc fpxqÝÑxÑ8 0.
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10.2.3 Notation F

On note :

Fpfqpξq � 1?
2π

» 8
x��8

fpxq e�iξx dξ � pfp�ξq p� qpfpξq � Fpfqp�ξqq, (10.27)

où F fait référence à la conjugaison : e�iξx � eiξx ; notations essentiellement utilisée pour f à valeurs réelles
(sinon ambiguïté) car alors Fpfqpξq � Fpfqpξq.

Un modi�cation triviale de la proposition 10.9 montre que F est dé�nie sur L1pR;Cq à valeurs dans L8pR;Cq.
On verra au � 11.5 que F � F�1 quand ça a un sens (e.g. pour les fonctions f P L1pRq t.q. pf P L1pRq).

Exercice 10.11 Véri�er que, pour g P L1pRq (donc à valeurs réelles) :

 ppg �q Fpgq � Fpqgq p� pqgq, et ppqg �q Fpqgq � Fpgq p� pgq,
 ppqg �q Fpqgq � Fpgq p� pgq, et ppg �q Fpgq � Fpqgq p� pqgq. (10.28)

Réponse. On a pour ξ P R :

Fpqgqpξq � 1?
2π

³8
�8 gp�xq e�iξx dx � 1?

2π

³8
�8 gpxq eiξx dx � Fpgqpξq. D'où Fpgq � Fpqqgq � pqqg � pg. Puis

Fpqgqpξq � 1?
2π

³8
�8 qgpxq e�iξx dx � 1?

2π

³8
�8 qgpxq e�iξx dx � 1?

2π

³8
�8 gpyq e�iξy dy � Fpgq.

10.3 Dérivation et produit

Si I : x P RÑ Ipxq � x P R est la fonction identité sur R, alors, si x est le nom donné à la variable, on note
If �noté xf , i.e. xf est la fonction xf : xÑ pIfqpxq � xfpxq (le nom de la variable est imposé : c'est x).

On a vu que si f P L1pRq alors pf P C0pRq, cf. (10.22).
Proposition 10.12 (i) Dérivée de la transformée de Fourier : si f P L1pRq est telle que xf P L1pRq, alors pf
est C1pRq et on a :� pf	1 � �i zpxfq, i.e. yxf � i

� pf	1 , i.e.
� pf	1 pξq � �izpxfqpξq, @ξ P R : (10.29)

la transformée de Fourier transforme l'expression algébrique xf en l'expression dérivée i
� pf	1, et réciproquement.

(ii) Transformée de Fourier de la dérivée : si f P L1pRq est telle que f est dérivable et f 1 P L1pRq, alors :xf 1 � iξ pf, i.e. ξ pf � �ixf 1 , i.e. xf 1 pξq � iξ pfpξq, @ξ P R : (10.30)

la transformée de Fourier transforme la dérivée f 1 est en l'expression algébrique ξ pf .
(iii) Translatées : si f P L1pRq alors : # yτafpξq � e�iaξ pfpξq,

τa pfpξq � zeiaxfpξq. (10.31)

(La �transformée de Fourier de la translatée� induit un changement de phase de la transformée de Fourier.)

Preuve. Avec le théorème de la convergence dominée pour (i) et par intégration par parties pour (ii) :

xf 1 pξq � 1?
2π

»
R
f 1pxqe�ixξ dx � � 1?

2π
p
»
R
fpxqp�iξqe�ixξ dx� rfpxqe�ixξs8�8q � iξ pfpξq � 0,

car f et f 1 P L1pRq impliquent f s'annule à l'in�ni, cf. lemme 10.10. (Quand on disposera de la transformation
de Fourier inverse alors (10.30) se déduira de (10.29) et réciproquement.)

Puis yτafpξq � 1?
2π

»
R
fpx� aq e�ixξ dx � 1?

2π

»
R
fpyq e�ipy�aqξ dy � e�iaξ pfpξq, (10.32)

et de même :

τa pfpξq � pfpξ � aq � 1?
2π

»
R
fpxq e�ixpξ�aq dx � Fpfpxq eixaqpξq. (10.33)

Exercice 10.13 Soit φ P DpRq. Exprimer pxφ1 q1 en fonction de pφ.
Réponse.

pxφ1 q1pξq � piξ pφq1pξq � ipφpξq � iξ pφ 1pξq � ipφpξq � ξxxφpξq. (10.34)
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10.4 Gaussiennes : conservées, étalées, concentrées

Les gausiennes sont les fonctions positives (très utiles dans nombreux domaines) dé�nies pour a ¡ 0 et
c P R� par

x P RÑ ce�ax
2

, et on note χapxq � e�ax
2

. (10.35)

La �masse� de χa vaut

||χa||L1 �
»
R
e�ax

2

dx �
c
π

a
. (10.36)

En e�et :
�³

R e
�ax2

dx
�2 � ³³

R2 e
�apx2�y2q dxdy � ³8

r�0

³2π
θ�0

e�ar
2

rdrdθ � 2πr� 1
2ae

�ar2s80 � π
a .

Proposition 10.14 Soit a ¡ 0. Par Fourier, une gaussienne est transformée en une gaussienne :

xχapξq � 1?
2a
χ 1

4a
pξq, noté {e�ax2pξq � 1?

2a
e�

ξ2

4a . (10.37)

Et la masse de la transformée xχa est indépendante de a :

||xχa||L1 �
?
2π. (10.38)

En particulier χ 1
2
(donc χ 1

2
pxq � e�

x2

2 ) est �conservée� (c'est un �point central�) :

e�
x2

2
FÝÑ e�

ξ2

2 , i.e. xχ 1
2
� χ 1

2
, noté

z
e�

x2

2 pξq � e�
ξ2

2 , (10.39)

et χ 1
2
est appelée la gaussienne réduite.

Dessin : si a   1
2 alors χa est �plus étalée� que χ 1

2
, et la transformée de Fourier xχa est �plus concentrée�

que χ 1
2
; et si a ¡ 1

2 alors χa est �plus concentrée� que χ 1
2
, et la transformée de Fourier xχa est �plus étalée�

que χ 1
2
. (Cas particulier de la propriété d'étalement et de concentration par Fourier, voir (10.49).)

Preuve. On a χ1apxq � �2axχapxq, donc χa est solution de l'équation di�érentielle homogène

χa
1pxq � 2a xχapxq � 0. (10.40)

La transformée de Fourier à cette équation donne, cf. (10.29) et (10.30),

iξxχapξq � 2ai pxχaq1 pξq � 0, (10.41)

Donc xχa véri�e l'équation di�érentielle homogène

xχa 1pξq � 1

2a
ξxχapξq � 0 (10.42)

de même type que χa, cf. (10.40), donc (unicité de la solution pour une équation di�érentielle Lipschitzienne
avec condition initiale) xχapξq � ce�

ξ2

4a . (10.43)

Et on a xχap0q � 1?
2π

³
R e

�ax2

e0 dx�p10.36q 1?
2a
, D'où (10.37).

Et ||xχa||L1 �p10.37q 1?
2a
||χ 1

4a
|| �p10.36q 1?

2a

b
π
1
4a

� ?
2π.

Proposition 10.15 Les gaussiennes χε données par χεpxq � e�εx
2

véri�ent :

χε á
εÑ0

1R dans D1pRq, noté e�εx
2 á
εÑ0

1R dans D1pRq, (10.44)

étalement à la limite εÑ 0 vers la fonction constantes 1R. Et sa transformée de Fourier xχε véri�e :
xχε á

εÑ0

?
2π δ0 dans D1pRq, noté

1?
2ε
e�

ξ2

4ε á
εÑ0

?
2π δ0 dans D1pRq, (10.45)

concentration à la limite vers la masse de Dirac (avec le facteur multiplicatif
?
2π = la masse de xχε).
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Preuve. Pour (10.44) : il faut montrer Tχε
áεÑ0 T1R . Soit φ P DpRq, et soit Ipεq :� xTχε

, φy � ³
R e

�εx2

φpxq dx,
intégrale qui dépend du paramètre ε. L'intégrant est gpε, xq � e�εx

2

φpxq ; à x �xé, il est continu en ε P R ; et,
|gpε, xq| est borné indépendamment de ε P R� par |φpxq|, avec φ P DpRq � L1pRq. On peut donc passer à la
limite sous le signe

³
(théorème de convergence dominée), et IpεqÝÑεÑ0 Ip0q �

³
R φpxq dx �

³
R 1Rpxqφpxq dx �

xT1R , φy, cqfd. (Ou bien appliquer (10.48).)

Pour (10.45) : il faut montrer Txχε
áεÑ0

?
2πδ0. Soit φ P DpRq et Ipεq :� xTxχε

, φy � ³
R

1?
2ε
e�

x2

4ε φpxq dx. Ici
l'intégrant fpε, xq � 1?

2ε
e�

x2

4ε φpxq n'est pas dominée indépendamment de ε P R� par une fonction P L1. On

fait le changement de variable y � x?
2ε
, donc dx � ?

2ε dy, donc

Ipεq �
»
yPR

e�
y2

2 φp
?
2εyq dy.

L'intégrant gpε, yq � e�
y2

2 φp?2εyq est continu en ε et ÝÑεÑ0 e
� y2

2 φp0q, et |e� y2

2 φp?2εyq| ¤ ||φ||8e� y2

2 . D'où
IpεqÝÑεÑ0 Ip0q � φp0q?2π � xδ0, φy

?
2π, cqfd. (Ou bien appliquer (10.52).)

Exercice 10.16 Véri�er xxχa � χa.

Réponse. Soit b � 1
4a

et soit fpxq � 1?
2a
e�

x2

4a �
?
be�bx

2

. Donc pfpξq � ?
2b{e�bx2pξq � ?

2b 1?
2b
e�

ξ2

4b � e�aξ
2

.

(Heureusement : voir formule d'inversion de Fourier avec ici χa paire.)

Exercice 10.17 Calculer pxχaq1 à l'aide du théorème de convergence dominée.

Réponse. Formellement pxχaq1pξq � 1?
2π

³
xPR e

�ax2p�ixqe�ixξ dx � �i?
2π

³
xPRpxe�ax

2qe�ixξ dx. Rigoureusement : OK car

xÑ xe�ax
2

est dans L1pRq. Puis IPP, avec u1pxq � xe�ax
2

et vpxq � e�ixξ donc upxq � �1
2a
e�ax

2

(à une constante près)

et v1pxq � �iξe�ixξ : pxχaq1pξq � 1?
2π

³
xPR

1
2a
e�ax

2

ξe�ixξ dx� i?
2π
r 1
2a
e�ax

2

e�ixξs8x��8 � ξ
2a
xχapξq � 0.

10.5 Étalement et concentration par Fourier

10.5.1 Changement d'échelle sur l'axe des x à hauteur constante

Soit a P R� et soit f : RÑ R. Soit :

fapxq � fpaxq, où donc fap0q � fp0q altitude conservée en 0. (10.46)

Donc la valeur fapxq de fa en x est égale à la valeur de f en ax. Et la masse de fa vaut
³
xPR fapxq dx �³

xPR fpaxq dx �
³
tPR fptq a dt � a

³
tPR fptq dt � a fois la masse de f .

Dessin : exemple : si f � 1r�b,bs, alors fa � 1r� b
a ,

b
a s est dans r�

b
a ,

b
a s (car fapxq � 0 dès que ax R r�b, bs).

Donc :
Pour a   1, la fonction fa �étale� la fonction f (le support est plus grand).
Pour a ¡ 1, la fonction fa �concentre� la fonction f (le support est plus petit). Dessin.

Proposition 10.18 Soit a � 0. Soit f une fonction continue en 0. Alors :

@x P R, fapxqÝÑ
aÑ0

fp0q, (10.47)

i.e., fa �étale f à la limite aÑ 0� vers la fonction constante fp0q 1R. Dessin. D'où la convergence faible :

fa á
aÑ0

fp0q 1R dans D1pRq, (10.48)

donc au sens
»
R
fapxqφpxq dxÝÑ

aÑ0
fp0q

»
R
φpxq dx pour tout φ P DpRq. (Ou encore Tfa á

aÑ0
Tfp0q 1R .)

Preuve. f étant continue en 0, on a fpyqÝÑ
yÑ0

fp0q, et donc à x �xé fpaxqÝÑ
aÑ0

fp0q, d'où (10.47).

Il s'agit de montrer : @φ P DpRq, xfa, φyÝÑaÑ0 fp0qx1R, φy. Soit φ P DpRq, et soit β ¡ 0 t.q. suppφ �
r�β, βs. Donc xfa, φy �

³β
x��β fpaxqφpxq dx. Soit gpa, xq � fpaxqφpxq1s�β,βrpxq (l'intégrant). À x �xé, g est

continu en a�0 car f l'est. Et |gpa, xq| ¤ p sup
xPr�β,βs

|fpaxq|q||φ||8 ¤ p sup
yPr�aβ,aβs

|fpyq|q||φ||8. Et f étant continue

en 0, il existe η ¡ 0, t.q. pour tout |t|   η, on a |fptq � fp0q|   1. Et donc pour les a t.q. |a|β   η, on a
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sup
tPr�aβ,aβs

|fptq| ¤ |fp0q| � 1, et donc |gpa, xq| � p|fp0q| � 1q||φ||8 pour tout a Ps � η
β ,

η
β r. Donc φ étant L1pRq, g

est dominée par une fonction intégrable indépendante de a Ps � η
β ,

η
β r. On peut donc passer à la limite sous le

signe
³
quand aÑ 0 :

»
R
fpaxqφpxq dxÝÑ

aÑ0

»
R
fp0qφpxq dx, cqfd.

Proposition 10.19 (Calcul de xfa .) Si f P L1pRq alors

xfa � 1

a
p pfq 1

a
avec

»
R
xfa pξq dξ � »

R
pfpξq dξ. (10.49)

Interprétation : pour a Ps0, 1r, la fonction fa �étale� f , et sa transformée par Fourier xfa �concentre� pf en
augmentant sa hauteur, la masse de xfa étant conservée. Et pour a ¡ 1, la fonction fa �concentre� f , et sa
transformée par Fourier xfa �étale� pf en diminuant sa hauteur, la masse de xfa étant conservée. Dessin.

Preuve. On a : xfa pξq � 1?
2π

»
R
fpaxqe�ixξ dx � 1

a
?
2π

»
R
fpyqe�iy ξ

a dy � 1

a
pfp ξ
a
q. (10.50)

D'où
³
ξPR

xfa pξq dξ � ³
ξPR

1
a
pfp ξa q dξ � ³

uPR
pfpuq du.

10.5.2 Changement d'échelle sur l'axe des y à masse constante

Soit λ ¡ 0, soit f P L1pRq, et soit m � ³
R fpxq dx � (la masse de f). Soit Fλ : RÑ R dé�nie par

Fλpxq � λ fpλxq, où donc
»
R
Fλpxq dx � m p�

»
R
fpyq dyq. (10.51)

Donc Fλ conserve la �masse� m � ³
R fpyq dy de f , et pour λ ¡ 1, la fonction Fλ �concentre� et �rehausse� la

fonction f (on a Fλp0q � λfp0q). Dessin avec f � 1s�1,1r par exemple.

Proposition 10.20 Si f P L1pRq alors

Fλ á
λÑ8

mδ0 dans D1pRq, (10.52)

i.e.
»
R
Fλpxqφpxq dx ÝÑ

λÑ8
mφp0q pour tout φ P DpRq.

Preuve. Soit φ P DpRq et Jpλq :� ³
ξPR Fλpxqφpxq dx � ³

ξPR fpyqφp yλ q dy. Soit gpλ, yq � fpyqφp yλ q � l'in-

tégrant. À y �xé g est continu en λ (pour λ ¡ 0) et gpλ, yqÝÑλÑ8 fpyqφp0q. Avec |gpλ, yq| ¤ ||φ||8|fpyq|,
domination indépendante de λ avec f P L1pRq. Donc limλÑ8

³
ξPR fpyqφp yλ q dy �

³
ξPR limλÑ8 fpyqφp yλ q dy �³

ξPR fpyqφp0q dy � mφp0q � mδ0pφq, cqfd.

Remarque 10.21 Plus loin on calculera la transformée de Fourier de δ0 (après avoir dé�ni la transformée de
Fourier d'une distribution) : �δ0 est in�niment concentrée�, et sa transformée de Fourier est �in�niment étalée�
(c'est une �fonction constante�).

10.6 Échange du produit simple et du produit de convolution pour les fonctions

Proposition 10.22 Si φ P L1pRq et ψ P L1pRq alors :

Fpφ � ψq �
?
2πFpφqFpψq, i.e. zφ � ψ � ?

2π pφ pψ. (10.53)

Idem avec F . Si de plus pφ, pψ P L1pRq et φψ P L1pRq, on en déduit :

Fpφψq � 1?
2π

Fpφq � Fpψq, i.e. xφψ � 1?
2π

pφ � pψ. (10.54)

Idem avec F .
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Preuve. (Fubini) La relation (10.53) n'est autre que l'intégrable double d'une fonction à variables séparées :

zφ � ψpξq � 1?
2π

»
xPR

»
yPR

φpyqψpx� yq dy e�ixξ dx

� 1?
2π
p
»
yPR

e�iyξ φpyq dyqp
»
zPR

e�izξ ψpzq dzq �
?
2π pφpξq pψpξq (10.55)

le théorème de Fubini étant applicable la fonction pz, yq Ñ e�ipy�zqξ φpyqψpzq étant dans L1pR2q. Calcul similaire
si on remplace F par F .

Avec les hypothèses données, et une fois qu'on aura vu la transformée de Fourier inverse F�1 � F , cf.
prop. 11.16, on en déduit :

Fppφ � pψq � ?
2πFppφqFp pψq � ?

2πφψ, (10.56)

d'où en appliquant F : pφ � pψ � ?
2πFpφψq.

11 Transformée de Fourier dans S l'espace de Schwartz

L'espace L1pRq n'est pas stable par Fourier (une fonction f P L1pRq est telle que pf n'est pas nécessairement
dans L1pRq, voir (10.15) ou (10.17). L. Schwartz a introduit un espace qui est stable et conservé par Fourier, et
qui de plus permettra de dé�nir les transformées de Fourier des distributions usuelles comme la masse de Dirac.
En particulier on verra que si f P L2pRq alors f admet bien une transformée de Fourier, que sa transformée de
Fourier pf est dans L2pRq, et mieux que F est un isomorphisme de pL2pRq, p�, �qL2q Ñ pL2pRq, p�, �qL2q.

11.1 L'espace de Schwartz des fonctions à décroissance rapide

Dé�nition 11.1 L'espace des fonctions à décroissance rapide est l'ensemble S des fonctions φ P C8pRq t.q. φ
et toutes ses dérivées décroissent plus vite que toute fraction rationnelle, i.e.

φ P S ssi φ P C8pRq et @ℓ P N, @k P N, DCkℓ ¡ 0 : @x P R�, |φpℓqpxq|   Ckℓ
|xk| . (11.1)

Proposition 11.2 S est un espace vectoriel. Et si φ P S alors xkφpℓq P S pour tout pk, ℓq P N2.

Preuve. C'est trivialement un sous-espace vectoriel de C8pRq. Pour φ P S et k, ℓ P N, posons ψ � xkφpℓq. Soit

m,n P N. On a ψpnq � pxkφpℓqqpnq � °n
i�0

�
n
i



pxkqpiqφpl�n�iq � °n

i�0 αix
k�iφpl�n�iq où αi P R pour tout i

(Leibniz). D'où xmψpnq � °n
i�0 αix

k�i�mφpl�n�iq D'où ||xmψpnq||8 ¤ °n
i�0 αiCk�i�m,l�n�i   8 pour tout

x P R à n et m �xé qcq. D'où ψ P S.

Exercice 11.3 Montrer les équivalences : φ P C8pRq est dans S ssi :

@k, ℓ P N, DCkℓ ¡ 0 : @x P R, |xkφpℓqpxq|   Ckℓ. (11.2)

i.e. ssi :
@k, ℓ P N, DCkℓ ¡ 0, sup

xPR
|xkφpℓqpxq|   Ckℓ, noté ||xkφpℓq||8   Ckℓ, (11.3)

i.e. ssi :
@k, ℓ P N, ||xkφpℓq||8   8. (11.4)

i.e. ssi :
@k, ℓ P N, DCkℓ ¡ 0, @x P R, |

a
1� x2

k
φpℓqpxq|   Ckℓ, (11.5)

i.e. ssi :

@k, ℓ P N, DCkℓ ¡ 0, @x P R, |φpℓqpxq|   Ckℓ

p?1� x2qk , (11.6)

Réponse. Exercice facile : 1� x2k ¤ p1� x2qk.
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11.2 Premiers exemples

Exemple 11.4 Prototype d'une fonction à décroissance rapide : φpxq � e�x
2

(décroissance exponentielle).

Exemple 11.5 La fonction γ1 � e�|x| (régularisée de la fonction à décroissance exponentielle) est dans S.

Exemple 11.6 La fonction f : x Ñ fpxq � 1
1�x2 n'appartient pas à S (décroissance trop lente à l'in�ni). En

e�et, supR |x3 1
p1�x2q | � 8, cf. (11.3). De même, aucune fonction rationnelle (non nulle) n'appartient à S, de

même que les polynômes non nuls et ex, ex
2

...

Exercice 11.7 Montrer : si φ P L1pRq et si ψ P S, alors φ � ψ P S.
Réponse. On a φ � ψ P C8pRq, cf. prop 2.19, et pφ � ψqpℓq � φ � ψpℓq, cf. (2.21). Donc, pour k, ℓ P N :

|xkpφ � ψqpℓqpxq| � |xk
»
tPR

φptqψpℓqpx�tq dt| ¤ ||xkψpℓq||8
»
uPR

|φptq| dt   8.

Exercice 11.8 Montrer : si φ P S, alors pour tout p P r1,8s on a φ P LppRq.
Réponse. Pour p � 8, avec (11.3) on a ||x0φp0q||8 ¤ C00   8, donc ||φ||8   8, donc φ P L8pRq.

Pour p P r1,8r, avec (11.3) on a : la fonction p1� x2qφ est dans P S, cf. prop 11.2, avec |p1� x2qφpxq| ¤ C00 � C20

pour tout x P R. D'où |φpxq| ¤ C00�C20
1�x2 , d'où |φpxq|p ¤ pC00�C20

1�x2 qp, d'où |φ|p P L1pRq pour p ¥ 1.

11.3 * Métrique sur S et densités

11.3.1 Topologie métrique sur S

Pour φ P C8pRq et k, ℓ P N, si ||xkφpℓq||8   8, alors on note :

p̃k,ℓpφq � ||xkφpℓq||8. (11.7)

Donc
S � tφ P C8pRq : @k, ℓ P N, p̃k,ℓpφq   8u. (11.8)

Exercice 11.9 Véri�er que les p̃k,ℓ dé�nissent des semi-normes.

Réponse. On sait que ||.||8 est une norme sur L8pRq, et on a S � L8pRq (car ||φ||8 � p0,0pφq   8 pour φ P S). Donc
||.||8 est une norme sur S. D'où :

p̃k,ℓpφq ¥ 0 pour φ P S : immédiat.
p̃k,ℓpλφq � |λ|pk,ℓpφq pour φ P S : immédiat.

p̃k,ℓpφ� ψq ¤ pk,ℓpφq � pk,ℓpψq pour φ P S : immédiat.

On peut montrer qu'il n'existe pas de norme qui rende S complet (admis). Mais il y a une distance qui le
fait, à savoir :

dpφ,ψq �
¸
k,ℓ

1

2k�ℓ
minp1, p̃k,ℓpψ � φqq. (11.9)

(Véri�cation de dp�, �q est une distance sur S : immédiat.)
On admet que S muni de cette distance est un espace métrique complet. Et donc les suites de Cauchy dans S

sont convergentes dans S.
L'utilisation de cette distance n'est pas très pratique, pour les propriétés de convergence ou de continuité,

et on utilise en fait les semi-normes p̃k,ℓ. Par exemple pφnqN� est une suite de S qui converge dans S vers φ P S
s'écrit dpφn, φqÝÑnÑ8 0, ou de manière équivalente :

@k, ℓ P N, p̃k,ℓpφ� φnq ÝÑ
nÑ8 0, (11.10)

i.e., @k, ℓ P N, @ε ¡ 0, DN P N : @n ¥ N , p̃k,ℓpφ� φnq   ε.

Pour simpli�er les calculs, on peut aussi considérer la famille de normes ppk,ℓq0¤k,ℓ 8 dé�nies sur S par :

pk,ℓpφq �
¸

α¤k,β¤ℓ
p̃k,ℓpφq p�

¸
α¤k,β¤ℓ

||xαφpβq||8q. (11.11)

La topologie induite par ppk,ℓq0¤k,ℓ 8 est la même que celle induite par pp̃k,ℓq0¤k,ℓ 8 (les mêmes ouverts).
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Exercice 11.10 Véri�er que les pk,ℓ dé�nissent bien des normes.

Réponse. Les pk,ℓ sont des semi-normes : immédiat car somme �nie de semi-normes. Et pk,ℓpφq � 0 implique en

particulier p̃0,0pφq � 0, soit ||φ||8 � 0, donc φ � 0.

Exercice 11.11 Pour φ P S, montrer : pk,ℓpxφq ¤ pk�1,ℓpφq et pk,ℓpφ1q � pk,ℓ�1pφq (très utile).
Réponse. Immédiat.

11.3.2 Densité de DpRq dans S

Proposition 11.12 DpRq est dense dans pS, dp�, �qq : si φ P S alors il existe une suite pφjqN� P DpRq t.q.
@k, ℓ P N, pk,ℓpφ� φjq ÝÑ

jÑ8
0, (11.12)

i.e., @φ P S, @ε ¡ 0, Dψ P DpRq, @k, ℓ P N2, pk,ℓpφ� ψq   ε.

Preuve. Par troncature et régularisation. Soit φ P S donnée, et soit θ1 � 1r�1,1s � γ1, voir proposition 2.24,
fonction de DpRq qui vaut 1 sur r�1, 1s et à support dans r�2, 2s et telle que 0 ¤ θ1pxq ¤ 1. On construit la
suite pθjq de DpRq qui vaut 1 sur r�j, js :

θjpxq � θ1px
j
q, @x P R. (11.13)

En particulier θi � 1 sur r�j, js. Soit la suite φj � φθj . On a trivialement φj P DpRq pour tout j. Montrons
φj Ñ φ dans S, i.e. pour k, ℓ P N montrons ||xkpφ� φjqpℓq||8 Ñ 0 quand j Ñ8.

On a φpxq�φjpxq � 0 sur r�j, js (par construction) et φpxq�φjpxq � φpxq pour x à l'extérieur de r�2j, 2js,
donc φ� φj est à décroissance rapide. On a pφ� φjqpxq � φpxqp1� θ1pxj qq, et la formule de Leibniz donne :

pφ� φjqpℓqpxq �
ℓ̧

γ�0

�
ℓ

γ



φpℓ�γqpxq p1� θ1px

j
qqpγq

� φpℓqpxqp1� θ1px
j
qq �

ℓ̧

γ�1

�
ℓ

γ



φpℓ�γqpxq 1

jγ
θ
pγq
1 px

j
q

� φpℓqpxqp1� θjpxqq � 1

j

ℓ̧

γ�1

�
ℓ

γ



φpℓ�γqpxq 1

jγ�1
θ
pγq
1 px

j
q

(11.14)

D'où on déduit que (après multiplication par xk et avec 0 ¤ 1� θj ¤ 1 et 1� θj � 0 sur r�j, js) :

||xkpφ� φjqpℓq||8 ¤ max
|x|¥j

|xkφpℓq| � 1

j
Cp

ℓ̧

γ�1

||xkφpℓ�γq||8q ÝÑ
jÑ8

0, (11.15)

où C ¡ 0 qui contient les
�
ℓ
γ

�
et les ||θpγq1 ||8 pour 1 ¤ γ ¤ ℓ. Et pour k, ℓ P N, pk,ℓ est une somme �nie de termes

qui tendent vers 0 et tend donc vers 0.

11.3.3 S est dense dans LppRq pour 1 ¤ p   8
Proposition 11.13 DpRq � S et S � LppRq pour 1 ¤ p ¤ 8.

Et S est dense dans LppRq pour 1 ¤ p   8.
(Et c'est trivialement faux pour p � 8 : prendre f � 1R P L8pRq qui ne peut être approchée en norme ||.||8

par une fonction qui s'annule à l'in�ni.)

Preuve. Soit k, ℓ P N. Soit φ P DpRq, donc xkφpℓq P DpRq (produit de fonctions C8 toutes à support inclus
dans suppφ). En particulier xkφpℓq est continue dans R à support compact � suppφ, donc ||xkφpℓq||8   8,
et (11.3) est véri�ée. Donc φ P S.

Et si φ P S alors |φpxq| ¤ C00 cf. (11.1), d'où φ P L8pRq, et |φpxq| ¤ C20

1�x2 pour tout x � 0, cf. (11.6), d'où
φ P LppRq pour tout p P r1,8r.

On a DpRq � S � LppRq pour 1 ¤ p   8 (exercice 11.8). Et DpRq est dense dans LppRq, voir prop. 2.34,
donc S est dense dans LppRq. En e�et, si f P LppRq et ε ¡ 0, alors :

Dφ P DpRq t.q. ||f � φ||Lp   ε.

Comme DpRq � S, cela reste vraie si on remplace Dφ P DpRq par Dφ P S.
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11.4 Transformée de Fourier dans S : on a FpSq � S
Ayant S � L1pRq, proposition 11.13, on peut en particulier appliquer la proposition 10.12 :

Proposition 11.14 Si φ P S alors xkφpℓq P L1pRq pour tout k, ℓ P N, et on a pour tout ξ P R :$'''''&'''''%

xφ1 pξq � iξ pφpξq, yφpℓq pξq � piξqℓ pφpξq,
ppφq1 pξq � �ixxφpξq, ppφqpkq pξq � p�iqkyxkφpξq,yτaφpξq � e�iaξ pφpξq,
τa pφpξq �{eiaxφpξq.

(11.16)

(La dérivation est devenue puissance polynomiale et réciproquement.)

Preuve. Démontrées dans la prop. 10.12 dans les cas k � ℓ � 1. Puis récurrence immédiate.

Proposition 11.15 Si φ P S alors pφ P S, i.e. FpSq � S.

Preuve. De (11.16) on déduit :

|ξk pφpℓq| � |ξk yxℓφ| � | {pxℓφqpkq | (11.17)

Et ψ � pxℓφqpkq P S � L1pRq, donc pψ P L8pRq, donc |ξk pφpℓq| borné. Vrai pour tout k, ℓ P N, donc pφ P S.

11.5 Transformée inverse dans S
11.5.1 Transformation inverse F�1 � F dans S

Connaissant φ P S, on peut calculer Fpφq � pφ P S. Réciproquement :

Proposition 11.16 La transformée de Fourier F est bijective de S dans S, d'inverse F�1 � F �q�noté F , i.e.,
pour tout ψ P S,

F�1pψq � Fp qψq � pqψ � qpψ, (11.18)

i.e. dans R
pF�1ψqpxq � 1?

2π

»
ξPR

ψpξq e�ixξ dξ � pFψqp�xq � pψp�xq � qpψpxq � pqψpxq (11.19)

(qetpcommutent cf. (10.24)), donc

F�1 � F �q� q� F noté� F . (11.20)

Donc, pour tout φ P S,
φ � FpFpqφqq � Fpqpφq � ppqφ � qppφ, i.e. qφ � ppφ, (11.21)

i.e. dans R
φpxq � 1?

2π

»
ξPR

pφpξq e�ixξ dξ � ppφp�xq. (11.22)

Preuve. Soit φ P L1pRq t.q. Fpφq � pφ P L1pRq, donc Fppφq � FpFpφqq est bien dé�ni.
Montrons que pF � Fqpφqp�xq � φpxq, i.e. Fppφqp�xq � φpxq. On a :

Fppφ qp�xq � 1?
2π

»
ξPR

pφpξq e�ixξ dξ � 1

2π

»
ξPR

�»
yPR

φpyq e�iyξ dy
	
e�ixξ dξ. (11.23)

Mais on ne peut pas inverser les signes
³
, car

³
ξPR e

�ipx�yqξ dξ n'est pas dé�nie.
On raisonne comme pour les distributions : à x �xé, on remplace la fonction ξ Ñ e�ixξ par la fonction

ξ Ñ e�ixξχεpξq où
pour ε ¡ 0, χεpξq � e�εξ

2 noté� χpε, ξq, et χ0pξq � 1 � χp0, ξq, (11.24)

(on sait que χεáεÑ0 1R cf. (10.44)), i.e. on pose :

pour ε ¡ 0, Ixpεq � 1?
2π

»
ξPR

pφpξqχpε, ξq e�ixξ dξ, et Ixp0q � Fppφ qp�xq. (11.25)
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On véri�e que (x est �xé) :
lim
εÑ0

Ixpεq � Ixp0q � Fppφ qp�xq, (11.26)

par application du théorème de convergence dominée de Lebesgue : l'intégrant est hpε, ξq � pφpξqχpε, ξq e�ixξ,
on a h dominé par |pφpξq| indépendamment de ε avec pφ P L1pRq (hypothèse), et à ξ �xé, hξ : ε P r0, 1s Ñ hξpεq �
hpε, ξq est continu dans r0, 1s car χξ : ε P RÑ χξpεq � e�εξ

2

est continue sur R.
Mais aussi, grâce à Fubini qu'on peut maintenant appliquer, et sachant xχεáεÑ0

?
2πδ0 cf. (10.45), on a :

Ixpεq � 1

2π

»
ξPR

�»
yPR

φpyq e�iyξ dy
	
χεpξq e�ixξ dξ

� 1

2π

»
yPR

φpyq
�»

ξPR
χεpξq e�ipy�xqξ dξ

	
dy

� 1?
2π

»
yPR

xχεpy�xqφpyq dy � 1?
2π

»
zPR

xχεpzqφpz�xq dz
� 1?

2π
xxχεpzq, φpz�xqydz ÝÑ

εÑ0

1?
2π
x
?
2πδ0, φpz�xqydz ÝÑ

εÑ0
φp0�xq � φpxq,

(11.27)

dès que φ est continue en x. Donc IxpεqÝÑεÑ0 φpxq, donc Ixp0q � φpxq, avec Ixp0q � Fppφ qp�xq.
11.5.2 Égalité de Parseval et isométrie S Ø FpSq
Lemme 11.17 Si φ et ψ sont dans L1pRq, alors :»

xPR
φpxq pψpxq dx � »

ξPR
pφpξqψpξq dξ. (11.28)

En particulier, si φ,ψ P S alors :

pφ, pψqL2 � ppφ,ψqL2 . (11.29)

Preuve. (11.28) est une égalité entre intégrales doubles : il faut montrer :»
xPR

φpxqp 1?
2π

»
ξPR

ψpξqe�ixξ dξq dx �
»
ξPR

p 1?
2π

»
xPR

φpxqe�ixξ dxqψpξq dξ.

Et l'intégrant px, ξq Ñ φpxqψpξqe�ixξ est majoré par la fonction à variables séparées px, ξq Ñ |φpxqψpξq|, avec
φ,ψ P L1pRq, donc φ b ψ P L1pR2q : on peut appliquer le théorème de Fubini, d'où (11.28). Et S � L2pRq,
d'où (11.29).

Théorème 11.18 On a l'égalité de Parseval : conservation du produit scalaire de L2pRq par Fourier : pour
tout φ,ψ P S :

pφ,ψqL2 � ppφ, pψqL2 , i.e.
»
xPR

φpxqψpxq dx �
»
ξPR

pφpξq pψpξq dξ. (11.30)

Donc F : pS, ||.||L2q Ñ pS, ||.||L2q est une isométrie.
Et on verra (grâce aux distributions tempérées) que cette relation est conservée dans L2pRq : F : L2pRq Ñ

L2pRq est une isométrie.
En particulier, l'énergie (la norme) est conservée par transformée de Fourier : pour tout φ P S :

||φ||L2pRq � ||pφ||L2pRq, i.e.
»
xPR

|φpxq|2 dx �
»
ξPR

|pφpξq|2 dξ. (11.31)

Preuve. Soit g � F�1pψq où donc pg � ψ et pψ � ppg � qg. On a g P S car ψ P S. Montrer (11.30) est alors
équivalent à montrer que pφ, pgqL2 � ppφ, qgqL2 . Vrai car :

ppφ, qgqL2 �
»
R
pφpxqqgpxq dx �

cf. p11.28q

»
R
φpxqpqgpxq dx �

cf. p10.28q

»
R
φpxqpgpxq dx � pφ, pgqL2 .
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11.5.3 Application : relations d'incertitude d'Heisenberg

En mécanique quantique, ce sont les mesures de l'énergie Wx0
pfq et Wξ0p pfq qui permettent de situer la

particule (probabilité de présence |f |2 en x0) ou de connaître sa quantité de mouvement (probabilité de présence
| pf |2 en ξ0), où :

Wx0
pfq2 �

³
xPRpx�x0q2 |fpxq|2 dx³

xPR |fpxq|2 dx
et donc Wξ0p pfq2 �

³
ξPRpξ�ξ0q2 | pfpξq|2 dξ³

ξPR | pfpξq|2 dξ . (11.32)

En d'autres termes, Wx0pfq2 est une mesure de la dispersion d'énergie de f �en espace� au voisinage de x0, et
Wξ0p pfq2 est une mesure de la dispersion d'énergie de f en �quantité de mouvement� au voisinage de ξ0. Si x0
et ξ0 sont les centres de gravité de |f |2 et de | pf |2, alors Wx0

et Wξ0 sont les écarts types de |f |2 et de | pf |2. (On
rappelle que le centre de gravité d'une fonction g est le réel x0 tel que

³
Rpx�x0qgpxq dx � 0.)

Remarque 11.19 En traitement du signal x � t est le temps et ξ � ω est une fréquence. Et on obtient une
relation entre la dispersion en temps et en fréquence. Et Wx0 correspond à un décalage en temps, alors que Wξ0

correspond à un décalage en fréquence.

Proposition 11.20 (Principe d'incertitude) Quand f P S, on a pour tout x0, ξ0 P R :

Wx0pfqWξ0p pfq ¥ 1

2
. (11.33)

Et ce résultat est conservé dès que f véri�e f P L2pRq et xf P L2pRq.

(C'est un résultat de �étalement-concentration par Fourier� : si Wx0pfq est concentré, alors Wξ0p pfq est étalé,
et si Wx0

pfq est étalé, alors Wξ0p pfq est concentré, et on mesure le minimum du produit Wx0
pfqWξ0p pfq � une

énergie minimale.)

Preuve. f P S, donc f, xf P L2pRq. On pose gpxq � e�iξ0xfpxq, avec donc g P S et |gpxq| � |fpxq|, et avecpgpξq � τ�ξ0 pfpξq � pfpξ � ξ0q. L'inégalité de Cauchy�Schwarz donne :

|
»
R
ppx�x0q gpxqq pg1pxqq dx|2 ¤

�»
R
px�x0q2 |gpxq|2 dx

	�»
R
|g1pxq|2 dx

	
. (11.34)

Pour le membre de gauche, par intégrations par parties, il vient :»
R
ppx�x0qq pgpxq g1pxqq dx � �1

2

»
R
|g|2pxq dx� 0, (11.35)

car le terme de bord 1
2

�
px�x0qg2pxq

�8
�8

est nul, car g P S.
Pour le membre de droite de (11.34), l'égalité de Parseval donne :»

R
|g1pxq|2 dx �

»
R
| pg1 pξq|2 dξ � »

R
|ξpgpξq|2 dξ � »

R
ξ2 | pfpξ�ξ0q|2 dξ � »

R
pξ�ξ0q2 | pfpξq|2 dξ. (11.36)

D'où on déduit de (11.34) que :�1
2

»
R
|f |2pxq dx

	2

¤
�»

R
px�x0q2 |fpxq|2 dx

	�»
R
pξ�ξ0q2 | pfpξq|2 dξ	 (11.37)

Et l'égalité de Parseval donnant
³
R |fpxq|2 dx �

³
R | pfpξq|2 dξ il vient :

1

4

�»
R
|fpxq|2 dx

	�»
R
| pfpξq|2 dξ	 ¤ �»

R
px�x0q2 |fpxq|2 dx

	�»
R
pξ�ξ0q2| pfpξq|2 dξ	, (11.38)

soit (11.33).
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11.6 Transformée inverse pour f P L1pRq telle que pf P L1pRq

La transformée inverse (11.18) est encore vraie pour f P L1pRq quand pf P L1pRq, sans supposer f P
C0pRq X L8pRq. La démonstration n'est pas immédiate. On commence par :

Lemme 11.21 Pour f P L1pRq telle que pf P L1pRq et pour g P S, on a, pour tout x P R :

pf � gqpxq �
»
ξPR

pfpξqpgpξqeixξ dξ p�
?
2πFp pf pgqp�xqq. (11.39)

En particulier, avec φε �
b

1
4πε e

� x2

4ε et donc xφεpξq � 1?
2π
e�εξ

2

, cf. (10.37), pour tout x P R :

pf � φεqpxq � 1?
2π

»
ξPR

pfpξqe�εξ2eixξ dξ ÝÑ
εÑ0

Fp pfqp�xq. (11.40)

(Ici φε á δ0 mais f n'est pas supposée C0, et fpxq n'a pas de sens partout.)

Preuve. f P L1pRq et g P S permettent d'appliquer Fubini : on a :»
ξPR

pfpξqpgpξqeixξ dξ � »
ξPR

p 1?
2π

»
tPR

fptqe�itξ dtqpgpξqeixξ dξ
�

»
tPR

fptqp 1?
2π

»
ξPR

pgpξqe�ipx�tqξ dξq dt
�

»
tPR

fptqppgpt� xq dt �
»
tPR

fptqgpx� tq dt,

car on a (11.22).

Puis soit gpxq � φεpxq �
b

1
4πε e

� x2

4ε , donc pgpξq � 1?
2π
e�εξ

2

, cf. (10.37). D'où pf�φεqpxq �
³
ξPR

pfpξq 1?
2π
e�εξ

2

eixξ dξ ÝÑεÑ0

³
ξPR

pfpξq 1?
2π
eixξ dξ,

grâce au théorème de convergence dominée puisque pf P L1pRq. D'où (11.40).

Lemme 11.22 Pour f P L1pRq, l'application Af � A :

#
R Ñ L1pRq
y Ñ Apyq � τyf

+
est continue, avec, pour y P R :

||Apy�hq �Apyq||L1 � ||Aphq �Ap0q||L1 . (11.41)

Preuve. Soit y0 P R. On a :

||Apy0�hq �Apy0q||L1 � ||τy0�hf � τy0f ||L1 �
»
xPR

|fpx�y0�hq � fpx�y0q| dx

�
»
zPR

|fpz�hq � fpzq| dz � ||Aphq �Ap0q||L1 ,

(invariance de l'intégrale de Lebesgue par translation) et il su�t donc de montrer la continuité de A en 0.
Si f P DpRq, alors |fpz�hq � fpzq| ¤ h||f 1||8 ÝÑ

hÑ0
et donc ||Aphq � Ap0q||L1 ÝÑhÑ0 0, et dans ce cas A est

bien continue en 0.
Sinon, comme DpRq est dense dans L1pRq, soit pφnqN� une suite de DpRq t.q. ||f � φn||L1 Ñ 0. On a :

||Aphq �Ap0q||L1 � ||τhf � f ||L1 ¤ ||τhf � τhφn||L1 � ||τhφn � φn||L1 � ||φn � f ||L1

¤ ||τhφn � φn||L1 � 2||f � φn||L1 ÝÑ
hÑ0

0,

car ||τhf � τhφn||L1 � ||f � φn||L1 (invariance de l'intégrale de Lebesgue par translation). D'où A est continue
en 0, d'où A est continue sur R.

Lemme 11.23 Soit f P L1pRq. Si pφεqεPR�� est une famille de fonctions de S t.q. :

φε ¥ 0,

»
R
φεpxq dx � 1, φε á

εÑ0
δ0 dans D1pRq, (11.42)

(on ne suppose pas les φε à support compact) alors :

f � φεÝÑ
εÑ0

f dans L1pRq, (11.43)

convergence en moyenne (pas ponctuelle : f n'est pas continue en générale alors que f � φε l'est).
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Preuve. Comme f, φε P L1pRq on a f � φε P L1pRq. Et avec φε de masse unité :

pf � φεqpxq � fpxq �
»
tPR
pfpx�tq � fpxqqφεptq dt. �

»
tPR
pτtf � fqpxqφεptq dt.

D'où avec les notations du lemme précédent et (11.41) :

||f � φε � f ||L1 ¤
»
tPR
p
»
xPR

|τtfpxq � fpxq| dxqφεptq dt ¤
»
tPR

||Aptq �Ap0q||L1φεptq dt,

à l'aide du théorème de Fubini�Tonelli.
Et F : RÑ R donnée par F ptq � ||Aptq�Ap0q||L1 est continue, cf. lemme précédent. D'où, avec φεáεÑ0 δ0 :

||f � φε � f ||L1 ¤ xφε, F y ÝÑ
εÑ0

xδ0, F y � F p0q � 0,

i.e. (11.43).

Lemme 11.24 Si pfnqN� est une suite de fonctions dans C0pR;Rq�L1pRq qui converge vers g dans pC0pR;Rq, ||.||8q
et qui converge vers h dans pL1pRq, ||.||L1q, alors h � g p.p. (donc h est continue p.p., et f converge aussi vers g
dans pL1pRq, ||.||L1q).

Preuve. Voir polycopié intégrale de Lebesgue, � Convergence dans C0pRq�L1pRq.

Proposition 11.25 Si f P L1pRq et si pf P L1pRq, alors on a (11.19) pour presque tout x :

fpxq � 1?
2π

»
ξPR

pfpξqe�ixξ dξ p.p., soit F � F � I dans L1pRq, (11.44)

qui est la formule d'inversion des fonctions f P L1pRq t.q. pf P L1pRq.
Et F est bijective de tf P L1pRq : pf P L1pRqu dans lui-même d'inverse donnée par (11.19).

Donc pour f P L1pRq t.q. pf P L1pRq on a qf � ppf p.p., donc f est continue p.p. sur R (relativement à la
mesure de Lebesgue.

Preuve. Comme pf P L1pRq, l'intégrale Fp pf qp�xq � 1?
2π

³
ξPR

pfpξqeixξ dξ �noté F�1p pfqpxq a un sens, et la

fonction F�1p pfq �déf �Fp pf q ainsi dé�nie est continue en tout x P R (théorème de convergence dominée).

On dispose de (11.40) : avec φε �
b

1
4πε e

� x2

4ε on a :

pf � φεqpxq � 1?
2π

»
ξPR

pfpξqχεpξq e�ixξ dξ ÝÑ
εÑ0

Fp pfqp�xq � Fp pfqpxq, (11.45)

avec Fp pfq P C0 car pf P L1pRq.
Et le lemme 11.23, cf. (11.43), donne f � φεÝÑεÑ0 f dans L1pRq.
Donc Fp pfq � f p.p. grâce au lemme 11.24, soit F � F � I dans L1pRq, i.e. (11.44).

11.7 F : S Ñ S est continue

On a montré que FpSq � S. On a également, lorsque S est muni de la famille de semi-normes pk,ℓ :

Proposition 11.26 La transformée de Fourier F : S Ñ S est une application linéaire qui est continue de S
dans lui-même (toute image est bornée par un antécédent) : ici on a :

@k, ℓ P N, DC ¡ 0 : @φ P S, pk,ℓpFpφqq ¤ C pℓ�2,kpφq. (11.46)

Preuve. On a F linéaire sur S puisque S � L1pRq et F linéaire sur L1pRq, et pour montrer la continuité (hors
programme) il faut montrer que `toute image est bornée par un antécédent' (avec les semi-normes adéquat),
i.e. :

@k, ℓ P N, Dk1, ℓ1 P N, DC ¡ 0, @φ P S, pk,ℓpFpφqq ¤ C pk1,ℓ1pφq. (11.47)
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On a |ξk pφpℓqpξq| � |ξkyxℓφpξq| � | {pxℓφqpkqpξq|, cf. (11.16), et :
| {pxℓφqpkq pξq| � 1?

2π
|
�»

R

1

1� x2
p1� x2qpxℓφqpkqe�ixξ dx

	
|

¤ 1?
2π
||p1� x2q pxℓφqpkq||8

»
R

1

1� x2
dx,

(11.48)

d'où, avec
³
R

1
1�x2 dx � rarctans8�8 � π ¡ 0, avec (11.17) et avec Leibniz :

||ξk pφpℓq||8 ¤
?
π?
2

¸
α¤ℓ�2, β¤k

Cαβ ||xαφpβq||8, (11.49)

où les Cαβ sont donnés par Leibniz. Et donc pour la norme (11.7) :

pk,ℓppφq ¤ C pℓ�2,kpφq, (11.50)

avec C ¡ 0, et ce pour tout φ P S : la transformée de Fourier est continue de S dans S.

12 Distributions tempérées

12.1 Espace S 1 des distributions tempérées

12.1.1 Dé�nition

Les semi-normes pk,ℓ, données par pk,ℓpφq �
¸

α¤k,β¤ℓ
||xαφpβq||8, cf. (11.7), dé�nissent une topologie sur S,

donc sur DpRq. On munit DpRq de cette topologie.

Dé�nition 12.1 Une distribution T P D1pRq est dite tempérée ssi T est également continue sur DpRq muni de
la topologie induite par S, i.e. ssi la distribution T P D1pRq véri�e (image bornée par un antécédent) :

DC ¡ 0, Dk, ℓ P N, @φ P DpRq, |xT, φy| ¤ C pk,ℓpφq, (12.1)

où pk,ℓ est dé�ni en (11.7).
On note S 1 l'espace des distributions tempérées.

Exemple 12.2 Toute fonction polynôme dé�nit une distribution tempérée : xxk, φy ¤ pk,0pφq pour φ P S.

Exemple 12.3 Soit f donnée par fpxq � ex
2

. On a f P L1
locpRq, donc dé�nit la distribution Tf . Mais Tf �noté f

n'est pas une distribution tempérée : prendre φ dé�nie par φpxq � e�x
2

; on a φ P S ; et xTf , φy �
³
R e

x2

e�x
2

dx �³
R dx � 8, donc :

@C ¡ 0, @k, l P N, xT, φy ¥ C pk,ℓpφq. (12.2)

Théorème 12.4 (Extension de la dualité) Si T : DpRq Ñ R est une distribution tempérée, alors T se prolonge
de manière unique à S : il existe une unique application linéaire rT : S Ñ R telle que rT pφq � T pφq pour tout
φ P DpRq et telle que (image bornée par un antécédent) :

DC ¡ 0, Dk, ℓ P N, @φ P S, |x rT , φy| ¤ C pk,ℓpφq. (12.3)

Et on note alors simplement rT � T . Et ainsi S 1 dé�nit le dual topologique de S (l'ensemble des formes linéaires
et continues sur S).

Preuve. Admis. La démonstration est basée sur la densité de DpRq dans S, voir � 11.3.2, et le prolongement
par continuité.

Remarque 12.5 Voir l'annexe � 19 pour la description des topologies.
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12.1.2 Stabilité

Proposition 12.6 Si T P S 1, alors toutes les distributions xkT pℓq appartiennent à S 1 pour tout k, ℓ P N.

Preuve. Soit T t.q. (12.3).
xxT, φy � xT, xφy pour tout φ P S, et on a xφ P S. D'où |xxT, φy| ¤ C pk�1,ℓpφq.
xT 1, φy � �xT, φ1y pour tout φ P S, et on a φ1 P S. D'où |xT 1, φy| ¤ C pk,ℓ�1pφq.
Et récurrence immédiate.

12.1.3 Convergence dans S 1

S 1 est le dual de S (i.e. S 1 est l'ensemble des applications linéaires et continues sur S), et on retrouve la
convergence faible :

Dé�nition 12.7 On dit que la suite pTjqN P SN (suite de distributions tempérées) converge vers T dans S 1 si :

@φ P S, xTj , φy ÝÑ
jÑ8

xT, φy (dans R). (12.4)

Et on note :
Tj á

jÑ8
T dans S 1. (12.5)

(Convergence faible ou ponctuelle, i.e. pour φ �xé on a convergence).

On a alors :

Proposition 12.8 Si pTjqjPN est une suite de S 1 telle que Tj á T dans S 1 alors pour tout k, ℓ P N, xkT pℓqj á
xkT pℓq dans S 1.

Preuve. Et pour pTjq suite de S 1 qui converge faiblement vers T P S 1, on a xT 1j , φy � �xTj , φ1y pour tout φ P S,
qui converge vers �xT, φ1y � xT 1, φy. Et donc T 1jáT 1 dans S 1. Idem pour xTj . Puis, par récurrence sur k, ℓ.

12.2 Exemples

12.2.1 Les distributions régulières Lp sont tempérées

Lemme 12.9 Pour tout q P r1,8s :

DCq ¡ 0, @φ P S, ||φ||Lq ¤ Cq p2,0pφq. (12.6)

Preuve. On a S � LqpRq pour 1 ¤ q ¤ 8 cf. prop. 11.13.
Pour q P r1,8r :»

R
|φpxq|q dx �

»
R
p 1

1� x2
qqp1�x2qq |φpxq|q dx ¤ p

»
R
p 1

1� x2
qq dxq ||pp1�x2q|φpxq|qq||8,

d'où (12.6) (en prenant la racine q-ième) avec Cq � p³Rp 1
1�x2 qq dxq 1

q (indépendant de φ).
Et pour q � 8 on a ||φ||L8 � p0,0pφq ¤ p2,0pφq, cf. (11.7) : C � 1 convient.

Corollaire 12.10 Soit p P r1,8s. Si f P LppRq, alors Tf est une distribution tempérée :

DC � Cf ¡ 0, @φ P S, |xTf , φy| ¤ C p2,0pφq, (12.7)

avec C indépendant de φ.

Preuve. Soit p Ps1,8r et q t.q. 1
p � 1

q � 1. Comme f P LppRq et φ P S � LqpRq, l'inégalité de Hölder
(Cauchy�Schwarz pour p � q � 2) indique que :

|xTf , φy| � |
»
R
fpxqφpxq dx| ¤ ||f ||LppRq||φ||LqpRq,
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d'où le résultat avec (12.6).
Cas p � 1 : f P L1pRq. Pour φ P S :

|xTf , φy| � |
»
R
fpxqφpxq dx| ¤ p

»
R
|fpxq| dxq ||φ||8 � ||f ||L1 p0,0pφq ¤ ||f ||L1 p2,0pφq.

Cas p � 8 : f P L8pRq. Pour φ P S :

|xTf , φy| � |
»
R
fpxqφpxq dx| ¤ ||f ||8p

»
R
|φpxq| dxq � ||f ||8||φ||L1pRq ¤ ||f ||8C1 p2,0pφq,

avec (12.6).

12.2.2 Distribution tempérée dé�nissant la transformée de Fourier

Pour ξ P R, la fonction complexe αξ : x P RÑ αξpxq � 1?
2π
e�iξx qui dépend du paramètre ξ est dans L8pRq

(majorée en module par la fonction constante 1?
2π

1R) et dé�nit donc une distribution tempérée Tαξ
: c'est la

distribution tempérée qui dé�nit la transformée de Fourier :

@φ P S, pφpξq � xαξ, φy � 1?
2π
xe�iξx, φpxqydx � 1?

2π

»
xPR

φpxqe�iξx dx. (12.8)

12.2.3 Exemple : fonction à croissance lente

Dé�nition 12.11 On appelle fonction à croissance lente, une fonction φ P C8pRq bornée par un polynôme, de
même que toutes ses dérivées : φ P C8pRq et

@ℓ P N, DCℓ ¡ 0, Dmℓ P N, @x P R, |f pℓqpxq| ¤ Cℓp1� |x|qm. (12.9)

(Au voisinage de �8, la fonction f pℓq est Op|x|mq.)

Exemple 12.12 Toute fonction polynôme est à croissante lente : |fpxq| � |°n
i�1 aix

i| ¤ °n
i�1 |ai| |x|i, et

p1� |x|qm � °m
k�1 C

k
m|x|k : on prend m � n et C � maxp|ai|q.

Exemple 12.13 L'exponentielle e|x| ne dé�nit pas une distribution tempérée, exercice.

Proposition 12.14 Toute fonction à croissance lente dé�nit une distribution tempérée.

Preuve. Soit f à croissante lente. Donc (12.9) est vraie en particulier pour ℓ � 0, donc, pour φ P S :

|
»
R
fpxqφpxq dx| ¤

»
R
C0p1� |x|qm0 |φpxq|p1� x2q 1

1� x2
dx

¤ C pm0�2,0pφq
»
R

1

1� x2
dx,

où C est indépendant de φ, d'où le résultat.

Remarque 12.15 Une distribution peut être tempérée tout en étant �à croissance exponentielle�, comme c'est
le cas de certaines fonctions f P L1pRq : soit f � °8

n�1 e
n1rn,n�e�n 1

n2 s : on a
³
R |fpxq| dx �

°8
n�1

1
n2   8, donc

f P L1pRq, et on a vu que toute fonction de L1pRq dé�nissait une distribution tempérée, voir exemple 12.7.
Mais ici �la largeur de l'intervalle d'intégration décroît de manière exponentielle� avec n.

Néanmoins, dans la pratique ingénieur, on a tendance à dire que les distributions tempérées sont à �croissance
au plus polynomiale�, sous-entendu on exclut les cas pathologiques comme la fonction f de cette remarque :
c'est le cas quand f est croissante au voisinage de l'in�ni.
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12.2.4 Exemple : masse de Dirac

Exemple 12.16 δa est tempérée ainsi que ses dérivés δpℓqa pour tout a P R : démonstration immédiate car
|φpℓqp0q| ¤ ||φpℓq||8 ¤ p0,ℓpφq.
Exercice 12.17 Soit pakqkPZ une suite numérique quelconque.

(i) Montrer que akδk P D1pRq et que akδk á 0 dans D1pRq.
(ii) Montrer que akδk P S 1 et que akδká 0 dans S 1 si et seulement si pakqkPZ est à croissance lente. (On dit

que pakqkPN est à croissance lente ssi DC ¡ 0, Dm P N, @k P Z, |ak| ¤ Cp1� |k|qm.)
(iii) Montrer que

°
Z akδk est dans S 1 si et seulement si pakqkPZ est à croissance lente. (Indication :

°
akφpkq  

8 puisque φpkq ¤ C
p1�|k|qm�2 pour k assez grand.)

Réponse. (i) akδk est même tempérée : exemple précédent. Et si φ P DpRq il existe M ¡ 0 t.q. suppφ � r�M,M s. Donc
akφkpφq � 0 dès que k ¡M , donc akφkpφqÝÑkÑ0 0.

(ii) Pour φ P S on a akδkpφq � akφpkq. Supposons pakq à croissance lente. Alors |akδkpφq| ¤ Cpr1 � |k|qmφpkq ¤
Cpr1� |k|qm|φpkq| ¤ Cpr1� |k|qm||φ||8 ¤ C 1

1�k2 pk�2,0pφq, donc akδkpφqá 0.
Supposons que pakq n'est pas à croissance lente : @C ¡ 0, @m P N, Dk P Z, |ak| ¥ Cp1� |k|qm. Soit C ¡ 0, m P N et

k P Z t.q. |ak| ¥ Cp1 � |k|qm. Puis soit φpxq � 1

p1�x2qm{2 . On a φ P S et akφpkq � C �á 0. Donc si akδká 0 alors pakq
est à croissance lente.

(iii) Exercice.

12.2.5 Exemple : distribution à support compact

Proposition 12.18 Toute distribution à support compact dé�nit une distribution tempérée.

Preuve. Toute distribution à support compact est d'ordre �ni, voir annexe 19, (19.18) page 131 : soit T P E 1pRq
alors il existe m P N (son ordre), t.q. : DC ¡ 0, @φ P DpRq on a |xT, φy| ¤ Cp0,mpφq.
Proposition 12.19 Soit a P R. Si T P E 1pRq est telle que suppT � tau, alors il existe m�1 constantes

pcjqj�0,...,m telles que T � °m
j�0 cj δ

pjq
a (combinaison linéaire de la masse de Dirac en a et de ses dérivées).

Preuve. C'est la proposition 19.10 page 131.

12.3 Cas des distributions à support compact

12.3.1 Densité de E 1pRq dans S 1

Lemme 12.20 Pour tout T P S 1 (tempérée), il existe une suite pTjq P E 1pRq (à support compact) telle que
TjájÑ8 T dans S 1. Autrement dit E 1pRq est dense dans S 1.
Preuve. (Par troncature et régularisation.) Soit T P S 1 et soit θj � 1r�j,js � γ1 P DpRq où γ1 est donnée
par (2.25). Alors la suite Tj � θjT est une suite de E 1pRq. Et on a pour φ P S :

|xT � Tj , φy| � |xT, p1� θjqφy| ¤ C pk,ℓpp1� θjqφq (12.10)

où C, k et ℓ ne dépendent que de T P S 1. Et pk,ℓpp1 � θjqφqÝÑjÑ8 0, voir par exemple � 11.3.2, d'où le
résultat.

12.3.2 Expression simpli�ée de la convolution quand T P E 1pRq
On dispose de la proposition 9.16 : si T P E 1pRq est si φ P C8pRq, alors le produit de convolution T � φ est

une distribution bien dé�nie (les supports sont convolables), et régulière : il dé�nit une fonction C8pRq notée
abusivement T � φ, et :

pT � φqpxq � xT, τx qφy. (12.11)

Et si T P S 1 et si pTjq est une suite de E 1pRq telle que Tj á T dans S 1, comme pour φ P S et ψ P DpRq on a :

xTj � φ,ψy � xTj , qφ � ψy ÝÑ
jÑ8

xT, qφ � ψy,
car qφ P S (car φ P S) et ψ P L1pRq (car ψ P DpRq) donnent qφ � ψ P S, cf. exercice 11.7, et xT, qφ � ψy est bien
dé�ni.

De plus, si T P S 1 et si φ P S alors la fonction x P R Ñ xT, τx qφy P R est C8pRq. En e�et, si φ P S, alors
si x P R on a τx qφ P S (trival), et donc le crochet xT, τx qφy est bien dé�ni. Et la fonction x P R Ñ xT, τx qφy P R
ainsi dé�nie est C8pRq, cf. (7.2).

D'où la dé�nition, qui donne une extension de la notion de supports convolables :
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12.3.3 Extension de la convolution à S 1

Dé�nition 12.21 Si T P S 1 et si φ P S alors T �φ est la fonction P C8pRq (plus précisément est une distribution
régulière identi�ée à une fonction) dé�nie par :

pT � φqpxq � xT, τxpqφqy, (12.12)

i.e. par :

pT � φqpxq noté� xT pyq, φpx� yqydy noté�
»
yPR

T pyqφpx� yq dy. (12.13)

13 Transformée de Fourier d'une distribution tempérée

13.1 Dé�nition

On a déjà vu que pour les fonctions de S on avait, cf (11.28) (Fubini) :

xpφ,ψy � xφ, pψy, @φ,ψ P S. (13.1)

On généralise cette propriété aux distributions tempérées en posant la dé�nition :

Dé�nition 13.1 Pour T P S 1 distribution tempérée, on dé�nit sa transformée de Fourier par dualité :

@φ P S, x pT , φy déf� xT, pφy (13.2)

Cette dé�nition a un sens car si φ P S alors pφ P S, cf. proposition 11.15.

Exemple 13.2 Si f P L1pRq alors f est tempérée (i.e. Tf distribution régulière associée à f est tempérée), et
on retrouve la dé�nition usuelle : xTf � T pf �noté pf . En e�et, pour tout φ P S :

xxTf , φy � xTf , pφy � »
ξ

fpξq pφpξq dξ � 1?
2π

»
ξ

fpξq
»
x

φpxq e�ixξ dx dξ

� 1?
2π

»
x

p
»
ξ

fpξq e�ixξ dξqφpxq dx �
»
x

pfpxqφpxq dx
� xT pf , φy

noté� x pf, φy.
(13.3)

On peut en e�et appliquer le théorème de Fubini puisque la fonction px, ξq Ñ φpxqfpξq e�ixξ est dans L1pR2q
car φ et f sont dans L1pRq et |e�ixξ| � 1.

Exercice 13.3 Montrer que si T est paire (resp. impaire) alors pT est paire (resp. impaire) :

qpT � pqT . (13.4)

Réponse. On a (10.24) :
qpf � pqf . D'où xqpT , φy �déf x pT , qφy �déf xT, pqφy � xT, qpφy � x qT , pφy � xpqT , φy pour tout φ P S.

13.2 Stabilité FpS 1q � S 1

La dé�nition par dualité donne :

Proposition 13.4 La transformée de Fourier d'une distribution tempérée est une distribution tempérée, i.e.,
FpS 1q � S 1.

Preuve. On sait que F est un isomorphisme de S dans S, et donc, pour T P S 1 on a pT qui est une application
linéaire et continue sur S, cf. (13.2). La linéarité est triviale, et sachant pk,ℓppφq ¤ C pℓ�2,kpφq où C ¡ 0 (voir
proposition 11.26 et équation (11.50)), la continuité de pT sur S 1 est immédiate.
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Remarque 13.5 Les distributions à support compact sont tempérées (cf. proposition 12.18) et ont donc leurs
transformées de Fourier qui est également tempérée (cf. proposition 13.4). Cela peut être établi sans l'aide de
la proposition 13.25 :

Sachant T à support compact, T est une distribution d'ordre �nie p P N (voir annexe) :

DC ¡ 0, @φ P C8pRq, |xT pxq, φpxqydx| ¤ C sup
xPK,β¤p

|φpβqpxq|, (13.5)

où K est un compact tel que
�
K � supppT q. Et donc ici, pour tout α, β P N et tout ξ P R :

|xT pxq, p�ixqαe�ixξydx| ¤ C sup
xPK,β¤p

|pxαe�ixξqpβq|. (13.6)

Et pT pξq � 1?
2π
xT pxq, e�ixξy, car T est à support compact, d'où pT pαqpξq � 1?

2π
xT pxq, p�ixqαe�ixξy par dérivation

sous le crochet de dualité. Posant fξpxq � xαe�ixξ, on a f 1pxq � pxα�1�iξxαqe�ixξ, et par récurrence immédiate
f pβqpxq � Pβpx, ξqe�ixξ où Pβpx, ξq est un polynôme de degré β en ξ et un polynôme en x. Comme on prend le
sup pour x P K compact et β ¤ p, on obtient :

| d
α

dξα
pT pξq| ¤ C 1 p1� |ξ|qp, (13.7)

avec C 1 ¡ 0 indépendant de ξ. Et pT est bien à croissance lente ainsi que toutes ses dérivées.

13.3 Premiers exemples

13.3.1 Transformée de Fourier d'une distribution régulière

Si f P L1pRq et Tf est la distribution régulière associée, alors on a vu que xTf � T pf , et on note abusivementxTf � pf .
13.3.2 Transformée de Fourier de δa et de δ1a

Proposition 13.6 Dans S 1 :

pδ0 � 1?
2π

1R, et pδapxq � 1?
2π

e�iax (13.8)

(Donc si δ0 est approchée par une fonction �in�niment concentrée en 0� alors sa transformée de Fourier est une
fonction constante, donc �in�niment étalée sur R�.) Et :

xδ10 pxq � i?
2π

x, et xδ1a pxq � i?
2π

xe�iax. (13.9)

Et : y
δ
pkq
0 pxq � ik?

2π
xk, et

y
δ
pkq
a pxq � ik?

2π
xke�iax. (13.10)

Ainsi
y
δ
pkq
0 est un monôme de degré k.

Preuve. δ0 n'est pas une fonction, mais c'est une distribution tempérée, cf. exemple 12.16. (13.2) donne, pour
φ P S :

x pδa, φy � xδa, pφy � pφpaq � 1?
2π

»
R
φpxq e�iax dx � x 1?

2π
e�iax, φpxqydx, (13.11)

donc pδa est la distribution régulière identi�ée à la fonction 1?
2π
e�iax. D'où (13.8). Puis avec (11.16) :

xxδ1a , φy � xδ1a, pφy � �pφ1paq � ixxφ paq � ixδa,xxφy � ixpδa, xφy � ixxpδa, φy � ixx 1?
2π

e�iax, φy,

d'où xδ1a est la distribution régulière identi�ée à la fonction ixe�iax?
2π

. Et récurrence immédiate.
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Remarque 13.7 Comme d'habitude on a abusé des notations : on aurait dû dé�nir la fonction f sur R par
fpxq � 1?

2π
e�iax, et écrire pδa � Tf distribution régulière associée à f . Pour alléger l'exposé, on a non seulement

utilisé Tf �noté f , mais pire, on a utilisé la notation très abusive Tf pxq. Le contexte lève les ambiguïtés : on n'a
pas le choix pour que (13.8) ait un sens.

Remarque 13.8 Calcul �brutal� justi�é au � suivant :pδapξq � 1?
2π
xδapxq, e�ixξydx � 1?

2π
e�ixa, etpδ1apξq � 1?

2π
xδ1apxq, e�ixξydx � � 1?

2π
pe�ixξq1|x�a � � 1?

2π
p�iξqe�iaξ.

13.3.3 Transformée de Fourier d'une distribution à support compact

Une distribution à support compact est en particulier tempérée, cf. proposition 12.18. Sa transformée de
Fourier est donc bien dé�nie : x pT , φy � xT, pφy pour tout φ P S.

Proposition 13.9 Si T P E 1pRq sa transformée de Fourier est la distribution tempérée régulière C8 donnée
par, pour ξ P R : pT pξq � xT pxq, 1?

2π
e�iξxydx. (13.12)

(Sans abus de notation, pT � Tg où gpξq � xT pxq, 1?
2π
e�iξxydx.)

Et mieux : pT est développable en série entière de rayon in�ni : pour tout ξ P R :

pgpξq �q pT pξq � 1?
2π

8̧

n�0

p�iqnαn
n!

ξn, où αn � xT pxq, xny. (13.13)

En particulier pT n'est pas à support compact.

Preuve. La fonction f : pξ, xq Ñ fpξ, xq � 1?
2π
e�iξx est C8. Et T est à support compact, donc la fonction g

suivante est bien dé�nie :

gpξq � xT, fξy noté� xT pxq, 1?
2π

e�iξxydx noté� 1?
2π

»
T pxq e�ixξ dx. (13.14)

Et pour φ P S on a x pT pxq, φpxqy � xT pξq, pφpξqy � xT pξq, xfpξ, xq, φpxqyy � xxT pξq, fpξ, xqy, φpxqy � xg, φy, d'oùpT � g (au sens pT � Tg). Et T est compacte, donc tempérée, cf. proposition 12.18, donc pT est tempérée. Et T
est compacte, donc g est C8 de g, cf. proposition 7.4 de dérivation sous le signe x., .y.

Et on a (développement en série de l'exponentielle) :

e�iξx �
8̧

n�0

xn

n!
p�iξqn.

Avec (13.12) et Fubini on obtient gpξq � 1?
2π

8̧

n�0

p�iqnxT, xny
n!

ξn, i.e. (13.13).

Exemple 13.10 On retrouve en particulier le cas des masses de Dirac et de ses dérivées : pour δa par exemple,pδapξq � 1?
2π

8̧

n�0

p�iaξqn
n!

� 1?
2π

e�iax.

13.3.4 Concentration�étalement par Fourier pour les distributions tempérées

On rappelle que pour f P L1pRq : {fpλxqpξq � 1

|λ|
pfp ξ
λ
q, (13.15)

égalité interprétée comme : si une fonction est concentrée, alors sa transformée de Fourier est étalée, et réci-
proquement, si une fonction est étalée, alors sa transformée de Fourier est concentrée. Ce résultat est conservé
pour les distributions tempérées :
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Proposition 13.11 Pour T P S 1 et λ � 0 on a :

{T pλxqpξq � 1

|λ|
pT p ξ
λ
q. (13.16)

Preuve. Posons fλpxq � fpλxq. On a xfλpξq � 1?
2π

³
xPR fpλxqe�ixξ dx � 1?

2π

³
yPR fpyqe�i

y
λ ξ dy|λ| � 1

|λ|
pfp ξλ q �

1
|λ| p pfq 1

λ
pξq, donc : xfλ � 1

|λ| p
pfq 1

λ
. (13.17)

D'où (13.15), vrai en particulier vraie pour tout f P S.
Soit T P S 1 ; posons ST,λpxq � T pλxq au sens (3.54) et (3.55), i.e., pour φ P S :

pxST,λpxq, φpxqy �q xST,λ, φy déf� xT, 1

|λ|φ 1
λ
y p noté� xT pxq, 1

|λ|φp
x

λ
qydxq. (13.18)

Il est immédiat que ST,λ P S 1 pour tout λ P R�. Et ST, 1λ est dé�ni par :

xST, 1λ , φy � xT, |λ|φλy. (13.19)

Donc, pour tout φ P S :

xzST,λ, φy déf� xST,λ, pφy p13.18q� xT, 1

|λ| ppφq 1
λ
y p13.15q� xT,xφλy déf� x pT , φλy p13.19q� 1

|λ| x
zS pT , 1λ , φy,

donc zST,λ � 1
|λ|zS pT , 1λ , noté (13.16).

13.4 Premières propriétés

13.4.1 Convergence

On a alors :

Proposition 13.12 Si pTjqjPN est une suite de S 1 qui tend vers T P S 1, alors xTj tend vers pT dans S 1 :

Tj á T dans S 1 ùñ xTj á pT dans S 1 (13.20)

Preuve. On a Tj P S 1 donc xTj P S 1, pour tout φ P S on a pφ P S, donc (13.2) et (12.4) donnent :

xxTj , φy � xTj , pφy ÝÑ
jÑ8

xT, pφy � x pT , φy (13.21)

D'où le résultat.

13.4.2 Application : transformée de Fourier de 1R

Proposition 13.13 x1R � ?
2π δ0 dans S 1, (13.22)

au sens xT1R � ?
2π δ0 dans S 1.

Preuve. La distribution T � T1R �noté 1R (fonction constante = 1) n'est pas dans L1pRq et n'a pas de transfor-
mée de Fourier au sens des fonctions. Mais c'est une distribution tempérée, et on sait que, avec (10.44), quand
εÑ 0 :

e�εx
2 á
εÑ0

1R dans S 1, (13.23)

au sens Tχε áεÑ0 T1R dans S 1, où χεpxq � e�εx
2

. Par ailleurs on sait que, avec (10.45), quand εÑ 0 :

{e�εx2 � 1?
2ε
e�

ξ2

4ε á
εÑ0

?
2π δ0 dans S 1, (13.24)

au sens yTχε
áεÑ0

?
2π δ0 dans S 1. On en déduit (13.22) avec (13.20).

Remarque 13.14 Le calcul direct pose problème :

xxT1R , φy � xT1R , pφy � »
ξ

pφpξq dξ � 1?
2π

»
ξ

p
»
x

φpxqe�ixξ dxq dξ, (13.25)

mais on ne peut inverser les signes
³
. D'où la proposition précédente.
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13.4.3 Echange dérivée Ø polynôme

Par dualité, on retrouve les résultats déjà connus pour les fonctions, cf. (11.16) :

Proposition 13.15 Pour tout T P S 1, tout ξ P R et tout k, l P N on a :$''''''&''''''%

xT 1 pξq � iξ pT pξq, yT plq pξq � piξql pT pξq,�pT	1 pξq � �ixxT pξq, �pT	pkq pξq � p�iqkyxkT pξq,yτaT pξq � e�iaξ pT ,
τa pT pξq � {eiaxT .

(13.26)

Preuve. On applique la dé�nition x pT , φy � xT, pφy pour T P S 1 et φ P S et on se sert de la proposition 11.14.
Le faire, presque facile : mais faire très très attention aux notations ! Par exemple, pour tout φ P S :

x{T 1pxq pξq, φpξqydξ déf� xT 1pxq,zφpξq pxqydx déf� � xT pxq,zφpξq 1pxqydx � �xT pxq,�i{ξφpξqpxqydξ
à l'aide de (11.16). Puis :

ixT pxq,{ξφpξqpxqydx déf� ixzT pxqpξq, ξφpξqydξ � ix pT pξq, ξφpξqydξ � xiξ pT pξq, φpξqydξ
D'où le premier résultat. On a écrit toutes les variables `muettes' d'intégration, bien que ce soit une notation
abusive. On peut commencer par écrire cette démonstration pour T � f P L1pRq et en utilisant le signe

³
qui

fait apparaître les variables d'intégration (`muettes') plutôt que le signe x., .y.

Exercice 13.16 Montrer : px � i
?
2πxδ10 . On notera fpxq � x.

Réponse. 1- Avec (13.26) et (13.22) : pf � px �yx1R � �ipx1Rq1 � �ip
?
2πδ0q1. Equivalent à x pfpξq, φpξqydξ � xfpxq, pφpxqydx �

x1Rpxq, fpxqpφpxqydx � x1Rpxq, xpφpxqydx � x1Rpxq,�ixφ1 pxqydx � �ixx1R pξq, φ1pξqydξ � �ix?2πδ0pξq, φ1pξqydξ � ix?2πδ10, φy
pour φ P S.

2- En prenant un peu d'avance (Fourier inverse donné par (13.40)). (13.9) donne
ppδ10 � i?

2π
px, avec ppδ10 � qδ10 (Fourier

inverse) � �δ10 (car δ10 est impaire cf. (4.15)).

3- fpxq � x donne f 1 � 1R, d'où pf 1 � ?
2πδ0, d'où iξ pfpξq � ?

2πδ0pξq, et les solutions T P D1pRq de ξT � δ0
sont les T � �δ10 � cδ0, cf. exercice 5.28. Donc pfpξq � �i?2πp�δ10 � cδ0q. Et pT pxq � � i?

2π
x � c 1?

2π
1Rpxq, doncppfpxq � �i?2πp� i?

2π
x� c 1?

2π
1Rpxqq � �x� ci1Rpxq, avec ppfpxq � qfpxq � �x, donc c � 0.

Exercice 13.17 Soit T P S 1. Exprimer pxT 1 q1 en fonction de T .

Réponse. S'inspirer de (10.34).

13.4.4 Application : transformée de Fourier eiax, sin, cos

À l'aide de (13.26), on en déduit dans S 1 :

ze�iax � {e�iax1R � τax1R � ?
2π δa, ze�iax � ?

2π δ�a, (13.27)

D'où avec cospaxq � e�iax�e�iax

2 et sinpaxq � e�iax�e�iax

2i :

{cospaxq �c
π

2
pδa � δ�aq, {sinpaxq � �i

c
π

2
pδa � δ�aq, (13.28)

noté abusivement {cospaxqpξq �a
π
2 pδapξq � δ�apξqq et {sinpaxqpξq � �iaπ

2 pδapξq � δ�apξqq.

Exemple 13.18 Ecrire (13.27) et (13.28) sans abus de notation.

Réponse. Soit fapxq � e�iax, soit gapxq � cospaxq et soit hapxq � sinpaxq. Alors :yTfa � ?
2π δa, yTga �aπ

2
pδa � δ�aq, yTha � �iaπ

2
pδa � δ�aq.
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13.4.5 Transformée de Fourier d'une mesure bornée (vers les probabilités)

Une mesure (positive) est dé�nie en cours d'intégration.
On peut également la dé�nir comme étant une distribution d'ordre 0, voir (19.15) (annexe), qui est positive :

Dé�nition 13.19 Une distribution d'ordre 0 sur R est une distribution T P D1pRq telle que :

@K compact � R, DCK ¡ 0 t.q. @φ P DpRq t.q. supppφq � K : |xT, φy| ¤ CK ||φ||8. (13.29)

Dé�nition 13.20 Une mesure positive est une distribution T �noté µ d'ordre 0 qui est positive, i.e. telle que :

@φ P DpRq, φ ¥ 0 ñ xµ, φy ¥ 0. (13.30)

Remarque 13.21 On peut étendre l'ensemble de dé�nition DpRq d'une distribution d'ordre 0 à C0
c pRq l'en-

semble des application continues à support compact dans R, puisque seule la norme ||.||8 de C0 est utilisée.

Dé�nition 13.22 Pour ε ¡ 0, soit χε : x P R Ñ χεpxq � e�εx
2

. Une mesure positive bornée est une mesure
positive telle que :

Dc P R, @ε ¡ 0 xµ, χεy   c. (13.31)

Comme χε �s'étale� vers la fonction 1R quand εÑ 0, cf. (10.44), cela s'interprète presque comme :

xµ, 1Ry   c, (13.32)

sauf que 1R n'est pas à support compact, et que xµ, 1Ry n'a pas de sens... on a besoin de la remarque sui-
vante 13.23.

Remarque 13.23 On peut étendre l'ensemble de dé�nition C0
c pRq d'une mesure positive bornée à C0pRq X

L8pRq � tf P C0pΩq : ||f ||8   8u l'ensemble des application continues et bornées. Et on a alors la dé�nition
équivalente : une mesure positive est bornée ssi :

Dc P R, xµ, 1Ry   c. (13.33)

On retrouve la dé�nition des mesures positives bornées du cours d'intégration.

Proposition 13.24 Si µ est une mesure bornée sur R (c'est en particulier le cas d'une probabilité), alors pµ une
distribution régulière, à savoir : pµ � Tp, (13.34)

où p est la fonction continue, bornée, et même uniformément continue, donnée par :

ppξq � xµpxq, 1?
2π
e�ixξydx noté�

»
xPR

1?
2π
e�ixξ dµpxq p� xµx, e�ixξydxq. (13.35)

Et on note abusivement (�identi�cation� de la distribution régulière et de sa fonction associée) :

pµpξq noté� ppξq, (13.36)

donc au sens, pour toute fonction f P S :

xpµ, fy � »
xPR

ppxqfpxq dx. (13.37)

Preuve. Soit αξ : x P RÑ αξpxq � 1?
2π
e�iξx � αpξ, xq � αxpξq. Pour ξ P R, comme αξ P C0pRq X L8pRq et µ

est une mesure positive bornée, le réel xµ, αξy est bien dé�ni. Et pour φ P DpRq :

xpµ, φy � xµ, pφy � 1?
2π
xµpξq, xφpxq, e�ixξydxydξ

� 1?
2π
xφpxq, xµpξq, e�ixξydξydx �

»
xPR

xµpξq, e�ixξydξ φpxq dx,

car on peut appliquer Fubini : ici la mesure est dx b µ, l'intégrant est g : px, ξq Ñ 1?
2π
φpxqe�ixξ, il véri�e

|gpx, ξq| ¤ 1?
2π
|φpxq| |1Rpξq|, et φb 1R P L1pR2, dxb µq car φ P DpRq et µ mesure bornée. D'où (13.37).
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Puis avec le théorème de convergence dominée, p est une fonction continue car x Ñ e�ixξ est µ-intégrable
(µ étant bornée), ξ Ñ e�ixξ est continue, et px, ξq Ñ e�ixξ est dominée indépendamment de ξ par la fonction
µ-intégrable 1R.

De plus p est borné par
³
xPR

1?
2π
dµ � 1?

2π
µpRq. Donc p P C0pRq X L8pRq.

Puis, avec |1 � eia|2 � p1 � eiaqp1 � e�iaq � 2 � 2 cos a, la fonction βpaq � 2 � 2 cos a � a2 étant négative
sur R (faire le tableau de variation), on obtient |1� eia| ¤ minp?2, |a|q (puisque ¤ ?

2 est immédiat).
Et donc |e�ixξ � e�iyξ| � |e�ixξp1� eiξpx�yqq| ¤ minp2, |ξpx�yq|q, et donc, pour |x� y| ¤ η :

|ppxq � ppyq| ¤ |
»
ξPR

1?
2π
pe�ixξ � e�iyξq dµpξq| ¤ 1?

2π

»
ξPR

minp2, |ξ|ηq dµpξq.

L'intégrant pξ, ηq Ñ minp2, |ξ|ηq est borné par 2 indépendamment de η, donc le théorème de convergence
dominée donne

³
ξPR minp2, |ξ|ηq dµpξqÝÑηÑ0

³
ξPR minp2, 0q dµpξq � 0. Donc, pour tout ε ¡ 0, il existe η ¡ 0

t.q. |x� y| ¤ η entraine |ppxq � ppyq| ¤ ε : la fonction p est uniformément continue.

13.5 Transformée inverse dans S 1

13.5.1 L'inverse dans S 1

On rappelle (11.20) : pF�1φqpξq � pFφqpξq � pFφqp�ξq � 1?
2π

³
R φpxq e�ixξ dx pour tout φ P S.

Sachant F est un isomorphisme sur S, soit FpSq � F�1pSq � S, on dé�nit F sur S 1 par, pour tout T P S 1
et tout φ P S :

xFT, φy déf� xT,Fφy. (13.38)

Comme pour φ P S on a Fφ � F�1φ P S, et que F P S 1 (distribution tempérée) la fonctionnelle FT : S Ñ R
est bien une distribution tempérée : F P S 1.

Proposition 13.25 On a F � F � I dans S 1 : la transformée de Fourier est un isomorphisme de S 1 dans S 1
d'inverse F�1 � F ; soit, pour tout T P S 1, dans S 1 :

F�1pT q � FpT q, (13.39)

soit :
pF � FqpT q � qT . (13.40)

Preuve. Avec (13.38) et (11.20), on a, pour tout φ P S, :

xFFT, φy � xFT,Fφy � xT,FFφy � xT, φy (13.41)

D'où FFT � T et de même FFT � T . On en déduit que F est inversible dans S 1 et que F�1 � F . Et
xpF � FqpT q, φy � x pT , pφy � xT, ppφy � xT, qφy � x qT , φy.
13.5.2 Transformée de Fourier de sinc (et de 1R, eiax, sin, cos)

Avec (13.20) on a déjà déduit (13.22), (13.27) et (13.28). On retrouve ces résultats avec la transformée de
Fourier inverse.

Exemple 13.26 On sait que
?
2π pδ0 � 1R, au sens

?
2π pδ0 � T1R dans S 1, calcul direct immédiat, voir (13.11)

et (13.8). On en déduit que x1R � ?
2π

ppδ0 � ?
2π qδ0 � ?

2π δ0 dans S 1 (puisque δ0 � qδ0), au sens xT1R � ?
2π δ0 :

?
2π pδ0 � 1R ùñ x1R � ?

2π δ0 pdans S 1q. (13.42)

Avec α ¡ 0 on a vu (calcul direct (10.17)) que {1r�α,αs �b
2
π αsincα, d'où avec (13.39) :

zsincα �c
π

2

1

α
1r�α,αs. (13.43)

En particulier ysinc �c
π

2
1r�1,1s.
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Exercice 13.27 Préciser la démarche pour obtenir (13.43).

Réponse. {1r�α,αs � b 2
π
αsincα est une égalité entre fonctions. La fonction sincα n'est pas L1pRq, et sa transformée

de Fourier n'est pas dé�nie a priori. Mais sincα P L1
locpRq : soit Tsinα la distribution régulière associée. Comme sincα

est bornée, Tsinα P S 1, et sa transformée de Fourier est dé�nie dans S 1. L'égalité fonctionnelle {1r�α,αs � b 2
π
αsincα

donne l'égalité {T1r�α,αs
�
b

2
π
αTsincα dans S 1. D'où Fp {T1r�α,αs

q �
b

2
π
αFpTsincαq dans S 1. Comme 1r�α,αs est paire,

on obtient T1r�α,αs
�
b

2
π
α{Tsincα dans S 1. Donc {Tsincα est une distribution régulière, et on note 1r�α,αs �

b
2
π
αzsincα,

soit (13.43).

13.6 Transformée de Fourier : isométrie dans L2

Les fonctions de L2pRq ne sont pas dans L1pRq en général : la fonction x Ñ 1
1�|x| est dans L

2pRq mais pas

dans L1pRq (problème à l'in�ni). Et on ne peut pas dé�nir brutalement leurs transformées de Fourier.
Par contre, les fonctions de L2pRq sont tempérées, voir (12.7). On a mieux :

Proposition 13.28 La transformée de Fourier est une isométrie de L2pRq, i.e. F : L2pRqÑL2pRq est linéaire
bijective, d'inverse F�1 � F , et véri�e l'égalité de Parseval : pour tout f, g P L2pRq :

pf, gqL2pRq � p pf, pgqL2pRq. (13.44)

En particulier, l'énergie est conservée par transformée de Fourier : pour tout f P L2pRq :

||f ||L2pRq � || pf ||L2pRq. (13.45)

Preuve. S est dense dans L2pRq car DpRq l'est et DpRq � S.
Soit f P L2pRq. Soit pφjqN suite de S tend vers f dans L2pRq : ||f � φj ||L2 ÝÑjÑ8 0.
1- Montrons que ppφjqN (qui est une suite de S) est convergente dans L2pRq : la suite pφjqN étant convergente

dans L2pRq, c'est une suite de Cauchy dans L2pRq. Donc, avec le théorème 11.18 (Parseval dans S), ||pφi�pφj ||L2 �
||φi � φj ||L2 ÝÑi,jÑ8 0. Donc ppφjq est une suite de Cauchy dans pL2pRq, ||.||L2q espace complet. Donc ppφjqN
converge dans L2pRq. Notons h � limjÑ8ppφjq P L2pRq.

2- La fonction f étant dans L2pRq, la distribution régulière associée Tf est tempérée, et donc admet une
transformée de Fourier. Montrons que xTf � Th. Pour tout φ P S on a :

xxTf � Th, φy � xxTf �yTφj , φy � xyTφj � Th, φy
� xTf � Tφj , pφy � xTxφj

� Th, φy �
»
R
pfpxq � φjpxqqpφpxq dx� »

R
pxφjpxq � hpxqqpφpxq dx

¤ ||f � φj ||L2 ||pφ||L2 � ||xφj � h||L2 ||φ||L2 ÝÑ
jÑ8

0� 0 � 0.

Donc la distribution xTf est une distribution régulière : xTf � Th �noté h � limjÑ8ppφjq �noté pf (après �identi�-
cation� d'une distribution régulière et de la fonction associée) : toute fonction f P L2pRq admet une transformée
de Fourier pf P L2pRq.

Et l'inverse F�1 est donné par les distributions tempérées.
En�n (13.44) est véri�ée par continuité du produit scalaire dans L2pRq : si pφiq Ñ f et pψjq Ñ g, alors

pφi, ψjqL2 � ppφi, pψjqL2 donne, en faisant iÑ8, pf, ψjqL2 � p pf, pψjqL2 , qui donne, en faisant j Ñ8, pf, gqL2 �
p pf, pgqL2 .

13.7 Échange du produit simple et du produit de convolution pour les distribu-
tions

13.7.1 Préliminaire

On commence par un lemme de calcul basé sur le théorème de Fubini :

Lemme 13.29 Si S P E 1pRq (à support compact) et si T P S 1 (tempérée) alors S � T est tempérée.
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Preuve. Si T est tempérée alors qT est tempérée (immédiat), d'où pour φ P S on a qT � φ est bien dé�ni, cf.
dé�nition 12.21, et avec (9.25) :

p qT � φqpxq � xT, τ�xφy p� xT ptq, τ�xφptqydtq,

d'où |p qT � φyqpxq| ¤ Cpk,ℓpτ�xφq � Cpk,ℓpφq, où C, k, ℓ dépendent de T , cf. (12.3).
D'où |xS � T, φy| � xS, qT � φy ¤ Cpk,ℓpφqxS, 1Ry ¤ Dpk,ℓpφq avec D � CxS, 1Ry : S � T est tempérée.

13.7.2 Échange dans certains cas

Proposition 13.30 1- Si T P S 1 (distribution tempérée) et si f est une fonction C8pRq à croissance lente alors
fT est tempérée et on conserve (10.54) au sens de S 1 :

yfT � 1?
2π

pf � pT dans S 1, (13.46)

soit FpfT q � 1?
2π

Fpfq � FpT q. Et de même :

F�1pfT q � 1?
2π

F�1pfq � F�1pT q. (13.47)

2- Si S, T P S 1 et si pS est une fonction C8 à croissante lente, alors on conserve les relations (10.53) au sens
de S 1 : {S � T �

?
2π pS pT , (13.48)

i.e., FpS � T q � ?
2πFpSqFpT q. Et de même :

F�1pS � T q �
?
2πF�1pSqF�1pT q. (13.49)

3- Pour T P S 1 (tempérée) et S P E 1 (à support compact), alors S � T est tempérée, et on conserve (13.48).

Preuve. 1- Avec T P S 1 et f P C8pRq à croissance lente (au plus polynomiale) on a fT P S 1 (démonstration
immédiate). Et par transformée de Fourier, pour tout φ P S :

xxfT , φy � xfT, pφy � xT, f pφy (13.50)

On véri�e que cela a bien un sens car pφ P S et donc f pφ P S. Puis :

f pφ � FpFpf pφqq � 1?
2π

FpFf � Fppφqq � 1?
2π

Fpqpf � φq (13.51)

D'où avec (9.28) :

xxfT , φy � 1?
2π
xT,Fpqpf � φqy � 1?

2π
x pT , qpf � φy � 1?

2π
x pT � pf, φy (13.52)

ceci étant vrai pour tout φ P S, on a obtenu (13.46).

2- Dans ce cas pS pT est une distribution tempérée, et (13.47) donne dans S 1 :

F�1ppS pT q � 1?
2π

F�1ppSq � F�1p pT q � 1?
2π
S � T.

D'où, en appliquant F , on obtient (13.48) dans S 1.

3- Si S P E 1 alors pS est une fonction C8 à croissance lente, cf. proposition 13.9, et donc si T P S 1, alors pS pT
a bien un sens. On procède à l'aide des étapes suivantes :

(i) Si S et T sont dans E 1pRq alors S b T P E 1pR2q (à support compact, de support le produit cartésien des
supports). D'où, l'exponentielle étant C8pRq :

{S � T pξq � 1?
2π
xpS � T qpxq, e�ixξydx � 1?

2π
xSpxq b T pyq, e�ipx�yqξydxdy

� xSpxq, 1?
2π
xT pyq, e�ipx�yqξydyydx � xSpxq, e�ixξ pT pξqydx � ?

2π pSpξq pT pξq (13.53)
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et le cas des distributions à support compact est traité.

(ii) Supposons encore S P E 1pRq, avec maintenant T P S 1. On sait, avec le lemme 12.20, qu'il existe une suite
Tj P E 1pRq qui converge faiblement vers T dans S 1. Et, à l'aide de (9.29), on a :

S � Tj á S � T d'où FpS � Tjq á FpS � T q (13.54)

par continuité de la transformée de Fourier dans S 1. D'où avec (i) et la continuité de F :

FpS � Tjq �
?
2πFpSqFpTjq et FpS � Tjq á

?
2πFpSqFpT q dans S 1. (13.55)

D'où le résultat (13.48). Idem pour (13.49).

Exemple 13.31 On peut retrouver les résultats de la proposition 13.15 : Pour T P S 1 on a, si l P N, a P R et
ξ P R : $'''''&'''''%

yT plq � il ξl pT et FpT plqq � p�iql ξl FpT q,
p�iqlzxl T � pT plq,yτaT � e�iaξ pT ,
τa pT � {eiaxT .

(13.56)

(En particulier on retrouve (13.10).) En e�et :

T 1 � δ10 � T d'où xT 1 � {δ10 � T �
?
2πxδ10 pT � i ξ pT , (13.57)

puisque Fpδ10q � 1?
2π
iξ. De même, Fpδ10q � �1?

2π
iξ et donc FpT 1q � �iξFpT q. Puis par récurrence sur l. Et la

deuxième relation s'en déduit, voir la proposition 13.15.
La troisième relation s'obtient comme :yτaT � Fpδa � T q �

?
2πFpδaqFpT q � e�iaξ FpT q, (13.58)

puisque δa P E 1pRq et donc Fpδaq � 1?
2π
xδapxq, e�ixξy � 1?

2π
e�iaξ. Et la quatrième relation s'en déduit, voir la

proposition 13.15.

14 Application au traitement du signal

14.1 Transformée de Fourier utilisée

14.1.1 Dé�nition

En traitement du signal, on utilise la transformée de Fourier donnée en (10.19), qui sera notée ici simplement
Fe � F :

Fpfqpνq � pfpνq � » 8
�8

fptq e�i2πνt dt, (14.1)

la variable ν étant la fréquence (précédemment ω � 2πν était la pulsation).

Exercice 14.1 Montrer : si f P L1 véri�e xf P L1 alors pf P C1 et, pour tout ξ P R :

p pfq1pξq � �2iπzpxfqpξq. (14.2)

Si f P L1 véri�e f 1 P L1 alors, pour tout ξ P R :pf 1pξq � 2iπξ pfpξq. (14.3)

Si f P L1, si m P R, si τmf est la translaté de m, i.e. τmfpxq � fpx�mq, alors :yτmfpξq � e�2iπξm pfpξq. (14.4)

Réponse. (14.2) est obtenue par dérivation sous
³
(théorème de convergence dominée car xf P L1).

(14.3) est obtenue par intégration par parties :»
xPR

e�2iπξxf 1pxq dx � �
»
xPR

2iπξ e�2iπξxfpxq dx� re�2iπξxfpxqs8�8,

le terme de bord s'annulant car f et f 1 dans L1 donnent f s'annule en �8, cf. lemme 10.10 page 64.

Puis yτmfpξq � ³xPR e�2iπξxfpx�mq dx � ³
yPR fpyqe�2iπξpy�mq dy, d'où (14.4).
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Exercice 14.2 Montrer : la transformée de Fourier de la gaussienne gσpxq � e�
x2

2σ2 est la gaussienne :

xgσpξq � σ
?
2π e�2π2σ2x2 � σ

?
2π g 2

πσ
pξq. (14.5)

En particulier la gaussienne gπpxq �déf e�πx
2

est conservée par la transformée Fourier (14.1) :

gπpxq � e�πx
2 ðñ xgπpξq � e�πξ

2

. (14.6)

Et plus généralement, pour m P R et σ ¡ 0 :

gm,σpxq � e�
px�mq2

2σ2 ðñ pgm,σpξq � πσ e�2iπmξ e�2σ2π2ξ2 . (14.7)

Réponse. Soit gpxq � ce�ax
2

. On dérive : g1pxq � �c2ax e�ax2 . D'où :

g1pxq � 2ax gpxq � 0.

D'où par Fourier (qui est une transformation linéaire) : ypg1qpξq � 2azpxgqpξq � 0, d'où, avec (14.2) et (14.3), 2iπ ξ pgpξq �
2a 1

�2iπ
ppgq1pξq � 0, soit :

ppgq1pξq � 2
π2

a
ξ pgpξq � 0,

équation similaire à la précédente : pgpξq � ke�
π2

a
x2 est solution pour toute constante c. Avec k � pgp0q � ³

xPR gpxqe�2iπ0x dx �³
xPR ce

�ax2 dx � c
a

π
a
, cf. (10.36). D'où pgpξq � c

a
π
a
e�

π2

a
x2 .

En particulier pour a � π on a (14.6).

En particulier pour a � 1
2σ2 on a k � cσ

?
2π et π2

a
� 2π2σ2, d'où (14.5).

Puis gm,σpxq � gσpx�mq � τmgpσq, d'où zgm,σpξq � e�2iπξmxgσpξq, d'où (14.7).

14.1.2 Fourier inverse

Ici :

F�1pfqpνq � Fpfqpνq �
» 8
�8

fptq e�i2πνt dt � Fpfqp�νq, (14.8)

véri�cation similaire. En particulier :
FpFpfqqpνq � fp�νq. (14.9)

14.1.3 Parseval

On a pour les fonctions L2pRq :
pf, gqL2 � p pf, pgqL2 , (14.10)

qui est une application de Fubini xφ, pψy � ³
R2 φptqψpνqe�2iπνt dxdt � xpφ,ψy pour φ,ψ P S, avec l'utilisation de

Fourier inverse (on pose f � φ et g � pψ, et donc ψ � qpg � pg).
14.1.4 Transformée de Fourier d'une distribution tempérée

FpT q � pT est toujours dé�nie par, pour tout φ P S :

x pT , φy � xT, pφy. (14.11)

Et pour les distributions à support compact :pT pνq � xT ptq, e�i2πνtydt, (14.12)

Et pT est une fonction C8 à croissance au plus polynomiale.

14.1.5 Translatée

yτcT � e�2iπc. pT , τc pT � {e2iπc.T . (14.13)

En e�et xyτcT ptq, φptqydt � xτcT pνq, pφpνqydν � xT pνq, τ�c pφpνqydν , avec τ�c pφpνq � pφpν�cq � ³
R φptqe�2iπtpν�cq dt �

e�2iπtc pφpνq, d'où xyτcT ptq, φptqydt � xe�2iπtc pT ptq, φptqydt. Et
xτc pT , φy � x pT , τ�cφy � xT,zτ�cφy, avec zτ�cφypνq � ³

R φpt� cqe�2iπtν dt � ³
R φpsqe�2iπνps�cq ds � {e2iπc.φpνq,

d'où xτc pT , φy � x pT , e2iπc.φy.
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14.1.6 Convolée

Quand cela a un sens on a : zf � g � pf pg, xfg � pf � pg. (14.14)

On le véri�e pour les fonction L1pRq : pour la première :³
tPRp

³
uPR fpuqgpt� uq duqe�2iπtdt � ³

sPR
³
uPR fpuqgpsqe�2iπps�uq dudt.

On en déduit zpf � pg � ppfppg � qfqg, d'où zpf � pgp�tq � pfgqptq, d'où p pf � pgqpνq � xfgpνq.
Et dans le cas des distributions compatibles, voir paragraphes précédents.

14.1.7 Transformée de Fourier d'une Dirac δa et de 1R

Proposition 14.3 pδa � e�2iπa., pδ0 � 1R, (14.15)

et on note pδapνq � e�2iπaν , soit, pour tout φ P S :

xpδa, φy noté� xpδapνq, φpνqydν � »
νPR

e�2iπνaφpνq dν. (14.16)

Preuve. On applique (14.12).

Proposition 14.4 {e�i2πa. � δa, p1R � δ0, (14.17)

soit, pour tout φ P S :

φpaq � xδa, φy � x {e�i2πa., φy noté� x {e�i2πa.ptq, φptqydt.. (14.18)

Preuve. On applique Fourier à (14.15) : qδa � ppδa � {e�2iπa., d'où δa � {e�2iπa..

14.2 Le sinus cardinal

14.2.1 Dé�nition

Les fonctions sinus cardinal sont dé�nies pour a ¡ 0 par :

@x � 0, sincapxq � sinpaxq
ax

et sincap0q � 1. (14.19)

Deux fonctions sinus cardinal se déduisent l'une de l'autre par changement d'échelle :

sincapxq � sinc1paxq.

On encore sincapbxq � sincbpaxq � sinpabxq
abx .

Ce sont des fonctions paires (trivial) qui sont C8pRq car la fonction sinus est développable en série entière
au voisinage de 0, développement de la forme sinpxq � x� xεpxq avec ε C8 en 0.

�La� fonction sinus cardinal est, suivant les conventions, soit donnée par a � π soit donnée par a � 1.

14.2.2 Transformée de Fourier des portes centrées et décentrées

Proposition 14.5

{1r�a,asptq � sinp2πatq
πt

� 2a sinc2πaptq et {1r� 1
2 ,

1
2 sptq � sincπptq, (14.20)

avec 1r� 1
2 ,

1
2 s la porte centrée de largeur 1. Et :

{sinc2πapνq � 1

2a
1r�a,aspνq et zsincπpxq � 1r� 1

2 ,
1
2 spxq (14.21)
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Preuve. La fonction 1r�a,as est dans L1pRq, et donc admet une transformée de Fourier dans L8pRq. {1r�a,asptq �³a
ν��a e

�2iπνt dν � r e�2iπνt

�2iπt saν��a � e2iπat�e�2iπat

2iπt � sinp2πatq
πt � 2a sinc2πaptq, d'où (14.20).

Puis sinc2πa dé�nie une distribution tempérée (fonction bornée), et donc admet une transformée de Fourier
dans S 1. Avec (14.9) : Fpsinc2πaq � FpFp1r�a,asqq � q1r�a,as � 1r�a,as car 1r�a,as est paire. D'où (14.21).

Proposition 14.6 Pour c P R :

Fpτc1r�a,asqptq � {1rc�a,c�asptq � e�2iπct 2a sinc2πaptq, (14.22)

Fpτcsinc2πaqpνq � e�2iπcν 1

2a
1r�a,aspνq. (14.23)

Fpe�2iπcν 2a sinc2πapνqqptq � {1rc�a,c�asptq, (14.24)

Preuve. On a τc1r�a,as � 1rc�a,c�as. Et FpτcT q � e�2iπc. pT , d'où (14.22).

14.2.3 Aires du sinus cardinal et de son carré

Proposition 14.7 Pour a � 0 : »
R
sinc2πaptq dt �

»
R
sinc22πaptq dt �

1

2a
, (14.25)

et en particulier pour a � 1
2 et a � 1

2π :»
R
sincπptq dt �

»
R
sinc2πptq dt � 1,

»
R
sinc1ptq dt �

»
R
sinc21ptq dt � π, (14.26)

où on a noté sinc2b la fonction tÑ sinc2bptq � psincbptqq2.

Preuve. Avec (14.21) on obtient : »
tPR

sinc2πaptq dt � {sinc2πap0q � 1

2a
, (14.27)

i.e.(14.25) première égalité. Puis par intégration par partie :»
R

1

t2
sin2ptq dt � �

»
R

�1
t
2 cos t sin t dx� r�1

t
sin2ptqs8�8 �

»
R

sin 2t

t
dt � 2

»
R
sinc2ptq dt � π.

D'où
³
R

sin2p2πatq
p2πaq2 dt � ³

R
sin2pyq
pyq2

dy
2πa � 1

2a . D'où (14.25) deuxième égalité.

Remarque 14.8 (Manipulation de la convolution.) La fonction sinc est intégrable au sens de Riemann, cf.
exercice 10.5. La convolution par la fonction constante � 1R donne l'aire sous la courbe :

psinc2πa � 1Rqpxq �
»
tPR

sinc2πaptq1Rpx� tq dt �
»
tPR

sinc2πaptq dt � c.

Donc sinc2πa � 1R � c1R dé�nie une distribution tempérée, et donc admet une transformée de Fourier dans S 1,
et :

Fpsinc2πa � 1Rq � Fpc1Rq � cδ0.

D'autre part, avec (13.48) et (14.21), on a :

Fpsinc2πa � 1Rq � Fpsinc2πaqFp1Rq � 1

2a
1r�a,as δ0 �

1

2a
δ0,

car 1r�a,asp0q � 1 et δ0 est absorbant.
D'où c1R � sinc2πa � 1R � F̄pFpsinc2πa � 1Rqq � 1

2a F̄pδ0q � 1
2a1R, i.e.(14.25) première égalité.
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14.2.4 Convergence du sinus cardinal vers δ0

Posant b � 2πa, (14.25) se réécrit , pour tout b ¡ 0 :»
R
b sincbptq dt � π �

»
R
b sinc2bptq dt. (14.28)

Les fonctions b sincb et b sinc
2
b ont une masse constante � π (indépendante de b).

Proposition 14.9 On a :
b sincb á

bÑ8
πδ0 dans D1, (14.29)

b sinc2b á
bÑ8

πδ0 dans D1. (14.30)

Par contre la suite p 1π n sincnqnPN� n'est pas considérée comme une approximation de l'identité (une suite
régularisante) : elle n'est ni à support borné, ni positive, bien que de masse unité.

Et la suite pnπ sinc2nqnPN� n'est pas considérée comme une approximation de l'identité (une suite régulari-
sante) : elle n'est pas à support borné, bien que positive et de masse unité.

Preuve. x1R � δ0, avec 1r�a,as á
aÑ8 1R dans S 1 et {1r�a,as � 2asinc2πa, d'où 2a

sinp2πaxq
2πax

á
aÑ8 δ0 dans S 1, donc

b

π

sinpbxq
bx

á
bÑ8

δ0 dans S 1.

Et voir proposition 3.41 page 28 pour b sinc2b : on pose fptq � 1
π sinc

2
1ptq � 1

π
sin2ptq
t2 , on a f P L1pRq avec³

R fptq dt � 1, et fbptq � bfpbtq � b

π

sin2pbtq
b2t2

� b

π
sinc2bptq á

bÑ8
δ0 dans S 1.

Proposition 14.10 Pour a, b ¡ 0 et tout A,B P R quand B � A, on a dans D1 :

b τAsincb á
bÑ8

πδA,

b τAsinc
2
b á
bÑ8

πδA,

τAsincbτAsinca á
bÑ8

0,

a τAsinca τBsincb á
aÑ8 0.

(14.31)

Preuve. τAfpxq � fpx�Aq donne a τAfpxq � afpx�Aq � τApabfqpxq, et τAδ0 � δA, d'où les deux premières
relations avec la proposition précédente.

Sachant sinca tempérée, on a aτAsinca tempérée. Et comme sincb P C8pRq est bornée, on a τBsincb bornée,
et si φ P S on a τBsincb φ P S. D'où , avec (14.29) et (14.31)1 :

xaτAsinca τBsincb, φy � xaτAsinca, τBsincb φy ÝÑ
aÑ8xπδA, τBsincb φy � π τBsincbpAqφpAq,

avec τBsincbpAq � sincbpA � Bq � sinpbpA�Bqq
bpA�Bq ÝÑbÑ8 0 quand A � B, d'où (14.31)4. Et si A � B alors

τBsincbpAq � sincbp0q � 1 et axτAsinca τBsincb, φyÝÑaÑ8 πφpAq, et donc xτAsinca τBsincb, φyÝÑaÑ8 0, d'où (14.31)3.

14.3 Peigne de Dirac

14.3.1 Dé�nition

Dé�nition 14.11 Pour a ¡ 0, on appelle peigne de Dirac de période a la distribution :

∆a �
¸
kPZ

δka � ...� δ�2a � δ�a � δ0 � δa � ..., (14.32)

dé�nie sur les fonctions φ continues en les kA pour k P Z par :

x∆a, φy �
¸
kPZ

φpkaq noté� x∆apxq, φpxqydx. (14.33)
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Pour φ P DpRq le membre de droite de (14.33) est une somme �nie (car φ est à support compact), et ∆a est
une distribution (immédiat).

Exercice 14.12 Montrer : pour a ¡ 0 :

∆apxq � 1

a
∆1px

a
q. (14.34)

Réponse. x∆1pxa q, φpxqydx � x∆1pxq, aφpaxqydx � °k axδkpxq, φpaxqydx � a
°
kPZ φpaxq � ax∆a, φy, où on a uti-

lisé (3.55).

Proposition 14.13 Le peigne de Dirac est une distribution tempérée.

Preuve. Pour φ P S on a :

|
¸
kPZ

φpkq| � |
¸
kPZ

p1�k2qφpkq 1

1� k2
| ¤ psup

xPR
|p1�x2qφpxq|q

¸
kPZ

1

1� k2
,

et donc x∆1, φy ¤ C p20pφq où C � °
kPZ

1
1�k2 : ∆1 est tempérée. Même démarche pour ∆a.

Remarque 14.14 Preuve alternative. Rappel :
°8
n�1

1
n2 � π2

6 . Et donc°
kPZ φpkq � φp0q �°

kPZ�pk2φpkqq 1
k2 ¤ p2,0pφq p1� π2

3 q.

14.3.2 Ses transformées de Fourier : les formules sommatoires de Poisson

Soit a ¡ 0.

Proposition 14.15 Première formule de Poisson : dans S 1 :x∆apνq �
¸
kPZ

e�2ikπaν , (14.35)

i.e., pour φ P S, avec xx∆a, φy �déf x∆a, pφy :
xx∆a, φy �

¸
kPZ

pφpkaq � ¸
kPZ

»
ωPR

φpνqe�2ikπaν dν
noté� xx∆apνq, φpνqydν .

Preuve. On a pδkapνq � e�2ikπaν dans S1. Et la transformée de Fourier F est linéaire continue de S 1 dans S 1,
d'où (14.35). Et xx∆a, φy � x∆a, pφy � °

kPZ pφpkaq.
Proposition 14.16 Deuxième formule de Poisson : dans S 1 :

x∆a � 1

a
∆ 1

a
, (14.36)

Soit, pour tout φ P S : ¸
k

pφpakq � 1

a

¸
kPZ

φpk
a
q. (14.37)

En particulier : x∆1 � ∆1, (14.38)

i.e. pour ν � 1 le peigne de Dirac est conservé par Fourier.

Preuve. Etablissons (14.38). On a
°
kPZ e

�2ikπν � °
kPZ e

�2ipk�1qπν � e�2iπν
°
kPZ e

�2ikπν , d'où par di�érence :

p1� e�2iπνqx∆1 � 0, dans S 1. (14.39)

Posons gpνq � 1�e�2iπν

ν : le développement limité à tout ordre de l'exponentielle e�2iπν au voisinage des ν � k P Z
indique que g est C8 au voisinage des entiers, et comme g est trivialement C8 ailleurs, on a g P C8pRq. Donc
1� e�2iπν � νgpνq et (14.39) donnent, pour tout φ P DpRq :

xνgx∆1pνq, φpνqy � 0 � xνx∆1pνq, gpνqφpνqy.
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De plus g ne s'annule pas sur s � 1, 1r : pe�2iπνq1pνq � �2iπe�2iπν � lim
hÑ0

e�2iπpν�hq � e�2iπν

h
et donc gp0q �

2iπ � 0, et pour ν Ps � 1, 1r la seule solution de e�2iπν � 1 est ν � 0. Donc toute fonction ψ P Dps � 1, 1rq est
de la forme gφ où φ P DpRq : onc, pour tout ψ P Dps � 1, 1rq :

xνx∆1, ψy � 0.

Donc :
νx∆1 � 0 dans D1ps � 1, 1rq,

donc, cf. (5.13) :
Dc0, x∆1 � c0δ0 dans D1ps � 1, 1rq.

Même démarche dans D1ps0, 2rq et dans tous les D1pspk�1q, pk�1qrq : �nalement :

DpckqkPZ, x∆1 �
¸
kPZ

ckδk dans D1pRq. (14.40)

Puis on considère la fonction porte 1sk� 1
2 ,k� 1

2 r : cette fonction n'est pas dansDpRq, mais peut-être régularisée :
on pourra refaire tous les calculs qui suivent avec la régularisée par convolution avec γ1, ce qui ici n'est pas
nécessaire car pour la masse de Dirac δk il su�t de considérer des fonctions continues en k. On a avec (14.40) :

xx∆1, 1sk� 1
2 ,k� 1

2 ry �
¸
mPZ

cmxδm, 1sk� 1
2 ,k� 1

2 ry � xckδk, 1sk� 1
2 ,k� 1

2 ry � ck,

avec
¸
mPZ

cmδm �
¸

m�kPZ
cm�kδm�k et donc, pour tout k, on a xx∆1, 1sk� 1

2 ,k� 1
2 ry � c0 � ck, et donc :

x∆1 � c0
¸
kPZ

δk dans D1pRq. (14.41)

Puis :
xx∆1, 1s� 1

2 ,
1
2 ry � x∆1, {1s� 1

2 ,
1
2 ry � x

¸
k

δk, {1s� 1
2 ,

1
2 ry �

¸
k

{1s� 1
2 ,

1
2 rpkq,

avec {1s� 1
2 ,

1
2 rptq � sincπptq � sinπt

πt donne {1s� 1
2 ,

1
2 rp0q � 1 et {1s� 1

2 ,
1
2 rpkq � 0, d'où :

xx∆1, 1s� 1
2 ,

1
2 ry � 1,

et donc c0 � 1 et : x∆1 �
¸
kPZ

δk � ∆1. (14.42)

Puis :
x∆a, pφy �¸

k

pφpkaq �¸
k

pψpkq � x∆1, pψy � xp∆1, ψy � x∆1, ψy,

où on a posé : pψpνq � pφpaνq et donc ψptq � 1

a
φp t
a
q.

D'où :

xp∆a, φy � x∆1, ψy �
¸
k

1

a
φpk
a
q � 1

a

¸
k

xδ k
a
, φy,

vrai pour tout φ P S, d'où (14.36).

Corollaire 14.17 Pour S P E 1 (à support borné), comme ∆a P S 1 (est tempérée), on a S � ∆a P S 1 (est
tempérée), et S �∆a est somme de sa série de Fourier :

pS �∆aqptq � 1

a

¸
kPZ

pSpk
a
q e2i kaπt. (14.43)

Preuve. Avec pS P C8pRq (car S à support compact), posant b � 1
a , sachant que δkb est absorbant et que

Fpe2iπkb.q � δkb, on a :

FpS �∆aq � pS x∆a � b pS∆b � b
¸
kPZ

pSpkbqδkb � b
¸
kPZ

pSpkωqFpe2iπkb.q � Fpb
¸
kPZ

pSpkbqe2ikπb.q,
par linéarité et continuité de F dans S 1. D'où (14.43) en appliquant F�1.
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14.3.3 Peigne de Dirac et distributions périodiques

Dé�nition 14.18 Une distribution T P D1pRq est dite périodique ssi il existe a ¥ 0 telle que τaT � T .
Et on dit alors que T est périodique de période a quand a est le plus petit réel véri�ant τaT � T .
(On exclut souvent le cas T � constante, i.e. on parle de distribution périodique quand a ¡ 0.)

Exemple 14.19 ∆a est périodique de période a.

Exemple 14.20 Soit Tf �noté f la distribution régulière associée à une fonction périodique f P L1
locpRq de

période a. Montrons :
f � f1r0,as �∆a. (14.44)

Pour φ P S on a :

xf, φy �
»
R
fpxqφpxq dx �

¸
kPZ

» pk�1qa

ka

fpxqφpxq dx �
¸
kPZ

» a
0

fpy�kaqφpy�kaq dy

�
¸
kPZ

» a
0

fpyqφpy�kaq dy �
» a
0

fpyq p
¸
kPZ

φpy�kaqq dx

�
» a
0

fpyq p
¸
kPZ

pδka � φqpyqq dy �
» a
0

fpyq pp
¸
kPZ

δkaq � φqpyq dy,

et donc :
xf, φy � xf1r0,as,∆a � φy � xf1r0,as �∆a, φy,

car q∆a � ∆a et f1r0,as étant à support compact le produit tensoriel est bien dé�ni.

Le théorème suivant généralise cet exemple :

Théorème 14.21 Soit T est une distribution périodique. Si sa période est a ¡ 0, alors pour tout ε ¡ 0, il
existe S P E 1 (distribution à support compact) t.q. supppSq � r�ε, a� εs et t.q. :

T � S �∆a, (14.45)

et donc T est tempérée.
Et on peut prendre ε � 0 quand T est une distribution périodique régulière, i.e. quand T � Tf avec f

périodique de période a.
(Dans le cas d'une distribution périodique quelconque, on ne sait pas prendre ε � 0.)

Preuve. Contrairement à l'exemple 14.20, on ne peut pas tronquer brutalement par 1r0,as (la fonction 1r0,as
n'est pas C8 et le produit T1r0,1s n'a pas de sens).

On commence par régulariser 1r0,as en posant φ � γn � 1r0,as où γn est l'approximation de l'identité δ0 (pour
le produit de convolution) donnée par (2.25), avec n assez grand pour que 1

n   a
2 . On a φ P DpRq et φT a un

sens, avec supppφT q � r� 1
n , a� 1

n s. Montrons que :

T � pφT q �∆a dans D1pRq,

et donc que S � φT convient.
On a

°
kPZ τkaφpxq � 1 � °

kPZ τ�kaφpxq pour tout x P R, cf. (2.35).
On a φT P E 1 et ∆a P D1 et donc pφT q�∆a est bien dé�ni. D'où, sachant que ∆a � q∆a, pour tout ψ P DpRq,

on a :
xpφT q �∆a, ψy � xφT,∆a � ψy � xφT,

¸
kPZ

τakψy � xT,
¸
kPZ

φ τakψy,

avec
°
k φpxqτakψpxq �

°
kPZ φpxqψpx�akq �

°
kPZ φpx�akqψpxq �

°
kPZ τ�akφpxqψpxq � ψpxq, et donc :

xpφT q �∆a, ψy � xT, ψy,

pour tout ψ P DpRq. D'où T � pφT q �∆a dans D1pRq, et S � φT P E 1pRq convient.
Puis ∆a étant tempérée et S étant compact, ∆a � S est tempérée, cf. proposition 13.30.
Cas particulier d'une distribution régulière : c'est l'exemple 14.20.
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Exemple 14.22 T � ∆a est périodique, et ∆a � δ0 �∆a, donc S � δ0 convient, ainsi que S � δka pour tout
k P Z.

Corollaire 14.23 Si T est périodique non nulle, alors sa transformée de Fourier pT P S 1 n'est jamais une
fonction, mais est de la forme : pT � 1

a

¸
kPZ

pSpk
a
qδ k

a
, (14.46)

où S est donnée dans le théorème précédent.

Preuve. Sachant τaT � T , si pT était une fonction on aurait e�2iπaξ pT pξq � pT pξq pour tout ξ, cf. (13.26), soit
donc p1� e�2iπaξq pT pξq � 0. Et donc pT pξq � 0 presque partout. Absurde si T est une fonction non nulle.

Et comme T est de la forme (14.45), Et FpT q � FpS �∆aq � pSx∆a, et (14.36) donne (14.46).

14.4 Distributions à support borné et théorème de Shannon

14.4.1 L'espace VB

On note :
VB � tf P L2pRq : suppp pfq � r�B,Bsu (14.47)

le sous-ensemble des fonctions de L2pRq dont la transformée de Fourier est à support borné dans r�B,Bs : on
dit que f est à largeur de bande limité en fréquence, ici largeur de bande 2B, et de largeur de demi-bande B.

Exemple 14.24 La fonction f � sinc2πB est dans VB est dans VB car Fpsinc2πBqpνq � 1
2B 1r�B,Bspνq,

cf. (14.21) : le support de pf est borné.
Et Fpτsfqpνq � Fpτssinc2πBqpνq � e�2iπcνFpsinc2πBqpνq � 1

2B e
�2iπcν 1r�B,Bspνq, cf. (14.13). Doncyτsf P VB

et yτsf a même support que pf .
Ce dernier exemple est général :

Lemme 14.25 Toutes les fonctions de VB sont C8pRq à croissance lente (croissance au plus polynomiale). Et
si f P VB alors toutes ses translatées véri�ent τsf P VB , pour tout s P R :

supppyτsfq � suppp pfq. (14.48)

Preuve. Si f P L2pRq alors pf existe dans L2pRq.
Et pour f P VB on a pf P E 1, donc ppf � qf est C8pRq à croissance lente, cf. proposition 13.9. Donc f est C8

à croissance lente. Et τsfptq �déf fpt� sq véri�e :
yτsfpνq � e�i2πs pfpνq,

cf. (14.13). D'où (14.48).

14.4.2 Les fonctions wk de Shannon

On note :

w0ptq �
?
2B sinc2πBptq p�

?
2B

sinp2πBtq
2πBt

q, (14.49)

On a w0p0q �
?
2B et w0p k2B q � 0 pour tout k. Et pour k P Z on considère ses translatées :

wk � τ k
2B
w0, (14.50)

i.e. :

wkptq �
?
2B sinc2πBpt� k

2B
q p�

?
2B

sinp2πBt�kπq
2πBt�kπ q, (14.51)

donc telles que wkp k2B q �
?
2B et wkp ℓ

2B q � 0 pour tout k � ℓ.
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Exercice 14.26 Montrer : xw0 � 1?
2B

1r�2B,2Bs et xwk � 1?
2B

e�iπ
k
B 1r�2B,2Bs.

Réponse. Avec (14.21), xw0pνq �
?
2B {sinc2πBpνq � ?

2B 1
2B

1r�2B,2Bspνq.
Et xwkpνq � {τ k

2B
w0pνq � e�2iπ k

2B xw0pνq

Lemme 14.27 (de Shannon.) On a :

w0 � w0 � 1?
2B

w0, (14.52)

et la famille pwkqkPZ est orthonormale dans pVB , p�, �qL2pRqq.

Preuve. On a, avec (14.20), {1r�B,Bspxq � 2B sinc2πBpxq �
?
2Bw0pxq. Donc pw0 � w0q � 1

2B p {1r�B,Bs �{1r�B,Bsq � 1
2BFp1r�B,Bs.1r�B,Bsq � 1

2BFp1r�B,Bsq � 1?
2B

w0.
On a :

pwk, wℓqL2 � 2B

»
tPR

sinc2πBpt� k

2B
qsinc2πBpt� ℓ

2B
q dt

� 2B

»
xPR

sinc2πBpxqsinc2πBpx�ℓ�k
2B

q dx � pw0, wℓ�kqL2 .

Et comme w0 est paire (w0p�xq � w0pxq) on a :

pw0, wmqL2 �
»
R
w0ptqw0pt� m

2B
q dt �

»
R
w0ptqw0p m

2B
�tq dt � pw0 � w0qp m

2B
q � 1?

2B
w0p m

2B
q.

D'où si m � 0 alors ||wm||2L2 � ||w0||2L2 � 1?
2B

w0p0q � 1, et si m � 0, alors pwk, wℓqL2 � 0 car w0p m2B q � 0

pour m � 0. Et la famille pwkqkPZ est bien orthonormale dans L2pRq.

14.4.3 Théorème de Shannon pour L2pRq
Théorème 14.28 (Echantillonnage de Shannon.) pwkqkPZ est une base hilbertienne (base orthonormée) de
pVB , p�, �qL2pRqq, autrement dit, toute fonction f P VB se décompose sur la base orthogonale (non normée) des
sinus cardinaux, avec :

fptq �
¸
kPZ

fp k
2B

q sinc2πBpt� k

2B
q p�

¸
kPZ

fp k
2B

q sinp2πBt�πkq
2πBt�πk q, (14.53)

et les fp k2B q sont les composantes de f sur la base orthogonale pτ k
2B

sinc2πBqkPZ (base non normée). Et ainsi

f (et pf en appliquant Fourier à (14.53)) est entièrement déterminée par un nombre dénombrable de réels, les
pfp k2B qqkPZ, �son échantillonage sur la grille 1

2BZ�.
Ou encore, en considérant Fourier inverse, si g P L2pr�B,Bs;Rq, alors sa transformée de Fourier pg P VB est

entièrement déterminée par �son échantillonage sur la grille 1
2BZ� (par ses valeurs ponctuelles pgp k2B q, k P Z).

Et la décomposition sur la b.o.n. pwkqZ donne la norme L2 : pour f P VB , on a, pour t P R :

fptq � 1?
2B

¸
kPZ

fp k
2B

q wkptq, avec ||f ||2L2 � 1

2B

¸
kPZ

f2p k
2B

q, (14.54)

et les 1?
2B
fp k2B q sont les composantes de f sur la base orthonormale pwkqkPZ.

Et en appliquant la transformée de Fourier, pf est donnée par :

@ν P r�B,Bs, pfpνq � ¸
kPZ

1

2B
fp� k

2B
q eiπk

B ν , (14.55)

soit :

@ν P R, pfpνq � ¸
kPZ

1

2B
fp� k

2B
q eiπk

B ν1r�B,Bspνq. (14.56)

Et on a ainsi un isomorphisme : $&%
BV ÐÑ ℓ2

f ÞÑ pfp k
2B

qqkPZ.
(14.57)

(Et même l'isométrie f ÞÑ 1?
2B
pfp k2B qqkPZ.)
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Preuve. Disposant du lemme de Shannon, il s'agit de montrer que la famille pwkqZ est génératrice dans VB .
Pour ce, il su�t de montrer que (14.54) est vraie pour toute fonction f P VB . Comme f P L2pRq, on a pf P L2pRq.
Comme suppp pfq P r�B,Bs, on a pf P L2pr�B,Bsq et on dispose du développement en série de Fourier, cf. (10.6) :
pour (presque tout) ν P r�B,Bs (intervalle de longueur 2B) :

pfpνq � ¸
kPZ

ck e
2ikπ
2B ν , où ck � 1

2B

» B
�B

pfpνqe�2ikπ
2B ν dν. (14.58)

Et ayant supp pf � r�B,Bs, donc que pf � pf1r�B,Bs, on déduit :

ck � 1

2B

»
R
pfpνqe�2ikπ

2B ν dν � 1

2B
ppfp k

2B
q � 1

2B
fp� k

2B
q. (14.59)

D'où (14.55) et (14.56). Puis :

Fpe iπk
B .1r�B,Bsqptq � pFpe 2iπk

2B .q � Fp1r�B,Bsqqptq
� pδ k

2B
� 2B sinc2πBqptq � 2B τπk

B
sinc2πBptq

�
?
2B τπk

B
w0ptq �

?
2B wkptq.

Et donc :

fp�tq � ppfptq � ¸
kPZ

1

2B
fp� k

2B
q
?
2B wkptq � 1?

2B

¸
kPZ

fp� k

2B
q wkptq,

et donc :

fptq � 1?
2B

¸
kPZ

fp k
2B

q w�kp�tq,

avec w�kp�tq � w0p�t� kπ
B q � w0pt� kπ

B q � wkptq puisque w0 est paire. D'où (14.54).

Corollaire 14.29 Quand f P VB , on a :

@C ¥ B, fptq �
¸
kPZ

fp k
2C

q τ k
2C

sinc2πCpt� k

2C
q (14.60)

Preuve. Pour C ¥ B et f P VB on a trivialement f P VC .

Remarque 14.30 Théorème de Paley�Wiener : une fonction f est dans VB ssi c'est la restriction à l'axe réel

d'une fonction entière F pzq telle que
�³

R |F ps � iτq|2 ds
	 1

2 ¤ CeBτ pour tout τ P R, C étant une constante

indépendant de τ . On ne s'en servira pas ici.

14.4.4 Théorème de Shannon pour les fonctions trigonométriques

Prenons le cas de la fonction sinp2πBtq � e2iπBt�e�2iπBt

2i , qui n'est pas dans L2pRq mais dont la transformée

de Fourier δB�δ�B

2i est une distribution à support compact dans r�B,Bs.
Si (14.54) était vraie, on aurait sinp2πBtq � °

kPZ sinp2πBp k2B qq sinp2πBt�kπq
2πBt�kπ � 0 pour tout t car sinpkπq � 0

pour tout k. C'est absurde. Donc (14.54) est faux pour la fonction sinus (qui n'est pas dans L2pRq).
On devra se contenter de (14.60) avec C ¡ B :

Théorème 14.31 Soit eBptq � e2iπBt. Si C ¡ |B|, alors pour tout t P R on a :

eBptq �
¸
kPZ

eBp k
2C

q sinc2πCpt� k

2C
q, (14.61)

i.e. à condition de prendre C ¡ |B|, la fonction eB � e2iπBt est décomposable sur les fonctions ptÑ sinc2πCpt�
k
2C qqkPZ.

Et, par linéarité, si f � °N
k��N cke

2iπBkt (somme �nie), où les Bk, ck sont des réels, on a :

si C ¡ max
k��N,N

|Bk| alors fptq �
¸
kPZ

fp k
2C

q sinc2πCpt� k

2C
q, (14.62)

pour tout t P R.
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Preuve. Soit g � eB1s�C,Cr la fonction tronquée. Cette fonction est dans L2pr�C,Csq et a donc pour série de
Fourier, au sens presque partout dans s � C,Cr :

gptq �
¸
kPZ

cke
2iπk
2C t, où ck � sinp2πBC � πkq

2πBC � πk
,

car :

ck � 1

2C

» C
�C

gptqe�2iπ k
2C t dt � 1

2C

» C
�C

e2iπpB�
k
2C qt dt � 1

2C

e2iπpB�
k
2C qC � e�2iπpB� k

2C qC

2iπpB � k
2C q

.

Et la fonction g étant C1 dans s � C,Cr, gptq est égal à sa série de Fourier : pour tout t Ps � C,Cr :

@t Ps � C,Cr, gptq � eBptq � e2iπBt �
¸
kPZ

sinp2πBC � πkq
2πBC � πk

e
2iπk
2C t.

Et ceci est vrai quel que soit B P R. Donc, en inversant les notations tØ B :

@t P R, @B Ps � C,Cr, e2iπBt �
¸
kPZ

e
2iπkB

2C
sinp2πtC � πkq

2πtC � πk
.

14.4.5 Théorème de Shannon pour les T P S 1 t.q. pT P E 1

On peut avoir des problèmes avec les bords du support de T . L'idée est donc, dans (14.60), de remplacer
sinc2πCptq � 1

2CFp1r�C,Csq par :
ψptq � 1

2C
Fpγn � 1r�C,Csq, (14.63)

où n est �xé et γn donnée par (2.25) régularise 1r�C,Cs.

Lemme 14.32 Soit T P D1pRq telle que suppp pT q � r�B,Bs où B ¡ 0.
Alors T est (identi�ée à) une fonction C8pRq à croissance lente (croissance au plus polynomiale), et si

C ¡ B, alors T est entièrement déterminée par la suite dénombrable des ses valeurs T p k2C q :

T ptq �
¸
kPZ

T p k
2C

qψpt� k

2C
q, (14.64)

où n véri�e 1
n ¤ minpB,C�Bq (à comparer avec (14.60)).

Preuve. Pour C ¡ B on prend n t.q. 1
n   C�B : donc r�C� 1

n , C� 1
n s � r�B,Bs, et donc φ � γn � 1r�C,Cs

est une fonction de DpRq qui vaut 1 sur r�B,Bs (et qui est nulle sur R� r�C� 1
n , C� 1

n s).
Montrons que pT est la fonction de DpRq donnée par :

pT � φp pT �∆2Cq. (14.65)

Comme �τcpfgq � pτcfqpτcgq� car �τcpfgqpxq � fpx�cqgpx�cq � τcfpxqτcgpxq�, et comme ∆2C � q∆2C on a,
pour tout ζ P S :

xφp pT �∆2Cq, ζy � x pT �∆2C , φζy � x pT ,∆2C � pφζqy � x pT ,¸
kPZ

τ2Ckpφζqy

�
¸
kPZ

x pT , τ2Ckpφζqy � ¸
kPZ

xpτ2Ckφq pT , τ2Ckζy,
avec pT qui est nul sur Dps � C� 1

n , C� 1
n rq (car suppT �s � C� 1

n , C� 1
n r� r�B,Bs), et avec φpν�2Ckq � 0

quand ν R r�C�2Ck� 1
n , C�2Ck� 1

n s (car φ est nulle quand ν R r�C� 1
n , C� 1

n s. Donc pτ2Ckφq pT est nul pour

tout k � 0. Donc le seul terme non nul de la somme est le terme pour k�0, à savoir x pTφ, ζy � x pT , ζy car φ � 1
sur suppT :

xφp pT �∆2Cq, ζy � x pT , ζy.
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On en déduit, sachant ζ � ppqζ pour tout ζ P S :

xT, ζy � x pT ,pqζy � xφp pT �∆2Cq,pqζy � x pT �∆2C , φ
pqζy.

D'où avec (14.43) :

xT, ζy � 1

2C

¸
kPZ

ppT p k
2C

q xe 2ikπν
2C , φpνqpqζpνqydν � 1

2C

¸
kPZ

ppT p k
2C

q xFpe 2ikπν
2C φpνqqptq, qζptqydt.

Et avec Fpe 2ikπ.
2C φq � τ k

2C
pφ et avec ppT � qT , on déduit :

xT, ζy � 1

2C

¸
kPZ

ppT p k
2C

q xτ k
2C

pφptq, qζptqydt � 1

2C

¸
kPZ

T p� k

2C
q xτ k

2C
pφp�tq, ζptqydt

d'où :

T ptq � 1

2C

¸
kPZ

T p� k

2C
qτ�k

2C
pφp�tq � 1

2C

¸
kPZ

T p k
2C

qpφp�t� k

2C
q.

Et pour φ paire, avec (14.63) on a ψ paire et pφ � qpφ � 2Cψ.

Remarque 14.33 En général la formule est fausse en prenant C � B. Exemple avec pf � δπ�δ�π de période 2π,
cas B � π : c'est la transformée de Fourier de fptq � 2i?

2π
sinpπtq qui s'annule en tout k. En particulier

fpkπB q � fpkq � 0 pour tout k, et (14.64) et visiblement faux quand on prend C � B.

On en déduit :

Théorème 14.34 On conserve la formule de Shannon (14.60) dans le cas particulier, toujours supposant T P S 1,
supp pT � r�B,Bs et C ¡ B, sous la condition supplémentaire :¸

kPZ
|fp k

2C
q|   8, (14.66)

où T � Tf �noté f la fonction C8pRq à croissance lente.

Preuve. Il s'agit de montrer, sous condition, que dans (14.64) on peut remplacer ψ par sincC . I.e. on veut
remplacer φ � pγn � 1r�C,Csq par p1r�C,Csq. On regarde donc :

Dn � |
¸
kPZ

fp k
2C

qψpt�kπ
C
q �

¸
kPZ

fpkπ
C
q sincCpt�kπ

C
q|

¤ ||Fpγn � 1r�C,Csq � Fp1r�C,Csq||8
�¸
kPZ

|fp k
2C

q|
	
.

Mais � ||pg||8 ¤ ||g||L1pRq� donne :

||Fpγn � 1r�C,Csq � Fp1r�C,Csq||8 ¤ ||γn � 1r�C,Csq � 1r�C,Cs||L1pRq

avec :

||γn � 1r�C,Csq � 1r�C,Cs||L1pRq ¤
» �C� 1

n

�C� 1
n

dx�
» C� 1

n

C� 1
n

dx ¤ 4

n
ÝÑ
nÑ8 0.

D'où, dès que
°
kPZ |fp k2C q|   8, on a DnÝÑnÑ8 0.
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14.5 Densité spectrale d'énergie

14.5.1 Dé�nition

Pour f P L2pRq, on a :

fptq �
»
R
pfpνqe2iπνt dν où pfpνq � »

R
fptqe2iπνt dt.

Dé�nition 14.35 Le densité spectrale d'énergie (ou densité d'énergie en fréquence) est :

Φf � | pf |2, (14.67)

soit pour tout ν P R :

Φf pνq � | pfpνq|2 � ���»
R
fptqeiνt dt

���2 p� pfpνq pfpνqq. (14.68)

Ainsi l'énergie est (théorème de Parseval) :

||f ||2L2 � || pf ||2L2 �
»
R
Φf pνq dν, (14.69)

i.e. est l'intégrale de sa densité spectrale.

Exemple 14.36 Soit fBptq � sinp2πatq1r�B,Bsptq (la fonction sinus tronquée). On a donc :

xfBpνq � p {sinp2πatq � {1r�B,Bsqpνq � δapνq � δ�apνq
2i

� 2Bsinc2πBpνq

� B

i
pτasinc2πBpνq � τ�asinc2πBpνqq.

(14.70)

D'où :

ΦfB pνq � B2
���sinc2πBpν�aq � sinc2πBpν�aq

���2.
Remarque 14.37 Dans l'exemple précédent, sachant BsincB á

BÑ8
πδ0, et BτasincB á

BÑ8
πδa, on obtient :

pFpsinp2πa.q1r�B,Bsq �q xfB á
BÑ8

δa � δ�a
2i

p� Fpsinp2πa.qqq dans S 1, (14.71)

au sens, pour tout φ P S :

xxfB , φy ÝÑ
BÑ8

φpaq � φp�aq
2i

.

Les ingénieurs ont tendance à noter :

xfBpνq á
BÑ8

δapνq
2i

� δ�apνq
2i

, (14.72)

puis :

|xfBpνq|2 á
BÑ8

���δapνq
2

� δ�apνq
2

���2, (14.73)

ce qui n'a aucun sens lu brutalement : par exemple la fonctionnelle δ20 n'a pas de sens : elle correspondrait à la
limite de la fonction pn 1r0, 1n sq2 � n2 1r0, 1n s dont l'aire sous la courbe vaudrait n2 1

n � n qui tend vers l'in�ni

avec n : et donc δ20 serait une �fonction généralisée d'énergie in�nie�, ce qui serait inutilisable.
Et à la limite B Ñ 8, alors xfB devient la distribution donnée par ses valeurs xxfB , φy pour φ P S dont le

calcul se fait en commençant par le calcul de |xfBpνq|2 à B donné, avec (14.70) :

|xfBpνq|2 � B2
�
pτasinc2πBpνqq2 � pτ�asinc2πBpνqq2 � 2τasinc2πBpνqτ�asinc2πBpνq

	
,

dont on déduit, pour tout φ P S :

x|xfBpνq|2, φy ÝÑ
BÑ8

1

4
pφpaq � φp�aqq.

D'où :

|xfBpνq|2 á
BÑ8

1

4
|δapνq � δ�apνq|, dans S 1, (14.74)

ce qui a un sens, contrairement à (14.73) qui n'en a pas.
Interprétation : pour �B grand�, alors |xfBpνq|2 �est concentrée en a et en �a�, le graphe de xfB ressemblant

à une courbe en �double cloche�, l'aire sous chaque cloche valant � π
2 .
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14.5.2 Théorème de Wiener�Khinchin

Dé�nition 14.38 On dé�nit la fonction d'autocorrélation d'une fonction f : R Ñ C par (avec s un �décalage
en temps�) :

R0
f psq �

» 8
t��8

fps� tqfptq dt � pτ�sf, fqL2 . (14.75)

Théorème 14.39 Pour f P L2pRq, la fonction d'autocorrélation est la transformée de Fourier de la densité
spectrale d'énergie :

R0
f � FpΦf q. (14.76)

Preuve. Comme f P L2pRq, on a |f |2 P L1pRq et donc Fp|f |2q � FpΦf q est bien dé�ni. Puis fptq �
1?
2π
p³
ωPR

pfpωqe�iωt dω, d'où :

R0
f psq �

» 8
t��8

1?
2π
p
»
ωPR

pfpωqe�iωpt�sq dωq 1?
2π
p
»
νPR

pfpνqe�iνt dνq dt
� 1?

2π

»
ω

»
ν

pfpωq pfpνqeiνsp 1?
2π

»
t

e�ipω�νqt dtq dωdν

� 1?
2π

»
ω

»
ν

pfpωq pfpνqeiνsδpω � νq dωdν

� 1?
2π

»
ω

pfpωq pfpωqeiωs dω � FpΦf qpsq,

comme annoncé, avec le calcul formel 1?
2π

³
t
e�ipω�νqt dt � Fpe�ipω�νqtq � δpω � νq au sens des distributions

(dans D1pRq).
N.B. : pour faire le calcul sans abuser du caractère formel, on peut par exemple multiplier e�ipω�νqt par une

fonction d'approximation de 1R, i.e. on pose :

Ipf, nq �
» 8
t��8

fps� tqfptq
?
2πxγnptq dt,

qui d'une part donne x?2πxγn, pτ�sfq fyÝÑnÑ8x
?
2π pδ0, pτ�sfq fy � x1R, pτ�sfq fy � R0

f psq, et qui d'autre part
donne

Ipf, nq � 1?
2π

»
ω

»
ν

pfpωq pfpνqeiνsp 1?
2π

»
t

e�ipω�νqt
?
2πxγnptq dtq dωdν

� 1?
2π

»
ω

»
ν

pfpωq pfpνqeiνs?2π
|xxγnpω�νq dωdν

� 1?
2π

»
ω

»
ν

pfpωq pfpνqeiνs?2πγnpω�νq dωdν

� 1?
2π

»
ν

pfpνqeiνsp»
µ

pfpµ�νq?2πγnpµq dµqdν

ÝÑ
nÑ8

1?
2π

»
ν

pfpνqeiνs pfpνq?2πdν � R0
f psq.

14.6 Densité spectrale de puissance

14.6.1 Dé�nitions

La fonction d'autocorrélation dé�nie en (14.75) n'a pas de sens pour les fonctions f de type constante, sinus
ou cosinus (qui ne sont pas dans L2pRq). On s'intéresse alors dans ce cas aux �valeurs moyennes� :

Dé�nition 14.40 Le coe�cient d'autocorrélation est la fonctionnelle R : f Ñ Rpfq �noté Rf dé�nie sur R par
(quand ça a un sens) :

Rf psq � lim
λÑ8

1

λ

» λ
2

t��λ
2

fpt�sqfptq dt. (14.77)
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Exemple 14.41 Pour fptq � eiat, on a eiapt�sqeiat � eias, d'où :

Rf psq � lim
λÑ8

1

λ

» λ
2

t��λ
2

eias dt � eias lim
λÑ8

1

λ

» λ
2

t��λ
2

dt � eias,

soit donc Rf psq � fpsq : le coe�cient d'autocorrélation de f � eia� est f elle-même. Autrement dit, la fonction-
nelle R : f Ñ Rpfq � Rf conserve les eiat pour tout a P R.

On dé�nit l'espace de fonctions dans lequel Rf a un sens (espace contenant L2pRq) :

V � tf : RÑ C mesurable t.q. lim
λÑ8

1

λ

» λ
2

�λ
2

|fptq|2 dt   8u. (14.78)

Il est immédiat que si f P V , alors τsf P V pour tout s P R, puisque 1
λ

³ λ
2

t��λ
2

|fpt�sq|2 dt � 1
λ

³ λ
2�s
u��λ

2�s
|fpuq|2 du ¤

Cpλ, sq 1µ
³ µ

2

u��µ
2
|fpuq|2 du où on a posé µ � maxpλ2 � |s|, λ2 � |s|q et Cpλ, sq � µ

λ (on a µ ¥ λ ¡ 0 et Cpλ, sq � 1

quand λÑ8).
On dé�nit un semi-produit scalaire sur V par :

pf, gqV � lim
λÑ8

1

λ

» λ
2

�λ
2

fptqgptq dt, (14.79)

et la semi-norme associée :

||f ||V �
�
lim
λÑ8

1

λ

» λ
2

�λ
2

|fptq|2 dt
	 1

2

. (14.80)

En particulier pτ�sf, fqV � Rf psq.
Il est clair que L2pRq � V , car pour f P L2pRq on a

³ λ
2

�λ
2

|fptq|2 dt ¤ ³8
�8 |fptq|2 dt   8, d'où, si f P L2pRq

on a ||f ||V � 0. De même on a ||f ||V � 0 pour toute fonction intégrable à support compact.
Les fonctions constantes (les c1R) sont dans V avec :

||c1R||V �
�
lim
λÑ8

1

λ

» λ
2

�λ
2

|c|2 dt
	 1

2 � |c|   8,

et de manière plus générale :

Proposition 14.42 Toute fonction périodique de période T qui est de carré intégrable sur une période est
dans V , avec :

||f ||V �
� 1

T

» T
2

T
2

|fptq|2 dt
	 1

2 p�
� 1

T

» a�T
a

|fptq|2 dt
	 1

2

, @aq, (14.81)

i.e. ||f ||2V est la valeur moyenne de |f |2 sur une période.

Preuve. Soit λ ¡ 0 et soit k entier tel que λ P kT�s0, T s �skT, pk�1qT s. Sachant ³T
t�0

|fptq|2 dt � ³T�a
a

|fptq|2 dt
pour tout a puisque �

³T�a
a

� ³T
a
� ³T�a

T
� ³T

a
� ³a

0
� pour les fonctions périodiques de période T , on a :» λ

2

�λ
2

|fptq|2 dt �
» λ
0

|fptq|2 dt �
» t�kT
0

|fptq|2 dt�
» λ
kT

|fptq|2 dt

� k

» T
0

|fptq|2 dt� θ

» T
0

|fptq|2 dt,

où θ P r0, 1s. D'où le résultat en multipliant par 1
λ avec 1

kT�T ¤ 1
λ ¤ 1

kT et en faisant k Ñ8.

Remarque 14.43 L'espace V est un espace pré-hilbertien non séparable : par exemple la famille non dénom-
brable peiaxqaPR est orthonormée :

peiax, eibxqV � lim
TÑ8

1

2T

» T
�T

eipa�bqt dt � δab,

(où δab est ici le symbole de Kronecker) puisque, si b � a la fonction eipa�bqt est périodique de moyenne nulle et
donc peiax, eibxqV � 0, et si a � b on a ||eiax||2V � 1 la valeur moyenne.

La famille peiaxqaPR est donc libre (si
°
aPR cae

iax � 0 alors p°aPR cae
iax, eibxqV � cb � 0 pour tout b), et

donc une base de V contient au moins un nombre non dénombrable d'éléments.
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15 Résolution d'équations di�érentielles et calcul symbolique

15.1 Le problème : forme classique

Soit m P N�, a1, ..., am P R et l'opérateur di�érentiel P1 � dm

dtm � a1
dm�1

dtm�1 � . . .� am�1
d
dt � am :

P1 :

#
CmpR;Rq Ñ C0pR;Rq

u Ñ P1puq � upmq � a1 u
pm�1q � . . .� am�1u

1 � amu,
(15.1)

But : pour f P C0pR;Rq lipschitzienne et u0, ..., um�1 P R (données), trouver u : R� Ñ C t.q.#
P1puq � f dans R� (EDO),

up0q � u0, . . . , u
pm�1qp0q � um�1 (CI).

(15.2)

C'est une équation di�érentielle ordinaire (EDO) de degré m avec m conditions initiales (CI). Le théorème de
Cauchy�Lipschitz donne l'existence et l'unicité de la solution.

Rappel de la démarche classique de résolution :
1- Résolution de l'équation di�érentielle (15.1) homogène (i.e. pour f � 0) : trouver u t.q.

P1puq � 0, i.e. upmq � a1 u
pm�1q � . . .� am�1u

1 � amu � 0. (15.3)

Pour ce on cherche les solutions de type tÑ uptq � ert : on obtient immédiatement P1puqptq � P prqert � 0 où

P prq � rm � a1r
m�1 � ...� am�1r � am (polynôme de degré m associé), (15.4)

dit polynôme caractéristique. On a : uptq � ert est solution homogène ssi P prq � 0. Donc on cherche les m
racines de P dans C. Si r est racine simple alors ert est solution, et si r est racine multiple d'ordre k alors
ert, tert, ..., tk�1ert sont solutions. On obtient m solutions indépendantes ui, et toute combinaison linéaires°m
i�1 ciui est solution de (15.3) (car P1 est linéaire : P1pu� αvq � P1puq � αP1pvq et f � 0 ici).

2- Puis on cherche une solution particulière up à l'aide de la méthode de �variation des constantes�.

3- Et la solution de (15.2) est de la forme u � °m
i�1 ciui� up (somme d'une solution homogène générique et

de la solution particulière trouvée), et on utilise les conditions initiales pour trouver les ci. (Voir cours de 1ère
année �Equations di�érentielles� https://www.isima.fr/leborgne/Isimath1ereannee/ed_cours.pdf .)

15.2 EDO sous forme équation de convolution

Soit P2pδ0q P D1pRq la distribution associée à P1 dé�nie par

P2pδ0q :� δ
pmq
0 � a1δ

pm�1q
0 � . . .� am�1δ

1
0 � amδ0. (15.5)

Si u P L1
locpRq, on note Tu la distribution régulière associée. On a δpkq0 � Tu � pTuqpkq cf. (9.16)-(9.18), noté

δ
pkq
0 � u � upkq. Puis on remplace P1puq � f par P2pδ0q � Tu � Tf (équation dans D1pRq) noté

P2pδ0q � u � f P D1pRq. (15.6)

C'est une équation algébrique (le produit P2pδ0q �u est � f). Résolution classique dans un anneau pA,�, �q : si
A, u, f P A et si A est inversible dans A alors A � u � f a pour solution u � A�1 � f ; en e�et A � u � f donne
A�1 � pA � uq � A�1 � f , d'où (associativité dans un anneau) pA�1 �Aq � u � A�1 � f (voir annexe 18).

Malheureusement pD1pRq,�, �q n'est pas un anneau car � n'est pas associatif dans D1pRq :
p 1R � δ10loomoon
�p1Rq1�0

q �H0loooooooomoooooooon
�0

� 1R � p δ10 �H0loomoon
�pH0q1�δ0

q
loooooooomoooooooon

�1

. (15.7)

Ici D1pRq est �trop grand� : on va se limiter au sous ensemble D1pR�q des distributions à supports dans R� :

15.3 Algèbre de convolution D1pR�q
On note

D1pR�q :� tT P D1pRq : supppT q � r0,8ru (15.8)

(distributions dont le support limité à gauche en 0). En particulier δ0 P D1pR�q car supppδ0q � t0u � R�.
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15.3.1 Convolution de plusieurs distributions

On dé�nit formellement le produit de convolution de trois distributions R, S et T par : pour tout φ P DpRq,

xR � S � T, φyDpRq1,DpRq � xRx b Sy b Tz, φpx� y � zqyDpR3q1,DpR3q. (15.9)

Proposition 15.1 Si R,S, T P D1pR�q (support limité à gauche en 0) alors le produit de convolution R �S � T
a un sens, i.e.

(associativité :) pR � Sq � T � R � pS � T q noté� R � S � T. (15.10)

Preuve. Adapter la démonstration de la proposition 9.6.

15.3.2 pD1pR�q,�, �, .q est une algèbre de convolution
Corollaire 15.2 pD1pR�q,�, �q est un anneau commutatif d'élément neutre δ0, et pD1pR�q,�, .q est un espace
vectoriel sur le corps R. Donc pD1pRq,�, �, .q est une algèbre commutative sur ce corps.

Preuve. Véri�cation facile. (Voir annexe 18 pour les dé�nitions.)

Remarque 15.3 La prop. 15.1 reste vraie si toutes les distributions (sauf une au plus) sont dans E 1 (l'ensemble
des distributions à support compact), d'où E 1 est une algèbre de convolution : permet de traiter les équations
aux dérivées partielles avec conditions aux limites.

Et dans R4, on a l'algèbre de convolution des distributions à support dans le cône d'avenir t ¥ 0, t2 ¥
x2 � y2 � z2.

15.3.3 EDO dans D1pR�q, et plan de la suite

On �tronque� u en 0 en posant v � H0u ; donc supppvq � R� et Tv P D1pR�q, donc P2pδ0q�Tv � P2pδ0q�TH0u

est un produit de convolution dans D1pR�q, noté P2pδ0q�v � P2pδ0q�pH0uq. Et on va calculer g � P2pδ0q�pH0uq
dans D1pR�q :

P2pδ0q � v � g avec supppgq � R�, (15.11)

au sens P2pδ0q � Tv � Tg. dans D1pR�q. D'où la suite du cours :
1- on montre que P2pδ0q est inversible dans D1pR�q et on calcule P2pδ0q�1 (= la solution élémentaire),
2- on calcule g en calculant P2pδ0q � pH0uq (contiendra les CI),
3- d'où la solution cherchée H0u � v � P2pδ0q�1 � g : on a résolu l'EDO avec CI, i.e. on a trouvé u sur R�,

i.e. uptq pour t ¡ 0 (on ne s'intéresse pas à u sur R� puisqu'on veut résoudre une EDO avec condition initiale).

15.4 Solution élémentaire

15.4.1 Dé�nition

Soit pA,�, �, .q une algèbre commutative d'élément neutre δ0. But : pour A,G P A, résoudre l'équation
algébrique : trouver V P A t.q.

A � V � G. (15.12)

Dé�nition 15.4 La solution élémentaire du problème (15.12) est l'élément E P A (si il existe) dé�ni par

A � E � δ0 � E �A, et alors E
noté� A�1 � l'inverse de A dans A. (15.13)

Proposition 15.5 Si A est inversible dans A, avec donc E � A�1 la solution élémentaire, alors (15.12) a pour
unique solution

V � E �G p� A�1 �Gq dans A. (15.14)

Preuve. Rappel : si dans un anneau l'inverse existe alors il est unique. On a E � pA � V q�p15.12qE � G, donc
pE �Aq � V � E �G (associativité dans un anneau), donc δ0 � V � E �G.
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Remarque 15.6 Il est indispensable de rester dans une algèbre de convolution. Exemple dans R3 pour A �
∆δ0 et l'algèbre de convolution E 1pR3q des distributions à support compact ; problème initial (équation de
Poisson) :

∆u � f ðñ ∆δ0 � u � f dans E 1. (15.15)

On connaît �une solution �élémentaire� : E � � 1
4πr (véri�e ∆E � δ0 (� ∆δ0 �E) ; mais ici E R E 1pRq. De plus,

pour f est à support borné, une solution de (15.15) n'est pas unique : on a u � � 1
4πr � f est solution, et la

solution générale est :

u � � 1

4πr
� f � distribution harmonique, (15.16)

une distribution harmonique étant une distribution uh solution de �∆uh � 0 (équation dont la solution dépend
des conditions aux limites, voir cours éléments �nis, équation dite de Laplace).

Complément : un théorème de Malgrange et Ehrenpreis assure que toute équation aux dérivées partielles à
coe�cients constants possède une solution élémentaire (et même une in�nité).

Remarque 15.7 Il n'existe pas toujours de solution élémentaire. E.g. : si A � φ P DpRq alors A � E � φ � E
est dans C8pRq (régularisée de E), donc ne peut pas être égale à δ0 : il n'y a pas de solution élémentaire.

15.4.2 EDO : calcul de la solution élémentaire dans D1pR�q
Cas EDO : donc A � D1pR�q et A � P2pδ0q�p15.5q δpmq0 � a1δ

pm�1q
0 � . . .� am�1δ

1
0 � amδ0. Notons

L1
locpR�q :� tf P L1

locpRq : suppf P R�u. (15.17)

Problème algébrique générique : pour g P L1
locpR�q, trouver v P L1

locpR�q t.q.

P2pδ0q � v � g, (15.18)

au sens : ayant Tg P D1pR�q, trouver Tv P D1pR�q t.q. P2pδ0q � Tv � Tg.

Proposition 15.8 La solution élémentaire E � P2pδ0q�1 P D1pR�q existe (i.e. DE P D1pR�q t.q. P2pδ0q�E � δ0).
Précisément, notant w P C8pRq la solution de#

P1pwq � 0 pEDO homogèneq,
wp0q � w1p0q � . . . � wpm�2qp0q � 0 et wpm�1qp0q � 1 pCIq, (15.19)

on a E � TwH0 P D1pR�q la distribution régulière associée à wH0 P L1
locpR�q notée

E � H0w (15.20)

(au sens : E est la distribution régulière associé à H0w � �la fonction w tronquée en 0�).

Preuve. L'EDO P1pwq � 0 a une solution (Cauchy�Lipschitz) w P C8pRq. Donc H0w P L1
locpR�q. Notons

E � TH0w la distribution régulière associée, où donc E P D1pR�q. Il s'agit de véri�er : P2pδ0q � pH0wq � δ0.

Ayant δ0 absorbant (ψδ0 � ψp0qδ0 pour ψ P C8pRq), δ0 élément neutre pour �, H 1
0 � δ0, et δ

pkq
0 � f � f pkq,$'''''''''&'''''''''%

δ0 � pH0wq � H0w,

δ10 � pH0wq � pH0wq1 � H 1
0w �H0w

1 � wp0qδ0 �H0w
1 � 0�H0w

1,
δ20 � pH0wq � δ10 � pδ10 � wq � H 1

0w
1 �H0w

2 � w1p0qδ0 �H0w
2 � 0�H0 w

2,
. . .

δ
pm�1q
0 � pH0wq � wpm�2qp0qδ0 �H0 w

pm�1q � 0�H0 w
pm�1q,

δ
pmq
0 � pH0wq � wpm�1qp0qδ0 �H0 w

pmq � δ0 �H0 w
pmq.

(15.21)

D'où
P2pδ0q � pH0wq � δ0 �H0pP1pwqq p15.20q� δ0 � 0, (15.22)

donc H0w � P2pδ0q�1 P D1pR�q (c'est la solution élémentaire).
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Exemple 15.9 EDO du
dt � f . Donc δ10 � u � f . Solution élémentaire : w P C8pRq t.q. dwdt � 0 et wp0q � 1 :

donc
w � 1R, donc E � H0 � pδ10q�1 est l'inverse de δ10 dans D1pR�q, (15.23)

i.e. H0 est la solution de l'équation de convolution δ10 � E � δ0 dans D1pR�q.

Exemple 15.10 EDO du
dt � λu � f où λ P R. Donc pδ10 � λδ0q � u � f . Solution élémentaire : w P C8pRq t.q.

w1 � λw � 0 et wp0q � 1 : donc

wptq � eλt, donc E � H0w � pδ10 � λδ0q�1 (15.24)

(solution élémentaire).

Exemple 15.11 Soit λ1 � λ2 P C et

P1puq � p d
dt
� λ1q � p d

dt
� λ2qpuq � d2u

dt2
� a1

du

dt
� a2u où a1 � �pλ1�λ2q, a2 � λ1λ2. (15.25)

Donc P2pδq � pδ10 � λ1δq � pδ10 � λ2δq et P2pδq � u � f (véri�cation immédiate). Ici λ1, λ2 sont les racines du
polynôme caractéristique P prq � r2 � a1r � a2 � pr � λ1qpr � λ2q.

Solution élémentaire : w P C8pRq t.q. P1pwq � 0 avec wp0q � 0 et w1p0q � 1 : on a immédiatement

wptq � 1

λ1 � λ2
eλ1t � 1

λ2 � λ1
eλ2t, donc E � H0w � ppδ10 � λ1δ0q � pδ10 � λ2δ0qq�1 (15.26)

(solution de l'équation de convolution P2pδ0q � E � δ0).
Cas particulier λ1 � �λ2 � iω avec ω P R, donc a1 � 0 et a2 � ω2, i.e. EDO u2 � ω2u � f :

P1puq � p d
dt
� iωq � p d

dt
� iωq � d2u

dt2
� ω2u, et wptq � 1

2iω
peiωt � e�iωtq � sinpωtq

ω
. (15.27)

Exemple 15.12 P1 � d2

dt2 � 2λ d
dt � λ2 � p ddt � λIq � p ddt � λIq �noté

�
d
dt � λI

�2 puq. Ici λ est racine double du
polynôme caractéristique P prq � pr�λq2 � r2�2λr�λ2. Solution élémentaire : w P C8pRq t.q. w2�2λw�λ2w �
0 avec wp0q � 0 et w1p0q � 1 : on a immédiatement

wptq � teλt, et E � H0w � P2pδ0q�1 (15.28)

où P2pδ0q � δ20 � 2λδ10 � λ2δ0 � pδ10 � λδ0q � pδ10 � λδ0q �noté pδ10 � λδ0q2.

Exemple 15.13 Cas d'un polynôme qui a une racine multiple d'ordre m ¥ 1, i.e. cas de l'opérateur di�érentiel

P1 � p d
dt
� λIq � . . . � p d

dt
� λIq noté�

�
d

dt
� λI


m
(15.29)

(où la puissance m dénote donc la composition des opérateurs). (Et λ est racine de multiplicité m du polynôme
caractéristique P prq � pr�λqm.) Solution élémentaire : w P C8pRq t.q. P1pwq � 0 avec wp0q � ... � wpm�2q � 0
et wpm�1qp0q � 1 : on a

wptq � tm�1

m� 1
eλt, et E � H0w � P2pδ0q�1 (15.30)

où P2pδ0q � pδ10 � λδ0qm.
(Véri�cation immédiate, ou : solution homogène générique wptq � c0e

λt � c1teλt � ...� cm�1
tm�1

pm�1q!e
λt et on

utilise les CI : wp0q � 0 donne c0 � 0, donc wptq � tpc1eλt � ... � cm�1
tm�1

pm�1q!e
λtq, donc w1ptq � c1e

λt � ... �
cm�1

tm�1

pm�1q!e
λt � tp...q, et w1p0q � 0 donne c1 � 0, donc..., donc wptq � cm�1

tm�1

pm�1q!e
λt, et wpm�1qp0q � 1 donne

cm�1 � 1.) Ici P2pδ0q � pδ10 � λδ0qm (produit de convolution m-fois).

Exemple 15.14 λ1 � λ2 et

P1 �
�
d

dt
� λ1I


2

� p d
dt
� λ2Iq :� p d

dt
� λ1Iq � p d

dt
� λ1Iq � p d

dt
� λ2Iq. (15.31)
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Polynôme caractéristique P prq � pr � λ1q2pr � λ2q. Solution homogène

wptq � c1,1e
λ1t � c1,2te

λ1t � c2e
λ2t avec wp0q � w1p0q � 0 et w2p0q � 1. (15.32)

Pour trouver c1,1, c1,2 et c2, au lieu d'un calcul direct à l'ade de dérivation (analyse) on peut utiliser la décom-
position en éléments simples (algèbre) de 1

P prq :

1

P prq �
1

pr � λ1q2pr � λ2q � c1,1
1

r � λ1
� c1,2

1

pr � λ1q2 � c2
1

r � λ2
; (15.33)

on a pr�λ2q
P prq � 1

pr�λ1q2 � c1,1
pr�λ2q
r�λ1

� c1,2
pr�λ2q
pr�λ1q2 � c2, d'où 1

pλ2�λ1q2 � c2, et
pr�λ1q2
P prq � 1

r�λ2
� c1,1pr � λ1q �

c1,2�c2 pr�λ1q2
r�λ2

, d'où 1
λ1�λ2

� c1,2, et r
P prq � r

pr�λ1q2pr�λ2q � c1,1
r

r�λ1
�c1,2 r

pr�λ1q2 �c2 r
r�λ2

, d'où r Ñ8 donne
0 � c1,1 � c2, d'où c1,1 � �c2. D'où, avec wp0q � w1p0q � 0 et w2p0q � 1,

wptq � � 1

pλ2 � λ1q2 e
λ1t � 1

λ1 � λ2
teλ1t � 1

pλ2 � λ1q2 e
λ2t. (15.34)

Et E � H0w � pP2pδ0qq�1, où P2pδ0q � pδ10 � λ1δ0q2 � pδ0 � λ2δ0q :� pδ10 � λ1δ0q � pδ10 � λ1δ0q � pδ0 � λ2δ0q.

15.4.3 D'où v t.q. A � v � g

Résolution du problème (15.18) : pour g P L1
locpR�q, on veut trouver v P L1

locpR�q t.q.

P pδ0q � Tv � Tg P D1pR�q, noté P pδ0q � v � g . (15.35)

Toutes les distributions étant dans D1pR�q, on a Tv � P pδ0q�1 � g, avec P pδ0q�1 p15.20q� TpH0wq P D1pR�q, donc
Tv � TpH0wq � Tg dans D1pR�q, noté

v � pH0wq � g P L1
locpR�q, i.e., @t ¡ 0, vptq �

» t
τ�0

wpt� τqgpτq dτ. (15.36)

15.5 Résolution de l'équation di�érentielle avec CI

15.5.1 Equation de convolution satisfaite par v � H0u

But : résoudre (15.2) : P1puq � f où ukp0q � uk, k � 0, ...,m�1 (Cauchy�Lipschitz). On se place dansD1pR�q,
donc on considère

v :� H0u P L1
locpR�q, donc Tv P D1pR�q. (15.37)

Proposition 15.15 u étant la solution de (15.2), i.e. P1puq � f , on a

P2pδ0q � Tv � Tg, noté P2pδ0q � v � g, où g � H0f �
m�1̧

k�0

ekδ
pkq
0 (15.38)

(�contient� les conditions initiales), où$''''''&''''''%

e0 � am�1u0 � am�2u1 � . . .� a1um�2 � um�1,

e1 � am�2u0 � . . .� a1um�3 � um�2,

. . .

em�2 � a1u0 � u1,

em�1 � u0,

(15.39)

soit (présentation matricielle)��������

e0
e1
...

em�2

em�1

��������
��������

am�1 am�2 . . . . . . a1 1
am�2 . . . . . . a1 1 0
... . .

. ...

a1 1 . . .
1 0 . . . 0

�������

��������

u0
u1
...

um�2

um�1

�������. (15.40)
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Preuve. Calcul similiare à (15.21) mais avec les conditions initiales upkqp0q � uk :$''''&''''%
pH0uq1 � H0u

1 � up0qδ0,
pH0uq2 � H0 u

2 � u1p0qδ0 � up0qδ10,
. . .

pH0uqm � H0 u
pmq � upm�1qp0qδ0 � ...� up0qδpm�1q

0 .

(15.41)

D'où P2pδ0q � pH0uq � H0P puq � e0δ0 � . . .� em�1δ
pm�1q
0 �noté g, où les ei son donnés en (15.40).

15.5.2 Solution u dans R�

Corollaire 15.16 Avec E � H0w la solution élémentaire (où w solution de (15.20)), la solution H0u � v
de (15.38) est

H0u � v � H0w � g � H0w � pH0f �
m�1̧

k�0

ekδ
pkq
0 q � H0w �H0f �

m�1̧

k�0

ekδ
pkq
0 �H0w

� H0w �H0f �
m�1̧

k�0

ekw
k dans R�

(15.42)

(au sens Tv P D1pR�q). Donc

@t ¡ 0, uptq �
» t
τ�0

wpτqfpt�τq dτ �
m�1̧

k�0

ekw
kptq, (15.43)

soit uptq � ³t
τ�0

fpτqwpt�τq dτ �°m�1
k�0 ekw

kptq pour tout t ¡ 0.

Preuve. On applique (15.38) avec (15.21) : δpkq0 �H0w � H0w
pkq pour tout k � 0, ...,m�1.

Exemple 15.17 En particulier, résoudre l'équation di�érentielle P1puq � f avec up0q � ... � upm�1qp0q � 0

donne uptq � ³t
τ�0

wpt�τqfpτq dτ pour tout t ¡ 0 (solution particulière).

Exemple 15.18 En particulier, l'équation di�érentielle homogène P1puq � 0 avec conditions initiales up0q, . . .,
upm�1qp0q donnés, a pour solution uptq � °m�1

k�0 ekw
pkqptq pour tout t ¡ 0 (solution homogène avec C.I.).

15.5.3 Exemples

Exemple 15.19 EDO
du

dt
� f, up0q � u0, (15.44)

où f est une fonction C0pRq. Ici w � 1R, cf. (15.23), et e0 � u0 cf. (15.39). D'où (15.43) donne

@t ¡ 0, uptq � pH0 �H0fqptq � e0H0ptq, i.e. uptq �
» t
0

fpτq dτ � u0, (15.45)

résultat connu.

Exemple 15.20 EDO, avec λ P C :
du

dt
� λu � f, up0q � u0. (15.46)

Ici wptq � e�λt cf. (15.24), et e0 � u0 cf. (15.39). D'où (15.43) donne

@t ¡ 0, uptq � pH0w �H0fqptq � e0 wptq �
» t
0

e�λpt�τqfpτq dτ � u0e
�λt (15.47)

résultat connu (solution particulière + solution homogène avec C.I.).
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Exemple 15.21 Cas λ1 � λ2 P C (racines distinctes) et P1puq � p ddt � λ1Iq � p ddt � λ2Iq. EDO
d2u

dt2
� pλ1�λ2qdu

dt
� λ1λ2 � f, up0q � u0, u1p0q � u1. (15.48)

Ici wptq � 1
λ1�λ2

eλ1t � 1
λ2�λ1

eλ2t cf. (15.26), avec e0 � �pλ1�λ2qu0 � u1 et e1 � u0 cf. (15.39). D'où (15.43)
donne

@t ¡ 0, uptq �
» t
0

eλ1pt�τq � eλ2pt�τq

λ1 � λ2
fpτq dτ � e0wptq � e1w

1ptq. (15.49)

Avec wptq�p15.26q 1
λ1�λ2

eλ1t � 1
λ2�λ1

eλ2t, donc w1ptq � λ1

λ1�λ2
eλ1t � λ2

λ2�λ1
eλ2t.

Cas λ1 � �λ2 � iω avec ω P R : on a eiωpt�τq�e�iωpt�τq

2iω � sinpωpt�τqq
ω , et wptq�p15.27q sinpωtq

ω , donc uptq �³t
0

sinpωpt�τqq
ω fpτq dτ � e0

ω sinpωtq � e1 cospωtq pour tout t ¡ 0.

Exemple 15.22 EDO, avec λ P C et P1puq �
�
d
dt � λI

�2 � p ddt � λIq � p ddt � λIq � d2

dt2 � 2λ d
dt � λ2I :

d2u

dt2
� 2λ

du

dt
� λ2u � f, up0q � u0, u1p0q � u1. (15.50)

Ici wptq � teλt cf. (15.28), avec e0 � �2λu0 � u1 et e1 � u0 cf. (15.39). D'où

@t ¡ 0, uptq �
» t
0

pt� τqeλpt�τqfpτq dτ � p�2λu0 � u1qeλt � u0te
λt. (15.51)

15.6 Inverse d'un produit de convolution et calcul symbolique

15.6.1 Inverse d'un produit de convolution

Proposition 15.23 Si deux distributions B,C P D1pR�q sont inversibles dans D1pR�q, alors B �C est inversible
dans D1pR�q d'inverse :

pB � Cq�1 � C�1 �B�1 p� B�1 � C�1q. (15.52)

Et l'équation de convolution pB � Cq � E � δ0 a pour solution (élémentaire) E � B�1 � C�1. Et donc, si
EB � H0wB et EC � H0wC sont solutions élémentaires de B � EB � δ0 et C � EC � δ0 alors H0w � E �
pH0wBq � pH0wCq est solution élémentaire de pB � Cq � E � δ0, où wptq �

³t
0
wBpτ�tqwCpτq dτ .

Preuve. Dans l'algèbre de convolution le produit de convolution est associatif, d'où

pB � Cq � pC�1 �B�1q � B � pC � C�1q �B�1 � B � δ0 �B�1 � B �B�1 � δ0, (15.53)

d'où E � pB �Cq�1 � C�1 �B�1 � B�1 �C�1 (algèbre commutative). Et H0ptqwptq � ppH0wBq� pH0wCqqptq �³
RH0pτ�tqwBpτ�tqH0pτqwCpτq dτ �

³t
0
wBpτ�tqwCpτq dτ .

Exemple 15.24 Soit A � pδ10�λ1δ0q�pδ10�λ2δ0q avec λ1 � λ2. Solutions élémentaires pour B � δ10�λ1δ0 et C �
δ10 � λ2δ0 données par wBptq � eλ1t et wCptq � eλ2t. D'où solution élémentaire H0w � E � pH0wBq � pH0wCq,
i.e., pour t ¡ 0, wptq � ³t

u�0
eλ1pt�uqeλ2u dt � eλ1tr epλ2�λ1qu

λ2�λ1 st0 � 1
λ1�λ2

eλ1t � 1
λ2�λ1

eλ2t �(15.26).

15.6.2 Rappel : décomposition en éléments simple d'une fraction rationnelle

Dans C les éléments simples sont les fractions rationnelles c
pz�λqj , pour c, λ P C et j P N�.

Calculs génériques pour la décomposition en éléments simples. Soit A et B deux polynômes. La division
euclidienne de A par B (diviseur) est

A � BQ�R, i.e.
A

B
� Q� R

B
, où degpRq   degpBq. (15.54)

où Q,R sont des polynômes (Q � quotient, R � reste). La décomposition en éléments simple se fait sur la

fraction rationnelle
R

B
. Soit zi les k racines de B 2 à 2 distinctes de multiplicité mi :

Bpzq � pz � z1qm1 ...pz � zkqmk �
k¹
j�1

pz � zjqmj . (15.55)
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(Donc
°k
i�1mi � degré(B).) La décomposition en éléments simples (dans C) de la fraction rationnelle R

B est :

Rpzq
Bpzq �

ķ

j�1

� cj,1
pz � zjq � . . .� cj,mj

pz � zjqmj

	
. (15.56)

(On appelle résidu les constantes cj,1 P C correspondant aux coe�cients cj,1
z�zj .)

Calcul générique des cj,i : exemple pour j � 1 (idem pour les autres j) : on a

Rpzq
Bpzq �

� c1,1
pz � z1q � . . .� c1,m1

pz � z1qm1

	
�

ķ

j�2

� cj,1
pz � zjq � . . .� cj,mj

pz � zjqmj

	
. (15.57)

Donc :

pz � z1qm1
Rpzq
Bpzq �

Rpzq±k
j�2pz � zjqmj

� c1,1pz � z1qm1�1 � . . .� c1,m1�1pz � z1q � c1,m1

� pz � z1qm1

ķ

j�2

� cj,1
pz � zjq � . . .� cj,mj

pz � zjqmj

	
.

(15.58)

Donc avec z � z1 on a :

c1,m1
� Rpz1q±k

j�2pz1 � zjqmj

. (15.59)

Puis en dérivant (15.58) en z :

d

dz
p Rpzq±k

j�2pz � zjqkj
q � c1,m�1 � pz � z1q

�
...
	
, donne c1,m�1 avec z � z1. (15.60)

Et on continue à dériver en z.

Exemple 15.25 z1 � z2 et
Rpzq
Bpzq � 1

pz�z1qpz�z2q2 �
c1,1
z�z1 �

c2,1
z�z2 �

c2,2
pz�z2q2 . Ici R � 1 et Bpzq � pz� z1qpz� z2q2.

Donc Rpzq
Bpzq pz � z1q � 1

pz�z2q2 � c1,1 � pz � z1qp c2,1z�z2 �
c2,2

pz�z2q2 q. Donc 1
pz1�z2q2 � c1,1.

Puis Rpzq
Bpzq pz � z2q2 � 1

z�z1 �
c1,1
z�z1 pz � z2q2 � c2,1pz � z2q � c2,2. Donc 1

z2�z1 � c2,2.

Puis d
dz p 1

z�z1 q � � 1
pz�z1q2 � c1,1pz � z2qp...q � c2,1, donc � 1

pz2�z1q2 � c2,1. (Ici cas particulier qui peut être

traité plus simplement : RpzqBpzqz � z
pz�z1qpz�z2q2 �

c1,1z
pz�z1q �

c2,1z
z�z2 �

c2,1z
pz�z2q2 , d'où z Ñ8 donne 0 � 0� c1,1 � c2,1,

d'où c2,1 � �c1,1.)

15.6.3 Application

Dans C, soit P prq �±k
j�1pz � zjqmj où zi � zj pour tout i, j, et m1 � ...�mk � degré de P .

Proposition 15.26 Si

1

P prq �
a11
r � z1

� ...� a1m1

pr � z1qm1
� ...� ak1

r � zk
� ...� akmk

pr � zkqmk
. (15.61)

alors
wptq � a11e

z1t � ...� a1m1t
m1�1ez1t � ...� ak1e

znt � ...� akmk
tmk�1ezkt (15.62)

est la solution de (15.20).

Preuve. w est somme de solutions homogènes donc est solution homogène. Si m � 1, wptq � ez1t est bien la
solution cherchée (immédiat). Si m ¥ 2 alors wp0q � 0 ssi a11 � a21 � ... � ak1 � 0, et à la limite r Ñ 8 de
r

P prq � 0 on a a11 � a21 � ...� ak1 � 0 : on a bien wp0q � 0.

Et on a wptq � a11e
z1t � ... � ak1e

zkt � tpa12ez1t � ... � ak2e
zktq � t2p...q, donc w1ptq � a11z1e

z1t � ... �
ak1zke

zkt� a12ez1t� ...� ak2ezkt� tp...q, donc w1p0q � 0 ssi a11z1� ...� ak1zk � a12� ...� ak2 � 0. Généraliser
l'exemple 15.25...

Exemple 15.27 Voir exercice 15.14.
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15.6.4 Notations pour le calcul symbolique

On note symboliquement (présentation algébrique polynomiale) :

1. δ0 �noté 1 (unité dans D1pR�q),
2. δ10 �noté p (dérivation dans D1pR�q),
3. H0 �noté 1

p (intégration = inverse de la dérivation dans D1pR�q),
4. H0e

�zt �noté 1
p�z , solution élémentaire E � H0w où w1 � zw � 0 et wp0q � 1, donc wptq � e�zt,

5. H0ptq e�zt tk�1

pm�1q! �noté 1
pp�zqk solution élémentaire E � H0w où p ddt�zqkw � 0 et wp0q � ... � wpk�2q � 0

et wpk�1q � 1, cf. (15.30).

D'où la résolution de l'équation di�érentielle :

1. On calcule les racines zi du polynôme P prq � rm � a1r
m�1 � ...� am (calcul algébrique).

2. On note ki la multiplicité de zi, on note d le nombre de racines distinctes, et on décompose la fraction
rationnelle 1

P ppq �
±s
i�1

1
pz�ziqki

en éléments simples,

3. On en déduit w (et E � H0w).

16 Transformée de Laplace

Ce paragraphe est une introduction à la transformée de Laplace qui permet de justi�er le calcul symbolique
de manière plus simple a posteriori que la transformée de Fourier.

Exemple 16.1 Voici un exemple d'application du calcul symbolique. Soit l'équation à l'inconnue u :» x
t�0

cospx� tquptq dt � gpxq. (16.1)

On s'intéresse à x ¥ 0, et l'équation s'écrit dans D1pR�q comme l'équation de convolution :

pH0 cos �H0uqpxq � H0pxqgpxq.
On a cosx � 1

2 peix � e�ixq et H0pxqeix � pδ10 � iδ0q�1 dans D1pR�q, donc l'équation s'écrit :

1

2
ppδ10 � iδ0q�1 � 1

2
pδ10 � iδ0q�1q �H0u � H0g.

Soit avec la notation symbolique :
1

2
p 1

p� i
� 1

p� i
qH0u � H0g,

d'où, puisque 1
2 p 1
p�i � 1

p�i q � p
p2�1 :

H0u � p2 � 1

p
H0g � pp� 1

p
qH0g � pδ10 �H0q �H0g.

D'où la solution :

@x ¡ 0, upxq � g1pxq �
» x
0

gptq dt. (16.2)

Ne pas oublier de considérer H0g et non simplement g puisque qu'on doit travailler dans l'algèbre D1pR�q.

16.1 Dé�nitions

16.1.1 Cas des fonctions

Soit p � α� iβ P C où α � Reppq P R et β � Imppq P R.
Pour f : t P RÑ fptq P C, on pose quand cela a un sens :

Lpfqppq déf�
» 8
0

fptqe�pt dt �
» 8
0

fptqe�αte�iβt dt (16.3)

et Lpfq est appelée transformée de Laplace de la fonction f .
Il est clair que pour une fonction intégrable sur R� (dans L1pR�q), la transformée de Laplace aura un sens

dès que α ¡ 0. De manière plus générale, on a :

114



Proposition 16.2 Si f P L1
locpRq est telle que pour α � α0 P R la fonction |fptqe�α0t| est intégrable, alors

pour tout p P C tel que Reppq ¥ α0 la transformée de Laplace Lpfqppq est bien dé�nie.

Preuve. On a |fptqe�pt| ¤ |fptqe�Reppqt| ¤ |fptqe�α0t| sur R� : la domination par une fonction intégrable
donne bien fptqe�pt P L1pRq.

Dé�nition 16.3 Pour f P L1
locpRq donné, le plus petit α0 véri�ant la propriété précédente est appelé l'abscisse

de sommabilité (ou de convergence absolue) de l'intégrale de Laplace. Et le domaine (demi-plan) tp P C :
Reppq ¡ α0u, où α0 est l'abscisse de sommabilité, est appelé domaine de sommabilité de l'intégrale de Laplace.

Exemple 16.4 Pour f � polynôme non nul, l'abscisse de sommabilité est α0 � 0 et le domaine de sommabilité
est le demi-plan de partie réelle strictement positive.

Pour fptq � et, l'abscisse de sommabilité est α0 � 1 et le domaine de sommabilité est le demi-plan de partie
réelle strictement supérieur à 1.

Pour fptq � et
2

, l'abscisse de sommabilité est α0 � 8 (la transformée de Laplace n'existe pas).
Pour fptq � e�t

2

, l'abscisse de sommabilité est α0 � �8 et le domaine de sommabilité est l'espace C tout
entier.

Dans tous les cas, pour déterminer l'abscisse de sommabilité, plutôt que f , on considère en fait les fonctions
tronquées H0f , puisqu'on ne considère que l'intégrale sur R�.

Proposition 16.5 La transformée de Laplace d'une fonction f est une fonction C8pΩq où Ω est le domaine de
sommabilité. Donc Lpfq est une fonction holomorphe dans Ω et donc analytique dans Ω (développable en série
entière au voisinage de tout point de Ω).

Preuve. On applique le théorème de la convergence dominée de Lebesgue.

Exemple 16.6 Pour la fonction de Heaviside H0 � 1R� , son domaine de sommabilité est Ω � R�� �R � C, et
sa transformée de Laplace est donnée par :

@p P Ω, LpH0qppq � 1

p
, (16.4)

fonction qui est bien analytique dans Ω.

16.1.2 Cas des distributions

On note S � SpCq l'espace des fonctions φ : t P R Ñ φptq P C telles que |φ| : t P R Ñ |φptq| P R est à
décroissance rapide : |φ| P S.

Et dans ce cas, si T P D1pR�q avec de plus e�α0tT P S 1 (on a donc e�α0tT P D1pR�q et est tempérée) on pose
pour p P C t.q. Reppq ¡ α0 :

LpT qppq déf� xe�α0tTt, e
�pp�α0qty (16.5)

Proposition 16.7 et dé�nition. Si T P D1pR�q avec de plus e�α0tT P S 1, alors si α1 ¡ α0 on a e�α1tT P S 1
et :

LpT qppq � xe�α1tTt, e
�pp�α1qty, @p P C tel que Reppq ¡ α1 (16.6)

Cette quantité est indépendante de α1 ¡ α0 et on pose :

LpT qppq déf� xTt, e�pty @p P C tel que Reppq ¡ α0

noté�
» 8
t�0

T ptqe�pt dt.
(16.7)

On appelle abscisse de sommabilité (ou de convergence absolue) le plus petit α0 tel que e�α0tT P S 1. Et le
domaine (demi-plan) tp P C : Reppq ¡ α0u, où α0 est l'abscisse de sommabilité, est le domaine de sommabilité
de l'intégrale de Laplace.
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Preuve. Si α1 � α0 ¡ 0, alors, pour tout φ P S, on a e�pα1�α0qtφ est C8pRq à décroissance rapide en �8 et
donc, pour T distribution à support dans R� :

xe�α0tTt, e
�pα1�α0qtφy � xe�pα1�α0qte�α0tTt, φy � xe�α1tTt, φy (16.8)

toutes les quantités ci-dessus étant bien dé�ni. On en déduit que e�α1tTt P S 1. Puis avec φptq � e�pp�α1qt où
Reppq ¥ α1 (le support de T étant dans R�) :

xe�α1tTt, e
�pp�α1qty � xe�α0tTt, e

�pp�α0qty � LpT qppq (16.9)

et cette quantité est bien indépendante de α1 ¡ α0.

Et comme pour les fonctions :

Proposition 16.8 Les transformées de Laplace des distributions de D1pR�q sont holomorphes, et donc analy-
tiques, dans le domaine de sommabilité.

Preuve. C'est la propriété de dérivation sous le signe x., .y, proposition 7.4.

16.2 Dérivées et translations, exemples

On a (généralisation de la transformée de Fourier) :

Proposition 16.9 Si p P C est dans le domaine de sommabilité de T P D1pR�q, pour l P N et pour a P R :

LpT 1qppq � pLpT qppq et LpT plqqppq � plLpT qppq
LpT q1ppq � �LptT qppq et LpT qplqqppq � p�1qlLptlT qppq
LpτaT qppq � e�apLpT qppq

(16.10)

Et pour λ P C si p et p� λ sont dans le domaine de sommabilité de T P D1pR�q :

τλLpT qppq � Lpe�λtT qppq (16.11)

En particulier, on retrouve le fait qu'une dérivation est transformée en expression polynomiale par Laplace.

Preuve. On a, toutes les quantités ayant un sens :
LpT 1qppq � xT 1t , e�pty � �xTt,�pe�pty � pxTt, e�pty puis par récurrence pour l P N on a la première relation.

Puis par dérivation sous le crochet :
LpT q1ppq � d

dpxTt, e�pty � xTt,�te�pty � x�tTt, e�pty � �LptT qppq puis par récurrence pour l P N on a la
deuxième relation. Puis par un calcul direct :

LpτaT qppq � xTt, e�ppt�aqy � e�paxTt, e�pty. Et quand cela a un sens :
Lpe�λtT qppq � xTt, eλte�pty � xTt, e�tpp�λqy � LpT qpp� λq � τλLpT q.

Exemple 16.10 Pour la masse de Dirac :

Lpδ0qppq � 1 p� xδ0, e�ptyq
Lpδ10qppq � p et Lpδpℓq0 qppq � pℓ

LpH0qppq � 1

p

Lpτaδ0qppq � e�ap

(16.12)

La primitive H0 de δ0 apparaît donc comme l'inverse de la dérivée δ10 de δ0 après transformation par Laplace :
cela redonnera le calcul symbolique.

Les autres relations donnant Lptδ0qppq � 0 et τaLpδ0qppq � 1.
On retrouve les mêmes formules que dans le cas de la transformée de Fourier, p jouant le rôle de iξ.
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Exemple 16.11 Pour p P C et ω P R tel que Reppq ¡ 0 :

LpH0ptqeiωtqppq � τiωLpH0ptqqppq � 1

p� iω

LpH0ptqe�iωtqppq � 1

p� iω

LpH0ptq cospωtqqppq � p

p2 � ω2

LpH0ptq sinpωtqqppq � ω

p2 � ω2

(16.13)

Exemple 16.12 Pour la fonction H0ptq tnn! :

LpH0ptq t
n

n!
qppq � p�1qn�1 1

n!
LpH0qpnqppq � p�1qn�1 1

n!

dn

dpn
p1
p
q � 1

pn�1
(16.14)

Et pour la fonction H0ptqeλt tnn! , dès que Reppq ¡ Repλq :

LpH0ptqeλt t
n

n!
qppq � τλLpH0ptq t

n

n!
qppq � 1

pp� λqn�1
(16.15)

16.3 Inversion de la Transformée de Laplace

Elle est donnée à l'aide de l'inversion de la transformée de Fourier : on a, dans le domaine de sommabilité
de f , i.e., pour α ¡ α0 et p � α� iβ :

Lpfqpα� iβq �
» 8
0

pfptqe�αtq e�iβt dt �
?
2πFpH0fe

�αtqpβq (16.16)

Et on a par transformée de Fourier inverse :

H0ptqfptqe�αt � FFpH0fe
�α.qptq � 1?

2π

» 8
β��8

FpH0fe
�α.qpβq e�iβt dβ

� 1

2π

» 8
β��8

p
» 8
s��8

H0psqfpsqe�αs e�iβs dsq e�iβt dβ
(16.17)

D'où :

pH0fqptq � eαt

2π

» 8
β��8

Lpfqpα� iβq e�iβt dβ (16.18)

(donc on ne peut connaître f que sur R� puisqu'on ne sait calculer que la fonction tronquée H0f .) Soit encore,
en intégrant sur la droite imaginaire z � α avec donc dp � 0� idβ :

@t ¥ 0, fptq � 1

2iπ

» 8
β��8

Lpfqppq e�ipt dp

noté� 1

2iπ

» α�i8
p�α�i8

Lpfqppq e�ipt dp
(16.19)

C'est la formule d'inversion. Il reste à savoir sous quelles conditions cette formule est valide.
On sait que la transformée de Laplace est une fonction holomorphe. Il s'agit donc de savoir sous quelles

conditions une fonction holomorphe Lppq est la transformée de Laplace d'une distribution.

Proposition 16.13 Pour qu'une fonction holomorphe pÑ Lppq soit la transformée de Laplace d'une distribu-
tion de D1pR�q, il faut et il su�t qu'il existe un demi-plan α ¡ α0 (domaine de sommabilité) dans lequel Lppq
soit tempérée.

Preuve. Admis.
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16.4 Transformée de Laplace et convolution

Par Laplace, la convolution est transformée en produit :

Proposition 16.14 Soit S P D1pR�q, resp. T P D1pR�q, ayant une transformée de Laplace pour p tel que
Reppq ¡ α1, resp. tel que Reppq ¡ α2, avec α1, α2 P R.

Alors, pour tout p P C tel que Reppq ¡ maxpα1, α2q, on a :

LpS � T qppq � LpSqppqLpT qppq (16.20)

Preuve. Ce n'est autre que le théorème de Fubini :

LpS � T qppq � xpS � T qt, e�pty � xSx b Ty, e
�ppx�yqy � xSx, e�pxyxTy, e�pyy (16.21)

On retrouve par exemple :

Corollaire 16.15 Si T P D1pR�q a une transformée de Laplace pour p dans le domaine de sommabilité Reppq ¡
α0, alors dans le domaine de sommabilité :

LpT plqqppq � pl LpT q (16.22)

Preuve. En e�et, T plq � δ
plq
0 � T , d'où LpT plqqppq � Lpδplq0 qLpT q � pl LpT q.

Exemple 16.16 On retrouve :

Lpδ0qppq � LpH 1
0qppq � Lpδ10 �H0qppq � Lpδ10qppqLpH0qppq � p

1

p
� 1 (16.23)

i.e., par Laplace, la dérivée δ10 est bien l'inverse de la primitive H0.

16.5 Retour sur le calcul symbolique

On applique l'idée que l'intégration est l'opération inverse de la dérivation : pour p P R�� � R :

Lpδ0qppq � 1, Lpδ10qppq � p, LpH0qppq � 1

p
, LpH0e

λ.qppq � 1

p� λ
. (16.24)

Puis grâce à la transformée de Laplace d'un produit de convolution :

Lpu1q � Lpδ10 � uq � Lpδ10qLpuq � pLpuq, (16.25)

on a transformé une primitive en expression polynomiale.
Et avec :

Lp
» T
0

uptq dtqppq � LpH0 �H0uqppq � LpH0qppqLpuqppq � 1

p
Lpuqppq, (16.26)

on a transformé une primitive en expression rationnelle, ceci pour p P R�� � R.

Exemple 16.17 Soit à résoudre u2 � ω2u � f . On se limite à la recherche de uptq pour t ¥ 0. On applique
alors L pour obtenir à partir de pδ20 � ω2δ0q � u � f :

pp2 � ω2qLpuqppq � Lpfqppq (16.27)

On retrouve le polynôme caractéristique de l'équation di�érentielle :

P ppq � p2 � ω2 � pp� iωqpp� iωq (16.28)

d'inverse :
1

P ppq �
1

2iω
p �1
p� iω

� 1

p� iω
q (16.29)

Et il vient :

Lpuqppq � 1

2iω
p �1
p� iω

� 1

p� iω
qLpfqppq (16.30)

D'où par transformée inverse (qui ne donne que u sur R�) :

pH0uqptq � 1

2iω
p�H0e

�iωt �H0e
iωtq �H0fptq � sinpωtq

ω
�H0fptq (16.31)

résultat déjà vu. Ne pas oublier de considérer H0f et non simplement f puisque la transformée de Laplace
inverse ne donne que la fonction tronquée H0f (et non f).
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17 Résolution d'équations aux dérivées partielles

17.1 Formules de Stokes et de Green

17.1.1 Domaine régulier, élément de surface et normale extérieure

On notera Rn � Rn�1 � R � tx⃗ � px1, xnq P Rn�1 � Ru, ce qui donnera l'écriture générique d'une fonction
φ : Rn�1 Ñ R de graphe tpx1, φpx1qq : x1 P Rn�1u � Rn.

Et on notera x1 � px1, ..., xn�1q P Rn�1, ainsi que |x1| �
b
x21 � ...� x2n�1.

Ainsi, une boule Bn�1 � Rn�1 et un intervalle ran, bns dé�nissent le `cylindre' Bn�1�ran, bns, et une fonction
φ : Bn�1 Ñ R avec φ P C8pBn�1,Rq dé�nira une `surface' régulière (i.e., son graphe tpx1, φpx1qq : x1 P Bn�1u
est une `surface in�niment lisse' de Rn).

Dé�nition 17.1 On dit que Ω ouvert borné de Rn est une domaine régulier si localement Ω est l'ensemble des
points situés au dessus du graphe d'une fonction C8pRn�1,Rq, i.e. :

1. Ω est un ouvert borné connexe de Rn. On note BΩ sa frontière.

2. Pour tout a⃗ � pa1, anq P BΩ, il existe un repère orthonormé Ra (dit adapté), il existe ε ¡ 0 et η ¡ 0, et il
existe une fonction φa P C8pRn�1,Rq tels que : dans le repère Ra on ait a⃗ � p0, ..., 0q (origine dans Rn)
et :

Ω
£
tpx1, xnq : |x1|   ε, |xn|   ηu � tpx1, xnq : |x1|   ε, |xn|   η et xn ¡ φapx1qu (17.1)

(Ω est localement d'un seul côté du graphe de φa.)

On se donne un domaine régulier Ω et un point a⃗ � pa1, anq P BΩ. Avec φa dé�ni ci-dessus dans un voisinage
Va de a⃗, on dé�nit le vecteur normal unitaire extérieur (ou sortant) à BΩ en x⃗ � px1, xnq P Va

� BΩ comme
étant le vecteur normal unitaire au graphe de φa en x⃗ dé�ni par :

n⃗px⃗q � 1a
1� |∇φapx1q|2

��������

Bφapx1q
Bx1
...

Bφapx1q
Bxn�1

� 1

��������
1a

1� |∇φapx1q|2

����
∇φa

	
px1q

�1

�� (17.2)

où ∇φapx1q � p Bφapx1q
Bx1

, ..., Bφapx1q
Bxn�1

qt est le vecteur gradient de φa en x1 � px1, ..., xn�1q, et |∇φapx1q| sa norme

dans Rn�1. Noter que Ω étant (localement) au dessus du graphe de φa, la dernière composante de n⃗px⃗q est bien
dé�nie par un signe `�' pour avoir la normale extérieure (ou sortante). Pour mémoire :

Dé�nition 17.2 On appelle i-ème cosinus directeur de la normale n⃗px⃗q la projection du vecteur normal n⃗px⃗q
dans la i-ème direction : cos θi � pn⃗px⃗q, e⃗iqRn � nipx⃗q.

Puis on dé�nit localement (au voisinage de a⃗) l'élément de surface comme étant la mesure sur Rn�1 dé�nie
au voisinage de a⃗ par :

dσa �
a
1� |∇φapx1q|2 dx1 (17.3)

où on a noté dx1 � dx1...dxn�1. On montre que cette mesure est indépendante du choix du repère Ra (exercice).
Et 1?

1�|∇φapx1q|2
n'est autre que la jacobien de la transformation en x, voir cours d'intégration sur des surfaces

paramétrées.
Donc localement, i.e. pour ψ P Dpωq où ω est un `petit' voisinage de a⃗, on a dé�ni dσa par :

xdσa, ψy �
»
ψpx1q

a
1� |∇φapx1q|2 dx1 �

»
ψ dσa.

Puis, à partir des propriétés locales, on passe aux propriétés globales : on recouvre K � Ω (compact) par
un nombre �ni d'ouverts `cylindriques'. Quitte à considérer des unions de tels ouverts, on note ce recouvrement
Ω0

�p�m
j�1 Ωjq, où on a noté Ω0 l'ouvert d'intersection vide avec BK et où Ωj

� BK � H pour 1 ¤ j ¤ m. On
se donne alors une partition de l'unité χ0 � χ1 � ...� χm relative à ce recouvrement, et on dé�nit l'élément de
surface au voisinage de x⃗ P BK par :

dσ �
m̧

i�1

χipx1qdσai (17.4)
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On a ainsi une mesure globale sur BΩ (on fait la somme �nie des mesures locales dans leurs repères adaptées).
Puis on dé�nit l'intégrale de surface d'une fonction continue f par :

xdσ, fy �
»
BΩ
fpx⃗q dσpx⃗q (17.5)

En�n, on rappelle que pour une fonction f : Rn Ñ R qui est C1pRn,Rq on a en x⃗ P BΩ :

Bf
Bn px⃗q

déf� lim
hÑ0

fpx⃗� hn⃗q � fpx⃗q
h

� Bf
Bx1n1 � ...� Bf

Bxnnn � ∇f.n⃗ (17.6)

C'est la dérivée de f dans la direction n⃗. Attention, ici f est une fonction des n variables `px1, xnq' et a un sens
dans tout l'espace Rn et non seulement sur la surface BΩ (variété d'ordre n � 1). Alors que la surface BΩ est
dé�nie (localement) comme une fonction φ des n� 1 variables x1.

17.1.2 Formule de Stokes

On note Rn� le demi-espace Rn�1�R�. On commence par une propriété locale grâce aux fonctions à support
compact, et on regarde le cas d'une frontière `plane'.

Lemme 17.3 Si φ P DpRn�1q et si f P DpRnq alors, notant t � xn :
pour i � 1, ..., n� 1 :» 8

t�0

»
x1PRn�1

Bf
Bxi px

1, t� φpx1qq dx1dt �
»
x1PRn�1

fpx1, φpx1qq Bφpx
1q

Bxi dx1 (17.7)

et pour i � n : » 8
t�0

»
x1PRn�1

Bf
Bxn px

1, t� φpx1qq dx1dt � �
»
x1PRn�1

fpx1, φpx1qq dx1 (17.8)

Et ceci est conservé si φ et f sont C1 à support compact.

Preuve. On applique le théorème de Fubini en posant gpx1, tq � fpx1, t� φpx1qq qui est C8 et qui donne :» 8
t�0

»
x1PRn�1

Bg
Bx1 px

1, tq dx1...dxn�1dt � 0 (17.9)

(en intégrant d'abord en x1 sur s � 8,8r, g étant à support compact.)
Et on a : Bg

Bx1 px
1, tq � Bf

Bx1 px
1, t� φpx1qq � Bf

Bxn px
1, t� φpx1qq BφBx1 px

1q (17.10)

Il vient donc : »
Rn�1

» 8
0

Bf
Bx1 px

1, t� φpx1qq dx1dt � �
»
Rn�1

» 8
0

Bf
Bxn px

1, t� φpx1qq BφBx1 px
1q dx1dt (17.11)

Et φ étant indépendant de xn on a :»
Rn�1

» 8
0

Bf
Bx1 px

1, t� φpx1qq dx1dt � �
»
Rn�1

Bφ
Bx1 px

1q
�
fpx1, t� φpx1qq

�8
t�0

dx1 (17.12)

d'où (17.7) pour i � 1 f étant à support compact. Et même calcul pour i ¤ n� 1.
Pour i � n, on a directement, φ ne dépendant pas de xn :» »

Rn
�

Bf
Bxn px

1, t� φpx1qq dx1dt �
»
Rn�1

�
fpx1, t� φpx1qq�8

t�0
dx1 (17.13)

f étant à support compact, i.e. (17.8).

On en déduit :
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Théorème 17.4 (Formule de Stokes) Pour un domaine régulier Ω � Rn et f P C1pΩ̃q où Ω̃ est un voisinage
de Ω, on a, pour i � 1, ..., n : »

Ω

Bf
Bxi px⃗q dx �

»
BΩ
fpx⃗qni dσpx⃗q (17.14)

où n⃗ � pn1, ..., nnq est le vecteur unitaire extérieur à Ω.
Et donc, pour tout champ de vecteur X⃗ : Rn Ñ Rn qui est C1 dans un voisinage de Ω :»

Ω

divpX⃗q dx �
»
BΩ
X⃗.n⃗ dσpx⃗q (17.15)

(formule de Stokes.)

(On rappelle que pour X⃗ : px1, ..., xnq Ñ

���X1px1, ..., xnq
...

Xnpx1, ..., xnq

��un champ de vecteur C1 donné, on a divpX⃗q �

BX1

Bx1
� ...� BXn

Bxn
.)

Preuve. On applique le lemme précédent : on considère le compact régulier K � Ω, et le recouvrement �ni
Ω0

�m
j�1 Ωj de la dé�nition de dσ. Et on prend une partition de l'unité relative à

�m
j�0 Ωj avec laquelle on a :

f �
m̧

j�0

fχj �
m̧

j�0

fj , fj
déf� fχj

Et on applique le lemme précédent à chaque fj , ce qui donne, pour 1 ¤ i ¤ n� 1 et φ P DpRnq :»
Rn
�

Bfj
Bxi px

1, t� φpx1qq dx �
»
Rn�1

fjpx1, φpx1qq Bφpx
1q

Bxi dx1.

Puis on passe de Rn� à Ω : pour 1 ¤ i ¤ n � 1, on prend pour φ la fonction déterminant localement BΩ ; on
obtient, pour tout 0 ¤ j ¤ m, grâce à (17.2) :»

Rn
�

Bfj
Bxi px

1, t� φpx1qq dx �
»
BΩ
fj rni.

a
1� |∇φ|2q dx1s �

»
BΩ
fj ni dσ

Puis comme
°m
j�0

Bfj
Bxi

� B°m
j�1 fj

Bxi
� Bf

Bxi
, on en déduit (17.14) pour tout 1 ¤ i ¤ n� 1.

Le cas i � n est immédiat avec le lemme précédent et la dé�nition de n⃗ donnée en (17.2) ainsi que de
l'élément de surface dσ dé�ni en (17.3). D'où la formule (17.14) pour tout 1 ¤ i ¤ n.

Et la formule de Stokes (17.15) s'en déduit puisque :»
Ω

divpX⃗q dx �
ņ

i�1

»
Ω

BXi

Bxi px⃗q dx �
ņ

i�1

»
BΩ
Xi ni dσ �

»
BΩ
X⃗.n⃗ dσ (17.16)

17.1.3 Intégration par parties et formule de Green

De la formule (17.14) on déduit immédiatement :

Théorème 17.5 (Intégration par parties) Si f et g sont deux fonctions C1 dans un voisinage d'un ouvert
régulier Ω de Rn, on a, pour tout i � 1, ..., n :»

Ω

f
Bg
Bxi dx � �

»
Ω

Bf
Bxi g dx�

»
BΩ
f g ni dσ (17.17)

Preuve. C'est la formule (17.14) appliquée à la fonction fg.

Et de la formule de Stokes (17.15) on déduit immédiatement :

Théorème 17.6 (Formule de Green) Si f et g sont deux fonctions C2 dans un voisinage d'un ouvert régulier
Ω de Rn, on a, pour tout i � 1, ..., n :»

Ω

pf ∆g �∆g fq dx �
»
BΩ
pf BgBn �

Bf
Bn gq dσ (17.18)

Preuve. On considère le champ de vecteur X⃗ � f∇g qui donne divX⃗ � f∆g �∇f.∇g, auquel on applique la
formule de Stokes, et de même pour le champ de vecteur Y⃗ � g∇f , et on fait la di�érence des deux formules
trouvées.
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17.2 Formule des sauts dans l'espace et formule de Rankine-Hugoniot

17.2.1 Formule des sauts dans l'espace

C'est la contrepartie du cas 1-D, paragraphe 4.9.3, pour une fonction C1 et C0 par morceaux sur Rn.
Soit Ω un ouvert régulier de bord BΩ, et soit f une fonction dé�nie sur Rn supposée régulière par morceaux :

on suppose f P C1pΩq et f P C1pRn � Ωq avec de plus f prolongeable au bord : d'une part en une fonction
fint P C1pΩq (intérieure), et d'autre part en une autre fonction fext P C1pRn � Ωq (extérieure).

On applique alors le résultat du cas 1-D, paragraphe 4.9.3, où maintenant l'élément de surface orthogonal à
la direction x1 a pour mesure n1 dσ :

Proposition 17.7 Pour la fonction f C1 par morceaux dé�nie ci-dessus, on a au sens des distributions, pour
tout i � 1, ..., n :

Bf
Bxi �

" Bf
Bxi

*
� �

fext � fint
�
ni dσ, au sens de D1pRnq (17.19)

où

" Bf
Bxi

*
est la dérivée usuelle de f .

Preuve. Soit une fonction φ P DpRnq, alors f étant L1
locpRnq :

x BfBxi , φy
déf� � xf, BφBxi y � �

»
Rn

fpx⃗q BφBxi px⃗q dΩ � �
»
ΩYpRn�Ωq

fpx⃗q BφBxi px⃗q dΩ (17.20)

On applique la formule d'intégration par parties (17.17) sur chaque morceaux (f y est C1) :$''&''%
»
Ω

fpx⃗q BφBxi px⃗q dΩ � �
»
Ω

Bf
Bxi px⃗qφpx⃗q dΩ�

»
BΩ
fintpx⃗qφpx⃗qni dσ»

Rn�Ω

fpx⃗q BφBxi px⃗q dΩ � �
»
Rn�Ω

Bf
Bxi px⃗qφpx⃗q dΩ�

»
BΩ
fextpx⃗qφpx⃗q p�niq dσ

(17.21)

(n⃗ est la normale extérieure pour Ω et �n⃗ est la normale extérieure pour Rn � Ω.) On en déduit :

x BfBxi , φy �
»
ΩYpRn�Ωq

Bf
Bxi px⃗qφpx⃗q dΩ�

»
BΩ
pfext � fintqpx⃗qφpx⃗qni dσ (17.22)

ceci étant vrai pour tout φ P DpRnq, c'est le résultat annoncé.

Remarque 17.8 La formule des sauts (17.19) est aussi notée, dans D1pRnq :
Bf
Bxi px⃗q �

" Bf
Bxi

*
px⃗q � �

fpx⃗� 0n⃗q � fpx⃗� 0n⃗q�ni dσ � " Bf
Bxi

*
px⃗q � �

f
�
ni dσ (17.23)

où
�
f
�
dénote le saut de f à travers BΩ. Et si x⃗ R BΩ, alors f est dérivable en x⃗, et la dérivée au sens des

distributions est identi�able à la dérivée usuelle : la mesure dσ à son support dans BΩ et si φ P DpRnq est nulle
sur BΩ, on a xdσ, φy � 0.

Remarque 17.9 Une fonction d'une seule variable x1, cas traité au paragraphe 4.9.3, se comporte comme le cas
n-D où Ω est un cylindre d'axe x1, la normale sortante en `entrée' (à gauche) du cylindre valant n⃗p�1, 0, ..., 0q.
On retrouve alors : (i) σ0 � fpx⃗�0q�fpx⃗�0q � �fpx⃗�0n⃗q�fpx⃗�0n⃗q et (ii) n1 dσ � �1σ0δ0. Et on retrouve

f 1 �  
f 1
(� σ0δ0, au sens de D1pRq (17.24)

La formule n-D peut s'en déduire heuristiquement en notant que la dérivée dans la direction 1 ne dépend pas des
autres directions, et en particulier, le taux de variation de f dans la direction 1 ne dépend pas de l'inclinaison
de la surface par rapport sur l'axe x1 (qui dépend des autres directions) mais uniquement de l'aire de la surface
projeté, i.e., de n1 dσ.
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17.2.2 Formule de Rankine-Hugoniot

On considère les variable pt, x⃗q P R�Rn � Rn�1. Un choc (type `onde de choc') est décrit par la discontinuité
d'une fonction u : Rn�1 Ñ R notée upt, x⃗q le long d'une surface Σ de Rn�1. Le problème est alors de décrire les
lois de conservations sur Σ, surface supposée régulière. La normale à la frontière Σ est notée n⃗ � pn0, n1, ..., nnq P
Rn�1.

Une loi de conservation de upt, x⃗q est décrite par :

Bupt, x⃗q
Bt � divpf⃗pupt, x⃗qq � 0 � Bupt, x⃗q

Bt �
ņ

i�1

B
Bxi

�
fipupt, x⃗qq

�
(17.25)

au sens des distributions, la fonction f⃗ : RÑ Rn notée f⃗pvq �

��� f1pvq
...

fnpvq

��étant une fonction qui est C1pR,Rnq.

On déduit de la formule des sauts que la densité par rapport à dσ vaut :

�
upx� 0n⃗q � upx� 0n⃗q�n0 � ņ

i�1

�
fipupx� 0n⃗q � fipupx� 0n⃗q�ni � 0 (17.26)

où avec le notation des sauts : �
u
�
n0 �

ņ

i�1

�
fi � u

�
ni � 0 (17.27)

C'est la formule de Rankine�Hugoniot qui permet la description du choc (de la dérivée de la discontinuité de u
au sens des distribution).

17.3 Équations aux dérivées partielles

Pour A P E 1pRnq, on cherche une solution u P D1pRnq de l'équation :

A � u � f (17.28)

pour f P D1pRnq. Dans le cas où A � °
|α|¤m cα

B|α|
Bxα δ0 est une combinaison linéaire de masse de Dirac et de ses

dérivées, l'équation de convolution est l'équation aux dérivées partielles :

¸
|α|¤m

B|α|u
Bxα � f (17.29)

17.3.1 Existence et unicité dans E 1pRnq
Proposition 17.10 On se place dans l'algèbre E 1pRnq des distributions à support compact. Si A P E 1pRq admet
une solution élémentaire E P D1pRnq, alors si f P E 1pRnq,

(i) il existe au moins une solution u P D1pRnq de (17.29) à savoir u � E � f P D1pRnq,
(ii) il existe au plus une solution u P E 1pRnq, c'est u � E � f ,
(iii) si A est inversible dans l'algèbre E 1pRnq, i.e., s'il existe une solution élémentaire E � A�1 dans E 1pRnq,

alors il existe une unique solution u P E 1pRq donnée par u � A�1 � f .

Preuve. Ayant au moins deux des distributions ayant des supports compacts, à savoir A et f , le produit de
convolution est associatif et :

A � pE � fq � pA � Eq � f � δ0 � f � f (17.30)

d'où u � E � f est solution. De plus, si on suppose u à support compact, alors le produit de convolution suivant
est associatif et donne :

u � pE �Aq � u � E � pA � uq � E � f (17.31)

et donc u s'il existe est unique. Et si A a un inverse dans l'algèbre E 1pRnq, i.e. si A�1 existe, A�1 P E 1pRnq et
A�1 � f P E 1pRnq, alors u � A�1 � f est bien solution dans E 1pRnq.
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17.3.2 Équation de Laplace dans R3 : distributions et fonctions harmoniques

Dé�nition 17.11 Une fonction (resp. distribution) u : Rn Ñ R est dite harmonique si elle satisfait l'équation
de Laplace :

∆u � 0 (17.32)

Les fonctions solutions de cette équation sont appelées fonctions harmoniques, et dans R2, ce sont les parties
réelles de fonctions holomorphes (voir par exemple Rudin [10] chapitre 11).

Proposition 17.12 La fonction r⃗ � px, y, zq P R3 Ñ 1
|r⃗| � px2 � y2 � z2q� 1

2 P R est une fonction harmonique

dans R3 � t0u.

Preuve. En e�et :

@r⃗ � 0,
B 1
r

x
� � x

r3
,

B2 1
r

x2
� � 1

r3
� 3x2

r5
, ∆

1

r
� 0 (17.33)

Il reste donc à voir ce qui se passe en 0. Noter que E � 1
4π

1
r est une fonction localement intégrable de R3

et dé�nit une distribution régulière. Par contre, ce n'est pas une distribution à support compact.

Proposition 17.13 Une solution élémentaire E P D1pR3q du Laplacien : ∆δ0 � E � ∆E � δ0 est :

E � � 1

4π

1

r
(17.34)

où r � |r⃗| �
a
x2 � y2 � z2 si r⃗ � px, y, zq est le rayon vecteur.

Preuve. On note Sε la sphère de centre 0 et de rayon ε, et on pose :

fεpr⃗q �

$'&'%
1

r
r ¥ ε

1

ε
r ¤ ε

(17.35)

(faire le dessin.) Un calcul direct montre que ∆fε � 0 dans R3�Sε : fε est harmonique dans R3�Sε. Et comme
fε converge presque partout vers 1

r quand εÑ 0, on en déduit que fε á 1
r dans D1pR3q. Et donc :

∆
1

r
� lim
εÑ0

∆fε (17.36)

(continuité de la dérivée dans D1.)
D'autre part, la fonction fε est continue sur Sε, et la formule des sauts donne au sens des distributions :

Bfε
Bx px⃗q �

"Bfε
Bxi

*
px⃗q � �

fεpx⃗� 0n⃗q � fεpx⃗� 0n⃗q�n1 dσ � "Bfε
Bxi

*
px⃗q �

$&%
�x
r3
, r ¡ ε

0, r   ε
(17.37)

On applique la formule des sauts à Bfε
Bx px⃗q et il vient :

B2fεpr⃗q
Bx2 �

"B2fεpr⃗q
Bx2

*
� rBfεBx pr⃗ � 0.n⃗q � Bfε

Bx pr⃗ � 0.n⃗qsn1 dσε

�
"B2fεpr⃗q

Bx2
*
� x

r3
n1 dσε

(17.38)

D'où :

∆fε � 0� r⃗.n⃗

r3
dσε � � 1

ε2
dσε (17.39)

puisque sur la sphère n⃗ � r⃗
r . D'où, pour tout φ P DpR3q :

x∆fε, φy � � 1

ε2

»
Sε

φpr⃗q dσεÝÑ
εÑ0

� 1

ε2
φp0q4πε2 � �4πxδ0, φy (17.40)

D'où ∆ 1
r � �4πδ0, et E � � 1

4π
1
r est une solution élémentaire.
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17.3.3 Équation de Poisson dans R3

On en déduit :

Proposition 17.14 Si f P E 1pR3q alors l'équation de Poisson dans R3 :

∆u � f (17.41)

admet une solution u dans D1pR3q donnée par :

u � E � f � � 1

4π

1

r
� f (17.42)

Cette solution est C8pR3 � supppfqq et tend vers 0 à l'in�ni.

(Il y a d'autres solutions, à savoir u� v où v est harmonique. Par contre on montrera que u � E � f est la
seule solution qui tend vers 0 à l'in�nie. f P E 1 représente une distribution de charge en électricité par exemple.)

Preuve. Puisque f P E 1pRnq, la proposition 17.10 nous dit qu'e�ectivement E � f est solution.
Maintenant, f étant à support compact, pour r⃗ �xé, si r⃗ R supppfq, alors pour tout x⃗ P supppfq on a r⃗�x⃗ � 0

et :

pE � fqpr⃗q � xfpx⃗q, Epr⃗ � x⃗qy �
»
x⃗Psupppfq

fpx⃗qEpr⃗ � x⃗q dx⃗ (17.43)

(Écriture intégrale abusive si f n'est pas une fonction.) Et E � f est bien C8 au voisinage de r⃗ puisque
x⃗Ñ Epr⃗ � x⃗q est C8 sur un voisinage de supppfq (dérivation sous le crochet).

Il reste à montrer que u � E � f tend vers 0 à l'in�ni : f est une distribution à support compact donc
d'ordre �ni (proposition 19.8). Soit m l'ordre de f . On a, l'existence d'une constante C ¡ 0 telle que, si K est
un voisinage de suppf et si r⃗ R K :

pf � Eqpr⃗q � xfx⃗, Epr⃗ � x⃗qy ¤ C sup
x⃗PK, |α|¤m

|Epαqpr⃗ � x⃗q| (17.44)

Toutes les dérivées de 1
r étant des fractions rationnelles d'ordre 1

rk
pour k ¥ 1 tendent vers 0 quand r Ñ8. Et

on obtient pf � Eq Ñ 0 quand r Ñ8.

Corollaire 17.15 Si Ω � R3 et si u P D1pΩq est harmonique, i.e. ∆u � 0, alors u est une fonction C8pΩq.
Autrement dit, les seules distributions harmoniques sont les fonctions harmoniques et celles-ci sont C8pΩq.

Preuve. Il s'agit de montrer qu'en r⃗ P Ω donné, u est C8. On se ramène à une distribution à support compact
v � φu où φ P DpΩq vaut 1 dans un voisinage ω � Ω de r⃗. Dans ce cas :

v � δ0 � v � pE �∆δ0q � v � E � p∆δ0 � vq � E �∆v (17.45)

le produit de convolution étant associatif puisque deux des trois distributions sont à support compact. Et d'après
la proposition précédente, avec ici f � ∆v, si r⃗ R suppp∆vq, alors E �∆v est C8 au voisinage de r⃗, donc v est
C8 au voisinage de r⃗.

Mais dans le voisinage ω, φ étant constante, ∆v � ∆uφ�2∇u.∇φ�u∆φ � 0�0�0 � 0. Donc r⃗ R suppp∆vq
et v � uφ est C8 en r⃗. Donc u � v{φ est C8 au voisinage de r⃗.

Il reste à voir qu'une fonction harmonique ne tend pas vers 0 à l'in�ni.

17.3.4 Principe du maximum et fonctions harmoniques

On vient de voir que les fonctions harmoniques étaient C8pR3q. On a aussi :

Proposition 17.16 (Propriété de la moyenne.) Soit Ω un ouvert de Rn et u une fonction harmonique dans Ω.
Alors si Bpr⃗0, Rq � Ω, où Bpr⃗0, Rq est une boule de centre r⃗0 de rayon R de frontière SR, on a :

upr⃗0q � 1

4πR2

»
SR

upr⃗q dσR (17.46)

Autrement dit, pour u harmonique, la valeur de u en r⃗0 est complètement déterminée par les valeurs de u au
bord SR.
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Preuve. On sait que u P C8pΩq, et il s'agit de montrer que :

x4πδ0, uy � x 1

R2
dσR, uy (17.47)

On considère la fonction continue gR sur R3 :

gRpr⃗q �
$&%

1

r
� 1

R
, si r ¥ R

0, si r   R
(17.48)

qui donne (voir le calcul de fε dans la démonstration de la proposition 17.13) :

∆gR � 1

R2
dσR � 4πδ0 (17.49)

On en déduit (17.47).

Corollaire 17.17 (Principe du maximum) Une fonction harmonique non constante dans Ω atteint ses maxi-
mum et minimum au bord BΩ.

Preuve. Soit uM � upr⃗M q le maximum de u atteint en r⃗M . La fonction v � u� uM véri�e vpr⃗M q � 0, elle est
harmonique et C8, et si elle n'est pas identiquement nulle on a vpr⃗M q   0 dans une boule de centre r⃗M d'après
la propriété de la moyenne. Absurde, donc u � cste � uM .

Corollaire 17.18 Si u est une fonction harmonique qui tend vers 0 à l'in�ni dans R3, alors u � 0 dans R3.

Preuve. Soit ε ¡ 0 et R tel que |upr⃗q| ¤ ε pour r ¡ R. Et pour r⃗0 donné, r⃗0 est centre de la boule de rayon
|r⃗0| �R, et l'inégalité de la moyenne donne upr⃗0q ¤ 1

4π ε, et ce pour tout ε ¡ 0. Donc upr⃗0q � 0.

Remarque 17.19 Démonstration alternative du principe du maximum. Soit Ω un ouvert borné de Rn sim-
plement connexe de frontière Γ, soit u P C2pΩ̄;Rq t.q. ∆u � 0, soit m � supx⃗PΓ upx⃗q, soit M � supx⃗PΩ̄ upx⃗q.
Comme Ω̄ est compact, le sup est atteint dans Ω̄. Supposons M atteint dans Ω : on a M ¡ m et il existe x⃗0 P Ω
tel que M � upx⃗0q. Soit d � supx⃗,y⃗PRn ||x⃗� y⃗||Rn le �diamètre� de Ω, et soit v : Ω̄Ñ R donnée par :

vpx⃗q � upx⃗q � M �m

2d2
||x⃗� x⃗0||2Rn . (17.50)

Comme ||x⃗� x⃗0||Rn ¤ d2 et x⃗0 donne le sup de u on a :$&% @x⃗ P Γ : vpx⃗q ¤ m� M �m

2d2
d2 � M �m

2
 M,

vpx⃗0q � upx⃗0q �M.
(17.51)

Comme v est continu (car u et la norme le sont), v atteint donc son maximum dans Ω (pas sur Γ) en un point
x⃗1 P Ω. Comme v est C2 (car u l'est et ||x⃗�x0||2 est un polynôme du second ordre en x⃗) en le maximum x⃗1 on a
dvpx⃗1q � 0 et nécessairement B2v

Bpxiq2 px⃗1q ¤ 0 pour tout i, donc ∆vpx⃗1q ¤ 0. Comme ||x⃗�x⃗0||2Rn � °n
i�1pxi�xi0q2,

on a ∆p||x⃗� x⃗0||2Rnq � 2n, et donc :

∆vpx⃗1q � ∆upx⃗1q � npM �mq
d2

� 0� npM �mq
d2

¡ 0. (17.52)

Absurde puisque ∆vpx⃗1q ¤ 0. Donc m  M est une hypothèse absurde.

17.3.5 Retour à l'équation de Poisson

Corollaire 17.20 Si f P E 1pRq alors la seule solution de l'équation de Poisson dans R3 :

∆u � f (17.53)

qui s'annule à l'in�ni est :

u � E � f � � 1

4π

1

r
� f (17.54)

cette solution étant C8pR3 � supppfqq.

Preuve. Si ∆u � f alors ∆pu�E � fq � 0, et donc u�E � f est une fonction harmonique. Et si elle s'annule
à l'in�ni, elle est identiquement nulle d'après le corollaire précédent.
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18 Annexe : topologie de DpΩq et ordre d'une distribution

18.0.1 Algèbre

 Un groupe pE,�q est un ensemble E muni d'une loi interne � (appelé addition quand un groupe sera complété
par une structure d'anneau), i.e. une application � : pf, gq P E �E Ñ �pg, fq �noté f � g P E, i.e. t.q. f, g P E
implique f � g P E (stabilité), qui

(i) est associative, i.e. pf�gq�h � f�pg�hq pour tout f, g, h P E,
(ii) admet un élément neutre e P E, i.e. De P E t.q. e�f � f�e � f pour tout f P E (appelé élément nul

quand � est l'addition),
(iii) tout élément f P E admet un opposé dans E, i.e. il existe g P E tel que f�g � g�f � e. Et cet opposé

est alors unique : si h est un autre opposé, alors g � ph�fq�g � h�pf�gq � h.
Et le groupe est commutatif (ou abélien) si f�g � g�f pour tout f et g dans E.

 Un anneau pE,�, �q est un groupe commutatif pE,�q muni d'une loi interne � : pf, gq P E � E Ñ f � g P E
(appelé un produit) qui

(i) est associative, i.e. pf � gq � h � f � pg � hq pour tout f, g, h P E,
(ii) admet un élément neutre δ, i.e. Dδ P E t.q. δ � f � f � δ � f pour tout f P E, appelé élément unité,
(iii) est distributive par rapport à �, i.e. pf � gq � h � f � h� g � h pour tout f, g, h P E.

Et un anneau est commutatif si f � g � g � f pour tout f, g P E. Et dans un anneau, si l'inverse existe, il est
unique (même preuve que pour un groupe).

 Un corps est un anneau t.q. tout élément � e (élément neutre de �) admet un inverse : @f P E � teu, Dg P E
t.q. f � g � g � f � δ. Et un corps est commutatif si c'est en particulier un anneau commutatif (noter qu'on
dé�nit parfois un corps comme étant un �corps commutatif�).

 Un espace vectoriel pE,�, .q sur un corps K est un groupe commutatif pE,�q muni d'une loi externe . : pλ, fq P
K � E Ñ λ.f P E t.q., si on note 1 l'élément unité du corps K :

(i) 1.f � f , pour tout f P E,
(ii) λ.pf � gq � λ.f � λ.g, pour tout λ P K et tous f, g P E,
(iii) pλ� µq.f � λ.f � µ.f , pour tous λ, µ P K et tout f P E,
(iv) pλµq.f � λ.pµ.fq, pour tous λ, µ P K et tout f P E.

Ces 4 lois impliquent également que, si on note 0 l'élément nul du corps K :
(v) 0.f � 0 pour tout f P E, et
(vi) λ.e � e pour tout λ P K, où e est l'élément nul de pE,�q, et généralement également noté e � 0.

 Une algèbre A � pE,�, �, .q sur un corps K est
(i) un anneau pE,�, �q,
(ii) un espace vectoriel pE,�, .q sur K, et
(iii) λ.pf � gq � pλ.fq � g � f � pλ.gq, pour tout λ P K et f, g P E (compatibilité . et �).

Et que cette algèbre est commutative si pE,�, �q est un anneau commutatif.

Exemple 18.1 Algèbre pRn2

,�,�, .q des matrices carrées n � n réelles est une algèbre non commutative sur le
corps K � R des réels (et sur le corps K � C des complexes).

19 * Annexe : topologie de DpΩq et ordre d'une distribution

Cette annexe est hors programme, un résultat simple à retenir étant la proposition 19.10 : une distribution
ayant son support réduit à un point tau est une combinaison linéaire (somme �nie) de dérivées de δa.

19.1 topologie de DpΩq
19.1.1 Rappels

On rappelle qu'une fonction est continue sur Ω si elle est continue en tout point x P Ω :

@x P Ω, @ε ¡ 0, Dηx,ε, @y P Ω, |x� y|   ηx,ε ùñ |fpxq � fpyq|   ε (19.1)

Par exemple, la fonction fpxq � 1
x est continue sur s0,8r.

On rappelle qu'une fonction est uniformément continue sur Ω si :

@ε ¡ 0, Dηε, @x P Ω, @y P Ω, |x� y|   ηε ùñ |fpxq � fpyq|   ε (19.2)
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Par exemple, la fonction fpxq � 1
x n'est pas uniformément continue sur s0,8r : il existe ε ¡ 0, on prend ε � 1

par exemple, tel que pour un η quelconque, on peut trouver (il existe) x et y, et on prend y � 2x tels que
|x� y|   η et | 1x � 1

y | � |y�xxy | � | 1
2x | ¥ 1 : prendre x   η avec x ¤ 1

2 .

Puis on rappelle que toute fonction continue sur un compact K y est uniformément continue et atteint son
sup et son inf. Et on note alors :

||f ||K,8 � sup
xPK

|fpxq| noté� pK,0pfq. (19.3)

On désigne par CmpΩq l'espace des fonctions dé�nies et m-fois continûment dérivables dans l'ouvert Ω.

19.1.2 Norme sur CmpKq
Soit m P N et K compact � Ω. Toute fonction continue étant uniformément continue sur un compact, on

munit CmpKq de la topologie de la convergence uniforme, i.e., on considère la norme sur CmpKq :

pK,mpfq �
m̧

j�0

pK,0pfq p�
m̧

j�0

||f pjq||K,8q. (19.4)

En particulier, pK,0 � supxPK |fpxq| � ||f ||8 est la norme de la convergence uniforme sur C0pKq, et C0pKq
muni de cette norme est normé et complet : c'est un espace de Banach (normé et complet). De même, les
pCmpKq, pK,mq sont des espaces de Banach.
Lemme 19.1 Soit K compact, soit ε ¡ 0 et soit Kε � tx P Rn : dpx,Kq ¤ εu (voisinage compact de K). Alors
si φ P C0pKεq alors :

||φ||Kε,8 ¤ ||φ||K,8 � ε||φ1||Kε,8. (19.5)

Preuve. Pour x P Kε et x0 P K t.q. x0 P Bpx, εq (toujours possible par dé�nition de Kε), il existe c P rx0, xs
t.q. (théorème des accroissements �nis) :

|φpxq| � |φpx0q � px� x0qφ1pcq| ¤ ||φ||K,8 � ε||φ1||8.

19.1.3 Topologie et distance sur C8pKq
Soit K compact � Ω. L'espace C8pKq � �

mPN C
mpKq est muni de la famille de normes ppK,mqmPN qui lui

confère la structure d'espace métrique complet pour la distance :

dpf, gq �
¸
mPN

1

2m
minp1, pK,mpf � gqq, (19.6)

mais C8pKq n'est pas un espace normé complet : il n'existe pas de norme qui le rende complet (complet
uniquement pour des distances).

19.1.4 Topologie et distance sur CmpΩq
Soit Ω un ouvert de Rn. On a Ω �

¤
K compact�Ω

K.

On a CmpΩq �
¤

K compact�Ω

CmpKq, et dans CmpΩq on considère la famille de semi-normes ppK,mqK compact�Ω.

On considère alors pCmpΩq, ppK,mqK compact�Ωq, i.e. CmpΩqmuni de la famille de semi-normes ppK,mqK compact�Ω.
La convergence d'une suite pψjqjPN de CmpΩq vers une fonction ψ P C8pΩq s'exprime donc comme : pour tout
K compact � Ω, on a pψjqjPN converge vers ψ dans CmpKq (où on a implicitement considéré les restrictions
à K), i.e. :

@K compact � Ω, pK,mpψj � ψq ÝÑ
jÑ8

0 (19.7)

Plus simplement, si pKkqkPN est une suite croissante exhaustive de compact de Ω (telle que Kk � Kk�1

et
�
kPNKk � Ω), on considère les pk,m �déf pKk,m, et on dispose ainsi d'une famille de normes ppk,mqkPN

dans CmpΩq. D'où la distance sur CmpΩq (comme en (19.6)) :

dpf, gq �
¸
kPN

1

2k
minp1, pk,mpf � gqq. (19.8)

Et CmpΩq a ainsi une structure d'espace métrique complet.
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19.1.5 Topologie et distance sur C8pΩq
On munit C8pΩq de la famille de semi-normes ppK,mqK compact�Ω

mPN
. La convergence d'une suite pψjq de C8pΩq

vers une fonction ψ P C8pΩq s'exprime donc comme :

@K compact � Ω, @m P N, pK,mpψj � ψq ÝÑ
jÑ8

0 (19.9)

Et C8pΩq a ainsi une structure d'espace métrique complet (mais il n'y a pas de norme qui le rende complet),
voir par exemple l'annexe Espaces de Fréchet dans Bony [2] ou voir Zuily [15] chapitre 1).

Plus simplement pour C8pΩq, si pKkqkPN est une suite croissante exhaustive de compact de Ω, on considère
les pk,m �déf pKk,m, et on dispose ainsi sur C8pΩq d'une famille de normes ppk,mqk,mPN. Et quitte à prendre
k � m, on pose pm �déf pm,m, et on déduit une distance sur C8pΩq comme en (19.6) :

dpf, gq �
¸
mPN

1

2m
minp1, pmpf � gqq. (19.10)

19.1.6 Topologie et distance sur DpΩq
On prend pour topologie surDpΩq celle induite de C8pΩq, i.e. on considère l'espace topologique pDpΩq, ppK,mqK compact�Ω

mPN
q

(qui est donc métrisable, cf. (19.10)). Mais ici avec l'avantage :

DpΩq �
¤

K compact�Ω

C8pKq, (19.11)

car si φ P DpΩq, alors suppφ � Ω et donc φ P C8psuppφq avec suppφ compact dans Ω.
La convergence dans DpΩq pour cette topologie s'exprime alors simplement comme : une suite pφnqnPN

de DpΩq converge vers φ P DpΩq ssi :

DK � Ω, K compact t.q.

#
1q suppφ P K, et @n P N supppφnq � K,

2q @m P N, pK,mpφn � φq Ñ
nÑ8 0 (dans R), (19.12)

cf. (19.9).

19.1.7 Relation avec la topologie sur S

La topologie sur S a été dé�nie à l'aide des semi-normes p̃k,ℓ, cf. (11.7). Et donc la topologie de S est plus
restrictive que la topologie de DpRq qui se �contente� des semi-normes p̃0,m. Donc si on converge au sens de S,
alors on converge au sens DpRq.

19.2 Dé�nition des distributions

La dé�nition 3.5 s'écrit alors aussi (ayant une topologie sur DpΩq et donc des applications continues DpΩq Ñ
R et avec DpΩq donné par (19.11)) :

Dé�nition 19.2 On appelle distribution T tout élément de LpDpΩq,Rq � D1pΩq ensemble des formes linéaires
continues sur pDpΩq, ppK,mqK compact�Ω

mPN
q. I.e. :

@K compact � Ω, DmK P N, DCK ¡ 0 t.q. :

@φ P DpΩq véri�ant supppφq � K, |xT, φy| ¤ CK pK,mK
pφq. (19.13)

(Sur tout compact K, l'image T pφq P R est bornée par un antécédent.)

I.e., toute fonctionnelle T : DpΩq Ñ R linéaire telle que (continuité en 0) :

T pφq ÝÑ
φÑ0 dans DpΩq

0. (19.14)

129



19.3 Ordre d'une distribution

Dé�nition 19.3 Lorsque m peut être choisi indépendamment de K, on dit que la distribution est d'ordre �ni,
et le plus petit de tels m est appelé l'ordre de la distribution. Sinon la distribution est d'ordre in�ni. Donc, une
distribution est d'ordre �ni ssi :

Dm P N, @K compact � Ω, DCK ¡ 0 t.q. :

@φ P DpΩq véri�ant supppφq � K, |xT, φy| ¤ CK pK,mpφq,
(19.15)

et l'ordre de la distribution est le plus petit des entiers m satisfaisant (19.15).

Exemple 19.4 Une fonction f P L1pRq dé�nit une distribution Tf d'ordre 0 puisque pour tout compact K et
toute fonction φ P DpRq on a

³
K
fpxqφpxq dx ¤ ||f ||L1 pK,0pφq.

Exemple 19.5 Puisque xδ0, φy � φp0q ¤ 1 pK,0pφq, la masse de Dirac dé�nit une distribution d'ordre 0 .
Et la dérivée de la masse de Dirac dé�nit une distribution d'ordre 1.
Et la distribution

°
k¤m δ

pkq
0 est d'ordre m.

Et la distribution
°
kPN δ

pkq
k est d'ordre in�ni.

(Noter que la quantité
°
kPN δ

pkq
0 ne dé�nit pas une distribution : prendre une fonction qui au voisinage

de 0 vaut φpxq � ex et pour laquelle x°kPN δ
pkq
0 , φy � °

kPN 1 � 8. C'est également une conséquence de la
proposition suivante.)

Proposition 19.6 La somme d'une distribution d'ordre m et d'une distribution d'ordre n est une distribution
d'ordre ¤ maxpm,nq.

Si T P D1pΩq est d'ordre m alors T 1 est d'ordre ¤ m� 1.

Preuve. Soit S d'ordrem et T d'ordre n, avecm ¤ n. Comme pK,mpφq ¤ pK,npφq on déduit |xS, φy|�|xT, φy| ¤
CpK,npφq (détails à écrire).

Soit T d'ordre k. On a |xT 1, φy| � |xT, φ1y| ¤ CK pK,mpφ1q � |xT, φ1y| ¤ CK pK,m�1pφq (détails à écrire).
Si T � Tf avec f P C1 alors Tf est d'ordre 0 et pTf q1 � Tpf 1q est aussi d'ordre 0 : l'inégalité n'est pas stricte.
Si T � δ0, distribution d'ordre 0, alors T � δ10, distribution d'ordre 1 : l'inégalité est optimale.

Exemple 19.7 Soit f P C1pRq. SoitHa � 1ra,8r la fonction de Heaviside en a. Alors la distribution pTfHa
q1 �noté pfHaq1 �

f 1Ha � fpaqδa est une distribution d'ordre 0.
Et pTfHaq2 � pTf 1Haq1 � fpaqδ1a est une distribution d'ordre 1.

19.4 Distribution à support compact

Proposition 19.8 Toute distribution T P E 1pΩq (à support compact dans Ω) est d'ordre �ni : il existe m P N
tel que pour tout voisinage compact K de suppT , on a :

DCK ¡ 0, @φ P DpΩq, |xT, φy| ¤ CK pK,mpφq. (19.16)

Preuve. On a avec (19.13) : si K � Ω et K compact, il existe CK ¡ 0 et mK t.q. :

@φ P DpΩq t.q. supppφq � K, |xT, φy| ¤ CK pK,mK
pφq (19.17)

Montrons que mK est indépendant de K (contenant supppT q).
Soit A un voisinage compact de suppT , et soit Aε un voisinage compact de A (donc suppT � �

A � A �
�
Aε).

Soit χε P DpΩq t.q. suppχε � A et χεpxq � 1 sur Aε.
Soit φ P DpΩq. On a φ� χεφ � 0 sur Aε voisinage compact de suppT , et donc xT, φ� χφy � 0, i.e. :

xT, φy � xT, χεφy.
On a χεφ P DpΩq et supppχεφq � A, et donc :

|xT, χεφy| ¤ CpA,mA
pχεφq.

Et avec la formule de Leibniz, on a pour α ¤ mA :

||pχεφqpαq||A,8 ¤
α̧

j�0

Cjα ||χpjqε ||8||φpα�jq||A,8 ¤ Dε,α pA,αpφq,
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où Dε,α est une constante qui fait intervenir les coe�cients binoniaux et les ||χpjqε ||8 pour j ¤ α. Et donc,
comme Dε,α pA,αpφq ¤ Dε,α pA,mA

pφq pour α ¤ mA :

|xT, φy| � |xT, χφy| ¤ Eε,mA
pA,mA

pφq, où Eε,mA
�

mA̧

α�0

Dε,α.

Et donc :
@φ P DpΩq, |xT, φy| ¤ Eε,mA

pA,mA
pφq. (19.18)

Donc si K est un compact quelconque dans Ω, on a :

@φ P DpΩq véri�ant supppφq � K, |xT, φy| ¤ Eε,mA
pA,mpφq, (19.19)

puisque (19.18) est vrai sans hypothèse sur suppφ. Donc T est au plus d'ordre mA.

Corollaire 19.9 Soit T P E 1pΩq et soit m son ordre.

si φ P DpΩq est t.q. @α ¤ m, φ
pαq
|suppT � 0, alors xT, φy � 0. (19.20)

(Si φ et ses dérivées φpαq pour α ¤ m sont nulles sur suppT , alors xT, φy � 0.) (Véri�cation immédiate pour les
masses de Dirac et leurs dérivées.)

Le cas particulier des distributions à support réduit à un point est donné par :

Proposition 19.10 Les distributions ayant leur support réduit à un point tau sont des combinaisons linéaires
(somme �nie) de dérivées de δa.

Preuve. Une telle combinaison linéaire s'écrit
°k
j�0 cjδ

pjq
a (somme �nie) et à son support réduit à tau. Réci-

proquement, soit T P D1pRq avec suppT � tau. Alors T est d'ordre �ni car T est à support compact. Soit m
son ordre.

On considère le développement de Taylor de φ à l'ordre m au voisinage de a :

φpxq �
m̧

j�0

px� aqj
j!

φpjqpaq � rpxq (19.21)

où r P DpRq s'annule en a ainsi que toutes dérivées jusqu'à l'ordre m et donc xT, ry � 0 d'après le corollaire
précédent. On en déduit que, pour φ P DpRq :

xT, φy �
m̧

j�0

φpjqpaqxT, px� aqj
j!

y � 0, (19.22)

soit :

xT, φy �
ķ

j�0

cjxδpjqa , φy où cj � p�1qjxT, px� aqj
j!

y. (19.23)
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