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Notation : f := g signifie : “g étant donnée, on défini f par f = ¢”; encore noté f dzefg.

1 D(R) I’ensemble des fonctions C” & support compact

1.1 Somme et différence d’ensembles
1.1.1 Somme d’ensembles

Soit E un espace vectoriel. On rappelle que si ¢ € E et A un sous-ensemble de E alors :

crAl {yeE:JxeAtq y=c+u} note {e+x: ze Ay =A+c (L.1)

est le translaté de A du vecteur c. En particulier dans R :
¢+ [a,b] = [a+c, b+d]. (1.2)

Et si A et B sont deux sous-ensembles de F, alors :
A+BYE (ze€E:3(z,y) e Ax Btq z=a+y} "L {a+y: € A, ye B} (1.3)
Autrement dit :
A+B=JA+{) (= Uz} +B)). (1.4)
yeB TEA

Eneffet,siz=2+ye A+ Balors z€ A+ye|J,p(A+{y}). Et si z€ J,cp(4+ {y}) alors il existe y t.q.
zeA+{y}c A+ B.

Exemple 1.1 Montrer : dans R la somme de deux intervalles est un intervalle :

[a,b] + [¢,d] = [a+c, b+d]. (1.5)

Réponse. c. z=x 4+ y € [a,b] + [¢,d], donc z=a+y=a+cet z<z+d<b+d, donc z € [a+c, b+d].

D. z € [a+c¢,b+d]. Soit o, 8 = 0 t.q. z = a+c+a = b+d—p ol donc a+c+a < b+d et b+d—p = a+c; si a < b—a
on pose z = a+a, avec donc = € [a,b], puis on pose y = z—z = ¢ € [¢,d], donc z = z + y € [a,b] + [¢,d]; si @ = b—a
alors b+d—0 = z = a+c+a = a+c+b—a = c+b, donc § < d—c; on pose alors y = d — 3, et donc y € [¢, d], puis on pose
z=z—y=>be[a,b],donc z =z +yE€ [a,b] +[cd]. un
Remarque 1.2 1- La somme de deux fermés n’est pas nécessairement un fermé : exemple dans R : soit A =
[2,00[n= {n € N : n > 2} (les entiers supérieurs ou égaux a 2), soit B = {x = —n+ L : n e A}. Alors A et B
sont, fermés (leurs complémentaires sont des ouverts); et A+ B D {1 :n>2} avec0¢ A+ Bet 0€ A+ B.
Noter qu’ici A et B sont non bornés.

2- La somme A + B de deux compacts d’un espace vectoriel E est un compact : soit (z,)n = (Tn + Yn)N €
(A+ B)Y une suite dans A+ B. Comme A est compact, de la suite (x,, )y on peut extraire une sous-suite (., ) ren
convergente dans A, et soit « € A la limite. Comme B est compact, de la suite (yn, )reny On peut extraire une
sous-suite (ynke)geN convergente dans B, et soit y € B la limite. D’ou la suite extraite (Z”w )eeN converge vers
x+y € A + B, donc converge dans A + B. .

1.1.2 Différence d’ensembles

Soit E un ensemble et A c E (sous-ensemble).
E-AY¥(rep . ag¢ Ay "L A "8 AC (1.6)

est appelé le complémentaire de A dans F.
Exercice 1.3 Montrer que (A¢)¢ = A.
Réponse. z € (A°)C ssi z ¢ A ssiz € A. .
Exercice 1.4 Montrer que A € B — B¢ c AC.
Réponse. =. Supposons A B : soit z € B donc z ¢ B, donc z ¢ A, donc z € A®.

«. Supposons B¢ ¢ A€ donc (A°)° < (B®)¢ d’aprés =, soit A < B. un

Soit A et B deux sous-ensembles de E.

A-BweA:a¢By=A()B = A[\(E - B)"L*C4B. (1.7)



1.2 Support d’une fonction
Soit n € N*. On munit R™ des sa norme euclidienne ||.||gn noté [|.||- Pour & € R™ et r > 0 on note :
B(@r) ={geR":|lg - 2| <7} (1.8)

la boule ouverte de centre Z et de rayon r. (Dans R on a B(z,r) =|z—r,z+r][.)
Soit © un ouvert de R™ (éventuellement R™ tout entier).
Soit f = Q — R. Notons :
{(f#0}={TeQ : f(¥) 0} (1.9)

Définition 1.5 On appelle support de f le fermé de R™ défini par :
supp(f) B TF#0] (= adhérence de {f # 0}), (1.10)
i.e., le plus petit fermé sur lequel f(z) # 0. Et on note supp(f) = suppf.

Exemple 1.6 Dans R, la fonction de Heaviside Ho = 1o [ (“unit step function”) a pour support R,. Et la
fonction 1j9 [ @ méme support.

La fonction id : * — x a pour support R :ici {f # 0} = R* et R* = R. un
Proposition 1.7 On a :
Zesuppf <<= Vex>0, 3Iye B(Z,e), f(¥) #0. (1.11)
Preuve. Comme suppf = {f # 0} on a :
suppf = {T € R™ : I(Tn)nx € {f # O t.q. 7 —> T}
n—x0
Montrons =>. Soit & € suppf, soit (Z, )y € {f # O}N* t.q. &, — & : donc pour ¢ > 0, il existe Z,, € B(Z,¢) :
n—o0

on prend i = Z,,.
Montrons <. Soit & € R™ et soit € = L, ott n € N*, et soit &, € {f # 0} t.q. @, € B(Z, 1) : on a construit

une suite (Z, )+ dans {f # 0} qui converge vers Z, donc Z € {f # 0} = supp/f. oa

Proposition 1.8 On a :
Z¢suppf < >0, VyeB(&e), f(¥) =0, (1.12)

i.e. si ¥ ¢ suppf ssi f est nulle dans tout un voisinage ouvert de ¥ (inutile d’étudier f sur R™ — suppf).
Preuve. Négation de la proposition précédente. un

Exercice 1.9 Montrer que si f et g sont deux fonctions 2 — R alors :

supp(fg) < suppf () suppy, (1.13)
inclusion qui peut étre stricte.

Réponse. Il est équivalent de montrer (suppf () suppg)® c (supp(fg))€. Soit z € (suppf [\suppg)®, i.e. = ¢ suppf[)suppg,
i.e. © ¢ suppf et = ¢ suppg. Donc, avec @, Jei,e2 > 0 t.q. Yy € B(z,e1), f(y) = 0, et Yy € B(zx,e2), g(y) = 0.
Donc, posant € = min(e1,e2) > 0, Vy € B(z,e2), on a f(y)g(y) = 0 = (fg)(y), donc = ¢ supp(fg), cf. (1.12) donc
x € (supp(fg))“.

Soit f = llef et ¢ = lg_ : on a suppf = Ry et suppg = R_, donc suppf[|suppg = {0}. Avec fg = 0 et donc

supp(fg) = & : ici l'inclusion est stricte. un



1.3 L’espace D(f2) des fonctions C*(f)) & support compact
Définition 1.10 On note D(Q) I'espace des fonctions réelles ¢ € C* (Q;R) = C*(£2) & support compact :

D(Q) = {p e C*(N) : supp(p) compact dans Q}

= {pe C*(Q) : supp(p) < Q, supp(p) borné}. (1.14)

(On rappelle que le support suppyp est, par définition, toujours fermé.)
D(Q) est aussi appelé 'espace des fonctions infiniment lisses & support compact (appellation anglophone
‘infinitly smooth’).

Notons 0Q = Q — Q le bord de I'ouvert Q.
Lemme 1.11 Soit K < Q avec K compact. On a d(K,0Q) > 0, i.e. (notant ¢ = d(K, 0Q2) par exemple) :

Je >0, K+ B(0,¢)c . (1.15)

Preuve. On a K + B(0,¢) = Uzei & + B(0,€) = Uzere B(%,€). Donc si est faux, alors

Ve > 0,37 € K t.q. B(Z,¢) ¢ Q. En particulier :

prenant € = % > 0, il existe 7, € K t.q. B(Z,, %) ¢ Q.

Comme K est compact, quitte & extraire une sous-suite, on a (&,) convergente dans K. Soit Z,, € K la
limite. En particulier Z,, € Q (car K c ).

Puis notons i, € B(Zy, +) t.q. 7, ¢ € : alors 7, converge aussi vers Z.. car ||f, — Zo|| < ||F0 — Znl| +||Tn —
Tol| < L +||Z, — .||. Comme R™ —  est fermé (complémentaire d’un ouvert) (7,) converge dans R™ — Q.

Donc Z.. € R" — Q. Donc Z. ¢ Q, avec Z.. € ) : absurde. Donc (1.15]) est vrai. .

Proposition 1.12 Soit 2 un ouvert dans R™. Si ¢ € D(Q) alors :
Je >0, suppy + B(0,¢) c Q. (1.16)
En particulier si 2 est borné (et suppy étant compact dans Pouvert 2) :
e >0, V¥ed, VyeB(Zce), o) =0, (1.17)

i.e. ¢ est nulle dans Q dans “toute une bande de largeur ¢ le long de 092”. Faire un dessin dans R2.

N.B. : on dit que ¢ est nulle dans un voisinage de ’infini quand ¢ est nulle “sauf sur un borné”. Donc si 2
est non borné, on dit aussi que ¢ € D(Q2) est nulle au voisinage du bord (exemple, pour ¢ € D(R), on dit que ¢
est nulle dans un voisinage de I'infini).

Preuve. On applique le lemme m : ici supp(p) est un compact dans Q ouvert. D’ou ((1.16). o

Pour ¢ € D(Q), notons ¢ la fonction prolongeant ¢ par 0 sur R™ — €. la proposition précédente donne
immeédiatement : ¢ € D(R™).

Notation : prolongement par 0 sur R"—. Pour ¢ € D(f2), on note ¢ ="°% , € D(R™).

Exemple 1.13 L’espace D(R) n’est pas vide (on va méme voir qu’il est dense dans LP(R™), voir la suite). Par
exemple la fonction (faire un dessin) :

1 1, 1 1
(@)= T TG ) Ve Ll (118)

0, Vo ¢] —1,1],

dont le support est [—1,1] appartient & D(R). Et pour tout polynéme P, on a P{ € D(R). On a également
CeD(]—1—¢,1+¢€]) pour tout € > 0. o

Exemple 1.14 Plus généralement, on note, pour a < b :

1,1 1
Cap(z) = eXp(i(x —b z-—a

0, Vz ¢]a, bl

), Yz €la, b, (1.19)

fonctions C*(R) dont le support est [a, b] et qui appartiennent & D(Ja—e, b+e[) pour tout € > 0. Ou encore la
fonction &up(x) = TQTMC(E). s
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Exemple 1.15 Et dans R™, considérer :

1 N
exp(——=75)s Vi e B(0,1),
(@) = 1—|[|2][? (1.20)
0, Vi ¢ B(0,1).
Remarque 1.16 Si on se place dans un compact K de R™, on a tout simplement :
K compact = D(K)=C"(K), (1.21)

puisque les fonctions de C*(K) sont C* et & support compact. On ne considérera pas souvent ce cas : on
verra qu’on devra souvent considérer D(€2) avec 2 ouvert pour ne pas avoir de probléme avec le bord de €, les
fonctions de D(12) étant identiquement nulles dans un voisinage ouvert du bord de €, cf. proposition [1.12] &

1.4 DR)c LP(R) < LP

loc

(R)

Soit €2 un ouvert dans R".
Pour 1 < p < o0, on rappelle que :

LP(Q) = {f : Q@ — R mesurable t.q. ,[ |f(2)|P dx < o0}, (1.22)
Q
et on note alors :
1 noté
1Al = (| 1£@P dx)? "2 11, (123
Et, pour p = o0 :
L*(Q) = {f : @ — R mesurable t.q. sup|f(z)]| < o0}, (1.24)
zeQ
et on note alors : iy
note
Al = Slelglf(ﬂ?)l = [/l (1.25)

Et, pour p € [1,0], (LP(Q),||-||z») est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet, voir cours
d’intégration).

On rappelle que, pour 1 < p < o0, les fonctions de L} (£2) (les fonctions localement L? sur ) sont les
fonctions f : 2 — R qui sont mesurables et intégrables sur tout compact de  :

LP

loc

(Q) ={f : Q@ —> R mesurable t.q. YK c Q, K compact, J |f(2)|P dz < o0}.
K

En particulier LP(Q2) < LY (Q).
Exemple 1.17 Q =]0,c0[ et f(z) =% :ona fe L} (Q) et f ¢ LY(Q). ..

loc

Proposition 1.18 Si 1 < p < o alors D(R) c LP(R).
Et si 1 < p < oo alors D(R) est dense dans LP(R) (faux pour p = ).

Preuve. Inclusions : Si 1 < p < 00, si ¢ € D(R), si K = suppy alors ¢ est continu sur le compact K et donc
§ lo(@) P de = §, (@) P de < || |@f? || (§; dz) < co. Et si p = o0 c’est immédiat : les fonctions continues sur
un compact sont bornées. Densité : voir prop. [2.34 un

2 Convolution et régularisation

2.1 Notations f et 7, f
Définition 2.1 Pour f: R — R, on définit f/: R — R par:

Autrement dit fz fogoug(x)=—ux.
(Le graphe de f est le symétrique du graphe de f par rapport a “l’axe des y”.)



Définition 2.2 Pour f: R — R, et ¢ € R on définit la translatée 7.(f) ="°% 7.f de f par :

Tef(x) = flz — o). (2.2)

Autrement dit 7.f = f o h. ol he(z) =2 — c.
(Le graphe de 7.f est le translaté du graphe de f de ¢ : en particulier (7.f)(c) = £(0).)

Exercice 2.3 Montrer que T\J(t) = f(=t —¢), et que Tof(t) = flc—1)
Réponse. Soit g = 7.f. On a §(t) = g(—t) = f(—t — ). Bt 7.f(t) = f(t —¢) = f(c —1).
Exercice 2.4 Montrer que : _ 5
Tef =7_cf. (2.3)

Autrement dit, les opérateurs " et 7. ne commutent pas pour ¢ # 0 : (To7.)(f) = (7_c o) (f).
Réponse. 7.f(z) = 7. f(—z) = f(—z — ) = [(z + ¢) = 7—. [ (z).
Proposition 2.5 Pour f : R —> R et pour ce R, on a :

suppf = —suppf,  supp(r.f) =suppf +¢,  supp(ref) = —suppf + c. (2.4)

Immeédiat sur un dessin. En particulier, si suppf < [a,b] ot a < b, alors :
Supp(f) = [_b? _a]? Supp(ch) = [G+C, b+C], Supp(TC]\{) = [—b+C, —a+c]. (25)

Preuve. Pour f :on a {z : f(z) # 0} = {z : f(—z) # 0} = {—y : f(y) # 0}, d’ot1, en prenant adhérence,
suppf = —supp/f.
Pour 7.f :ona{z: 7.f(x) #0} ={z: f(x —¢c) # 0} = {y+c: f(y) # 0}, d’on, en prenant I’adhérence,

supp7.f = suppf + c. un

2.2 Définition de la convolution

On rappelle que si f,g : R" — R sont deux fonctions (mesurables), alors f = g : R® — R est la fonction
donnée formellement par :

(Fe9)e) = | s0a@-na=| romiea. (26)

intégrale qui dépend du parameétre z. En particulier, si f, g € L?(R) alors pour chaque x on a 7,9 € L2(R) (car
lg(z — )2 dt = §__p 19(s)|* ds < o0), et donc :

(f =g)(=) = (f, Ta:g)L2(R)~

Sic

Dans la suite, pour simplifier la présentation, on considérera essentiellement le cas R™ = R.

Exemple 2.6 Si f € L'(R) et g = 1g, on a (f#1g)(x) = {; f(t) dt = constante, et donc Papplication f — f IR
est la fonction “aire sous la courbe f” (independante de x). wn

Exemple 2.7 Si f € L'(R) et g = [T, = klpa o ], ona (f*g)(z) = ka’% f(z—t)dt = la “valeur moyenne
de f a travers une fenétre de largeur % centrée en z”. Dessin.

La “mesure” d’une fonction f & travers un appareil d’une certaine précision est une application de type
My : f — Mp(f) = f # I, avec donc My (f)(z) approchant f(z), approximation d’autant meilleure que k est
grand, i.e. que Pappareil est précis. L’appareil idéal (de précision parfaite) est M. : f — M (f) = f(x), soit
M, = by, voir plus loin. .

Proposition 2.8 Quand elle est définie, I'opération = est distributive et commutative :

gxf=fxg.  [fr(g+Ag)=Frg +Af*gs, (2.7)
d’ou le nom de “produit” (commutatif) de convolution. Et on a :
frg=F+5 et T(frg)=(7af)rg=f*(Tag). (2.8)

Et :
(f et g paires) ou (f et g impaires) = f # g paire,
(f paire et g impaire) ou (f impaire et g paire) = f * g impaire.
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Preuve. (f # g)(z) = §; f()g(x — t)dt = § f(x — u)g(u)du = (g # f)(x) donne la commutativité. Et la
distributivité résulte de la distributivité de la multiplication de R et de la linéarité de ’intégrale.

Puis ( = {g f( x+t dt = SR x—u)du= (f * g)(—mx).
Pu1s7a(f g)( )=(f*g SR z—a—t )dt = §; f( Tag(x—t)dt—(f*Tag)(x)etf*gzg*f.
Puis (fxg)(—z) = § f(t)g(—z— t) dt:sig est paire, alors (fxg)(—xz) = { f(t)g(z+t)dt = {; f(—u)g(z—u) dt,

d’otr si f est palrealors (f*g)( x) = (fxg)(x),etsi fest 1mpa1realors (f*g)( ) —(fxg)(x);et fxg = g=f.dn

Proposition 2.9 Pour f,g: R — R, la fonction convolée f = g vérifie (quand elle a un sens) :

supp(f # g) < suppf + suppg. (2.10)

Preuve. On a (f * g)(x) = t Rf(t)g(m —t)dt = L N f)m.g(t) dt.
€ €supp SUPPTxg

Cas simple : suppf = [a,b] et suppg = [¢,d], avec a < b et ¢ < d, donc suppf + suppg = [a+c, b+d]. Et
supp7.g = [—d+z, —c+z], donc suppf [ \supp7.g = [a,b] N [—d+z, —c—i—m] donne suppf (| supp7.§ = & ssi
soit @ > —c+w soit b < —d+wz, i.e. ssi z < a+c ou x > b+d. Donc suppf [ |supp7.g = & dés que z ¢ [a+c, b+d],
donc supp(f * g) < suppf + suppg.

Cas général : on a (f = g)(x) = 0 dés que suppf (|supp7.g = . Et 3t € suppf [ |supp7.g ssi It € suppf
et t € x — suppyg, i.e. ssi 3t € suppf et x € t + suppg (c suppf + suppg). Donc si z ¢ suppf + suppg alors
suppf suppr, j — @ donc (/ + g)(x) = 0. Done {z : (f + )(z) # 0} < suppS + suppg. D'oi (2.10).

Remarque 2.10 Rappel : la somme de deux fermés n est pas nécessairement un fermé : prendre F' = N*
et G = Upens{—F + {C} qui donne F+G={n—k+4, kne N} Ici R—F = [J,ou] — n,n+1[ et
R—G = Upens] =k + 5, —k+1+ k 7[ sont des ouverts (union d’ouverts), donc F' et G sont fermés, mais I +G

contient la suite ( )keN* qui converge vers 0 dans R, avec 0 ¢ ' + GG, donc F + G n’est pas fermé.

Rappel : la somme d’un compact et d’un fermé est un fermé : soit K compact et G fermé, soit (z,,) une suite
dans K + G qui converge vers z dans R. Montrons que z € K + G. On a z, = k, + g,, et quitte & extraire une
sous-suite, on a k, — k dans K. Donc g, = z, —k, € G converge vers z —k, avec G fermé, donc g =déf , ke G,
donc z =k +ge K + G, donc K + G est fermé. un
2.3 Stabilité par convolution : L!(R) + LP(R) < LP(R) pour 1 < p < o

Proposition 2.11 Si f,g € LY(R) alors |f| # |g| € L'(R) et f x g€ L'(R), avec :
1F = gl < {IF 111 llgl - (2.11)

Preuve. On a, si ¢ca a un sens :
1f gl = LRI(f*g)(w)ldx _ LR| = g0
< f L f 1@ =0)llgto)| s =f (171 * 19]) (@) de

z€R

(2.12)

Comme f et g sont dans L'(R) la fonction f ® g : (z,y) — f(x)g(y) (fonction & variables séparées) est
dans L'(R?). Et on peut appliquer Fubini :

[f ()l lg(t)] dtdy = J |f(z = )] |g(t)| dtdz,

0 > |[f]l2:]l9]] 21 =j
(z,t)e

(y,t)eR?

z,t)ER?
ol on a utilisé le changement de variable F : (y,t) € R? — F(y,t) = ( R Fl(y’t)) R y-{—t)’ difféeomorphisme

= Fg(y, t) =1t
G 11
de R? dans lui-méme, de jacobien det ( % > (y,t) = det <0 1) =1 qui donne (dtdy) = [1| (dtdz) =
cy . ot .
(dtdz). D ot [|f # g[|or < [|fl|rllgller < oo, Le. (2.11). -

Exercice 2.12 Montrer (2.11)) & l’aide du théoréme d’intégration de Tonelli (cours d’intégration).
Réponse. Rappel de Tonelli : si la fonction h : Q1 x Qo — R satisfait aux deux hypothéses :

J |h(z,y)|dy <0 p.p.z et J <J |h(z, )| dy) dz < (2.13)
EP) €N yeQo
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alors h e L'(Q1 x Q2), et alors on peut inverser ordre d’intégration (Fubini).
Ici on pose h(t,z) = |f(t)| |g(x — t)| et on vérifie les hypothéses : commencant par intégrer en x a ¢ fixé, il vient, a ¢
fixé :

f Ol lgfa 1) do = If(t)l(f lota = 0] ds) = If(t)l(f 1ol d) < £ alh <. (2.14)

puis :
ft Ol dt < ||g||1£ FO1d < gl 1]l < o (2.15)
D’out le résultat. ah

Exemple 213 f(t) =g(t) = e '1g (t). OnaSR|f(t)|dt=SSCe*tdt=1<oo, et f,ge L'(R). Et (f*g)(x) =
Spe e, (e @ Vg, (z—t)dt = §,_ e te @ Vg (z)dt = §) e *1g, (x)dt = ze “Ig, (z), intégrable sur R,
donc on a blen frge Ll(R) L

Exercice 2.14 Montrer que si f,g7 h e L*(R) sont positives et f < g, alors f « h < g # h.
Réponse. On a (f # = f®)h(xz —t)dt < §p g(t)h(z —t) dt = (h * g)(z). un

Remarque 2.15 L’inégalité obtenue est une inégalité ot & gauche on a de fait une intégrale double,
cf. , alors qu’a droite on a un produit des deux intégrales simples.

En particulier, ||f # g||1 (calcul d’une intégrale double) n’a rien a voir avec le produit ||fg||1 (calcul d’une
intégrale simple) qui en général n’a pas de sens pour f et g dans L'(R).

Par exemple, f et g données par f(t) = g(t) = ﬁll(),l] sont dans L*(R) (car Sé |\1[| dt = [2\f](1) =2< oo)
mais (fg)(t) = %1]071] n’est pas dans L'(R). Alors que f * g donnée par (f = g)( St \/‘?\/7
dans L'(R) : cette fonction est définie p.p., et plus précisément pour tout = € R*, et n’est pas définie en x=0,
mais ce n’est pas génant puisque, ici, seul le caractére intégrable (au sens de Lebesgue) nous intéresse (notion
de presque partout) : autrement dit on a L!'(R*) = L'(R) car R* = R — {0} et I’ensemble singleton {0} est
négligeable pour la mesure de Lebesgue . En particulier, on a vu que §, |f # g|(z) dz <||f|[1]|g]]1 < oo. ua

On rappelle que g € LP(R) ssi |g|P € L, et qualors ||g|l, = (|| |g/P]|z) % = ({glg(x)| dx)% est une norme
dans LP(R), cf. cours intégrale de Lebesgue.

Proposition 2.16 Soit p € [1,0]. Soit f € L'(R) et g € LP(R). Alors f = g € LP(R), autrement dit L'(R) *
LP(R) c LP(R), et on a :
1S+ glly < |1l llg]lp- (2.16)

Preuve. Le cas p = 1 vient d’étre traité, et le cas p = 00 est immeédiat car alors |(f * g)(z)| < ||g|]o §5 |/ (2)] dt.
Supposons donc 1 < p < 0.

On va utiliser 'inégalité de Holder : soit ¢ ’exposant conjugué de p, donné par % + é =1:quand a € L9 et
B e LP alors aff € L' (R) et ||af||1 < ||allq]|B]], (voir cours d’intégration). On a :

f |£1(t)]gl(a—t) dt = f 17 (O|f]7 ()]gl(x—t) dt (2.17)
teR teR
On pose a = |f|% € L1(R), donc aq = |f] € L}(R).

Az fixe, on pose B,(t) = |£(8)[F |lgl(w—1), donc B, (8 = | F()lgl? (x—1). Bt Jyup Bt d = §,_ |1(8) gl (2—t) dt =
(|f] # 1g9/P)(x) est bien défini car |f| € L'(R), |g|P € L'(R), cf. - Donc Bz € LP(R). Donc (Holder) :

p

Tl=

f |f|%<t>|f|%(t>|g|<x—t>dt<(j |f|<t)dt>%(j |£1()]g]? (z—t) dt)
teR teR teR (2.18)

1 1
= [|fI (LS| = [g")(z)?.
Donc, avec (2.17) :

S LgDIP (@) < I ICS] = 1gP) (). (2.19)

D’ou |(f * g)|P est dans L'(R) avec :
11 % gl < A 1A D g - (2.20)
Comme 1 + % = p, on a (2.16). (Démonstration similaire dans R".) ua
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2.4 Dérivation et convolution

Proposition 2.17 Si f € L*(R), si g € LP(R) pour un p € [1,0], si g est dérivable dans R, et si ¢’ € L*(R)
(i.e. ¢’ est bornée), alors f # g est dérivable dans R et :

(frg) =f=g. (2.21)

Preuve. Les hypothéses indiquent que f = g et f * ¢’ ont un sens.
d 0

2.21)) signifie d—( ft)g(x —1) dt) = J — (f(t)g(x — t)) dt. C’est vrai grace au théoréme de conver-
x

ox

teR teR

gence dominée : Uintégrant h(x,t) = f(t)g(z—t) est dérivable en z (car g l'est), de derlvee hz,t) = f(t)g'(z—1),
et |22 (x,t)| < ||¢]||f(t)], avec ||¢'|| | f] € L*(R) fonction dominante intégrable 1ndependante de z. un

2.5 Stabilité de L, (R) par convolution “bornée”

Le résultat suivant sera généralisé & la convolution des distributions.

Proposition 2.18 Soit f,g€ L}, .(R).
1- Si suppy est compact, alors f = g € L}, (R).
2- Si suppf et suppg sont tous deux limités a gauche (ou tous deux limités a droite), alors f = g € L}, .(R).
3- Les hypotheses f € L}, (R) et g € L'(R) sont insuffisantes.

Preuve. Pour tout o < 3 on veut f = g € L'([a, B]), i-e. S Sf:a lg(®)f(z —t)|dt)dz < 0. On a :

B B b
j I(f * 9)()| dr < j (L l9(t)f(x — )] dt) da (2.22)

r=« r= =a

1- g & support compact, donc il existe a,b € R t.q. supp(g) < [a,b] et g € L' (R). Pour inverser I'ordre des
intégrations dans (2.22)), appliquons le théoréme de Fubini—Tonelli.

A . B B—t

At fixe, §7_ |g(t)f(x — t)|dz = |g()| {7, |£( x—t)ldl‘ = 91§,y 1f(W)dy < 0 car f e Lj,.(R). Et
pour t€[a,blonaa—t>a—"bet B—t\ﬂ—a donc SL o W) dy < f;z_b|f( )| dy. Donc

—a

b b B—a
f j flo — )| dedt < j 19(0)] F)ldydt = f lg(0)] dt j FW)ldy < o car fog €
t a a: o t=a r=a—b t b
loc

=a rT=o—

. Donc on peut échanger ’ordre des intégrations dans :

B b B b B—t
f (f +9)(@)] da < f |g<t>|<f (& — 1)) da) dt = f l9()] F)dydt

T=a =a rT=a t=a y=a—t

N

b B—a B—a
| e[ rwldsde <ol | iy < oo

y=a—>b y=a-b
Vrai pour tout «, 3, donc f = g est L} (R).

2- Supports limités a gauche : il existe a,b € R t.q. suppf < [a, [ et suppg < [b, 0o[. Donc, pour = € R,
on a supp7.J | — 00, —b+x]. Donc suppf (| supp7.g < [a, —b+x], et avec Fubini on a :

B B —b+ac —b+B
J |(f*g)(x)|dx<J J D ()| dt da < J J oz — )| dt do
o o b+ﬁ o b+5
J J g(x —t)|dx dt = J J y)| dy dt
t= = t=

—b+8 —b+8 B-a
<[ wtswiaas [ o f o).
t= =a+b— B t=a y=a+b—p

fini car f et g sont LlOC(R). Idem pour supports limités a droite.

3- On prend f(t) = e~" sur R et g(t) = e~"1g, (t) donc g € L'(R); alors (f = g)(x) = §; g(t)f(x—t)dt =
SO e e —(z=1t) dt = S e T dt = oo. un
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2.6 Reégularisation par convolution
2.6.1 Reégularisation d’une fonction L], (R)

On rappelle que si Q est un ouvert dans R™, D(Q) = {f € C*(Q) : suppf compact}, ou le support de f,
noté supp(f), est adhérence de ’ensemble {f # 0} = {F¥ € Q : f(¥) # 0}. En particulier si f € D(Q2) alors
feC*(Q) et f est nulle en dehors d’un compact dans €.

Proposition 2.19 Si f € L}, (R), si ¢ € D(R), alors f = p € C*(R).
Si de plus suppf est compact alors f ¢ € D(R).

Preuve. On pose z = f # g, i.e. z(x) = §,_ h(z,t) dt ot h(z,t) = f(t)g(x—t) pour z,t € R (l’intégrant)

1- Cas simple f € L*(R). 11- Soit ¢ fixé; hy :  — hy(x) := h(x,t) est C* sur (xk( z,t)| =
If 119" |0, avec f € L'(R), donc h est dominée indépendamment de z par une fonction LI(R)7 pour tout
k € N : le thm de cvgce dominée donne le résultat.

2- Cas général f € L}, (R). Soit z¢ € R, montrons que z est C* au point xo.

21- Comme 11-, donc, en particulier, h; est C* en xg.

22- Domination indépendante de = dans un voisinage de z : on considére Uintervalle I =]zo—1, zo+1].
On a g(z—t) = 0 quand z—t ¢ [a,b], donc quand t—z ¢ [—b, —a], donc quand ¢ ¢ [x—b, z—a]. Donc pour tout
zelonag(z—t) =0 quand t ¢ [2o—1—b, z9+1—a] ="°*¢ J (borné). Donc |(Tk( )| = 1f)glz—t)1;(t)] <
g% || £(£)15()|. Ayant f e L}, (R), on a f1; € L(J), domination indépendante de = dans I.

Donc, thm de cvgce dominée pour z : x € I — z(x) : la fonction z est C* dans I, donc en particulier en zg.
Vrai pour tout zg € R, donc z = f * g est C* dans R.

3- Et si suppf est borné, alors supp(f * ¢) est borné, cf. , donc f = € D(R). o

Exercice 2.20 Montrer que si f € L}, (R), si g € C*(R), si suppf et suppg sont tous deux limités & gauche
(ou tous deux limités & droite), alors f = g € C*(R). in

2.6.2 Suite régularisante ou approximation de l’identité

Définition 2.21 Une fonction intégrable f est dite de masse unité ssi | f(z)dz = 1 (souvent défini avec
Ihypothése supplémentaire f > 0).

Définition 2.22 On appelle suite régularisante une suite (¢ )N+ de D(R) telle que :
or(z) =0, VzeR,
supp(pr) C [—l l]
pp(pk L (2.23)
J op(r)dr =1  (masse unité).

Définition similaire dans R™ oil [—+ T k] est remplacé par la boule de centre 0 et de rayon f.
(On verra que (pp)n* approxime la masse de Dirac au sens des distributions, et la masse de Dirac est
l’identité du produit de convolution, d’ou le nom “approximation de I'identité”.)

Soit ¢ la fonction de D(R) définie par :

1
exp(———), Ve el —1,1],
C(z) = (-7 ] [ (2.24)
0, Vo ¢] —1,1[.
On pose :
_ C(=@) : _
Ll
Proposition 2.23 La suite (- )ren+ est une suite régularisante.
Preuve. Comme ¢ > 0, on a y; > 0.
Comme ¢ > O et C non identiquement nulle, on a ||C||L1 = §g [C(x)|dz = §; ¢(x) dz > 0.
Donc SR’Yl HCH S]R = mHC”LI =
Donc { v (z) dz = SRkJ71 (k) da: =y dy=1.
Commeyl>0etk>00na7k>0
Et v1(z) # 0 ssi k €] — 1,1[. Donc y(z) # 0 ssi kz €] — 1, 1[. D’out supp(vx) = [—1, £1. ua
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2.6.3 Régularisation C” des fonctions 1[, ] et 1[4y
Soit (¢x) une suite régularisante.

Proposition 2.24 Soit a,b e R, b > a : dés que k est assez grand, a savoir dés que % < b’Ta, a5 * ox € D(R)
et, pour r € R :
0< (Lpap) * r)(z) < 1,

1,1
(Ifa,0) * x)(2) = 1 pour € [+, b—-], (2.26)

1
supp(1q,) * ¥x) = [a—-, b+

On conserve ce résultat si on ouvre en a ou b. Cas particulier (¢r) = () cf. (2.25) : de plus p(a) = p(b) = L.
Et 1[q,0] * 1. € C*(R) vérifie, pour x € R :
0 < (Lpg,o0) * 1) () < 1,
1
(Ufa,c0) * 1) () = 1 pour z € [+, oo, (2.27)

1
SUPP(Lja 0 * 1) = [a—7, o[-

On conserve ce résultat si on ouvre en a (i.e. sur intervalle ]a, o).

Dans R" avec K compact : la fonction 1g * g est également dans D(R™), avec 0< <1, avec supp(p)

K + B(0, 1), et avec o =1 sur K — B(0, 1), o B(0, 1) est la boule unité de centre 0 et rayon .

Preuve. Cas [a,b] (exercice pour [a, [ et intervalles ouverts et semi-fermés). On a iy, = 14 5] * @1 € D(R), cf.
prop. On a suppm(%) = [z—b,z—a] et suppyy, = [—+ T k] donc :

a@ = | ebmmad = | pu(t)dt, (229)
teR te[z—b,a—a] [—+,%]
et la fonction @y est positive et SR gak = 1. D’ou O Y <
Etsiz—b> { ousiz —a < —4, alors ¢y (x Sg —O d’ott supp () € [a —% +
Etsiz—b<—1 etsiz—a> 1, alors [x—b z—a] €[4, 1], donc ¢y (z) =
Cas particulier (o) = (&) : on a Yi(a) = Sue[a—b,O]ﬂ[—%,%] Vi (u) du = Sue[%,o] Yi(u)du = %, dés que
1 <b—a, car v est paire et Sue[_Tl%] ve(u) du = 1. Idem : ¢y (b) = %

1.

Bl

Exercice dans R™. e

Exercice 2.25 Soit f : z €]0,00[— f(z) = 1 € R. Donner une fonction g € C*([0,0[— R telle que g(0) = 0
et g(x) = f(z) pour = = 1. Dessin.

Réponse. Troncature réguliére de f : on pose g = ¥ f avec g(0) = 0 et ¢ = p1xln g (régularisée C* de 1. L] la

fonction ¢ valant 1 sur [2, o0). un

Exercice 2.26 Donner une fonction f € D(R) telle que f = exp sur [—1,1] et 0 < f < exp sur R, ou
exp: x — e* € C”(R) est la fonction exponentielle.

Réponse. On “tronque de maniére réguliére” la fonction exp : on pose g = 1;_39] * 1. Avec on a g € D(R) et
g(x) = 1 sur [-1,1] et 0 < g(z) < 1. Cette fonction g est notre fonction de “troncature réguliére”. On pose f(z) =
exp(z)g(x) : la fonction f convient, car produit de deux fonctions C*(R), donc est C*(R), et suppg est borné, et
trivialement suppf < suppg, donc f € D(R). un

Corollaire 2.27 Soit a < b € R, soit ¢ < d € R. Si [¢,d] c]a,b| alors il existe une fonction ¢ € D(]a,b]) qui
vaut 1 sur [c,d], et telle que 0 < ¢ < 1. (Dessin).

Dans R™ : si  est un ouvert de R™ et K un compact tel que K < , alors il existe une fonction ¢ € D(1)
qui vaut 1 sur K et telle que 0 < ¢ < 1.

Preuve. Soit (7)) une suite régularisante. Soit € = 1 min(c—a, b—d) (dessin), soit e = c—¢ et f = d+e. Soit k
t.q. % < I=e 7 <eé. La fonction ¢ = 1[, s * ¢y convient, cf. proposition précédente.
Dans R™ : soit K = suppy et soit e = d(K,R"—Q) > 0 la distance de K a R"—Q. Soit K. = K + B(0, 5)...

on continue comme précédemment avec la fonction ¢ = 1x, # . un
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Corollaire 2.28 Soit (py) une suite régularisante. Soit 330 e R.
1- Soit f € C*(R). Alors pour r € RY et k € N* t.q. £ <, la fonction produit :

déf
f?“k = f( lzo—r,xo+r[ *@k)v (2'29)
est dans D(R) et est égale & f dans un voisinage de x. Plus précisément on a f, = f sur ]xo—r+%7 x0+r—%[
avec supp fr i C]l‘o—?‘—%7 1‘0-‘1-7”4-%[.
De plus, si f est bornée, alors ||f — fri|lc < |f]]ec-
2- P]us généralement, soit ¢ > 0, et soit f € C”([xo—e,xo+e]). Alors pour r € R et k € N* t.q. 0 <

r<5et k <r,ona frr € DR) et frr = f dans un voisinage de x¢. Plus précisément on a f,, = f sur

Jzo— r+k,x0+r—7[ avec supp f. x CJro— r—%,xﬁ-r-ﬁ-k[
3- De plus, si f est bornée, alors || fr k|| ((zo—e,z0+2]) < IIFlL2Qmo—e,wo+el)-
Ainsi que ||f - fT,k||L‘7)(]ac0—s,aco+e[) < ||f||L‘”(]x0—s,xo+s[)

Preuve. 1- Soit ¥ = 1]pg—rzo+r[ * Pk On a . € C*(R), donc f,. € C*(R).. Soit 1_ =]m0—r+%,x0+r—%[
et soit I, =]x0—r—%,wo+r+%[. On a ¢, = 1 dans I_, donc f,, = f dans I_ et 9, = 0 dans I, donc
fre =0dans R —I.. D’ou 2-.

3Bt 0 < Ly s e * 01 < L done 0 < [fs()] < |£(2)] et |£(2) = fon(@)] < |£(2)].

Exercice 2.29 Soit f en escalier avec suppf borné. Soit (¢x)n+ une suite régularisante. Alors pour k assez
grand on a f * o € D(R) avec [|f * prlle < |If]le et |[f = f* erllo < |-

Réponse. Ici 3n € N*, Ja1, ..., an,c1,...,cn E R avec a1 < ... < an, f =D ] cll[a aip1]- On prend ¢ < min; (“H5).
Et f * ¢y vérifie les propriétés demandées (démarche de la prop. [2.24)). un

2.7 D(R) = CP(R) est dense dans L’(R) pour 1 < p < w0
Soit R muni de sa tribu borélienne Agr (engendrée par les intervalles ouverts).
Soit a,b € R, a < b. Soit (¢ )ren une suite régularisante.

2.7.1 1[4 et convergence p.p. des régularisées

Proposition 2.30 On a la convergence simple presque partout :

Ok * 1ap] o liq,5) Presque partout. (2.30)

Preuve. Soit z € R—{a, b}, et d(z) = min(d(z, a),d(z, b)) > 0 (dessin). Soit k t.q. + < d(z), i.e. k > ﬁ On a
(h # Lau))(x) = 1pap)(2), cf. prop. 2:24] donc |¢g # 1jq47) (%) = 1[a,p)(2)| — ko0 0. D70t ([2:30).

2.7.2 1p,;) et convergence L? des régularisées pour p € [1,00[

Proposition 2.31 Pour p € [1, [ on a la convergence dans LP(R) :

Ok * L[ap] v l(q,5) dans LP(R), (2.31)

ie |[1pap) — 0x * Liaplloem) IH—;CO. Pour p = o0 (cas L*(R)) c’est faux.

On conserve ce résultat pour g = Z?zl ¢i 1[a; 5,1 € LP(R) fonction en escalier a support compact.

Preuve. Cas p = 1. On a 1j, 4] = pp # L[ p) sauf sur K = [a—7,a+1] U[b—1,b+7] (pour k > ﬁ) ensemble
de longueur |K| = £ sur lequel |1(, 47 (2) — (pr#1[qp)) ()] < 1. Donc |[1[4 5 =@k * Lol 01 (r) < f dx = % — 0.
K k—w

Cas 1 < p < c0. Calcul similaire avec |(114,5)(2) — @ * 1[q,01(®))P| < 1, et méme conclusion.

Cas p = o0. Comme Ok *g e CO( ), on a ||pk * @||n = supPger |(x * ©)(x)|. Prenons la suite regularisante
o1 = 0. f. 225, Soit k > z5tor. On a (e Ly )(b) = b, cf . Donc 10 (8) — (o1 * e (0)] = 2
donc ||1[a7b] — ¢k * 1[gp]l|c ne tend pas vers 0 quand k — c0. On ne converge pas dans L™ (R).

Et une fonction en escalier est une somme finie de fonctions indicatrices d’intervalles. wa

16



2.7.3 C°(K) est dense dans LP(K), pour 1 <p <

Soit K un compact dans R. Soit C°(K) = {f € C°(R) : supp(f) K} (les fonctions continues & support
compact dans K).

Proposition 2.32 C°(K) est dense dans LP(K), pour 1 < p < 0.

Preuve. Soit Ax = Ag n K (la restriction de Ag & K. Soit 7T la sous-tribu de Ak engendrée par les A € Ax
t.q. 14 est limite d’une suite de fonctions f,, € C°(K) t.q. 0 < f, < 1 (ott donc ||14 — ful||lr —>n—x 0).

Montrons que 7 contient les ouverts de K : soit U un ouvert dans K ; soit f, : K — R définie par
fu(t) = min(1,nd(t,U°)) ou d(t,U°) est la distance de ¢ au complémentaire de U. Les f, sont continues
(immédiat), forment une suite croissante (immédiat), et 0 < f, < 1 (immeédiat). Et f, — 1y dans LP(K)
car f,(t) — -y ly(t) pour presque tout ¢ € K (convergence p.p.) et |1y(z) — fn(x)|P < 1 (domination
indépendante de n) : on peut appliquer le théoréme de convergence dominée.

Donc T = Ak (= la tribu engendrée par les ouverts). Donc pour tout borélien B € Ak la fonction 15 est
limite dans LP(K) d’une suite de fonctions f, € CY(K) t.q. 0 < f, < 1. Par linéarité, toute fonction étagée
dans K est limite dans LP(K) d’une suite de fonctions f,, € C°(K). Donc, par construction de LP(K), toute
fonction f € LP(K) est limite dans LP(K) d’une suite de fonctions f,, € CO(K). in

2.7.4 CY(R) est dense dans LP(R), pour 1 < p <

Soit CO(R) = {f € C°(R) : supp(f) compact} (les fonctions continues & support compact dans R).

Proposition 2.33 CY(R) est dense dans LP(R), pour 1 < p < o0.

Preuve. Soit f € LP(R), donc Ve > 0, 3R > 0, (§ (x)|P dx)% < ¢e. Soit fr = 1|_g,g]f, donc

z¢[—R,R] |f

f = frller = (SgeR |f(x) — fR(x)|de)% < €. Avec la proposition ayant fr € LP([—R, R]), soit gr €
CU[-R,R]) = CC(R) t.q. llgr — frllLr <e:onallf = grllee <IIf = frllee +11fr — grllLe < 2e. L

2.7.5 D(R) est dense dans C?(R) au sens L?(R), donc D(R) est dense dans LP(R)

Proposition 2.34 D(R) (contenu dans C2(R)) est dense dans C(R) au sens LP(R) : Vf € C%(R), Ve > 0,
Jp e D(R) t.q. ||f — ¢||rr < e. Donc D(R) est dense dans LP(R).

Preuve. Soit f € C?(R), soit R > 0 t.q. supp(f) © [—R, R]. Donc f est uniformément continue sur [—R, R],
donc f est limite d’une suite de fonctions en escalier : Ve > 0, An € N*, 3¢y, ...,¢, € R, Jaq, ..., an,b1,...,b, €
[-R,R], Vz € R, |f(z) — X" ¢il[a,p,(z)] < & Et pour k assez grand, |1 | ¢iljq, 5,1(x) — 20, i (@r *
g, 5:1)(2)] < €, done [f(z) — X0, cilen * Lpa, 0.7)(2)] < 2e. Donc Se lf(@) = 2y cilon # g, p) (@) P <
(26)P(2R), donc ||f — 37, ci(@r * 1o, p,)]|Lr < 26(2R)7.

Et les propositions et donnent : D(R) est dense dans LP(R). ua
Exercice 2.35 Rappel : montrer que (CP(R),]|.||.») est un espace de Banach (résultat classique).

Réponse. C’est un espace vectoriel (immédiat : sous-espace vectoriel de F(R;R)). Soit (fn)n une suite de Cauchy dans
CP(R), donc Ve > 0, AN € N, Vm,n = N, ||fo — fmllo < & Donc, |fn(z) — fm(x)| < € pour tout z, et R complet,
donc (fn(z))n est de Cauchy dans R donc convergente vers un réel qu’on note f(x), ce qui définit la fonction f, avec
|F(2) — fu(2)] < = pour tout z, donc |[f — full < = Bt [f()] < 1£(2) — fn ()] + [fx @] < If = Flle + 1 xllet <
&+ [[fwll.c, pour tout z, avec ||fx |l < oo, done f est bornée. Et |f(y) — £(@)] < [f(5) — fw ()| + |fx () — fu(@)] +
|fnv(z) — f(x)] < 2||f — fallee + | fn(y) — fn ()], et on choisit n > 0 t.q. |fn(y) — fnv ()| < € pour tout y t.q. |y — x| <n,

donc |f(y) — f(z)| < 3¢ pour tout y €]z—e, x+¢[, donc f est continue en z, vrai pour tout z. un

2.8 Lemme de Lebesgue

Un résultat de convergence qu’on n’obtient pas avec le théoréme de convergence dominée, et qui utilise la
densité de D(R) dans L'(R) :

Lemme 2.36 Si f € L'(R) alors tlim J f(z)sin(tx) dx = 0. Interprétation : dés que la fonction sinus “oscille
=% JzeR

assez vite” (i.e. t “assez grand”) l'intégrale (valeur moyenne) est proche de 0 (dessin).
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Preuve. (Ici, & z fixé, g,(t) = f(x)sin(tz) ne converge pas quand ¢ — oo : passer & la limite sous le signe { n’a

pas de sens.)
b
1- Pour f = 1[4, 0tta <b, on a J, sin(tz) dx = |

a

P = cos(ta) — cos(tb) o
r=a t t—x

cos(tx)
t

2- Donc pour g en escalier on a f

g(x)sin(tx) dz b 0, comme somme finie d’intégrales convergeant vers 0.
z€R —L

Donc Ve > 0, 3T, > 0, Vi > T., g(z)sin(tx) dr < e.
zeR
3- Soit f € D(R) (donc en particulier continue). Donc, pour € > 0, 3¢ en escalier t.q. ||f — g||r: < €. Le 2-

indique qu’il existe T t.q. pour tout ¢ > T, on a |f g(z)sin(tx) dz| < €. D’ou, pour tout t > Ty :
zeR

| f £ (@) sin(t) dz] < f (@) — g(x)|dz + | f o(z) sin(tz) da]
xeR xeR xeR
< |If = glls +e < 2.

4- Puis D(R) est dense dans L'(R), d’ott le résultat en reprenant la démarche du 3-. o

2.9 Partition de 'unité
2.9.1 1 comme somme de régularisées (partition de ’unité de R)
On rappelle que 7. :  — Too(x) = p(x — ¢).

Proposition 2.37 (Partition de I'unité de R.) Soit (v,)n la suite régularisante paire donnée par (2.25)). Soit
a,beR t.q. a < b, et on fixen e N t.q. % < 17*7“. On pose :

Y ="7n* 1[a,b]7 (2.32)

la régularisée de 1y, ). En particulier ¢ = 1 sur [a+1,b—1] et suppy = [a—21,b+21].
Soit d = b—a (distance de a & b = largeur de 'intervalle [a,b]). On a :

1 1 1 1
p+Tap=1 sur [a+=,b+d—=], et supp(y+ Tap) =[a—=,b+d+=],
n n n n

1 1 1 1 (2.33)
T_ap+e=1 sur [a—d+—,b——=], et supp(7—qp +¢) = [a—d——,b+—],
n’" n n’ n
Faire un dessin. Et de méme, pour tout k,fe Nou k < { :
1 1
TkdP + T(k+1)dP T - + T(e—1)dP + Tedp = 1 sur [Ur‘rkd-ﬁ-ﬁ, b+€d_ﬁ]7 (234)
et de support [a+kd—1,b+(d+1]. Et donc :
Z Teap = 1R, (2.35)

keZ

formule de partition de 'unité de R (la fonction constante 1g).

Preuve. On reprend le calcul (2.28), avec supp(7alis,5)) = supp(lja+d,6+41). En particulier :

o) = | Wt dh, rap(e) = pla—d) = | () dt.
telz—b,z—a) telr—b—d,z—a—d]
Et d > 0, donc :
o(z) + Tap(2) =J by dt, T, = [r—b—d, a—a)([==, =]
Jm n b) xT b} n? n

1- Si z—a < —2, soit < a—1, alors p(x) + Tap(z) = 0.

- Sia—b—d > L, soit x > b+d+1, alors p(z) + Tap(z) = 0.

2-Si[-21,1] ¢ [2—b—d,z—a],s0it —1 > z—b—det L < x—a, soit x € [a+2,b+d—L] alors p(z)+740(x) = 1
3- Et dans les autres cas 0 < p(z) + mqp(z) < 1.

D’ou (2.33))1. Puis de méme (2.33))>. D’ou (2.34) par récurrence, d’ou (2.35)). o
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2.9.2 Partition de unité dans R"
Soit ) un ouvert dans R".

Lemme 2.38 Soit K un compact contenu dans une réunion finie d’ouverts U;nzl ;. Alors il existe des compacts
Kj < Q; tels que K < ], K;.

Preuve. Pour z € K, soit j, € [1,m]y t.q. x € Q;_, et soit r;_t.q. B(x,2r;,) € Q;,. Comme K C J,.x B(z,rj,)
et K compact, il existe un sous recouvrement fini K c Uf;:l B(xk,rj,, ). On pose Kj = (Jr=1..... B(ay,1j, ),
mker

réunion finie de compacts donc compact, et K U;n_l K, avec K; € | Jr-1,....e B(xy, QTka) c Q. o
- TR EQ; :

Lemme 2.39 Soit Q) un ouvert et soit un compact K < Q. Soit f € C°(Q) t.q. fix = 1. Alors f est strictement
positive dans un voisinage ouvert de K : 3¢ > 0, Yx € K + B(0,¢), f(z) > 0.

Exercice 2.40 Montrer & l'aide des suites que si K est compact dans Q ouvert, alors il existe ¢ > 0 t.q.
K + B(0,¢e) € Q (donc que K est a plus d’une distance € du bord de ).

Réponse. Sinon, pour tout e, en particulier ¢ = =, on a (K+B(0, 1)) n (R"—Q) # . Donc il existe ., € K et

Zm € B(0, =) t.q. @m + zm € (R"—Q). On a construit une suite (2m)en+ dans R™ qui converge vers 0. Et on a construit
une suite (Zm),,en* dans K, et comme K est compact, la suite (&m)en# @ une sous-suite convergente (&m, )pens dans K ;
notons T, = limg_o Zm, € K. Donc la suite (Zm, + zm, )n* converge vers To, +0 = Too 5 €6 (T, + 2m,, )yx €st une suite
dans le fermé (R"—) (complémentaire d’un ouvert), donc sa limite z,, € R"—. Avec 2, € Q : absurde.

En particulier z,. € Q (car K < Q). un

Preuve. D’aprés le lemme précédent, il existe 7 > 0 t.q le compact K + B(0,7) ="°%* K, est tout entier dans
. Soit N € N* t.q. % < r. Supposons le lemme faux, i.e. Ve = % oun >N, 3z, € K+ B(0, %) t.q. f(z,) = 0.
On a construit une suite (z,,),>n telle que f(z,) = 0 pour tout n. Et (z,, )N+ appartient au compact K., donc
on peut extraire une sous suite convergente dans K., soit ., € K, la limite. Mieux, z,. € K car K est fermé :
sinon z.,, € R® — K ouvert, donc 3¢ > 0 t.q. B(z+,¢) € R"” — K, donc d(x, K) > ¢, absurde par construction
de la suite (x,). Et comme f est continue et x,, — x, on a f(z,) = 0. Et comme z,, € K on a f(z) = 1.
Absurde car z, € K < Q : donc le lemme est, vrai. .

Proposition 2.41 (Partition de I'unité.) Soit K un compact de R™ dont on considére un recouvrement fini
UjL, @ D K, les Q; étant des ouverts de R™.
II existe alors m fonctions x; € D(2;) telles que 0 < x; < 1 pour tout j =1,...,m et :

x1(z) + ... F xm(z) =1 dans un voisinage ouvert de K. (2.36)

Preuve. On applique le lemme : soit m compacts K; < ; t.q. K C U;”zl I%j.
Soit alors v; € D(€2;) une fonction qui vaut 1 sur K; (une telle fonction existe d’aprés le corollaire [2.27). En
particulier > | ; est une fonction C* strictement positive dans un voisinage ouvert de de K. On pose dans

o V()
(@) = g s (237)

On vérifie immédiatement que les x; conviennent. un

2.10 L7 (R) et résultat de “projection”

loc

Lemme 2.42 Soit 1 < p < w0, et soit f € LY (R). On suppose :

loc

hypothése : Yo € D(R), fR f(z)p(z)dx = 0. (2.38)
Alors, avec q le conjugué de p défini par zl) + % =lquand 1 <p <o :
p=1: Vi e L*(R) t.q. suppy compact, JRf(x)w(x) dx = 0,
conclusion : pe]l,of: Vi e LYR) t.q. suppy compact, JR f(@)v(x)dz =0, (2.39)

p=o0: Ve L'(R) t.q. suppy compact, fR f@)Y(z)dx = 0.
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Preuve. Cas p = 1 Soit ¢ en escalier avec suppy borné, i.e. 3k € N, Elal,.. ak7cl7.. ck €ER, a1 < az <
e < ag, Y = ZZ 1 cll[al ai41]- Soit (v,) une suite regularlsante et soit v, =9 ¢y % 4,. On a ¢, € D(R) et
¢7l( )_’n—rL ¢( ) p.-p., avec ||¢ d’n”/v < ||w||%7 cf. exerc1ce Donc :

| @@ = vu@)do = [ F@1p g 0)060) = @) da 0

grace au théoréme de convergence dominée : notant g(n,z) = (flja,,a,]) (@) (¥ () — Yn(x)) V'intégrant, a x fixé
Y(x) — ¢Yp(x) — 0 p.p. donne g(n,x) — 0, avec |g(n, z)| < [|[Y|||(f1[a;,a,])(7)| majoration indépendante de n
par une fonction intégrable. Donc 1 est vraie pour les fonctions en escalier.

Soit 1 € L™ (R) & support borné. Soit (e, )y une suite de fonctions en escalier qui converge p.p. vers 1, avec
(en(z))n croissante positive si ¥ (z) = 0 et (e,(x))n décroissante négative si ¢ (x) < 0 (voir cours d’intégration).
Donc on a ||en||o < |||l < 00 pour tout n.

Comme Ja > 0 t.q. suppy < [—a,a], quitte & remplacer les e, par e,l[_, 4], on peut considérer les (e,)
toutes & support dans [—a,a]. Et on a :

fﬂ@@(—al M—Jf )@ (1(2) — en(2)) dz —> 0,
R

n—w

grace au théoréme de convergence dominée : & z fixé ¢(x) — en(x) — 0 p.p., et |f(x)(W(z) — en(z))| <
1]l [|f1[=a,a1ll 1 () majoration indépendante de n par une fonction intégrable. Donc (2.39); est vraie pour les
fonctions bornées & support borné.

Cas p €]1, o[. Soit ¢ t.q. % + % =1
Cas 9 en escalier avec suppy) borné : méme suite (¢,,) que précédemment : ici fl[g, 4,1 € LP(R) et ¥, 1, €

L4(R) pour tout n (trivial). Et Holder : |SRf($)1[a1,ak]($)(w($) — () do] < || fl{ay 0l lze || — YnllLa — 0.
Soit ¢ € L*(R) & support borné. Méme suite (e,) que précédemment. Et Holder.

Cas f € L*(R). Cas ¢ en escalier avec suppd) borné : méme suite () que précédemment : ici flp,, q,] €

L*(R) et ¥,¢, € L'(R) pour tout n (trivial). Bt : | §; f(2)1{a; 0,1 (2)(¥(2) = ¥n(2)) dz| < [|f1ay,anll V) =
'L/Jn”Ll — 0.
Soit 1 € L*(R) & support borné. Méme suite (e,,) que précédemment... on

Proposition 2.43 Soit 1 < p < o, et soit f € L} (R). On a :
Vo € D(R), j f(@)p(x)dx =0 — f=0p.p. (2.40)
R

Preuve. < : trivial. C’est = qu’il s’agit d’établir. Avec le lemme :

Cas p = 1 : on prend ¢(z) = 0 quand z ¢] — k, k[ et quand f(z) = 0, et sinon ¥(z) = 1 si f(x) > 0 et
Y(z) = —1si f(z) < 0. Donc ¥ € L”(R) a support borné et 0 = §, f(z)¥(z) dx = {; | f(2)1)_k k[ (2)| dz. Comme
|f—kkfl = 0, on déduit [f1j_ x| = O p.p., voir cours d’intégration, donc f1y_j ,; = 0 donc f = 0 sur | — k, k[,
vrai pour tout k.

Cas p €]1, [ : on prend ¥(x) = 0 quand x ¢]—k, k[ et quand f(x) = 0, et sinon ¢(x) = f(x)?~Lsi f(x) > Oet
P(x) = —|f(x)[P~" si f(x) < 0. Soit g le conjugué de p donné par -+ = 1. Ona [)(z)|? = |f (@)1= = | f(z)|
pour x €] — k,k[ et 0 ailleurs. Donc ¢ € LI(R). Avec fli_j, € LP(R). Donc (fl_p)¢ € L*(R) avec
(fl—ki)® = |fIP1[_,x) = 0 d’intégrale nulle, donc f = 0 sur [k, k], vrai pour tout k.

Cas p = w0 : dual du cas p = 1. On prend ¢(x) = 0 quand z ¢] — k, k[ et quand f(x) = 0, et sinon ¥(z) =1
si f(z) > 0et (x) = —1si f(x) < 0. Comme [—Fk, k] est borné et ¢ borné, ¥ € L*(R). Donc Sz Tl —kx? =0,
avec fli_p ¥ = |f|1[=k,k = 0, donc |f|1[_x k] = 0 p.p., donc f = 0 sur [k, k], vrai pour tout k. on

3 Premiéres définitions et propriétés des distributions

3.1 Convergence dans D(Q2) (au sens de D(Q2))
Soit {2 un ouvert de R.

Définition 3.1 Soit ¢ € D(£2). On dit qu’une suite (¢, )neny de D(2) converge vers ¢, et on note :

On — @ dans D(Q), (3.1)

n—x
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ssi :

{ 1) 3K ¢ Q, K compact, tel que VneN, supp(p,) C K,
(3.2)

2 VheN, [lpl -]l — 0.

Donc les ¢, ont toutes un support inclus dans un méme compact K, et convergent uniformément ainsi que
toutes leurs dérivées.

Soit © un ouvert de R™. Pour k = (k1,...,k,) € N, on note |k| = k1 + ... + kn.
Définition 3.2 Soit ¢ € D(£2). On dit qu’une suite (¢, )nen de D(2) converge vers ¢, et on note :

on — @ dans D(Q), (3.3)

n—oL
ssi ¢
1) 3K c Q, K compact, tel que Vn eN, supp(p,) c K,
o, okl (3.4)

- [|oc — O.
oxkr ok oxhr . oxkn T now

Donc les ¢, ont toutes un support inclus dans un méme compact K, et convergent uniformément ainsi que
toutes leurs dérivées.

9) Vk = (ky,....kn) eN", ||

Dans la suite, pour simplifier les écritures, on regardera essentiellement le cas R™ = R (le cas 1-D), donc la
convergence donnée en (3.2)).

Proposition 3.3 Soit (¢n,)nen une suite de D() qui converge vers ¢ € D(Q). Soit K le compact dans (3.2).
Alors suppy c K.

Preuve. On a ||¢ — ¢n|lec —n—ow 0 : soit € > 0 et soit N € N t.q. Y¥n > N, ||¢ — ¢nlle < €, donc pour tout
x € Ron a |p(z) —¢n(z)| < e. En particulier, pour tout z € R—K, comme alors ¢,(x) =0, on a |p(z)| < e.

Vrai pour tout e. Donc pour tout z € R—K on a ¢(x) = 0. Donc {z : p(z) # 0} € K, donc suppp € K = K. ua

Remarque 3.4 Cette notion de convergence sera suffisante un ‘certain temps’ : elle donnera la continuité des
distributions comme limite : si ¢; — ¢ dans D(2), cf. di alors T : D(Q) — R sera un opérateur continu si
VEmdssl

T(pj) — T(p) dans R.
]

En revanche, en particulier pour certaines propriétés des distributions & support compact, on aura besoin de
regarder la topologie de D(Q) (ses ouverts). Cette topologie est celle d’un espace métrique complet non normé
(il n’y a pas de norme sur D(2) qui le rende complet), et sera rapidement, décrite plus loin. on

3.2 L’espace D'(Q)
3.2.1 Définition

Définition 3.5 Une forme linéaire continue sur D(2) est appelée une distribution sur .
L’ensemble des distributions sur 2 est noté D'(Q) :

d=éf ‘Ccont (D(Q)7R) (35)

D'(Q)
C’est I’ensemble des formes linéaires continues sur D(€2) (dual topologique de D(Q)).
Donc T € D'(2) (i.e. T est une distribution sur ) ssi :
D(Q) —» R .
T: vérifie :
¢ = T(p)

1. linéarité : pour tout ¢, € D(2) et tout Ae R :

T(p + M) =T(p) + AT(¥), (3.6)
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2. continuité : pour tout ¢ € D(Q), T est continue en ¢ ; i.e. pour toute suite (¢, )nen de fonctions de D(N)
qui converge vers ¢ dans D(Q), cf. (3.2)), la suite de réels (T'(¢n))nen converge vers le réel T(¢) dans R :

lim T(pn) =T(p) (= T(lim o), (3.7)

n—xLC

soit encore |T(vn) —T(¢)| — 0 (dans R).
n—ow

N.B. : une distribution est un instrument de mesure des fonctions : pour une fonction ¢ on obtient la valeur
réelle T'(¢p).

Remarque 3.6 La continuité est la définition usuelle de la continuité en un point : une fonction F' est
continue en un point X ssi quelle que soit la suite (X,,) qui tend vers X on a F'(X,,) — 5 F(X), autrement
dit ssi lim, o« FI(X,) = F(X) = F(lim,_,. X,)-

Ici les notations sont F' =T, X = p et X,, = ¢,, et la notion ¢,, tend vers ¢ est la notion de convergence

définie en (3.2)) (ou en (3.4)). in

Donc par définition d’une distribution (plus précisément le fait qu’une distribution soit continue par défini-
tion), on peut donc passer a la limite sous la distribution 7', cf. (3.7) :

lim T(¢n) = T(lim ¢n)  (=T(p)). (3-8)

des que (¢,,) est une suite de D(2) qui converge vers ¢ € D(2), au sens de D(Q2), cf. (3.2).

Notation : la linéarité fait qu’on emploie le crochet de dualité : pour ¢ € D(Q2) :

T(p) =T, ¢, (3.9)

ou encore la notation abusive de l'intégrale (autre notation usuelle de la linéarité) :

T(p) = JT@. (3.10)

Attention : cette notation intégrale peut s’avérer dangereuse (voir plus loin la masse de Dirac §, définie par
8a() = ¢(a) et qui ne s’écrit pas comme une intégrale « §{d,p »).
Donc par définition de la continuité des distributions 7" on peut passer & la limite sous le crochet : quand

(¢pn) — ¢ dans D(Q), cf. :
Jim (T ) = (T, lim ) (= (T, ¢)), (3.11)

ou encore qu’on peut passer a la limite sous le signe | :

lim | Ty, = JT lim o, (= JT@). (3.12)

n—oC n—oC

3.2.2 L’exemple des distributions réguliéres 7y pour f € L} (R)

loc

On considére R muni de sa tribu borélienne et de sa mesure (usuelle) de Lebesgue.

Définition 3.7 Soit f € Lj, (). On appelle distribution réguliére associée & f : la fonctionnelle T' —noté Ty :
Q) — R définie par :

VoeD(Q)  (Ty.pp fg f(@)p() da. (3.13)

Proposition 3.8 Pour f € L}, (), la fonctionnelle Ty définie en (3.13) est une distribution.

(Interprétation : pour ¢ € D(R), le réel Ty(p) = ¢, p(z)(f(x) dx) = p(f) est I'intégrale de ¢ pour la mesure
de densité f, notation usuelle du(z) = f(x)dz.)

Preuve. Soit ¢ € D(Q). On a {, f(z)p(x) dz = §, f(2)e(x)lsuppy () dz. La fonction folguppe est dominée par
la fonction intégrable ||| flsuppy (car f € L], () et suppy est compact dans €2). Donc est bien défini.

La linéarité est triviale cf. (c’est celle de Iintégrale).

Continuité de Ty : soit ¢ € D() et soit (¢n)n une suite de D(€) convergeant vers ¢ € D(Q), cf. (3.2).
On a, avec le compact K de (§2) : [T(¢) — T(¢n)| = |§o F(2)(p — wa)@))da] = |§,c [(2)(p — o) (@))da] <
lle = @nllo §i 1f(@)]de —>n—e 0, car || —@n|lw = 0 et f e L'(K). Donc T est continue en . Vrai pour tout
@ E D(Q) un
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Définition 3.9 Généralisation : si f € L} () avec 1 < p < o0, on appelle distribution réguliére T la distri-

bution donnée par (3.13). (En particulier vrai pour f € L? (Q).)

loc

Proposition 3.10 Pour f € L} () oul < p < o, la fonctionnelle Ty définie en (3.13) est bien une distribution.

loc

Preuve. Pour ¢ € D(Q), K = suppy et g € [1,00], on a {, [o]? = §, |¢]? < [|¢?]|»|K| < o0, donc ¢ € LI(R).
Soit f e LY () et ¢ € D(2). Le cas p = 1 a été traité dans la proposition précédente.
Cas 1 < p < o0. Soit ¢ de conjugué de p, donné par 5 + ¢ = 1. Comme f € L, (Q) on a f € LP(K); et pour
©€D(Q) on age LK), donc fp € L(K), donc T¢(p) est bien défini par (3.13). Et la linéarité de T est
immédiate. Soit (¢,,) une suite de D(2) qui converge vers ¢ dans D(Q), avec K compact t.q. K D supp(¢n)

pour tout n. Alors ||¢ — @[l = { (¢ — ¢n)¥(z) dz < |l — on||% | K| — . 0. Donc, avec Holder :

KTy =l < | 16l < Wl lle = pullie =0

d’ot la continuité de Ty sur D(Q2).

Cas p = 0. Alors [(Ty, o)| < § e supg | f(2)|supg |o(z)| dz < |K|||f]|Lex)ll@llz= < o0, donc (3.13)) est bien
défini. Et la linéarité et la continuité sont immédiates. wa

Notation abusive. Quand f € L} (), on note abusivement (pour alléger I’écriture), pour tout ¢ € D(R) :

(Ts, oyprp "L (T, 0y S8 (o) " ffso (donc = L f(@)p(x) da). (3.14)

On note donc abusivement 7 = f au sens des distributions... et on dit qu’on “identifie” la distribution T a la
fonction f...

Attention a cette identification : dans la notation {f, ¢), 'objet f n’est pas considéré comme une fonction
mais comme la distribution 7T'; réguliére associée.

1
loc

Exemple 3.11 La fonction constante f = 1g € Li (R) définit une distribution réguliére qui a une fonction ¢

associe son aire sous la courbe : T, (¢) = J o(x) dx note (g, @). a
R

Exemple 3.12 La fonction échelon unité (= troncature & gauche en 0 = “unit step function”) appelée fonction
de Heaviside Hy :
1 si x>0,

Hy(x) = 3.15

o(®) {Osix<0, (3.15)

définit une distribution réguliére sur R. Elle n’a pas été définie en © = 0 (donc définie uniquement presque

partout), ce qui n’a aucune importance quand on s’intéresse a son caractére Li, (R). On note alors Ho(z) =
g, (x) ou Ho(x) = Ly .

Considérer Hy comme distribution réguliére, c’est considérer la distribution réguliére T, , i.e. c’est considérer

Iinstrument de mesure Ty, : ¢ = Th,(p) = J o(z)dx ngté {(Hy, ). o
Ry
Proposition 3.13 Soit fe L] (R)oul<p<o.Ona:
f=0 p.p.surla,b| = Ty =0 sur D(]a,b[). (3.16)
Preuve. C’est une autre version de la proposition [2.43] o

3.2.3 L’exemple des masses de Dirac et de leurs dérivées

Définition 3.14 Soit a € R. La masse de Dirac ¢, : D(R) — R est définie par :

5a() ' o(a) "L (54, 0. (3.17)

Plus généralement, la masse de Dirac en a est définie sur toutes les fonctions continues en a, la valeur de
(a) étant alors parfaitement définie (ce qui n’est pas le cas d’une fonction définie presque partout en général).

Proposition 3.15 J, est une distribution, mais n’est pas une distribution réguliére.
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Preuve. La linéarité est immédiate. Continuité : soit ¢ € D(R) et soit (p,) — ¢ dans D(R). En particulier
[l — ©nlle = 0, soit sup,cg |@n(x) — @(z)| = 0, en particulier ¢, (a) — ¢(a). Donc §,(vn) — 04(p), donc d,
est continue au point ¢ € D(R). Vrai pour tout ¢ € D(R). Donc §, est une distribution.

Supposons qu’il existe f € Lj, . (R) telle 6,(¢) = {5 f(2)¢(x) dz pour tout ¢ € D(R). En particulier pour tout

¢ € D(R — {a}) on aurait §,(¢) = p(a) = 0 = |, f(z)p(x)dz. Et donc f = 0 presque partout sur Ja,b[c R*
pour la mesure de Lebesgue, cf. proposition [3.13] donc sur R. D’ot1 §, = 0. C’est faux, puisque §,(¢) = e~ # 0
(avec ¢ donné en ([1.18)). Donc §, n’est pas réguliére. un

Exemple 3.16 Le peigne de Dirac Y}, , 0r € D'(R) définit une distribution. Le vérifier. Mais ce n’est pas une

distribution réguliére. un

Définition 3.17 La dérivée de la masse de Dirac ¢/, est définie sur D(R) par :

5(¢) = =/ (a) "E° (5, ). (3.18)
Et les dérivées successives de la masse de Dirac 5((11@) sont définies sur D(R) par, pour k € N :

519 (0) L (~1)*e®) (a) "2E (5P, ). (3.19)

a a
Exercice 3.18 Vérifier que les 5((11@) sont des distributions mais ne sont pas réguliéres.

Réponse. Adapter la démonstration de la proposition un

3.2.4 Autres exemples, et contre-exemples

)

Exemple 3.19 Pour n € N, la fonctionnelle >;_, 5((Jk définit une distribution. un

Exemple 3.20 La fonctionnelle T' = Z‘Z’Zl (5((]k) ne définit pas une distribution : considérer une fonction ¢ €

D(R) qui vaut e~® au voisinage de 0, cf. example pour laquelle (327 58 o) = 371 = w0 ¢ R. o
Exemple 3.21 Si T n’est pas linéaire (exemple T'(p) = {; ¢*(x) dx) alors ce n’est pas une distribution. ua
Exemple 3.22 la fonctionnelle >}/, 5,(ck) définit une distribution. Le vérifier. un

Exemple 3.23 Dans R" la masse de Dirac au point @ € R™ est définie par dz(p) = ¢(a@). On vérifie que c’est
bien une distribution sur D(R"™). ua

Exemple 3.24 La fonction # — L ne définit pas une distribution sur R. Mais sa restriction & ]0, co[ définit une

distribution réguliére dans D’(]0, oo[). in

Exemple 3.25 Le produit de deux distributions n’est pas défini : en particulier la masse de Dirac au carré
n’est pas une distribution (d’ailleurs on ne sait pas définir la masse de Dirac au carré).
Cas des distributions réguliéres : exemple : la fonction # — |z|~2 définit une distribution sur R (elle est

dans L}, .(R)) alors que son produit par elle-méme ne définit pas une distribution sur R. .

Exemple 3.26 Dans R"”, le moment d’inertie par rapport & Zy d’une distribution a support compact est défini
par :
I(Zo) = (T, ||Z = Zo|[*). (3.20)

Si T' = Ty est une distribution associée & une fonction f & support borné K, le moment d’inertie par rapport
A Ty vaut :

1@) = [ 1@ 1|7 - 7ol a2 (3.21)
K
Et si T = §z, alors I(%g) = ||@ — %o]||?, moment d’inertie par rapport & ¥y d’une masse unité ponctuelle en G. dw

Exemple 3.27 Si T = T} est une distribution réguliére avec f € £!(R™) de support excluant 0,i.e. f =0 dans
un voisinage ouvert de 0, le potentiel Newtonien est défini au point Z, par :

1 f(Z)
|70 — | zern |[To — 7|
Et pour la masse de Dirac §z et Zy # d, il est défini par :
1 1
U(Zo) = Oa, i5—=r) = 75—= (3.23)
1o —Z||” |70 — d]|
inverse de la distance de @ a &y. un
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3.2.5 Restriction

Définition 3.28 Soit 7' € D(Q2) et soit w un ouvert de R" tel que w < Q. La restriction 7}, est la distribution
de D’'(w) définie par :
(T 9 =T, 9), Vo€ D(w). (3.24)

Il est immédiat de vérifier que T}, est bien une distribution sur w (linéaire et continue).

3.2.6 Remarque pour la notation intégrale et écriture abusive T'(x)

La propriété de linéarité de T fait qu’on peut utiliser formellement le signe de l'intégration (signe utilisé en
cas de linéarité) :

T@)=<ﬂ¢>=ij“%émeowuwmnﬁkT@»¢u». (3.25)

Mais attention, ce n’est qu’une notation formelle. En particulier T'(z) ne veut rien dire puisque un point z € Q
n’appartient pas au domaine de définition de T : le domaine de définition de T est ’ensemble des fonctions
de D(Q), et uniquement T'(¢) a un sens pour ¢ € D(Q).

Par exemple, do(z) n’a aucun sens pour x € R, puisque dy n’est pas une fonction sur R (mais sur D(R)).
C’est do(p) qui a un sens, et vaut do(p) = ¢(0), pour une fonction .

Cependant ’écriture abusive dg(x) sera utilisée dans l’expression {(do(z), p(z)), et permettra d’alléger les
notations lorsque ¢ sera une fonction de plusieurs variables : on écrira :

def
Go(), p(x,9)) = do(py) = ¢y(0) = ¢(0,y) = (2, y) z=0, (3.26)

ot py 1 = py(x) = p(x,y). Et de meme (So(y), ¢(x,y)) =1 o(z,y))y=0 = ¢(=,0).

Pour étre rigoureux, on doit d’abord définir a y fixé la fonction ¢4 :  — @1 () def o(x,y) et & z fixé la fonction

déf L. .

P21y = a(y) = p(w,y) et écrire (5o, 1) = ¢1(0) = (0, y) dans le premier cas, et (5, p2) = 2(0) = ¢(x,0)
dans le second cas.

Autrement dit (3.26)) est une écriture abusive mais pratique (de méme que (3.25)).

En cas de doute, on n’abuse pas des notations.

3.3 L’espace vectoriel D'((2)

Comme D'(2) c F(D(22);R), on reprend les définitions de la somme interne et de la multiplication externe
usuelle : pour deux distributions S et T' et un réel A € R, les distributions (S + T) et (AT) sont définies par

(S +T)(¢) det S(p) + T(p) et (AT)(p) def AT (¢)), soit avec les notations du crochet de dualité, pour tout
peD():
deéf
(S+T,0) = (S, 9) +<T, ),
dor (3.27)

<>‘T’ 4,0> = /\<T’ <,0>~

Proposition 3.29 L’espace D'(?) muni des opérations + (addition interne) et . (multiplication externe) est
un espace vectoriel. Il est noté (D'(2), +,.), ou simplement D'(12).

Preuve. C’est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel (F(D(2); R), +, .) des fonctions de D(£2) dans R : on
vérifie facilement que les fonctionnelles (S+7T') et (AT') ainsi définies sont bien linéaires et continues sur D(€2). au

Exercice 3.30 Montrer : si T' =Ty et T' = T, sont deux distributions réguliéres et si A € R, alors :

Ty +XT, = Trirg. (3.28)

Réponse. L’intégrale est linéaire. =

25



3.4 Convergence dans D'(2) (convergence faible)

Définition 3.31 On dit qu’une suite de distributions (7, )nen de D’'(£2) converge ssi elle converge simplement,
i.e. ssi elle converge en tout point, i.e. ssi quelque soit ¢ € D(Q), notant r, = {T},, p), la suite de réels (r,)y
converge dans R :

(T))n converge <= VYpeD(Q), IreR, nlgr}r<Tn, py=r note T(p). (3.29)

Cela définit alors la fonctionnelle 7' : D(2) — R appelée limite de la suite (7},) dans D’(Q2), et noté T ="°% lim,,_, ,, T),.

Théoréme 3.32 Soit (T, )nen une suite dans D’ (€)) qui converge au sens (3.29). Alors la limite T' défnie en (3.29
est une distribution sur Q.

Preuve. Pour ¢,9 € D(Q) et A € R on a (égalités dans R) :

Top+ Xy & lim (T, 0+ M) = Tim (T, ) + X, )
= lim (T, ) + A lim (T ) = (T 0) + NT, 0,

d’ou la linéarité.

Continuité : soit ¢ € D(Q). Soit (¢r) une suite de D() convergeant vers ¢ € D(Q). On a limg{T, piy =
limg lim,,{T},, ¢ y. On admet qu’on peut inverser les signes limites (voir théoréme de Banach—Steinhaus dans
les espaces métriques complet).

D’ou limi(T, @iy = lim, limy<{T},, iy = Um, (T}, limg iy = lim,, (T}, o) = (T, p). =n

On note alors (convergence faible) :

T, — T  dans D'(Q) (3.30)
n—>a0
Donc : T,, = T dans D’'() ssi :
VSO € D(Q)7 <Tn7 QO> — <T> @> dans Rv (331)
n—w0

i.e. ssi, pour ¢ quelconque (fixé), |T,(¢) — T'(¢)| — 0 dans R.

Remarque 3.33 La convergence ([3.29) réécrite en (3.31)) est la définition usuelle de la convergence simple des
fonctions : une suite de fonctions (F),) converge simplement vers F' ssi pour tout X on a F,,(X)— F(X). Ici
les notations sont F,, =T, et X = . un

Remarque 3.34 Ici, les distributions T sont des fonctions qui agissent, sur des fonctions, et pour cette raison

sont appelées des fonctionnelles; et la convergence simple (3.31)) est alors appelée convergence faible. un

Exemple 3.35 Soit (fj)n+ une suite de fonctions dans L], .(R) qui converge presque partout vers une fonction

f. On suppose de plus la suite dominée : il existe g € L}, .(R) t.q. |f;(z)] < g(x) presque partout. Montrer que
fe L} .(R)et que f; — f au sens des distributions.

Réponse. Les fonction f; et f ne sont pas des distributions. Donc ce qu’il faut comprendre est :
1- On consideére les distributions réguliéres T, et Ty.
2- Et il s’agit de montrer que Ty, — Ty dans D'(R), i.e. que J fi(@)p(z)de — J f(x)p(z) dz pour tout ¢ € D(R).
R I Jr

Soit ¢ € D(R) fixé et K son support (compact). On applique le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
puisque |f; (2)¢(2)Lxc (2)] < [lglllg(z) 15 (2) et glx € L'(K). L

Exemple 3.36 Montrez que 7, — do dans D’(R), ou v, est défini en (2.25) (approximation de dy).

Réponse. v, est une fonction et n’est pas une distribution. Donc ce qu’il faut comprendre est :
1- Comme les +y,, sont des fonctions L' (R), on considére les distributions réguliéres T, = T, associées.
2- Et il s’agit de montrer que T,, —do dans D'(R), i.e. (3.31), i.e. {;vn(x)p(z)dr — ¢(0). Le faire; réponse :

voir § suivant. un
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3.5 Convergence vers la masse de Dirac
3.5.1 ¢, comme limite de fonctions portes

Soit n € N*, a € R, et les “fonctions portes” Il (z) =nly, 1 44 op= =nH_1 ,—nH, ., (centrées en a) :

- ta

1 1
n our r €|la——,a+—
Mpa(z) =nly,_ 2 Li(z) = P | 2n 2n

a—3-,0+ 55 i
0 sinon

k (3.32)

dessin. Ce sont des fonctions L' (R) positives de masse 1 : {; II,q(z) dz = 1 (= SH = ndz).

Cette suite de fonctions ne converge pas vers une fonction dans L!(R) : cette “fonction limite vaudrait 0
sur R — {a}, et donc nulle presque partout, mais avec une masse égale & 1. (On remarque que (IL,, )N+ n’est pas
une suite de Cauchy dans L'(R) : pour a=0 par exemple, [|II, — Hap o[ = § [ (2) — Han(a)|dz = 1 4 0,
donc (II,)y# ne converge pas dans L' (R).)

Proposition 3.37 11, étant la distribution réguliére associée a Il,,,, on a :

T,, = 0o dans D'(R), noté TIl,, — 0a dans D'(R), (3.33)
i.e., pour tout ¢ € D(R) :
T,ev) = [ Maalaliole) de = ola) = G (3.34)

Preuve. (T1, ., ¢) — p(a) ssi Ve >0, IN. e N t.q. V¥n = N, |J’ Iq(x)e(x) de — ¢(a)] < &, soit :
n—o R
Ve >0, IN. e N t.q. ¥n > N., |f M (2)(0(2) — 0(a)) da] <, (3.35)
R

car {1, = 1, i.e. [nf, ij(g@(m) —p(a))dz| < e. Soit € > 0 et p € D(R) : donc ¢ est continue en a, donc :
2n
e >0 t.q. Yz €la — ne,a + e[ on a [p(x) — p(a)| < e, donc Sa+n€ lo(x) — p(a)] dx < 2n.e.
On prend N, ethN>2n,1e.Ni<2nE,dou. un

Et “symboliquement” (et abusivement), on note :
notation symbolique : J 0g =1 (= J II,4), (3.36)
R R

bien que d, ne soit pas une fonction, et on dit que J, a “une masse” qui vaut 1.

Remarque 3.38 On aurait aussi bien pu utiliser les fonctions portes non centrées Il () = n1, j5 441 au
lieu des fonctions portes centrées (3.32) : méme démarche et méme résultat, écrit tout aussi abusivement :

n1j,qe2p — 0o dans D'(R). (3.37)

n—aK
I.I
Exercice 3.39 Montrer (3.33)) a I’aide du théoréme des accroissements finis.

Réponse. La démonstration de (3.34) n’utilise que le caractére C° de ¢ en 0, approche pertinente car do est plus
généralement définie sur les fonctions continues en 0.

Ici 6o a été définie comme distribution, donc pour les ¢ € D(R). Et ¢ € D(R) = C*(R), donc il existe ¢, entre 0 et = # 0
t.q. 2220 = /(¢,) (théoréme des accroissements ﬁnis) Dot | §, I (2)(¢(z) — 9(0)) dz| = |§, 211, (2)¢' (&) dz| <
¢’ ||fns”f;;n ol da = 2| ||on §3/*" @ dae = 2| len[ 516" = 1€ ]| 25 —nser 0.
Exercice 3.40 Montrer que dp est limite de la suite (f,) des fonctions affines par morceaux données par
fo(z) =n?(x + )1] 1 op(@) =n*(z — )19, 1((2) (fonction chapeau : dessin).
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On a:

Ty = | nat)el@ do = | " o= D)ot do
= f @@= O) do—n* [ @)@ —pO) do+ 0 [ (@4 2)p(0) da = [ * (2= 2)p(0) do
n 0 o 0
On an S +5)p(0)dz — n S (z—L)p(0)dz = n’p(0)(3[(z+2)? ]7 — %[(x—%)z]()% = ¢(0), et avec ¢ € D(R)

ona continue en 0, donc, pour e>0ona:In >0tq Yre]— 1757175[ on a |p(x) — p(0)] < e. Donc pour & et le n.
correspondant, on prend N; t.q. N—E < 1, et pour tout n = N, on a (T, , oy—(0)| < (S(ll (x+-) dz— So (z—21)dx) =

€n2(%[($+%)2]0—71 - %[(m—%)z]o%) = . Donc (T, , ¢) = ¢(0)] —n—o0 0. e

3.5.2 J, comme limite de fonctions de D(R)

On considére une suite régularisante (p,)n=, cf. (2.23). On a alors au sens des distributions :

©n — 0o dans D'(R), (3.38)

‘n—w

au sens T,,, — 0y, i.e., pour toute fonction ¢ € D(R) : lim | ¢,(z)¢(x)dx = ¢(0) €R.
n—xL

1
Démonstration similaire a la précédente (on a §™, ¢, = 1).

3.5.3 Convergence vers J, d’une fonction L!(R) de masse unité qu’on concentre

Pour f: R — R et A > 0, on note :

@) = A f (). (3.39)
En particulier SR fx)de = SR z) dx pour tout A > 0 (on conserve la masse), immédiat.
Exemple si supp(f) [-B B] alors supp(fy) < [— %, %] car fy(xz) =0 dés que \z ¢ [—B, B], i.e. dés que

r¢[-2 g /\] le support de f) se “concentre en 0”7 quand A > 1.

Proposition 3.41 Si :

feLl J f(x (masse unité), (3.40)
alors :
i . 8o dans D' (R). (3.41)
—0

Preuve. (Convergence dominée.) Soit ¢ € D(R). On a :

Ty = [ AOota)da = | e dn
intégrale qui dépend du paramétre A. On applique le théoréme de convergence dominée : pour A fixé quelconque,
Vintégrant h(\,y) = f(y)p(¥) verifie [R(A,y)| < [F(W)] o]l ="°% g(y), majoration indépendante de A avec
9 L (R) car f € L(R). Et ay fixé on a b\ g) —1-0 S)p(0): Do [ 1)}y = 0(0) | fGo) o =

©(0), et on a bien (T, , ¢) —> x5 ¢(0) = {do, ¢). Vrai pour tout ¢ € D(R), donc TfA A0 50 dans D'(R), qui
est I’écriture non abusive de ([3.41)). ua

3.6 Définitions d’opérations élémentaires sur les distributions

Les définitions sont fabriquées pour généraliser les opérations sur les fonctions.
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3.6.1 Translation (changement d’origine)

Pour f une fonction localement sommable, on a, pour tout ¢ € D(R) :

Jf(x—a dx—ff plx+a)d (3.42)
R
On note 7, f la translatée de f : ‘7o f(z) = f(x —a)’. On a donc au sens des distributions :

(rafyp) ={f,7ap), VYo eDR), (3.43)
au sens T, ¢, ) = (L5, T—qp).

Définition 3.42 Pour une distribution T' € D'(R), la distribution translatée 7,7 € D'(R) est définie par :

(raT, 0> ¥ 7005, Ve D(R). (3.44)

On vérifie immédiatement qu’effectivement 7,7 € D'(R) (est une distribution). Et, avec des notations abu-

sives, voir (3.25)), on note :
déf
(T(x—a),p(x)) = (T(x),p(x +a)), VpeDR). (3.45)
Exemple 3.43 En particulier;
5(1 = Ta50. (346)

car pour ¢ € D(Q), : {1500,y = {00, T—apy = T—ap(0) = ©(0 + a) = ¢(a), soit encore avec des notations trés
abusives : d,(x) = do(x — a). Donc :

(Bas ) =" (a(2), () = {do(z — a), () = {do(x), p(z + a)) = p(z + a)js=0 = ¥(a).

On retrouve bien (84, ) =" (34(z), ¢(2)) = ©(2)|z—a = ¢(a). 5

3.6.2 Transposition, notation T et distribution paire ou impaire

Un changement de variable donne, pour f € L}, .(R) et ¢ € D(R) :

o0 I

feap@yde= [ f@p(—a)de,  soit (o) = B, (3.47)

w —
ot f la fonction définie par f(z) = f(—z). Sans abus de notation :

Ty, ) =Ty, 4. (3.48)
Définition 3.44 Pour T € D'(R), on note 7" la distribution définie par :

(T, 0> (T, 3, VYoeDR). (3.49)

On vérifie immédiatement qu'effectivement 7' € D'(R).

Exemple 3.45 1- Pour les distributions réguliéres T, vérifier que
11- si f est paire, i.e. si f = f alors (Tf)" = Ty,
12- si f est impaire, i.e. si f = —f alors (T})Y = —T%.
Réponse. 11- On veut montrer que {(T¢)", ¢y = (T¢, oy, i.e. {(T¢), &y = (T, ), i.e. SIR f@)o(—x)dx = SR f(@)p(z) dz,

ce pour tout p € D(R). Comme [ est paire, on a §, f(z)p(z)dz = §, f(—z)p(z)dz = §; f(x)e(—z)dz, ce pour tout
» € D(R), ce qu’il fallait vérifier

12- On veut montrer que {(T7)", ) = —(T¢, ), i.e. {(Ty), gy = =T}, ¢y, i.e. SR Yo(— )dac = —SR Yo(z) dz,
ce pour tout ¢ € D(R). Comme f est impaire, on a {, f(z)e(z)dr = {; —f(—z)p(x = - f( dz: ce pour
tout ¢ € D(R), ce qu'il fallait vérifier un

Définition 3.46 Et on appelle ‘distribution paire’ une distribution 7' € D’(R) qui satisfait telle que T =T.
(Et on note alors trés abusivement T'(—xz) = T'(x).)

Et on appelle ‘distribution impaire’ une distribution 7" € D'(R) qui satisfait telle que T=-T. (Et on note
alors trés abusivement T'(—z) = T(z).)

29



3.6.3 Changement d’unité

Exemple : on s’intéresse au prix d’'une masse m. Exprimons m soit en 1b = libra = pound, soit en kg =
kilogramme. On a 1 kg = A 1b, ot A =~ 2,2. Notons f le prix au lb et g le prix au kg, donc f(\) = g(1), et plus
généralement : f(A\x) = g(z) = prix en euros de m = z kg. Le passage de f & g est un changement d’unité (sur
Pespace de départ = ensemble de définition).

Soit f e L .(R), A€ R* et ¢ € D(R). On a par changement de variables :

- 1

f FOw)p(z) dz = f(m)g;(f) . (3.50)
AT Al

Soit avec la notation du crochet de dualité et ’abus de notation (3.25) :

e (351)

Sans abus de notation pour une fonction générique f : R — R : posons :

{(fAz), p(x)) = {f(2),

(@) = f(Az), (3.52)
et (3.51) s’écrit sans abus de notation :
1
<Tf“<,0> = <Tf7 W‘p%> (353)
Définition 3.47 Soit T' € D’'(R) une distribution et soit A € R*. On définit la distribution S par, pour tout
peDMR) :
def 1 noté 1 Lz
S, o> € (T, — %M (T(), —p(2))). .
G @gey (T T@. 5 (3.54)
(On vérifie immeédiatement que S est bien une distribution sur R.)
On note abusivement S(z) = T'(Ax). Donc, pour tout ¢ € D(R) :
deéf xz
(T(a), p(z)) S (T(@), |)\| (3 (3.55)
notation abusive ou implicitement = est le nom de la “variable d’intégration”.
Exemple 3.48 Pour A # 0 : pour a € R et ¢ € D(R) on a {6,(Az), p(z)) = (da(x), ﬁap(%)) = ﬁap(%), et
donc : 1
d.(\x) = mé% (). (3.56)
Donc {(§,(A\x), p(z)) = |)\ (%)
En particulier {6g(A\z), p(x)) = {0p(x), % ()= ﬁap(O). Donc dp(Az) = ‘71‘50(37). un

3.6.4 ‘Multiplication’ : par une fonction C*

On ne peut pas multiplier deux distributions entre elles. Par exemple la distribution Ty associée & la fonction
f(x) = ﬁ € L} .(R) ne peut pas étre multipliée par elle-méme : lintégrale {; L o(z)dz n’a pas de sens en
général, ou encore la fonction x — = ne définit pas une distribution sur R.

Mais pour une fonction f e Lloc(R) et une fonction ¢ € C*(R), on a pour tout ¢ € D(R) :

f (f@) (@) p(z) dz = J f(@) (¥(z) () da, (3.57)
R R

et ce avec Y € D(R) (car supp(vp) < suppy et le produit de deux fonctions C'* est une fonction C™). Soit
au sens de D'(R) :
(v, 0) =<f,ve), VoeD(R). (3.58)
Définition 3.49 Pour une distribution 7" € D’(Q2), dés que 1 € C*(Q) on définit la distribution (¢T) = (T) €
D'(2) par :
déf
(T, ¢) S AT, bp), VD). (3.59)

On vérifie immédiatement que T est bien une distribution sur R.
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Remarque 3.50 En fait la multiplication T a également un sens pour ¥ € C™ sous la condition que T est
d’ordre < m, voir annexe §: par exemple si f € C°(R), la distribution f&y est bien définie avec fdy = f(0)dg
puisque la définition de §y ne nécessite que la continuité d’ordre 0. Ici dg est une distribution d’ordre 0 (une
mesure de Radon).

On se servira souvent implicitement de ce résultat dans la suite. un
Exercice 3.51 1-Montrer : la masse de Dirac au carré “63” “n’a pas de sens”.
2- Que veut dire la notation S%R 0(x — y)d(x — z) do = d,—, utilisée en mécanique quantique ?

Réponse. 1-Soit II,, = nl 1 g les fonctions portes de masse unité : on a II,, =y dans D'(R). La distribution

I12 = n%1; 1 1, est bien définie (au sens Ti2 est bien définie car II2 € L'(R)). Et on a <(I12, ¢)> ~ n2p(0) —>r— 00 00
[ ] nz P ¥

2n’2n
quand ¢(0) # 0. Autrement dit (TI2)ys = (n21[7ﬁ,ﬁ])N* ne converge pas dans D'(R). On ne peut donc pas définir une
distribution 03 comme limite de la suite (TT2)ys.

De méme la distribution I1,do est bien définie dans D'(] — 1,1[) : (I1ndo, @) = (o, npy = () (0) = ne(0) pour
tout ¢ € D(] — 1, 1[). Donc pour ¢ € D(R) telle que ¢(0) # 0 on a {II,d00,¢) — 00 ¢ R : on ne peut donc pas définir une
distribution 03 comme limite de la suite (IT,80)nx de D'(] — 1, 1[).

2- Mécanique quantique on note F(y, z) = 2 0(x —y)d(z — 2) dx. Le sens est donné par §(z) ~ I, () et 0. (z) ~
II,,(z—2) pour n grand (n = 10" car 1 < 107! = taille des plus petites particules elementalres) Donc on s’intéresse réel-
lement & Fy,(y,2) = §, _ In (x Y1, (x z) dz. L'intégrant est f,(z) = I, (x—y)Il, (:c z)=n l]y_i”y+ 21 ((z )l]z_ﬁ’zﬁ_zn[(x) =

ﬁ»“’zn[“]z R ((z), donc fu(z) = 0si |z —y| > L Etsiy <z< Lalors fu(z) =n 1]Z_ﬁ7y+2"[ et
F.(y,z)=n (y+——(z—%)) = nz(y—z+%). Etsiz<y< % alors Fr(y,2) = n2(z—y+%). Donc F, (y, 2) —n—o0 0y—2

au sens des distributions, cf. exercice (| . Donc {Fn(y, 2), ) —>n—w @y — 2).
Donc en mécanique quantique §

2
n l]y_

+er 0( — y)0(x — 2) dx est la notation de la distribution d,—.. .

Exercice 3.52 Prove : 28, = ad,, and more generally fd, = f(a)d, (if f € C°).
Réponse. (xd,, p) = {dq,Tp) = ap(a), and {adq, vy = alda, ) = ap(a). un
3.6.5 ¢, est un “élément absorbant”

Pour la masse de Dirac d,, si ¢ € C*(R), alors pour tout ¢ € D(R) :

Wba, 9y = a, ) = Y(a)p(a) = P(a){ba, ©) = P(a)da, @), (3.60)

et donc :
Poq = P(a)dy dans D'(R). (3.61)

On voit ici le caractére “absorbant” de la masse de Dirac d, : la distribution d, est “nulle 1a ou ¢, I'est”, et
dans la distribution d,, seule la valeur de v en a intervient.

3.6.6 Conjugaison complexe

Pour les fonctions f,g: 2 — C, quand cela a un sens, on a :

fﬁ%@w=fﬂmﬁﬁx (3.62)
Q Q

(Et dans L?(R;C), le produit scalaire est (f,g)r> = SQ f(@)g(x) dz, forme sesquilinéaire hermitienne définie
positive.)
Cette formule est conservée pour les distributions :

Définition 3.53 Pour T € D'(Q; C), la distribution conjuguée T € D’'(; C) est définie par :

Vo e D(;C),  (T,¢) T %), (3.63)

o gz — px) € o).

Exercice 3.54 Soit £ € R fix¢, fe(x) = e, et T}, la distribution réguliére associée. Montrer : Ty, = T

E.
Réponse. (T, ) —def (Tt %) = 7= S]Re wp(r)de = = ¢( et dr = $(—¢), transformée de Fourier en —¢.
Bt (T, ) = = § Fe@)p(e) do = = {, "5 p(2) do = P(-6).



4 Dérivation des distributions

4.1 Rappel : discontinuité de premiére espéce, de seconde espéce
Notations : limite a droite f(a+) = limlh,>% f(a+ h), et limite & gauche f(a—) = lim£>% fla—h).

Définition 4.1 Une fonction f : R — R présente une discontinuité de premiére espéce en un point a € R ssi
elle n’est pas continue en a mais admet des limites finies f(a—) et f(a+) (& gauche et & droite de a). On appelle
alors saut de f en a le réel [f](a) = f(a+) — f(a—).

Exemple des fonctions dites affines par morceaux.
La dérivée de telles fonctions au sens des distributions fera apparaitre [f](a) 0q.

Définition 4.2 Une fonction f: R — R non continue en un point a € R qui n’est pas discontinue de premiére
espéce est dite discontinue de seconde espéce.

Les discontinuités de seconde espéce ne nous intéresseront pas dans la suite.

4.2 Deéfinition et linéarité

4.3 Définition

Soit a,b € R avec a < b.
Une fonction ¢ € D(]a, b[), vérifiant suppy Cla, b[, est également considérée comme une fonction ¢ € D(R)
(prolongement par 0 sur R — [a, b]). Ainsi, si f € C*([a,b]), une intégration par parties donne :

b b
jfwmex=—ffuwmwm, ¥ € D(Ja, b)), (4.1)

puisque ¢ est nulle en a et b (le suppy est compact dans ]a, b[), et donc [f¢]? =0 .
Au sens des distributions cela s’écrit :

Ty, o) = =Ty, ¢, Ve eD(Ja,b), (4.2)
encore noté (abusivement) {f’, ¢y = —(f, ©">.

Définition 4.3 Si (2 est un ouvert de R, on définit alors la dérivée T" de la distribution T' € D'(2) par :

déf
(T, ) E —(T,¢),  VpeD(Q). (4.3)
Et plus généralement, on définit pour m € N, notant 70 = (T(m=1))’ .
(T, @) = (=1)™T, '™, VpeD(), (4.4)
appelée dérivée d’ordre m de T.

Définition 4.4 Si f € L} (R), on note f’ —def (Ty)" sa dérivée au sens des distributions : pour tout ¢ € D(R) :

deéf

o) CUTY 0y (= Ty ey "2 —(f, ). (4.5)

Proposition 4.5 Si T € D'(Q), alors T' € D'(Q2) (est une distribution), ainsi que T™) pour tout m € N,
Autrement dit, une distribution est dérivable a tout ordre.

Preuve. Linéarité immédiate. Continuité car si ¢ € D(Q), alors (™) € D(Q). wn
Définition 4.6 Dans R" : soit 2 un ouvert de R" et T' € D’(Q2). On définit sa i-éme dérivée partielle (fLTz par,
pouri=1,...n:
0T def dp
¥ TP Yoe D). 4.6
G = 55 VoeD(@) (16)

Et on vérifie immeédiatement que cela fait bien de ng une distribution pour tout ¢ et que T est infiniment

dérivable.

2T °T

Exercice 4.7 Montrer que la formule de Schwarz ='—=— = =*—=— est toujours vraie au sens des distributions.
10T AR

05 T o o5E o5e 2 u

Réponse. ( o L) = _<m’ pzj> ={T, ﬁ) = (T, TJ‘), car ¢ € D(Q), donc ¢ € C°. un
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4.4 Linéarité de la dérivation et passage a la limite
Proposition 4.8 Pour toutes distributions S et T € D'(Q)), et tout A€ R :
(S+AXT) =8+ \T', (4.7)

et donc l'opération de dérivation est une opération linéaire dans D’ ().
Et si (T,,) est une suite de distribution de D’'(Q2) qui converge vers T € D'(R2), alors (T},) est une suite de
distribution qui converge vers T' € D'(Q) :

T, = T = T, — T (4.8)

Preuve. Pour tout ¢ € D(Q2) on a :
(S +ATY, ) = (S +AT), @) = (S, ¢") = XT,¢") = (5" + AT, ). (4.9)
Puis, —T7,,0) = (T, "y = (T, "y — =T, @), ce pour tout ¢ € D(). ua

4.5 Exemples
4.5.1 Exemple H! =4,

Exercice 4.9 Soit H, = 1f, ] la fonction de Heaviside en a (unit-step function at a). Montrer que :
(Ty,) =64, notée H. =06, dans D'(R). (4.10)

Calculer la dérivée au sens des distributions de la fonction de Heaviside .

Réponse. H, n’est pas continue en a donc n’est pas dérivable en a. C'est (T, )" qu’il s’agit de calculer, ot Tk, est la
distribution réguliére associée (a un sens car H, € L},.(R)). Pour ¢ € D(R) on a :

@Y % =y = = [ @) = (@) = =0 (@) = p(@) = G )
car ¢ € D(R) implique o(c0) = 0. Dot (T, ) = 64 dans D'(R).
4.5.2 Exemple 0,
Exemple 4.10 La dérivée ¢/, € D'(R) de la masse de Dirac est donnée par, pour tout ¢ € D(R) :
@0y B Gy = 4@ (411)

(Attention au signe.) o
Exercice 4.11 Montrer qu’avec 0, = 7,09 on retrouve (4.11).
Réponse. {(ado)’, 0) = —(Tado, ¢’) = =00, 7-a¢’) = =(7=a)(0) = =¢'(0 = (—a)) = —¢'(a). .
4.5.3 Exemple |z|' = —1g_ + 1,
Exercice 4.12 Soit f(r) = (z — a)ljq,o[(7) (dessin), et on note f = (x — a)lj, .- Montrer que

(z — a)l]al[)' = o[ (= Ha) dans D'(R). (4.12)

Donner le sens de (4.12)), et vérifier (4.12). Faire un dessin.

Réponse. La fonction f n’est pas dérivable (en a). Cette fonction est L},.(R); soit Ty la distribution réguliére associée.
Le sens de (4.12)) est (Ty)' = Ty, ;- Calculons (T})" : pour ¢ € D(R) on a :

(TyY oy = — Ty ¢y = —J]Rf(x)so'(ﬂ:) de = + j "o - ) (@) da

- | " @) dz — [(@ — a)p(@)])? = (T1,, .00 —0,

car (z) = 0 pour z assez grand (a I'extérieur du support compact de . Vrai pour tout ¢ € D(R), donc (Ty)" = Ty, [,
i.e. (4.12). Dessin : 1a ou elle est définie classiquement la dérivée vaut 0 sur | — 0, af et +1 sur ]a, oo[. un

33



Exercice 4.13 La fonction g : + — |z| n’est pas dérivable en 0 au sens classique (au sens des fonctions). On
noter g = |z|. Montrer qu’elle est dérivable au sens des distributions, et que sa dérivée vaut :

(|z|) = —Ho(—2x) + Ho(z) = —1r_(2) + 1r, (2) dans D'(R). (4.13)

Donner le sens de (4.13)), et vérifier (4.13). Faire un dessin.

Réponse. La fonction g : & — || n’est pas dérivable (en 0). Cette fonction est L},.(R); soit Ty la distribution réguliére
associée. Le sens de 1) est (Ty) =T, + Ty, - Pour p € D(R) on a :

0

@)@y = =T = = | el @ do =+ [ ap@ao— | agl(@)ds

0
=~ | e ot e + | ola)do— [p@i = (~Ti_ +Tis, 00 +0,
—0 0
comme souhaité. Dessin : 1a ou elle est définie classiquement la dérivée vaut —1 sur R* et +1 sur R¥. un

Remarque 4.14 La fonction |z| est elle-méme la dérivée de la fonction “signe(x)m—;” (qui est dans C'(R)) qui

vaut ’Tﬁ sur R~ et 7”2—2 sur R et “signe(x)"”—;” n’est donc pas C?(R). in

4.5.4 Autres exemples

Exercice 4.15 Soit f € L}, (R), soit a € R et soit sa primitive F(z) = {7 f(t) dt. Montrer que (Tr) = T, i.e.

loc
que (Tp)" = Ty, écriture bien compatible avec F' = f.
Réponse. —(Tr, ') = =, F(2)¢'(z) dv = + §; f(2)p(x) dz —[F(z)p(x)]7= ., avec terme de bord nul pour ¢ € D(R),
d’out {(Tg, ) = (T}, p), pour tout p € D(R). un

Exercice 4.16 (Généralisation.) Montrer, pour ¢ : R — R dérivable :

(@) = =(¥). (4.14)

En déduire pour les distributions :

—~——

(T) =—(T). (4.15)
En particulier si T est paire, alors T est impaire ; et si T est impaire, alors T est paire.

Réponse. 3(z) = p(—=) domne () (z) = —¢' (—z) = —(¢') (), soit done (§) = —(), i.e. (1.14).
>

D’ou :

——

(T, 0y =T, §) = ~T(@)'y = T, (@) = (T, (7)) =T,y = (=(T), ), ie. ([1.15).
Donc T paire : (1T7) = —(T') = —(T) = =T"; et T impaire : (T") = —(T) = —(-T) =T". un

Exemple 4.17 Dans D'(R) :
do = do, 8 = —0(, (4.16)

i.e. la (distribution) masse de Dirac Jy est paire et sa dérivée est impaire.
En effet, pour ¢ € D(R) : (g, ) = (b0, Py = ¢(0) = ©(—0) = »(0) = {Jo, ) : la distribution J§y est paire.
Donc sa dérivée est impaire. .

Remarque 4.18 La définition (4.3) exprime que la transformation Dy : T — T’ est la transposée de la
transformation Ds : ¢ — —¢’ dans la dualité entre D(Q) et D' (Q) : (DT, vy =T, D). ua

4.6 Dérivation de la masse de Dirac comme limite de fonctions
4.6.1 Dérivée de la masse de Dirac : dérivée des fonctions portes
Soit Mpa(z) =nly oy, 1 oy =nHoi, —nH, ,, (dessin), ou on rappelle que la fonction de Heaviside

Hy, est donnée par Hy, = 1y .1 (unit-step function comme en (3.32)).
65

On a II,,, o Oa, cf. . Donc on a, cf. 1' :

(T,,) = 8, mnoté I, = 8!, au sens de D'(Q). (4.17)
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Exercice 4.19 Retrouver (4.17)) en dérivant les II,,.
Réponse. Les portes élémentaires I, (x) cf. (3.32]) s’écrivent a I'aide des fonctions de Heaviside :

(@) = n (Hor (2) — Ho (2) = — 2@ = Hon@) oy 1 (4.18)

2n 2n 2h 2n n—w

On en déduit par linéarité de la dérivée au sens des distributions :

(Tn,) =n (61 (2) =3 () = —W dans D' (), (4.19)

i.e., pour tout p € D(Q), (avec (h — 0) < (n — ™)) :

h) —o(—=h
(T, oy = ~ PPN o) (4.20)
On a bien (Tr,,)" — &y dans D'(R), notée abusivement (4.17). un

4.6.2 Dérivée de la masse de Dirac : presque comme une fonction

Proposition 4.20 On a (attention au signe) :

0
AN T - _ 1
. L

(Signe —, voir dualité et remarque [4.18)

5a+h — 5(1 a+% - 60,7%

dans D' (R). (4.21)

1 1 ath — Oq
Preuve. E<6a+h—6a, oy = E(gp(a—i—h)—gp(a)) — ¢’ (a) = (=6, ¢), pour toute p € D(R), et donc Sath =% _, —6!

h—0 h h—0 @
dans D’'(R). Idem pour la seconde égalité. ua
Remarque 4.21 En électrostatique, T = —4], représente un doublet, i.e. 'effet que donne les deux charges
ponctuelles unitaires +6_g et _53 de signes opposés et distantes de h. Le doublet unité des électriciens est en
fait orienté, par convention, de la charge — vers la charge + et vaut donc —d( et non dj. un

4.6.3 Convergence vers 0, d’une suite de fonctions en escalier

On considére les fonctions en escalier impaires (faire un dessin) :

9n = n21[_%70[ — n21[07%[. (422)

J gn(z)dx =0 et J x gn(x)de = —1. (4.23)
R R

1
La premiére égalité est triviale (g, est impaire), et pour la seconde & — x g, () est paire et { z(—n?)dz =
2 1
w1
—n’[F]5 = -3

Proposition 4.22 On a :
gn— 06, dans D'(R), (4.24)

au sens Ty, — 6( dans D'(R) ou T,.

Preuve. e lére démonstration. Pour ¢ € C*(R) on a le développement limité au premier ordre

p(x) = 0(0) +2¢'(0) + ()

ol € : R — R est continue en 0 et £(0) = 0. Donc pour un 8 > 0 (“aussi petit que souhaité”), il existe n € N t.q.
pour tout z € [, 1] ona -3 <e(z) < 8. D’ou :

‘n

(Tyor ) = f () p() dz = (0) j () d + & (0) j 2 ga(z) dr + j () 2(2)

3=

0
= (0) x 0 —¢'(0) x 1 +n? J_l re(x)dr —n? L ze(x)de,
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1 1
avec |n? S” zve(z)do| < S z)|de <n?{; zfde < n26[§](;’ < g, méme traitement pour S(il
D’ou [Ty, , )+ ¢'(0) < B des que n est assez grand, d’ou (T}, , ) + ¢'(0 ) — 0.
- — %0

e 2¢me démonstration. On applique exercice rona (Ty,) =T, (et on dit que f; = g, au sens des
distributions), avec T, — d¢, donc (Ty,)" — d; cf. (4.8). s

Remarque 4.23 Avec la fonction de Heaviside on a g, = n?(H-1 — Hy) —n?(Ho — H1) = n?H 1 —2n?Hy +

H,—2Ho+H_j, . . . .
n?H- =1 donc g, = % avec h = E, et on apercoit une approximation de la dérivée seconde de la

fonction Hy (qui n’est pas derlvable au sens classique). Effectivement, au sens des distributions on a H} = do
(au sens (T, )" = &), cf. ([4.10), et donc HYj = &) (au sens (T, )" = &)). ua

4.6.4 Convergence vers 0, d’une suite de fonctions de D(R)
On prend (7,) la suite donnée en (2.25), et donc donne : Alors :
v =&, dans D'(R), (4.25)
au sens (77, )’ — 6. Et les v,, étant dans D(R), il en est de méme des ~,,.
4.6.5 () n’est pas un “élément absorbant”
Attention : on verra que les dérivées de J, ne sont pas absorbantes : 10!, # 1 (a)d!, en général.
Proposition 4.24 Pour toute fonction ¢ € C*(R), on a :
P, = 1p(a)d;, — ¥ (a)da. (4.26)
(Formule (40,)" = ¢'da + 90, puisqu’ici ($:0,) = (¢(a)da)-)

Preuve. (5,4, ) = {05, vp) = —(ba; (¥p)') = —(Wp)'(a) = —¢'(a)p(a) — P(a)¢'(a) = —¢'(a){da, ) +
P(a)0y, ) = {=¥'(a)da + ¥(a)dy, ¢, pour tout ¢ € D(R). o

4.7 Formule de Leibniz
4.7.1 Dérivation d’ordre 1 d’un produit

Si g e CY(Q) et ¥ e C*(Q), alors :
(p) = @'Y + oy, (4.27)

dont on déduit que :
Proposition 4.25 Pour T' € D'(Q) et v € C*(Q) la distribution (T))" est donnée par :

(TY) =T +Ty' dans D'(Q). (4.28)

Preuve. Soit ¢ € D(Q), donc ' € D(). Et (Th), ) = Tty = ~(Toibg’y = ~(T, () — oy =
_<T’ (77[}@)/> + <T7 W/’I> = <T/a 1,[1(,0> + <T¢/7 50> an

Exemple 4.26 Si T = §;, alors on a, pour ¢ € C%(Q) :

(00t)" = 003 + S0t = 1(0)dg. (4.29)
la derniére égalité car dg = 1(0)dy. Vérification : {(5(1p + do¥0’, oy = {04, Yy + {0, ¥ ¢y = —(Y)'(0) +
P'(0)p(0) = =¢"(0)(0) — 1/1( )¢'(0) + ¢'(0)(0) = =1(0)¢"(0) = =1(0)<bo, ¢) = +15(0)<5, ¥)- L
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4.7.2 Formule de Leibniz

On rappelle que, pour les fonctions f et g dans C*(2), le produit fg est dans C*(Q) et que sa dérivée a
Iordre k est donnée par :

k
Z ) gtk=1), (4.30)

ol C,i = j!(,fij)l = (’;) Par exemple (fg)" = f"g+2f'¢' + fg".

Proposition 4.27 et notation. Soit T € D'(R) et k € N, Si ¢ € C*(R) alors :

k
(1) * :Z ¢ Ty~ dans D'(R). (4.31)

Preuve. Ayant ¢ € D(Q) et T € D'(2), la distribution ¥T est bien définie.

Par récurrence : vral pour k =1, puis :

T)E+1) = ((Teh)k C’j TG k=1 par hypothése de récurrence et linéarité de la dérivée. D’ott
] O

(Tap) k1) Z WOLT J“ Z 0 CL TWyptk=3+1) "ot on a utilisé la formule de Leibniz & I'ordre 1.
D’ou, avec decalage d indice sur la premlere somme

(T’(/}) (k+1) ZkJrl CJ 1 T(])w(k j+1) + Z C]T(J)Q/}(k ]+1) soit

(Tw)(kﬂ _ CO+1 k+1 )+ Z _1(CJ 1 + CJ) 1/1(k I+ 4 CO O)w(kJrl)‘

o . , | ..
Puis C) + C) ™ = Cl (trlangle de Pascal : (k ]), + (j—l)!(k—j+1)! = ]Ek,j_lj) 7). Dot :

(Tw)(kJrl) — T(k+1 (0) + Z Ck+1 w(k j+1)) T(O)¢(k+1), ie (14 3

4.8 Dérivation successives d’une fonction C* tronquée

Dans le cas simple d’une fonction tronquée, on a une formule (équivalente) plus simple que la formule de
Leibniz : on se sert du fait que d, est absorbant (voir paragraphe[3.6.5) : fd, = f(a)da. On note Hy = 1[4 o[ la
fonction de Heaviside en a.

Proposition 4.28 Si f € C1(R), alors fH, est dérivable au sens des distributions avec :
(Trn,) =Ty, + fa)da, (4.32)

et on note :
(fHa)/ = f’Ha + f(a)5a- (433)

Plus généralement, si f € C*(R), alors, pour j € [1, k]
(Tru)Y = Ty, + F979(0)00 + fU72 ()8, + ... + fla)d ™Y, (4.34)
(=Trrm, + Zf;& f(j’i)(a)&(lj)), et on note :
(fH)Y = Torp, + f9D(@)da + fU2(a)d, + ... + fa)s . (4.35)
Preuve. Cas f € C*(R). Soit ¢ € D(R). On a :
(@rn) oy == 1) e =+ [ @pla) o = [H@p @ = Tpm,o) + F@pla)
soit l- Puis récurrence : (Typ, )Y = (Tior g, + fOV(a)da + fO2(a)d, + ... + Fla)st 1y .. -

Exercice 4.29 Montrer qu’au sens des distributions, quand f € C'(R), la fonction J1{a,5) Pour a < b (fonction
f tronquée a gauche en a et & droite en b) se dérive dans D'(R) comme :

([Liap) = ['lap) + f0a—0) (= ['Liap) — f(0 — 6a))- (4.36)
Faire un dessin.

Réponse. 1[a,b] = H, — Hp, donc (fl[a’b])l = f,(Ha — Hb) + f(Hé — H{)) = f’l[a’b] + f(5a — 617) e
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Définition 4.30 Le terme f(a)d,, résultant de la dérivation d’ordre 1, est appelé couche d’ordre 1 de densité

f(a).

Remarque 4.31 Cette définition prend tout son sens dans R™ pour n > 2 : si ) est un domaine borné de R"
de bord I', on obtient quand n; est la i-éme composante du vecteur normal unitaire sortant :

d(fle) _ Of
or;  Ox;
a comparer avec (4.36)) (le signe correspond a la normale sortante de €2, ce qui dans le cas (4.36) est un signe

—en a). Et fn; exprime le saut de flq en traversant I' (formule des sauts), le terme {fn;or, @Irr = {fn;, ©)r
(couche d’ordre 1) mesurant le saut de la dérivation (d’ordre 1) de f1lg. Donc pour ¢ € D(R™) on obtient :

fniér dans D'(), (4.37)

<£1>J}%ffazjfm@mwn

et on retrouve la formule de Green—Gauss—Ostrogradski dans le cas f € C1(R"). un
Définition 4.32 Le terme f(a)d! est appelé couche d’ordre 2 (doublet) de densité f(a).

Remarque 4.33 Le résultat (4.35) sera trés utilisé lors de I’étude des équations différentielles et de son appli-
cation au calcul symbolique. un

Remarque 4.34 On peut également appliquer la formule de Leibniz, en faisant attention a son écriture au
sens des distributions. Par exemple, on a au sens des distributions :

(fH,)" =f"Ha+2f'H(/1+fH” (= J'Hy +2f64 + f00), (4.38)
avec 2f'6, = 2f'(a)d, et avec f8!, = —f'(a)dq + f(a)d!, cf. ( . Et on retrouve bien :
(fHo)" = f”Ha +f (a)5a + f(a)d,. (4.39)

La formule de Leibniz est ici trop “lourde” étant donné que J, est ‘absorbant’ et qu’on obtient directe-
ment (4.35)). o

Exemple 4.35 Veérifier que, dans D’'(R) :

(Ho(z) cos(z))" = —Ho(x) sin(z) + do,

(Ho(z)sin(z))" = Ho(x) cos(z). (4.40)

4.9 Applications

On note (abusivement) I = z la fonction C*(R;R) définie par I : x — I(x) = = (identité). (Sous-entend
que le nom de la variable est x.)

Et on note zf =9 I f la fonction z — zf(x). Et comme I € C*(R), pour T € D'(R), le produit IT ="°% 2T
est une distribution, cf (3.59).

4.9.1 Fonction C'(R)
Une fonction f € C*(R) est en particulier L} (R). Et on a immédiatement :

Proposition 4.36 Si f € C'(R) et si Ty est la distribution réguliére associée a f alors :
(Tf) = T(f) = f/ dans DI(R),

(ne pas oublier d’écrire « dans D'(R) ») i.e. la dérivée de la distribution réguliére est la distribution réguliére
associée a la dérivée.

Preuve. Pour ¢ € D(R) :

ff M—ff 2)dz = (Typry, 0,

puisque f et f’ sont L}, (R) et ¢ est nulle a I'infini. .
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4.9.2 Fonction zH,
Soit la fonction :
xr siz >0,

— IH, "2 2 H ie. _ 4.41
f 0 xHy, ie flx) 0 siz <0, (4.41)

faire un dessin (ici I est la fonction identité I(z) = z). Cette fonction est trivialement continue sur R, C! sur R*
et sur R*. Cette fonction n’est pas dérivable en 0 (au sens classique), mais est L}, .(R), donc dérivable au sens
des distributions.

Proposition 4.37 On a :
(xHy) = Hy dans D' (R), (4.42)

ot (xHy)' = (T,1,) au sens des distributions. Soit ((xHy)', ) = (Hy, p) pour tout ¢ € D(R).

Preuve. La formule de Leibniz donne (IHy) = I'Hy + 169 = Hy + 0 car 1(0) = 0. Ou encore, calcul direct :
pour tout ¢ € D(R) :

(@)= = [ et @ o=~ [“ap@yte = [ i -0=Cop). @y

Exercice 4.38 Montrer que |z|' = —Ho(—x) + Ho(z) = —1p_ + 1g, dans D'(R).

Réponse. Se servir de la linéarité de la dérivée et écrire |z| = vHo(z) — zHo(—1). un

Exercice 4.39 Montrer que, avec H, = 1j, o[ (Heaviside en a) :
((z —a)H,)" = H, dans D'(R). (4.44)
Réponse. Appliquer Leibniz ou reprendre (4.43) en remplacant { par . .

4.9.3 Fonction C°(R), et C*(R) par morceaux

La généralisation aux fonctions C°(R) et C'! par morceaux sur R est immeédiate : une telle fonction est de
la forme, avec f; € CY(R) et 11 < ... < 2, :

flx) = fi(z) + Z(x — ;)0 Hy,, (4.45)

faire un dessin, ou les réels o; représentent les sauts de pente de f aux points x; :

def

o C f(wit) = [ (=) "EE [ (), (4.46)
voir proposition suivante.

Proposition 4.40 On a alors, notant abusivement f' =€ (T;)" dans D'(R) :
f'="fi+> 0iH,  dans D'(R), (4.47)
i=1

ot on n’oublie pas d’écrire « dans D'(R) » (égalité qui ne peut étre utilisée qu’au “sens faible”, i.e. sous la forme
§ 0 =9 [ fio + X, 0i § Hay o, pour ¢ € D(Q)).

Preuve. On applique (4.44) et la linéarité de la dérivation. un
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4.9.4 Fonction C!(R) par morceaux

La généralisation aux fonctions C! par morceaux sur R est immédiate : une telle fonction est de la forme,
avec f1 € C*(R) :

o o o; = Z;),
flx) = fi(z) + Z oi(x —x;)Hy, (z) + Z o, H,,(x), ot donc [f}( ) (4.48)
i=1 i=1 o; = [f1(zs).
Proposition 4.41 On a alors, notant abusivement f' =4¢ (T;)" dans D'(R) :
f'="f1+> 0iHy + Y66, dans D'(R), (4.49)
i=1 i=1

ou on n’oublie pas d’écrire « dans D'(R) » : ce n’est pas une égalité fonctionnelle (entre fonctions), mais une
égalité entre distributions.

Preuve. Linéarité. un

4.9.5 Notations de Schwartz
Pour f une fonction C* par morceaux de la forme (4.48), on note f; = {f} la partie C*(R) de f :

n

f = {f}+97 g = Zgz(‘r—xz)H&(m) +25—sz1("£)7 (450)
i=1 i=1
avec g non dérivable au sens classique. On note :
f={f't+¢ dans D'(R), (4.51)
qui signifie donc (Tf)" = Ty, + (T,)" dans D'(R), noté abusivement f’ = f] + ¢’ dans D’'(R). Notation généralisé
aux fonctions f C* par morceaux ot donc :
»
F=f+g"E{ft+9,  fu=1{f}eC, (4.52)
qui donne :
FO = () 4+ g®  dans D'(R). (4.53)
410 T'=0=T-=c

Soit T'€ D'(R). On a : si T' = ¢ constante (au sens 7' = T¢1,), alors T" = 0 : en effet, pour tout ¢ € D(R),

T’y =T, ¢") = - fR e (x) de = —[ep(x)]%, =0—0=0,

car ¢ est a support compact. (Rappel : [¢(z)]F =9 limx . [p(z)].)

La réciproque est vraie :

Proposition 4.42 Si T € D'(R) vérifie T' = 0 alors T est une “distribution constante” : 3ce R t.q. T = ¢ (au
sens T' = T,1;), a savoir ¢ = (T, ~) pour toute fonction v € D(R) t.q. {;, y(x)dx = 1 (masse unité).

Preuve. Si T = ¢, alors (T, ) = {; ev(x) do = ¢({; () dz) = ¢ pour tout v € R t.q. {; v(2) dz = 1.
Supposons 7" = 0, i.e. Vi € D(R), {(T,¢"y = 0.
On veut : 3c € R, Yo € D(R), (T, @) = {clr, ) = ¢, () dz. Donc on cherche & exprimer (T, ) en fonction

de (T, 4"y pour une certaine fonction .
Soit ¢ € D(R). On a envie de définir ¢ € D(R) en fonction de ¢ a partir de ¢ = ', donc, ayant (—o0) = 0,

v = [ e, (459
—0
mais alors () = ST, w(x)dz # 0 en général (prendre une fonction ¢ > 0). Corrigeons li :
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Soit v € D(R) t.q. {5 v(x)dz =1, et soit

v = | ewa—([ p@an) [ sa dome v@) =@+ (| c@don@.  @5)
Oun a bien ¢ € D(R), car ¢,v € D(R). Et donc

T ) =0=(T, ¢y - (fR p(x) de)(T, 7y = (T, ) = (T, )XThs, )

= <T7 90> - C<T1[R7 90> = <Ta 90> - <TC1R7 90> ou c= <T7 7>

Vrai pour tout ¢ € D(R), donc T'— Ty, = 0 comme annonceé.
Et si ¢ € D(R) vérifie §, ((z)dz = 1 = (1g,¢) alors (T, ) =BV «(15,¢) = ¢ = (T,~) : la constante ¢ est
indépendante du choix de la fonction v de masse unité. un

(4.56)

Corollaire 4.43 Toute distribution admet une primitive qui est unique a une constante pres.

Preuve. Traitons le cas 2 = R. Autres cas en exercice.
Existence. Soit T' € D'(R). Montrons qu’il existe S € D/(R) t.q. 8" = T, i.e. {5, ¢y = (T, ) pour tout
p e D(R), ie. :
(8,9 =—=T,¢), VoeD(R).
Comme précédemment on veut une information sur {S, ¢y alors qu’on ne dispose que d’une information sur
{S,¢">. On applique la démarche précédente : pour ¢ € D(R) on pose 1 € D(R) “la primitive modifiée” définie

en ([L55), i.e. :
v = [ o= p@dn) [ 0@ de)w. (4.57)

Et on définit S par :
déf o
S0y S —(T,9(¢)),  VpeD(R).
Si S ainsi défini est une distribution, comme 12((,0’)(33) = Sfoo ' (t)dt — (§g ¢’ () dz) Sf%'y(t) dt = o(x) —
(0)v(z) = ¢(x), on a : /
<S7 ¥ > = _<Ta §0>a
Comme souhaité.

Vérifions que S est bien une distribution. Linéarité : car ¢ est une fonction linéaire de ¢, immédiat. Conti-
nuité : soit (p,) une suite dans D(R) qui tend vers ¢ dans D(R); alors (1,,) est une suite dans D(R) (par
construction) qui tend vers ¢ donnée par (4.57)). Et on a suppt,, € K + suppy ou K est un support commun a
toutes les ¢, cf. (3.2). Et on a, notons | K| la mesure de K :

T

6@ — @I < [ 100 - puOlde+ ([ Joto) = eat@ldn) [ hiolar

—C

oo
< o = @nll= | KT+ [l — onllo| K| [v(#)]dt — 0,
—0
car [|¢ — @nlly —>noe 0. Idem avec W,(k)(x) - ,(f)(x) Donc S est linéaire continue, cf. 1l : c’est une
distribution.

Unicité. Soit Sz une autre primitive, i.e. (S5, ¢y = {T,py = {5', ) pour tout ¢ € D(R). Donc {S§ —
S’, oy = 0 pour tout ¢ € D(R), soit (Sz —S) = 0 dans D'(R), d’ot Sz — S est une distribution constante, cf.
proposition L

4.11 Valeur principale de Cauchy et dérivation de Log|z|

On va ici donner un exemple de distribution “associée” a une fonction non localement sommable, & savoir
T = V.p.% définie par :
T = (Loglal), (4.58)

ou Log est la fonction logarithme népérien.

Comme Log|z| € L}, .(R), cette fonction définie une distribution réguliére S. Donc sa dérivée S’ = T est bien
une distribution.

Mais T n’est pas une distribution réguliére. On détaille les calculs dans la suite, et on écrira T' “presque”
comme une distribution réguliére.

41



4.11.1 Fonction Log(|z|)
On note ici g : © € R* — g(x) = Log(|z|) ="°'¢ Log|z| € R : c’est la fonction paire définie par :

T

pour z > 0, g(z) = Log(x) = ,[ %dt,
! (4.59)

pour z < 0, g(x) = Log(—z) = J dt _ J dj
1t 1 u

1
C’est une primitive de la fonction impaire + — — sur Ry et sur R_. En effet, par définition de Log dans R*
x

on a Log'(z) = 1, et dans R* on a (Log|z|)’ = (Log(—z))' = L (-1) = 1.

xr
La fonction g = Log|.| est localement intégrable dans R : en effet, une primitive est, sur R* :

G(z) = zLog(|z|) — =, et on pose G(0) =0,
vérification immédiate. (Et G est une fonction continue sur R : on a prolongé par continuité en 0.)

4.11.2 Rappel d’intégration

Soient a < ¢ < b. Si f est une fonction intégrable sur Ja, c—n[ et sur Je+e, b[ pour tout n,& > 0 t.q. a < c—n
et c+e < b, alors f intégrable sur ]a, b[ ssi :

c=n

b
lim f(z)der < o et limf f(z)dx < o0. (4.60)
c+e

n—0J, e—0

Et alors SZ f(z) dz est la somme de ces deux limites. Et dans ce cas f € Li,_(]a, b]).
Ce n’est pas le cas de la fonction % pour a < 0 < b (cas ¢ =0) : probléme en 0.

4.11.3 Partie finie et valeur principale de Cauchy

Il se peut que dans (4.60) les limites n’existent pas, mais que la limite “symétrique” suivante existe (quand
on prend n =¢) :

lim (J ) do + f b+ fw)dr) < o, (4.61)
Définition 4.44 Dans ce cas, le réel :
p.f.(Lb () d) 4 tim ( f T fa) o+ J i f() dr) (4.62)

est appelée partie finie de l'intégrale divergente SZ f(z)dz.

Définition 4.45 On note v.p.(f) la distribution définie par : Y € D(]a, b[) :

b
()0 = b j f(@)p() de), (4.63)

dite valeur principale de Cauchy f.

Proposition 4.46 Pour tout a,b € R, sous I’hypothése (4.61), T = v.p.(f) est bien une distribution de
D'(Ja, b]).

Preuve. Exercice. an
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4.11.4 Cas v.p.(1)

Cas f(z) = L, correspondant & a <0, b> 0 et ¢ = 0.
Onaf ° df + Sb 4z — Tog(]—¢|) — Log|a| + Log(h) — Loge = Log(b) — log(—a) < o0. Donc :

e T

b
1 b
p.f.f —dr = Logu, (4.64)

ot lal

Et on note v.p.(1) la distribution v.p.(f) de D’(R). Ainsi la distribution associée est donnée par, pour tout
peDR):

{v.p( ! ), ) =p.f. J-I ¢lz) dx (= lim (JRE ¢lz) dx + Jj @ da:)) (4.65)

z —x X 0N\ ) o

C’est une fonction treés utilisée en physique ou z — % représente un potentiel.

4.11.5 Dérivation de T g,

Dérivons la distribution réguliére 71,4, : pour ¢ € D(R) :

((Troge))s ) = —(Logl], ¢y = — j Log|z|¢/ (z) de. (4.66)

(L’intégrale est convergente car Log|.| € L}, (R) et ¢’ € D(R).) On approche l'intégrale convergente de (4.66)
par les termes (symétriques) :

’ Log(—z) ¢'(z) dz + L; Log(z) ¢'(z) dz

o8]

|| voslely ) da - f

e ” (4.67)
= lim (J Log(—z) ¢'(x) dx + J Log(z) ¢’ (2) dsr:).
e>0 —% €
Et deux intégrations par parties donnent :
—e .
J Log|z|¢'(x) dx = lim (— J ) dx — J ¢lz) dz + Log(e)p(—¢) — Log(s)gp(e)). (4.68)
R =0 -0 ¥ e 7T
Et p(e) — p(—¢) = 2e¢'(0) + o(e), donc Log(e)(¢(e) — o(—€)) —c—0 0. Il reste :
—€ AL
(Log'|z|, ¢) = + lim ( J AN J ¢lz) dx). (4.69)
BN e %
D’ou, cf. (4.65) :
(Logl|z|)" = V.p.1 dans D'(R), (4.70)
x

au sens (T1og)z))’ = v.p.1. Donc v.p.1 est la dérivée de la fonction Log(|z|) au sens des distributions.

5 Distribution a support borné, £'(Q2)

5.1 Support d’une distribution, distribution & support compact
5.1.1 Distribution nulle sur un ouvert

Soit Q et U deux ouverts de R™ tels que 2 c U. Faire des dessins (exemple avec U = R"), et tout sera clair.

Définition 5.1 On dit que « la distribution 7' € D'(U) est nulle sur 'ouvert € » ssi T est nulle sur D(Q).
Donc :
Tnullesur Q@ <= VYpeD(Q)onall,p)=0, (5.1)

autrement dit, la restriction de T' & D(2) est nulle.

Et donc :
T non nulle sur @ <= 3Jp e D) t.q. T, ) #0. (5.2)

Dans la suite, pour simplifier I’écriture, on prendra souvent U = R.

43



Exemple 5.2 La masse de Dirac g € D’(R) est nulle sur R* (et sur tout ouvert Q c R*).

En effet, ici U = R, et si ¢ € D(R*), alors ¢(0) = 0, d’ou dp(p) = 0.

Et la masse de Dirac est non nulle sur tout ouvert 2 contenant O : un tel ouvert contient un intervalle
] —e,e[ o € > 0, et la fonction donnée par v en pour k assez grand vérifie v, € D(] — €,¢[) et
do(vk) = 1£(0) # 0. ’a

Exercice 5.3 Montrer que ¢ est nulle sur R*, et est non nulle sur tout ouvert contenant 0.

Réponse. 1- Soit ¢ € D(R*). Donc ¢ est nulle dans un voisinage ouvert de 0. Donc ¢’ est nulle dans ce voisinage ouvert
de 0, donc ¢’(0) = 0, donc &)(w) = 0. Vrai pout tout ¢ € D(R*), donc &; est nulle sur R*.

2- Et avec 7, donnée en (2.25)), avec € > 0 et avec k assez grand, la fonction zy, est dans D(] — ¢, ¢[) (immédiat) et
(zv%)"(0) = v,(0) + 0 # 0 : donc {8p, zvky # 0, donc &y est non nulle sur D(] — &, [), vrai pour tout € > 0, donc & est

non nulle sur tout ouvert contenant 0. e

loc

Exemple 5.4 Soit f € L}, .(R). Alors la distribution réguliére associée Ty est nulle sur R — supp(f), car
§e f(@)o(x) dz = § ) fmsuppe £ (2)@(2) dz est nulle pour tout ¢ € D(R — supp(f)). .

Proposition 5.5 Si T € D'(U) est nulle sur m ouverts ,...,Qy,, alors T est nulle sur [ J;", ;.

Preuve. Soit ¢ € D(|J;*, %) : notant K = suppyp, on a K < (J~, ;.

On applique le théorémede partition de I'unité : il existe m fonctions x; € D(£;) telles que 3" | x;(z) =
1 pour tout z € K. Notons ¢; = x;p € D(9;) (car produit de fonctions C* et de support dans suppy;), et donc
o =" ¢;sur K, donc sur Q.

Dou (T, ¢y = Y% (T, iy =0, car T est nulle sur les Q;, et T est bien nulle sur J;-, Q. ua

Définition 5.6 Les distributions S et T' € D'(U) sont dites égales sur 2 ssi S = T sur D(Q), i.e. ssi (S, ¢) =
(T, @) pour tout ¢ € D(£2), et on écrit (abusivement) S =T sur Q (on devrait dire S = T sur D(Q)).

On peut ainsi comparer deux distributions “localement” sur un ouvert €.

5.1.2 L’ouvert Q,,,.(7T)

Notons O la topologie usuelle de R™ (I’ensemble des ouverts usuels).
Notation. Soit 2,,,.(T) 'union de tous les ouverts sur lesquels T est nulle :

Qmaac(T) = U Q. (53)
Qe O t.q. T est nulle sur

En particulier Q. (7T) est ouvert (réunion d’ouverts).
Exemple 5.7 Q,,4.(d0) = R*, cf. exemple ==
Pour x € R" et r > 0, on note B(xz,r) = {y € R" : ||x — y||r» < r} la boule ouverte de rayon r centrée en z.
Proposition 5.8 On a x € Q4. (T) ssi il existe e > 0 tel que T est nulle sur B(zx,¢) :
T € Qnax(T) <= Je>0, Yo e D(B(x,¢)), {T,py=0. (5.4)
Ou de maniére équivalente :

T ¢ Qnae(T) < Ve>0, JpeD(B(z,¢)), {T,py #0. (5.5)

Preuve. Montrons .

=. Supposons € Q4 (T). Les boules ouvertes forment une base de voisinage, donc 3¢ > 0 t.q. B(z,¢) ©
Qmaz(T). Et si p € D(B(x,¢)), alors ¢ € D(Qn4z) €t donc T(p) = 0 : on a T nulle sur B(x,¢).

< (réciproque). Supposons qu’on a un € > 0 tel que T(¢) = 0 pour tout ¢ € D(B(x,¢)). Alors B(x,¢) C
Qnaz(T), et donc x € Qo (T).

Et est la négation de . un
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5.1.3 Support supp(7T), distribution & support compact, et £'(Q)
Définition 5.9 Le support de T est par définition le complémentaire de €,,4.(T) :

supp(T) 'R = Q0 (7). (5.6)

Par définition, supp(T') est donc fermé (complémentaire d’un ouvert), et, cf. (5.5) :
rzesupp(T) << Ve>0, 3JpeD(B(z,¢)) t.q. {T,p)#0. (5.7)

Définition 5.10 La distribution T € D'(f2) est dite & support compact dans {2 ssi suppT est compact dans €,
i.e. ssi suppT est borné (puisque toujours supp7’ est toujours fermé).

Définition 5.11 On note &£'(Q2) espace des distributions a support compact.

Exemple 5.12 On a supp(dy) = {0}, cf. exemple[5.7]: on a &y € &'(R).
De méme supp(8f) = {0}, cf. exemple [5.3]: on a &) € &'(R). o

Proposition 5.13 Si f € L], (R) alors supp(f) = supp(Ty) ou Ty est la distribution réguliére associée a f.
Et on utilisera la notation suppf dans les deux cas (que f soit considérée comme une fonction ou comme la
distribution réguliére associée).

Preuve. Cf. (1.11]). un

Lemme 5.14 Si S,T € D'(R) alors supp(S + 1) < supp(S) | supp(T).

Preuve. Il s’agit de montrer que Qpa:(S+T) D Qnar(S) [ Lmaz(T). Soit € Qnaz (S) N Qmaz(T) (si x n'existe
pas, i.e. si 'intersection est vide, alors le résultat est trivial). Donc Je1,e2 > 0 t.q. Yo € B(z,€1) n B(z,e2) on a
{8,y =0={(T,py; donc, avec ¢ = min(ey,e3), Yy € B(x,e), on a (S + T,y =0, donc z € Laz(S +T). ou

Proposition 5.15 £'(12) est un sous-espace vectoriel de D'().

Preuve. Si T € D'(£2) alors pour A € R on a supp(AT) = supp(T’) (car (AT, ) = XT, py), donc si T € E'(2)
alors AT € £'(Q2).

Soit S,T € £'(Q). On a supp(S + T') < supp(S) | Jsupp(T), cf. lemme précédent, somme de deux compacts,
donc compact, donc S + T € £'(Q). wa

Lemme 5.16 Soit T € D'(R™). Si ce R, alors :

~

suppl’ = —suppT,  supp(r.T) =suppT +¢,  supp(re(T)) = —suppT + c. (5.8)

(Résultats vus dans le cas des fonctions, cf. (2.4).)

Preuve. Soit z € suppT : Ve > 0, Ip € D(B(z,¢)), (T, ) # 0, soit, (T, &> # 0 et comme @ € D(B(—z,¢)), on

déduit —z € suppT’, d’ou supplv“ c —suppT. Et T = T donne suppT C —suppi d’ou I’égaliteé suppf = —suppT.

Soit z € supp(7.T) : Ve > 0, 3p € D(B(x,¢)), (7T, ¢y # 0, donc (T, 7_.p) # 0 et on a 7_.p € D(B(xz—c,¢)),
donc z—c € suppT, donc z € suppT + ¢, donc supp(7.T) < suppl + c. Et 7_.(7.T) = T, donc suppTl c
suppt.T — ¢, d’ou I'égalité supp(7.T) = suppT + c. ==

5.1.4 Support singulier suppsing(7T’)

Ce paragraphe nécessiterait quelques développements. Comme dans la suite on ne se servira que des dis-
tributions de type Ty + S ou f € L}OC(R) et S une somme de Dirac et de ses dérivées, on se contente ici du
minimum intuitif.

Définition 5.17 On appelle support singulier d’une distribution 7', et on note suppsing(T’) le sous ensemble
de suppT sur lequel T' n’est pas distribution réguliére.
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Remarque 5.18 Pour étre précis, il faut considérer les ouverts U tels que T est réguliére sur U, i.e. tels que
il existe fu € L}, (R) vérifiant (T, @) = §. fu(z)e(x) dz pour tout ¢ € D(U), puis considérer la réunion Upax
de tous ces U, puis dire qu’il n’y a qu’une fonction fy, . telle que fr,,,, restreinte & U vaut fr, et appeler

suppsing(T) = R™ — Upyax. En particulier suppsing(T') est fermé. o

max

1
loc

Donc sur = R™ — suppsing(7T') la distribution T est réguliére, i.e. il existe f € L (R) telle que pour tout

» € D(R™ — suppsing(T)) on a (T, @) = SW f(x)p(x) dx.

Exemple 5.19 Pour f € L} (R) on a supp(Ty) = supp(f) et suppsing(Ty) = &. wn

loc

Exemple 5.20 On a suppsing(d,) = {a} = supp(d,). En effet, on a suppsing c suppd, = {a} et suppsingd, #
& car d, n’est pas une distribution réguliére.
Et pour le peigne de Dirac T' = Y, ., dx € D'(R), le support singulier est Z. un

Exemple 5.21 Soit T = §y + T,- Si ¢ € D(R*) alors (T, ¢y = 0, d’ott Qe (T) D R*, d’ou suppT < R;.
Puis suppT = Ry (exercice).

Puis si ¢ € D(R%) alors (T, ¢) = (T'y,, ) d’ou T est réguliére sur R%. D’ot suppsing?’ < {0}.

Et T n’est pas une distribution réguliére, d’ou suppsing’ = {0}. (S’il existait une fonction f € L], (R) telle
que T =Ty € D'(R), on aurait immédiatement f = Hy sur R*, car Ty = Ty, dans D(R*), et donc T' = T,, ce
qui est faux.) o

5.2 Dual de C*(Q2) : £'(QY)
Pour f € L}, (R) soit Ty € D(R) la distribution réguliére associée. On a supp(7y) = supp(f).

loc
En particulier, si supp(f) est borné (donc a fortiori f € L'(R)) on peut considérer son action sur les fonctions

1 € C*(R) (sans restriction de support pour les v) :

feLL(R), supp(f) borné, Wibe C*(R), (Ty.4) = fRf<x>w<z>dx<oo, (5.9)

puisque f f@)y(a)de = f f@)y(z)de < ( sup  [(@)]) [|f][1 < oo
R supp(f) zesupp(f)
On a plus généralement :

Proposition 5.22 et définition Si T € £'(Q)) (avec donc suppT compact dans ), si p € C*(Q) alors, pour
toute fonction « € D(Q) telle que « = 1 dans un voisinage ouvert de suppT, on a ayp € D(Q) et la quantité
(T, 1)) est indépendante de . Et on pose par définition :
VT e E(Q), Ve CT(Q), (T.4) LT ay). (5.10)
De plus, si T € £'(2) et fe C7(Q) alors fT € £'(QY) avec supp(fT) < supp(T).
Donc pour T € £'(Q2), on peur prolonger son domaine de définition de D(2) a C*(Q).

Preuve. Tout d’abord, une telle fonction « € D(Q) existe (cf. (2.26)), et de plus le produit a) est bien dans
D(Q), et donc, si T € D'(Q) alors (T, ar)) a bien un sens, en particulier vrai pour T € £'(Q) € D'(Q).
Soit 8 € D(2) une autre fonction telle que 8(x) = 1 pour tout « dans un voisinage ouvert de suppT'. Alors

(o — B)(x) = 0 dans un voisinage ouvert (comme intersection de deux ouverts) de supp?. Et donc o — =0
dans Q42 (7). Et donc pour tout ¢ € C*(Q) on a (o — £)p = 0 dans Qe (T), et donc :

(T ap) = (T, By = (T, (a = B)yp) = 0, (5.11)

ie. (T,ay)y = (T, Bv), ce pour toutes les fonctions «, 8 € D(Q) qui valent 1 dans un voisinage ouvert du
compact supp7. D’ou la notation non ambigiie (T, ay)) = (T, 1) dans .

Puis avec f € C*(£2), pour tout ¢ € D(Q) t.q. ¢ € D(Qnaz(T)) on a fo € D(Qpax(T)) (immeédiat), et donc
T,y =¥ (T, fp5 = 0. Done supp(fT) < supp(7T). o

Remarque 5.23 Il n’est pas suffisant dans la propriété ci-dessus de considérer des fonctions « et 8 de D(Q2) qui
valent 1 sur suppT : il faut avoir 1 dans un ouvert qui contient le compact supp7 (i.e. il faut avoir a = 1 dans
un voisinage ouvert de supp7’). Sinon on n’a pas (o — 3) € D(2 — suppT’), mais uniquement (a — 8)suppr = 0
ce qui est insuffisant pour conclure. Un exemple est donné par la distribution

T4 e DR) = T() = lim (3] ¢(5) = me(0) ~ og(m)¢(0). (5.12)



dont le support est {1, %, e %, ..} J{0}, et le probléme est, entre autres, que 0 est un point d’accumulation

dans le support. Voir par exemple Zuily [15], exercice 10 page 29, pour les calculs. .

Proposition 5.24 Le dual de C*(Q) au sens des distributions (pour la continuité définie par la conver-
gence (3.2)) est I'ensemble £'(Q2) = Loont(C*(2),R) des distributions a support compact.

Preuve. Admis (hors programme).

Idée : linéarité immeédiate. On munit C* () de la famille de normes pg ,, rendant C*(Q2) complet, voir
§ (annexe). Soit K compact, t.q. supp(T) < KcQ (on dit que K est un voisinage compact de supp(7T)).
Pour toute suite (¢,,)y d’éléments de C*(Q) convergeant vers ¢ dans C*(£2) au sens des normes pg ,,, on a
T, — pny — 0 (continuité). o

5.3 Application : 27T = 0 implique T = cdy

Soit I : R — R lidentité (application C*). On note IT = 2T (voir début paragraphe [4.9])
Question : soit T € D/(R) telle que 2T = 0 dans D'(R). Que peut-on dire de T'?
Il est immeédiat que si T = Cdp, ot C € R, alors T = 0 : en effet, pour tout ¢ € D(R) on a

<$(C(50), 50> = C<x507 50> = C<(50,.’II(‘0> = CO@(O) =0.

C’est la réciproque qu’il s’agit d’établir.
Proposition 5.25 Soit une distribution T € D'(R).
2T=0 = 3CeRtqT=Cé, (5.13)

i.e. T est proportionnelle a la masse de Dirac dyg. Et on a C = (T, 1r) (a un sens car T = Cdy est a support
compact et 1g € C*(R)).

Preuve. T = 0 est trivialement solution. Soit T # 0 t.q. 2T = 0 dans D'(R). On veut montrer que : 3C € R,
Vo e D(Q), KT, ) = Cp(0).

1- Montrons : suppT’ est borné et mieux = {0}. Soit ¢ € D(R*). Posons ¢y = 2 : comme ¢ est nulle
dans un voisinage ouvert de 0, on a ¥ € C*(R), donc » € D(R) car suppy < suppp. Et 2T = 0 donne
T,y = €0,9) = 0; et donc (xT,£2) = 0 = {T,x%2) = (T,p) = 0. Vrai pour tout ¢ € D(R*), donc
Qnaz(T) D R*, donc suppT < {0}, donc suppT = {0} car T # 0.

T étant & support compact, on peut travailler avec les fonctions C*(R), cf. prop.

2- Calcul : on connait (T, xzpy (qui vaut (zT, ¢) = 0) pour tout p € C*(R) et on veut connaitre (T, 1) pour
tout ¢ € C*(R).

Si pour toute fonction » € C*(R) il existait une fonction ¢ € D(R) telle que ¢ = xp, on aurait {T, ) =
{xT, ¢y = 0 (et donc T = 0). Mais, & ¢ donné, cela imposerait ¢ = %, et ¢ ne serait pas définie au voisinage
de 0 dés que 1(0) # 0 : & ¢ donné, on ne peut donc pas définir ¢ aussi brutalement.

On corrige : soit ¥ € C*(R) donnée; on considére la fonction ¢ € C*(R) définie sur R par :

ie. o) = J . ' (ux) du.

p € C*(R) grace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
Et (T, zp) = (T, ¢y = 0, avec zp = 1 — 1 (0)1g, donc {T', ¥y — (0T, 1g) = 0, donc :

<Ta 'l/]> = <507 1/’><T, 1R> = <<Ta 1R> 507 ¢>
Vrai pour tout ¢ € C*(R), donc T =T, 1g) Jp = Cdp ot on a posé C = (T, 1g). in

Remarque 5.26 Dans la démontration précédente, méme si 1 € D(R), la fonction ¢ construite n’est pas a
support compact a cause de @ qui ne s’annule pas & l'infini, d’ou l'utilisation de la dualité¢ £'(R)-C*(R). ==
Remarque 5.27 Dans la démonstration précédente, il n’était pas nécessaire de considérer la dualité entre
E'(R) et C*(R) : on pouvait résoudre cet exercice au paragraphe : il aurait suffit de considérer la fonction

p(z) = ) —ol@)P©) o o ¢ D(R) avec «(0) = 1, la fonction ¢ étant maintenant dans D(R) dés que ¢ € D(R).

x
Exercice. e
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Exercice 5.28 Résoudre 2T = § : montrer que T' = —d} + cdp.

Réponse. 1- Soit T € D'(R) t.q. zT = Jy. Montrons que supp(T) = {0}. Pour ¢ € D(R*), on a {zT, ¢y = (T, zp) et
{60,y = 0, donc {zT, p) = 0.

2- On cherche (T, p) pour tout ¢ € D(R) sachant (T, zy) = ¥ (0) pour tout ¢ € D(R). Soit ¢;nD(R). On pose ¢ = x),
donc 9 est donnée par () = @ : un tel ¥ n’est pas dans D(R). On modifie : on pose ¥ (z) = M sur R* avec
¥(0) = ¢'(0) : maintenant ¢ € C*(R), car (développement limité avec reste intégral) ¢(z) — ¢(0) = {7 f'(t)dt =
x Si=0 f'(uzx) du, et théoréme de convergence dominée. Donc d'une part {zT, %) = 1(0) = ©'(0) car T € £'(R), et d’autre
part {zT, ¢y =T, p — p(0)1r) = (T, vy — (T, 1r)(0), donc (T, ) = ¢’ (0) + cp(0) out ¢ = (T, 1r), dott T = —& + cdo.

3- Soit T = —0p + cdo. On a {xT, p) = {—86, zp)y + {0, TPy = {do, (xp)) + 0 = ©(0). un

6 Geénéralisation de la définition : supports compatibles

La définition d’une distribution 7" est actuellement donnée dans les deux cas suivants :
1. suppT quelconque, T agissant sur ¢ € D(R) fonction C* & support compact (définition),
2. suppT compact, T agissant sur ¢ € C*(R) (suppy quelconque) (proposition).

Mais il suffit en fait pour définir la quantité (T, ») que l'intersection des supports soit bornée :

Définition 6.1 Si T' € D'(R") et ¢ € C*(R™) sont tels que K = suppT (| suppy est compact, on dit que les
supports de T et de 1 sont compatibles.

Lemme 6.2 Soit T € D'(R") et ¢ € C*(R™).
Si K = suppT (| suppy est compact (les supports de T et de 1) sont compatibles), alors yT est une distri-
bution & support compact avec supp(¢T) c K.

Preuve. Comme 1) € C*(R") et T' € D’'(R™), on a bien ¢T' € D'(R™) (est une distribution).
Soit ¢ € D(R" — K). On a supp(yp) < supp(s) (1supp(p) < supp(¢) ((R” — K), donc :

supp(¥) [ supp(T) = (supp(¥)) [ |supp(T)) (|R" — K) = K[ |(R - K) = &.

Donc supp(¥¢) € Qmaz(T) (complémentaire de supp(7'). Donc (T, ¢y = 0 = (YT, @) : la distribution T est
nulle sur R” — K, donc supp(yT) c K. o

Proposition 6.3 et définition. SiT € D'(R") et ¢ € C*(R™) ont leurs supports compatibles, et si « est une
fonction de D'(R™) qui vaut 1 sur un voisinage ouvert de K = suppT [ |suppy, alors (T, a1}y est indépendant
de «. On définit alors : e

€

T4y = (T, o). (6.1)

Preuve. Soit une autre fonction 8 € D’(R™) qui vaut également 1 sur un voisinage ouvert de K = suppT' [ | supp#.
1l s’agit de montrer que (T, ayyy = (T, B)), i.e. que {T, (a«— L)1) = 0. Mais supp(a—f)) € R" — K : on applique
le lemme précédent. Donc la définition proposée est légitime. .

Remarque 6.4 On introduira lorsque €2 = R, une autre dualité sans condition de support, mais avec conditions
de décroissance a l'infini (distributions & croissance “lente”, et fonctions C* a décroissance “rapide”). Elle sera
introduite avec la transformation de Fourier. .

7 Dérivation et intégration sous le crochet

— —
)

Pour ¢ : (Z,7) € R" x R™ — ¢(Z, ¢), a & fixé on note pz(¢) = ¢(Z, ) et on s’intéresse &, pour T € D'(R™) :
" té Lo\ NOté oo té N
0(F) = (T, 02) "= T (@), (& ) " (T, (&, §)Day "= ﬁT(y)w(%y) dQy, (7.1)
Yy

dés que, pour & donné, les supports de T' et ¢z sont compatibles.
0(x) est “le crochet qui dépend du paramétre 2 (I'intégrale qui dépend du paramétre & quand T est une
distribution réguliére), et ici ¢ est le nom imposé de la “variable d’intégration”.
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Remarque 7.1 Les abus de notation ="°% dans permettent de ne pas introduire de notations supplé-
mentaires : on voit la “variable d’intégration” (ici y) et le parameétre (ici x).

Insistons : notons ¢,(y) = ¢(x,y) et v, (z) = @(z,y); la dualité (T, p,) est une dualité ou ¢, est une
fonction (et non la valeur ¢, (y) de la fonction ¢, au point y), et la notation {T'(y), vz (y)) = {T(y), 0z (¥))ay
ne sert qu’a imposer le nom de la variable (ici y) quand on utilisera la fonction ¢,, bien que T'(y) n’ait aucun
sens : le domaine de définition de T est D(2), et T(p) ="°% (T, ©) a un sens, mais pas T(y), & moins de ne s’en

servir que comme une notation, celle définie dans (7.1)). un

Exemple 7.2 Avec n =m =1 et T = §,, on a, “notations usuelles”,
() = (ba, o) = Pu(a) = p(x,a), noté (3a(y), 9z (y)day =" (da(y), p(2,y)) = ¢(z,a). Et
0(y) = (ba, py) = ¢y(a) = p(a,y), noté (da(x), ¢y (2))as =" (a(2), p(z,9)) = ¥(a,y).

Exemple 7.3 Avecn =m =1et T =1y, on a
0(z) = Ty, 00) = §en f W) (@, y) dy =" (f(y), ¢(, y))ay- Alors que
0(y) = Ty, py) = §pen f(@)p(2,y) dx =" (f(2), ¢(2,Y))da-

Exemple ¢(z,y) = e™**¥ (vers la transformée de Fourier) :
0(x) = §,cp fy)e ™ dy =" (f(y),e"*¥)qy. Alors que

0(y) = §,ep f(@)e™ dx =% (f (), e )y, .

Proposition 7.4 Pour ¢ € C*(R"*™; R) on note K1 ¢ R" et Ky ¢ R™ des sous-ensembles tels que suppy C
K x K. Soit T € D'(R™). On suppose que suppT (| K2 est compact (compatibilité des supports de T et de oz).
Alors :

(i) la fonction 6 : R™ — R définie par (7.1)) est C* (R”) (et est dans D(R™) si K, est compact).

(ii) On peut dériver sous le crochet, pour i = 1,.

(Fr@ =) (T olE D) = T, S Dy (72)

i.e. on peut dériver sous le signe “somme” (notation abusive) :

- (fﬂ T() ol 1) 42, ) = fﬁ 1) (S0 9) o,

(iii) On peut intégrer sous le crochet, si K est un compact de R™ :

(LEK f(z) dz =) J (L), (2, §))ay dQ = (T(F), L » o(Z,7) dQs Yay, (7.3)
. LEK LeRm (9) (&, 9) dfy) dS2. = LeRm T(ﬁ)(LeK o7, 7) d2%) 492, (7.4)

Fubini est donc toujours vrai pour T (y)e(Z, 1)d,dY, quand les supports de T et ¢ sont compatibles en ¥,
z,y Yy
et qu’on intégre sur un compact en I).

Preuve. Casn=m=1et o € D(R?), K; et Ky compacts. Autres cas en exercice.
A z fixe, p, € D(R) (avec supp(p,) € Ks), donc 6 est bien définie en tout 2 € R. Montrons que 6 est
continue sur R. Soit xg € R, ., (y) = ¢(z0,y), h € R et vz, (y) = ©(zo+h,y). Donc vhs, € D(R?) et

0(zo +h) = 0(z0) =T, Phao — Puo) (= {T(Y), p(x0+h, y) — (x0,9)))- (7.5)

Montrons :
(#1)a0 = (P)ay — 0 dans D(R) : (7.6)

Notant Ly = Ko + [—1,1], ¢4, €t les (pna, ont leur support dans le compact Lo pour h < 1, et
)
Pour ke N,on a (pé?o (y) = o *Ok (zo+h,y) = o (xo, y)+ ”’ (3:1, y) ol 1 est entre xg et xg+h (théoréme

des accroissements finis), car ;Z’“ est C*. Donc pour z € [xo—l,mo—i—l], on a |npgl)0(y) — @&ﬁ)(yﬂ < hC, quand

(‘gk‘,+1 (

. (k) k)
h <1, ou C = sup(gw)eleL2 |5za57 (#,y)|- Donc |gphz0(y) Vo (Y)] —h—00 pour tout y € Ko.
D’ou , Aot (T, 0hzy — Paoy ——h—0 0, d’0olt 6 continue en zq cf. .
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De méme, 6 est dérivable par continuité de T car :

O(wo+h) — (o)
h

= r(y), ASARDZ L0y 7y, B2 (1),

En effet w — g—f(mo, y) au sens de D(R) (vérification similaire & la précédente). On vient par la
méme occasion d’établir (7.2) (dérivation sous le {.,.)).

Et de méme par récurrence, elle est C*.

Puis supp(f) < K; car : R — K est ouvert, et si 2o ¢ K; alors 3¢ > 0 t.q. B(xg,e) c R— Ky, et ¢, =0

dans B(xo,€) (fonction nulle). D’ou 6 est nul dans B(zg, €), donc dans l'ouvert R — K7 ; d’ou suppf < K;.

Intégration : Soit a € R et a < min K. Posons (primitive de ¢ en x a y fixé) :

T

L
(I)(Iv y) = J Qo(t’ y) dt =t (I)(:I,‘, y)7 et 0(1‘) = <Ta (I)w> = <T(y)7 CI)(x’ y)>d1/
t=a
Comme o € C*(R?), on a ® € C*(R?), et supp® c suppy < K; x K5 compact, donc ® € D(R?). Par dérivation
sous le crochet ([7.2)) (qui vient d’étre établie), il vient :

0'(x) = (T(y), Z%(xa yDay = <T(y), ¢(x,y)), (7.7)

dou (z) = §I(T(y), p(t,y))dt, d'on

Exercice 7.5 Quand T = T} est une distribution réguliére associée & f € L}OC(R), démontrer ([7.2) a I’aide du
théoréme de convergence dominée.

Réponse. Noter qu’on utilisera de maniére essentielle le fait que ¢ est C* (et est C™ si on veut continuer a dériver).
1- Cas p € D(R?) : lintégrant h(z,y) = f(y)p(z,y) est C* en z, avec %‘(m,y) = f(y);—f(x,y) est borné indépendam-
ment de z par ||22||cx g2y |f] € L' (R).
2- Cas p € O (R?). Soit 2o € R. On s’intéresse a 6 (o). Soit x € Iy =]xo — 1,20 + 1[, soit L = suppT n Ko compact
par hypotheése (compatibilité des supports). Soit h comme dans le cas 1, alors |%(m,y)| est borné indépendamment de
x € Ip par ||%||cw(10xL)|f|ELl(R). o

emarque 7. ention, le fait qu’on puisse toujours dériver sous le signe \ au sens des distributions ne reme
R 7.6 Attention, le fait qu’ t d | des distribut t
pas en cause le théoréme de convergence dominée de Lebesgue : on ne peut dériver sous le signe § que parce
que @ est infiniment réguliére. un

Exercice 7.7 Soit 0(z) = {Jo(y), p(x,y)) pour p € C*(R?;R). Vérifier la formule de dérivation sous le crochet.
Réponse. On a 0(z) = (do, pz) = ¢2(0) = ¢(x,0). Donc on a ¢'(z) = 22(z,0).
Et par dérivation sous le crochet, on a 6'(x) = (5o (y), %(m,y)} = ?—i(m, 0). we

~

Exercice 7.8 Soit f € L'(R) a support compact, et soit sa transformée de Fourier définie sur R par f(§) =
5= Suep f(2)e™ ¢ dz. Mettre f sous la forme f(§) = (T, V¥¢) =10t (P(2),4(x, €)y. Verifier que (f)'(€) =

\/% $per (—iz) f(x)e ¢ da.

Réponse. Soit T = T}, ici T € £'(R), donc (T, p) a un sens pour tout ¢ € C*(R) (compatibilité des supports). Soit 1

donnée par ¢(z,§) = \/%67””5. On a1 € C*(R?), et 1 € C*(R), donc (T, ¥¢) est un réel (a un sens) et f(&) =T}, V).

Et %’(m, &) = —ix\/%e_izf. D’oii, dérivée sous (., : () (€) = (Ts(x), :/% ey = \/*?Lﬂ §pep 2f(@)e™ " da. un

8 Théoréme de Fubini pour les distributions W = S® T

8.1 Produit tensoriel de deux distributions

Soi‘g m,n € N* f:R™ - R et g : R" - R. On appelle produit tensoriel des fonctions f et g la fonction
h ="°% f®g:R™*+" — R définie par le produit :
I N g . o o déf o
W&, §) = f(&)g(g),  soit donc  (f®¢)(&H) = f(@)g(@)- (8.1)
h = f ® g est donc une fonction & ‘“variables séparées” sur R™t" = R™ x R". Elle est également notée
abusivement :

W5 "L r@ e (Y (reg@ ). (8.2)



Remarque 8.1 ® n’est pas commutatif : trivial si m # n. Et méme si m = n, e.g. = 1, prendre f(z) = = et

9(y) = y* qui donnent (f ® g)(z,y) = xy* alors que (9@ f)(z,y) = g(z)f(y) = 2°y.
D’ailleurs ® n’est pas un produit “intérieur” (e.g. qui a 2 fonctions dans F(R™; R) associe une fonction dans
F(R™;R)) puisque h € F(R™T™; R). Il est cependant trivialement distributif (c’est un produit). ua

Sife LlOC(Rm) et ge L} (R"), alors f®g € L}, (R™*") (théoréme de Fubini sur les compacts K < R™*"
car f®@g € L}, .(K)), et on peut étendre le produit tensoriel aux distributions régulieres : si ® € D(R™*") est
a variables séparées, i.e. ® = u® v avec u € D(R™) et v € D(R"), alors :

<ﬂ@m®w=j F(@)g@u(e)o(y) dedy

RmA+n

- f(w)U(w)dw‘f o(y)oly) dy (8.3)
Rm™ R™

= Ty, uy {Ty, ).

Et si ® n’est pas a variables séparées, alors on applique le théoréme de Fubini :
Tygp® = | F@] B, dy) da

") ) 2y, = CTa0) T ), R )y,

ce qui est toujours licite quand ® € D(R™*™) puisque qu’alors lintégrant (z,y) — f(z)g(y)®(x,y) est dans
L'(R™*"). Et on note :

(8.4)

déf

T ®@Ty = Treg- (8.5)
On a ainsi défini le produit tensoriel sur les distributions réguliéres : pour ® € D(R™*"), on a :
def té
(Ty @Ty, ®) = (Trgy, ®) "= {f @9, ®). (8.6)

La généralisation a toutes les distributions est donnée par la proposition suivante :

Proposition 8.2 et définition de S ® 7. Etant données deux distributions S € D'(R™) et T € D'(R"), il
existe une unique distribution Wy € D'(R™*") qui vérifie, pour tout u € D(R™) et v € D(R") :

<WS,T7U®U> = <Sa u> <Ta U>7 (87)
Et Wsr =10t § T est appelé le produit tensoriel de S par T, et donc :
SRT,u®uvy={S,uy (T,v). (8.8)

Preuve. Admis. Idées : on veut définir (W, ®) pour tout ® € D(R™*™). On doit admettre en particulier que
toute fonction ® € D(R™*") est de la forme ®(z,y) = 3.7 | u;(z)vi(y), ot u; € D(R™) et v; € D(R"), et ainsi
D(R™) x D(R™) est dense dans D(R™*™).

Puis on vérifie que W = S ® T est bien une distribution, et la densité donne 'unicité. .
Exemple 8.3 Soit @ € R". La masse de Dirac dz pour @ = (aq,...,a,) est définie par :
0 =104, ®...®0,, (8.9)

C’est donc la distribution de support réduit & {@} et dont I’action a un sens sur toute fonction f : R®* —» R
continue en @ : on a dans ce cas {0z, f) = f(d). in

Remarque 8.4 Les indices des crochets de dualité sont implicites dans (8.7) qui s’écrit aussi :
<VV, U 'U>'D/(]R7n+n)’D(RnL+n) = <S, U>DI(Rm)7’D(R7u) <T, 'U>'DI(]RTL)7’D(RTL).
(On n’a pas le choix.) o

Et (8.8) est également noté abusivement :

@) @T(y), uw(x) @ v(Y)dady = (S(x), w(x))de {T'(y), v(y))ay; (8.10)

[[s@r@u) dedy = [ st ds [ T

Cela évitera d’introduire des notations.

ou encore :
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8.2 Théoréme de Fubini

On reprend les notations utilisées en ([7.1)) : pour ® € D(R™*") (non a priori & variables séparées), la fonction
6 : R™ — R définie en (7.1)), & savoir :

0(F) = (T, ®z) "L (T(5), B(F, §)day "L J T (F,§) dy (8.11)

vérifie § € D(R™).

Théoréme 8.5 (Fubini) Soient S € D'(R™) et T € D'(R™). Pour ® € D(R™™) (non a priori a variables
séparées), les réels

(S(2) @T(Y), ®(, Y)Vdody =T (S ®T, Pyps(2) p(r2),

<Sv 0> = <S(x),<T(y), (I)(x7y)>dy>dx’ et

<T(y)’ <S($), q)(xv y)>dz>dy

sont bien définis, et on a :

(S(2) @ T(y), P(x, ) dady = {S(2) SO, y)ay) gy = T Y): (@), ®(2,9))dz ) g, (8.12)

noté

ﬂs my)dmdy—fS J(y) (2,1 dy) dx_J Js O(r,y)dz)dy.  (3.13)

Preuve. La dérivation sous le crochet, proposition [7.4] nous donne la régularité de 6.
De (8.10) on déduit alors 'inversion des crochets pour le calcul de (S(z)®T (y), ®(x,y)) a I'aide de la densité
de D(R™) x D(R™) dans D(R™*™) (admis). o

Corollaire 8.6 Si S € D'(R™) et T € D'(R"™), alors, avec des notations implicites :

o" orS o" orT
— T T, — T) = —_— .14
6xf(s® ) = ak@ ay;?(SQ? ) S®6y§?’ (8.14)
pour ke N, ie[l,m]y et j € [1,n]n. Et on note abusivement :
ok ok
27 B@)®T(Y) = (75 5@) ®T(y), (8.15)
i Zi
idem pour la dérivation en y;.
Preuve. Avec le Théoréme de Fubini on obtient (notations abusives), pour tout ® € D(R?) :
ok i ok
(7 @) @T(Y)) , (%, y))dzay = (—1)*(S(x) ®T(Y)), 57 P(2, Y)Ddzdy
ox; 0x;
k o" o"
= (1N (), (S(@), o @, y)Ddady = (L (y), 75 5(@), 2(2.4)))dzay-
Idem pour 'autre égalité. un

Remarque 8.7 Avec le théoréme de Fubini, on retrouve les dérivations et intégrations sous le crochet. En effet,
on veut ([7.2), i.e. :

(T 0)b) + ), = (T @iy V() VO EDR™).  (816)

Vérification & partir du membre de gauche de (8.16]) qui vaut :

= _<<T .13 Yy >dy’ >dz = _<T <<I) Z, y >d1>dy
- +<T(y),<§—i(x,y>,w(x>>dm>dy ), Lt ()
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Et pour l'intégration :
J’ e]R<T(y)7 (I)(x’ y)>dy dr = <1R(z)7 <T(y)7 @(I, y)>>d1 = <T(y)’ <1R(z)7 @(937 y)>d$>dy
- ). | o) dsy

comme souhaité. e

Exercice 8.8 Montrer que T3 ® T, # T, ® T3 en général.

Réponse. Exemple : a(z) = z et B(z) = 2°. On a (a ® B)(z,y) = zy° et (BR a)(z,y) = 2y. Et (zy’p(z,y) dvdy #
S:c2yga(m7 y) dedy en général. un
Exercice 8.9 Soit la fonction de Heaviside de n variables Hz = H,, ® ... ® H,, . Montrer que :

OHa _ b0, ®H,, @...@ Hy, et _"Ha 8z. (8.17)
" oxy...0x,

(9x1

Réponse. Soit on applique (8.14)), soit calcul direct : écrivons le résultat dans R? pour simplifier les écritures. Et notons
Ty, la distribution réguliére associée a H,. Alors, pour tout ® € D(R?), avec le théoréme de Fubini :

(D2(Tr, @Thy), ®) = — (T, (z) ® Ty (y)), Da®(x,y)) = T, (y),{Th, (x), Da®(x,y)))
= + <THb (y)7 <DCCTHa (‘r)v CI)(xv y)>> = +<TH17 (y)v <5a($), CD(:Cv y)>> = <6a ® THb7 <I)>,

8.3 Généralisation de S ® T : compatibilité des supports

Et en ce qui concerne le support de W = S® T on a (faire un dessin dans le cas m =n = 1) :

Proposition 8.10 Si S € D'(R™) et T € D'(R™), alors supp(S ® T') = suppS x suppT -

Preuve. Soit W = S ® T. Montrons que suppW c suppS x suppT’. Soit (z,y) ¢ suppS x suppT’. Supposons
par exemple z ¢ suppS (sinon nécessairement y ¢ supp7’ et on échange les roles de x et y). Soit alors € > 0 t.q.
B(x,e) € R — suppS (qui est ouvert).

Comme toute boule (“ronde”) B((x,y),e) est incluse dans le produit cartésien (“carré”) B(x,e) x B(y,e¢),
si ® € D(B((z,y),¢)), alors ® € D(B(x,¢) x B(y,e)) (prolongement par 0), et donc ®, € D(B(z,¢)) (ou
o,z — ®y(x) = ®(x,y)). Faire un dessin.

D’ou a ’aide du théoréme de Fubini, pour tout ® € D(B((x,y),¢)) :

<W7 (P> = <T(y),<S(a¢), (I)(Z,y)>> = <T(y)7 0> =0.

Donc (z,y) € Qmaz (W), ie. (z,y) ¢ supp(W), donc suppW < suppS x suppT.

Réciproquement, soit (zg,yo) € suppS x suppZ. Donc zy € suppS et yg € suppT. Donc, pour toute boule
ouverte B(z,e,) de R™, il existe a € D(B(z,¢,)) telle que (S, o) # 0. De méme il existe 5 € D(B(y,¢,)) telle
que {T,3)#0.Et on a :

S®T,a®p) =S, aXT,B) #0.

Comme tout ouvert de R™*" contenant (x,y) contient un ouvert de type B(z,e,) X B(y,&,), on en déduit que
(2,9) ¢ Qnax(W), ie. (z,y) € suppW. un

Et on a la proposition :

Proposition 8.11 Le produit tensoriel S ® T a un sens sur une fonction ® € C*(R™ x R"™) dés que :

Eg = (suppS x suppT) ﬂsupp@ (8.18)

est borné. Et pour une telle fonction ® on peut appliquer le théoréme de Fubini :

(S(2) @ T(y), P(x, y)) = {S(2),{T(y), ®(x,y))) = {T(y),{S(), B(, y))- (8.19)
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Preuve. (i) Si ® est & support compact, aucune condition n’est requise sur le support de S et T : c’est la
définition des distributions, dualité entre D(R¥) et D'(R¥) pour k € N.

(ii) Cas général : grace a la définition généralisée (voir la proposition . Soit ® € C*(R™*™) donnée et
soit & € D(R™*™) avec o = 1 dans un voisinage ouvert U, de Fg. La fonction a® est dans D(R™*"), et donc
(S®T,ad) e R est bien défini, et on a le théoréme de Fubini :

(S(2) @ T(y), ez, y)®(x,y)) = {S(x),(T(y), aw, y)@(w,y))) = {T(y),{S(2), alw, y) @ (w,y)))-

Soit B est une fonction qui vaut également 1 dans un voisinage ouvert Ug de Eg. Donc a — 8 est nulle
dans le voisinage ouvert U, (\Us de Eg et donc (S(z) ® T(y), (a(z,y) — B(z,y))P(z,y)) = 0, i.e. {(S(z) ®
T(y), a(z,y)®(z,y)) = {S(x) @ T(y), B(x,y)P(x,y)) : (8.19) a un sens est indépendant de . on

Exemple 8.12 Rappel : une fonction w : (x,y) — w(z,y) est indépendante de z si elle est de la forme
w(z,y) = f(y), autrement dit si c’est la fonction & variables séparées w = Ig ® f.

De méme, on dira qu’une distribution W de D(R™*") est indépendante de x si elle est de la forme W = 1x®@T
(variables séparées). On a alors, pour tout ® € D(R™*™) :

(1p(@) ®T(y), (2 y)) = (Ia(x), (T(y), B, 1)) = j TSy = T). j Bz, y) di).

eR

Et plus généralement cela a un sens quand Eg = (supplg x suppT’) () supp® est borné. un

9 Produit de convolution de distributions

9.1 Produit de convolution de fonctions
9.1.1 Vers la convolution de distributions réguliéres
Le produit de convolution a été introduit au paragraphe : quand cela a un sens :
hz) = (f = g)(z) = Rf(t)g(:v —t)dt = J Rf(w —u)g(u)du = (g = f)(z). (9.1)
te UE

L’intégrale h(x) est une intégrale dépendant du paramétre x.

Exemple 9.1 Si f € L'(R) et g = Iy = kl1 Ly ona (fxg)(z) = ks%’i f(z—t) dt = la “valeur moyenne
2k

2k
de f a travers une fenétre de largeur % centrée en z”. Et, si f est continue en x :

(f * 1) (@) — f(@), (92

ce qui va donner, dans le cas f continue sur R :

(f #d0)(x) = f(2). (9:3)
Donc f * dg = f, une fois qu’on aura défini le produit de convolution de distributions... Ce qu’on va faire
maintenant. un

9.1.2 Notation f(t) = g(t)

Notation. On note (f * g)(z) = §, f(t)g(x —t)dt =10t (f(¢) x g(t))(x), i.e. on impose explicitement le
nom (ici t) de la variable d’intégration. Cela ne pose pas de probléme quand le contexte n’est pas ambigu.
Exemple avec “Fourier” :

z) = . et 2 = 1 €iy(x7t) n(étéi ¥ V) (2 noztéi ¥ eV (2
o) = (7 S0 = [ ) e 0 " (10« ) (0) " (o).
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9.2 Définition de S+ T
9.2.1 Deéfinition formelle

Rappel : si f,g € L'(R"), alors on a f * g € L'(R"™). Au sens des distributions, la distribution réguliére
associée Tyyy ="0% f x g vérifie, pour tout ¢ € D(R™) :

(frg,0) = Tfag,p) = (f =g)()p(t) dt = J;ERn LW ft—v)g(y)e(t) dydt, (9.4)

teR™

grace au théoréme de Fubini. On obtient :
N deéf
{frg.9)= F@a)e(x +y)dedy = (f ®g,hy, on h(z,y) = ez +y). (9.5)
R R
xeR™ JyeR™

Et on notera (abusivement) :

£é déf
(frg. 0" @) @gw), e +y)y (= (f@g,M). (9:6)
Définition 9.2 On définit alors le produit de convolution de deux distributions S,T" € D'(R) par, pour ¢ €
D(R™) :
(S+T,¢):=(S@T,h), o hiz,y) o +y) (0.7)

Il est immeédiat que si S T a un sens alors S #7T =T %S (commutativité), car h(z,y) = h(y,z). Et on note
abusivement, quand ¢ € D(R") :

(S*T,0) "2 (S, @ T, px +1)) "2 (S(2) @T(y), oz +v)) (L (ST, hY)

ngte J Jy S(@)T(y)p(x +y) dedy "L J f S(2)T(z — x)p(2) dadz. 09

Un des outils principaux pour I’étude de ce produit de convolution sera le théoréme de Fubini, proposition|8.5

Exercice 9.3 Montrer que pour f,g € L'(R) on a Ty = Ty = T,.

Réponse. Fubini donne : Tryuq(p) = SxeR(Ste]Rf(t)g(x —t)dt)p(z)dz = SyeR SteR Ff@®gy)e(y + t)didy, et on a (Ty =*
Ty)(p) = Ty (x),{T4(y), p(x + y))ay)iz, ce pour tout p € D(R). o

Exercice 9.4 Montrer formellement (de fait pour f,g € L*(R) et ¢ € D(R) voir la suite = régularisation) :
(T Ty, 0y ={Ts, Ty % p). (9.9)
(Rigoureusement : voir (9.28).)

Réponse. Fubini donne :

[ srsernasts = [ 1| sweternants = [ 5[ stu-oow das
= [ 1@ ste-we@ e = [ 1)o@ d

Ce résultat sera conservé pour les distributions, cf. la suite. un

9.2.2 Domaines de définition : supports convolables

On rappelle qu’on ne peut pas convoler la fonction constante 1g € L}OC(R) avec elle-méme : on aurait
(1]R * 1R)($) = S]R 1dt = oo.

De méme, la définition au sens des distributions pose un probléme : pour ¢ € D(R) on aurait {1(z) ®
1(y), p(z+y)) = §x(§g ©(2)dz)dz intégrale de fonctions & variables séparées donc égale a (§ dz)(§; ¢(2)dz) = .
Donc I'hypothése f,g € L}, .(R) est visiblement insuffisante pour que et aient un sens.

Lemme 9.5 Soit ¢ € D(R"), ¢ # 0, avec supp(p) < B(0, p) ; et soit h € C*(R?") définie par h(z,y) = ¢(x+y) ;
alors
supp(h) € {(z,y) e R*" : ||z + y|| < p} (“bande oblique”, dessin), (9.10)

et supp(h) n’est jamais borné.
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Preuve. ¢ € D(R"), donc 3o, 8 € R, o < B et ¢(t) = 0 pour tout t € R™ t.q. ||t|| < « et ||t]] = B; donc
h(z,y) = 0 pour tout (z,y) € R?" t.q. ||z +y|| < a < ||z +y|| = 8, dou (9:10). Puis p = max(|al, |3]). Et supph
n’est pas borné (pour ¢ # 0) : si ¢c € R™ t.q. ¢(c) # 0, alors h(x,y) # 0 pour tout z,y € R t.q. x +y = ¢, donc
contient tous les points (z,c—z) € R*" avec ||(z, c—z)||22n = ||2]|E2n — 200 ©.

Dessin cas 1-D : y = a — z est la droite dans R? de pente —1 qui passe par (z,y) = (a,0), et y = 3 — x est
la droite dans R? de pente —1 qui passe par (x,y) = (3,0), et supp(h) est dans “la bande oblique dans R? qui

limité par ces deux droites obliques. (h est d’altitude constante = p(c) le long des droites x + y = ¢.) .

Proposition 9.6 et définition. Soit ¢ € D(R") et hy(z,y) := @(z+y) cf. (9.7). Soit S, T € D'(R"). Le produit
de convolution S + T a un sens dans D’'(R"™), i.e. le réel (S = T, p) a un sens pour tout ¢ € D(R™), dés que
I’ensemble

E, := (suppS x suppT) ﬂsupp(i%) est borné, (9.11)

C’est en particulier le cas si (dessin)
1. suppS ou suppT est borné, i.e. 'une des deux distributions est a support borné (cf. EDP),
2. suppS et suppT sont limités tous deux a gauche (cf. EDO) (ou limités tous deux a droite).

3.
VzeR", supp(S) ﬂ supp(r,T) est borné (9.12)

Preuve. (S +T,0)pmn) pEny = {S®T, h)p(rzn) preny a un sens dés intersection supp(S®T) (| supp(h) est
bornée cf. prop.-déf. Soit ¢ € D(R™), dont 3p € R t.q. suppy < B(0, p).

Avec on a supp(h) dans la “bande oblique” {(x,y) € R*"; ||z +y|| < p} quand supp(yp) < [—p, p]. Donc
E, = {(z,y) e R*" : x € suppS, y € suppT et ||z +y|| < p}.

Cas 1 : suppS < B(0,a) (borné), donc ||z|| < a, avec ||z + y|| < p, avec ||y|| < ||z +y|| + ||z|| < p+ a, donc
E, c{(z,y) eR*" : ||z]| < aet ||y|| < p + a} est borne vrai pour tout ¢ € D(R™). OK.

Cas 2 : quitte & travailler composante par composante on se raméne & R” = R; suppS < [a, o[ et suppT <
[b, o[ (supports limité & gauche), avec supp(h) € {(z,y) e R? : —p <z +y < p} cf. . Donc si (z,y) € E,,
alors x 2 a,y =2 b, —p<x+y < p,donc —y < =b,donc z < p—y < p—0b, donc z € [a,p — b], et idem
y € [b, p — a] donc E,, borné, vrai pour tout ¢ € D(R™). OK.

Cas3:ona
€ (R")? : z € supps, y € suppT, ||z + y|| < p}

€ (R")? : x € suppS, y € suppT, z =z +y, ||2]| < p}

(9.13)

—2) e (R")?: z e suppS, z€ B(0,p), 2 —x € suppT’}

R™)? : x € suppS [ |supp(T), z € B(0,p)}

Donc E, est borné dés que suppS ﬂsupp(TzT) est borné pour tout z (doit étre vrai pour tout ¢). (Les cas 1
et 2 sont des cas particuliers du cas 3.) nn

)€ (
)€ (

T,z —x

Proposition 9.7 Quand le produit de convolution est défini, il est commutatif : S+ T =T = S.

Preuve. h(z,y) = ( z) et Fubini (quand les supports sont compatibles) donnent (S = T, @) =
ST, hy =<T(y), <5( )s 1(ys @) pazpay = <T(y) @ S(x), iy, ©))ayae = T @S, by = (T % 5, ¢). -

9.3 Convolution de fonctions L; (R)

Proposition 9.8 Soient f € L}, (R) et g € L}, .(R) deux fonctions localement sommables, Ty et T, les distri-
butions réguliéres associées. On suppose les supports de Ty et T, convolables cf. (9.12). Alors :

f+ge Ll (R) et TpxTy="Tryg 12 ¢y g au sens D'(R). (9.14)

Preuve. (Ty Ty, ¢) = (T(x)®Ty(y), (x+y))azay = {Ty(x),{Ty(y), p(x+y))ay)az = |, f(@){Ty(y), p(x+y))ay dz =
$o f@)(§, 9W)ea+y) dy)dae = §, g f(@)9(y)p(a+y) dudy, car (z,y) — f(x)g(y)e(z+y) est localement som-

mable dans R? de support borné, cf. 1} doncest sommable. Et S(%y)eRg F@)g(y)p(z+y) dody = §, & (§,p f(@)g(z—2)¢(2)
SZeR(f # g)(2)p(2)dz = Ty * Ty, 0y = (Ttug, ¢y. Vral pour tout ¢ € D(R). e

Notation : pour f € Li (R) et T € D'(R) avec Ty, T, de supports convolables,

loc

noté

Tp+T =" f+T ausens D'(R). (9.15)
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9.4 Masses de Dirac et convolution
9.4.1 ¢y est ’élément neutre du produit de convolution : §g « T =T

Proposition 9.9 4y est I’élément neutre du produit de convolution : pour tout T € D'(R),
50 *TZTZT*(SO

Preuve. Comme J; est & support compact, T et dp sont convolables. Et Fubini :

(T % b0, ) = (T(x) @ o(y), p(x+y)) = {T(x),{00(y), p(x+y))) = (T (2), p(x)).

Dou T x 6y =T, et = dg *+ T car * est commutatif.

Notation : si f € L}, (R) alors dy = Ty = T est noté
f#do=F.

9.4.2 ¢ est la dérivation pour le produit de convolution

Proposition 9.10 &) est la dérivation pour le produit de convolution : si T € D'(R),

ST =T =T 0.

Preuve. Comme dj est & support compact, T et d( sont convolables. Et pour ¢ € D(R) :

(T %8, 0p = (T'(x) ® 8 (y), p(z+y)) = {T'(x), <5'( ) p(x+y))) = (T(x), =¢'(x)) = HT", )

grace au théoréme de Fubini.

Notation : si f € L}, (R) alors donne : §() » Ty = (Ty)" est noté
S f=f.
9.4.3 {, est une translation pour le produit de convolution
Proposition 9.11 Si T € D'(R) alors :
O0g T =71,T, ou encore Tabo * T = 17,1 (= 8o = 7,T).

Et la masse de Dirac en a est la translation pour le produit de convolution.

Preuve. {0, * T, @) = Ty, o(y + a)) =T, 7—qp) = {11, @) pour tout ¢ € D(R").

9.5 Fonctions de Heaviside et Hye'*
En vue de la résolution des équations de convolution, on pose pour A€ C et n € N :
n—1

n z X
H(()\)) (.’I}) = Ho(l‘)e)\' (TL — 1)|7

fonction e* ( 1), tronquée en 0. Alors on a :

(HE) = B ) = B ()

En effet :

IO VIR R Gl ) L A VS Sy
(H * H| )(x) L =1 (m—l)!e e dt

6)\90 x’ﬂ“r’ﬂl*l
 (n—=1)!(m—

1)l (m—1)!
(n+m 1!

1
_ n—1, m—1
] L 1-—w)" " u du

apreés avoir posé t = xu. Et l'intégrale vaut (exercice).
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9.6 Remarques

Ne pas confondre supports compatibles au sens de la proposition (relative a la dualité (T, ¢)) et supports
convolables (relative a 'opération de convolution T # S) :

Exercice 9.12 Soient S € D'(R) et ¢ € C*(R) t.q. leurs supports soient compatibles, i.e. t.q. suppS ()suppy
est compact (proposition—définition [6.3)).
Donner un exemple ot les supports de S et de T, ne sont pas forcément convolables.

Réponse. Soit S = 1g_ et ) = 1[_1 o[ * 71 avec donc suppy) = [—2,00[, voir et : ici suppS =] — o0, 0]
est limité a droite et suppy = [—2, 0] est limité a gauche, et suppS m suppy < [—2,0] : les supports sont compatibles
({S,v) est bien deﬁm)

Mais suppT’ =] — 00, 2], donc suppS x suppTw = [—00,0]()[-2, 0[= [—00, 0] n’est pas compact. Et choisissant 1) = vy,
on a {(S(z) ®T(y), 1 (oc +y)) =0 : Donc S et ¥ ne sont pas convolables. .

Exercice 9.13 Montrer que si les distributions S et T" sont convolables alors on n’a pas forcément suppsS et
supp1’ compatibles.
Réponse. On se met dans le cas 2. de la proposition avec Y = lg, # 71 € C”(R) et S =T =Ty. Alors S et T sont

convolables (supports limités a gauche), mais (S, 1) = . un

Remarque 9.14 La proposition a pour hypothése que pour chaque ¢, ’ensemble E, est borné. Cela ne
veut pas dire que (U%D(R) E,) est bornée : d’ailleurs cette union n’est jamais bornée quand S et T' sont non
nuls.

Par exemple, si suppT’ est borné et S = 1 (on est dans le cas 1. de la proposition), I’ensemble E,, est
contenu dans la bande oblique (de pente —1) qui coupe ’axe des = sur le support de @, et qui se situe dans la
bande horizontale délimitée par suppT. Les 1, définis par ¢, (z) = ¢(z —n) sont bien str dans D(R), et Ey,
est borné, mais 1'union |,y Fy, 1'est pas bornée. un

Remarque 9.15 La proposition ne donne que des conditions suffisantes (“dés que” = “il suffit que”) pour
que S % T ait un sens, pas des conditions nécessaires. Par exemple, si f et g sont des fonctions L*(R) alors leurs
supports ne sont pas convolables, alors que f # g a un sens, (et f + g € L*(R), voir proposition , et donc
que T # Ty = Tyq a un sens, cf. exercice wa

9.7 Reégularisation C* des distributions

On sait qu’une fonction f € L} (R) est régularisée par convolution par une fonction ¢ € D(R) : on a
f#¢@=v€C*(R) cf. prop. [2.19

On va voir : une distribution 7" € D'(R) est régularisée par convolution par une fonction ¢ € D(R), i.e.
Txp=r~yeC”(R"),ausens T+ T, =T, € D'(R") avec v € C*(R").

9.7.1 Régularisation C* des distributions

Vocabulalre T e D' (R™) et w e C*(R™) sont convolables signifie : T' et Ty, sont convolables dans D'(R).
Rappel : = {gn f(Og(z —t)dt = §,, fF(£)T2G(t) dt =% (f, 7,5), cf. .

Proposition 9.16 et définition. Soit T € D'(R"), ¥ € C*(R"), et Ty, € D'(R™) la distribution réguliére
associée. Si T et Ty, sont convolables (voir proposition , alors :

T «Ty =T, distribution réguliére avec v € C*(R"), noté T =1 =~ dans D'(R), (9.24)
ou : ) )
Y(x) = (T, 7oy | "2 KT (@), a1y "2 (T # ) () "2 f T@Ow(e—t)dt. (9.25)

Définition : T x 1 = ~ est la régularisée C* de T par v, ou encore T est régularisé par convolution par une
fonction 1p € C*(R), et on dit que la convolution par une fonction C* est une régularisation.

En particulier, si T € D'(R”) {distribution a support compact), alors pour toute fonction 7,/} € C’OO(]R”), la
distribution T + Ty, donnée en est représentée par la fonction v € C*(R™) donnée par

Preuve. T = Tj;, a un sens car les supports sont supposés convolables. Soit z € R"; TT1/1 e C*(R™) (trivial), e

les supports de T et de 7,4 sont compatibles, cf. (9.12). Donc le réel v(z) = <T wa> € R est bien défini, ce
qui définit la fonction 7 : R™ — R, et v(x) ="% (T'(2), ¥ (x—2))a. =" { T(2)¢(x—2) dz. Et v est C* grace
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au théoréme de dérivation sous le crochet (proposition puisque (z,t) — 1)(z—t) est trivialement C'*(R?")
quand ¢ € C*(R™). Donc v € L}, .(R™), d’ou T}, € D'(R") (distribution réguliére) est bien défini.
Montrons (9.24), i.e. (T =Ty, @) = (T, ¢) pour tout p € D(R") :

(T % Ty, ) = (T(2) @ Ty (), (z4+y)Dazay 2 (T(2),{Ty(y), P(2+Y)DayDa=

= TC), [ W) dpe = T, [ va-s)e@) d (9.26)
P [ T o= Dasde = [ (ot de =T,
TeR™ TeER™
d’ou (9.25). o
A retenir : le calcul formel (z) = (T # ¥)(z) = {; T(t)(x—t) dt = {T(t),¢(x—t))ar donne le “bon résultat”

(au sens T, = T = T,). Ce dés que les supports de T et 1/1 sont convolables.

Corollaire 9.17 Si (Tj) est une suite dans D’(R™) qui tend vers T dans D’'(R"™), alors, pour tout x € R,

(5 = )() > (T # ¥)(2) (9.27)
pour toute ¢ € C*(R™) convolable avec T, au sens v;(x) = (T3, TﬂZ} — i y(x) =T, ’7'11;> dans R.

Preuve. Avec T',, = T = Ty, on a v;(z) = {Tj Tx’lZ> — (T, Tx’(\/)/> = 7y(z) par définition de la convergence
dans T/(R) c£.§[B4) donc T, ;. T, = T+ T, ie. (9.27).

9.7.2 Convergences S #T; — S+ T dans D'(R)

On rappelle que § vy := {8, @y pour tout Q€ D(R), quand les supports sont compatibles.
On généralise 1M| ie. (Ty Ty, ¢y =T, Ty =@y pour f et g convolables :

Proposition 9.18 1- Si S et T sont convolables, alors pour tout ¢ € D(R) on a :

(T 8,0y =<T,S + ). (9.28)

2- Si S € &'(R) (a support compact) et si (T;) est une suite de D'(R) qui converge vers T € D'(R), alors la
suite S # T; converge vers S+ T € D'(R) :

Se&'R) et T, ~TeD(R) = SxT; — SxTeD(R). (9.29)

Jjow
2- D’ou si (v )n+ est une suite régularisante, cf. (2.23), et T € D'(R) alors T, —k—o 6o dans D'(R) et :

Vi * Tk—\ T dans D'(R), (9.30)
o

notation abusive de T, #T —j_,., T (approximation de T' par une fonction C*).

Preuve. 1- S a été défini en , et %(y) = 7,0(—y) = (—y — ) = p(y + x). Donc avec :
(5 9)(@) = (5(v): B W) = <S(w), oy + 2)),

Comme S et T sont convolables, avec Fubini on a, pour ¢ € D(R) :

(T S,0) = (T(2) @ S(y), p(x + 1)) = T (), (), (& +y)Vaydaa = (T, S * ).
2- Pour z fixé on a (T * ¢)(z) = (T}, Tap) — o, {T, 7@y = (T = ¢)(z). D’ou :

(S Ty 0y =<8, T p) — (S, T o) =(S+ T, ). (9.31)
joo
2~ supp(7x) est compact : donc T, € &'(R), et on applique (9.29). Détails : pour ¢ € D(R) on a
<T'Yk # T, 90> < oy T * 30> —)k—>3c<50a T x SD> = (T * 90)(0) = <Ta 7_0¢> = <T, 5\5> = <T’ 90> Ty
Exercice 9.19 (Reprise de (9.9).) o
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9.7.3 Densité de D(Q2) dans D'(Q)

On sait déja que la distribution &y (masse de Dirac) est limite d’une “suite régularisante” (i )n#, cf. (3.38).

Proposition 9.20 Toute distribution T' € D'(2) est limite dans D'(£2) d’une suite (o, )n= de fonctions de D(Q) :
pour T € D'(R), il existe une suite (ag)ren* dans D(Q) telle que :

ar — T dans D'(Q), ausens T,, —k-o T dans D'(Q). (9.32)

k—x

On dit que D(?) est dense dans D'().

Preuve. (Par régularisation et troncature.) Cas Q R tout entier (ou R™). Soit T' € D'(R). Soit (y;)n* une
suite régularisante, cf. - Donc v =T € C*(R) cf. - (régularisée).
Soit A, = 71 * 1[—g—1,k+1] € D(R) qui vaut 1 sur [—k, +k] et O sur [—~k—2, k+2], voir proposition [2.24} et
soit ap = Ap(vk #T') (“troncature réguliere” de i + T  au sens Ty, = Ap(T, *T). Il est immeédiat que oy, € D(R).
Soit ¢ € D(R) et k € N (assez grand) t.q. supp(p) < [k, k]. Donc Ay = ¢, d’ot :

el = T),0) = e # Ty Aoy = S # T p) — (T ), (9.33)

grace a (9.30). D’ou (9.32).

Cas Q2 ouvert de R quelconque : on reprend la démonstration précédente, mais on construit maintenant une
suite de fonctions Ay de D(Q) qui vaut 1 sur le compact K tel que d(K,R—Q) < % (distance maximale du bord
de K au bord de ). Et une telle suite existe d’aprés la proposition [2.27] o

9.8 Convolution d’une fonction polynéme par une distribution a support compact

On dispose de , et donc pour une distribution 7' & support borné, la convolée T # 1g a un sens (au
sens des distributions car les supports sont convolables) : c’est la “fonction” constante (T, 1g)1g (la distribution
réguliere (T, 1g)T7,) :

(T = 1g)(x) =<T(t), Ig(z — t)) = (T, 1g) = cste.

De méme, pour application linéaire ¢(z) = x, on a :
(T #¢)(x) = (T(t), x = t) = a(T(t), 1r) + {T'(t), =t) = {e1 + cox, ),
ou ¢g = (T, 1r) et ¢; = {T(t), —t), et T =1 est donc une application affine.

Plus généralement, si P est un polynome de degré n il est donné par son développement limité au voisinage
d’un point z par P(z + h) = 3_, 29®)(2). Et donc :

7 P(t) = P(—t + ) Z % ),

son développement de Taylor au voisinage de —t. D’ott T # P est aussi un polyndéme de degré n donné par (on
suppose toujours T & support borné) :

xk u
(T« P)(z) = (T(t), P(x = t)y = 3 5<T(#), PP (- 2 ki“ (9.34)

oit ¢ = (T(t), PF) (=t)).

9.9 Autre exemple

Exemple 9.21 Dans ’espace-temps R*, supposons que suppS < A et suppT < B ot A est le cone d’ondes
d’avenir et B le demi-espace des temps positifs :

={t=x4>0, 22 —2% — 22 — 22 >0} B={t=ux4 >0} (9.35)
Alors S =T est bien défini : en effet, si & = (21,29, 3, 24) €t § = (y1, Y2, Y3, Ya), alors supposant T+ ¢ borné, par

exemple, max;(z; + y;) < C, implique x4 + y4 < C. Et comme x4 > 0 et y4 = 0 on en déduit que x4 et y4 sont
bornés. Puis comme 23 > 22 + 23 + 23, on déduit que les x; sont bornés, donc que les y; sont aussi bornés. o
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10 Transformée de Fourier

10.1 Série de Fourier de fonctions
10.1.1 Rappels

Voir polycopié “Séries de Fourier” pour les détails.
Le produit scalaire usuel dans L?(]—%, Z[;C) =% L2(]—T Z[) et sa norme associée sont

2072 2
z z
(fr9)ez = | _fOg@®)dt,  |Ifllez = (J _lr®dt)z. (10.1)
-7 -7
La base de Fourier usuelle (ex)rez dans L2(] % % [) (théoréme de Stone-Weierstrass) est définie par
R
t o ep(t) = et = 71, (10-2)
C’est une famille orthogonale de L?(]-Z, T) : (ek,eg)L2 = S gt e T e~ 1"t dt = Ty (et donc (fek)kez est

une b.o.n. dans L*(]—Z, Z[)). On note (ey)rez = (€T ez (le nom imposé de la variable est ¢ ici).

T est la période. La fréquence fondamentale v, la pulsation fondamentale wq et, pour k > 2, les fréquences
et pulsations harmoniques v, et wy sont les réels > 0

2k k
W = o kwi, et vy =— =kv, oudonc v, =2mvy. (10.3)
T T
Soit f e L?(] — Z,Z[). On note c;, € C ses composantes sur la base de Fourier (non normeée) (ey)z :
x .
f= Z crex, 1e. f(t)= Z cpe™*t oudonc (f,ex)r2 = Tex, (10.4)
keZ k=—o0

car (f,ex)r2 = (Dlyez Cfeéaek)LQ = Dyezcelen, en)r2 = Xy ceTdpy, donc

1 )
(f7 er)r2 = 7 f( ) e~ @it gt — valeur moyenne de f pour la mesure e~ %1t dt. (10.5)

[N

(Autrement dit, les \/T ¢ sont les composantes de f sur la b.o.n. (%ek)z, etona ||fllrz =T Y,y lckl*.)

La fonction f en (10.4) est dans L? : elle n’est définie que presque partout; on définit : la série de Fourier

de f est la fonction Sf : [—%, %] — C donnée par, pour tout t € [—%, %] :

o8]

Z crer(t) (= Z cp e, (10.6)

k=—x

Donc :si f € L*(] — £, Z[) alors
Sf(t) = f(t) pour presque tout ¢, (10.7)

pour la mesure de Lebesgue. E.g., si f est C! par morceaux, discontinue en x¢, alors Sf(zg) = M

(Les composantes ¢ ne font pas intervenir de valeur ponctuelle de f : que des valeurs moyennes de f, cf. - )

Remarque 10.1 Pour un endomorphisme A € L(E, FE) (application linéaire d’un espace vectoriel F dans lui-
méme), un vecteur e non nul est vecteur propre s’il existe A € R (valeur propre) tel que A(e) = Ae, auquel cas
I'espace Vect{e} est invariant par A. Et pour E = L?(]-%,LZ[) et f € E, si on note A = Cy = fx Popérateur
de L? dans L? définit par Cy(g) = f # g, alors on a avec la définition des coefﬁc1ents de Fourier :

Crler)(t) = (f = ex)( f f(s ds = ¢*Ft o, = cper. (10.8)

Et donc la fonction e (t) = € %t est fonction propre pour C' + associée a la valeur propre ¢, (le k-iéme coefficient
de Fourier de f). Cette propriété de “conservation” des exponentielles est essentielle en mécanique quantique. ou

Remarque 10.2 Cas particulier f € L*([—Z, Z];R) (a valeurs réelles) : un calcul simple donne
oL e
ft) =ap+ Z ay, cos(kwt) + Z Brsin(kwt) ou o =ck +c—p, Pr =i(cy —c—p). (10.9)
k=1 k=1
(Soit ¢ = O"“%ﬂ’“ et c_p = %) a
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10.1.2 Passage intuitif de la série de Fourier a la transformée de Fourier

Heuristiquement, on fait tendre T vers +o0, donc wy = 2” —71.,+0, et

2
Aw = —WE =W = — 0, 10.10
W =W —wp = w1 = o = 0, (10.10)
et donc l’écart entre deux pulsations consécutlves tend vers 0 : on ne peut plus différencier deux pulsations (on
a un “continuum”). Donc on veut écrire f(t) = Z ie—o C(K)... sous la forme f(t) S —_, a(w)...dw. On
commence par modifier ¢, cf. (10.5)), en posant

awy,) = Si’“ - \F zg F(t) et dt, (10.11)

(rappel : e:/i;:t est une b.o.n. dans L?(] — T, T[)). D’ott

Définition 10.3 La transformée de Fourier de f : R — C est la fonction f = F(f) : R - C donnée par (quand
elle existe) :

A =

La présence du facteur \/% dépend des auteurs (ici convention mécanique quantique). Voir aussi §(10.1.3

~

(aw) =) | flw):= e tdt "2 F(f)w) "Ly,

5. (10.12)

-~ —'wa

Puis formellement on reconstitue f & 'aide des ses “composantes” f(w) = {f, & Vo3 Y=a(w):

ft) = \/% . flw)et™ dw (= AA(—t)), (10.13)

& comparer avec ((10.12]).

Notation abusive : quand ¢ est le nom de la variable utilisée pour f, on note (abusif mais pratique)

N o ——
F@) "E° f()(w) = F(f() (). (10.14)
On verra que cette définition a un sens par exemple quand f € L*(R) ou f € L3(R). (Quand F : f — f
sens, sa linéarité est évidente : F(f+Ag) = F(f) + A\F(g) par linéarité de Uintégrale, soit f+Ag = f + Ag.)
Exercice 10.4 Pour a > 0 et f(t) = e “1g, (t), montrer que :
~ 1 1 —_—
flw) = ("L oty (). (10.15)

21 a + tw

7 2 a —alt 2 —w
e ltl(w):\ﬁw, et F(sgn(t)e )(w):\/;w, (10.16)

Et montrer que :

ou sgn est la fonction signe (sgn(t) =1sit>0et = —1sit <0).
. ~ 0 —at—iw e—at—iwt oo
Réponse. f(w) = ms tmiwt dt = \/127[ ——— & = \/%ﬁ
N — eat—iwt 77\
De méme, e*1p_(w) = =[5 1%, = \/%a_li/w\: e-altllg_(w). -
e ot = e “1r, + e*1p_. D’otl par sommation e~*/| et par différence sgn(t)e=oll. un
. L sin ax . . . . . sin x
Exercice 10.5 Soit sinc,(x) = pour a > 0 (fonction sinus cardinal), et sinc(x) = sinci(x) = .
ax x

Dessin.
1- Montrer que sinc ¢ L*(R).
2- Montrer que sinc est intégrable sur R au sens de Riemann (intégrale impropre).

3- Montrer que :
2 . 2 sinTw
l-rr(w) = \/;Tsch(oJ) (= \/; - ), (10.17)
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et, pour a < b:

— 2 b—a . _jatb, 2 sin(b’—“w) _jatb,
Lap(w) = fTsmc%(w)e 2 (=\/;2€ 7). (10.18)

s w

Réponse. Soit k = 0. Sur [2k7, (2k+1)7] on a sinz = 0 d’ou :

2 (2k+1)m : (2k+1)7 (2k+1)7 _: 1
< J _sin@) dz < J sinc(z) dx < J- sin(z) de < —.

2k + D)1 = Jopn 2k + 1)m ko o 2k km
Sur [(2k+1)7, (2k+2)7] on a sinz < 0 d’ou :
(2k+2)7 . (2k+2)7 (2k+2)7 .
—ﬁ# 2k;n¢1) “J Smc(@d“f 21;17(132) "<~ O
(2k +1)m ertnyr 2k+ D7 (2k+1)7 rtnyr 2k +2)7 (k+Dm

1- Donc §, |sinc(z)|dz = 00 car Y g4 = = 0. Donc sinc n’est pas Lebesgue intégrable.

2- Donc 0 < Séi]:fz)” sinc(z)de < & — (k+11)7r = %k(ka_l). Donc § sinc(z)dz < oo. Et comme sinc est paire
(immeédiat), §; sinc(z) dz < co.

o 1 T . 1 e—iwt T 1 e—in _ e+in 1 1
31 w:—f eTdt = —[——]Lr = , = =2sin(wT).

-1 () Vor ) Qw[—zw] " Vor —iw V2rw D)

Lo [2 .
En particulier 1;_; 1j(w) = 4/ = sinc(w)
™
E T (W) = L (P pmiwt gp — L eTi®boeTive 1 2 s I Ot R St ) n
t pour Ly (W) = 55z §p e dt = o ——i— = e % v

10.1.3 Remarque : électronique et traitement du signal

Voir le § [14] ot on utilisera une autre définition de la transformée de Fourier : F, : f — F.(f) donnée par :

Fo(f)v) = - f)e ®™tdt, donc =27 F(f)(2rv) = V2r F(f)(w) quand w=27v.  (10.19)

—C

Autrement dit,
Fe(f) =V2rF(f)ohom ou hom(v) = 2nv, (10.20)

ol hom est ’homothétie de rapport 27 qui donne la pulsation & partir de la fréquence (changement d’unité).

10.2 Transformée de Fourier des fonctions de L'(R)
10.2.1 La transformée de Fourier est bien définie sur L!(R)

Proposition 10.6 Si f € L'(R) et £ € R alors I'intégrale

~ 1
e B

est bien définie. Et la fonction ]?: R — C ainsi définie est bornée continue sur R et s’annule a I'infini :

(z)e™ " dx (10.21)

1 - N
\/—2?||f||1, et feC’(R;C), et 5@l 52,0 (10.22)

NB : en général f ¢ L'(R), cf. (10.15) ou (10.17).

fel'® = |Iflle<

Preuve. L’intégrant f(z)e™*¢ est majoré en valeur absolue par |f(z)|, et f € L'(R), donc (théoréme de
convergence par domination) l'intégrale est bien définie.

7 bornee : [F(©)] = | A §, e fl@)e™= da < J o |f(@)] dw = —||f]l pour tout & € B, d'ou (10.2).

Continuité de f : I'intégrant f(z) e ¢* est une fonction continue de ¢ qui est dominé indépendamment de &
par | f(z)|, avec f € L*(R), donc f est continue sur R (théoréme de convergence dominée de Lebesgue).

~

Annulation de f al'infini : il s’agit de montrer : Ve > 0, M >, V¢ e Rt.q. || > M, |f(£)] < €. Comme D(R)

~

est dense dans L*(R), soit ¢ > 0 et ¢ € D(R) t.q. ||f — ¢||z1 < . Donc (10.22) donne ||f — §|| < \/%5 <£,

donc |f(§) — @(§)| < § pour tout £ € R. Puis on utilise le lemme suivant |10.7| avec M > 0 t.q. pour tout § t.q.

~

|€] > M on a |p(¢)| < §. D’otut | f(£)| < e pour tout |{] > M. Vrai pour tout €,donc f s’annule a I'infini. s
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Lemme 10.7 Si ¢ € D(R) alors $ s’annule a linfini : $(§) — 0.

oL

)
(Mais pour ¢ € D(R), ¢ n’est jamais a support compact quand ¢ non nulle).

Preuve. Soit ¢ € D(R). Donc ¢’ € D(R)  L'(R), et, par intégration par parties, sachant p(z) = 0 dans un
voisinage de l'infini,

_ . » e 1~ @2 1 ~
VaRp(© B2 [ et dnl = |- [ o) g ool - 7" L7l 0. (02

i€ 5 €]
car ¢’ est continue & support compact, donc ¢’ est bornée.
(Si ¢ € D(R), ¢ # 0, alors @ n’est pas & support compact : voir prop. [13.9]) o

En revanche, y — e~% n’est pas dans L%(R), et donc on ne peut pas écrire F(f)(&) = (e7%, f(-)) 2!

Exercice 10.8 Montrer que la transformée de Fourier conserve la parité : dans L'(R), si f est paire alors f
est paire, et si f est impaire alors f est impaire, et les opérateurs”et” commutent :

F-7 (10.24)
i N L i L iy f({) si f est paire
Reéponse. f(—¢) = 75z i f(@)e™ " do = Z§, f(=y)e ™ dy = { — J(€) si f est impaire
Bt () = f(—€) = 7= §p F(@)e™ dw = A=, f(—y)e™ ™ dw = F(&).

Corollaire 10.9 La fonctionnelle F :

{Ll(R) — L*(R)
F o (10.25)
f=F) =1
est linéaire et continue de (L*(R),||.||1) dans (L*(R),||.||.), cf. m
1
(IFCHONe =) z S \/T—F||f||1- (10.26)

Preuve. Dans (10.25)) la linéarité de F est évidente : F(f + Ag) = F(f) + A\F(g) dés que f et g sont dans

L'(R) et A € R par linéarité de Iintégrale. Et (10.26)) est donné par (10.22).
F étant linéaire, F est continue ssi 3C > 0 t.q. V.f € L*(R) on a || f |- < C||f]|1 : vrai, cf. (10.22). in

10.2.2 Remarque sur L'(R), et lemme

Avoir f € L*(R) n’implique pas f(z) — 0 quand z — oo.
Exemple : f(z) = 3" | nl, e vérifie §p [f(z)]de = > L < oo, et donc f e L'(R), avec f(n) =n

n=1 n2
pour tout n € N*. On a cependant :

Lemme 10.10 Si f et f’ sont dans L'(R), alors f(x) — 0.

r—+ 0

Preuve. Comme f’' € L*(R), on a : Ve > 0, 3A. € R, SA |f/(z)] dx < €, et donc :

X

Ve >0, JA. e R, Vo > A, If/ ()| dt <e.

Ae
Donc, a ¢ fixé, et A, fixé en conséquence, on en déduit |SA ‘(t)dt] <e, ie. |f(x) — f(A:)| < e donc ||f(z)] —
|f(A2)|| < e, donc |f(Ac)| +& > |f(x)] > |f(A:)| — &, pour tout = > A.. Donc |f(A:)| < ¢ : sinon |f(A)|—e =
c>0et ||fllLiw) = S; |f(@)|dz = §,(|f(A)] — €)dz > || cdz = oo, faux pour f € L'(R). Et donc que
|f(z)] < 2e, ce Va > A.. Et donc f(x) m_mO un
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10.2.3 Notation F

On note :

~

FN©- o= [ swea-fo (=7 =9 (1027

ou F fait référence a la conjugaison : e~%% = ¢ ; notations essentiellement utilisée pour f & valeurs réelles
(sinon ambiguité) car alors F(f)(&) = F(f)
Un modification triviale de la proposition montre que F est définie sur L!(R; C) & valeurs dans L (R; C).
On verra au § que F = F~! quand ¢a a un sens (e.g. pour les fonctions f € L'(R) t.q. fe L'(R)).

Exercice 10.11 Vérifier que, pour g € L*(R) (donc a valeurs réelles) :

*G2) F@=F®) (=9 e §=) F@=Fo (= 2 (1029
c(G=) F@=F@) (=9, e G=) F@=F7 (=9
Réponse. On a pour £ €R : R
F@©) = A= 17, g(-a) e da = {7 g(x) &'" da = F(g)(&). Dot F(g) = F(§) = § = §. Puis
F@© = =17, §@) e dv= |7 j@) e de = 17, g(y)e & dy = Fg).

10.3 Dérivation et produit

Sil:xeR — I(z) =z € R est la fonction identité sur R, alors, si = est le nom donné a la variable, on note

If ="0% zf ie. xf est la fonction 2f : © — (If)(z) = zf(z) (le nom de la variable est imposé : c’est ).
On a vu que si f € L*(R) alors f € CO(R), cf. (10.22)

Proposition 10.12 (i) Dérivée de la transformée de Fourier : si f € L'(R) est telle que xf € L'(R), alors F
est CL(R) et on a :
~ 7 —_ — ~ ~ 7/ —
(f) = —i(zf), Qe af =i (f) . e (f) (€) = —i(zf)(€), VEER: (10.29)

A

la transformée de Fourier transforme Pexpression algébrique x f en Iexpression dérivée i ( f) I, et réciproquement.

(ii) Transformée de Fourier de la dérivée : si f € L*(R) est telle que f est dérivable et f' € L'(R), alors :
F=icf, de EFf=—if, ie [f(&) =il f(¢), VeéeR: (10.30)

la transformée de Fourier transforme la dérivée f’ est en l'expression algébrique & ]? .

(iii) Translatées : si f € L'(R) alors :

(10.31)

~

Taf(€) = € f(£).

(La “transformée de Fourier de la translatée” induit un changement de phase de la transformée de Fourier.)

{ Taf(€) = €7 f(¢),

Preuve. Avec le théoréme de la convergence dominée pour (i) et par intégration par parties pour (ii) :

~

F(e) = —— "(x)e ¢ xz—i x)(—if)e ¢ dx ] S
Fi(©) = o= | r@e e = ——= ([ f@)=ie = do+ 1) =7, = i€ (o) +0.

car f et f' € L'(R) impliquent f s’annule & I'infini, cf. lemme [10.10, (Quand on disposera de la transformation
de Fourier inverse alors ((10.30)) se déduira de (10.29)) et réciproquement.)

Puis
VP o Ne—iwe g L —i(y+ae g, _ —iak 7
Taf(§) NGT J’R flx—a)e dz Jor JR fly)e "\ dy = e " f(§), (10.32)
et de méme : )
Taf(§) = f(§—a) = fla)e ™ do = F(f(x) €)(€). (10.33)

Exercice 10.13 Soit ¢ € D(R). Exprimer ((,/07)' en fonction de @.

Réponse. .
(#")'(€) = (i)' (&) = iB(€) + P () = iB(€) + £xp(£). (10.34)
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10.4 Gaussiennes : conservées, étalées, concentrées
Les gausiennes sont les fonctions positives (trés utiles dans nombreux domaines) définies pour a > 0 et

c € R* par

az2 2

reR —>ce™ ™, etonmnote xq(x)=e . (10.35)

IXallL1 = J e dy = \/? (10.36)
R a

En effet : ([, e da)® = {§p, e=0@ ) dady = § 527 e rdrdf = 2n[— ke |F =

r=0J9=0 €
Proposition 10.14 Soit a > 0. Par Fourier, une gaussienne est transformée en une gaussienne :

La “masse” de x, vaut

2

ISEE]

1 S 1 g2

Xa(§) = ﬁXi(f)v noté  e=2**(§) = Efﬂ- (10.37)

4a

Et la masse de la transformée X, est indépendante de a :

Il = V2. (10.38)

z2 .
En particulier x (donc X%(x) = e~ 7 ) est “conservée” (c’est un “point central”) :

_=2  F 2 . —~ = _&
e 7 /> e 7, le X1=x3, noté e zT({)=e 7, (10.39)

N|=

et xy est appelée la gaussienne réduite.

)

Dessin : si a < 5 alors x, est “plus étalée” que X3 et la transformée de Fourier X, est “plus concentrée’

)

= o=

que X1 ; et si a > 5 alors X, est “plus concentrée” que Xy, et la transformée de Fourier X, est “plus étalée’
que X 1. (Cas particulier de la propriété d’étalement et de concentration par Fourier, voir (10.49).)

Preuve. On a x/,(z) = —2axx4(z), donc x, est solution de I’équation différentielle homogene
Xa' (%) + 2ax xo(z) = 0. (10.40)
La transformée de Fourier & cette équation donne, cf. et (10.30)),
i€ Xa(€) + 2ai (Xa)' (§) = 0, (10.41)
Donc ¥, vérifie I’équation différentielle homogene
GO+ 5 E0(O =0 (10.42)

de méme type que xq, cf. (10.40), donc (unicité de la solution pour une équation différentielle Lipschitzienne
avec condition initiale)

2
G(e) = e (10.43)

Et on a x,(0) = % SR o—ar? o0 g, —([0-36) \/%, Dot (1037,
Et ||Xa||r =937 \/1271“)(&” _ (T0-30) \/127& é = .

Proposition 10.15 Les gaussiennes x. données par x.(x) = e~<%" vérifient :

Xe — 1z dans D'(R),  noté e " — 1z dans D'(R), (10.44)

e—0 e—0
étalement a la limite e — 0 vers la fonction constantes 1g. Et sa transformée de Fourier X: vérifie :

—~ 1 _e
Xe — \27méy dans D'(R), noté ——e~ % — \2rdy dans D'(R), (10.45)
e—0 \/2¢ e—>0

concentration a la limite vers la masse de Dirac (avec le facteur multiplicatif /27 = la masse de X ).
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Preuve. Pour 1 : il faut montrer Ty —._,0 T1,. Soit ¢ € D(R), et soit I(e) := (T}, ) = | e=7" p(z) d,
intégrale qui dépend du paramétre . I’ 1ntegrant est g(e,x) = e‘”zgo(x) ; & x fixé, il est continu en € € R ; et,
lg(e, )| est borné indépendamment de ¢ € R, par |p(x)|, avec p € D(R) < L*(R). On peut donc passer & la
limite sous le signe { (théoréme de convergence dominée), et I(g) —._,0 I(0) = §; () dx = §; 1r(z)p(x) dx =
{T1,,¢), cqfd. (Ou bien appliquer (10.48]).)
z2
Pour (|10.45) : il faut montrer Ty —._,0 v/27wdy. Soit ¢ € D(R) et I(e) := Tz, 0y = \/%fee“fs o(x) dz. Ici

‘L2 . . .
lintégrant f(e,x) = \/%B’E () n’est pas dominée indépendamment de € € R, par une fonction € L. On

fait le changement de variable y = \/%, donc dz = \/2¢ dy, donc

I(e) = f . % o(\2ey) dy

y2

2 2 2
L’intégrant g(e,y) = e~'7 p(/2ey) est continu en & et —>._,0 e~ 7 ©(0), et le=T p(v2ey)| < ||¢|lne” 7. D’ou
I(e) =<0 1(0) = p(0)\27 = (89, o )\/27, cqfd. (Ou bien appliquer (10.52).) ua

Exercice 10.16 Vérifier ﬁ = Xa-

N

Réponse. Soit b = ;- et soit f(z) = \/12—(167%1 = Vbe . Donc f(§) = ,/gbﬁ(g) = 1/2[)\/%@7%) = o€

(Heureusement : voir formule d’inversion de Fourier avec ici x, paire.) un

Exercice 10.17 Calculer (x,)’ a l’aide du théoréme de convergence dominée.

Réponse. Formellement (Xa) (§) = \/% $ocn oo’ (—iz)e ¢ dx = JT% Swem(xe_”z)e_m& dz. Rigoureusement : OK car
z — ze=" est dans L'(R). Puis IPP avec u (x) = ze="" et v(z) = e_“”5 donc u(z) = ;—;e_‘“”2 (a une constante pres)
et o'(z) = —ife """ 1 (Xa)'(§) = m SzeR 24 € e Ee " dy + \/—[ e’ 711&]77—7 = 2%)@(5) + 0. un

10.5 FEtalement et concentration par Fourier
10.5.1 Changement d’échelle sur I’axe des r a hauteur constante
Soit a € R* et soit f: R — R. Soit :
fo(z) = f(az), oudonc f,(0) = f(0) altitude conservée en 0. (10.46)

Donc la valeur f,(z) de f, en x est égale a la valeur de f en ax. Et la masse de f, vaut S%R falz)dx =
$oep flaz)dx = §, o f(t)adt = af,_, f(t)dt = a fois la masse de f.

Dessin : exemple : si f = 1[4, alors f, = 1[7%%] est dans [—g, g] (car fu(z) = 0 dés que ax ¢ [—b,b]).
Donc :

Pour a < 1, la fonction f, “étale” la fonction f (le support est plus grand).

Pour a > 1, la fonction f, “concentre”’ la fonction f (le support est plus petit). Dessin.

Proposition 10.18 Soit a # 0. Soit f une fonction continue en 0. Alors :

VreR, fq.(x)— f(0), (10.47)

a—0

ie., f, “étale f a la limite a — 0” vers la fonction constante f(0)1g. Dessin. D’ou la convergence faible :

fo = F(0)1g dans D'(R), (10.48)

donc au sens J fa(x)p(x) dx—(»)f(O)J- ¢(x) dx pour tout ¢ € D(R). (Ou encore T}, =, Tt0)15-)
R a— R a—>

Preuve. f étant continue en 0, on a f(y) —(»)f( ), et donc & z fixé f(a;v) £(0), d’ou ((10.47).
y—

Il s’agit de montrer : Yo € D(R), {fa, ) —>a0 f(0)1Rr, ). Soit ¢ € D(R), et soit > 0 t.q. suppy C
)

[, 8]. Donc {fa, ¢y = f=—l3 (az)p(z) dz. Soit g(a,x) = f(ar)p(x)lj_g g(z) (intégrant). A z fixe, g est
continu en a=0 car f lest. Et |g(a,z)| < ( sup |f(az))|l¢lle < sup  [f@W))||¢ll«- Et f étant continue
ze[—B,8] ye[—aB,af]

en 0, il existe n > 0, t.q. pour tout |t| < n, on a |f(t) — f(0)] < 1. Et donc pour les a t.q. |a|8 < 7, on a
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sup | f(t)] < [f(0)| +1, et donc |g(a,z)| = (|f(0)] + 1)||¢||o pour tout a €] — F, F[. Donc ¢ étant L'(R), g
te[—afB,ap]
est dominée par une fonction intégrable indépendante de a €] — %, %[ On peut donc passer & la limite sous le

signe { quand a — 0 : J flaz)p(z) dx —>J f(0)p(z) dz, cqfd. =n
R

Proposition 10.19 (Calcul de f,.) Si f € LY(R) alors

=l ave ffa ¢) d¢ = ff (10.49)

a a

Interprétation : pour a €]0,1], la fonction fo “étale” f, et sa transformée par Fourier J/”; “concentre” f en
augmentant sa hauteur, ]a masse de fa étant conservée. Et pour a > 1, Ia fonction f, “concentre” f, et sa
transformée par Fourier fa étale” f en diminuant sa hauteur, la masse de fa étant conservée. Dessin.

Preuve. On a :

) i€ gy — L ~iwE gy = L7(E
Fo© = o= | ttanest e = —— | rweiay = 27) (10.50
Dot §op, fa (6) dE = §ocp LF(S) dE = e () du.

10.5.2 Changement d’échelle sur I’axe des y & masse constante

Soit A > 0, soit f € L'(R), et soit m = §, f(x)dx = (la masse de f). Soit F) : R — R définie par

Fy(z) = X f(Ax), ou donc JF,\ Jf ) dy). (10.51)

Donc F) conserve la “masse” m = SR y)dy de f, et pour A > 1, la fonction F) “concentre”’ et “rehausse” la
fonction f (on a F)\(0) = Af(0)). Dessm avec f = 13_y 1| par exemple

Proposition 10.20 Si f € L'(R) alors

F\» — mdy dans D'(R), (10.52)

A

ie. J’ Fy(z)p(x) de — m¢(0) pour tout ¢ € D(R).
R

A— 0

Preuve. Soit ¢ € D(R) et J(A) = [, Fa(@)e( = Seer f(W)@(%) dy. Soit g(A,y) = f(y)e(¥) = Tin-
tégrant. A y fixé g est continu en \ (pour A > O) et g()\ Y) — o [(¥)p(0). Avec |[g(A, y)| < |lellel|f
domination indépendante de A avec f € L'(R). Donc limy_,.. S&Rf (L) dy = S&R limyoo f(y)e(X) dy

Seer f()#(0) dy = mep(0) = mdo(¢), cafd. o

y‘@ ~—

Remarque 10.21 Plus loin on calculera la transformée de Fourier de §p (aprés avoir défini la transformée de
Fourier d’une distribution) : “dy est infiniment concentrée”, et sa transformée de Fourier est “infiniment étalée”
(c’est une “fonction constante”). o

10.6 Echange du produit simple et du produit de convolution pour les fonctions

Proposition 10.22 Si ¢ € L*(R) et ¢ € L'(R) alors :

Flpr) = V2r F()F(¥), ie @xv =213 (10.53)
Idem avec F. Si de plus $,9) € LY(R) et ptp € LY(R), on en déduit :
! o e Lsus
Flgv) = = F () +FW), ie. Gb= =P (1054

Idem avec F.
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Preuve. (Fubini) La relation ((10.53)) n’est autre que 'intégrable double d’une fonction & variables séparées :

—

s _ b T — e dy
G = o= || _ewua—payea
1

) M(Leﬁ o)) ([ ul)dz) = VO

le théoréme de Fubini étant applicable la fonction (z,y) — e W28 o(y)4h(2) étant dans L' (R?). Calcul similaire
si on remplace F par F. o
Avec les hypothéses données, et une fois qu’on aura vu la transformée de Fourier inverse F~! = F, cf.

prop. [11.16] on en déduit :

(10.55)

F($ x0) = V2rF(@)F(D) = V2reu, (10.56)
d’ou en appliquant F : @ @ = 21 F (p1)). oa

11 Transformée de Fourier dans S ’espace de Schwartz

L’espace L'(R) n’est pas stable par Fourier (une fonction f € L'(R) est telle que f n’est pas nécessairement
dans L'(R), voir ou . L. Schwartz a introduit un espace qui est stable et conservé par Fourier, et
qui de plus permettra de définir les transformées de Fourier des distributions usuelles comme la masse de Dirac.
En particulier on verra que si f € L?(R) alors f admet bien une transformée de Fourier, que sa transformée de

Fourier f est dans L2(R), et mieux que F est un isomorphisme de (L2(R), (-,-)z2) — (L2(R), (-, -)12).

11.1 L’espace de Schwartz des fonctions & décroissance rapide

Définition 11.1 L’espace des fonctions & décroissance rapide est I’ensemble S des fonctions ¢ € C*(R) t.q. ¢
et toutes ses dérivées décroissent plus vite que toute fraction rationnelle, i.e.

Cre

peS ssi peC*(R) et W eN, VkeN, ICy > 0: Yz e R*, o9 (z)| < T (11.1)

Proposition 11.2 S est un espace vectoriel. Et si p € S alors z*¢Y) € S pour tout (k, () € N2,

Preuve. C’est trivialement un sous-espace vectoriel de C*(R). Pour ¢ € S et k,¢ € N, posons ¢ = ko0 Soit

m,n € N. On a (™ = (aFp®)") = 37" 7;

(Leibniz). D’ot ™™ = > P tmtn=i) Dou ||lz™yp(™]|, < > 0 @iCr_itmi4n—i < 00 pour tout
r€R anetmfixé qcq. D'ou ¢ € S. un

(zF)Dpln=t) = 3" aqakipn=) ot o; € R pour tout 4

Exercice 11.3 Montrer les équivalences : ¢ € C*(R) est dans S ssi :

Vk,£ €N, 30k > 0: Yz e R, [2F09(2)]| < Che. (11.2)
i.e. ssi:
Vk, £ €N, 3Cy > 0, sup |z"p D (2)| < Cre, noté  [|z*0O||,, < Che, (11.3)
zeR
i.e. ssi:
Vk,LeN, ||zFp®]],. < 0. (11.4)
i.e. ssi: )
Vk,£eN, 3Ck > 0, Yz e R, V1422 o (2)| < Cre, (11.5)
i.e. ssi:
Vk,£ €N, 3Ck > 0, Yz € R, |09 (z)| < %, (11.6)
(V1 + z2)k
Réponse. Exercice facile : 14+ z%% < (1 + z?)*. un
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11.2 Premiers exemples
Exemple 11.4 Prototype d’une fonction & décroissance rapide : p(z) = e * (décroissance exponentielle). dfa

Exemple 11.5 La fonction v,  e~1# (régularisée de la fonction a décroissance exponentielle) est dans S.  da

Exemple 11.6 La fonction [ : xz — f(x) = ﬁ n’appartient pas & S (décroissance trop lente & Uinfini). En
effet, supg |x3ﬁ| = o0, cf. 1) De méme, aucune fonction rationnelle (non nulle) n’appartient & S, de
méme que les polyndomes non nuls et e”, e’ .. .

Exercice 11.7 Montrer : si p € L'(R) et si 1) € S, alors ¢ 9 € S.
Réponse. On a ¢ # 1) € C*(R), cf. prop [2.19] et (¢ * w)(e) =pxp® cf. (2.21). Donc, pour k,£ € N :

1% (g # ) O (@) = o+ j

teR

() (z—t) di] < Ikaw“)llmf lp(t)] dt < 0.

ueR

Exercice 11.8 Montrer : si ¢ € S, alors pour tout p € [1,00] on a ¢ € LP(R).

Réponse. Pour p = o, avec :11.3} on a [|2°¢ @], < Coo < 0, donc ||¢||- < o0, donc ¢ € L*(R).
Pour p € [1, 0], avec (11.3) on a : la fonction (1 + z*)¢ est dans € S, cf. prop [11.2] avec |(1 + z*)p(z)| < Coo + Ca0
| |

pour tout z € R. Dot |p(z)| < %, d’ou |p(z)|P < (%)p, d’ou |p|? € L' (R) pour p = 1. =n

11.3 * Métrique sur S et densités
11.3.1 Topologie métrique sur S

Pour ¢ € C*”(R) et k,l € N, si ||zF¢)]|,. < oo, alors on note :

() = [l (11.7)

Donc
S={peC”R):Vk,LeN, Di.e(p) < oo} (11.8)

Exercice 11.9 Vérifier que les py, ¢ définissent des semi-normes.

Réponse. On sait que ||.||o est une norme sur L”(R), et on a S < L*(R) (car [|¢]|« = po,o(p) < © pour ¢ € S). Donc
|-]]oc est une norme sur S. D’ou :

Pr,e(p) = 0 pour p € S : immédiat.

Pr,e(Ap) = |A|pk,e() pour ¢ € S : immeédiat.

Dr,e(© + ) < pre(©) + pi,e(¥) pour ¢ € S : immédiat. un

On peut montrer qu’il n’existe pas de norme qui rende S complet (admis). Mais il y a une distance qui le
fait, a savoir :

1 . -
d(QD, 1!)) = Z W mln(lapk,z(w - 90)) (119)
k,l

(Vérification de d(-,-) est une distance sur S : immédiat.)

On admet que S muni de cette distance est un espace métrique complet. Et donc les suites de Cauchy dans S
sont, convergentes dans S.

L’utilisation de cette distance n’est pas trés pratique, pour les propriétés de convergence ou de continuité,
et on utilise en fait les semi-normes py, ¢. Par exemple (¢, )y est une suite de S qui converge dans S vers p € S
s’écrit d(pn, ©) —n e 0, ou de maniére équivalente :

VkaENa ﬁk,é(@_(pn) - 07 (1110)

ie,Vk,leN,Ve>0,AINeN:Vn = N, pre(p —pn) <e.

Pour simplifier les calculs, on peut aussi considérer la famille de normes (py ¢)o<k e<+ définies sur S par :

poe@) = Y el (= 1l @|Lo). (11.11)

a<k,f<t ask,f<t

La topologie induite par (pg,¢)o<k.e<o €st la méme que celle induite par (P ¢)o<k,e<o (les mémes ouverts).
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Exercice 11.10 Vérifier que les p; , définissent bien des normes.

Réponse. Les py ¢ sont des semi-normes : immédiat car somme finie de semi-normes. Et py () = 0 implique en
particulier po,o(¢) = 0, soit |||l = 0, donc ¢ = 0. =n

Exercice 11.11 Pour ¢ € S, montrer : py ¢(x¢) < prt1,6(9) et pre(@’) = pres1(p) (trés utile).

Réponse. Immédiat. o

11.3.2 Densité de D(R) dans S
Proposition 11.12 D(R) est dense dans (S,d(-,-)) : si ¢ € S alors il existe une suite (¢;)n* € D(R) t.q.
Vi, LeN, pgelp— <p]) —>O (11.12)

ie,Vpe8, Ve >0, eDR), Vk,leN? prolp—1) <e

Preuve. Par troncature et régularisation. Soit ¢ € S donnée, et soit ¢y = 1;_ 1} * 71, voir proposition
fonction de D(R) qui vaut 1 sur [—1,1] et & support dans [—2,2] et telle que 0 < 6;(z) < 1. On construit la
suite (¢;) de D(R) qui vaut 1 sur [—j, j] :

0;(z) = 91(§), VzeR. (11.13)

En particulier ; = 1 sur [—j, j]. Soit la suite ¢; = f;. On a trivialement ¢; € D(R) pour tout j. Montrons
¢j — ¢ dans S, i.e. pour k, ¢ € N montrons ||2*(p — ¢;) ||, — 0 quand j — co.

On a p(x) —¢;j(z) = 0 sur [—j, j] (par construction) et p(x)—p;(z) = ¢(x) pour = & Pextérieur de [—27, 27],
donc ¢ — ¢; est & décroissance rapide. On a (¢ — ¢;)(z) = p(x)(1 — 61(5)), et la formule de Leibniz donne :

l
(o= 0)O@) = 3 (e)so“—”( (=5

v=0 \7
Lo 1 x
- 0@ -0 - X ()o@ o) (11.14)
=\ j J
4
1 l 1 T
_ o0y 1 > (=) () — g (&
P01 = 65(z) - - 2 ' =07
D’ott on déduit que (aprés multiplication par z* et avec 0 < 1 —0; < let 1 —6; = 0 sur [—3,4]) :
1 l4
2 = 23) Ol < maxla® e O]+ 2O, lla"e“Vll) = 0. (11.15)
> — joow

ott C' > 0 qui contient les ( ) et les ||9 ||m pour 1 < v < £. Et pour k,£ € N, p; ¢ est une somme finie de termes
qui tendent vers 0 et tend donc vers 0. .

11.3.3 S est dense dans LP(R) pour 1 <p < ®©

Proposition 11.13 D(R)c S et S < LP(R) pour 1 < p < 0

Et S est dense dans LP(R) pour 1 < p < 0.

(Et c’est trivialement faux pour p = oo : prendre f = 1g € L*(R) qui ne peut étre approchée en norme ||.||s
par une fonction qui s’annule a l'infini.)

Preuve. Soit k, ¢ € N. Soit ¢ € D(R), donc 2*¢o*) € D(R) (produit, de fonctions C* toutes a support inclus
dans suppy). En particulier 2*p(®) est continue dans R & support compact < suppy, donc ||z*p®@||,, < o
et (11.3) est vérifiée. Donc ¢ € S.

Et si p € S alors |p(z)| < Cyo cf. , d’out p € L*(R), et |p(z)| < 1”2 pour tout x # 0, cf. , d’ou
€ LP(R) pour tout p € [1, 0o[.

On a D(R) ¢ S ¢ LP(R) pour 1 < p < o (exercice [11.8)). Et D(R) est dense dans LP(R), voir prop. [2.34]
donc S est dense dans LP(R). En effet, si f € LP(R) et € > 0, alors :

Jpe D(R) t.q. ||f—ellr <e.

Comme D(R) c S, cela reste vraie si on remplace 3o € D(R) par Jp € S. o
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11.4 Transformée de Fourier dans S : on a F(S)c S
Ayant S < L*(R), proposition [11.13| on peut en particulier appliquer la proposition [10.12|:

Proposition 11.14 Si ¢ € S alors 2*p¥) € L'(R) pour tout k,¢ € N, et on a pour tout £ € R :

—

& (&) = iEP(€), o4 (€) = (1©)(6).

@)(© = —i7p(©). @™ (©) = (=)'zh0(©). (11.16)
Tp(6) = e B(6),

7€) = ()

(La dérivation est devenue puissance polynomiale et réciproquement.)
Preuve. Démontrées dans la prop. [10.12| dans les cas k = ¢ = 1. Puis récurrence immédiate. un

Proposition 11.15 Sipe S alors p€ S, i.e. F(S) c S.

Preuve. De (11.16) on déduit :
£ 00 = |€F aly| = |(ztp)®) | (11.17)

Et ¢ = (2'¢)*®) € § © L(R), donc ¢ € L*(R), donc |¢¥3®)| borné. Vrai pour tout k,£€ N, donc $€ S.

11.5 Transformée inverse dans S
11.5.1 Transformation inverse 7! = F dans S

Connaissant ¢ € S, on peut calculer F(p) = $ € S. Réciproquement, :

Proposition 11.16 La transformée de Fourier F est bijective de S dans S, d’inverse F~! = F o =M% F je.
pour tout P € S,

FAW) = F@) =i =0, (11.18)
ie. dans R 1 < ~
FE) = = LERW) M dg = (Fy)(—w) = b(=2) = () = () (11.19)
(" et” commutent cf. (10.24)), donc
Fl o FovoF 2 E (11.20)
Donc, pour tout p € S, L
p=FF@)=F@)=¢=0 ie ¢=5 (11.21)
i.e. dans R )
o) = = L B¢ dg = B-a). (11.22)
Preuve. Soit ¢ € L}(R) t.q. F(p) = $ € LY(R), donc F(p) = F(F(p)) est bien défini.
Montrons que (F o F)(p)(—z) = p(x), i.e. F(@)(—z) = p(z). On a ;
SV — L ~ +izé — i —iy€ +ixé
FE)) = g | _e@erac= o | ([ oo ay) s (11.23)

Mais on ne peut pas inverser les signes |, car S&R et Y& d¢ nest pas définie.

On raisonne comme pour les distributions : & z fixé, on remplace la fonction ¢ — e*%*¢ par la fonction
£ — et x.(§) on

pour € > 0, x=(€) = ¢ *¢ "L x(c,6), et x0(6) =1 =x(0,9), (11.24)
(on sait que xe —c—0 1r cf. (10.44))), i.e. on pose :
1 ~ 1T ~
pour &> 0, L,(£) = L OO et 1(0) = F(R)(—0). (11.25)
S
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On vérifie que (x est fixé) :

lim 1,(c) = L,(0) = F(8)(~2), (11.26)
par application du théoréme de convergence dominée de Lebesgue : l'intégrant est h(e, &) = ¢(&)x(e, &) eTiE,
on a h dominé par |§(¢)| indépendamment de € avec ¢ € L' (R) (hypothése), et & £ fixé, he 1 € € [0,1] — he(e) =
h(e,€) est continu dans [0,1] car x¢ : e € R — xe(e) = e=¢" est continue sur R.

Mais aussi, grace a Fubini qu’on peut maintenant appliquer, et sachant Y. —._, \/27dg cf. , on a:

1 ) )
L =5 | (] eweay) e era
© =57 (] ow )x:(€)
=5 | e (f Xe() eI de ) dy
T JyeRr £eR (11.27)
1 J — 1 f —
- S(y—z dy = — =(2) p(z+x) dz
N yeRx(y JeW)dy = 7= | Xe(z) pla+a)
() (4 2 = (VBT (40— ¢(0+0) = ()
= —7——Xe ’ 2 T2 T — ™00, z 2 = )
N X ¥ d =0 21 0, % dz > ¢ 1
des que ¢ est continue en x. Donc I,(e) — -0 p(x), donc I,(0) = ¢(z), avec I(0) = F(@ )(—x). e
11.5.2 Egalité de Parseval et isométrie S < F(S)
Lemme 11.17 Si ¢ et ¢ sont dans L'(R), alors :
| e@i@dr=| s (11.28)
zeR £eR
En particulier, si v, € S alors : B
(ps¥) 12 = (P, 9) 2. (11.29)

Preuve. (11.28) est une égalité entre intégrales doubles : il faut montrer :

€)% d) du = f e d)p(€) de.

1 1
LER Lp(x)(\/T? £eR ( feR(\/Tiﬂ' LER Sﬁ(f)

Et Vintégrant (z,£) — ()1 (£)e ¢ est majoré par la fonction & variables séparées (z,£) — |p(x)y(€)], avec
@, € LY(R), donc ¢ ® ¥ € L*(R?) : on peut appliquer le théoréme de Fubini, d’ou (11.28). Et S < L?(R),

d’ou (11.29). un

Théoréme 11.18 On a I'égalité de Parseval : conservation du produit scalaire de L*(R) par Fourier : pour
tout p,h €S :
(p.¥)r2 = (B, ¥)r2, e J () () dz =J P(&) (8) de. (11.30)
zeR £eR

Donc F : (S, ||-|lz2) = (S, ||-||z2) est une isométrie.

Et on verra (grace aux distributions tempérées) que cette relation est conservée dans L*(R) : F : L*(R) —
L?(R) est une isométrie.

En particulier, I’énergie (la norme) est conservée par transformée de Fourier : pour tout ¢ € S :

lellz®) = ||@ll2®),  ie J’ o (2)]? da =J |P(&) [ de. (11.31)
z€R £€R

Preuve. Soit g = F~1(¢) ot donc § = 1 et 0 = ’ﬁ\ =g.Onage S car ¢y € S. Montrer (11.30) est alors
équivalent & montrer que (¢,g)r2 = ($,§)r2. Vrai car :
?(.’E) dx = (30727\)[/2'

(@912 = fR@<x>§<x> da ¥

o | P = el
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11.5.3 Application : relations d’incertitude d’Heisenberg

En mécanique quantique, ce sont les mesures de 1’énergie W, (f) et Wgo(f) qui permettent de situer la
particule (probabilité de présence |f|? en z) ou de connaitre sa quantité de mouvement (probabilité de présence

|J/C\|2 en 50)5 ou

_ 2 2 R _ 2d
faeslomao f@Pde o e e <>| 3

2 _
W (f) = SIeR |f(2)]? dx SgeR |f

(11.32)

En d’autres termes, W, (f)? est une mesure de la dispersion d’énergie de f “en espace” au voisinage de z, et
We, ( f)? est une mesure de la dispersion d’énergie de f en “quantité de mouvement” au voisinage de &. Si

et & sont les centres de gravité de |f|? et de |f|2, alors W, et We, sont les écarts types de |f|? et de |f|2 (On
rappelle que le centre de gravité d’une fonction g est le réel z tel que {,(z—xo)g(z)dz = 0.)

Remarque 11.19 En traitement du signal z = ¢ est le temps et £ = w est une fréquence. Et on obtient une
relation entre la dispersion en temps et en fréquence. Et W, correspond & un décalage en temps, alors que Wgn
correspond & un décalage en fréquence. un

Proposition 11.20 (Principe d’incertitude) Quand f € S, on a pour tout zg,& € R :

~

1
3"
L

Et ce résultat est conservé dés que f vérifie f € L2(R) et 2f € L*(R).

(C’est un résultat de “étalement-concentration par Fourier” : si W, (f) est concentré, alors Wgo(f) est étalé,

et si W, (f) est étalé, alors Wy, ( f) est concentré, et on mesure le minimum du produit Wy, (f)We,(f) = une
énergie minimale.)

Preuve. f € S, donc f,zf € L%(R). On pose g(z) = e 0% f(z), avec donc g € S et |g(z)| = |f(x)], et avec
g&) =71 50f(§) f(f + &o). L’inégalité de Cauchy—Schwarz donne :

|| (@=a0) 3t (0 @) df < ([ o= gta) P o) (| 1900 ). (1130

Pour le membre de gauche, par intégrations par parties, il vient :
1
f (2=20)) (9(2) g'(2)) do = — f |9 () dar + 0, (11.35)
R R

o
car le terme de bord %I:(.T—l’o)gQ(l‘)] est nul, car g € S.

=

Pour le membre de droite de (11.34)), I’égalité de Parseval donne :

fR 10/ (@)? di = j 7 (O de = j €36 dé = j €2 |F (o) 2 de = fR@—go)? FOPd. (1136

D’out on déduit de (11.34) que :

(3 ], 11w dn)” < (| @mao? )P do) (] =600 1FOF ae) (11.37)
Et I'égalité de Parseval donnant {, | f(x)* dz = {j | F(O)|? dé 1l vient :
1 ~ ~
([ r@ra) ([ 1R i) < (| @0 i@ ao) ([ eo®ifera).  ars
soit ((11.33). =
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11.6 Transformée inverse pour f € L'(R) telle que f € L'(R)

La transformée inverse (11.18) est encore vraie pour f € LY(R) quand f € L'(R), sans supposer f €
C°(R) n L*(R). La démonstration n’est pas immédiate. On commence par :

Lemme 11.21 Pour f € L'(R) telle que ]?e LY(R) et pour g € S, on a, pour tout x € R :
(fro@) = | JOd©de (= VarF(f3)(-)) (11.39)
En particulier, avec . = \/ge’% et donc p:(€) = \/%67652, cf. (10.37), pour tout x € R :
— [ e et ds — F(D(-a). (11.40)

(f * ) () = \/7277 cen

(Ici p. — & mais f n’est pas supposée C°, et f(x) n’a pas de sens partout.)

Preuve. f € L'(R) et g € S permettent d’appliquer Fubini : on a :
~ , 1 . .

fen@eae= [ (o= [ sme angleeas

(©)g(8) geR(\/ﬂteR() )9(8)

£eR
1 A
= | fO(=| §©er 0% dg)adt
JteR V27 Jeer
~ | she-wde= | swgta -,
teR teR
car on a (|11.22)).
z?2 ~ _ IS iy — ix
Puis soit g(z) = ¢.(x) = 4/ 14 €~ %, donc §(£) =ﬁe € of (10.37). Dot (frp.)(z) = Seer f(f)\/%e s ivl g¢
grace au théoréme de convergence dominée puisque f € L'(RR). D’ou (11.40). un
) . R — L'(R) .
Lemme 11.22 Pour f € L'(R), I'application Ay = A : est continue, avec, pour y € R :
y = Aly) =7,f
[A(y+h) — AWl = |[A(R) — A(0)||L:. (11.41)
Preuve. Soit yg € R. On a :
[[A(yo+h) = Alyo)llLr = lImyo+nf = Tyo fllLr =f |f(@=yo—h) — f(z—yo)| dz
zeR

f 1) = £2)d= = 1A = AO)ll-

(invariance de 'intégrale de Lebesgue par translation) et il suffit donc de montrer la continuité de A en 0.
Si f € D(R), alors |f(z—h) — f(2)| < h||f'|| 2 et donc [|A(h) — A(0)||z1 —r—00, et dans ce cas A est

bien continue en 0.
Sinon, comme D(R) est dense dans L'(R), soit (,)n+ une suite de D(R) t.q. ||f — ¢n|lrr = 0. On a:
lmnf = Thonllr + [1Taen — @nller + llon — fllLr

[A(R) = A0 = ll7nf = fllpr <
< ll7nen = enller + 2|1 = enllr }:607
car || f — Thenllrr = ||f — ¢nllrr (invariance de I'intégrale de Lebesgue par translation). D’ou A est continue
| |

en 0, d’oit A est continue sur R.

Lemme 11.23 Soit f € L*(R). Si (‘Ps)seRj‘_ est une famille de fonctions de S t.q. :

0, f e(x)dz =1, ve =2, do dans D'(R), (11.42)
R E—>

P =

(on ne suppose pas les p. & support compact) alors :
(11.43)

froe—>f dans L'(R),
E—>
convergence en moyenne (pas ponctuelle : f n’est pas continue en générale alors que f = ¢, 'est)
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Preuve. Comme f,p. € L'(R) on a f # . € L'(R). Et avec . de masse unité :

(F#00@ = 10) = | (fa=0) = f@)pedt. = [ (nf = Do at.
teR teR
D’out avec les notations du lemme précédent et :
I +oe = fllor < |

t

(j I f () — f()| da) o(t) dt < j IJA(t) — AQ)]| 1 o2 (8) i,
eR JzeR teR

a l’aide du théoreme de Fubini-Tonelli.
Et F: R — R donnée par F(t) = ||A(t) — A(0)|| 1 est continue, cf. lemme précédent. D’ou, avec . —. 0 do :

||f*90€_f||L1 <<906aF> :6<60,F>:F(0) :07
i.e. " un

Lemme 11.24 Si (f, )y« est une suite de fonctions dans C°(R; R) (| L*(R) qui converge vers g dans (C°(R; R), ||.||+)
et qui converge vers h dans (L'(R),||.||z1), alors h = g p.p. (donc h est continue p.p., et f converge aussi vers g
dans (L} (R), |]|;1))-

Preuve. Voir polycopié¢ intégrale de Lebesgue, § Convergence dans C°(R) () L!(R). o

Proposition 11.25 Si f € L(R) et si f € L*(R), alors on a (11.19) pour presque tout  :

flz) = \/% . F(©et @8 d¢ pp., soit FolF =1 dans L'(R), (11.44)

qui est la formule d’inversion des fonctions f € L'(R) t.q. fe L'(R).
Et F est bijective de {f € L*(R) : f € L*(R)} dans lui-méme d’inverse donnée par (11.19).

Donc pour f € L*(R) t.q. f € LY(R) on a f = fp.p., donc f est continue p.p. sur R (relativement a la
mesure de Lebesgue.

Preuve. Comme f € L'(R), l'intégrale F(f)(—z) = \/%S&R F(€)es dg ="t F-1(f)(z) a un sens, et la

fonction F1( f) =def F(f ) ainsi définie est continue en tout x € R (théoréme de convergence dominée).

On dispose de (|11.40) : avec ¢, = ﬁ e*% ona:
(o) = = | FOx@er =t 5 FD) = FPw) (1145

avec F(f) € C° car f € LY(R).
Et le lemme [11.23] cf. (11.43), donne f # . —>. o f dans L*(R).
Donc F(f) = f p.p. grace au lemme [11.24} soit F o F = I dans L'(R), i.e. (11.44). o

11.7 F:S — S est continue

On a montré que F(S) = S. On a également, lorsque S est muni de la famille de semi-normes py, 4 :

Proposition 11.26 La transformée de Fourier F : S — S est une application linéaire qui est continue de S8
dans lui-méme (toute image est bornée par un antécédent) : ici on a :

Vk,teN, 3C>0 :VoeS8, pre(F(p))<C perar(p). (11.46)

Preuve. On a F linéaire sur S puisque S ¢ L*(R) et F linéaire sur L*(R), et pour montrer la continuité (hors
programme) il faut montrer que ‘toute image est bornée par un antécédent’ (avec les semi-normes adéquat),
ie.:

Vi, 0eN, 3K 0eN, 3IC>0, Voe8, pro(F(p))<Cpre(p). (11.47)
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On a [€5310(€)| = |e527p(€)] = |(25p)®)(€)], cf. (11.16), et ;

|(:EW) )] = \/%KJR Tlarz(l + a2) (2t )W einé dx>|
1

1
< 1+ 22) (2o B f d
m”( +1‘)(.13 90) ||L R1+$2 Ty
d’on, avec ﬁ dz = [arctan]”,, =7 > 0, avec (|11.17) et avec Leibniz :

N 7r N
139, < YT Sl @ (11.49)

\/E a<l+2, Bk

(11.48)

ot les C,3 sont donnés par Leibniz. Et donc pour la norme ([11.7)) :

Pre(P) < C pes2i(p), (11.50)

avec C' > 0, et ce pour tout ¢ € S : la transformée de Fourier est continue de S dans S. un

12 Distributions tempérées

12.1 Espace S’ des distributions tempérées
12.1.1 Définition

Les semi-normes py, ¢, données par pg ¢(p) = Z ||x“<p(5)||x;, cf. (11.7)), définissent une topologie sur S,
agk,f<L

donc sur D(R). On munit D(R) de cette topologie.

Définition 12.1 Une distribution 7' € D’(R) est dite tempérée ssi T' est également continue sur D(R) muni de
la topologie induite par S, i.e. ssi la distribution 7' € D'(R) vérifie (image bornée par un antécédent) :

c > Oa Hkvé € N7 VSD € D(R)7 |<Ta Q0>| < Cpk,@(go)? (]‘2]‘)

ol py ¢ est défini en ([11.7).
On note S’ I'espace des distributions tempérées.

Exemple 12.2 Toute fonction polynome définit une distribution tempérée : (z*, ) < py.o(p) pour p€ S. o

Exemple 12.3 Soit f donnée par f(x) = e**. Ona f € L}, .(R), donc définit la distribution Ty. Mais T’ —noté ¢
n’est pas une distribution tempérée : prendre ¢ définie par p(z) = e’ ;onapeS;et Ty, )= SR e e dy =
§g dz = o0, donc :

VO >0, VkleN, (T, ¢)=Cppelp). (12.2)

Théoréme 12.4 (Extension de la dualité) SiT : D(R) — R est une distribution tempérée, alors T' se prolonge

de maniére unique a S : il existe une unique application linéaire T:8 > R telle que f(go) = T(p) pour tout
» € D(R) et telle que (image bornée par un antécédent) :

3C >0, 3kLeN, VYoeS, |T,o)|<Cprile) (12.3)

Et on note alors simplement T = T. Et ainsi S' définit le dual topologique de S (’ensemble des formes linéaires
et continues sur S).

Preuve. Admis. La démonstration est basée sur la densité de D(R) dans S, voir §[11.3.2] et le prolongement
par continuité. un

Remarque 12.5 Voir 'annexe § [19] pour la description des topologies. .
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12.1.2 Stabilité

Proposition 12.6 Si T € &', alors toutes les distributions 2*T©) appartiennent a S’ pour tout k,¢ € N.

Preuve. Soit T t.q. (12.3)).
&T, ¢y = (T, zp) pour tout @ € S, et on a xp € S. D’out (2T, )| < C pr+1,6(p).

(I, ¢y = ~(T, &' pour tout ¢ € S, et on a ¢ € S. Dot KI', 9| < C ppes1 ().
Et récurrence immédiate. e

12.1.3 Convergence dans S’

S’ est le dual de S (i.e. S’ est ’ensemble des applications linéaires et continues sur S), et on retrouve la
convergence faible :

Définition 12.7 On dit que la suite (7};)y € SV (suite de distributions tempérées) converge vers T dans S si :

VpeS,  (Typ)—(T.¢) (dansR). (12.4)
JjoxL
Et on note :
T; — T dansS'. (12.5)
j—0

(Convergence faible ou ponctuelle, i.e. pour ¢ fixé on a convergence).

On a alors :

Proposition 12.8 Si (T})cy est une suite de S’ telle que T; — T dans S’ alors pour tout k,¢ € N, kaj(e) —

2*T® dans S'.

Preuve. Et pour (7}) suite de " qui converge faiblement vers '€ &', on a (T}, p) = —(Tj, ') pour tout p € S,
qui converge vers —(T', ") = (T, p). Et donc 7] —T" dans &'. Idem pour z7}. Puis, par récurrence sur k, {. &a

12.2 Exemples
12.2.1 Les distributions réguliéres L? sont tempérées

Lemme 12.9 Pour tout q € [1,00] :

1C; >0, YepeSs, |lollee < Cqp20(p). (12.6)

Preuve. On a § ¢ L(R) pour 1 < g < oo cf. prop. [11.13
Pour g € [1,00][ :

) dz) [|((L+2%)|o(@)]) ],

| et = [ (o) ot < (|

1422 1422

d’ott di (en prenant la racine g-iéme) avec Cy = (§(5t=)? dx)% (indépendant de ¢).
Et pour ¢ = 00 on a ||¢||z» = po,o(@) < p2,o(p), cf. (11.7) : C =1 convient. o

Corollaire 12.10 Soit p € [1,]. Si f € LP(R), alors Ty est une distribution tempérée :
3C=Cr >0, VoeS, [Tt ¢)|<Cp2oly), (12.7)

avec C' indépendant de .

Preuve. Soit p €]1,0[ et ¢ t.q. % + % = 1. Comme f € LP(R) et ¢ € S < LI(R), l'inégalité de Holder
(Cauchy—Schwarz pour p = ¢ = 2) indique que :

KTy, o] = | JRf(w)w(w) dz) < 11|z el o s,
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d’ou le résultat avec ((12.6]).
Casp=1: fe L'(R). Pour pe S :

KTs o)) = | fRf(sw () d] < ( f £@)]d2) l1¢lbe = 1£]12: poo(@) < 1]l pao(e):

Casp=o0: fe L”R). Pour p e S :
KTy o)l = | f £(2) (@) da] < |1l f lo(@)] de) = |1 flellellr s < 111 Cr po(@),
R R

avec ([12.6)). o

12.2.2 Distribution tempérée définissant la transformée de Fourier

Pour ¢ € R, la fonction complexe e : £ € R — ae(z) = \/%e’igm qui dépend du parameétre £ est dans L™ (R)

(majorée en module par la fonction constante ﬁl[@) et définit donc une distribution tempérée T, : c’est la
distribution tempérée qui définit la transformée de Fourier :

VoS, B = (e = Za=(e T e = 7= | plwe e e (123)

12.2.3 Exemple : fonction a croissance lente

Définition 12.11 On appelle fonction a croissance lente, une fonction ¢ € C*(R) bornée par un polynome, de
meéme que toutes ses dérivées : ¢ € C*(R) et

VleN, 3C;>0, ImyeN, VYreR, |fO)<C(+|z)™ (12.9)

(Au voisinage de +00, la fonction f) est O(|z|™).)

Exemple 12.12 Toute fonction polynome est & croissante lente : |f(z)| = |2, aix?| < X7 |ail |z, et
(1+ |z))™ =37, Ck|z|¥ : on prend m = n et C = max(|a;|). ’a
Exemple 12.13 L’exponentielle e/*! ne définit pas une distribution tempérée, exercice. un

Proposition 12.14 Toute fonction a croissance lente définit une distribution tempérée.

Preuve. Soit f a croissante lente. Donc (12.9) est vraie en particulier pour ¢ = 0, donc, pour ¢ € S :

[ rpter el < [ ot sl el + o) do

1

<C m 7d7
p 0+2,0(Q0) JR1+$2 €z

ou C est indépendant de ¢, d’ou le résultat. .

Remarque 12.15 Une distribution peut étre tempérée tout en étant “a croissance exponentielle”, comme c’est
le cas de certaines fonctions f € L'(R) : soit f = ZZ’:l e"l[n,nﬂ_n%z] cona {p |f(x)|de = ZZ’:I # < o0, donc
f € LY(R), et on a vu que toute fonction de L'(R) définissait une distribution tempérée, voir exemple
Mais ici “la largeur de l'intervalle d’intégration décroit de maniére exponentielle” avec n.

Néanmoins, dans la pratique ingénieur, on a tendance a dire que les distributions tempérées sont a “croissance
au plus polynomiale”, sous-entendu on exclut les cas pathologiques comme la fonction f de cette remarque :
c’est le cas quand f est croissante au voisinage de l'infini. .
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12.2.4 Exemple : masse de Dirac

Exemple 12.16 0, est tempérée ainsi que ses dérivés 651@) pour tout a € R : démonstration immeédiate car
[ 0)] < el < poe(p)-

Exercice 12.17 Soit (ag)rez une suite numérique quelconque.

(i) Montrer que a;dx € D'(R) et que axdr — 0 dans D’'(R).

(ii) Montrer que axdr € S’ et que ardr — 0 dans S’ si et seulement si (ay)kez est & croissance lente. (On dit
que (ag)ren est & croissance lente ssi 3C >0, Im e N, Yk € Z, |agx| < C(1 + |k|)™.)

(iii) Montrer que ), axd, est dans S’ si et seulement si (ay) ez est & croissance lente. (Indication : Y arp(k) <
oo puisque (k) < W pour k assez grand.)
Réponse. (i) ardr est méme tempérée : exemple précédent. Et si p € D(R) il existe M > 0 t.q. suppy < [—M, M]. Donc
arpr(p) = 0 dés que k > M, donc arpr(p) —k—00.

(ii) Pour ¢ € S on a ardr(p) = arp(k). Supposons (ar) a croissance lente. Alors |ardr(p)| < C([1 + |k])™ (k) <
C([1+ k)™ e®) < C([1 + [ED™ el < C13zPr+2.0(0), donc ardi(p) —0.

Supposons que (ax) n’est pas & croissance lente : VC' > 0, Vm e N, 3k € Z, |ax| = C(1 + |k|)™. Soit C > 0, m € N et
k€ Z t.q. |ax] = C(1+ |k|)™. Puis soit ¢(z) On a ¢ € S et arp(k) ~ C + 0. Donc si ardr — 0 alors (ax)
est & croissance lente.

_ 1
- (1+x2)m/2 .

(iii) Exercice. wn

12.2.5 Exemple : distribution a support compact

Proposition 12.18 Toute distribution a support compact définit une distribution tempérée.

Preuve. Toute distribution & support compact est d’ordre fini, voir annexe (19.18) pagem: soit T € £'(R)
alors il existe m € N (son ordre), t.q. : 3C > 0, Yy € D(R) on a KT, ¢)| < Cpgm(p). in

Proposition 12.19 Soit a € R. Si T € &'(R) est telle que suppT = {a}, alors il existe m+1 constantes
(¢j)j=0,....m telles que T = 37" c; 5 (combinaison linéaire de la masse de Dirac en a et de ses dérivées).

Preuve. C’est la proposition [19.10] page [131] o

12.3 Cas des distributions a support compact
12.3.1 Densité de £'(R) dans S’

Lemme 12.20 Pour tout T € S’ (tempérée), il existe une suite (T;) € £'(R) (a support compact) telle que
T; —jx T dans S'. Autrement dit £'(R) est dense dans S'.

Preuve. (Par troncature et régularisation.) Soit T' € &' et soit 6; = 1j_; ;1 * 71 € D(R) ot 1 est donnée
par (2.25). Alors la suite T; = 6,7 est une suite de £&'(R). Et on a pour p € S :

KT =Ty, )l = KT, (1 = 0;)9)| < Cpre((1 = 05)¢) (12.10)
ou C, k et £ ne dépendent que de T' € S’. Et pr¢((1 — 8;)p) — - 0, voir par exemple § [11.3.2] d’ou le
résultat. un

12.3.2 Expression simplifiée de la convolution quand T € &'(R)

On dispose de la proposition :si T e E'(R) est si p € CF(R), alors le produit de convolution T * ¢ est
une distribution bien définie (les supports sont convolables), et réguliére : il définit une fonction C*(R) notée
abusivement T * ¢, et :

(T @) (@) = (T, 72p)- (12.11)
Et si T e &' et si (T;) est une suite de £'(R) telle que 7; — T' dans &', comme pour p € S et ¢ € D(R) on a :
<Tj *p, ) = <Tj7 @ * ¢>J:;<T, @ ),
car p€ S (car p € S) et ¥ € LY(R) (car v € D(R)) donnent @ =1 € S, cf. exercice et (T, ¢ # 1) est bien
défini.
De plus, si T € 8 et si ¢ € S alors la fonction x € R — (T, 7,.%) € R est C*(R). En effet, si p € S, alors
sizeRonar7,@eS (trival), et donc le crochet (T, 7,9) est bien défini. Et la fonction z € R — (T, 7,%y € R

ainsi définie est C*(R), cf. (7.2).
D’ou la définition, qui donne une extension de la notion de supports convolables :
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12.3.3 Extension de la convolution a &’

Définition 12.21 SiT € &’ et si p € S alors T = est la fonction € C*(R) (plus précisément est une distribution
réguliére identifiée & une fonction) définie par :

(T 0)() = T, 7 (P)), (12.12)
i.e. par : ) )
<T*@mfﬁﬂfwxﬂx—mm;@ejRTwwm—yMy (12.13)

13 Transformée de Fourier d’une distribution tempérée

13.1 Définition
On a déja vu que pour les fonctions de S on avait, cf (11.28)) (Fubini) :

(@) =Lp,¥), Vo, ¥€S. (13.1)
On généralise cette propriété aux distributions tempérées en posant la définition :

Définition 13.1 Pour T € &’ distribution tempérée, on définit sa transformée de Fourier par dualité :

voesS, (T, % (13.2)

Cette définition a un sens car si ¢ € S alors ¢ € S, cf. proposition [11.15

Exemple 13.2 Si f € L*(R) alors f est tempérée (i.e. Ty distribution réguliére associée & f est tempérée), et
on retrouve la définition usuelle : Tf = T - =noté f En effet, pour tout p € S :

Ty, 0y =Ty, 8y = f F(6) 3(€) dé = % j f(s)j () e du de

\/gf Jf i€ dg) dx_ff (13.3)
= (T3, 0) "L (F, 0.

On peut en effet appliquer le théoréme de Fubini puisque la fonction (z,&) — ¢(x) f(€) e ¢ est dans L'(R?)
car ¢ et f sont dans L'(R) et |e"™¢| = 1. ua

Exercice 13.3 Montrer que si T est paire (resp. impaire) alors T est paire (resp. impaire) :

T=T. (13.4)

Réponse. On a (10.24) : f = f. D’o <’1A", ) =def (ﬁ ) =def (T, g% =T, é) = (T, 3y = (T, o) pour tout p € S. un
13.2 Stabilité F(S) = &'

La définition par dualité donne :
Proposition 13.4 La transformée de Fourier d’une distribution tempérée est une distribution tempérée, i.e.,

F(§)cs.

Preuve. On sait que F est un isomorphisme de S dans S, et donc, pour T € 8§’ on a T qui est une application
linéaire et continue sur S, cf. . La linéarité est triviale, et sachant py ¢(¢) < Cpeyor(v) ou C > 0 (voir
EE)

proposition [11.26| et équation (/1 7

la continuité de T sur S’ est immeédiate. un
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Remarque 13.5 Les distributions & support compact sont tempérées (cf. proposition [12.18) et ont donc leurs
transformées de Fourier qui est également tempérée (cf. proposition [13.4). Cela peut étre établi sans I'aide de
la proposition [13.25| :

Sachant T & support compact, T est une distribution d’ordre finie p € N (voir annexe) :

AC >0, YpeC*(R), KT(z),p(@)al<C sup |p(z)], (13.5)

zeK,B<p

ot K est un compact tel que K o supp(7T). Et donc ici, pour tout a,, 8 € N et tout £ € R :

KT(x), (—iz)%e™ | < C sup |(ze™™€)P), (13.6)
zeK,B<p

Et T(¢) = ﬁ(T(x), e~ €Y car T est & support compact, d’oit T(®) (&) = ﬁ(T(x), (—iz)*e™™¢) par dérivation
sous le crochet de dualité. Posant f¢(z) = 2e™"¢, ona f'(x) = (¢*~! —ifx™)e™ "¢, et par récurrence immédiate
fB(x) = Ps(x,£)e "¢ ot Pg(z,£) est un polynome de degré 3 en ¢ et un polynome en x. Comme on prend le

sup pour x € K compact et 8 < p, on obtient :

d® -
1O < L+ e, (13.7)
avec C’ > 0 indépendant de £. Et T est bien & croissance lente ainsi que toutes ses dérivées. .

13.3 Premiers exemples
13.3.1 Transformée de Fourier d’une distribution réguliére
Si feL'(R) et T} est la distribution réguliére associée, alors on a vu que T} = Tf: et on note abusivement
;=7
13.3.2 Transformée de Fourier de 4, et de 0/,
Proposition 13.6 Dans S’ :

o 1 ~ 1 )
= et do(x) = —— €71 13.8
(@)= 3¢ (1.8

(Donc si dg est approchée par une fonction “infiniment concentrée en 0” alors sa transformée de Fourier est une
fonction constante, donc “infiniment étalée sur R”.) Et :

g()\(x) = 5 et ot (z) = 5 re 1T, (13.9)

\2m \2m

Et : - . - N
5(()k)(x) = Z—xk, et 5 (x) = L gheier, (13.10)

Ainsi 5(()k) est un monéme de degré k.

Preuve. §; n’est pas une fonction, mais c’est une distribution tempérée, cf. exemple [12.16| (13.2) donne, pour
pes:

(B = (a3 = Bla) = J% me) e g = <¢% () (13.11)

donc 5; est la distribution réguliére identifiée & la fonction \/%7 e~ Doil 1} Puis avec (|11.16)) :

1 —iax

@, 0> =0, @) = =@ (a) = iTp (a) = i(ba, TP) = i(da, 2p) = i(wda, p) = iz N A2

ire—iaT . 1
e Et récurrence immédiate. an

d’ou 3{: est la distribution réguliére identifiée a la fonction Nors
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Remarque 13.7 Comme d’habitude on a abusé des notations : on aurait di définir la fonction f sur R par

fz) = \/% e~ et écrire (5 = T} distribution réguliére associée & f. Pour alléger ’exposé, on a non seulement

utilisé Ty ="' f mais plre on a utilisé la notation trés abusive Ty (z). Le contexte léve les ambiguités : on n’a
pas le choix pour que ait un sens. o

Remarque 13.8 Calcul “brutal” Justlﬁe au § suivant :
5u(6) = A= (Bal), )y = e, et

7T

AGE TS0 (), €7 an = — = (e L, = — = (i) e

13.3.3 Transformée de Fourier d’une distribution a support compact

Une distribution & support compact est en particulier tempérée, cf. proposition [12.18] Sa transformée de
Fourier est donc bien définie : (T, ) = (T, ) pour tout ¢ € S.

Proposition 13.9 Si T € £'(R) sa transformée de Fourier est la distribution tempérée réguliécre C* donnée
par, pour £ € R :

T(&) =(T(x), \/%77 e g (13.12)

(Sans abus de notation, T = T, ot g(&) = (T(x), \/ﬂ e 00.)

Et mieux : T est développable en série entiére de rayon infini : pour tout £ € R :

~ 1 & (=),
= T() = ", ol an =L{T(x), ™). 13.13
(9(&) =) (€ \/%nz:lo YRS T'(z),z") (13.13)
En particulier T nest pas a support compact.

Preuve. La fonction f : (§,2) — f({,z) = \/% e %% est C*. Et T est a support compact, donc la fonction g
suivante est bien définie :

1 1
NG N f T
Et pour ¢ € § on a (F(x), ¢(a)) = (T(€), BE)) = (T(€), (€, 2), (@) = (L), (&), (@) = (g, ), doi

T = g (au sens T' = T,). Et T est compacte, donc tempérée, cf. proposition [12.18, donc T est tempérée. Et T
est compacte, donc g est C* de g, cf. proposition [7.4] de dérivation sous le signe (., .).
Et on a (développement en série de I'exponentielle) :

9(6) = (T, fo) "L (T (x), —== ¢ 6%yq, "L ) e i da. (13.14)

s8]

et =y 2 ieym.

1 & (=)
Avec (|13.12) et Fubini on obtient g(§) = \/7 Z (=) &, e, (13.13). o

n!

Exemple 13. 10 On retrouve en particulier le cas des masses de Dirac et de ses dérivées : pour §, par exemple,

2 za{ 1 e—taz LS
\/27r

13.3.4 Concentration—étalement par Fourier pour les distributions tempérées

On rappelle que pour f e L'(R) :

|i| f(2 3 (13.15)

égalité interprétée comme : si une fonction est concentrée, alors sa transformée de Fourier est étalée, et réci-
proquement, si une fonction est étalée, alors sa transformée de Fourier est concentrée. Ce résultat est conservé
pour les distributions tempérées :

fFx)(€) =
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Proposition 13.11 Pour Te S’ et A# 0 on a :

Pre}\lve Posons fy(x) = f(Az). On a j’"}(ﬁ) = \/%SmeR fOx)e ™ de = \/%S%R fy)e i8¢ % = ﬁf(%) =
|>\|(f) 1 (§), donc :

-~

~ 1
Ix= W( )1 (13.17)

D’ou (|13.15), vrai en particulier vraie pour tout f € S.
Soit T' € &' ; posons St a(z) = T(Az) au sens (3.54) et (3.55)), i.e., pour p € S :

def 1 té 1 .z
((Stale),p(x)y =) (Sra,e) S LT, |)\|<P;> ("E T (=), W@(X»dw)- (13.18)
Il est immeédiat que St x € 8’ pour tout A € R*. Et Sy 1 est défini par :
(Sr,1,0) =T, |A|pr)- (13.19)

Donc, pour tout ¢ € S :

Grnvey ¥ 5002 BB 500 B30 ¥ o0 B 2570,

donc Sy, = ﬁs}\% noté (13.16).

13.4 Premiéres propriétés
13.4.1 Convergence
On a alors :
Proposition 13.12 Si (T}),en est une suite de S' qui tend vers T € §', alors T tend vers T dans S’ :
T, ~T dansS' —> T, —~T dansS (13.20)

Preuve. On a T € S’ donc T; e S’, pour tout p e Son a g € S, donc 1' et 1) donnent :
Ty =T &) 2T, 8) =T ) (13.21)

D’ou le résultat. an

13.4.2 Application : transformée de Fourier de 1y

Proposition 13.13
1r = V27 &y dans S, (13.22)

au sens Z/“l\m = /2wy dans S'.

Preuve. La distribution 7 = T}, ="°% 1 (fonction constante — 1) n’est pas dans L'(R) et n’a pas de transfor-
meée de Fourier au sens des fonctions. Mais c’est une distribution tempérée, et on sait que, avec (10.44), quand
e—0:

2

e~ — 1g dans &', (13.23)

e—0

au sens T, —.0 71, dans &', ou x.(z) = e~<%". Par ailleurs on sait que, avec ((10.45), quand € — 0 :

5 1 e /

e = ——e 1 — /27§ dans S, 13.24
\/% e—0 0 ( )
au sens T; —. 027y dans S’. On en déduit (]13.22') avec (113.20[). un

Remarque 13.14 Le calcul direct pose probléme :

o ~ ~ 1 —ix
Ty = T = [ 2O de = —— [ ([ wwre e (13.25)
¢ V2 Je Ja

mais on ne peut inverser les signes {. D’ou la proposition précédente. un
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13.4.3 Echange dérivée < polyndéme

Par dualité, on retrouve les résultats déja connus pour les fonctions, cf. (11.16) :

Proposition 13.15 Pour tout T € &', tout £ € R et tout k,l € N on a :

T () =ieT(e),  TO () = (i€)'T(©),

(@) ©=-iT@.  (2)"© =0T,
T I(€) = e T,
(€) = eieeT.

(13.26)

Preuve. On applique la définition <’f7 wy =<T,py pour T € S’ et p € S et on se sert de la proposition [11.14
Le faire, presque facile : mais faire trés trés attention aux notations! Par exemple, pour tout ¢ € S :

(T(@) (€), 9(&)Yae (T (2), 9(€) (2)par K = (T(@), 06) (2))a = —(T (&), —i€P(€)(x)a
a laide de . Puis :
(T (), Ep(€)(2)yar L iT(2)(€), €0(€)Dae = i), £0(€)Dae = GET(E), 9(€)Dae

D’ou le premier résultat. On a écrit toutes les variables ‘muettes’ d’intégration, bien que ce soit une notation
abusive. On peut commencer par écrire cette démonstration pour 7' = f € L*(R) et en utilisant le signe § qui
fait apparaitre les variables d’intégration (‘muettes’) plutot que le signe <., .). o

Exercice 13.16 Montrer : T = z‘\/27r(/5-’\. On notera f(z) = x.

Réponse. 1- Avec ([13.26) et f=F=xlg = +z(1R) = -H(\/iéo) Equivalent a(f( ), ©(&))ae = {f(x), §(x))az =

(e (), (S) ?(x)dz —<1R( ) ( )>d:c = (1z(x), =i¢’ (@)Y = —i(1x (€), & (§))ae = —iV2m00(), @' (€))ae = i(v/2mp, )
pour ¢ € S.

2- En prenant un peu d’avance (Fourier inverse donné par (13.40))). (13.9) donne (5A(’J = ﬁfs, avec 5A(’J = 6v(’) (Fourier

inverse) = —& (car & est impaire cf. -
3- f(z) = x donmne f' = 1g, d'ou f’ = \/2#60, d’o z.ff( ) = V27m80(&), et les solutions T € D'(R) de T = &o

sont les T = —§) + cdo, cf. exercice Donc f(£) = 21(=84 + cdo). Bt T(z) = —\/Z—CC + crlR(x), donc
f(ac) —iv2 (——:r +c—7= lR(:U)) = —z — cilgr(x), avec f(m) (ac) = —zx, donc ¢ = 0. un
Exercice 13.17 Soit T' € S’. Exprimer (ﬁ)’ en fonction de 7'
Réponse. S’inspirer de (10.34). un
13.4.4 Application : transformée de Fourier €**, sin, cos
A Daide de (13.26)), on en déduit dans S’ :
ehior — etiar]y = 1,13 = 278,, e %% = \/274_,, (13.27)
D’ou avec cos(azx) = M%‘f“ et sin(azx) = H(“Q;fﬂu :
s : . T
cos(ax) = \/; (0a +9-4a), sin(az) = —i 5 (0q — 0—q), (13.28)
noté abusivement cos(az)(€) = 1/ (3a(€) +6_a(€)) et sin(az)(€) = —ir/Z (5a(&) = 6_a(€)).
Exemple 13.18 Ecrire (|13.27)) et (13.28)) sans abus de notation.
Reponse Soit fo(x) = ™% soit g.(z) = cos(azx) et soit hq(x) = sin(az). Alors :
= 2 60,, T‘]a = \/g (6a + 5—a)7 Tha = —’L\/g (50, — 6_a). I.I
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13.4.5 Transformée de Fourier d’une mesure bornée (vers les probabilités)

Une mesure (positive) est définie en cours d’intégration.
On peut également la définir comme étant une distribution d’ordre 0, voir (19.15) (annexe), qui est positive :

Définition 13.19 Une distribution d’ordre 0 sur R est une distribution 7" € D’(R) telle que :
VK compact € R,3Ck > 0 t.q. Vo € D(R) t.q. supp(p) € K : [T, )| < Ck ||¢|]0- (13.29)
Définition 13.20 Une mesure positive est une distribution 7 ="°% ;; d’ordre 0 qui est positive, i.e. telle que :
Yo € D(R), =0 = {u,py=0. (13.30)

Remarque 13.21 On peut étendre 'ensemble de définition D(R) d’une distribution d’ordre 0 & CY(R) I'en-
semble des application continues & support compact dans R, puisque seule la norme ||.||,. de C° est utilisée. o

Définition 13.22 Pour € > 0, soit . : ¢ € R — y.(x) = e~=’. Une mesure positive bornée est une mesure
positive telle que :
JceR, Ve >0 iy Xey < cC. (13.31)

Comme y. “s’étale” vers la fonction 1gx quand € — 0, cf. (10.44), cela s’interpréte presque comme :

(s 1ry < ¢, (13.32)

sauf que 1g n’est pas & support compact, et que {u, lg) n’a pas de sens... on a besoin de la remarque sui-
vante [15.29)

Remarque 13.23 On peut étendre 'ensemble de définition CY(R) d’une mesure positive bornée & CO(R) n
L*(R) = {f € C°Q) : ||f||l-c < o0} 'ensemble des application continues et bornées. Et on a alors la définition
équivalente : une mesure positive est bornée ssi :

ce R, s 1Ip)y < e (13.33)
On retrouve la définition des mesures positives bornées du cours d’intégration. un

Proposition 13.24 Si i est une mesure bornée sur R (c’est en particulier le cas d’une probabilité), alors [i une
distribution réguliére, & savoir :
i=T,, (13.34)

ot p est la fonction continue, bornée, et méme uniformément continue, donnée par :

]_ o t' J‘ ]_ o o
_ ixé note i€ _ ixé
= x), e —— —e du(x = YUz, € z)- 13.35
PO = (o), e O " | e ) (= G ) (13.35)
Et on note abusivement (“identification” de la distribution réguliére et de sa fonction associée) :

A(€) "Z8 p(e), (13.36)

donc au sens, pour toute fonction f € S :

B fy = f _r@)f(e) de (13.37)

Preuve. Soit a¢ : x € R — ag(z) = \/%e_m = a(£,z) = a,(£). Pour £ € R, comme a¢ € CO(R) n L*(R) et p

est une mesure positive bornée, le réel (i, a¢) est bien défini. Et pour ¢ € D(R) :

b

27

{p(@), &), €™ ag)ar = J ]R<:U’(§)7 e g () de,
TE

() = s @) = (&), (), € awpag

1

V21
car on peut appliquer Fubini : ici la mesure est dx ® u, I'intégrant est g : (z,&) — \/%cp(x)e_“”& , il vérifie
lg(x,&)] < \/%|<p(z)| 1R (€)], et ¢ ® 1g € LY (R?,dz ® u) car ¢ € D(R) et p mesure bornée. D’ot (13.37).

86



Puis avec le théoréme de convergence dominée, p est une fonction continue car  — e~**¢ est p-intégrable
(u étant bornée), £ — e~*¢ est continue, et (z,&) — e~ %*¢ est dominée indépendamment de ¢ par la fonction
p-intégrable 1g.

De plus p est borné par {__, \/% dp = \/%u(]R). Donc p € C°(R) n L (R).

Puis, avec |1 — e%|? = (1 —e®)(1 — e %) = 2 — 2cosa, la fonction B(a) = 2 — 2cosa — a® étant négative
sur R (faire le tableau de variation), on obtient |1 — ™| < min(\/2, |a|) (puisque < /2 est immédiat).

Et donc |e="¢ — =] = |e~ (1 — (*=¥))| < min(2, |¢(z—y)]), et donc, pour |z —y| <7 :

1 , . 1
= (7" =TV dp(§)| < == | min(2, [¢]n) du(8).
ceR V2T V21 Jeer
L’intégrant (£,n7) — min(2, |£|n) est borné par 2 indépendamment de 7, donc le théoréme de convergence
dominée donne SgeR min(2, |£]n) du(§) —n—o SEE]R min(2,0) du(§) = 0. Donc, pour tout € > 0, il existe n > 0
t.q. | — y| < n entraine |p(z) — p(y)| < € : la fonction p est uniformément continue. wa

Ip(z) = p(y)] < |

13.5 Transformée inverse dans S’

13.5.1 L’inverse dans S’

On rappelle (11.20) : (F1p)(&) = (F)(€) = (Fp)(—=¢) = \/% §g () €T dz pour tout ¢ € S.
Sachant F est un isomorphisme sur S, soit F(S) = F~1(8) = S, on définit F sur S’ par, pour tout T € S’
et tout o € S :
FT, o) © (1, Foy, (13.38)
Comme pour ¢ € Son a Fp = F'p e S, et que F € S’ (distribution tempérée) la fonctionnelle FT': S — R
est bien une distribution tempérée : F € S'.

Proposition 13.25 On a F o F = I dans S’ : la transformée de Fourier est un isomorphisme de S’ dans S’

d’inverse F—1 = F ; soit, pour tout T € S, dans S’ :

FNT) = F(T), (13.39)
soit : <

(FoF)T)=T. (13.40)
Preuve. Avec (13.38) et (11.20), on a, pour tout ¢ € S, :

(FFT, 0y =(FT,Fpy =T, FFpy =T, ¢) (13.41)

Dot FFT = T et de méme f.TT = T. On en déduit que F est inversible dans S’ et que F~! = F. Et
<(‘F © ‘F)(T)7 90> = <Ta @> = <T, SB> = <T7 ¢> = <Ta S0> .

iax

13.5.2 Transformée de Fourier de sinc (et de 1g, ¢

Avec (13.20) on a déja deduit (13.22), (13.27) et (13.28). On retrouve ces résultats avec la transformée de
Fourier inverse.

, sin, cos)

Exemple 13.26 On sait que /27 30 = 1R, au sens /27 3\0 = Ty, dans &', calcul direct immédiat, voir (|13.11)
et (b On en déduit que g = V27 50 =27 50 = /27§y dans S’ (puisque Jy = 50), au sens 7/“1:(Q =27 dg :

Vordg=1g =  Ip=+216 (dansS). (13.42)

Avec o > 0 on a vu (calcul direct (10.17))) que 1?:,1] = \/gasinca, d’ou avec (|13.39) :

— 1

SnCa = A /=11 ool 13.43
SINC, a [ s ] ( )

— T
En particulier sinc = \/;1[1’1].
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Exercice 13.27 Préciser la démarche pour obtenir ((13.43]).

Réponse. 1|_4 ] = \/Easinca est une égalité entre fonctions. La fonction sinc, n’est pas LI(R), et sa transformée
) s
de Fourier n’est pas définie a priori. Mais sinc, € Li,.(R) : soit Tun, la distribution réguliére associée. Comme sinc,

est bornée, Tiin, € S, et sa transformée de Fourier est définie dans S’. L’égalité fonctionnelle 1?;:] = \/g asincg

—

donne 1'égalité Ta] = \/gaTsinca dans S&'. Dot F( 1[7‘“2]) = \/ga]:(Tsinca) dans S'. Comme 1[_, 4] est paire,

on obtient Ty,__ , = \/gaTsinca dans 8’. Donc Tinc,, est une distribution réguliére, et on note 1f_q o] = \/gasinca,
u
am

soit ((13.43|).

13.6 Transformée de Fourier : isométrie dans L2

Les fonctions de L?(R) ne sont pas dans L'(R) en général : la fonction z — est dans L?(R) mais pas

1
14+|x|
dans L'(R) (probléme & l'infini). Et on ne peut pas définir brutalement leurs transformées de Fourier.

Par contre, les fonctions de L?(R) sont tempérées, voir (12.7). On a mieux :

Proposition 13.28 La transformée de Fourier est une isométrie de L*(R), i.e. F : L*(R)—L?*(R) est linéaire
bijective, d’inverse F~! = F, et vérifie I'égalité de Parseval : pour tout f,ge L*(R) :

(f.9) 2w = (1, 9)L2qw)- (13.44)

En particulier, I’énergie est conservée par transformée de Fourier : pour tout f € L?(R) :
L2y = I1fll2®)- (13.45)

Preuve. S est dense dans L?(R) car D(R) l'est et D(R) c S.

Soit f € L%(R). Soit (¢;)n suite de S tend vers f dans L2(R) : ||f — ¢j|lr2 —j—o 0.

1- Montrons que ($;)n (qui est une suite de S) est convergente dans L?(R) : la suite (¢;)n étant convergente
dans L?(R), c’est une suite de Cauchy dans L?(R). Donc, avec le théoréme|[11.18| (Parseval dans S), ||@;— ;|2 =
ll¢i — @jll2 —ij—ox 0. Donc ($;) est une suite de Cauchy dans (L?(R), ||.]|z2) espace complet. Donc (3;)n
converge dans L?(R). Notons h = lim;_,..($;) € L*(R).

2- La fonction f étant dans L?(R), la distribution réguliére associée T} est tempérée, et donc admet une

transformée de Fourier. Montrons que T} = Tj. Pour tout ¢ € S on a :
<Tf — Th, §0> = <Tf - T@ja<p> + <TL,0]' — Th, 90>
=y =Ty B+ T = Tho) = | (10) = 9, @)Pla) do + | (F(0) = h(e)2@) da
< If = eilleall@llze + 1185 = hllzzllell: > 0+0=0.

Donc la distribution f} est une distribution réguliére : f“} = Ty, ="°% h = lim;_, . (p;) ="°% f (aprés “identifi-
cation” d’une distribution réguliére et de la fonction associée) : toute fonction f € L?(R) admet une transformée
de Fourier f € L2 (R).

Et 'inverse F~! est donné par les distributions tempérées.

Enfin est vérifiée par continuité du produit scalaire dans L?(R) : si (p;) — f et (1;) — g, alors

(‘szwj)L? = (@lv{b\])Lz dOHne, en faisant i — 0, (f) ¢j)L2 = (.]?? ’lZJ’)L27 qlu donnea en faisant .7 — 0, (f7 g)L2 =
(f7§)L2' v

13.7 Echange du produit simple et du produit de convolution pour les distribu-
tions

13.7.1 Préliminaire

On commence par un lemme de calcul basé sur le théoréme de Fubini :

Lemme 13.29 Si S € £'(R) (a support compact) et si T € S’ (tempérée) alors S * T est tempérée.
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Preuve. Si T est tempérée alors T est tempérée (immeédiat), d’ou pour ¢ € S on a T « ¢ est bien défini, cf.

définition et avec ([9.25) :
(Tx@)(x) =T70p) (=T, T—0p(t)ar):
d’ou |(Zlv’ * o)) (2)| < Cpre(T—z) = Cpie(p), ot C, k, £ dépendent de T, cf. .
Do ST, )| =S, T # ¢y < Cpie(0){S, Ir) < D pie(p) avec D = C{S,1g) : S = T est tempérée. o

13.7.2 Echange dans certains cas

Proposition 13.30 1- SiT € &’ (distribution tempérée) et si f est une fonction C*(R) a croissance lente alors
fT est tempérée et on conserve (10.54) au sens de S’ :

1T = \/%]?* T dans S, (13.46)
m
soit F(fT) = \/%}'(f) « F(T). Et de méme :
FHfT) = \/%f_l(f) * F~H(T). (13.47)

2-SiS,TeS etsi S est une fonction C* a croissante lente, alors on conserve les relations (10.53) au sens
de §' :

S+T=\2r5T, (13.48)
ie., F(S+T) =2nF(S)F(T). Et de méme :
FUS+T)=\2r F YS)F T). (13.49)

3- Pour T € §’ (tempérée) et S € £’ (a support compact), alors S = T est tempérée, et on conserve (|13.48).

Preuve. 1- Avec T € 8§ et f € C*(R) & croissance lente (au plus polynomiale) on a fT € S’ (démonstration
immédiate). Et par transformée de Fourier, pour tout p € S :

T o) ={fT,0) =T, f&) (13.50)
On vérifie que cela a bien un sens car ¢ € S et donc f@ € S. Puis :
_ 1 . 1 =
o =F(F(fp) = ——=F(Ff+F(p)=—=F 13.51
fe=F(F(fe) NG (Ff = F (@) NGT: (f =) (13.51)
D’ou avec ((9.28) :
—~ 1 P 1
T, oy=—T,F = —
FL.oy= = F(Froh =
ceci étant vrai pour tout ¢ € S, on a obtenu ((13.46]).

2- Dans ce cas ST est une distribution tempéreée, et (13.47) donne dans S’ :

1

\/%<T x fo) (13.52)

<7’:‘7}A*(P> =

FUET) = o F 8 F ) = \/%s o T.

D’ou, en appliquant F, on obtient (13.48) dans S’.

3-Si S e & alors S est une fonction C* & croissance lente, cf. proposition et donc si T € &', alors ST
a bien un sens. On procéde & I'aide des étapes suivantes :

(i) Si S et T sont dans £'(R) alors S® T € £'(R?) (& support compact, de support le produit cartésien des
supports). D’ot, 'exponentielle étant C*(R) :

1 . 1 .
S#T(E) = ——=((S*T)(2),e " Hgp = ——(S(2) @T(y), e "0
V2T ) ' V27 - o (13.53)
= (S(z), E@(y), eT TN Sae = (S(x), €T T(€)Yan = V21S(€) T(€)
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et le cas des distributions & support compact est traité.

(i) Supposons encore S € £'(R), avec maintenant T € §’. On sait, avec le lemme [12.20] qu’il existe une suite
T; € £'(R) qui converge faiblement vers 7' dans S’. Et, a I’aide de (9.29), on a :

S«T; = S+T doa F(S*=T;)—F(S=*T) (13.54)

par continuité de la transformée de Fourier dans S’. D’ou avec (i) et la continuité de F :
F(S#T;) = N2rF(S)F(T;) et F(S#*T;) — 2rF(S)F(T) dans S (13.55)
D’ou le résultat . Idem pour . un

Exemple 13.31 On peut retrouver les résultats de la proposition [13.15|: Pour T'e S’ on a, si L€ N, a € R et
EelR:
()

TO =it T et F(TW) = (=) & F(T),
(=)' &l T =TW,

- A (13.56)
1T = e T,
(En particulier on retrouve ([13.10).) En effet :
T =5y+T don T =68 +T =204 T =itT, (13.57)

puisque F(J)) = \/%z{. De méme, F(5)) = \77%1'5 et donc F(T") = —i& F(T). Puis par récurrence sur [. Et la
deuxiéme relation s’en déduit, voir la proposition [I3.15]
La troisiéme relation s’obtient comme :

7T = F(8q + T) = N20F (5,)F(T) = e~ F(T), (13.58)

puisque d, € &'(R) et donc F(d,) = \/%@a(ﬂ?), eIy = \/%e_m&. Et la quatriéme relation s’en déduit, voir la
proposition [13.15 un

14 Application au traitement du signal

14.1 Transformée de Fourier utilisée
14.1.1 Définition

En traitement du signal, on utilise la transformée de Fourier donnée en (10.19)), qui sera notée ici simplement
Fo=F:

o
FO0) =Fw) = [ fwyea (14.1)
—0
la variable v étant la fréquence (précédemment w = 27w était la pulsation).

Exercice 14.1 Montrer : si f € L' vérifie xf € L' alors fe C" et, pour tout £ e R :

—

(F)(€) = —2im(x)(©). (14.2)
Si f e L! vérifie f' € L' alors, pour tout £ € R :

A~ ~

f1(&) = 2im £ (€). (14.3)
Si felLl, simeR,sin,f estlatranslaté de m, i.e. 7, f(z) = f(x —m), alors :
T (€) = e T f(©). (14.4)

Réponse. ([14.2)) est obtenue par dérivation sous { (théoréme de convergence dominée car zf € L').
(14.3)) est obtenue par intégration par parties :

J e_ziﬁ&f’(x) de = + J 2imé e_gi"&f(x) dx + [e_ziﬁgmf(x)]f‘m,
z€eR

zeR

le terme de bord s’annulant car f et f' dans L' donnent f s’annule en o0, cf. lemme [10.10 page
Puis 7 f(§) = Sme]R 672iﬂ5$f(ai —m)dx = SyG]R f(y)672i7r§(y+m) dy, dott ‘) Ll
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Exercice 14.2 Montrer : la transformée de Fourier de la gaussienne g,(x) = e™ 22 est la gaussienne :

Go(6) = o\2r e 2™ — \2m g o (6). (14.5)
En particulier la gaussienne g, (z) =9¢ e=7%" est conservée par la transformée Fourier (14.1) :
gr(x) =€ — () =eT, (14.6)

Et plus généralement, pour me Ret o0 > 0 :
~l=m? ~ —2irmé 202 m2E>
Im.o(T) =€ 22 — Gm.o(§) =moe e . (14.7)

a.

Réponse. Soit g(z) = ce™ »*_ On dérive : g (z) = —c2ax e~ Dot :

g (x) + 2az g(z) = 0.

D’ou par Fourier (qui est une transformation linéaire) : (/g’\)(g) + Qa@(.f) =0, d’ou, avec lb et li 2im€g(&) +
2a—= (9)'(¢) = 0, soit :

—2im

2

A~ ™ ~
36 +27 £3(6) = 0,
équation similaire a la précédente : g(§) = ke "™ est solution pour toute constante c. Avec k = g(0) = SmeR g(x)e 20 dg =

7‘,2
§ op e da = /T, of. (10.36). D'ott §(€) = en/Tew %"
En particulier pour a = 7 on a (14.6).
sl 1 w2 2 2 g
En particulier pour a = 55 on a k = cov2r et 7~ = 27r_ o“, d'ot |i
PUIS gm.o (2) = go(z —m) = Tmg(0), d'0d gms (€) = e™*™" g5 (€), dou (14.7). .

14.1.2 Fourier inverse

Ici:
FHHw) =F(fv) = L @y erEmdt = F(f)(-v), (14.8)
vérification similaire. En particulier :
FFUNW) = f(=v). (14.9)
14.1.3 Parseval
On a pour les fonctions L?(R) : R
(f,9)r2 = (£, 9)r2, (14.10)

qui est une application de Fubini {, ¢)) = Sz () (v)e™2™ " dadt = (P, 1) pour ¢, € S, avec I'utilisation de

Fourier inverse (on pose f = g et g = QZ, et donc ¢ =g = 7).

14.1.4 Transformée de Fourier d’une distribution tempérée
F(T) = T est toujours définie par, pour tout ¢ € S :
T, ) =<T,%). (14.11)
Et pour les distributions & support compact :
T(v) = (T(t), e 2™y, (14.12)

Et T est une fonction C* & croissance au plus polynomiale.

14.1.5 Translatée

— ~ —

7.1 =e 27T, 7T = e2ineT. (14.13)
En effet (7. T(), o(t)dar = (reT(1), $(0)aw = (T(WV), T eB(1) Vs avec T_op(v) = Prc) = § p(t)e 2imt0+e) g =

R (), diott (T (E), ()t = e T (1), p(t))ur. B -
T @y = (T, 7_cp) = (T, T_cp), avec T_cpy(v) = § o(t+ c)e= 2 dt = Sz @(s)e=2im(s=c) g5 = e2ime. (1),

d’ou <ch, wy = <f, e2ime- ),
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14.1.6 Convolée
Quand cela a un sens on a :
frg=1f3, fg=f=3. (14.14)
On le vérifie pour les fonction Ll_(]R) : pour la premiére :
Frer S ()9t — ) du)e 27t = [, §, e Flu)g(s)e 270 dudt.
On en déduit f =g = fg= fg, dou f=g(—t) = (fg)(t), dou (f *7g)(v) = fg(v).
Et dans le cas des distributions compatibles, voir paragraphes précédents.

14.1.7 Transformée de Fourier d’une Dirac ¢, et de 1y

Proposition 14.3

~

0q = e2ima 5= 1p, (14.15)

et on note ga(u) = e~ %™ goit, pour tout p € S :

n té —2imva
Gant "2 Gl o = | el (14.16)
veR
Preuve. On applique ((14.12). ua
Proposition 14.4

etizma. = §_ 1r = do, (14.17)

soit, pour tout p € S :

J— 6 ———

p(a) = (Ba, o) = (e*72me o) "E {eHi2ma(t), o(t) Dt (14.18)
Preuve. On applique Fourier a (14.15)) : 5; = 5; = eﬁv, d’ou 6, = e+2ima., un

14.2 Le sinus cardinal
14.2.1 Définition

Les fonctions sinus cardinal sont définies pour a > 0 par :

Vo #0, sincg(z) = % et sincg (0) = 1. (14.19)

Deux fonctions sinus cardinal se déduisent 1’'une de 'autre par changement d’échelle :

sinc, (x) = sincy (ax).
On encore sinc, (bx) = sincy(az) = %.
Ce sont des fonctions paires (trivial) qui sont C*(R) car la fonction sinus est développable en série entiére
au voisinage de 0, développement de la forme sin(z) = x + ze(x) avec € C* en 0.
“La” fonction sinus cardinal est, suivant les conventions, soit donnée par a = 7 soit donnée par a = 1.

14.2.2 Transformée de Fourier des portes centrées et décentrées

Proposition 14.5

— in(2mwat —
lg,a(t) = w = 2a8inCanq(t) et 1

1(t) = sincx (1), (14.20)

avec 1j_1 1 la porte centrée de largeur 1. Et :

— 1 —

sincerq(v) = % l—a,a1(¥) et sincx () = 1p_1 19(z) (14.21)
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Preuve. La fonction 1[_, ] est dans L'(R), et donc admet une transformée de Fourier dans L*(R). 1j_q 41(t) =

a —2imut _ ef2i7rut a _ eZiwat_872'i7rat _ Sin(27rat) _ . N
\ - dv =[] o= p— = —— 7~ = 2asincarq(t), d’ott (14.20).

p)
Puis sinco,, définie une distribution tempérée (forvlction bornée), et donc admet une transformée de Fourier
dans &'. Avec ([14.9) : F(sincora) = F(F(1[—a,a])) = l[—a,a] = l[—a,a] Car 1[_q 4] €st paire. D’ou (14.21). ua

Proposition 14.6 Pour ce R :

F(Tel—a,a])(t) = g cra) (t) = € 2™ 2asincara(t), (14.22)
o 1
F(7esincorq)(v) = e 2 % I—a,a1(¥)- (14.23)
F (et 2asincara (V) (t) = 1je—q,cra) (1), (14.24)
Preuve. On a 7.1{_, o1 = lic—q.ctal- Bt F(7.T) = 6*2”‘3‘?, d’ou (14.22). =n
[~a,a] = He—a,c+a]

14.2.3 Aires du sinus cardinal et de son carré

Proposition 14.7 Pour a # 0 :

1
J sincorq(t) dt = J sinc3_, (t)dt = —, (14.25)
R R 2a
et en particulier pour a = % et a = i :
f sinc, (t) dt = f sinc2(t) dt = 1, f sincy () dt = J sinc?(t) dt = =, (14.26)
R R R R
ot on a noté sinci la fonction t — sincy (t) = (sincy(t))?.
Preuve. Avec (14.21) on obtient :
— 1
J SinCorq (t) dt = sincare(0) = —, (14.27)
teR 2a

i.e.(14.25) premiére égalité. Puis par intégration par partie :

1 —1 -1 A sin 2t
J = sin?(t) dt = —j —2costsintdr 4+ [— sin?(t)]*,, = J S g = QJ sincy (t) dt = 7.
Rt R T t R ! R

Dou {, “?;E#Zt) dt = {; Si?;)(f) Ly — L Dou (14.25) deuxieme égalité. L

Remarque 14.8 (Manipulation de la convolution.) La fonction sinc est intégrable au sens de Riemann, cf.
exercice [10.5] La convolution par la fonction constante = 1g donne laire sous la courbe :

(sinconq * 1g)(z) = '[ sincorq (8)1g(x — t) dt = f sincor, (t) dt = c.
teR teR

Donc sincar, * 1g = clg définie une distribution tempérée, et donc admet une transformée de Fourier dans &/,
et :
F(sincoqg * 1g) = F(clg) = cdo.

D’autre part, avec ((13.48) et (14.21)), on a :

1 1
F(sincorq * 1r) = F(sincora) F(1r) = 5-1[—q,a) 60 = 5-d0,
2a ’ 2a
car 1[_q41(0) = 1 et o est absorbant.
D’oil clg = sincaq, # Ig = F(F(sincorq * 1g)) = %.7:"(50) = ilR, i.e.(14.25) premiére égalité. un
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14.2.4 Convergence du sinus cardinal vers J

Posant b = 2ma, (14.25) se réécrit , pour tout b > 0 :

f bsinc,(t) dt = 7 = f bsinci (t) dt. (14.28)
R R

Les fonctions bsinc, et bsinc? ont une masse constante = 7 (indépendante de b).

Proposition 14.9 On a :

bsincy, o 0o dans D', (14.29)
—o0

bsinc? e 7o dans D'. (14.30)
— UL

Par contre la suite (%nsincn)neN* n’est pas considérée comme une approximation de lidentité (une suite
régularisante) : elle n’est ni & support borné, ni positive, bien que de masse unité.
Et la suite (%sinci)neN* n’est pas considérée comme une approximation de lidentité (une suite régulari-

sante) : elle n’est pas a support borné, bien que positive et de masse unité.

W — Jg dans &’, donc

Preuve. f]g = do, avec 1[_, q o 1gr dans S’ et 1[/_;:] = 2asincayq, d’oll 2a orar o

b sin(b.
b sin(bz) Jp dans S’
™ br  bow .,
Et voir proposition page [28) pour bsinc; : on pose f(t) = lsinci(t) = %Smtz(t), on a f € LY(R) avec
bsin?(bt) b .

S f(O)dt =1, et fiy(t) =bf(bt) = = ;sincb(t) et dp dans S’.

Proposition 14.10 Pour a,b > 0 et tout A, B € R quand B # A, on a dans D’ :

bTasinc, — 7ly,
b—o

bTASiHC% — 7a,
b—x

) ) (14.31)
TasincyT4sinc, — 0,
b—x
a Tasinc, Tgsinc, — 0.
a— L

Preuve. 74 f(z) = f(x—A) donne ataf(z) = af(x—A) = Ta(abf)(x), et Tadp = d4, d’ou les deux premiéres
relations avec la proposition précédente.
Sachant sinc, tempérée, on a atasinc, tempérée. Et comme sinc, € C*(R) est bornée, on a Tzsinc, bornée,

et si ¢ € S on a Tgsincy, p € S. D’ou , avec (14.29)) et (14.31)); :

{aTasine, Tpsiney, @y = {aTasinc,, Tpsinc, py — (w4, Tpsine, ¢y = wrEsine, (A)p(A),
a—>AL

avec Tpsincy(A) = sincy(A — B) = %—»bﬁ%o quand A # B, d’ou (14.31)4. Et si A = B alors

Tpsincy(A) = siney,(0) = 1 et a{Tasine, Tpsincy, ) — 4o T@(A), et donc (Tasinc, Tpsincy, ) —4— 0, d’ot (14.31)3. o'

14.3 DPeigne de Dirac
14.3.1 Définition

Définition 14.11 Pour a > 0, on appelle peigne de Dirac de période a la distribution :

Ao = Ota=+0 20+0 q+0 +0a+..., (14.32)
keZ

définie sur les fonctions ¢ continues en les kA pour k € Z par :

Doy ) = Y plka) "L (AL (), 9(2))da- (14.33)
keZ
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Pour ¢ € D(R) le membre de droite de (14.33)) est une somme finie (car ¢ est & support compact), et A, est
une distribution (immédiat).

Exercice 14.12 Montrer : pour a > 0 :

Ay(z) = %Al(g). (14.34)

Réponse. (A1(%),p(x))ae = (A1(x),ap(ax))ds = X aldr(x), p(ax))ae = @, w(ax) = a{lqa,p), ol on a uti-
lisé . =n

Proposition 14.13 Le peigne de Dirac est une distribution tempérée.

Preuve. Pour pe Son a:

1 1
| 23 e) =1 D (1R (k) ——| < (sup|(1+2”)¢(2)]) Y ——
keZ keZ 1+k zeR keZ 1+k
et donc (A1, ) < Cpa(p) ou C =¥, ; 175z : A1 est tempérée. Méme démarche pour A,. o
Remarque 14.14 Preuve alternative. Rappel : 25:1 # = %2. Et donc
ez (k) = 9(0) + Xypzn (K2(k)) 1z < p2o() (1 + 5).

14.3.2 Ses transformées de Fourier : les formules sommatoires de Poisson

Soit a > 0.

Proposition 14.15 Premiére formule de Poisson : dans S’ :

Do(v) = D) em2ikmar, (14.35)
keZ

ie., pour p € S, avec <&l, ©) =T (A, B :

Bapy=Y@ka)= D | ow)e 2 7 dy "L (R (), o)

keZ kez YweER

Preuve. On a gka(y) = e~ 2%#mav dans S’. Et la transformée de Fourier F est linéaire continue de S’ dans &,

dou (14.35). Bt (Ay, ) = (Ag, @) = X, oy $ka).

Proposition 14.16 Deuxiéme formule de Poisson : dans S’ :

NG (14.36)
a a

Soit, pour tout p € S :

> @(ak) = % > <p(§)- (14.37)
k

keZ

En particulier : .
Ay = Aq, (14.38)

i.e. pour v =1 le peigne de Dirac est conservé par Fourier.
Preuve. Etablissons (14.38). Ona }, e~ 2ikmy — D kez e~ 2kt D)y — o=2imy D kez e~2%m Q’on par différence :
(1—e 2™)A; =0,  dans S (14.39)

1_e—2imv — 2ty

Posons g(v) = : le développement limité & tout ordre de I’exponentielle e au voisinage desv = k€ Z
indique que g est C” au voisinage des entiers, et comme ¢ est trivialement C* ailleurs, on a g € C*(R). Donc

1—e 2™ =pg(v) et (14.39) donnent, pour tout » € D(R) :

wghi(v), o)) = 0 = (WAL (v), g(v) (V).
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—2in(v+h) _ ,—2imv

(& €

De plus g ne s’annule pas sur | — 1,1[ : (e ™) (v) = —2ime *™ = fllin% - et donc ¢(0) =

2im # 0, et pour v €] — 1, 1] la seule solution de e 2™ = 1 est v = 0. Donc toute fonction ¥ € D(] — 1,1]) est
de la forme gy ou ¢ € D(R) : onc, pour tout ¥ € D(] — 1, 1]) :

WAL, W) = 0.

Donc :

donc, cf. (5.13) :
Jeg, A1 = codo dans D'(] — 1, 1[).

Meéme démarche dans D’(]0,2[) et dans tous les D'(](k—1), (k+1)[) : finalement :

VA1 =0  dans D'(]—1,1]),

I(cr)rez; A = Z ckdr  dans D'(R). (14.40)
keZ

Puis on considére la fonction porte Ljg 1 gy 1y cette fonction n’est pas dans D(R), mais peut-étre régularisée :
on pourra refaire tous les calculs qui suivent avec la régularisée par convolution avec -1, ce qui ici n’est pas
nécessaire car pour la masse de Dirac §j, il suffit de considérer des fonctions continues en k. On a avec ((14.40) :

Az i) = D emlms s k2D = Cak0k, o1 s 1) = s

MmeZ

avec Z CmOm = Z Cm+kOm+k €t donc, pour tout k, on a <Kl, 1]k_%7k+%[> = ¢g = cg, et donc :
mEZ m+keZ
AL =co Z I dans D'(R). (14.41)
keZ
Puis : .
Bl 30 = Aol 3= Qa0 Ty 30 = 2314 5(¥
avec 1)y 1((t) = sincx(t) = 222 donne 1,1 1(0) = 1 et 1,1 1((k) = 0, d’ot :
<A\17 1]—%,%[> = 17
et donc ¢y =1 et :
= >0k =Ar (14.42)

keZ
Puis : R R R
(B, @) =D p(ka) = Y (k) = (A1, 9) = Ay, ) = (A1, ¥),
k k
ol on a posé : )
J0) = plav)  evdonc () = ().
D’ou :

~ 1k 1
Qayoy = D19y =Y =p(=) = = > (e, 9,
—a’a asdte
vrai pour tout ¢ € S, d’ou (14.36)). un

Corollaire 14.17 Pour S € &' (a support borné), comme A, € S (est tempérée), on a S+ A, € S' (est
tempérée), et S = A, est somme de sa série de Fourier :

(S # Ay) Z ) e2iam, (14.43)

keZ

Preuve. Avec S € C*(R) (car S a support compact), posant b = é, sachant que 0, est absorbant et que
F(e¥mkb) = 5,4, on a :

F(S#A) =88, =650, =b> S(kb)dry = b Y. S(kw)F(e*™) = F(b Y. S(kb)e* ™),
keZ keZ keZ
par linéarité et continuité de F dans S’. D’ou (14.43)) en appliquant F 1. un
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14.3.3 Peigne de Dirac et distributions périodiques

Définition 14.18 Une distribution 7' € D'(R) est dite périodique ssi il existe a > 0 telle que 7,7 = T.
Et on dit alors que T est périodique de période a quand a est le plus petit réel vérifiant 7,7 = T.
(On exclut souvent le cas T' = constante, i.e. on parle de distribution périodique quand a > 0.)

Exemple 14.19 A, est périodique de période a. un

Exemple 14.20 Soit Ty ="°% f la distribution réguliére associée & une fonction périodique f € L}, (R) de

période a. Montrons :
= 1pq * A (14.44)

Pour p e Son a:

(k+1)a
G0 = | He)e@ar =3 f oo = 3 [ ek plha) dy
keZ keZ
= ZJ () e(y+ka) dy —j fly o(y+ka)) dz
k€eZ keZ
- [ 10 (T o dy—f F) (2 6a) * ) (v) dy.
keZ keZ
et donc :
o) = 10,a1: Aa # 9) = {fljo,a] * Da, ),
car A, = A, et J1[0,q) étant & support compact le produit tensoriel est bien défini. un

Le théoréme suivant généralise cet exemple :

Théoréme 14.21 Soit T est une distribution périodique. Si sa période est a > 0, alors pour tout € > 0, il
existe S € £’ (distribution a support compact) t.q. supp(S) C [—¢,a + €] et t.q. :

T =58xA,, (14.45)

et donc T est tempérée.

Et on peut prendre € = 0 quand T est une distribution périodique réguliére, i.e. quand T' = Ty avec f
périodique de période a.

(Dans le cas d’une distribution périodique quelconque, on ne sait pas prendre € = 0.)

Preuve. Contrairement & I’exemple [14.20, on ne peut pas tronquer brutalement par 1pg o (la fonction 1pg o
n’est pas C” et le produit T'1f 1] n’a pas de sens).

On commence par régulariser 1y 5] en posant ¢ = v, # 1 4] Oll 7, est I'approximation de I'identité o (pour
le produit de convolution) donnée par (2.25), avec n assez grand pour que = < %. On a ¢ € D(R) et ¢T a un

sens, avec supp(¢T) < [—+,a + 1]. Montrons que :
T = (oT) * A, dans D'(R),

et donc que S = ¢T convient.

On a Y7 Thap(z) =1 = 37 T kap(z) pour tout z € R, cf. (2.35).
Ona T €& et A, € D' et donc (¢T) * A, est bien défini. D’ou, sachant que A, = A,, pour tout ¢ € D(R),
on a:

{PT) # Ay ) = (T, Ag 2 9y = PT, Y Tarth) = (T, Y ¢ Tarth),

keZ keZ

avee X, 9(@)raktb(@) = Sy (@) (0—ak) = Xy @(a-+ak)$(@) = Xyes Tarp(@)(@) = (@), ot donc
(T) * Ag, ¥y = (T, 1),
pour tout 1 € D(R). D’ou T = (¢T) = A, dans D'(R), et S = T € £'(R) convient.

Puis A, étant tempérée et S étant compact, A, * .S est tempérée, cf. proposition [13.30
Cas particulier d’une distribution réguliére : c’est I’exemple [14.20 un
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Exemple 14.22 T = A, est périodique, et A, = §p * A,, donc S = dy convient, ainsi que S = dx, pour tout
keZ. an

Corollaire 14.23 Si T est périodique non nulle, alors sa transformée de Fourier T € S nest Jjamais une
fonction, mais est de la forme :

PIE

keZ

T =

ISR
Q|

)os, (14.46)

ol

ou S est donnée dans le théoréme précédent.

Preuve. Sachant 7,7 =T, si T était une fonction on aurait e’%mgf(ﬁ) = f“(é“) pour tout &, cf. (13.26)), soit
donc (1 — e 2™8)T'(¢) = 0. Et donc T(€) = 0 presque partout. Absurde si T est une fonction non nulle.
Et comme T est de la forme (14.45), Et F(T) = F(S # A,) = SA,, et (14.36) donne (14.46). n

14.4 Distributions a support borné et théoréme de Shannon
14.4.1 L’espace Vp

On note : ~
Vp = {f € L*(R) : supp(f) < [-B, Bl} (14.47)
le sous-ensemble des fonctions de L?(R) dont la transformée de Fourier est & support borné dans [—B, B] : on

dit que f est & largeur de bande limité en fréquence, ici largeur de bande 2B, et de largeur de demi-bande B.

Exemple 14.24 La fonction f = since,p est dans Vg est dans Vg car F(sincorp)(v) = %1[_3)31@),
cf. (14.21) : le support de fest borné.
Et F(7.f)(v) = F(1ssincarg)(v) = e~ 2™ F(sinca, ) (v) = ﬁe_%m” l—p,B](¥), cf. (14.13). Donc 7, f € Vg

et 7,f a méme support que f . un
Ce dernier exemple est général :

Lemme 14.25 Toutes les fonctions de Vg sont C*(R) a croissance lente (croissance au plus polynomiale). Et
si f € Vp alors toutes ses translatées vérifient 7, f € Vg, pour tout s € R :

supp(7,f) = supp(f). (14.48)

Preuve. Si f € L?(R) alors f existe dans L?(R).

Et pour f € Vg on a fe &', donc f = f est C*(R) & croissance lente, cf. proposition Donc f est C*
a croissance lente. Et 7, f(t) =9¢f f(t — s) veérifie :

e~ ~

Tof(v) = e f(v),

cf. (14.13)). D’ou (|14.48)). un
14.4.2 Les fonctions w; de Shannon
On note : . (on Bt
wo(t) = V2B sincarn(t) (= V2B %), (14.49)
T

On a wo(0) = V2B et wy(55) = 0 pour tout k. Et pour k € Z on considére ses translatées :
Wy = Tk Wo, (14.50)

ie.:
wi(t) = V2B sinCQﬂB(t—%) (=V2B

donc telles que wi(55) = /2B et wy(55) = 0 pour tout k # £.

sin(27 Bt—k)

2rBt—km ), (14.51)
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Exercice 14.26 Montrer : Wy = \/% l_2p,2p] €t Wy = \/% eI 1[—2B,28]-

Réponse. Avec (14.21), @o(v) = V2B sinca 5 (v) = V2B 55 1—2B.28 (V).

Bt @k (v) = 7 Wo(v) = =238 Gy (v)
2

Lemme 14.27 (de Shannon.) On a :

wo * Wy = —— W, (14.52)

et la famille (wy)rez est orthonormale dans (Vg, (-, ) 12(r))-

Preuve. On a, avec 1} 1;;3](@ = QBsinc%B( ) = V2Bwg(x). Donc (wp # wp) = %(1[_373] *
g5 = 35F N =p,B)1-B,B) = 55F (L=B,B]) = \/@wo

On a: L '
(wg,we)pz = 2B LER smc%g(t—ﬁ)smc%B(t 2B) dt
. . -k
= 2B sincar g (x)sinca, g(x———=) dz = (wo, we—k) 12
e 2B

Et comme wy est paire (wo(—x) = wo(z)) on a :

m m 1 m
Wo, Wy = | wo(H)wo(t—==)dt = | wo(t)wo(==—1)dt = (wg * w = — wo(==).
()i = [ wn(Oun(t=3) dt = [ wo(Oun(GE—1) dt = (w0 > ) (5) = <= wal5)
Dot si m = 0 alors ||wy,|[3: = ||wol|3. = \/;waO(O) =1, et si m # 0, alors (wg,we)r2 = 0 car wo(z%) = 0
pour m # 0. Et la famille (wy,)rez est bien orthonormale dans L?(RR). un

14.4.3 Théoréme de Shannon pour L*(R)

Théoréme 14.28 (Echantillonnage de Shannon.) (wg)kez est une base hilbertienne (base orthonormée) de
(VB, (+,-)L2(w)), autrement dit, toute fonction f € Vp se décompose sur la base orthogonale (non normée) des
sinus cardinaux, avec :

k k sin(2r Bt—k)
_— 14.
éf 5p) Sheans(t=55) Zf 2B nBi—rk ) (14.53)

et les f(55) sont les composantes de f sur la base orthogonale (T 1 sincarp)kez (base non normée). Et ainsi

f (et f en appliquant Fourier a ) est entiérement determznee par un nombre dénombrable de réels, les
(f(55))kez, “son échantillonage sur ]a grille QEZ”
Ou encore, en cons1derant Fourier inverse, si g € L?([—B, B];R), alors sa transformée de Fourier § € Vi est
entiérement déterminée par “son échantillonage sur la grille L 55L" (par ses valeurs ponctuelles §(%), keZ).
Et la décomposition sur la b.o.n. (w ) donne la norme L2 :pour f € Vg, on a, pourte R :

1 k
0= 75 2 /G o) (D), avec 115 = 55 5735 (14.54)

et les \/% f(55) sont les composantes de f sur la base orthonormale (wy)ez.-

Et en appliquant la transformée de Fourlier, f est donnée par :

7 1 k iZEy
Wwel-B.Bl,  fw)=) 55 f(-55)e ", (14.55)
keZ
soit : ) k
~ .
Yv e R, f(V) = Z ﬁ f(_ﬁ) 62 B 1[_B,B] (V) (1456)
keZ
Et on a ainsi un isomorphisme :
BV «> éz
k (14.57)

(Et méme I'isométrie f — \/%(f(%))kel-)
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Preuve. Disposant du lemme de Shannon, il s’agit de montrer que la famille (wy)z est génératrice dans Vp.
Pour ce, il suffit de montrer que est vraie pour toute fonction f € Vz. Comme f € L2(R), on a fe L*(R).
Comme supp(f) € [-B,B],ona f € L?>([-B, B]) et on dispose du développement en série de Fourier, cf.
pour (presque tout) v € [—B, B] (intervalle de longueur 2B) :

2ik

B
flv)= Z cpez28 ", ol L = % J;B f(y)ei237r”dy, (14.58)

Et ayant suppfc [—B, B], donc que fz fl[,B,B], on déduit :

ik S
Jf Ve ay = (73) Loty (14.59)
D’ou (14.55)) et (14.56)). Puis :

ink 2imk

Flem 1p,p)t) = (F(e25) * F(1-p,5))()
= (6. *2Bsincaqp)(t) = 2B Taxsincarp(1)

2B T%k’wo(t) =+2B wi(t).

Et donc : R ) )
) = J1) = X o F e WaB (1) = —— 3 (=) wi(t),
i 2B 2B 2B [z
et donc :
@ Z ey B ~t),
avec w_j(—t) = wo(—t + EF) = wo(t — EX) = wy,(t) puisque wy est paire. D’out (14.54). -
Corollaire 14.29 Quand f € Vg, on a :
k
VC > B, = >l 20 7 g sincano(t= 5 5) (14.60)
keZ

Preuve. Pour C' > B et f € Vp on a trivialement f € V. un

Remarque 14.30 Théoréme de Paley—Wiener : une fonction f est dans Vp ssi c’est la restriction a ’axe réel

1
d’une fonction entiére F(z) telle que (SR |F(s +iT)|? ds) * < CeBT pour tout 7 € R, C étant une constante

indépendant de 7. On ne s’en servira pas ici. un

14.4.4 Théoréme de Shannon pour les fonctions trigonométriques
2ixBt_ ,—2inB
2i

de Fourier est une distribution a support compact dans [—B, B].
Si ([14.54) était vraie, on aurait sin(2nBt) = ¥, _, sin(2m B(5%)) % = 0 pour tout ¢ car sin(km) = 0
pour tout k. C’est absurde. Donc ([14.54) est faux pour la fonction sinus (qui n’est pas dans L%(R)).
(14.60;

On devra se contenter de (14.60) avec C > B :

Prenons le cas de la fonction sin(27Bt) = t, qui n’est pas dans L?(R) mais dont la transformée

dp—90_p

Théoréme 14.31 Soit ep(t) = e2"Bt. Si C > |B|, alors pour tout t € R on a :

k k
ep(t) = Y en(5=) sinconc(t — -=), (14.61)
P e 20

2im Bt

i.e. a condition de prendre C > |B|, la fonction ep = e est décomposable sur les fonctions (t — sincarc(t —

35 ) ke

Et, par linéarité, si f =Y, __ cxe?™B+" (somme finie), oul les By, c), sont des réels, on a :

k
si C> ,max |By| alors Zf )sincorc(t — =), (14.62)
keZ 2¢

pour tout t € R.
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Preuve. Soit g = eplj_c ¢ la fonction tronquée. Cette fonction est dans L?([-C, C]) et a donc pour série de
Fourier, au sens presque partout dans | — C,C[ :

2imk 4 Sin(Qﬂ'BC — 7T]€)

t) = 2C ) st Sl
9(t) écke ’ ou Ck 2rBC — 1k’

car : ) . ) .
1 627//r(Bfﬁ)C _ 672171'(37%)0

1 fc (t) —2imdet gy 1 JC 2im(B—3&)t gy
k= — e = — e = —
STel I 2C ) ¢ 2C 2in(B — 2=)

Et la fonction g étant C'* dans ] — C, C[, g(t) est égal a sa série de Fourier : pour tout ¢t €] — C,C[ :

Sin(QWBC — 71']{7) e%t.

Vtel—C,C[,  g(t) =ep(t) =e¥™Pr =) 2rBC — mk

keZ

Et ceci est vrai quel que soit B € R. Donc, en inversant les notations t & B :

2inkB Sin(?wtc—ﬂk)
20

B 2inBt _
VieR, VBe]l-C,C[, e Ze 27tC — 7k

keZ

14.4.5 Théoréme de Shannon pour les T € &’ t.q. Teég

On peut avoir des problémes avec les bords du support de T. L’idée est donc, dans (14.60]), de remplacer

sincarc(t) = 5= F(1—c,c]) par :
1

V(1) = 55F(m* e, (14.63)

ot n est fixé et v, donnée par (2.25) régularise 1[_c c1-

~

Lemme 14.32 Soit T € D'(R) telle que supp(T') c [-B, B] ou B > 0.
Alors T est (identifiée ) une fonction C*(R) a croissance lente (croissance au plus polynomiale), et si
C > B, alors T est entiérement déterminée par la suite dénombrable des ses valeurs T'(55) :

T(t) = 3 T(oe) bl 5, (14.64)

keZ

ot n vérifie - < min(B,C—B) (a comparer avec (14.60))).

Preuve. Pour C'> B on prend n t.q. - < C—B : donc [-C+2,0—1] 5 [-B, B], et donc ¢ = v, * L[_¢ ¢
est une fonction de D(R) qui vaut 1 sur [—B, B] (et qui est nulle sur R — [-C—21,C+1]).
Montrons que 7" est la fonction de D(R) donnée par :

T = o(T = Aoc). (14.65)

Comme “7.(fg) = (7ef)(1eg)” car “7o(fg)(z) = f(z—c)glz—c) = Tof(2)Teg(z)", et comme Aye = Ay on a,
pour tout (€ S :

(T # Dac), ¢y = (T % Dac, 90y = (T, Agc + (90)) = (T, Y, mack(90))
keZ

= DT maen(@0)) = D {(r2ekp) T, 20k,
keZ keZ
avec T qui est nul sur D(] = C++,C-1]) (car suppT c] — C+%,C—L[> [-B, B)), et avec p(v—2Ck) = 0
quand v ¢ [-C+2Ck—1, C+2Ck+1] (car ¢ est nulle quand v ¢ [-C—1,C+1]. Donc (racip)T est nul pour

tout & # 0. Donc le seul terme non nul de la somme est le terme pour k=0, & savoir (T'p, (Y = (T, () car ¢ = 1
sur supp7 :

(p(T # DNoc), O =T, ).
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O

On en déduit, sachant ( = ¢ pour tout (€ S :

(T,¢) = (.0 = (T # Aac), & = (F % Ao, 0.

D’ou avec :
1 Xk 27,k7ru < 1 Xk 2ikmy ~
.0 = 56 L TGe) € ew)litha = 56 2 Tag) Fle ™ o) O, (B

Et avec F(e*2¢ ¢) = T%@ et avec T = T, on déduit :

1 2k Y 1 k ~
(.0 = 55 2 T (7. B0, Ca = gz 3 T ) B0, (1)
keZ keZ
dou: 1 K 1 k k
(t) = °C Z T("‘%)ka o(-t) = °C Z T(%)Sﬁ(—t + ﬁ)
keZ keZ
Et pour ¢ paire, avec (14.63) on a 1) paire et ¢ = b = 2C. un

Remarque 14.33 En général la formule est fausse en prenant C' = B. Exemple avec f = 0, —0_, de période 27,

cas B = m : c’est la transformée de Fourier de f(t) = j;?sin(wt) qui s’annule en tout k. En particulier
F(E5) = f(k) = 0 pour tout k, et (14.64) et visiblement faux quand on prend C' = B. ua

On en déduit :

Theoreme 14.34 On conserve la formule de Shannon m} dans le cas particulier, toujours supposant T € S,
suppT c [-B, B] et C > B, sous la condition supplémentaire :

DI 2C|<oo (14.66)
keZ

oit T =Ty ="°% f ]a fonction C*(R) a croissance lente.

Preuve. 1l s’agit de montrer, sous condition, que dans ([14.64)) on peut remplacer ¥ par since. Le. on veut
remplacer ¢ = (v, * 1[_¢,c7) par (1[70’0]). On regarde donc :

km
=),/ = f ) since (t—— )|
keZ 20 keZ c
< | F(ym # 1—c,c1) = F(L—c,c) ||:>c(2 lf(5~ )
keZ

Mais “||g]|- < ||g]|z1(®)” donne :

[[F(vn * 1—c,c) = F(L—c.e)llo < |l * L—c,c1) — L—c,o1llrm)
avec :

7C+ﬁ C“rg 4
lvn * 1—c.o1) = colloe < dx + dr < — — 0.
_c—1 c_1 n n—w0

n T n

D’ou, dés que } ., |f(%)| < o0, on a D, —,_0. .h
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14.5 Densité spectrale d’énergie
14.5.1 Deéfinition
Pour f e L?(R), on a :
f(t) = J f(y)e%?ryt dv ou f(y) — J f(t)€2i7rut dt.
R R

Définition 14.35 Le densité spectrale d’énergie (ou densité d’énergie en fréquence) est :

o =|f1, (14.67)
soit pour tout v € R :
~ . 2 ~ =
B0) = 1P = || s a (= Fo)fw), (14.68)
Ainsi I’énergie est (théoréme de Parseval) :
112 = I = [ @) v (1469

i.e. est I'intégrale de sa densité spectrale.
Exemple 14.36 Soit fp(t) = sin(27mat)1[_p p)(t) (la fonction sinus tronquée). On a donc :
—~ —_— 0a(V) — -4 .
fe(v) = (sin(2mat) « 1[_p p)) (V) = M * 2Bsinca,g(v)
’ 27
5 (14.70)

= 7(TaSiIlCQﬂ—B(l/) — T_gSinco(v)).

D’ou : )
@, (v) = B?|sinca,p(v—a) — sinca, 5 (v+a)

Remarque 14.37 Dans ’exemple précédent, sachant Bsincg i mdg, et BT,sincg o mdg4, On obtient :
— AL —0
. N 6(1 - 5711 . ’
(F(sin(27a.)1—p,B]) =) B T (= F(sin(27a.))) dans S', (14.71)
—w
au sens, pour tout p € S :
= p(a) — p(=a)
{fB:9) 7= % :
Les ingénieurs ont tendance & noter :
—~ da(v)  d_a(v)
— — 14.72
s 5, = 2 (14.72)
puis :
—~ da(v)  0_a(v))?
2 |7, Tzmel)
5 = |5 5| - (14.73)

ce qui n’a aucun sens lu brutalement : par exemple la fonctionnelle 62 n’a pas de sens : elle correspondrait a la
limite de la fonction (n 1[07%])2 = n? 1o, 17 dont Daire sous la courbe vaudrait n?L = n qui tend vers l'infini
avec n : et donc 62 serait une “fonction généralisée d’énergie infinie”, ce qui serait inutilisable.

Et & la limite B — o0, alors f]; devient la distribution donnée par ses valeurs <f];, @y pour ¢ € S dont le

calcul se fait en commencant par le calcul de |f§(1/)|2 a B donné, avec (14.70) :

|f1;(y)|2 = B? ((7'asincz7TB(u))2 + (T_gsincarg(v))? — 2Tasian7rB(V)T,asinc%B(u)),

dont, on déduit, pour tout p € S :

(TP 9> = 1 (p(@) — p(-a).
D’ou : . 1
|f5()? o Z|6a(1/) —0_a(v)], dans &', (14.74)

ce qui a un sens, contrairement & ((14.73]) qui n’en a pas.

Interprétation : pour “B grand”, alors |f;(z/)|2 “est concentrée en a et en —a”, le graphe de f]; ressemblant

a une courbe en “double cloche”, I’aire sous chaque cloche valant ~ 7. un
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14.5.2 Théoréme de Wiener—Khinchin

Définition 14.38 On définit la fonction d’autocorrélation d’une fonction f : R — C par (avec s un “décalage
en temps”) :

RY(s) = Jf fls+)ft)dt = (T_of, L2 (14.75)

=—0

Théoréme 14.39 Pour f € L?(R), la fonction d’autocorrélation est la transformée de Fourier de la densité
spectrale d’énergie :
RY = F(®y). (14.76)

Preuve. Comme f € L*(R), on a |f|*> € LY(R) et donc F(|f]*) = F(Ps) est bien défini. Puis f(t) =

\/%(Swem J?(W)eﬂm dw, d’ot :

. 1 n i 1 7 —iv
RY(s) = L Tn( - f(w)eﬂw(m)dw)m(fye (V)e ™t dv) dt

[[ri

comme annoncé, avec le calcul formel \/% f,eti=tdt = Feti@=t) = §(w — v) au sens des distributions
(dans D'(R)).

N.B. : pour faire le calcul sans abuser du caractére formel, on peut par exemple multiplier eT““=)t par une
fonction d’approximation de 1g, i.e. on pose :

I<f7n>=£” F(s + OF(OVZTT(t) dt

=—w

qui d’une part donne (\27m, (T_s f) > —>nosr {2700, (T_s f) > = (g, (T_sf) f> = RY(s), et qui d’autre part

donne 1) = <= [ [ Frfwe mf N0 ) dede

- =] | 7w (V)N () dudy

21
1 7 s —
?EJ (v) f<u>qu R (s)

14.6 Densité spectrale de puissance
14.6.1 Définitions

La fonction d’autocorrélation définie en (14.75) n’a pas de sens pour les fonctions f de type constante, sinus
ou cosinus (qui ne sont pas dans L?(R)). On s’intéresse alors dans ce cas aux “valeurs moyennes” :

Définition 14.40 Le coefficient d’autocorrélation est la fonctionnelle R : f — R(f) ="°% R, définie sur R par
(quand ¢a a un sens) :

[N

Ry(s) = lim % L Ft+5)F (1) dt. (14.77)

A—0 __2
2
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Exemple 14.41 Pour f(t) = €%, on a e'*(t+9)¢iat = ¢ios Qo

Ry ( )\hln/ XJ N dt = hm XJ N s
soit donc Ry(s) = f(s) : le coefficient d’autocorrélation de f = €' est f elle-méme. Autrement dit, la fonction-

nelle R: f — R(f) = Ry conserve les ¢ pour tout a € R. o

On définit 'espace de fonctions dans lequel Ry a un sens (espace contenant L*(R)) :

1 2
V ={f : R — C mesurable t.q. lim —f
Aoz A J_a

f®)?dt < o}. (14.78)

|

A
Il est immédiat que si f € V, alors 7, f € V pour tout s € R, puisque 1 S s |f(t=s)]?dt = 152 S R
- 2 2
m
C’(A,s)i 8517% | f(w)|? du ot on a posé i = max(3 — |s|, 5 + |s]) et C(\, s) = Elomap=A>0et C’()\,s) ~
quand A — ).

On définit un semi-produit scalaire sur V' par :

—S8

T f)Pdu <

A
.1 (= _
(f,9)v = lim XJ @)g()dt, (14.79)
et la semi-norme associée : N
.1 (2 2 3
7l = (Jim 5 | 1r0Far)”. (1480)

2

En particulier (7_,f, f)v = R¢(s).
A
Il est clair que L2(R) < V, car pour f € L?(R) on a Sj O at <7 |f()>dt < oo, dot, si f € L2(R)

on a ||f]|lv = 0. De méme on a || f||y = 0 pour toute fonction 1ntegrab1e a support compact.
Les fonctions constantes (les clg) sont dans V avec :

A
13 }
letelly = (tim 5 [l a)” = Je <oz,
-2

et de maniére plus générale :

Proposition 14.42 Toute fonction périodique de période T qui est de carré intégrable sur une période est

dans V, avec :
z 1 a+T 1
Wl = (7 [ rora)” ([ rwra)’ va). (14.81)

a

ie. ||f|3 est la valeur moyenne de |f|? sur une période.

Preuve. Soit A > 0 et soit k entier tel que A € kT+]0,T] =]kT, (k+1)T]. Sachant §,_ |f(t)|2 dt = §. ™ | f(¢) | dt

“fIre = T P = 7 4+ {2 pour les fonctions périodiques de période T, on a :

Jll 1) dt = f |f(t) ] dt = f kT| ()|2dt+r| (t)|? dt
f |2dt+9J () dt,

ou 6 € [0,1]. D’ou le résultat en multipliant par ; avec 7 < 5 < 7 et en faisant k — oo. L

pour tout a puisque

Remarque 14.43 L’espace V est un espace pré-hilbertien non séparable : par exemple la famille non dénom-
brable (e?%*),cgr est orthonormée :

. Lt
(67,0,:67 elbz)v = lim — J el(aib)t dt = 5ab’

a—>b)t

(ot dgp est ici le symbole de Kronecker) puisque, si b # a la fonction eil est périodique de moyenne nulle et

donc (e® ), =0, et si a = b on a [|e!?®||?, = 1 la valeur moyenne.
La famille (e“”’)aeR est donc libre (si Y, p ca€™® = 0 alors (X, ca€™®®, ")y = ¢, = 0 pour tout b), et
donc une base de V' contient au moins un nombre non dénombrable d’éléments. e
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15 Résolution d’équations différentielles et calcul symbolique

15.1 Le probléme : forme classique

. ’ . ’ . m m_l
Soit m € N*, ay, ..., an, € R et Popérateur différentiel P = 4= + 0, 47— + . + a1 +ap,

C™(R;R) — C°(R;R)
P X (15.1)
u — Pr(u) = u'™ +a; 0™ 4+ apit + amu,
But : pour f e C°(R;R) lipschitzienne et ug, ..., uy, 1 € R (données), trouver u : Ry — C t.q.
Pi(u) = f dans R EDO),
1(u) = f " (EDO) (15.2)
u(0) = ug, ..., u™V(0) = upm_y (CI).

C’est une équation différentielle ordinaire (EDO) de degré m avec m conditions initiales (CI). Le théoréme de
Cauchy—Lipschitz donne 'existence et I'unicité de la solution.

Rappel de la démarche classique de résolution :
1- Résolution de I’équation différentielle (15.1) homogéne (i.e. pour f = 0) : trouver u t.q.
Pi(u) =0, ie. u'™ +au™ V4. 4apn 1t + anu=0. (15.3)

Pour ce on cherche les solutions de type ¢t — u(t) = e"* : on obtient immédiatement P;(u)(t) = P(r)e™ = 0 ou

P(r)=r"+ar™ ' + ...+ am 17 +a, (polynome de degré m associé), (15.4)
dit polyndome caractéristique. On a : u(t) = €™ est solution homogéne ssi P(r) = 0. Donc on cherche les m
racines de P dans C. Si r est racine simple alors e”! est solution, et si 7 est racine multiple d’ordre k alors
e, te™, ..., t*~le™ sont solutions. On obtient m solutions indépendantes u;, et toute combinaison linéaires
S, ciu; est solution de (15.3) (car Py est linéaire : Py (u + av) = Pi(u) + aPi(v) et f = 0 ici).

2- Puis on cherche une solution particuliére u, & I’aide de la méthode de “variation des constantes”.

3- Et la solution de 1' est de la forme u = 2211 ciui +up (somme d’une solution homogene générique et
de la solution particuliére trouvée), et on utilise les conditions initiales pour trouver les ¢;. (Voir cours de 1ére
année “Equations différentielles” https://www.isima.fr/leborgne/Isimathlereannee/ed_cours.pdf .)

15.2 EDO sous forme équation de convolution
Soit P»(dg) € D'(R) la distribution associée & P; définie par
Py (dp) := 5(()m) —+ aléémfl) + oot Ape10( + amdo. (15.5)

Si u e L},.(R), on note T, la distribution réguliére associée. On a 58“ # Ty = (T,)® cf. 1'1' noté
5(()k) #u = u®), Puis on remplace Py(u) = f par Py(d) * T,, = Ty (équation dans D’(R)) noté

Py(5o) xu = f € D'(R). (15.6)

C’est une équation algébrique (le produit Py(dg) *u est = f). Résolution classique dans un anneau (A, +, *) : si

A u, f e Aet si A est inversible dans A alors A + u = f a pour solution u = A~! # f; en effet A+ u = f donne

A7 s (Axu) = A7« f, d’'ou (associativité dans un anneau) (A=! % A) s u = A=! « f (voir annexe [L8).
Malheureusement (D’(R), 4, #) n’est pas un anneau car * n’est pas associatif dans D'(R) :

~—— ~——
L:(lR)I:O _ “ :(HO),:(SOJ
;(0 ;(1

Ici D'(R) est “trop grand” : on va se limiter au sous ensemble D'(R, ) des distributions & supports dans Ry :

15.3 Algébre de convolution D'(R,)

On note
D'(Ry) :={T € D'(R) : supp(T') < [0, o[} (15.8)

(distributions dont le support limité & gauche en 0). En particulier 6y € D'(Ry) car supp(do) = {0} < R,.
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15.3.1 Convolution de plusieurs distributions

Oun définit formellement le produit de convolution de trois distributions R, S et T par : pour tout ¢ € D(R),
R+ ST, p)prypr) ={Re @Sy ®@T:, p(x +y + 2))prsy p(®3)- (15.9)

Proposition 15.1 Si R, S,T € D'(R;) (support limité a gauche en 0) alors le produit de convolution R S T
a un sens, i.e.

(associativité 1) (R+S)+T =R+ (S+T)"2* R4S «T. (15.10)

Preuve. Adapter la démonstration de la proposition wa

15.3.2 (D'(R}),+, *,.) est une algébre de convolution

Corollaire 15.2 (D'(Ry), +, *) est un anneau commutatif d’élément neutre o, et (D'(R.), +,.) est un espace
vectoriel sur le corps R. Donc (D'(R), +, ,.) est une algébre commutative sur ce corps.

Preuve. Vérification facile. (Voir annexe |18 pour les définitions.) n

Remarque 15.3 La prop. reste vraie si toutes les distributions (sauf une au plus) sont dans £’ (I’ensemble
des distributions & support compact), d’ot £ est une algébre de convolution : permet de traiter les équations
aux dérivées partielles avec conditions aux limites.

Et dans R*, on a I’algébre de convolution des distributions & support dans le cone d’avenir t > 0, t2 >
2?4y + 22 v

15.3.3 EDO dans D'(R.), et plan de la suite

On “tronque” u en 0 en posant v = Hyu ; donc supp(v) < Ry et T, € D'(Ry), donc Pa(do) * Ty = P2(00) * THyw
est un produit de convolution dans D'(R; ), noté Py(dg) *v = Pa(dp) * (Hou). Et on va calculer g = Po(d) # (Hou)
dans D'(Ry) :

Py(8g) *v =g avec supp(g) c R., (15.11)

au sens P(dy) * T, = T,,. dans D’(Ry). D’ou la suite du cours :

1- on montre que P5(dy) est inversible dans D'(R, ) et on calcule Py(Jp) ! (= la solution élémentaire),

2- on calcule g en calculant P(dp) * (Hou) (contiendra les CI),

3- d’ott la solution cherchée Hyu = v = P3(dp)~! # g : on a résolu 'EDO avec CI, i.e. on a trouvé u sur R,
i.e. u(t) pour t > 0 (on ne s’intéresse pas & u sur R_ puisqu’on veut résoudre une EDO avec condition initiale).

15.4 Solution élémentaire
15.4.1 Définition

Soit (A, +,*,.) une algébre commutative d’élément neutre dp. But : pour A,G € A, résoudre l’équation
algébrique : trouver V € A t.q.
AV =G, (15.12)

Définition 15.4 La solution élémentaire du probléme (15.12) est 1’élément E € A (si il existe) défini par
AxE=9§=F=+A, etalors FE "0 41 _ Pinverse de A dans A. (15.13)
Proposition 15.5 Si A est inversible dans A, avec donc E = A~ la solution élémentaire, alors a pour

unique solution
V=EFE+G (=A1'+G) dans A. (15.14)

Preuve. Rappel : si dans un anneau l'inverse existe alors il est unique. On a E # (A = V) SN [ENE G, donc
(E+xA)=V = FE =G (associativité dans un anneau), donc dg * V = E = G. in
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Remarque 15.6 Il est indispensable de rester dans une algébre de convolution. Exemple dans R? pour 4 =
Ady et I'algébre de convolution &£'(R3) des distributions & support compact; probléme initial (équation de
Poisson) :

Au=f — Adg*u=f dans &’ (15.15)

On connait “une solution “élémentaire” : E = — = (vérifie AE = &y (= Adp * E) ; mais ici E ¢ £ (R). De plus,

Az

pour f est & support borné, une solution de (|15.15)) n’est pas unique : on a u = —ﬁ * f est solution, et la
solution générale est :

1
U= = f + distribution harmonique, (15.16)
o

une distribution harmonique étant une distribution wy, solution de —Awuy, = 0 (équation dont la solution dépend
des conditions aux limites, voir cours éléments finis, équation dite de Laplace).

Complément : un théoréme de Malgrange et Ehrenpreis assure que toute équation aux dérivées partielles &
coefficients constants posséde une solution élémentaire (et méme une infinité). un

Remarque 15.7 Il n’existe pas toujours de solution élémentaire. E.g. : si A = p € D(R) alors A+ E = p* FE
est dans C*(R) (régularisée de E), donc ne peut pas étre égale a Jp : il n’y a pas de solution élémentaire. oa

15.4.2 EDO : calcul de la solution élémentaire dans D’'(R; )

Cas EDO : donc A = D'(R;) et A = Py(5y) =03 6(()7") + aléémfl) + ...+ am—10y + amdo. Notons

Lige(Ry) := {f € Ljp(R) : suppf € Ry }. (15.17)
Probléme algébrique générique : pour g € Lj, .(R}), trouver v € L], (R;) t.q.
Py(8g) *v =g, (15.18)

au sens : ayant Ty € D'(R, ), trouver T, € D'(R}) t.q. Po(dg) * T, = Ty.

Proposition 15.8 La solution élémentaire E = Py(59) ! € D'(Ry) existe (i.e. IE € D'(Ry) t.q. Po(60)*E = &p).
Précisément, notant w € C*(R) la solution de

Pi(w) =0 (EDO homogéne), (15.19)
w(0) =w'(0)=...=w™20)=0 et w™DO0)=1 (CI), '
on a E =Ty,pu, € D'(Ry) la distribution réguliére associée a wHy € L}, .(Ry) notée
E = Hyw (15.20)

(au sens : E est la distribution réguliére associé a Hyw = “la fonction w tronquée en 07).

Preuve. L’EDO P;(w) = 0 a une solution (Cauchy-Lipschitz) w € C*(R). Donc How € L}, .(R,). Notons

loc

E = Ty, la distribution réguliére associée, ou donc E € D'(R;). Il s’agit de vérifier : Py(dg) # (How) = do.
Ayant d¢ absorbant (dy = 1(0)dy pour ¥ € C*(R)), o élément neutre pour *, Hy = do, et 5(()k) w f = fR),

( (50 * (How) = I’I()w7
5 * (How) = (How)" = Hyw + How’" = w(0)dy + How" = 0 + How',
8 * (How) = &, # (6 * w) = Hyw' + Hyw" = w'(0)dg + How" = 0+ Hyw",

1. (15.21)
5(()m71) " (How) _ w(m—Q)(O)6O + Hy w(m—l) =0+ Hy w(m—1)7

L 6™ % (How) = w™= D (0)60 + Ho w'™ = 5o + How™.

D’ou
Py(60) * (How) = 5o + Ho(Py(w)) B2 50 40, (15.22)

donc How = P5(dp) ' € D'(R,) (c’est la solution élémentaire). ua
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Exemple 15.9 EDO 2% = f. Donc &)  u = f. Solution élémentaire : w € C*(R) t.q. 4 =0 et w(0) =1 :
donc
w=1g, donc E = Hy=(5y) " est linverse de ) dans D'(Ry), (15.23)

i.e. Hy est la solution de I’équation de convolution dj * E = 0y dans D'(R;). ua

Exemple 15.10 EDO % — \u = f ou A € R. Donc (&) + Adp) * u = f. Solution élémentaire : w € C*(R) t.q.
w' —Aw =0et w(0) =1: donc

w(t) = e, donc E = How = (8, + \p) ™" (15.24)
(solution élémentaire). o
Exemple 15.11 Soit A\ # Ay € C et

d d d?u du R
Py(u) = (% —A1)o (a —A2)(u) = el +a1$ +agu ot a; = —(A+A2), a2 = A (15.25)
Donc P2(0) = (8) — A19) # (6) — A2d) et Po(0) # u = f (vérification immédiate). Ici A1, Ao sont les racines du
polynéme caractéristique P(r) = r? + a;r +az = (r — A1) (r — A2).
Solution élémentaire : w € C*(R) t.q. Pi(w) = 0 avec w(0) = 0 et w’(0) = 1 : on a immédiatement

1 e/\lt + 1 ekzt

wit) =S, Mo — A

donc FE = HQ'[U = ((56 - )\15()) * ((56 - )\2(50))_1 (1526)

(solution de I’équation de convolution Ps(dg) = E = o).

Cas particulier A\; = —)\y = iw avec w € R, donc a; = 0 et ay = w?, i.e. EDO v/ +w?u = f :
d d d? 1 . - in(wt
Pi(w) = (5 —iw) o (3 +iw) = ﬁ;‘ T+, et w(t) = g (e — e = Smiiw) (15.27)

Exemple 15.12 P; = dt2 — 224 4 N2 = (4 _\[)o (&L —\J)=noté (4 _ )\I)2 (u). Ici A est racine double du
polynéme caractéristique P(r) = (r—)\)2 = r2—2\r+\2. Solution élémentaire : w € C* (R) t.q. w” —2 w+Aw =
0 avec w(0) = 0 et w'(0) = 1 : on a immédiatement

w(t) =te*, et E = Hyw = Py(J) " (15.28)
otl Py(8p) = 68 — 208 4+ A280 = (8) — Ao) # (05 — Adg) ="° (8 — Adp)?.

Exemple 15.13 Cas d’un polynéme qui a une racine multiple d’ordre m > 1, i.e. cas de I'opérateur différentiel

d d ¢ [ d "
Pr= (g =ADo...o(Z =) ngte (dt —AI) (15.29)

(ou la puissance m dénote donc la composition des opérateurs). (Et A est racine de multiplicité m du polynome
caractéristique P(r) = (r—\)™.) Solution élémentaire : w € C*(R) t.q. Py(w) = 0 avec w(0) = ... = w{™ 2 =0
et wmD(0)=1:0na

tmfl

w(t) = o 16)\t, et E = How = Py(6) " (15.30)

ou PQ((S()) = ((56 - )\50)771
(Vérification immédiate, ou : solution homogéne générique w(t) = coe + citeM + ... + ¢ 1( 1),6 t et on

utilise les CI : w(0) = 0 donne ¢y = 0, donc w(t) = t(cie* + ... + ¢t (n;n 11)
—1

cm_l%e)‘t +t(...), et w'(0) = 0 donne ¢; = 0, donc..., donc w(t) = cm_lme”, et w(™=1(0) = 1 donne
em—1 = 1.) Ici P2(dg) = (8 — Adp)™ (produit de convolution m-fois). un

%), donc w'(t) = creM + ... +

Exemple 15.14 \; # \s et

d > d d d d
P = (w”l) o (5 = al) = (5 = M) o (% =MDy o (G = ). (15.31)
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Polynéme caractéristique P(r) = (r — A1)?(r — A2). Solution homogéne
w(t) = c1 1M+ cpote™t 4 cpe™t avec w(0) =w'(0) =0 et w"(0) = 1. (15.32)

Pour trouver ¢ 1, ¢1.2 et ¢z, au lieu d’un calcul direct & ade de dérivation (analyse) on peut utiliser la décom-
position en éléments simples (algebre) de ﬁ :

1 1 1 1 1
- = ; 15.33
P(r)  (r—=X1)%(r —\2) TN Taz (r—X1)? +02r—/\2 ( )
= r— r— PN X1 )2
on a (7}3(;\)2) = (%1)\1)2 = Cl’l(uif) +C1,2% + ¢9, d’ou ﬁ = g, et % _ T}AQ = e (r— M) +

(r=Xx1)% 11« 1 . roo_ r _ r r r LN
cr2t+c . d’ou g = (12, et Py = o) — Cllrmay T2 Tl d’ott 7 — o0 donne
!

0=c1,1+c2, d0U c11 = —cg. D’ou, avec w(0) = w’(0) = 0 et w”(0) =1,

1 At 1 At 1 Azt
O . S L U LR S— 15.34
w(t) ()\2_>\1)26 +>\1_/\26 +()\2_/\1)2€ (15.34)

Et E = How = (P2(00))™", out Pa(do) = () — A10)? # (60 — A2do) := (6 — A1do) # (85 — A1do) * (60 — A2dp). ow

15.4.3 Douv t.q. Axsv=gyg
Résolution du probléme ([15.18) : pour g € L (R, ), on veut trouver v € L}, (R;) t.q.

loc loc

P(bo)*T, =T, € D'(Ry), notée |P(d)*v=g| (15.35)

Toutes les distributions étant dans D'(R,), on a T, = P(Jy) " # g, avec P(dy) " T(Hyw) € D'(Ry), donc
Ty = TiHyw) * Ty dans D'(Ry ), noté

v=(Hyw)+g €L}, (R), ie, VYt>0, v(t)= f:o w(t —71)g(7)dr. (15.36)

15.5 Reésolution de I’équation différentielle avec CI
15.5.1 Equation de convolution satisfaite par v = Hyu

But : résoudre (15.2)) : P (u) = f ou u*(0) = ug, k = 0, ..., m—1 (Cauchy-Lipschitz). On se place dans D’'(R, ),
donc on considére
v:= Houe L},.(Ry), donc T,eD(R,). (15.37)

Proposition 15.15 u étant la solution de (15.2), i.e. Pi(u) = f, on a

m—1
P2(50) * ﬂ, = Tg, noté P2(50) *UV =g, ou g = H()f + Z ekﬁék) (1538)
k=0

(“contient” les conditions initiales), ou

€0 = Qp—1UQ + App—2U1 + ... + Q1UM—2 + Uy —1,

€1 = Qm—2Ug + ... +A1Up—3 + Um—2,

(15.39)
em—2 = A1Uo + U1,
€m—1 = Uo,
soit (présentation matricielle)
€o Q-1 Qm-2 -ov ... a1 1 Uo
el A2 . ..o 1 0 Up
_ : . : . (15.40)
em—2 ay 1 S Um—2
€m—1 1 0 RPN 0 Um—1
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Preuve. Calcul similiare & (15.21)) mais avec les conditions initiales u(*)(0) = uy, :
(Hou) = Hou' + u(0)do,

Hou)"” = Hyu"” + 4/ (0)dg + u(0)6),
(Hou) 0 (0)do + u(0)d, (15.41)

(How)™ = Hou™ +u™D(0)d + .. + u(0)d5" .
Dot Py(80) * (Hou) = HoP(u) + €odo + - . . + em—165™ " =1°% g ot les ¢; son donnés en (15.40). -

15.5.2 Solution v dans R

Corollaire 15.16 Avec E = How la solution élémentaire (ou w solution de (15.20)), la solution Hou = v
de (15.38) est

m—1 m—1
Hou =v = Hyw = g = How = (Hof + Z €k6(()k)) = Hyw = Hof + Z ek(s(()k) * How
mo1 = w0 (15.42)
= How * Hyf + Z exw®  dans R
k=0
(au sens T,, € D'(R;)). Donc
t m—1
V>0, ult) = J W) flt=r)dr + 3 exwt (1), (15.43)
=0 k=0

soit u(t) = {L_, f(Mw(t—7)dr + Y7 exw”(t) pour tout t > 0.

Preuve. On applique (|15.38)) avec (15.21)) : 5(()k) * How = How™™ pour tout k = 0, ..., m—1. un

Exemple 15.17 En particulier, résoudre Iéquation différentielle Py (u) = f avec u(0) = ... = v(™~1(0) = 0
donne u(t) = Si:o w(t—T) f(7) dr pour tout ¢ > 0 (solution particuliére). in
Exemple 15.18 En particulier, ’équation différentielle homogeéne P;(u) = 0 avec conditions initiales u(0), ...,
u(™=1(0) donnés, a pour solution u(t) = Zfol exw'®) (t) pour tout t > 0 (solution homogéne avec C.I.).
15.5.3 Exemples
Exemple 15.19 EDO
d
di; = £, u(0) = uo, (15.44)
ot f est une fonction CY(R). Ici w = 1g, cf. (15.23)), et ey = ug cf. (15.39). D’ot1 (15.43) donne
t
VE>0, ut) = (Ho+ Hof)(t) + eo Ho(t), ie. u(t) = J F(7) dr + uo, (15.45)
0
résultat connu. wn
Exemple 15.20 EDO, avec A€ C :
d
d—;‘ +du=f, u(0) = uo. (15.46)
Ici w(t) = e= cf. (15.24)), et eg = ug cf. (15.39). D’otr (15.43) donne
t
Vi >0, wu(t)=(How=*Hyf)(t) +eow(t) = J e M) F(1) dr 4 uge™ M (15.47)
0
résultat connu (solution particuliére + solution homogene avec C.I.). nn
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Exemple 15.21 Cas A # )y € C (racines distinctes) et Py(u) = (4 — A1) o (4 — A\21). EDO

d*u du
P (AM14+X2)— s M2 = f, u(0) =wug, u'(0)=u. (15.48)
Tei w(t) = s e + e of. (15.26), avec eg = —(A1+A2)ug + uy et ey = ug cf. (15.39). D’ou (15.43)
d
onne >\1(t T) _e)\z(t T)
Vt>0, wu(t)= f f(T)dr + eqw(t) + eqw'(t). (15.49)
0 A1 — A2
Avec 1,U(t) —(15.26) ﬁ et + v i)\ e)\zt donc (,EU ()t) i A(;\l);Q et + >\2)\2>\1 et |
Cas \y = =Xy = iwavecw € R : on a T = Sm(“’ff ) et w(t) =0520 Sm((diwt), donc u(t) =
Sé Mf(ﬂ d7 + 2 sin(wt) + ey cos(wt) pour tout ¢ > 0. o
Exemple 15.22 EDO, avec A€ C et Py(u) = (4 — A)* = (4 —AI)o (L — \I) = 4 —2x4 4 2T
d? d
dt;‘ Adi; F 0 u=f, w(0) =ug, u'(0)=us (15.50)

Ici w(t) = teM cf. (15.28), avec eg = —2Aug + uy et e; = ug cf. (15.39). D’ou

t
Vi>0, wu(t)= J (t — 7)) F(7) dr + (=2 ug + up)eM + ugte (15.51)
0

15.6 Inverse d’un produit de convolution et calcul symbolique
15.6.1 Inverse d’un produit de convolution

Proposition 15.23 Si deux distributions B, C € D'(R,) sont inversibles dans D'(Ry), alors B« C' est inversible
dans D'(R;) d’inverse :
(BxC)'=Cc1'«B' (=B ':C). (15.52)

Et D’équation de convolution (B x C) * E = &, a pour solution (élémentaire) E = B~' « C~'. Et donc, si
Ep = Hywp et Ec = Hywe sont solutions élémentaires de B « Eg = 6g et C' «+ Ec = §g alors Hyw = E =
(Howp) * (Howc) est solution élémentaire de (B « C) « E = d¢, ot w(t) = Sé wp(T—t)we(T) dr.

Preuve. Dans 'algébre de convolution le produit de convolution est associatif, d’oul

(B+C) « (0*1 * B*l) =B#(C+C H+B1=Bx§+B '=B+B =4, (15.53)
dou E = (B+C)™t =C71x = B71+ ™! (algébre commutative). Et Ho(t)w(t) = (Howp) * (Howc))(t) =
Sg Ho(t—t)wp(T—t)Ho(T)w ( )dT = So wp(T—t)we(r) dr. e

Exemple 15.24 Soit A = (05—A100)*(05—A200) avec A1 # Aq. Solutions élémentaires pour B =6§—XMdpet C =
84 — A2do données par wp(t) = e*t et wo(t) = e*2t. D’out solution élémentaire How = F = (Hywg) * (Hywc),

i.e., pour t > 0, w(t) = SZ:O erlt—wedau gy = eMit[e (iQ lll)u]o = gt e =15 26)).

15.6.2 Rappel : décomposition en éléments simple d’une fraction rationnelle

Dans C les éléments simples sont les fractions rationnelles =7 )J , pour ¢, A € C et j € N*.
Calculs génériques pour la décomposition en éléments simples. Soit A et B deux polynomes. La division
euclidienne de A par B (diviseur) est

A
A=BQ+R, ie 5= Q+ %, ot deg(R) < deg(B). (15.54)

ol @, R sont des polyndomes (Q = quotient, R = reste). La décomposition en éléments simple se fait sur la

R
fraction rationnelle 5 Soit z; les k racines de B 2 & 2 distinctes de multiplicité m; :
k
B(z)=(z—2z1)™..(z — z)™ H (z—z;)™. (15.55)
j=1
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(Donc Zle m; = degré(B).) La décomposition en éléments simples (dans C) de la fraction rationnelle £ est :

R(z)zz(%i,lerJr%), (15.56)

(z—2) (z = 25)ms

(On appelle résidu les constantes ¢;; € C correspondant aux coefficients ch‘l )

Zj

Calcul générique des ¢;; : exemple pour j =1 (idem pour les autres j) : on a

R(2) €11 C1,m, i Cj1 Cj,m,;
= ’ 4+ .+ —=" )4 — ), 15.57
B(2) <(z—zl) (z—zl)m1> JZQ((z—zj) (z—zj)mi) ( )
Donc :
my B(2) R(2) 1
z—z)™ = =ca(z—21)™ "+ . tcm 12— 21) Feim,
( 1) B(z) H§:2(Z—Zj)mj Ll ) Lo -1 D+a 1558
X .
Cj1 Cjm;
+(z—21)™ — )
1 ;((z—z]) (z—zj)m1>
Donc avec z = z; on a :
Clom, = Uiy . (15.59)

k .

[1;_0(21 — 25)™
Puis en dérivant (15.58]) en 2z :
d R(z)

d> 171k .

dz Hj:Q(Z — zj)"s

Et on continue & dériver en z.

)=cim-1+(z— zl)(), donne c¢1,,—1 avec z = 2. (15.60)

R - - . .
Exemple 15.25 z; # 25 et % = (z—zl)%z—zZP = ;i'zll + ;f’zlz + (z(j’i)z. Ici R=1et B(z) = (z—21)(z — 22)°.
R 1 . , —
Donc #3 (2 = 21) = gbop = 11 + (2 — 21) (225 + 5225). Done ;2 = et
. R
Puis 38 (z —2)? = Z_1Z1 = fci’zll (z — 22)* + c2.1(2 — 22) + c22. Donc oo = C2.2-
Puis £ (2-) = —(zle)z = c11(2 — 22)(...) + c2,1, donc —m = cy1. (Ici cas particulier qui peut étre
e . Rz _ _ c11z 212 2,12 N _
traité plus simplement : B2 = (Z_z1)fz_z2)2 = (Z_zl) Z_lzz + ey d’ott z »> o0 donne 0 =0+c11 +c21,
d’ou C21 = —81,1.) an

15.6.3 Application

Dans C, soit P(r) = Hle(z —z;)™ ol z; # zj pour tout i, j, et my + ... + my, = degré de P.

Proposition 15.26 Si

1 a1y A1m, ak1 Ay,
= + ...+ + ...+ + .. 15.61
P(r)  r—=z (r—z1)™ —, (r— 2o (15.61)

alors
w(t) = ape”t + ... + almltml_le“t +o a4+ o+ akmktm’“_lezkt (15.62)

est la solution de (15.20).

Preuve. w est somme de solutions homogénes donc est solution homogene. Si m = 1, w(t) = ¢*'* est bien la
solution cherchée (immédiat). Si m > 2 alors w(0) = 0 ssi a1 + a1 + ... + ag1 = 0, et & la limite r — oo de
% =0onaay; +as +..+ag =0:o0nabien w(0) =0.

Et on a w(t) = aj1e®! + ... + ap1e®! + t(ajpe®t + ... + ag2e?) +t2(...), donc w'(t) = aj1z1e*t + ... +
ar12e7t + a10e®t + .+ agoe®t +1(...), donc w'(0) = 0 ssi a1121 + ... + ag12k + @12 + ... + axz = 0. Généraliser

I'exemple [15.25].. un
Exemple 15.27 Voir exercice [15.14] un
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15.6.4 Notations pour le calcul symbolique

Oun note symboliquement (présentation algébrique polynomiale) :
1. 8y ="°% 1 (unité dans D'(R.)),

2. 04 ="y (dérivation dans D'(R,)),

3. H, ="oté - (intégration — inverse de la dérivation dans D'(Ry)),

4. Hge #t =noté pﬁ, solution élémentaire ¥ = How ot w’ + zw = 0 et w(0) = 1, donc w(t) = e **,

5. Ho(t) e~ L —noté %)k solution élémentaire E' = How olt (4 —2)*w = 0et w(0) = ... = w*=2 =0

(m—1)! — P d
et wk=1 =1, cf. (15.30).

D’ou la résolution de I’équation différentielle :
1. On calcule les racines z; du polynéme P(r) = 7™ + a;r™ ! + ... + a,, (calcul algébrique).

2. On note k; la multiplicité de z;, on note d le nombre de racines distinctes, et on décompose la fraction

rationnelle % =11_, ﬁ en éléments simples,

3. On en déduit w (et E = Hyw).

16 Transformée de Laplace

Ce paragraphe est une introduction & la transformée de Laplace qui permet de justifier le calcul symbolique
de maniére plus simple a posteriori que la transformée de Fourier.

Exemple 16.1 Voici un exemple d’application du calcul symbolique. Soit ’équation & I'inconnue w :

J’tQE cos(z — t)u(t) dt = g(x). (16.1)

=0

On g’intéresse a x = 0, et 'équation s’écrit dans D'(R;) comme 1’équation de convolution :
(Ho cos xHou)(x) = Ho(z)g(x).
On a cosz = (e + e~'*) et Ho(z)e™ = (6 —idy)~ " dans D'(R,.), donc 'équation s’écrit :
1 ! . —1 1 ! . —1
5(((50 - 250) + 5((50 + 250) ) * Hou = Hpg.

Soit, avec la notation symbolique :
1 1

1
- + Hou = Hyg,
2(p_i pﬂ.) ou = Hog
d’on, puisque %(pii + ﬁ) = pzpﬁ :
2
p 41 1
HOU = Hog = (p + ];)Hog = (56 + Ho) * Hog

D’ou la solution : .

Vo > 0, u(z) = g¢'(z) +J; g(t) dt. (16.2)

Ne pas oublier de considérer Hyg et non simplement g puisque qu’on doit travailler dans l’algébre D'(R;). ou

16.1 Définitions
16.1.1 Cas des fonctions
Soit p = a +i8 € C ou o = Re(p) e R et § =1Im(p) € R.

Pour f:teR — f(t) € C, on pose quand cela a un sens :

o [ e [ et (163)

et L(f) est appelée transformée de Laplace de la fonction f.
Il est clair que pour une fonction intégrable sur R, (dans L!'(R,)), la transformée de Laplace aura un sens
dés que a > 0. De maniére plus générale, on a :
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Proposition 16.2 Si f € L} (R) est telle que pour a = ag € R la fonction |f(t)e=!| est intégrable, alors

loc

pour tout p € C tel que Re(p) = «g la transformée de Laplace L(f)(p) est bien définie.

Preuve. On a |f(t)e ! < |f(t)e~Re@?| < |f(t)e=?!| sur R, : la domination par une fonction intégrable
donne bien f(t)e Pt € L*(R). oa

Définition 16.3 Pour f € L}, (R) donné, le plus petit ap vérifiant la propriété précédente est appelé Iabscisse
de sommabilité (ou de convergence absolue) de l'intégrale de Laplace. Et le domaine (demi-plan) {p € C :
Re(p) > ap}, ol g est 'abscisse de sommabilité, est appelé domaine de sommabilité de I'intégrale de Laplace.

Exemple 16.4 Pour f = polyndéme non nul, ’abscisse de sommabilité est ag = 0 et le domaine de sommabilité
est le demi-plan de partie réelle strictement positive.

Pour f(t) = e, I'abscisse de sommabilité est ap = 1 et le domaine de sommabilité est le demi-plan de partie
réelle strictement supérieur & 1.

Pour f(t) = e’ Pabscisse de sommabilité est ag = o0 (la transformée de Laplace n’existe pas).

Pour f(t) = e~ , Pabscisse de sommabilité est g = —o0 et le domaine de sommabilité est espace C tout
entier.

Dans tous les cas, pour déterminer I’abscisse de sommabilité, plutot que f, on considére en fait les fonctions
tronquées Hy f, puisqu’on ne considére que l'intégrale sur R, . un

Proposition 16.5 La transformée de Laplace d’une fonction f est une fonction C* () ou Q est le domaine de
sommabilité. Donc L(f) est une fonction holomorphe dans ) et donc analytique dans Q) (développable en série
entiére au voisinage de tout point de ).

Preuve. On applique le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue. .

Exemple 16.6 Pour la fonction de Heaviside Hy = 1g, , son domaine de sommabilité est 2 = R¥ x R c C, et
sa transformée de Laplace est donnée par :

VpeQ,  L(Hy)(p) = %, (16.4)

fonction qui est bien analytique dans Q. un

16.1.2 Cas des distributions

On note § = S(C) espace des fonctions ¢ : t € R — ¢(t) € C telles que |p| : t € R — |p(t)] € R est &
décroissance rapide : || € S.

Et dans ce cas, si T € D'(Ry) avec de plus e~ *'T € 8’ (on a donc e T € D'(R;) et est tempérée) on pose
pour p € C t.q. Re(p) > ag :

L(T)(p) & (eootT,, e (pmoolty (16.5)

Proposition 16.7 et définition. Si T' € D'(R,) avec de plus e~ *'T € &', alors si a; > ag on a e” T € &
et :
L(T)(p) = {e=T,, e~ Pty Vpe C tel que Re(p) > oy (16.6)

Cette quantité est indépendante de oy > ag et on pose :

L(T)(p) def (T}, e Ph VpeC tel que Re(p) > ag
note [~ - (16.7)
= f T(t)e P dt.
t=0

On appelle abscisse de sommabilité (ou de convergence absolue) le plus petit ag tel que e=**T € S'. Et le
domaine (demi-plan) {p € C : Re(p) > ap}, ot oy est 'abscisse de sommabilité, est le domaine de sommabilité
de l'intégrale de Laplace.
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Preuve. Si a; — ag > 0, alors, pour tout € S, on a e~ (*1=2)ty est C*(R) & décroissance rapide en +00 et
donc, pour T distribution & support dans R :

<€_a0tTt, 6_(a1_a0)t(p> _ <e—(a1—a0)t6—aotTt’ S0> _ <€_a1tTt, 90> (168)

toutes les quantités ci-dessus étant bien défini. On en deéduit que e ®1'T} € S'. Puis avec o(t) = e~ P~ oi
Re(p) = a1 (le support de T" étant dans R, ) :

<efo‘1tTt, e*(p*a1)t> _ <6*0<otTt’ e*(P*Oéo)t> = L(T)(p) (16.9)

et cette quantité est bien indépendante de a; > «g. un

Et comme pour les fonctions :

Proposition 16.8 Les transformées de Laplace des distributions de D'(R,) sont holomorphes, et donc analy-
tiques, dans le domaine de sommabilité.

Preuve. C’est la propriété de dérivation sous le signe (., .), proposition L

16.2 Dérivées et translations, exemples

On a (géneéralisation de la transformée de Fourier) :

Proposition 16.9 Sip € C est dans le domaine de sommabilité de T € D'(R,.), pour l € N et pour a € R :

L(T)(p) =pL(T)(p) et LTY)(p)=p'L(T)(p)
LT (p) = —LAT)(p) et LT)D)(p) = (-1)'LET)(p) (16.10)
L(7aT)(p) = e PL(T)(p)

Et pour A € C si p et p+ X sont dans le domaine de sommabilité de T € D'(R,.) :
L(T)(p) = L(eTT)(p) (16.11)

En particulier, on retrouve le fait qu’une dérivation est transformée en expression polynomiale par Laplace.

Preuve. On a, toutes les quantités ayant un sens :

L(T")(p) = {T},e Pty = (T}, —pe~P*) = p(T},e~P') puis par récurrence pour [ € N on a la premiére relation.
Puis par dérivation sous le crochet :

L(T)(p) = %(Tt, e Pty = (T}, —te Pty = (—tTy, e P'y = —L(tT)(p) puis par récurrence pour [ € N on a la
deuxiéme relation. Puis par un calcul direct :

L(1,T)(p) = (T}, e P+ = ¢=Po(T, e~P*S Et quand cela a un sens :

L(eTMT)(p) = (Ty, eMe Pty = (T, e M P~ = L(T)(p — \) = T2 L(T).

Exemple 16.10 Pour la masse de Dirac :

L)) =1 (= {do,e™?t)
L)) =p et LG)(p) =p
1 (16.12)
ﬁ(Ho)(P) = 5
L(7a00)(p) = e

La primitive Hy de dp apparait donc comme 'inverse de la dérivée §( de dy aprés transformation par Laplace :
cela redonnera le calcul symbolique.

Les autres relations donnant £(tdg)(p) = 0 et 7,L(d)(p) = 1.

On retrouve les mémes formules que dans le cas de la transformée de Fourier, p jouant le role de €. un
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Exemple 16.11 Pour p € C et w € R tel que Re(p) > 0 :

£lEHa(0)e™") () = T E(HAD) ) = =
—iwt _ 1
L(Ho ™)) = .
L(Ho(1) cos(@) (p) =~
L(Ho(1)sin(@))p) =
Exemple 16.12 Pour la fonction Ho(t)% :
E(Ho(t)%)@) = (—1)"+1%£(Ho)(")(p) = (_1)%1%%(%) = pn1+1 (16.14)
Et pour la fonction Ho(t)eML;, dés que Re(p) > Re() :
£ 5)0) = L) (5) = (16.15)

16.3 Inversion de la Transformée de Laplace

Elle est donnée & l'aide de I'inversion de la transformée de Fourier : on a, dans le domaine de sommabilité
de f,ie,poura>apgetp=a+if:
v el
L(a+1ip) = f (f(t)e= ) e Pt dt = N2nF(Hyfe ) (B) (16.16)

0

Et on a par transformée de Fourier inverse :

Ho(t)f (1) ]';]:(Jzof 1(0 \/gf I:f(f%of )@ dp .
o[ H@ee e e s
D’ou :
0 = 5 [ L+ as (16.19

(donc on ne peut connaitre f que sur Ry puisqu’on ne sait calculer que la fonction tronquée Hy f.) Soit encore,
en intégrant sur la droite imaginaire z = « avec donc dp = 0 + idf :

1 v 9]

20, = L) e dp
2Z7T B=—m
note 1 [T ey (16.19)
= — wp
iz | EOw e

C’est la formule d’inversion. Il reste & savoir sous quelles conditions cette formule est valide.
On sait que la transformée de Laplace est une fonction holomorphe. Il s’agit donc de savoir sous quelles
conditions une fonction holomorphe L£(p) est la transformée de Laplace d’une distribution.

Proposition 16.13 Pour qu’une fonction holomorphe p — L(p) soit la transformée de Laplace d’une distribu-
tion de D' (R, ), il faut et il suffit qu’il existe un demi-plan o > ag (domaine de sommabilité) dans lequel L(p)
soit tempérée.

Preuve. Admis. un
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16.4 Transformée de Laplace et convolution
Par Laplace, la convolution est transformée en produit :

Proposition 16.14 Soit S € D'(R}), resp. T € D'(R,), ayant une transformée de Laplace pour p tel que
Re(p) > a1, resp. tel que Re(p) > aq, avec aq, as € R.
Alors, pour tout p € C tel que Re(p) > max(aq,az), on a :

L(S = T)(p) = L(S)(P)L(T)(p) (16.20)
Preuve. Ce n’est autre que le théoréme de Fubini :
LS+ T)(p) = (S #T)s,e Py = (S, ®T,, e P+ = (S, e PTNT,, eV (16.21)

On retrouve par exemple :

Corollaire 16.15 SiT € D'(R;) a une transformée de Laplace pour p dans le domaine de sommabilité Re(p) >
ayg, alors dans le domaine de sommabilité :

L(TW)(p) = p' L(T) (16.22)

Preuve. En effet, T = 580 « T, d'oit L(TW)(p) = ﬁ(é(()l))ﬁ(T) = p! L(T). a
Exemple 16.16 On retrouve :

L(00)(p) = L(Hp)(p) = L(5 * Ho)(p) = L(5)(p) L(Ho)(p) = p% =1 (16.23)

i.e., par Laplace, la dérivée 0 est bien l'inverse de la primitive Hy. un

16.5 Retour sur le calcul symbolique

On applique idée que l'intégration est I'opération inverse de la dérivation : pour p € R¥ xR :

L) =1 LE)) =p LHE) =1, LH)E) = 2. (16.24)
Puis grace a la transformée de Laplace d’un produit de convolution :
L(u'") = L(6y *u) = L(6y)L(u) = pL(u), (16.25)
on a transformé une primitive en expression polynomiale.
Et avec : " .
E(L u(t) dt)(p) = L(Ho * Hou)(p) = L(Ho)(p)L(u)(p) = Z;E(U)(p), (16.26)

on a transformé une primitive en expression rationnelle, ceci pour p € R¥ x R.

Exemple 16.17 Soit & résoudre u” + w?u = f. On se limite & la recherche de u(t) pour t > 0. On applique
alors £ pour obtenir & partir de (64 + w?dg) *u = f :

(P + W) L(u)(p) = L(f)(p) (16.27)
On retrouve le polynéme caractéristique de I’équation différentielle :
P(p) =p° +w? = (p —iw)(p + iw) (16.28)
d’inverse : ) ) . )
%:%(p—i—iw-’_p—iw) (16.29)
Et il vient :

1 -1 1
= — — + -
2iw p+iw  p—iw

L(u)(p)

D’ou par transformeée inverse (qui ne donne que u sur Ry ) :

JL(f)(p) (16.30)

sin(wt)

(Higu)(£) = o (—Hoe™* + Hoe™") » Ho (1) =

résultat déja vu. Ne pas oublier de considérer Hyf et non simplement f puisque la transformée de Laplace

inverse ne donne que la fonction tronquée Hyf (et non f). un

* Ho f(1) (16.31)
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17 Reésolution d’équations aux dérivées partielles

17.1 Formules de Stokes et de Green

17.1.1 Domaine régulier, élément de surface et normale extérieure

On notera R™ = R"! x R = {Z = (2/,7,) € R"! x R}, ce qui donnera ’écriture générique d’une fonction
¢ :R"1 = R de graphe {(2,p(2)) : 2’ e R" "1} ¢ R".

Et on notera 2’ = (x1,...,2,—1) € R" !, ainsi que |2/| = /22 + ... + 22 _|.

Ainsi, une boule B,,_; c R"~! et un intervalle [a,,, b, ] définissent le ‘cylindre’ B,,_1 X [an, b, ], et une fonction
¢ : Bp_1 — R avec p € C*(B,,—1,R) définira une ‘surface’ réguliére (i.e., son graphe {(z/,¢(z')) : 2’ € Bp_1}
est une ‘surface infiniment lisse’ de R™).

Définition 17.1 On dit que 2 ouvert borné de R™ est une domaine régulier si localement €2 est ’ensemble des
points situés au dessus du graphe d’une fonction C*(R* ! R), i.e. :

1. Q est un ouvert borné connexe de R™. On note 0<2 sa frontiére.

2. Pour tout @ = (a’,a,) € 09, il existe un repére orthonormé R, (dit adapté), il existe e > 0 et n > 0, et il
existe une fonction ¢, € C*(R" 1 R) tels que : dans le repére R, on ait @ = (0, ...,0) (origine dans R™)
et :

Qﬂ{(x',xn) 2| <, Jan] <nt ={ ) 2| <e, |za] <n et z, > pa(a)} (17.1)

(2 est localement d’un seul coté du graphe de ¢,.)

On se donne un domaine régulier €2 et un point @ = (a’, a,,) € 0. Avec ¢, défini ci-dessus dans un voisinage
V, de @, on définit le vecteur normal unitaire extérieur (ou sortant) a 02 en @ = (2/,x,) € V,[) 092 comme
étant le vecteur normal unitaire au graphe de ¢, en & défini par :

dpa(z)
611
(%) = ! o= ! (v%) (=) (17.2)
VI+ V@) | 99a@) | 1T+ Ve (a)? X '
Tp—1 -
—1

Pou(a)  dpa(e))

CTp—1
dans R"~!. Noter que © étant (localement) au dessus du graphe de ¢,, la derniére composante de 7i(¥) est bien
définie par un signe ‘—’ pour avoir la normale extérieure (ou sortante). Pour mémoire :

ot Vipu(z') = ( )t est le vecteur gradient de ¢, en o’ = (z1,...,xn—1), €t [Vu(z’)| sa norme

Définition 17.2 On appelle i-éme cosinus directeur de la normale 7(Z) la projection du vecteur normal 7i(Z)

dans la i-éme direction : cos8; = (7(Z), €;)rn = n;(T).

Puis on définit localement (au voisinage de @) ’élément de surface comme étant la mesure sur R"~! définie

au voisinage de @ par :
dog = /1 + |V (z)|? dz’ (17.3)

ot on a noté dz’ = dx;...dx,—1. On montre que cette mesure est indépendante du choix du repére R, (exercice).
L n’est autre que la jacobien de la transformation en x, voir cours d’intégration sur des surfaces

t —m—
1+ Vea (@)

paramétrées.
Donc localement, i.e. pour ¢ € D(w) ol w est un ‘petit’ voisinage de @, on a défini do, par :

(o0 i) = j W WI T [Val@)P da’ = J ¥ do,.

Puis, & partir des propriétés locales, on passe aux propriétés globales : on recouvre K = Q (compact) par
un nombre fini d’ouverts ‘cylindriques’. Quitte & considérer des unions de tels ouverts, on note ce recouvrement
Qo U(U;”:1 2;), ot on a noté Qo 'ouvert d’intersection vide avec 0K et ou Q, (0K # & pour 1 < j < m. On
se donne alors une partition de 'unité xg + x1 + ... + X relative a ce recouvrement, et on définit ’élément de
surface au voisinage de ¥ € 0K par :

do = > xi(2')do, (17.4)
=1

119



On a ainsi une mesure globale sur d€) (on fait la somme finie des mesures locales dans leurs repéres adaptées).
Puis on définit 'intégrale de surface d’une fonction continue f par :

dofy= | 1(@)do(@) (175)
Enfin, on rappelle que pour une fonction f: R® — R qui est C1(R",R) on a en ¥ € 09 :
Of (ydef . f(@+hi)— f(Z) _ of of
6n( 7= ilzlg%) h - 0xy e 0%y, = VI (17.6)

C’est la dérivée de f dans la direction 7. Attention, ici f est une fonction des n variables ‘(2’,x,)’ et a un sens
dans tout l’espace R™ et non seulement sur la surface 0§ (variété d’ordre n — 1). Alors que la surface 02 est
définie (localement) comme une fonction ¢ des n — 1 variables z'.

17.1.2 Formule de Stokes

On note R?} le demi-espace R™ ! x R,. On commence par une propriété locale grace aux fonctions & support
compact, et on regarde le cas d’une frontiére ‘plane’.

Lemme 17.3 Si o € D(R"™ ) et si f € D(R") alors, notant t = x,, :
pouri=1,...n—1:

o0 /
[ easeenara={ e D a (17.7)
t=0 Jx'eRn—1 OT; z'eRn—1 €Ty
etpourt=mn :
” af / / ! / ! ’
p (', + o(a")) da'dt = — fl@', o(z") dz (17.8)
t=0 JareRn—1 OTn z/eRn—1

Et ceci est conservé si ¢ et f sont Cla support compact.

Preuve. On applique le théoréme de Fubini en posant g(z',t) = f(a',t + p(z')) qui est C* et qui donne :

t)dzy...dr,_1dt =0 17.9
J;OJ;GRnlaxlx ) .. ( )
(en intégrant d’abord en x; sur | — o0, 00[, g étant & support compact.)
Et on a: P of of P
g / 14
— t — t 17.1
T (@t) = @tk pla)) S+ () S () (17.10)

Il vient donc :

fw f (@'t + pla)) da'dt = — f f o @ttt ))j—“’( ') da'dt (17.11)

Et ¢ étant indépendant de z,, on a :

x*X

JRR J (@t + olx ))d:c’dtz—f 99 NICARTC IR (17.12)

Rn—1 6’131 t=0

d’ot (17.7) pour ¢ = 1 f étant & support compact. Et méme calcul pour i < n — 1.
Pour i = n, on a directement, ¢ ne dépendant pas de z,, :

JJ . (@'t + ¢(2")) do'dt = JRH?I [f(2',t + o(2")],_, do’ (17.13)

f étant & support compact, i.e. (17.8). ==
On en déduit :
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Théoréme 17.4 (Formule de Stokes) Pour un domaine régulier Q@ c R" et f € C1(Q) ou Q est un voisinage
de Q,on a, pouri=1,...,n

(’7’351 (Z) dx —J f(@) n; do(Z) (17.14)

oun = (ny,...,n,) est le vecteur unita1re extérieur a Q.
Et donc, pour tout champ de vecteur X : R® — R" qui est C' dans un voisinage de Q) :

J div(X) do = J X it do(7) (17.15)
Q oQ
(formule de Stokes.)
Xl(l‘ly ceey Z‘n)
(On rappelle que pour X: (T1, ey Tp) — 5 un champ de vecteur C' donné, on a div()_f) =
Xn(mla tey xn)

(X1_|_ +1X )

o0z

Preuve. On applique le lemme précédent : on considére le compact régulier K = €, et le recouvrement fini
Qo U 1 ©; de la définition de do. Et on prend une partition de I'unité relative a (- =0 §; avec laquelle on a :

m m
def
F=2=21  H%
§=0 §=0
Et on applique le lemme précédent a chaque f;, ce qui donne, pour 1 <i<n—1et ¢ € D(R"):

of; 0
e = [ et S

Rn—1

Puis on passe de R} a4 Q : pour 1 < i < n — 1, on prend pour ¢ la fonction déterminant localement 0€2; on
; axz
of; 02T i fJ of

obtient, pour tout O < j < m, grace a :
= on en déduit (|17.14)) pour tout 1 < ¢ <n—1.

(@'t + oz dx—l[ fi [nin/1+|Ve|?) da'] J finido
Puis comme Z] 07 = A e

Le cas i = n est immédiat avec le lemme précédent et la définition de 7 donnée en (17.2) ainsi que de
I’élément de surface do défini en ([17.3]). D’ou la formule (17.14) pour tout 1 < i < n.
Et la formule de Stokes (17.15)) s’en déduit puisque :

n

f div(X)de = ). 0X,; (@)de =) | Xinido =J X .iido (17.16)
Q

=199 ox; i—1Y0Q o

17.1.3 Intégration par parties et formule de Green

De la formule ((17.14) on déduit immédiatement :

Théoréme 17.5 (Intégration par parties) Si f et g sont deux fonctions C' dans un voisinage d’un ouvert
régulier ) de R™, on a, pour tout i = 1,.

99 of
dx d id 17.17
Jf(?ml Jaxig x+Jmfgn o (17.17)
Preuve. C’est la formule ((17.14)) appliquée a la fonction fg. un

Et de la formule de Stokes ((17.15)) on déduit immédiatement :

Théoréme 17.6 (Formule de Green) Si f et g sont deux fonctions C? dans un voisinage d’un ouvert régulier
Q) de R", on a, pour tout i =1,...,n

_ _ dg Of o
[tas-s9par=[ 525 (17.18)

Preuve. On considére le champ de vecteur X = Vg qui donne divX = fAg + Vf.Vg, auquel on applique la
formule de Stokes, et de méme pour le champ de vecteur Y = gV f, et on fait la différence des deux formules
trouvées. un
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17.2 Formule des sauts dans 1’espace et formule de Rankine-Hugoniot
17.2.1 Formule des sauts dans ’espace

C’est la contrepartie du cas 1-D, paragraphe pour une fonction C' et C° par morceaux sur R".

Soit 2 un ouvert régulier de bord 02, et soit f une fonction définie sur R™ supposée réguliére par morceaux :
on suppose f € C1(Q) et f € CY(R™ — Q) avec de plus f prolongeable au bord : d’une part en une fonction
fint € C1(Q) (intérieure), et d’autre part en une autre fonction f.,; € C*(R" — Q) (extérieure).

On applique alors le résultat du cas 1-D, paragraphe [£.9.3] ot maintenant 1’élément de surface orthogonal a
la direction x; a pour mesure ni do :

Proposition 17.7 Pour la fonction f C' par morceaux définie ci-dessus, on a au sens des distributions, pour

tout i =1,...,n:
of { of

6:@- B &Ul

} + (femt — fim)ni do, au sens de D' (R") (17.19)

ot {:f } est la dérivée usuelle de f.
x;

Preuve. Soit une fonction ¢ € D(R"), alors f étant £} (R™) :

loc
of def o 0P f 0P
“J = _ — 0 =— Q 17.2
axi,@ (fs 6x1-> . f(@) oz, (7)d Qu(]R7_Q)J“ (2) oz, (@) d (17.20)

On applique la formule d’intégration par parties (17.17) sur chaque morceaux (f y est C?) :

L O0p of . . N
| 1@ @i~ L@e@aast| ful@ e nido
' ' ¢ 17.21)
L 0o of . . o o (
| @ E@ie--| L@@+ | funld) o@) (-ni)do
n_Q ZTg Rr_Q 05 o0
(7 est la normale extérieure pour €2 et —7 est la normale extérieure pour R™ — €2.) On en déduit :
0 of . . N
oL,y = L@ o) 00+ [ (fuat = i) @) () o (17.22)
ox; QuRN—Q) 0T; o0
ceci étant vrai pour tout ¢ € D(R™), c’est le résultat annoncé. un
Remarque 17.8 La formule des sauts (17.19)) est aussi notée, dans D'(R") :
P ) R P ) D
P (%) = {6@ } (Z) + (f(Z+07) — f(Z— 0))n; do = {89@- (@) + [f]ni do (17.23)

ou [ f] dénote le saut de f a travers 0. Et si & ¢ 0N, alors f est dérivable en 7, et la dérivée au sens des
distributions est identifiable & la dérivée usuelle : la mesure do & son support dans €2 et si ¢ € D(R™) est nulle
sur 09, on a {do,p)y = 0. ua

Remarque 17.9 Une fonction d’une seule variable z1, cas traité au paragraphe[f.9.3] se comporte comme le cas
n-D ol Q est un cylindre d’axe x1, la normale sortante en ‘entrée’ (& gauche) du cylindre valant 7(—1,0, ..., 0).
On retrouve alors : (i) o9 = f(Z£+0) — f(£—0) = — f(Z£+07R) + f(£—0R) et (ii) n1 do = —10¢d. Et on retrouve

f"={f'} +00dp, ausensde D'(R) (17.24)

La formule n-D peut s’en déduire heuristiquement en notant que la dérivée dans la direction 1 ne dépend pas des
autres directions, et en particulier, le taux de variation de f dans la direction 1 ne dépend pas de l'inclinaison
de la surface par rapport sur 'axe 1 (qui dépend des autres directions) mais uniquement de l’aire de la surface
projeté, i.e., de ni do. .
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17.2.2 Formule de Rankine-Hugoniot

On considére les variable (¢, ) € RxR™ = R**1. Un choc (type ‘onde de choc’) est décrit par la discontinuité
d’une fonction u : R**! — R notée u(t, ¥) le long d’une surface ¥ de R™*!. Le probléme est alors de décrire les
lois de conservations sur X, surface supposée réguliére. La normale a la frontiére X est notée 77 = (ng, n1,...,ny) €
Rn-&-l'

Une loi de conservation de u(t, ¥) est décrite par :

ou(t, X) .z - ou(t,¥) < 0 -
S div(flu(t #) = 0= — 2 + ; a—xi(fi(u(t,x))) (17.25)
fi(v)
au sens des distributions, la fonction f : R — R” notée f(v) = : étant une fonction qui est C1(R, R™).
fn(v)
On déduit de la formule des sauts que la densité par rapport & do vaut :
n
[u(z + 07) — u(z — 07) | no + Y. [fi(u(x + 07) — fi(u(z — 0) ] n; =0 (17.26)
i=1

ol avec le notation des sauts :

[u] ng + Z [fZ o u] n; =0 (17.27)

C’est la formule de Rankine-Hugoniot qui permet la description du choc (de la dérivée de la discontinuité de u
au sens des distribution).

17.3 Equations aux dérivées partielles
Pour A € £'(R™), on cherche une solution u € D'(R™) de I’équation :

Aru=f (17.28)

olal

pour f € D'(R"). Dans le cas ot A =3}, ,, Ca 5w 00 est une combinaison linéaire de masse de Dirac et de ses
dérivées, I’équation de convolution est ’équation aux dérivées partielles :

Jof
D %xf = f (17.29)

|| <m

17.3.1 Existence et unicité dans £'(R")

Proposition 17.10 On se place dans algébre £'(R™) des distributions a support compact. Si A € £'(R) admet
une solution élémentaire E € D'(R™), alors si f € £'(R™),

(i) il existe au moins une solution u € D'(R™) de (17.29) a savoir u = E = f € D'(R™),

(ii) il existe au plus une solution u € &'(R™), c’est u = E « f,

(iii) si A est inversible dans I'algebre £'(R™), i.e., s’il existe une solution élémentaire E = A~1 dans £'(R"),
alors il existe une unique solution u € £'(R) donnée par u = A~ « f.

Preuve. Ayant au moins deux des distributions ayant des supports compacts, & savoir A et f, le produit de
convolution est associatif et :

Ax(Exf)=(A=E)«f=00xf=f (17.30)

d’ott u = F = f est solution. De plus, si on suppose u & support compact, alors le produit de convolution suivant
est associatif et donne :
u=(FExA)ru=FEx(Aru)=FExf (17.31)

et donc u ¢'il existe est unique. Et si A a un inverse dans l'algébre £'(R"), i.e. si A~ ! existe, A1 € &'(R") et
A7l s fe &' (R"), alors u = A~! # f est bien solution dans &'(R™). -
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17.3.2 Equation de Laplace dans R? : distributions et fonctions harmoniques

Définition 17.11 Une fonction (resp. distribution) u : R™ — R est dite harmonique si elle satisfait ’équation

de Laplace :
Au=0 (17.32)

Les fonctions solutions de cette équation sont appelées fonctions harmoniques, et dans R2, ce sont les parties
réelles de fonctions holomorphes (voir par exemple Rudin [10] chapitre 11).

Proposition 17.12 La fonction 7 = (z,y,z) € R® » & = (22 + y® 4+ 22) "2 € R est une fonction harmonique

7‘

dans R3 — {0}.
Preuve. En effet : L 91 )
0= T 0°= 1 3z 1
vireo i % T N 17.33
r#0 x r3’ 2 r3 + 75’ r ( )

Il reste donc & voir ce qui se passe en 0. Noter que F = f 1 est une fonction localement intégrable de R3

et définit une distribution réguliére. Par contre, ce n’est pas une distribution & support compact.

Proposition 17.13 Une solution élémentaire E € D'(R3) du Laplacien : Ady + E = AE = & est :

11
EFE=——- 17.34
4 r ( )

our =|r] =+/22 +y%+ 22 si ¥ = (x,y, 2) est le rayon vecteur.

Preuve. On note S; la sphére de centre 0 et de rayon €, et on pose :

1
- rze
fe(r) = 7{ (17.35)
- r<e
€

(faire le dessin.) Un calcul direct montre que Af. = 0 dans R3 — S, : f. est harmonique dans R3 — S.. Et comme
f= converge presque partout vers L quand € — 0, on en déduit que f. — * dans D’'(R3). Et donc :

1 .
A~ = limAf. (17.36)

(continuité de la dérivée dans D'.)
D’autre part, la fonction f. est continue sur S, et la formule des sauts donne au sens des distributions :

—z
ofs . 0 H . . . . 0 . —, T>¢
aﬁf (#) = {af} @) + (fo(@ + 07) — fo(& — 0F))ny do = {af } =1 73 (17.37)
¢ ¢ 0, r<e
On applique la formule des sauts a ’f = (Z) et il vient :
62]06 F) fe 7?) afe — afa — -
op2 { op2 } Em (74 0.7) — P (7 —0.77)] ny doe
» F) X (17.38)
{ = } .3 ny dog
D’ou : . )
Af.=0— % do. = — do. (17.39)
puisque sur la sphére 71 = g D’oi1, pour tout ¢ € D(R?) :
1 1
By == | ol do. — —So(O)me? = ~anGo. o) (17.40)
D’ou A% = —4mdp, et £ = _E ; est une solution élémentaire. un

124



17.3.3 Equation de Poisson dans R?
On en déduit :

Proposition 17.14 Si f € £'(R3) alors I'é6quation de Poisson dans R3 :
Au=f (17.41)

admet une solution u dans D'(R?) donnée par :

11
u—E*f——E;*f (17.42)

Cette solution est C* (R3 — supp(f)) et tend vers 0 a I'infini.

(Il y a d’autres solutions, & savoir « 4+ v ol v est harmonique. Par contre on montrera que u = F # f est la
seule solution qui tend vers 0 & l'infinie. f € £ représente une distribution de charge en électricité par exemple.)

Preuve. Puisque f € £'(R"), la proposition [17.10[nous dit qu’effectivement E # f est solution.
Maintenant, f étant & support compact, pour 7 fixé, si 7 ¢ supp(f), alors pour tout & € supp(f) on a 7—& # 0
et :

(B = f)(r) = {f (@), E(F = ) = ﬁ " f(@) E(F — &) di (17.43)

(Ecriture intégrale abusive si f n’est pas une fonction.) Et E # f est bien C* au voisinage de 7 puisque
¥ — E(F— %) est C* sur un voisinage de supp(f) (dérivation sous le crochet).

Il reste & montrer que u = F = f tend vers 0 & l'infini : f est une distribution & support compact donc
d’ordre fini (proposition . Soit m l'ordre de f. On a, ’existence d’une constante C' > 0 telle que, si K est
un voisinage de suppf et si "¢ K :

(f+ B)@) = o EF—B)<C  swp  |E@(F—3)| (17.44)

ZeK, |alsm

Toutes les dérivées de % étant des fractions rationnelles d’ordre %k pour k = 1 tendent vers 0 quand r — 0. Et
on obtient (f + E) — 0 quand r — co. un

Corollaire 17.15 Si Q < R3 et si u € D'(Q) est harmonique, i.e. Au = 0, alors u est une fonction C*(2).
Autrement dit, les seules distributions harmoniques sont les fonctions harmoniques et celles-ci sont C™(£2).

Preuve. Il s’agit de montrer qu’en 7 € Q2 donné, u est C*. On se raméne & une distribution & support compact
v = u ol € D(Q) vaut 1 dans un voisinage w < 2 de 7. Dans ce cas :

v=20g#v = (FE*Ad)xv=FE=x=(Ady*v)=FxAv (17.45)

le produit de convolution étant associatif puisque deux des trois distributions sont & support compact. Et d’aprés
la proposition précédente, avec ici f = Awv, si 7 ¢ supp(Av), alors E = Av est C* au voisinage de 7, donc v est
C™ au voisinage de 7.

Mais dans le voisinage w, ¢ étant constante, Av = Aup +2Vu.Veo+ulAp = 0+0+0 = 0. Donc 7 ¢ supp(Av)
et v = up est C* en 7. Donc u = v/p est C* au voisinage de 7. .

Il reste & voir qu’une fonction harmonique ne tend pas vers 0 & 'infini.

17.3.4 Principe du maximum et fonctions harmoniques

On vient de voir que les fonctions harmoniques étaient C*(R3). On a aussi :

Proposition 17.16 (Propriété de la moyenne.) Soit 2 un ouvert de R™ et u une fonction harmonique dans ).
Alors si B(ry, R) € Q, ou B(7y, R) est une boule de centre 7y de rayon R de frontiére Sg, on a :

(i) = Flm LR (i) don (17.46)

Autrement dit, pour v harmonique, la valeur de u en 1 est complétement déterminée par les valeurs de u au
bord Sg.
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Preuve. On sait que u € C*(Q), et il s’agit de montrer que :

1
{4rdo,uy = <ﬁdaR,u> (17.47)
On considére la fonction continue gp sur R3 :
1 1
- ——, sir=2R
gr@={ r RrR 7 (17.48)
0, sir<R
qui donne (voir le calcul de f. dans la démonstration de la proposition [17.13) :
1
AgR = ?dO'R —47‘(’50 (1749)
On en déduit (|17.47)). e

Corollaire 17.17 (Principe du maximum) Une fonction harmonique non constante dans ) atteint ses maxi-
mum et minimum au bord 0f.

Preuve. Soit uy; = u(rys) le maximum de u atteint en 7y;. La fonction v = u — ups vérifie v(7ar) = 0, elle est
harmonique et C*, et si elle n’est pas identiquement nulle on a v(7y;) < 0 dans une boule de centre 75, d’aprés
la propriété de la moyenne. Absurde, donc u = cste = uyy. .

Corollaire 17.18 Si u est une fonction harmonique qui tend vers 0 a I'infini dans R3, alors v = 0 dans R3.

Preuve. Soit ¢ > 0 et R tel que |u(7)| < € pour r > R. Et pour 7y donné, 7 est centre de la boule de rayon
75| + R, et 'inégalité de la moyenne donne u(7p) < 4-¢, et ce pour tout € > 0. Donc u(7) = 0. ua

Remarque 17.19 Démonstration alternative du principe du maximum. Soit 2 un ouvert borné de R™ sim-
plement connexe de frontiére T, soit u € C?(;R) t.q. Au = 0, soit m = supgz.p u(F), soit M = supz.q u(Z).
Comme € est compact, le sup est atteint dans Q. Supposons M atteint dans 2 : on a M > m et il existe o €
tel que M = u(Z). Soit d = supz gegn || — §l[r» le “diametre” de Q, et soit v : @ — R donnée par :

- o,  M=—m,
v(Z) = u(@) + WHJJ — Zol|fn- (17.50)
Comme ||7 — Zo||rn < d? et &y donne le sup de u on a :
M —m M+m
VZel 7) < ——d*= < M,
Z (&) <m+ P 5 (17.51)

U(fo) = u(fo) = M.
Comme v est continu (car w et la norme le sont), v atteint donc son maximum dans  (pas sur I') en un point
71 € Q. Comme v est C? (car u lest et ||Z—x0]|* est un polynéme du second ordre en 7) en le maximum 7; on a
dv(Z#1) = 0 et nécessairement %(i‘l) < 0 pour tout 4, donc Av(7) < 0. Comme ||Z—Zo||3. = 2 (x' —z)?,
on a A(||Z — Zo||3.) = 2n, et donc :

M — M —
mM=—m) _ ., n(M—m)
d? d?

Absurde puisque Av(Z;) < 0. Donc m < M est une hypothése absurde.

Av(Zy) = Au(Zy) + > 0. (17.52)

17.3.5 Retour a I’équation de Poisson
Corollaire 17.20 Si f € £'(R) alors la seule solution de I’équation de Poisson dans R? :
Au=f (17.53)
qui s’annule a I'infini est :
11
- F - ___ 17.54
u  f it f (17.54)

cette solution étant C* (R3 — supp(f)).

Preuve. Si Au = f alors A(fu — E # f) =0, et donc u — F = f est une fonction harmonique. Et si elle s’annule
a l'infini, elle est identiquement nulle d’aprés le corollaire précédent. un
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18 Annexe : topologie de D({2) et ordre d’une distribution

18.0.1 Algébre

e Un groupe (F, +) est un ensemble F muni d’une loi interne + (appelé addition quand un groupe sera complété
par une structure d’anneau), i.e. une application + : (f,g) € E x E — +(g, f) ="°% f+ge E,ie. t.q. f,ge F
implique f + g € E (stabilité), qui

(i) est associative, i.e. (f+g)+h = f+(g+h) pour tout f,g,h € E,

(ii) admet un élément neutre e € E, i.e. de € F t.q. e+f = f+e = f pour tout f € E (appelé élément nul
quand + est 1’addition),

(iii) tout élément f € F admet un opposé dans F, i.e. il existe g € E tel que f+g = g+f = e. Et cet opposé
est alors unique : si h est un autre opposé, alors g = (h+f)+g = h+(f+g) = h.
Et le groupe est commutatif (ou abélien) si f+¢g = g+f pour tout f et g dans E.

e Un anneau (E, +, *) est un groupe commutatif (£, +) muni d’une loi interne = : (f,g) e ExE — fxge E
(appelé un produit) qui
(i) est associative, i.e. (f *g)=h = f = (g h) pour tout f,g,h € E,
(ii) admet un élément neutre 6, i.e. I8 € E t.q. § = f = f # 6 = f pour tout f € E, appelé élément unité,
(iii) est distributive par rapport & +, i.e. (f +g)#h = f*h + g = h pour tout f,g,h € E.
Et un anneau est commutatif si f %« g = g = f pour tout f,g € E. Et dans un anneau, si l'inverse existe, il est
unique (méme preuve que pour un groupe).

e Un corps est un anneau t.q. tout élément # e (élément neutre de +) admet un inverse : Vf € E — {e}, 3ge FE
t.q. fxg=g=f =209. Et un corps est commutatif si c’est en particulier un anneau commutatif (noter qu’on
définit parfois un corps comme étant un “corps commutatif”).

e Un espace vectoriel (E, +,.) sur un corps K est un groupe commutatif (£, +) muni d’une loi externe . : (X, f) €
K x E— \.feFt.q.,sionnote 1 1’élément unité du corps K :
(i) 1.f = f, pour tout f € E,
(i) \.(f +g) = A\.f+ A.g, pour tout A € K et tous f,g € F,
(iil) (A 4+ w).f = Af 4+ p.f, pour tous A\, u € K et tout f € E,
(iv) (Ap).f = A(u.f), pour tous A\, u € K et tout f € E.
Ces 4 lois impliquent également que, si on note 0 ’élément nul du corps K :
(v) 0.f = 0 pour tout f € E, et
(vi) A\.e = e pour tout A € K, ou e est I’élément nul de (E, +), et généralement également noté e = 0.
e Une algébre A = (E, +, *,.) sur un corps K est
(i) un anneau (E, +, *),
(i) un espace vectoriel (E, +,.) sur K, et
(iii) A.(f 2 g) = (A\.f) =g = f+(\g), pour tout A € K et f,g € E (compatibilité . et *).
Et que cette algébre est commutative si (E, +, #) est un anneau commutatif.

Exemple 18.1 Algébre (R”Q, +, x,.) des matrices carrées n # n réelles est une algébre non commutative sur le

corps K = R des réels (et sur le corps K = C des complexes). un

19 * Annexe : topologie de D({2) et ordre d’une distribution

Cette annexe est hors programme, un résultat simple a retenir étant la proposition [19.10]: une distribution
ayant son support réduit & un point {a} est une combinaison linéaire (somme finie) de dérivées de d,.

19.1 topologie de D(Q)
19.1.1 Rappels

On rappelle qu’une fonction est continue sur € si elle est continue en tout point x € € :
VeeQ, Ve>0, Inge YyeQ, |z—y|l<m.=|f(z)-fy)|<e (19.1)

Par exemple, la fonction f(z) = L est continue sur ]0, co[.

On rappelle qu’une fonction est uniformément continue sur € si :

Ve>0, 3., Ve, Vye, |z—y|<n=|f(z)—fly)|<e (19.2)
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Par exemple, la fonction f(z) = 1 n’est pas uniformément continue sur ]0, oo[ : il existe £ > 0, on prend € = 1
par exemple, tel que pour un 7 quelconque, on peut trouver (il existe) x et y, et on prend y = 2x tels que
|z —y| <met|L -1 =]L2| = |L|>1:prendre z <7 avec z < 1.

Yy Ty x

Puis on rappelle que toute fonction continue sur un compact K y est uniformément continue et atteint son
sup et son inf. Et on note alors :

6
110 = sup |f ()] "= pro(f). (19.3)
xE
On désigne par C™ () ’espace des fonctions définies et m-fois contintiment dérivables dans 'ouvert €.

19.1.2 Norme sur C™(K)

Soit m € N et K compact < €2. Toute fonction continue étant uniformément continue sur un compact, on
munit C™(K) de la topologie de la convergence uniforme, i.e., on considére la norme sur C™(K) :

prm(f) = Z pro(f) (= Z 19 N0 )- (19.4)
j=0 j=0
En particulier, pxo = sup,cx |f(%)] = ||f]] est la norme de la convergence uniforme sur C°(K), et C°(K)

muni de cette norme est normé et complet : c’est un espace de Banach (normé et complet). De méme, les
(C™(K),px,m) sont des espaces de Banach.

Lemme 19.1 Soit K compact, soit € > 0 et soit K. = {x € R : d(x, K) < €} (voisinage compact de K ). Alors
si p € CO(K,) alors :
ol < M@l + el e (19.5)

Preuve. Pour x € K. et 79 € K t.q. 79 € B(x,¢) (toujours possible par définition de K.), il existe c € [z, 7]
t.q. (théoréme des accroissements finis) :

lo(@)] = le(xo) + (z — 20)¢' ()] < llepll k0 + £l

19.1.3 Topologie et distance sur C*(K)

Soit K compact C . L’espace C*(K) = ),y C™(K) est muni de la famille de normes (px,m )men qui lui
confére la structure d’espace métrique complet pour la distance :

a(f,9) = 3 - min(L prem(f — 9)), (19.6)

m
meN 2

mais C”™(K) n’est pas un espace normé complet : il n’existe pas de norme qui le rende complet (complet
uniquement pour des distances).

19.1.4 Topologie et distance sur C" ()

Soit Q2 un ouvert de R™. On a {} = U K.
K compact <2
OnaC™(2) = C™(K), et dans C™(2) on considére la famille de semi-normes (px,m) ik compact Q-

K compact <2
On considére alors (C™(Q2), (Px,m) K compact =), 1-e. C™(§2) muni de la famille de semi-normes (px m ) Kk compact c-
La convergence d’une suite (¢;);en de C™(2) vers une fonction ¢ € C*(12) s’exprime donc comme : pour tout
K compact < Q, on a (9;);jen converge vers ¢ dans C"(K) (ou on a implicitement considéré les restrictions
a K), ie. :
VK compact € Q, pg.m(¢¥; —1¢) — 0 (19.7)

J—oo0

Plus simplement, si (K)ren est une suite croissante exhaustive de compact de Q (telle que Ky © K41
et Jpen Kk = ), on considére les py p, =def DK, m, €t on dispose ainsi d’une famille de normes (P m)ken

dans C™(Q). D’ou la distance sur C™(£2) (comme en (|19.6)) :

d(fa g) = Z %min(lapk,m(f - g)) (19-8)

keN

Et C™(Q) a ainsi une structure d’espace métrique complet.
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19.1.5 Topologie et distance sur C*(2)
On munit C*(Q) de la famille de semi-normes (px,m) K compact < La convergence d’une suite (;) de C™ ()
vers une fonction ¢ € C* () s’exprime donc comme :

VK compact € Q, VYmeN, pg,(Y;—1¢)—0 (19.9)

JjoL

Et C*(Q) a ainsi une structure d’espace métrique complet (mais il n’y a pas de norme qui le rende complet),
voir par exemple ’annexe Espaces de Fréchet dans Bony [2] ou voir Zuily [I5] chapitre 1).
Plus simplement pour C™(£2), si (Kj)ren est une suite croissante exhaustive de compact de €2, on considére

les pi,m =def PKy,.m, €t on dispose ainsi sur C*(€2) d’une famille de normes (pg.m )i men. Et quitte & prendre
k = m, on pose p,, =9¢f Dim,m, €t on déduit une distance sur C™(2) comme en 1'

A(F,0) = 3 g min(Lpn(f — 9)). (19.10)

meN

19.1.6 Topologie et distance sur D(Q)

On prend pour topologie sur D(€2) celle induite de C*(€2), i.e. on considére ’espace topologique (D(Q), (px m) K compact <)
meN
(qui est donc métrisable, cf. (19.10)). Mais ici avec I'avantage :

D(Q) = U o m), (19.11)

K compact <2

car si p € D(Q), alors suppy € Q et donc ¢ € C*(suppy) avec suppy compact dans €.
La convergence dans D(Q2) pour cette topologie s’exprime alors simplement comme : une suite (¢ )nen
de D() converge vers ¢ € D(Q) ssi :

1) supppe K, et VYneN supp(p,)c K,
2) VmeN, prml(on—¢) — (dans R),

n—>o0

1K c Q, K compact t.q. { (19.12)

of. (19.9).

19.1.7 Relation avec la topologie sur S

La topologie sur S a été définie & I’aide des semi-normes py, ¢, cf. (11.7). Et donc la topologie de S est plus
restrictive que la topologie de D(R) qui se “contente” des semi-normes Py ,,. Donc si on converge au sens de S,
alors on converge au sens D(R).

19.2 Définition des distributions

La définition [3.5]s’écrit alors aussi (ayant une topologie sur D(£2) et donc des applications continues D(Q2) —
R et avec D(Q2) donné par (19.11) :

Définition 19.2 On appelle distribution 7" tout élément de £(D(2),R) = D’(Q) ensemble des formes linéaires
continues sur (D(Q), (P, m) & compactca ). Le. :
meN

VK compact c Q, dImgeN, ICx >0 t.q.:

Ve € D) verifiant swp(e) © K, KT 9| < Crpromele)
(Sur tout compact K, I'image T'(¢) € R est bornée par un antécédent.)
Le., toute fonctionnelle T': D(2) — R linéaire telle que (continuité en 0) :
T(p) — 0. (19.14)

p—0 dans D(Q2)
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19.3 Ordre d’une distribution

Définition 19.3 Lorsque m peut étre choisi indépendamment de K, on dit que la distribution est d’ordre fini,
et le plus petit de tels m est appelé I’ordre de la distribution. Sinon la distribution est d’ordre infini. Donc, une
distribution est d’ordre fini ssi :

dmeN, VK compactc €, ICx >0 t.q.:

19.15
Yo € D(Q) vérifiant supp(p) € K, [T, ¢)| < Ck pi,m(¥), ( )

et lordre de la distribution est le plus petit des entiers m satisfaisant (19.15]).

Exemple 19.4 Une fonction f € L'(R) définit une distribution T d’ordre 0 puisque pour tout compact K et
toute fonction ¢ € D(R) on a {,. f(z) ¢(x) dx < ||f||L P o(p)- o=

Exemple 19.5 Puisque (o, ¢) = ¢(0) < 1pk,o(yp), la masse de Dirac définit une distribution d’ordre O .
Et la dérivée de la masse de Dirac définit une distribution d’ordre 1.

Et la distribution », _ 5(()k) est d’ordre m.

Et la distribution ], 6,(€k) est d’ordre infini.

(k)

(Noter que la quantité >, d; ne définit pas une distribution : prendre une fonction qui au voisinage

de 0 vaut o(x) = €* et pour laquelle (3, 5(()k),<p> = Dien 1 = 0. Clest également une conséquence de la
proposition suivante.) .

Proposition 19.6 La somme d’une distribution d’ordre m et d’une distribution d’ordre n est une distribution
d’ordre < max(m,n).
Si T € D'(Q) est d’ordre m alors T' est d’ordre < m + 1.

Preuve. Soit S d’ordre m et T' d’ordre n, avec m < n. Comme pg m (¢) < pi,n (@) on déduit (S, p)|+ KT, p)| <
Cpr.n(p) (détails & écrire).
Soit T d’ordre k. On a |KT", ¢)| = KT, ¢">| < Ck pr.m(¢’) = KT, ¢")| < Ck pi.m+1(p) (détails & écrire).
SiT =Ty avec f € C" alors Ty est d’ordre 0 et (Ty)' = T{;+y est aussi d’ordre 0 : I'inégalité n’est pas stricte.
Si T = 4y, distribution d’ordre 0, alors T' = §{,, distribution d’ordre 1 : I'inégalité est optimale. .

Exemple 19.7 Soit f € C*(R). Soit H, = 1f, [ la fonction de Heaviside en a. Alors la distribution (T, )’ =noté (£ ) =

f'Hy + f(a)d, est une distribution d’ordre 0.
Et (Tru,)" = (Tpu,) + f(a)d, est une distribution d’ordre 1. o
19.4 Distribution & support compact

Proposition 19.8 Toute distribution T' € £'(Y) (a support compact dans Q) est d’ordre fini : il existe m € N
tel que pour tout voisinage compact K de suppT’, on a :

ICk >0, YpeD(Q), KT,p)| <Ckprm(p). (19.16)

Preuve. On a avec ((19.13)) : si K < Q et K compact, il existe Cx > 0 et mg t.q. :

Vo e D(Q) t.q. supp(p) € K, KT, )| < Ck Pimx (¥) (19.17)

Montrons que mg est indépendant de K (contenant supp(7T)).

o
Soit A un voisinage compact de supp7, et soit A. un voisinage compact de A (donc suppT 21 cAc A,).
Soit x. € D() t.q. suppxe € A et x.(x) =1 sur A..
Soit ¢ € D(). On a ¢ — xp = 0 sur A, voisinage compact de suppT’, et donc (T, — xp) =0, i.e. :

(T, ) = (T, x=9)-

On a x.p € D(Q) et supp(xep) < A, et donc :

KT, xeo)| < Cpama(xep)-

Et avec la formule de Leibniz, on a pour a < my :

[

10¢9) @ la e < Z L X ol a0 € Desapaale),
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ot D., est une constante qui fait intervenir les coefficients binoniaux et les ||X§j )||, pour j < a. Et donc,
comme D. 4 pa,a(9) < Deapama(p) pour a <my :

ma
KT, @)l = KT, XP)| € Eeoma Pama(p); 0t Eepy = Y Dea.
a=0

Et donc :
Vo e D(Q), KT,¢)| < EemyPamal®p) (19.18)

Donc si K est un compact quelconque dans 2, on a :
Yo € D(Q) vérifiant supp(p) € K, KT,y < Ecmapam(®), (19.19)

puisque (|19.18) est vrai sans hypothése sur suppy. Donc T est au plus d’ordre m 4. .

Corollaire 19.9 Soit T € £'(2) et soit m son ordre.

si p € D(Q) est t.q. Yo < m, wl(fu)ppT =0, alors {T,p)=0. (19.20)

(Si ¢ et ses dérivées o(® pour o < m sont nulles sur suppT’, alors (T, ) = 0.) (Vérification immédiate pour les
masses de Dirac et leurs dérivées.)

Le cas particulier des distributions & support réduit & un point est donné par :

Proposition 19.10 Les distributions ayant leur support réduit 4 un point {a} sont des combinaisons linéaires
(somme finie) de dérivées de 4.

Preuve. Une telle combinaison linéaire s’écrit Z?:o Cj5¢(1'] ) (somme finie) et & son support réduit a {a}. Réci-
proquement, soit T € D'(R) avec suppT = {a}. Alors T est d’ordre fini car T est & support compact. Soit m
son ordre.

On considére le développement de Taylor de ¢ a 'ordre m au voisinage de a :

plz) =) E= 0)(a) +r(a) (19.21)

ot r € D(R) s’annule en a ainsi que toutes dérivées jusqu’a l'ordre m et donc {T,r) = 0 d’apreés le corollaire
précédent. On en déduit que, pour ¢ € D(R) :

(T,p) = i ©Y) (a)T, (x;,a)j> +0, (19.22)
i=0 '
soit :
k .  (z—a)
(T, 0y = c;69 ) ont ¢ = (=1)(T, > (19.23)
j=0 :
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