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2 Convolution

2.1 Notations f et 7, f

Définition 2.1 Pour f: R — R, on définit f: R — R par :

f(@) = f(-=). (2.1)

Autrement dit fz fogoug(xr)=—ux.
(Le graphe de f est le symétrique du graphe de f par rapport a “l’axe des y”.)

Définition 2.2 Pour f: R — R, et ¢ € R on définit la translatée 7.(f) ="°% 7.f de f par :
Tef(x) = f(z — o). (2.2)

Autrement dit 7.f = f o h. ol he(z) =z —c.
(Le graphe de 7.f est le translaté du graphe de f de ¢ : en particulier (7.f)(c) = f(0).)

Exercice 2.3 Montrer que :

of =7_J. (2.3)
Autrement dit, les opérateurs et 7. ne commutent pas pour ¢ # 0 : (To7.)(f) = (7—c o )(f).
Réponse. ;c?(x) =ref(—z) = f(—x—c) = f(z +¢) = 7_.f(2). un
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Proposition 2.4 Pour f : R — R et pource R, on a :

suppf = —supp/f, supp(7ef) = suppf +c, supp(7ef) = —suppf + c. (2.4)

Immeédiat sur un dessin. En particulier, si suppf < [a,b] ot a < b, alors :

~

supp(f) [_ba _a]v supp(7..f) © [a+ca b+c]7 Supp(ch) < [_b+ca —a+c]. (2.5)

Preuve. Pour f : on a {z : f(z) # 0} = {x : f(—x) # 0} = {—y : f(y) # 0}, d’ot, en prenant
I’adhérence, suppfz —suppf.

Pour 7.f :ona {z: 7.f(z) #0} ={z: f(x —c) # 0} = {y +c: f(y) # 0}, d’on, en prenant
I’adhérence, suppr.f = suppf + c. .

2.2 Définition de la convolution

On rappelle que si f, g : R™ — R sont deux fonctions (mesurables), alors f # g : R™ — R est la
fonction donnée formellement par :

(Fe9)@) = | soa—nd=| e (2.6

intégrale qui dépend du paramétre x. En particulier, si f,g € L?(R) alors pour chaque x on a
729 € L*(R) (car §, g lg(x —t)]2dt = §__; |9(s)|]* ds < 0), et donc :

(f=9)(@) = (f, ) L2(r)-

Dans la suite, pour simplifier la présentation, on considérera essentiellement le cas R™ = R.

Exemple 2.5 Si f € L'(R) et g = 1g, on a (f # 1g)(x) = {; f(t) dt = constante, et donc l’apph—
cation f — f = 1g est la fonction “aire sous la courbe f” (1ndependante de z). ua

Exemple 2.6 Si fe L'(R) et g =11y =klpa 1q,ona (f=g)(z) = kS

moyenne de f & travers une fenétre de largeur % centrée en x”. Dessin.

La “mesure” d’une fonction f & travers un appareil d’une certaine précision est une application
de type My : f — My(f) = f = I, avec donc My (f)(z) approchant f(x), approximation d’autant
meilleure que k est grand, i.e. que Pappareil est précis. L’appareil idéal (de précision parfaite) est

w = My (f) = f(z), soit My, = &, voir plus loin. o

2 f(z—t)dt = la “valeur

?r

Proposition 2.7 Quand elle est définie, 'opération = est distributive et commutative :

gef=[fxg, frlgr+Ag2)=fxgi+Af*go, (2.7)

d’ou le nom de “produit” (commutatif) de convolution. Et on a :

frg=1xg, et 7a(frg)=(7af)xg=f*(Tag) (2.8)
Et :
(f et g paires) ou (f et g impaires) = f % g paire,
: o S . L (2.9)
(f paire et g impaire) ou (f impaire et g paire) = f = g impaire.
Preuve. (fxg)(x) = {5 f(t)g(z—t)dt = {5 f( (u) du = (g+* f)(z) donne la commutativité. Et
la distribut1v1te resulte de la dlstrlbut1v1te de la multlphcatlon de R et de la linéarité de 'intégrale.
Puis (f * §)(z) = { f( —x + t)dt = SR w)g(—z —u)du = (f * g)(—=x).

fPUiS Ta(f fg)( x) = (f (x—a) = f()g(x —a—t)dt = §g f(t)rag(z —t)dt = (f * Tag)(z)
et frg=g=].

Puis (f # g)(—x) = {5 f(t)g(—x —t)dt : si g est paire, alors (f * g)(—z) = {5 f(t)g(z +t)dt =
§g f(—u)g(x —u)dt, dou si f est paire alors (f * g)(—z) = (f * g)(x), et si f est impaire alors
(frg)=z)==(frg)(x);et frg=g=[.
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Proposition 2.8 Pour f,g: R — R, la fonction convolée f * g vérifie (quand elle a un sens) :

supp(f # g) € suppf + suppg. (2.10)
Preuve. Ona (f+g)(x) = | f(t)g(x — 1) dt J FOma(t) dt.
teR tesuppf (\supp7= g

Cas simple : suppf = [a,b] et suppg = [¢,d], avec a < b et ¢ < d, donc suppf + suppg =
[a+c, b+d]. Et suppT:§ = [—d+x, —c+z], donc suppf (supp7.d = [a,b] N [~d+x, —c+z], donne
suppf [ \supp7.g = & ssi soit @ > —c+z soit b < —d+z, i.e. ssi z < a+c ou x > b+d. Donc
suppf [supp7.g = & dés que x ¢ [a+c, b+d], donc supp(f * g) € suppf + suppg.

Cas général : on a (f # g)(z) = 0 dés que suppf[\supp7.g = &. Et It € suppf [ |suppr.g
ssi 3t € suppf et t € x — suppy, i.e. ssi It € suppf et x € t + suppg (< suppf + suppg). Donc si
x ¢ suppf + suppg alors suppf [ |supp7.g = & donc (f * g)(z) = 0. Donc {z : (f = g)(z) # 0} <
suppf + suppg. D’ou ([2.10). ua

Remarque 2.9 Rappel : la somme de deux fermés n’est pas nécessairement un fermé : prendre
F=N'={n neN'}et G={-k+4, ke N*} quidonne F+G = {n—k+ ¢, k,n € N*}.
Ici R — F = Upene] — non+1[ et R — G = Upenx] — k + £, —k+1 4+ 5[ sont des ouverts (union
d’ouverts), donc F et G sont fermés, mais F + G contient la suite (3 )gen+ qui converge vers 0
dans R, avec 0 ¢ F' + G, donc F' + G n’est pas fermé.

Rappel : 1la somme d’un compact et d’un fermé est un fermé : soit K compact et G fermé, soit
(zn) une suite dans K + G qui converge vers z dans R. Montrons que z € K +G. On a z,, = k,, +¢gn,
et quitte & extraire une sous-suite, on a k, — k dans K. Donc g, = 2z, — k, € G converge vers

z — k, avec G fermé, donc g —déf , _pe G,donc z=k+ge K+ G, donc K + G est fermé. an

2.3 Stabilité par convolution : L'(R) = L’(R) c LP(R) pour 1 < p < o
Proposition 2.10 Si f,g € L*(R) alors |f| = |g| € L*(R) et f + g € L'(R), avec :

£ gl < N1l llgll (2.11)
Preuve. On a, si ¢a a un sens :
||f*g||u=j I(f*g)(:v)ld:v=J |J f — t)g(t) dt| de.
z€R xR teR (212)
< f ER(LERU@: D) 9(t)] dt)dz L€R<|f| 9)(@) dz

Comme f et g sont dans L'(R) la fonction f®g : (z,y) — f(x)g(y) (fonction & variables séparées)
est dans L!(R?). Et on peut appliquer Fubini :

0 > || fllz|lgllrr = f |f ()] g ()] didy = J |f(z—1)]|g(t)] dtdz,
(y,t)eR? (x,t)eR?
ol on a utilisé le changement de variable F : (y,t) € R? — F(y,t) = z=Fi(y,t) =y+t ’
t= FQ(yat) =1
oF  on 11
diffeomorphisme de R? dans lui-méme, de jacobien det 88}’2 6‘152 (y,t) = det ( 0 1) =1 qui
Dy ot
donne (dtdy) = |1| (dtdx) = (dtdx). D’ou ||f = g||p: < ||f||L£1j||g||L1 < o0, i.e. (ZII). wa

Exercice 2.11 Montrer (2-I1)) a 'aide du théoréme d’intégration de Tonelli (cours d’intégration).

Réponse. Rappel de Tonelli : si la fonction h : 1 x Q2 — R satisfait aux deux hypothéses :
f |h(z,y)|dy <00 p.p.x et J <f |h(z,y)| dy) dx < oo (2.13)
YyEQ2 e yeQy

alors h € L'(Q1 x Q2), et alors on peut inverser I'ordre d’intégration (Fubini).
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Ici on pose h(t,z) = |f(t)||g(xz — )| et on vérifie les hypothéses : commencant par intégrer en = a t
fixé, il vient, & t fixé :

LRIf(t)I lg(z —t)|dz = If(t)l(f lg(z —t)dz) = If(t)l(f lg(w)ldy) < [fOllgllh < o0, (2.14)

Tz€R yER

puis :

| 1solliglae <ol | 1slde< gl 171 < 0 (2.13)

teR teR
D’ou le résultat. .
Exemple 2 12 ft) = (t) = e g, (t). On a §, |f(t)]dt = So etdt =1 < w,et f,ge L}R).
Et (f # = {petlp, (e @ D1g, (z—t)dt = {,_ o ete=@ Vg, (z)dt = e ~"1p, (v)dt =
xe‘”1R+( ) 1ntegrable sur R donc on a blen frge LY (R). n

Exercice 2.13 Montrer que si f,g, h e L*(R) sont positives et f <g,alors fxh<g=h.
Réponse. On a (f = = fOh(xz —t)dt < §, g(t)h(z —t) dt = (h * g)(2). un

Remarque 2.14 L’inégalité ([23]]) obtenue est une inégalité ot & gauche on a de fait une intégrale
double, cf. ZI2)), alors qu’a droite on a un produit des deux intégrales simples.

En particulier, ||f = g||1 (calcul d’une intégrale double) n’a rien & voir avec le produit ||fg||:
(calcul d’une intégrale simple) qui en général n’a pas de sens pour f et g dans L(R).

) 1

Par exemple, f et g données par f(t) = g(t) = %1]0711 sont dans L'(R) (car So |ﬁ|dt =

[2Vt]§ = 2 < o), mais (fg)(t) = %1]071] n’est pas dans L!(R). Alors que f * g donnée par
1 1 . o e

% g)(x) = R) : cette fonction est définie p.p., et plus précisément

(f *g)(x) St \/m m (R) p-p p p

pour tout « € R*, et n’est pas définie en =0, mais ce n’est pas génant puisque, ici, seul le caractére
intégrable (au sens de Lebesgue) nous intéresse (notion de presque partout) : autrement dit on a
LY(R*) = L*(R) car R* = R — {0} et I’ensemble singleton {0} est négligeable pour la mesure de

Lebesgue . En particulier, on a vu que {3 | f # g|(z) dz < || f|[1]|g]]1 < . o

1

On rappelle que g € LP(R) ssi |g|? € L', et qu’alors ||g]|, = (|| |g*||1)? = (§g lg()[? dac)% est
une norme dans LP(R), cf. cours intégrale de Lebesgue.

Proposition 2.15 Soit p € [1,]. Soit f € L'(R) et g € LP(R). Alors f = g € LP(R), autrement
dit L*(R) = LP(R) < LP(R), et on a :

1S = gllp < 1 f111llg]lp- (2.16)
Preuve. Le cas p = 1 vient d’étre traité, et le cas p = o0 est immédiat car alors |(f = g)(z)] <
1911 §g |£(£)] dt. Supposons donc 1 < p < 0.

On va utiliser I'inégalité de Holder : soit ¢ I'exposant conjugué de p, donné par % + % =1;
quand a € L7 et B € LP alors a3 € L' (R) et ||aB||1 < ||a|lql|B]lp (voir cours d’intégration). On a :

j |f|(t>|g|<x—t>dt=f |17 (D117 (0)]g](x—t) dt (2.17)
teR teR

On pose a = |f|§ € LY(R), donc o? = |f| e L'(R).

A 2 fixé, on pose Bu(t) = |F(O]} llgl(z—t), done B ()" = |F(@)llgl(a—t). Bt §,_p Bu(t)? di =
Sicr [£1(t) |g|P(z—t) dt = (|f| * |g|P)(x) est bien défini car | f| € L'(R), [g|? € L'(R), cf. (ZII). Donc
Bz € LP(R). Donc (Holder) :

J |f|%<t>|f|%<t>|g|<x—t>dt<<f |f|<t>dt>%<f FlO)lglP -ty i)
teR teR teR

(2.18)
= 11 (11 lgP") @)
Donc, avec (217) :
((F1+ laDPP@) < AN 1061 * lgl) (). (2.19)
Dot |(f * g)|P est dans L'(R) avec :
117 # gl < A1 111 0 g1 (2.20)
Comme 1+ £ =p, on a Z.1I6). (Démonstration similaire dans R".) wa
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2.4 Dérivation et convolution

Proposition 2.16 Si f € L'(R), si g € LP(R) pour un p € [1,0], si g est dérivable dans R, et si
g € L"(R) (i.e. ¢’ est bornée), alors f = g est dérivable dans R et :

(f=g9) =f=g" (2.21)

Preuve. Les hypothéses indiquent que f * g et f # ¢’ ont un sens.

d

(221)) signifie — ( ft)glx—t) dt) = f 9 (f(t)g(a:—t)) dt. C’est vrai grace au théoréme
dz \Jer ter O

de convergence dominée : 'intégrant h(z,t) = f(t)g(x—t) est dérivable en x (car g est), de dérivée

%(Jc,t) = f(t)g'(x —t), et |%(m,t)| < gl f @), avec ||¢'||]f| € L*(R) fonction dominante
intégrable indépendante de . =n

2.5 Stabilité de L; (R) par convolution “bornée”

Le résultat suivant sera généralisé & la convolution des distributions.

Proposition 2.17 Soit f,g€ L}, (R).

1- Si suppg est compact, alors f = g€ L} (R).

2- Si suppf et suppg sont tous deux limités & gauche (ou tous deux limités a droite), alors
f *g € LlOC(R)

3- Les hypotheéses f € L}, .(R) et g € L' (R) sont insuffisantes.

Preuve. Pour tout o < 3 on veut f*g € L'([a, B]), i-e. S Sf:a lg(@)f(z —¢)|dt)dz < o0. On a:

B B b
| @i < [ (] lowse=-nlands (2.22)

T=« T=«

1- g & support compact, donc il existe a,b € R t.q. supp(g) < [a,b] et g € L*(R). Pour inverser
Pordre des intégrations dans (2:22)), appliquons le théoréme de Fubini-Tonelli.

Atfixe, 7 |g)f(x —t)|dx = |g@)| O_, |f(x — t)| da = |g< IS O ()l dy < o car f e

L} (R).Et pourte€ [a,b]lonaa—t = a—bet 3—t < —a, donc {7 o t|f( )| dy < f;z_b|f(y)|dy
t=

loc

B—a

b B b b S-a
Done [ [ lasa=tldear< [ ol [ 1rwldyae= [ jaold | il <

w car f,g € L}, .(R). Donc on peut échanger I'ordre des intégrations dans ([2.22) :

B b 3 b B—t
| eo@iae< | o] ie—olama=] ol ol
b B—a B—a
<[ ot S@ldyde < lgller [ 1rw)ldy <o
t=a y=a—b y=a—b

Vrai pour tout a, 3, donc f = g est L}, (R).

2- Supports limités a gauche : il existe a,b € R t.q. suppf < [a, o[ et suppg < [b, ®o[. Donc,
pour z € R, on a supp7,g <] — 0, —b+z]. Donc suppf [ suppr.gd < [a, —b+x], et avec Fubini on a :

B B b+z b+5
f I(F * g)(x)| d < f f ()] dt de < f J gz — )| dt da
N b+6 b+6
J J :c—t)|da:dt—J J y)| dy dt
t= =«

—b+p8 —b+p8 B—a
j j o) dy dt < f (7 (1) dt j l9(9)] dy,
t= =a+b— B t=a y=a+b—p

fini car f et g sont L} (R). Idem pour supports limités & droite.

loc
3- On prend f(t) = e™* sur R et g(t) = e 'lg, (t) donc g € L*(R); alors (f # g)(z) =
§p o) fla—t)dt =§ e~te=@Ddt = [ e™ dt = .
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2.6 Reégularisation par convolution
2.6.1 Régularisation d’une fonction L} (R)
On rappelle que si 2 est un ouvert dans R, D(Q) = {f € C*(R) : suppf compact}.

Proposition 2.18 Si f € L} (R), si ¢ € D(R), alors f * p € C*(R).

loc

Si de plus suppf est compact alors f = v € D(R).

Preuve. (f#@)(x) = §, ¢ f(t)p(z —t)dt est une intégrale qui dépend du parametre z. Appliquons
le théoréme de convergence dominée : notons h(x,t) = f(t)p(x —t). A t fixe, I'intégrant h(t, ) est
C* en z puisque ¢ l'est, de dérivée k-iéme en z vérifiant |%(ﬁ, )| = |f()] |e® (z —1t)] < Cr|f ()]
ot Cr = [|¢M]]o0.

1- Cas f € L'(R) (plus simple & rédiger) : %(t,xﬂ est bornée indépendamment de z par la
fonction Cyf € L*(R), d’ott f * ¢ est C* pour tout k (et on peut dériver sous le signe somme).

2- Cas f e L}, .(R). Ici f ¢ L'(R). Soit 2o € R. Montrons que f * ¢ est C* en zy. Comme ¢ est

a support compact, Ja,b € R t.q. supp(yp) < [a, b], donc, pour = € R, supp(7,¢) € [—b+x, —a+x].
Donc pour tout z €]Jag—1, zo+1[ (voisinage ouvert de o) :

supp(7x$) © [—b+zo—1, —at+zo+1] noté g
Donc pour tout = €]lzg—1,zo+1[, avec Cj = ||o®)]| :

OFh
h(z,t) = fO)p(e—t1x(t), |55t 2)] < Cel f(O1x ()],

majoration indépendante de z €]wg—1,z0+1[, et avec flx € LY(R) car f € Li (R) et K est

loc
compact. D’ott f * ¢ € C¥(Jwg—1,z0+1[), en particulier en x¢, ce pour tout zo et tout k.

Et si suppf est borné, alors supp(f * ) est borné, cf. (ZI0), donc f = p € D(R). oa

Exercice 2.19 Montrer quesi f € L}, (R), si g € C*(R), si suppf et suppg sont tous deux limités

a gauche (ou tous deux limités & droite), alors f = g € C*(R). ua
2.6.2 Suite régularisante ou approximation de I’identité

Définition 2.20 Une fonction intégrable f est dite de masse unité ssi § f(z) do = 1 (souvent défini
avec ’hypothése supplémentaire f > 0).

Définition 2.21 On appelle suite régularisante une suite (¢g)n+ de D(R) telle que :
or(r) 20, VzekR,
(p0) < -3, 7]
Supp{®¥k AN (223)
J or(z)de =1 (masse unité).
R
Définition similaire dans R™ ou [—%, %] est remplacé par la boule de centre 0 et de rayon %

(On verra que (¢k)y* approxime la masse de Dirac au sens des distributions, et la masse de
Dirac est I'identité du produit de convolution, d’ou le nom “approximation de I'identité”.)

Soit ¢ la fonction de D(R) définie par :

1
C(l‘) _ eXp(_l_xg)v Va E] _]-al[a (2.24)
0, Vo ¢]—1,1[
On pose :
7 (x) ¢(z) puis ve(x) = kv (kz), k=1 (2.25)

ISP

Proposition 2.22 La suite (7 )ren+ est une suite régularisante.
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Preuve. Comme ¢ = 0, 0on a y; = 0.
Comme ¢ > O et C non identiquement nulle, on a ||§||L1 = § [¢(@)] dz = {5 ¢(x) dz > 0.
Donc { v1(z) HCH §z C(x = WHCHLl =
Donc §i, v (z) dz = SRk'Yl (kx) da: =) dy=1.
Comme’yl>Oetk>00na'yk>0
Et 71 (z) # 0 ssi k €] — 1, 1[. Donc 7y (z) # 0 ssi kz €] — 1,1[. D’ott supp(vi) = [~ 1, +]- wn

2.6.3 Régularisation C” d’une fonction 1f,

Proposition 2 23 Soit a < b. Soit (pr) une suite régularisante. Dés que k est assez grand, a
savoir dés que < b , la fonction 1p, 4] * 1, € D(R) vérifie, pour v € R :

0 < (Lpap) * r)(z) < 1,
1 1
(Ifa,0) * 1)(2) = 1 pour € [a+-, b—-], (2.26)
1 1
supp(lpa,p) * 0x) = [G—E,bJrE]-
(Et on conserve ce résultat si on ouvre lintervalle ]a,b[.)
Cas particulier (vr) = () donnée en (225) : de plus p(a) = (b)) = %

Dans R” la fonction 1x * ¢, est egalement dans D(R™), avec 0 < ¢ < 1, avec supp(yp) <
K + B(0, 1), et avec p = 1 sur K — B(0, ), oul B(0, 1) est la boule unité de centre 0 et rayon z

Preuve On a ¢ = 141 *or € D(R), cf. prop.2ZI8 On a suppm(%) = [z—b,z—a] et suppyy =
[—+, +], donc :

() = J or (07 (L) () dt = f ou(t) dt, (2.27)

te[z—b,x—alN[—%,%]

et la fonction ¢y est positive d’intégrale SR pr=1Dou0<p<<1.
Etsiz—b> 1 ousiz —a < —4, alors p(z —Sg =0, d’ou supp(y) € [a — £,b+ 7]
Etsiz—b<—fetsiz—a> 4, alors [z — b,z —a] < [—1, 1], donc p(z) = 1.
Cas particulier (¢r) = (&) : on a p(a) = Sue[a bol A= 1,117 i (u) du = Sue[;—},o] Vi (u) du = 3,
dés que + < b —a, car 7 est paire et Sue[_%%] Vi (u)du = 1. Idem : p(b) = 1.
Exercice dans R™. =

Exercice 2.24 Donner une fonction f € D(R) telle que f = exp sur [—1,1] et 0 < f < exp sur R,
ot exp : x — €* € C*(R) est la fonction exponentielle.

Réponse. On “tronque de maniére réguliére” la fonction exp : on pose g = 1[_3 2] * 1. Avec (Z26) on a
g € DR) et g(z) = 1 sur [—1,1] et 0 < g(z) < 1. Cette fonction g est notre fonction de “troncature
réguliere”. On pose f(x) = exp(z)g(z) : la fonction f convient, car produit de deux fonctions C* (R), donc
est C”(R), et suppg est borné, et trivialement suppf < suppg, donc f € D(R). un

Corollaire 2.25 Soit a < b € R, soit ¢ < d € R. Si [¢,d] <]a,b[ alors il existe une fonction
¢ € D(]a,b[) qui vaut 1 sur [c,d], et telle que 0 < ¢ < 1. (Dessin).

Dans R™ : si Q est un ouvert de R™ et K un compact tel que K c €, alors il existe une fonction
p € D(Q) qui vaut 1 sur K et telle que 0 < p < 1.

Preuve. Soit (7;) une suite régularisante. Soit ¢ = 1 min(c—a,b—d) (dessin), soit e = c—¢ et

f = d+e. Soit k t.q. % < fge et % < e. La fonction ¢ = 1[4 * ¢} convient, cf. proposition
précédente.

Dans R™ : soit K = suppy et soit ¢ = d(K,R"—Q) > 0 la distance de K a R"—Q. Soit
K. =K + B(0,%)... on continue comme précédemment avec la fonction ¢ = 1, # . wn
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Corollaire 2.26 Soit (yy) une suite régularisante. Soit xo € R.
1- Soit f € C*(R). Alors pour r € R et k e N* t.q.% < r, la fonction produit :
fr,k d:eff (]-]zofr,zowtr[ * CPk)v (228)
est dans D(R) et est égale & f dans un voisinage de x¢. Plus précisément on a f,, = f sur
Jzo—r++,zo+r—1[ avec suppfr Cloo—r—1, zo+r+7[.

De plus, si f est bornée, alors ||f — frillw < ||f]]eo-

2- Plus généralement, soit € > 0, et soit f € C*([xg—¢, xo+€]). Alors pour r € R et k € N* t.q.
0<r< % et % <r,ona frr € DR) et frr = f dans un voisinage de xy. Plus précisément on a
fre = [ sur Joo—r+4, zo+r—1[ avec supp fr. Cloo—r—1, zo+r+1[-

3- De plus, si f est bornée, alors ||fl‘,k||Lw(]I0*8,xo+8[) < ||f||L°‘(]zofe,zo+e[)-

Ainsi que ||f = fr Lo (eo—e,z0+e) < fll2o(eo—c,zo+el)

Preuve. 1- Soit ¥rx = ljgg—rag4r[ * Pk On a ¥ € C*(R), donc f, € C*(R).. Soit I_ =
leo—r+4,z0+r—1[ et soit Iy =]zg—r—4,z0+r+4[. On a ¢ = 1 dans I_, donc fp = f
dans I_ et ., = 0 dans I, donc f,, =0 dans R — I;. D’ou 2-.

3- Bt 0 < Ly raotr] * Px < 1, donc 0 < |fr k(@) < [f(z)] et [f(z) — fru(x)] < |f(2)].

Exercice 2.27 Soit f en escalier avec suppf borné. Soit (¢x)y+ une suite régularisante. Alors
pour k assez grand on a f = o € D(R) avec ||f * orllo < ||fllw et 1S — F = vkl < || f]]o0-

Réponse. Ici In € N*, Jay,...,an,c1,....,cn € R avec a1 < ... < an, f = Z:.L:_ll ¢il{a;,a;4,1- On prend
L]

+ < min; (X55="1). Et f * ¢ vérifie les propriétés demandées (démarche de la prop. Z23)). un

2.7 D(R) est dense dans LP(R) pour 1 < p < ©
2.7.1 Convergence LP et convergence p.p. des régularisées

Proposition 2.28 Soit g = 1[4, avec a,b € R, a < b. Soit (px)ken une suite régularisante.
1- Pour 1 < p < w0 on a la convergence dans LP(R) :

Ok * 1[a,p) e l[a dans LP(R), (2.29)

Le. a0 = n * Uappllie) — 0.
Pour p = o0 (cas L*) c’est faux.

2- Pour 1 < p < o on a la convergence simple presque partout :

ok * 11g 5] e liq,5] Presque partout. (2.30)

3- On conserve ces résultats pour g = 3, ; ¢; 1[4, 5,1 € LP(R) fonction en escalier.

Preuve. 1- Cas p = 1. On a 1,4 = @k * L[qp sauf sur K = [a—7,a+7]Ub—7,b+7] (pour
k> m) ensemble de longueur |K| = % sur lequel |1, 1(x) — (o * 1[44))(z)| < 1. Donc
4

10,01 = ¢k * Lo pl| 1) < L{ dz =2 — 0.

Cas 1 < p < c0. Calcul similaire avec |(1[4,5)(2) — @& * 1[q,01(®))?| < 1, et méme conclusion.

Cas p = 0. Comme @y, * g € CO(R), on a ||k * ¢||o = sup,eg |(¢r * ¢)(z)]. Prenons la suite
régularisante ¢ = i, cf. 225). Soit k > 2(171—761) On a (gk * 1) (b) = 3, cf. @Z0). Donc
111a,6](b) — (@k * 1[a0) (D)] = %, donc ||114,5] — @k * 1[a,p]l|:c ne tend pas vers 0 quand k — c0. On
ne converge pas dans L™ (R).

2- Soit z € R — {a,b}, et d(x) = min(d(z,a),d(x,b)) > 0, faire un dessin. Soit k > ﬁ.
On a (o * 1[,17;,])(3:) = 1[a,] (x), cf. proposition 2.23] donc |pk # 1[a7b])(:c) - 1[a7b](x)| —uo 0.
D’ou (230).

3- Une fonction en escalier est une somme finie de fonctions indicatrices d’intervalles. un
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Corollaire 2.29 Soit (g )ken une suite régularisante. On a :

1-
si feLP(R),1<p<oo, alors = fk—> f dans LP(R). (2.31)
—0
2.
si fel?R), 1<p<oo alors ¢ * fk—> f presque partout, (2.32)
—0

oit ici on suppose de plus que {f=c0} ensemble fini de points (exemple L'(R) et f(z) = |z|~2).

Preuve. 1) Soit f € LP(R) . Donc il existe une suite croissante (g )n* de fonctions en escaliers qui
converge vers f dans LP(R). Soit € > 0. Soit N; t.q. ||/ — gn_||er < &. Et soit K. t.q., pour tout
k=K, |lgn. — ¢k * gn.]||e <e, cf. 229). On a:

I1f = er = fllee < |If = gncllee + |lgn. = or = gnclee + |1k = gn. — @k * fl|Lr,
et (ZT10) :
ler  f = pr# gn.||Le = ller * (f — gn e < @kl lf —gncllee = If — gn.llr <e,
puisque ||pg||r = 1. Donc pour k > K. on a ||f — ¢ = f||lzr <€+ €+ =3¢, dou [231).
2) Soit (g, )n+ une suite de fonctions en escaliers qui converge p.p. vers f. Soit z € R™. On a :
|f = r = fl(z) = |f — gul(@) + |9 — 01 * gnl(z) + |k * (g0 — F)I(2)

Si f est bornée alors ||f — gn|lo —n—w 0, et donc :

(0r+ 00 = D@ < | _luOlan = Da=Dldt <11 =gl [ lentoldt =0

puisque ||pg||r = 1. D’on (232) (démarche similaire & la précédente).
Cas f € LP(R) et {f=o0} ensemble fini : soit = ¢ {f=0w0} et d = d(x,{f=00}). Alors f est

bornée dans le voisinage ]:c—%, :c+%[ de z et on applique le résultat précédent avec k > % =

2.7.2 D(R) est dense dans LP(R) pour 1 <p < @

On rappelle que D(R) est I’ensemble des fonctions C*(R) qui sont & support compact dans R.

Les résultats sont présentés dans R, et restent valables dans R".

Et le cas p = o est a exclure : I’espace D(R) n’est pas dense dans L*(R) : la fonction f = 1g
(constante) vérifie ||f — ¢||c = 1 quelle que soit la fonction ¢ € D(R), car p(z) = 0 & 'extérieur
du support borné de ¢.

Théoréme 2.30 Pour 1 < p < oo, D(R) est dense dans LP(R) :
Vfe LP(R), Ye > 0, Jp e D(R), ||f — ¢||1r < e. (2.33)

Autrement dit, toute fonction f € LP(R) peut étre approchée “aussi prés que souhaité dans LP(R)”
par une fonction de D(R).

En particulier, si (pr)ren est une suite régularisante, notant ¢y = @y * (f1j_g ) (régularisée
de la fonction tronquée f1[_j 1), alors la suite (Y )ren+ converge vers f dans LP(R).

Preuve. (Par troncature et régularisation.) Soit f € LP(R), soit 0 = 1{_j 4. Considérons f6; (la
fonction f tronquée). On a |fO| < |f| sur R et f € LP(R), donc fb, € LP(R). On a supp(foy) <
[k, k].
Soit (¢r)n une suite régularisante et soit ¥r = @i * (f0r) (la tronquée régularisée). On a
Ui € D(R), cf. prop. ZI8 avec supp(vx) C suppyx + supp(f6x) [—k;—%, k—i—%] cf. Z10).
Montrons que ¥, — f dans LP(R). On a :

f=ti=1Ff—ons(f0c) =(f —r=f)+ (or* f—or*([0k))
On a ¢ = f — f dans LP(R), cf. (Z31), et on a :

lpw = (f = FOR) e < [lonllLrllf = fOrllLe = [If = fOR]|Lr = J, | (@)[" de,

w¢[—k—% k+1]

car ||gkl|rr = 1, et le membre de droite est le reste de l'intégrale convergente, donc tend vers 0

quand k — 0. Donc || f — ¥k||r — k- 0. o=
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2.8 Lemme de Lebesgue

Un résultat de convergence qu’on n’obtient pas avec le théoréme de convergence dominée, et
qui utilise la densité de D(R) dans L!(R) :

Lemme 2.31 Si f € L}(R) alors tlim J f(z)sin(tz) de = 0. Interprétation : dés que la fonction
=% JzeR

sinus “oscille assez vite” (i.e. t “assez grand”) I'intégrale (valeur moyenne) est proche de 0 (dessin).

Preuve. (Ici, a x fixé, g, (t) = f(x)sin(tx) ne converge pas quand ¢t — oo : passer a la limite sous

le signe § n’a pas de sens.)
b
1- Pour f =144, ot a < b, on a J, sin(tz)dx = |

a

P - cos(ta) — cos(tb) o
r=a t t—oo

cos(tx)
4
2- Donc pour g en escalier on a J g(x)sin(tx) da:t—> 0, comme somme finie d’intégrales
zeR —®

convergeant vers 0. Donc Ve > 0, 3T, > 0, V¢ > T, J, g(x)sin(tx) dx < e.
zeR

3- Soit f € D(R) (donc en particulier continue). Donc, pour € > 0, 3¢ en escalier t.q. || f—g]||z1 <

e. Le 2- indique qu’il existe T t.q. pour tout ¢ = T, on a |J g(z)sin(tz) dz| < e. D’on, pour

zeR
tout t > T :
| s@sineaas < | (@) - g@ldo+] | glo)sinee)ds
zeR zeR zeR
<If =gl +e < 2.
4- Puis D(R) est dense dans L'(R), d’ott le résultat en reprenant la démarche du 3-. wn

2.9 Partition de 'unité
2.9.1 1 comme somme de régularisées (partition de 'unité de R)

On rappelle que 7. : & = Te0(x) = p(x — ¢).

Proposition 2.32 (Partition de I'unité de R.) Soit (v,)ny la suite régularisante paire donnée
par (Z23). Soit a,be R t.q. a <b, et on fixen e N t.q. L <252, On pose :

Y = Un * 1[@,()]7 (234)

la régularisée de 1, ). En particulier ¢ =1 sur [a+=,b—1] et suppp = [a—<,b+=].

n’

Soit d = b—a (distance de a & b = largeur de I'intervalle [a,b]). On a :

1 1 1 1
o+T1ap =1 sur [a+—,b+d—=], et supp(p + Tap) = [a——,b+d+—],

1 1 1 1
T_ap+e=1 sur [a—d+—,b—=], et supp(r_qp +p)=[a—d——,b+—],
n n n n
Faire un dessin. Et de méme, pour tout k,f e Nou k < ¢ :
1 1
ThdP + T(k1)dP + - + Te—1)a® + Teap = 1 sur [a+kd+5, b+€d—5], (2.36)
et de support [a+kd—L,b+(d+1]. Et donc :

Z TkdP = 1]R7 (237)
keZ

formule de partition de I'unité de R (la fonction constante 1g).

10
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Preuve. On reprend le calcul [2.27), avec supp(7alq,5)) = supp(l[a+d,s+4]). En particulier :

o) = | b dt, ap(e) = plo—d) = | Tt dt.
telz—b,z—al te[r—b—d,z—a—d]
Et d > 0, donc :
o(z) + Tap(x) = J Y (L) dt Jr = [z—b—d, x—a] ﬂ[—l l]
Jm ) ) n’ n

1- Si z—a < —2, soit < a—1, alors p(z) + Tap(z) = 0.

- Si z—b—d = L, soit & > b+d++, alors (z) + Tap(z) =

2- Si [+, 1] © [z—b—d,z—a], soit —L > x—b—d et + <
e(@) + Tap(x) =1

3- Et dans les autres cas 0 < p(z) + mqp(z) < 1.

D’ou ([233);. Puis de méme (2.35)5. D’ou [230) par récurrence, d’ou (2-37). n

0.
z—a, soit x € [a++,b+d—1] alors

2.9.2 Partition de ’unité dans R"

Soit © un ouvert dans R”.

m

Lemme 2.33 Soit K un compact contenu dans une réunion finie d’ouverts | J!

;=182 Alors il existe

des compacts K;  §); tels que K C U;nzl KJ

Preuve. Pour z € K, soit j, € [1,m]y t.q. € Q;,, et soit r;, t.q. B(z,2r;,) c Q;,. Comme
K c J,ex B(z,7j,) et K compact, il existe un sous recouvrement fini K < Uf;zl B(xk,1j,, ). On

pose K; = [Jr=1,..c B(xy,7;, ), réunion finie de compacts donc compact, et K c | Jj*, K, avec
wker ¢ -
Kj (e UA.=1€,.S.1.,5 B(xk, 2Tjwk) (e QJ e
ope;

Lemme 2.34 Soit 2 un ouvert et soit un compact K < Q. Soit f € C°(Q) t.q. Jik = 1. Alors f
est strictement positive dans un voisinage ouvert de K : 3¢ > 0, Yz € K + B(0,¢), f(z) > 0.

Exercice 2.35 Montrer a l'aide des suites que si K est compact dans 2 ouvert, alors il existe
e>0t.q. K+ B(0,¢) < Q (donc que K est & plus d’une distance £ du bord de Q).

Réponse. Sinon, pour tout £, en particulier e = -, on a (K+B(0, =)) n (R"—Q) # . Donc il existe

Tm € K et 2m € B(0, L) t.q. Tm + 2m € (R"—). On a construit une suite (zm),en+ dans R™ qui converge
vers 0. Et on a construit une suite (Zm)mmen+ dans K, et comme K est compact, la suite (Zm) ey & une
sous-suite convergente (Zm, )pen+ dans K ; notons zo = limp_y0 Tm, € K. Donc la suite (@m, + 2m, )n*
converge vers T, + 0 = oo ; et (Tm,, + Zm,, )yx €st une suite dans le fermé (R"—Q) (complémentaire d’un
ouvert), donc sa limite xo, € R"—Q. Avec x4 € € : absurde.

En particulier £, € Q (car K < Q). =n

Preuve. D’aprés le lemme précédent, il existe r > 0 t.q le compact K + B(0,r) ="°%* K, est
tout entier dans €2 . Soit N € N* t.q. % < r. Supposons le lemme faux, i.e. Ve = % oitn > N,
Iz, € K + B(0, %) t.q. f(zn) = 0. On a construit une suite (z,),>n telle que f(x,) = 0 pour
tout n. Et (x,)y+ appartient au compact K., donc on peut extraire une sous suite convergente
dans K, soit £, € K, la limite. Mieux, z, € K car K est fermé : sinon x., € R” — K ouvert, donc
Je > 0 t.q. B(xy,e) € R" — K, donc d(z, K) = €, absurde par construction de la suite (x,,). Et
comme f est continue et x,, — Z, on a f(z,) = 0. Et comme z, € K on a f(zy) = 1. Absurde
car T, € K < Q : donc le lemme est vrai. ==

Proposition 2.36 (Partition de 'unité.) Soit K un compact de R™ dont on considére un recou-
vrement fini U;nzl Q; D K, les §); étant des ouverts de R™.
II existe alors m fonctions x; € D(Q;) telles que 0 < x; < 1 pour tout j =1,...,m et :

x1(z) + ...+ xm(z) =1 dans un voisinage ouvert de K. (2.38)

11
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Preuve. On applique le lemme [Z33] : soit m compacts K; < ; t.q. K < U;nzl KJ

Soit alors ¢; € D(£;) une fonction qui vaut 1 sur K; (une telle fonction existe d’aprés le
corollaire 2.28). En particulier 3" | 1; est une fonction C* strictement positive dans un voisinage
ouvert de de K. On pose dans R™ :

¥j(x)
Yi(z) = =l 2.39
A ey (2:39)
On vérifie immédiatement que les x; conviennent. ]
2.10 L} (R) et résultat de “projection”
Lemme 2.37 Soit 1 < p <, et soit f € L} (R). On suppose :
hypothése : YV € D(R), J’ f@)p(x)dx = 0. (2.40)
R
Alors, avec q le conjugué de p défini par 11—) + % =lquandl <p<o:
p=1: Vi e L*(R) t.q. suppy compact, J f@)Y(x)dx =0,
R
conclusion : p€ll,o[: V¢ e LYR) t.q. suppy) compact, J, f(@)Y(z)dx =0, (2.41)
R

p=o: VYieL'(R) t.q. suppy) compact, J,]R f@)p(x)dx = 0.

Preuve. Cas p = 1. Soit ¢ en escalier avec suppy borné, i.e. 3k € N, Jaq,...,ax,c1,...,cx € R,
a1 < ag < ... < ag, P = Zf:_f Cilfa;,a.41]- S0it (7,) une suite régularisante et soit v, —def W Yp.
On a 9, € D(R) et ¢, () —pn_eo () p.p., avec || — Yp||w < ||P]]w0, cf. exercice 227 Donc :

j F@) (@) — $ule)) dz = f @) Ly g (2) () — () dz — 0,
R R

n—oo

grace au théoréme de convergence dominée : notant g(n,z) = (f1fq,,qa,1)(2)(¥(x) — ¥n(z)) linté-
grant, & 7 fix6 $(z) — Yu(z) — 0 p.p. donne g(n,z) — 0, avec lg(n. )| < [lc|( a0 (@)
majoration indépendante de n par une fonction intégrable. Donc ([241); est vraie pour les fonctions
en escalier.

Soit 1 € L*(R) & support borné. Soit (e, )y une suite de fonctions en escalier qui converge p.p.
vers 1, avec (e, (x))y croissante positive si ¢(x) = 0 et (e,(x))n décroissante négative si ¥(z) <0
(voir cours d’intégration). Donc on a ||e, || < ||¢]lw < o0 pour tout n.

Comme Ja > 0 t.q. suppy) < [—a, a], quitte a remplacer les e, par e,1[_, 4], On peut considérer
les (e,) toutes & support dans [—a,a]. Et on a :

| @@ ~ en@)de = | F@1 @) @) - e ds — 0,

R R n—oo

grace au théoréme de convergence dominée : & z fixé (z)—ep(z) — 0 p.p., et | f(2)(Y(x)—en(z))| <
|10l f1[=a,a1l| 21 () majoration indépendante de n par une fonction intégrable. Donc ([2.41)); est
vraie pour les fonctions bornées & support borné.

Cas p €]1, oo[. Soit ¢ t.q. % + % =1.
Cas 1 en escalier avec suppy borné : méme suite (1,) que précédemment : ici flfg, 4,1 €
LP(R) et ¥, 1, € LY(R) pour tout n (trivial). Et Holder : | {; f(2)1{q, 0,1(2) (W (x) — ¥n(2)) dz]| <

1/ s a1 22 ][ = Ynllze — 0.
Soit ¥ € L*(R) a support borné. Méme suite (e,,) que précédemment. Et Holder.

Cas f € L™(R). Cas ¢ en escalier avec suppy borné : méme suite (¢,,) que précédemment : ici
f1a1,0x] € L7 (R) et p, 4, € LY(R) pour tout n (trivial). Bt : | {5 f(2) 11, 0,] (@) (0 (2)—=tn (2)) dz| <

||f1[a1,ak]||%||¢ - wnHLl — 0.
Soit 1) € L1(R) & support borné. Méme suite (e,,) que précédemment... oa

12
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Proposition 2.38 Soit 1 < p < w, et soit f € L} (R). On a :
Yo € D(R), J’ f(@)p(x)de =0 = f=0p.p.. (2.42)
R

Preuve. < : trivial. C’est = qu’il 8’agit d’établir. Avec le lemme 2.37 :

Cas p =1 : on prend ¥(x) = 0 quand z ¢] — k, k[ et quand f(z) = 0, et sinon ¢(x) =1 si
f(z) > 0 et ip(x) = —1si f(x) < 0. Donc ¢ € L”(R) a support borné et 0 = §, f(2)¢(z)dx =
SR |f(2)1)_g k(2)| dov. Comme |f1_p xf| = 0, on déduit |f1y_ x| = 0 p.p., voir cours d’intégration,
donc fly_g k= 0 donc f = 0 sur | — k, k[, vrai pour tout k.

Casp e]l o[ : on prend ¢ (z) = 0 quand x ¢]—k, k[ et quand f(z) = 0, et sinon ¢ (z) = f(z)P~!
si f(z) > 0 et y(x) = —|f(z)["~" si f(z) < 0. Soit ¢ le conjugué de p donné par - + o = 1.
On a |p(2)|? = |f(x)|9P~Y = |f(z)| pour = €] — k, k[ et 0 ailleurs. Donc ¢ € L(R). Avec

f1=kk) € LP(R). Donc (fl_ )t € L' (R) avec (fli_g i) = |f|P1[_kk = 0 d’intégrale nulle,
donc f =0 sur [ , k], vrai pour tout k.

Cas p = @ dual du cas p = 1. On prend ¢(z) = 0 quand = ¢] — k, k[ et quand f(z) =
et sinon Y(z) = 1si f(x) > 0 et ¢(z) = —1 si f(z) < 0. Comme [—k, k] est borné et ¢ borné,
¥ € L'(R). Donc § fl{_p k¢ = 0, avec fli_p %) = [fI1[—kx] = 0, donc |f|1[_g 4 = O p.p., donc
f =0 sur [k, k], vrai pour tout k. ua
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