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2 Convolution

2.1 Notations

qf et τx qf

Dé�nition 2.1 Pour f : R → R, on dé�nit

qf : R → R par :

qfpxq � fp�xq. (2.1)

Autrement dit

qf � f � g où gpxq � �x.

(Le graphe de

qf est le symétrique du graphe de f par rapport à �l'axe des y�.)

Dé�nition 2.2 Pour f : R → R, et c P R on dé�nit la translatée τcpfq �
noté τcf de f par :

τcfpxq � fpx� cq. (2.2)

Autrement dit τcf � f � hc où hcpxq � x� c.

(Le graphe de τcf est le translaté du graphe de f de c : en parti
ulier pτcfqpcq � fp0q.)

Exer
i
e 2.3 Montrer que :

|τcf � τ
�c
qf. (2.3)

Autrement dit, les opérateursqet τc ne 
ommutent pas pour c � 0 : pq� τcqpfq � pτ
�c �qqpfq.

Réponse.

}τcfpxq � τcfp�xq � fp�x� cq � qfpx� cq � τ
�c
qfpxq.
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2 2.2. Dé�nition de la 
onvolution

Proposition 2.4 Pour f : R → R et pour c P R, on a :

supp qf � �suppf, supppτcfq � suppf � c, supppτc qfq � �suppf � c. (2.4)

Immédiat sur un dessin. En parti
ulier, si suppf � ra, bs où a ¤ b, alors :

suppp qfq � r�b,�as, supppτcfq � ra�c, b�cs, supppτc qfq � r�b�c,�a�cs. (2.5)

Preuve. Pour

qf : on a tx : qfpxq � 0u � tx : fp�xq � 0u � t�y : fpyq � 0u, d'où, en prenant

l'adhéren
e, supp qf � �suppf .

Pour τcf : on a tx : τcfpxq � 0u � tx : fpx � cq � 0u � ty � c : fpyq � 0u, d'où, en prenant

l'adhéren
e, suppτcf � suppf � c.

2.2 Dé�nition de la 
onvolution

On rappelle que si f, g : Rn
→ R sont deux fon
tions (mesurables), alors f � g : Rn

→ R est la

fon
tion donnée formellement par :

pf � gqpxq �

»

tPRn

fptqgpx� tq dt �

»

tPRn

fptqτxqgptq dt, (2.6)

intégrale qui dépend du paramètre x. En parti
ulier, si f, g P L2
pRq alors pour 
haque x on a

τxqg P L
2
pRq (
ar

³

tPR
|gpx� tq|2 dt �

³

sPR
|gpsq|2 ds   8), et don
 :

pf � gqpxq � pf, τxqgqL2
pRq.

Dans la suite, pour simpli�er la présentation, on 
onsidèrera essentiellement le 
as R
n
� R.

Exemple 2.5 Si f P L1
pRq et g � 1R, on a pf � 1Rqpxq �

³

R
fptq dt � 
onstante, et don
 l'appli-


ation f → f � 1R est la fon
tion �aire sous la 
ourbe f � (indépendante de x).

Exemple 2.6 Si f P L1
pRq et g � Πk � k1

r

1

2k
, 1

2k
s

, on a pf � gqpxq � k
³

1

2k

�

1

2k

fpx�tq dt � la �valeur

moyenne de f à travers une fenêtre de largeur

1
k

entrée en x�. Dessin.

La �mesure� d'une fon
tion f à travers un appareil d'une 
ertaine pré
ision est une appli
ation

de type Mk : f →Mkpfq � f �Πk, ave
 don
 Mkpfqpxq appro
hant fpxq, approximation d'autant

meilleure que k est grand, i.e. que l'appareil est pré
is. L'appareil idéal (de pré
ision parfaite) est

M
8

: f →M
8

pfq � fpxq, soit M
8

� δ0, voir plus loin.

Proposition 2.7 Quand elle est dé�nie, l'opération � est distributive et 
ommutative :

g � f � f � g, f � pg1 � λ g2q � f � g1 � λ f � g2, (2.7)

d'où le nom de �produit� (
ommutatif) de 
onvolution. Et on a :

~f � g � qf � qg, et τapf � gq � pτafq � g � f � pτagq. (2.8)

Et :

#

pf et g paires) ou pf et g impairesq ñ f � g paire,

pf paire et g impaire) ou pf impaire et g paire)ñ f � g impaire.
(2.9)

Preuve. pf �gqpxq �
³

R
fptqgpx�tq dt �

³

R
fpx�uqgpuq du � pg�fqpxq donne la 
ommutativité. Et

la distributivité résulte de la distributivité de la multipli
ation de R et de la linéarité de l'intégrale.

Puis p

qf � qgqpxq �
³

R
fp�tqgp�x� tq dt �

³

R
fpuqgp�x� uq du � pf � gqp�xq.

Puis τapf � gqpxq � pf � gqpx � aq �
³

R
fptqgpx � a� tq dt �

³

R
fptqτagpx� tq dt � pf � τagqpxq

et f � g � g � f .

Puis pf � gqp�xq �
³

R
fptqgp�x � tq dt : si g est paire, alors pf � gqp�xq �

³

R
fptqgpx � tq dt �

³

R
fp�uqgpx � uq dt, d'où si f est paire alors pf � gqp�xq � pf � gqpxq, et si f est impaire alors

pf � gqp�xq � �pf � gqpxq ; et f � g � g � f .
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3 2.3. Stabilité par 
onvolution : L1
pRq � Lp

pRq � Lp
pRq pour 1 ¤ p ¤ 8

Proposition 2.8 Pour f, g : R → R, la fon
tion 
onvolée f � g véri�e (quand elle a un sens) :

supppf � gq � suppf � suppg. (2.10)

Preuve. On a pf � gqpxq �

»

tPR

fptqgpx� tq dt �

»

tPsuppf
�

suppτxqg

fptqτxqgptq dt.

Cas simple : suppf � ra, bs et suppg � rc, ds, ave
 a ¤ b et c ¤ d, don
 suppf � suppg �

ra�c, b�ds. Et suppτxqg � r�d�x,�c�xs, don
 suppf
�

suppτxqg � ra, bs X r�d�x,�c�xs, donne

suppf
�

suppτxqg � H ssi soit a ¡ �c�x soit b   �d�x, i.e. ssi x   a�c ou x ¡ b�d. Don


suppf
�

suppτxqg � H dès que x R ra�c, b�ds, don
 supppf � gq � suppf � suppg.

Cas général : on a pf � gqpxq � 0 dès que suppf
�

suppτxqg � H. Et Dt P suppf
�

suppτxqg

ssi Dt P suppf et t P x � suppg, i.e. ssi Dt P suppf et x P t � suppg (� suppf � suppg). Don
 si

x R suppf � suppg alors suppf
�

suppτxqg � H don
 pf � gqpxq � 0. Don
 tx : pf � gqpxq � 0u �

suppf � suppg. D'où (2.10).

Remarque 2.9 Rappel : la somme de deux fermés n'est pas né
essairement un fermé : prendre

F � N
�

� tn, n P N
�

u et G � t�k � 1
k
, k P N

�

u qui donne F � G � tn � k � 1
k
, k, n P N

�

u.

I
i R� F �

�

nPN�s � n, n�1r et R�G �

�

kPN� s � k � 1
k
,�k�1� 1

k�1
r sont des ouverts (union

d'ouverts), don
 F et G sont fermés, mais F � G 
ontient la suite p

1
k
qkPN� qui 
onverge vers 0

dans R, ave
 0 R F �G, don
 F �G n'est pas fermé.

Rappel : la somme d'un 
ompa
t et d'un fermé est un fermé : soit K 
ompa
t et G fermé, soit

pznq une suite dans K�G qui 
onverge vers z dans R. Montrons que z P K�G. On a zn � kn�gn,

et quitte à extraire une sous-suite, on a kn → k dans K. Don
 gn � zn � kn P G 
onverge vers

z � k, ave
 G fermé, don
 g �déf z � k P G, don
 z � k � g P K �G, don
 K �G est fermé.

2.3 Stabilité par 
onvolution : L1
pRq � Lp

pRq � Lp
pRq pour 1 ¤ p ¤ 8

Proposition 2.10 Si f, g P L1
pRq alors |f | � |g| P L1

pRq et f � g P L1
pRq, ave
 :

||f � g||1 ¤ ||f ||1||g||1. (2.11)

Preuve. On a, si ça a un sens :

||f � g||L1
�

»

xPR

|pf � gqpxq| dx �

»

xPR

|

»

tPR

fpx� tqgptq dt| dx.

¤

»

xPR

p

»

tPR

|fpx� tq| |gptq| dtqdx �

»

xPR

p|f | � |g|qpxq dx.

(2.12)

Comme f et g sont dans L1
pRq la fon
tion f b g : px, yq→ fpxqgpyq (fon
tion à variables séparées)

est dans L1
pR

2
q. Et on peut appliquer Fubini :

8 ¡ ||f ||L1
||g||L1

�

»

py,tqPR2

|fpyq| |gptq| dtdy �

»

px,tqPR2

|fpx� tq| |gptq| dtdx,

où on a utilisé le 
hangement de variable F : py, tq P R
2
→ F py, tq �

�

x � F1py, tq � y�t

t � F2py, tq � t




,

di�éomorphisme de R
2
dans lui-même, de ja
obien det

� ∂F1

∂y
∂F1

∂t
∂F2

∂y
∂F2

∂t




py, tq � det

�

1 1

0 1




� 1 qui

donne pdtdyq � |1| pdtdxq � pdtdxq. D'où ||f � g||L1
¤ ||f ||L1

||g||L1
  8, i.e. (2.11).

Exer
i
e 2.11 Montrer (2.11) à l'aide du théorème d'intégration de Tonelli (
ours d'intégration).

Réponse. Rappel de Tonelli : si la fon
tion h : Ω1 � Ω2 Ñ R satisfait aux deux hypothèses :

»

yPΩ2

|hpx, yq| dy   8 p.p. x et

»

xPΩ1

�

»

yPΩ2

|hpx, yq|dy




dx   8 (2.13)

alors h P L1
pΩ1 �Ω2q, et alors on peut inverser l'ordre d'intégration (Fubini).
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4 2.3. Stabilité par 
onvolution : L1
pRq � Lp

pRq � Lp
pRq pour 1 ¤ p ¤ 8

I
i on pose hpt, xq � |fptq| |gpx � tq| et on véri�e les hypothèses : 
ommençant par intégrer en x à t

�xé, il vient, à t �xé :

»

xPR

|fptq| |gpx� tq|dx � |fptq|p

»

xPR

|gpx� tq| dxq � |fptq|p

»

yPR

|gpyq|dyq ¤ |fptq| ||g||1   8, (2.14)

puis :

»

tPR

|fptq| ||g||1 dt ¤ ||g||1

»

tPR

|fptq|dt ¤ ||g||1 ||f ||1   8. (2.15)

D'où le résultat.

Exemple 2.12 fptq � gptq � e�t1R
�

ptq. On a

³

R
|fptq| dt �

³

8

0
e�t dt � 1   8, et f, g P L1

pRq.

Et pf � gqpxq �
³

R
e�t1R

�

ptqe�px�tq1R
�

px�tq dt �
³x

t�0
e�te�px�tq1R

�

pxq dt �
³x

0
e�x1R

�

pxq dt �

xe�x1R
�

pxq, intégrable sur R, don
 on a bien f � g P L1
pRq.

Exer
i
e 2.13 Montrer que si f, g, h P L1
pRq sont positives et f ¤ g, alors f � h ¤ g � h.

Réponse. On a pf � hqpxq �
³

R
fptqhpx� tq dt ¤

³

R
gptqhpx� tq dt � ph � gqpxq.

Remarque 2.14 L'inégalité (2.11) obtenue est une inégalité où à gau
he on a de fait une intégrale

double, 
f. (2.12), alors qu'à droite on a un produit des deux intégrales simples.

En parti
ulier, ||f � g||1 (
al
ul d'une intégrale double) n'a rien à voir ave
 le produit ||fg||1
(
al
ul d'une intégrale simple) qui en général n'a pas de sens pour f et g dans L1

pRq.

Par exemple, f et g données par fptq � gptq � 1
?

t
1
s0,1s sont dans L1

pRq (
ar

³1

0
|

1
?

t
| dt �

r2
?

ts10 � 2   8), mais pfgqptq � 1
t
1
s0,1s n'est pas dans L1

pRq. Alors que f � g donnée par

pf � gqpxq �
³

t
1
?

|t|

1
?

|x�t|
dt est dans L1

pRq : 
ette fon
tion est dé�nie p.p., et plus pré
isément

pour tout x P R
�

, et n'est pas dé�nie en x�0, mais 
e n'est pas gênant puisque, i
i, seul le 
ara
tère

intégrable (au sens de Lebesgue) nous intéresse (notion de presque partout) : autrement dit on a

L1
pR

�

q � L1
pRq 
ar R

�

� R � t0u et l'ensemble singleton t0u est négligeable pour la mesure de

Lebesgue . En parti
ulier, on a vu que

³

R
|f � g|pxq dx ¤ ||f ||1||g||1   8.

On rappelle que g P Lp
pRq ssi |g|p P L1

, et qu'alors ||g||p � p|| |g|p||L1
q

1

p
� p

³

R
|gpxq|p dxq

1

p
est

une norme dans Lp
pRq, 
f. 
ours intégrale de Lebesgue.

Proposition 2.15 Soit p P r1,8s. Soit f P L1
pRq et g P Lp

pRq. Alors f � g P Lp
pRq, autrement

dit L1
pRq � Lp

pRq � Lp
pRq, et on a :

||f � g||p ¤ ||f ||1||g||p. (2.16)

Preuve. Le 
as p � 1 vient d'être traité, et le 
as p � 8 est immédiat 
ar alors |pf � gqpxq| ¤

||g||
8

³

R
|fptq| dt. Supposons don
 1   p   8.

On va utiliser l'inégalité de Hölder : soit q l'exposant 
onjugué de p, donné par

1
p
�

1
q
� 1 ;

quand α P Lq
et β P Lp

alors αβ P L1
pRq et ||αβ||1 ¤ ||α||q||β||p (voir 
ours d'intégration). On a :

»

tPR

|f |ptq|g|px�tq dt �

»

tPR

|f |
1

q
ptq|f |

1

p
ptq|g|px�tq dt

(2.17)

On pose α � |f |
1

q
P Lq

pRq, don
 αq
� |f | P L1

pRq.

À x �xé, on pose βxptq � |fptq|
1

p
||g|px�tq, don
 βxptq

p
� |fptq||g|ppx�tq. Et

³

tPR
βxptq

p dt �
³

tPR
|f |ptq |g|ppx�tq dt � p|f | � |g|pqpxq est bien dé�ni 
ar |f | P L1

pRq, |g|p P L1
pRq, 
f. (2.11). Don


βx P L
p
pRq. Don
 (Hölder) :

»

tPR

|f |
1

q
ptq|f |

1

p
ptq|g|px�tq dt ¤ p

»

tPR

|f |ptq dtq
1

q
p

»

tPR

|f |ptq|g|ppx�tq dtq
1

p

� ||f ||
1

q

1 p|f | � |g|
p
qpxq

1

p .

(2.18)

Don
, ave
 (2.17) :

|p|f | � |g|q|ppxq ¤ ||f ||
p
q

1 |p|f | � |g|
p
qpxq|. (2.19)

D'où |pf � gq|p est dans L1
pRq ave
 :

|| |f � g|p||1 ¤ ||f ||
p
q

1 ||f ||1 || |g|
p
||1. (2.20)

Comme 1� p
q
� p, on a (2.16). (Démonstration similaire dans R

n
.)
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5 2.4. Dérivation et 
onvolution

2.4 Dérivation et 
onvolution

Proposition 2.16 Si f P L1
pRq, si g P Lp

pRq pour un p P r1,8s, si g est dérivable dans R, et si

g1 P L8pRq (i.e. g1 est bornée), alors f � g est dérivable dans R et :

pf � gq1 � f � g1. (2.21)

Preuve. Les hypothèses indiquent que f � g et f � g1 ont un sens.

(2.21) signi�e

d

dx

�

»

tPR

fptqgpx�tq dt
	

�

»

tPR

∂

∂x

�

fptqgpx�tq
	

dt. C'est vrai grâ
e au théorème

de 
onvergen
e dominée : l'intégrant hpx, tq � fptqgpx�tq est dérivable en x (
ar g l'est), de dérivée
∂h
∂x
px, tq � fptqg1px � tq, et |∂h

∂x
px, tq| ¤ ||g1||

8

|fptq|, ave
 ||g1||
8

|f | P L1
pRq fon
tion dominante

intégrable indépendante de x.

2.5 Stabilité de L1

locpRq par 
onvolution �bornée�

Le résultat suivant sera généralisé à la 
onvolution des distributions.

Proposition 2.17 Soit f, g P L1
locpRq.

1- Si suppg est 
ompa
t, alors f � g P L1
locpRq.

2- Si suppf et suppg sont tous deux limités à gau
he (ou tous deux limités à droite), alors

f � g P L1
locpRq.

3- Les hypothèses f P L1
locpRq et g P L

1
pRq sont insu�santes.

Preuve. Pour tout α   β on veut f � g P L1
prα, βsq, i.e.

³β

x�α
p

³b

t�a
|gptqfpx� tq| dtq dx   8. On a :

» β

x�α

|pf � gqpxq| dx ¤

» β

x�α

p

» b

t�a

|gptqfpx� tq| dtq dx (2.22)

1- g à support 
ompa
t, don
 il existe a, b P R t.q. supppgq � ra, bs et g P L1
pRq. Pour inverser

l'ordre des intégrations dans (2.22), appliquons le théorème de Fubini�Tonelli.

À t �xé,
³β

x�α
|gptqfpx � tq| dx � |gptq|

³β

x�α
|fpx � tq| dx � |gptq|

³β�t

x�α�t
|fpyq| dy   8 
ar f P

L1
locpRq. Et pour t P ra, bs on a α�t ¥ α�b et β�t ¤ β�a, don


³β�t

x�α�t
|fpyq| dy ¤

³β�a

x�α�b
|fpyq| dy.

Don


» b

t�a

» β

x�α

|gptqfpx�tq| dxdt ¤

» b

t�a

|gptq|

» β�a

x�α�b

|fpyq| dy dt �

» b

t�a

|gptq| dt

» β�a

x�α�b

|fpyq| dy  

8 
ar f, g P L1
locpRq. Don
 on peut é
hanger l'ordre des intégrations dans (2.22) :

» β

x�α

|pf � gqpxq| dx ¤

» b

t�a

|gptq|p

» β

x�α

|fpx� tq| dxq dt �

» b

t�a

|gptq|

» β�t

y�α�t

|fpyq| dy dt

¤

» b

t�a

|gptq|

» β�a

y�α�b

|fpyq| dy dt ¤ ||g||L1

» β�a

y�α�b

|fpyq| dy   8.

Vrai pour tout α, β, don
 f � g est L1
locpRq.

2- Supports limités à gau
he : il existe a, b P R t.q. suppf � ra,8r et suppg � rb,8r. Don
,

pour x P R, on a suppτxqg �s�8,�b�xs. Don
 suppf
�

suppτxqg � ra,�b�xs, et ave
 Fubini on a :

» β

x�α

|pf � gqpxq| dx ¤

» β

x�α

»

�b�x

t�a

|fptqτxqgptq| dt dx ¤

» β

x�α

»

�b�β

t�a

|fptqgpx� tq| dt dx

�

»

�b�β

t�a

» β

x�α

|fptqgpx� tq| dx dt �

»

�b�β

t�a

» β�t

y�α�t

|fptqgpyq| dy dt

¤

»

�b�β

t�a

» β�a

y�α�b�β

|fptqgpyq| dy dt ¤

»

�b�β

t�a

|pfptq| dt

» β�a

y�α�b�β

|gpyq| dy,

�ni 
ar f et g sont L1
locpRq. Idem pour supports limités à droite.

3- On prend fptq � e�t
sur R et gptq � e�t1R

�

ptq don
 g P L1
pRq ; alors pf � gqpxq �

³

R
gptqfpx�tq dt �

³

8

0
e�te�px�tq dt �

³

8

0
e�x dt � 8.

5



6 2.6. Régularisation par 
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2.6 Régularisation par 
onvolution

2.6.1 Régularisation d'une fon
tion L1
locpRq

On rappelle que si Ω est un ouvert dans R
n
, DpΩq � tf P C8

pRq : suppf 
ompa
tu.

Proposition 2.18 Si f P L1
locpRq, si ϕ P DpRq, alors f � ϕ P C8

pRq.

Si de plus suppf est 
ompa
t alors f � ϕ P DpRq.

Preuve. pf �ϕqpxq �
³

tPR
fptqϕpx� tq dt est une intégrale qui dépend du paramètre x. Appliquons

le théorème de 
onvergen
e dominée : notons hpx, tq � fptqϕpx� tq. À t �xé, l'intégrant hpt, xq est

Ck
en x puisque ϕ l'est, de dérivée k-ième en x véri�ant |

∂kh
∂xk pt, xq| � |fptq| |ϕpkqpx� tq| ¤ Ck|fptq|

où Ck � ||ϕpkq||
8

.

1- Cas f P L1
pRq (plus simple à rédiger) : |

∂kh
∂xk pt, xq| est bornée indépendamment de x par la

fon
tion Ckf P L
1
pRq, d'où f � ϕ est Ck

pour tout k (et on peut dériver sous le signe somme).

2- Cas f P L1
locpRq. I
i f R L

1
pRq. Soit x0 P R. Montrons que f �ϕ est C8

en x0. Comme ϕ est

à support 
ompa
t, Da, b P R t.q. supppϕq � ra, bs, don
, pour x P R, supppτx qϕq � r�b�x,�a�xs.

Don
 pour tout x Psx0�1, x0�1r (voisinage ouvert de x0) :

supppτx qϕq � r�b�x0�1,�a�x0�1s
noté

� K.

Don
 pour tout x Psx0�1, x0�1r, ave
 Ck � ||ϕpkq||
8

:

hpx, tq � fptqϕpx�tq1Kptq, |

∂kh

∂xk
pt, xq| ¤ Ck|fptq1Kptq|,

majoration indépendante de x Psx0�1, x0�1r, et ave
 f1K P L1
pRq 
ar f P L1

locpRq et K est


ompa
t. D'où f � ϕ P Ck
psx0�1, x0�1rq, en parti
ulier en x0, 
e pour tout x0 et tout k.

Et si suppf est borné, alors supppf � ϕq est borné, 
f. (2.10), don
 f � ϕ P DpRq.

Exer
i
e 2.19 Montrer que si f P L1
locpRq, si g P C

8

pRq, si suppf et suppg sont tous deux limités

à gau
he (ou tous deux limités à droite), alors f � g P C8

pRq.

2.6.2 Suite régularisante ou approximation de l'identité

Dé�nition 2.20 Une fon
tion intégrable f est dite de masse unité ssi

³

fpxq dx � 1 (souvent dé�ni

ave
 l'hypothèse supplémentaire f ¥ 0).

Dé�nition 2.21 On appelle suite régularisante une suite pϕkqN� de DpRq telle que :

$

'

'

'

'

&

'

'

'

'

%

ϕkpxq ¥ 0, �x P R,

supppϕkq � r�

1

k
,
1

k
s,

»

R

ϕkpxq dx � 1 pmasse unitéq.

(2.23)

Dé�nition similaire dans R
n
où r�

1
k
, 1
k
s est rempla
é par la boule de 
entre 0 et de rayon

1
k
.

(On verra que pϕkqN� approxime la masse de Dira
 au sens des distributions, et la masse de

Dira
 est l'identité du produit de 
onvolution, d'où le nom �approximation de l'identité�.)

Soit ζ la fon
tion de DpRq dé�nie par :

ζpxq �

$

&

%

expp�
1

1� x2
q, �x Ps � 1, 1r,

0, �x Rs � 1, 1r.

(2.24)

On pose :

γ1pxq �
ζpxq

||ζ||L1

, puis γkpxq � k γ1pkxq, k ¥ 1. (2.25)

Proposition 2.22 La suite pγkqkPN� est une suite régularisante.

6



7 2.6. Régularisation par 
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Preuve. Comme ζ ¥ 0, on a γ1 ¥ 0.

Comme ζ ¥ 0 et ζ non identiquement nulle, on a ||ζ||L1
�

³

R
|ζpxq| dx �

³

R
ζpxq dx ¡ 0.

Don


³

R
γ1pxq dx �

1
||ζ||

L1

³

R
ζpxq dx � 1

||ζ||
L1
||ζ||L1

� 1.

Don


³

R
γkpxq dx �

³

R
k γ1pkxq dx �

³

R
γ1pyq dy � 1.

Comme γ1 ¡ 0 et k ¥ 0 on a γk ¥ 0.

Et γ1pxq � 0 ssi k Ps � 1, 1r. Don
 γkpxq � 0 ssi kx Ps � 1, 1r. D'où supppγkq � r�

1
k
, 1
k
s.

2.6.3 Régularisation C8

d'une fon
tion 1
ra,bs

Proposition 2.23 Soit a   b. Soit pϕkq une suite régularisante. Dès que k est assez grand, à

savoir dès que

1
k
¤

b�a
2

, la fon
tion 1
ra,bs � ϕk P DpRq véri�e, pour x P R :

$

'

'

'

'

&

'

'

'

'

%

0 ¤ p1
ra,bs � ϕkqpxq ¤ 1,

p1
ra,bs � ϕkqpxq � 1 pour x P ra�

1

k
, b�

1

k
s,

suppp1
ra,bs � ϕkq � ra�

1

k
, b�

1

k
s.

(2.26)

(Et on 
onserve 
e résultat si on ouvre l'intervalle sa, br.)

Cas parti
ulier pϕkq � pγkq donnée en (2.25) : de plus ϕpaq � ϕpbq � 1
2
.

Dans R
n
: la fon
tion 1K � ϕk est également dans DpR

n
q, ave
 0 ¤ ϕ ¤ 1, ave
 supppϕq �

K �Bp~0, 1
k
q, et ave
 ϕ � 1 sur K �Bp~0, 1

k
q, où Bp~0, 1

k
q est la boule unité de 
entre

~0 et rayon

1
k
.

Preuve. On a ϕ � 1
ra,bs �ϕk P DpRq, 
f. prop. 2.18. On a suppτxp~1

ra,bsq � rx�b, x�as et suppϕk �

r�

1
k
, 1
k
s, don
 :

ϕpxq �

»

tPR

ϕkptqτxp~1
ra,bsqptq dt �

»

tPrx�b,x�as
�

r�

1

k
, 1
k
s

ϕkptq dt, (2.27)

et la fon
tion ϕk est positive d'intégrale

³

R
ϕk � 1. D'où 0 ¤ ϕ ¤ 1.

Et si x� b ¡ 1
k
ou si x� a   �

1
k
, alors ϕpxq �

³

H

... � 0, d'où supppϕq P ra� 1
k
, b� 1

k
s.

Et si x� b   �

1
k
et si x� a ¡ 1

k
, alors rx� b, x� as � r�

1
k
, 1
k
s, don
 ϕpxq � 1.

Cas parti
ulier pϕkq � pγkq : on a ϕpaq �
³

uPra�b,0s
�

r�

1

k
, 1
k
s

γkpuq du �
³

uPr�1

k
,0s
γkpuq du �

1
2
,

dès que

1
k
  b� a, 
ar γk est paire et

³

uPr�1

k
, 1
k
s

γkpuq du � 1. Idem : ϕpbq � 1
2
.

Exer
i
e dans R
n
.

Exer
i
e 2.24 Donner une fon
tion f P DpRq telle que f � exp sur r�1, 1s et 0 ¤ f ¤ exp sur R,

où exp : x→ ex P C8

pRq est la fon
tion exponentielle.

Réponse. On �tronque de manière régulière� la fon
tion exp : on pose g � 1
r�2,2s � ϕ1. Ave
 (2.26) on a

g P DpRq et gpxq � 1 sur r�1, 1s et 0 ¤ gpxq ¤ 1. Cette fon
tion g est notre fon
tion de �tron
ature

régulière�. On pose fpxq � exppxqgpxq : la fon
tion f 
onvient, 
ar produit de deux fon
tions C8

pRq, don


est C8

pRq, et suppg est borné, et trivialement suppf � suppg, don
 f P DpRq.

Corollaire 2.25 Soit a   b P R, soit c   d P R. Si rc, ds �sa, br alors il existe une fon
tion

ϕ P Dpsa, brq qui vaut 1 sur rc, ds, et telle que 0 ¤ ϕ ¤ 1. (Dessin).

Dans R
n
: si Ω est un ouvert de R

n
et K un 
ompa
t tel que K � Ω, alors il existe une fon
tion

ϕ P DpΩq qui vaut 1 sur K et telle que 0 ¤ ϕ ¤ 1.

Preuve. Soit pγkq une suite régularisante. Soit ε � 1
2
minpc�a, b�dq (dessin), soit e � c�ε et

f � d�ε. Soit k t.q.

1
k
¤

f�e
2

et

1
k
  ε. La fon
tion ϕ � 1

re,fs � ϕk 
onvient, 
f. proposition

pré
édente.

Dans R
n
: soit K � suppϕ et soit ε � dpK,Rn

�Ωq ¡ 0 la distan
e de K à R
n
�Ω. Soit

Kε � K �Bp0, ε
2
q... on 
ontinue 
omme pré
édemment ave
 la fon
tion ϕ � 1Kε

� γk.
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Corollaire 2.26 Soit pϕkq une suite régularisante. Soit x0 P R.

1- Soit f P C8

pRq. Alors pour r P R
�

�

et k P N
�

t.q.

1
k
  r, la fon
tion produit :

fr,k
déf

� f p1
sx0�r,x0�rr � ϕkq, (2.28)

est dans DpRq et est égale à f dans un voisinage de x0. Plus pré
isément on a fr,k � f sur

sx0�r�
1
k
, x0�r�

1
k
r ave
 suppfr,k �sx0�r�

1
k
, x0�r�

1
k
r.

De plus, si f est bornée, alors ||f � fr,k||8 ¤ ||f ||
8

.

2- Plus généralement, soit ε ¡ 0, et soit f P C8

prx0�ε, x0�εsq. Alors pour r P R et k P N
�

t.q.

0   r   ε
2
et

1
k
  r, on a fr,k P DpRq et fr,k � f dans un voisinage de x0. Plus pré
isément on a

fr,k � f sur sx0�r�
1
k
, x0�r�

1
k
r ave
 suppfr,k �sx0�r�

1
k
, x0�r�

1
k
r.

3- De plus, si f est bornée, alors ||fr,k||L8psx0�ε,x0�εrq ¤ ||f ||L8psx0�ε,x0�εrq.

Ainsi que ||f � fr,k||L8psx0�ε,x0�εrq ¤ ||f ||L8psx0�ε,x0�εrq

Preuve. 1- Soit ψr,k � 1
sx0�r,x0�rr � ϕk. On a ψr,k P C8

pRq, don
 fr,k P C
8

pRq.. Soit I
�

�

sx0�r�
1
k
, x0�r�

1
k
r et soit I

�

�sx0�r�
1
k
, x0�r�

1
k
r. On a ψr,k � 1 dans I

�

, don
 fr,k � f

dans I
�

et ψr,k � 0 dans I
�

, don
 fr,k � 0 dans R� I
�

. D'où 2-.

3- Et 0 ¤ 1
sx0�r,x0�rr � ϕk ¤ 1, don
 0 ¤ |fr,kpxq| ¤ |fpxq| et |fpxq � fr,kpxq| ¤ |fpxq|.

Exer
i
e 2.27 Soit f en es
alier ave
 suppf borné. Soit pϕkqN� une suite régularisante. Alors

pour k assez grand on a f � ϕk P DpRq ave
 ||f � ϕk||8 ¤ ||f ||
8

et ||f � f � ϕk||8 ¤ ||f ||
8

.

Réponse. I
i Dn P N
�

, Da1, ..., an, c1, ..., cn P R ave
 a1   ...   an, f �

°n�1

i�1
ci1

rai,ai�1s
. On prend

1

k
¤ minip

ai�1�ai

2
q. Et f � ϕk véri�e les propriétés demandées (démar
he de la prop. 2.23).

2.7 DpRq est dense dans Lp
pRq pour 1 ¤ p   8

2.7.1 Convergen
e Lp
et 
onvergen
e p.p. des régularisées

Proposition 2.28 Soit g � 1
ra,bs ave
 a, b P R, a   b. Soit pϕkqkPN une suite régularisante.

1- Pour 1 ¤ p   8 on a la 
onvergen
e dans Lp
pRq :

ϕk � 1
ra,bs ÝÑ

k→8

1
ra,bs dans Lp

pRq, (2.29)

i.e. ||1
ra,bs � ϕk � 1

ra,bs||L1
pRq ÝÑ

k→8

0.

Pour p � 8 (
as L8) 
'est faux.

2- Pour 1 ¤ p ¤ 8 on a la 
onvergen
e simple presque partout :

ϕk � 1
ra,bs ÝÑ

k→8

1
ra,bs presque partout. (2.30)

3- On 
onserve 
es résultats pour g �
°n

i�1 ci 1rai,bis P L
p
pRq fon
tion en es
alier.

Preuve. 1- Cas p � 1. On a 1
ra,bs � ϕk � 1

ra,bs sauf sur K � ra� 1
k
, a� 1

k
s

�

rb� 1
k
, b� 1

k
s (pour

k ¡

1
2pb�aq

) ensemble de longueur |K| � 4
k
sur lequel |1

ra,bspxq � pϕk � 1
ra,bsqpxq| ¤ 1. Don


||1
ra,bs � ϕk � 1

ra,bs||L1
pRq ¤

»

K

dx �
4

k
ÝÑ

k→8

0.

Cas 1   p   8. Cal
ul similaire ave
 |p1
ra,bspxq � ϕk � 1

ra,bspxqq
p
| ¤ 1, et même 
on
lusion.

Cas p � 8. Comme ϕk � g P C
0
pRq, on a ||ϕk � ϕ||8 � supxPR |pϕk � ϕqpxq|. Prenons la suite

régularisante ϕk � γk, 
f. (2.25). Soit k ¡

1
2pb�aq

. On a pϕk � 1
ra,bsqpbq �

1
2
, 
f. (2.27). Don


|1
ra,bspbq � pϕk � 1

ra,bsqpbq| �
1
2
, don
 ||1

ra,bs � ϕk � 1
ra,bs||8 ne tend pas vers 0 quand k → 8. On

ne 
onverge pas dans L8pRq.

2- Soit x P R � ta, bu, et dpxq � minpdpx, aq, dpx, bqq ¡ 0, faire un dessin. Soit k ¡

1
dpxq

.

On a pϕk � 1
ra,bsqpxq � 1

ra,bspxq, 
f. proposition 2.23, don
 |ϕk � 1
ra,bsqpxq � 1

ra,bspxq| ÝÑk→8

0.

D'où (2.30).

3- Une fon
tion en es
alier est une somme �nie de fon
tions indi
atri
es d'intervalles.

8
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Corollaire 2.29 Soit pϕkqkPN une suite régularisante. On a :

1-

si f P Lp
pRq, 1 ¤ p   8, alors ϕk � f ÝÑ

k→8

f dans Lp
pRq. (2.31)

2-

si f P Lp
pRq, 1 ¤ p   8 alors ϕk � f ÝÑ

k→8

f presque partout, (2.32)

où i
i on suppose de plus que tf�8u ensemble �ni de points (exemple L1
pRq et fpxq � |x|�

1

2
).

Preuve. 1) Soit f P Lp
pRq . Don
 il existe une suite 
roissante pgnqN� de fon
tions en es
aliers qui


onverge vers f dans Lp
pRq. Soit ε ¡ 0. Soit Nε t.q. ||f � gNε

||Lp
  ε. Et soit Kε t.q., pour tout

k ¥ Kε, ||gNε
� ϕk � gNε

||Lp
  ε, 
f. (2.29). On a :

||f � ϕk � f ||Lp
¤ ||f � gNε

||Lp
� ||gNε

� ϕk � gNε
||Lp

� ||ϕk � gNε
� ϕk � f ||Lp,

et (2.16) :

||ϕk � f � ϕk � gNε
||Lp

� ||ϕk � pf � gNε
q||Lp

¤ ||ϕk||L1
||f � gNε

||Lp
� ||f � gNε

||Lp
  ε,

puisque ||ϕk||L1
� 1. Don
 pour k ¥ Kε on a ||f � ϕk � f ||Lp

  ε� ε� ε � 3ε, d'où (2.31).

2) Soit pgnqN� une suite de fon
tions en es
aliers qui 
onverge p.p. vers f . Soit x P R
n
. On a :

|f � ϕk � f |pxq � |f � gn|pxq � |gn � ϕk � gn|pxq � |ϕk � pgn � fq|pxq

Si f est bornée alors ||f � gn||8ÝÑn→8

0, et don
 :

|pϕk � pgn � fqqpxq| ¤

»

tPR

|ϕkptqpgn � fqpx�tq| dt ¤ ||f � gn||8

»

R

|ϕkptq| dt ÝÑ
n→8

0,

puisque ||ϕk||L1
� 1. D'où (2.32) (démar
he similaire à la pré
édente).

Cas f P Lp
pRq et tf�8u ensemble �ni : soit x R tf�8u et dx � dpx, tf�8uq. Alors f est

bornée dans le voisinage sx�dx

2
, x�dx

2
r de x et on applique le résultat pré
édent ave
 k ¡ 1

dx
.

2.7.2 DpRq est dense dans Lp
pRq pour 1 ¤ p   8

On rappelle que DpRq est l'ensemble des fon
tions C8

pRq qui sont à support 
ompa
t dans R.

Les résultats sont présentés dans R, et restent valables dans R
n
.

Et le 
as p � 8 est à ex
lure : l'espa
e DpRq n'est pas dense dans L8pRq : la fon
tion f � 1R
(
onstante) véri�e ||f � ϕ||

8

¥ 1 quelle que soit la fon
tion ϕ P DpRq, 
ar ϕpxq � 0 à l'extérieur

du support borné de ϕ.

Théorème 2.30 Pour 1 ¤ p   8, DpRq est dense dans Lp
pRq :

�f P Lp
pRq, �ε ¡ 0, Dϕ P DpRq, ||f � ϕ||Lp

  ε. (2.33)

Autrement dit, toute fon
tion f P Lp
pRq peut être appro
hée �aussi près que souhaité dans Lp

pRq�

par une fon
tion de DpRq.

En parti
ulier, si pϕkqkPN est une suite régularisante, notant ψk � ϕk � pf1
r�k,ksq (régularisée

de la fon
tion tronquée f1
r�k,ks), alors la suite pψkqkPN� 
onverge vers f dans Lp

pRq.

Preuve. (Par tron
ature et régularisation.) Soit f P Lp
pRq, soit θk � 1

r�k,ks. Considérons fθk (la

fon
tion f tronquée). On a |fθk| ¤ |f | sur R et f P Lp
pRq, don
 fθk P L

p
pRq. On a supppfθkq �

r�k, ks.

Soit pϕkqN une suite régularisante et soit ψk � ϕk � pfθkq (la tronquée régularisée). On a

ψk P DpRq, 
f. prop. 2.18, ave
 supppψkq � suppϕk � supppfθkq � r�k� 1
k
, k� 1

k
s 
f. (2.10).

Montrons que ψk → f dans Lp
pRq. On a :

f � ψk � f � ϕk � pfθkq � pf � ϕk � fq � pϕk � f � ϕk � pfθkqq.

On a ϕk � f → f dans Lp
pRq, 
f. (2.31), et on a :

||ϕk � pf � fθkq||Lp
¤ ||ϕk||L1

||f � fθk||Lp
� ||f � fθk||Lp

�

»

xRr�k� 1

k
,k� 1

k
s

|fpxq|p dx,


ar ||ϕk||L1
� 1, et le membre de droite est le reste de l'intégrale 
onvergente, don
 tend vers 0

quand k → 8. Don
 ||f � ψk||Lp
ÝÑk→8

0.

9



10 2.8. Lemme de Lebesgue

2.8 Lemme de Lebesgue

Un résultat de 
onvergen
e qu'on n'obtient pas ave
 le théorème de 
onvergen
e dominée, et

qui utilise la densité de DpRq dans L1
pRq :

Lemme 2.31 Si f P L1
pRq alors lim

t→8

»

xPR

fpxq sinptxq dx � 0. Interprétation : dès que la fon
tion

sinus �os
ille assez vite� (i.e. t �assez grand�) l'intégrale (valeur moyenne) est pro
he de 0 (dessin).

Preuve. (I
i, à x �xé, gxptq � fpxq sinptxq ne 
onverge pas quand t→ 8 : passer à la limite sous

le signe

³

n'a pas de sens.)

1- Pour f � 1
ra,bs, où a   b, on a

» b

a

sinptxq dx � r�

cosptxq

t
s

b
x�a �

cosptaq � cosptbq

t
ÝÑ

t→8

0.

2- Don
 pour g en es
alier on a

»

xPR

gpxq sinptxq dx ÝÑ
t→8

0, 
omme somme �nie d'intégrales


onvergeant vers 0. Don
 �ε ¡ 0, DTε ¡ 0, �t ¡ Tε,

»

xPR

gpxq sinptxq dx   ε.

3- Soit f P DpRq (don
 en parti
ulier 
ontinue). Don
, pour ε ¡ 0, Dg en es
alier t.q. ||f�g||L1
 

ε. Le 2- indique qu'il existe Tε t.q. pour tout t ¥ Tε on a |

»

xPR

gpxq sinptxq dx|   ε. D'où, pour

tout t ¡ Tε :

|

»

xPR

fpxq sinptxq dx| ¤

»

xPR

|fpxq � gpxq| dx� |

»

xPR

gpxq sinptxq dx|

¤ ||f � g||L1
� ε ¤ 2ε.

4- Puis DpRq est dense dans L1
pRq, d'où le résultat en reprenant la démar
he du 3-.

2.9 Partition de l'unité

2.9.1 1R 
omme somme de régularisées (partition de l'unité de R)

On rappelle que τcϕ : x→ τcϕpxq � ϕpx � cq.

Proposition 2.32 (Partition de l'unité de R.) Soit pγnqN la suite régularisante paire donnée

par (2.25). Soit a, b P R t.q. a   b, et on �xe n P N t.q.

1
n
 

b�a
2

. On pose :

ϕ � γn � 1
ra,bs, (2.34)

la régularisée de 1
ra,bs. En parti
ulier ϕ � 1 sur ra� 1

n
, b� 1

n
s et suppϕ � ra� 1

n
, b� 1

n
s.

Soit d � b�a (distan
e de a à b = largeur de l'intervalle ra, bs). On a :

$

'

&

'

%

ϕ� τdϕ � 1 sur ra�
1

n
, b�d�

1

n
s, et supppϕ� τdϕq � ra�

1

n
, b�d�

1

n
s,

τ
�dϕ� ϕ � 1 sur ra�d�

1

n
, b�

1

n
s, et supppτ

�dϕ� ϕq � ra�d�
1

n
, b�

1

n
s,

(2.35)

Faire un dessin. Et de même, pour tout k, ℓ P N où k   ℓ :

τkdϕ� τ
pk�1qdϕ� ...� τ

pℓ�1qdϕ� τℓdϕ � 1 sur ra�kd�
1

n
, b�ℓd�

1

n
s, (2.36)

et de support ra�kd� 1
n
, b�ℓd� 1

n
s. Et don
 :

¸

kPZ

τkdϕ � 1R, (2.37)

formule de partition de l'unité de R (la fon
tion 
onstante 1R).

10



11 2.9. Partition de l'unité

Preuve. On reprend le 
al
ul (2.27), ave
 supppτd1
ra,bsq � suppp1

ra�d,b�dsq. En parti
ulier :

ϕpxq �

»

tPrx�b,x�as

γnptq dt, τdϕpxq � ϕpx�dq �

»

tPrx�b�d,x�a�ds

γnptq dt.

Et d ¡ 0, don
 :

ϕpxq � τdϕpxq �

»

Jx

γnptq dt, Jx � rx�b�d, x�as
£

r�

1

n
,
1

n
s.

1- Si x�a ¤ �

1
n
, soit x ¤ a� 1

n
, alors ϕpxq � τdϕpxq � 0.

1'- Si x�b�d ¥ 1
n
, soit x ¥ b�d� 1

n
, alors ϕpxq � τdϕpxq � 0.

2- Si r�

1
n
, 1
n
s � rx�b�d, x�as, soit � 1

n
¥ x�b�d et

1
n
¤ x�a, soit x P ra� 1

n
, b�d� 1

n
s alors

ϕpxq � τdϕpxq � 1

3- Et dans les autres 
as 0 ¤ ϕpxq � τdϕpxq ¤ 1.

D'où (2.35)1. Puis de même (2.35)2. D'où (2.36) par ré
urren
e, d'où (2.37).

2.9.2 Partition de l'unité dans R
n

Soit Ω un ouvert dans R
n
.

Lemme 2.33 Soit K un 
ompa
t 
ontenu dans une réunion �nie d'ouverts

�m

j�1 Ωj . Alors il existe

des 
ompa
ts Kj � Ωj tels que K �

�m

j�1 K̊j .

Preuve. Pour x P K, soit jx P r1,msN t.q. x P Ωjx , et soit rjx t.q. Bpx, 2rjxq � Ωjx . Comme

K �

�

xPK Bpx, rjx q et K 
ompa
t, il existe un sous re
ouvrement �ni K �

�ℓ

k�1Bpxk, rjxk
q. On

pose Kj �
�

k�1,...,ℓ

xkPΩj

Bpxk, rjxk
q, réunion �nie de 
ompa
ts don
 
ompa
t, et K �

�m

j�1 K̊j , ave


Kj �
�

k�1,...,ℓ
xkPΩj

Bpxk, 2rjxk
q � Ωj .

Lemme 2.34 Soit Ω un ouvert et soit un 
ompa
t K � Ω. Soit f P C0
pΩq t.q. f

|K � 1. Alors f

est stri
tement positive dans un voisinage ouvert de K : Dε ¡ 0, �x P K �Bp0, εq, fpxq ¡ 0.

Exer
i
e 2.35 Montrer à l'aide des suites que si K est 
ompa
t dans Ω ouvert, alors il existe

ε ¡ 0 t.q. K �Bp0, εq � Ω (don
 que K est à plus d'une distan
e ε du bord de Ω).

Réponse. Sinon, pour tout ε, en parti
ulier ε � 1

m
, on a pK�Bp0, 1

m
qq X pR

n
�Ωq � H. Don
 il existe

xm P K et zm P Bp0, 1

m
q t.q. xm� zm P pR

n
�Ωq. On a 
onstruit une suite pzmqmPN� dans R

n
qui 
onverge

vers 0. Et on a 
onstruit une suite pxmqmPN� dans K, et 
omme K est 
ompa
t, la suite pxmqmPN� a une

sous-suite 
onvergente pxmk
qkPN� dans K ; notons x

8

� limk→8

xmk
P K. Don
 la suite pxmk

� zmk
qN�


onverge vers x
8

� 0 � x
8

; et pxmk
� zmk

qN� est une suite dans le fermé pR
n
�Ωq (
omplémentaire d'un

ouvert), don
 sa limite x
8

P R
n
�Ω. Ave
 x

8

P Ω : absurde.

En parti
ulier x
8

P Ω (
ar K � Ω).

Preuve. D'après le lemme pré
édent, il existe r ¡ 0 t.q le 
ompa
t K � Bp0, rq �noté Kr est

tout entier dans Ω . Soit N P N
�

t.q.

1
N
  r. Supposons le lemme faux, i.e. �ε � 1

n
où n ¡ N ,

Dxn P K � Bp0, 1
n
q t.q. fpxnq � 0. On a 
onstruit une suite pxnqn¡N telle que fpxnq � 0 pour

tout n. Et pxnqN� appartient au 
ompa
t Kr, don
 on peut extraire une sous suite 
onvergente

dans Kr, soit x8 P Kr la limite. Mieux, x
8

P K 
ar K est fermé : sinon x
8

P R
n
�K ouvert, don


Dε ¡ 0 t.q. Bpx
8

, εq � R
n
�K, don
 dpx

8

,Kq ¥ ε, absurde par 
onstru
tion de la suite pxnq. Et


omme f est 
ontinue et xn → x
8

, on a fpx
8

q � 0. Et 
omme x
8

P K on a fpx
8

q � 1. Absurde


ar x
8

P K � Ω : don
 le lemme est vrai.

Proposition 2.36 (Partition de l'unité.) Soit K un 
ompa
t de R
n
dont on 
onsidère un re
ou-

vrement �ni

�m

j�1 Ωj � K, les Ωj étant des ouverts de R
n
.

Il existe alors m fon
tions χj P DpΩjq telles que 0 ¤ χj ¤ 1 pour tout j � 1, ...,m et :

χ1pxq � ...� χmpxq � 1 dans un voisinage ouvert de K. (2.38)

11



12 2.10. L
p

loc
pRq et résultat de �proje
tion�

Preuve. On applique le lemme 2.33 : soit m 
ompa
ts Kj � Ωj t.q. K �

�m

j�1 K̊j.

Soit alors ψj P DpΩjq une fon
tion qui vaut 1 sur Kj (une telle fon
tion existe d'après le


orollaire 2.25). En parti
ulier

°m

i�1 ψi est une fon
tion C
8

stri
tement positive dans un voisinage

ouvert de de K. On pose dans R
n
:

χjpxq �
ψjpxq

°m
i�1 ψipxq

. (2.39)

On véri�e immédiatement que les χj 
onviennent.

2.10 L
p

locpRq et résultat de �proje
tion�

Lemme 2.37 Soit 1 ¤ p ¤ 8, et soit f P L
p
locpRq. On suppose :

hypothèse : �ϕ P DpRq,

»

R

fpxqϕpxq dx � 0. (2.40)

Alors, ave
 q le 
onjugué de p dé�ni par

1
p
�

1
q
� 1 quand 1   p   8 :


on
lusion :

$

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

%

p � 1 : �ψ P L8pRq t.q. suppψ 
ompa
t,

»

R

fpxqψpxq dx � 0,

p Ps1,8r : �ψ P Lq
pRq t.q. suppψ 
ompa
t,

»

R

fpxqψpxq dx � 0,

p � 8 : �ψ P L1
pRq t.q. suppψ 
ompa
t,

»

R

fpxqψpxq dx � 0.

(2.41)

Preuve. Cas p � 1. Soit ψ en es
alier ave
 suppψ borné, i.e. Dk P N, Da1, ..., ak, c1, ..., ck P R,

a1   a2   ...   ak, ψ �
°k�1

i�1 ci1rai,ai�1s
. Soit pγnq une suite régularisante et soit ψn �

déf ψ � γn.

On a ψn P DpRq et ψnpxqÝÑn→8

ψpxq p.p., ave
 ||ψ � ψn||8 ¤ ||ψ||
8

, 
f. exer
i
e 2.27. Don
 :

»

R

fpxqpψpxq � ψnpxqq dx �

»

R

fpxq1
ra1,aks

pxqpψpxq � ψnpxqq dx ÝÑ
n→8

0,

grâ
e au théorème de 
onvergen
e dominée : notant gpn, xq � pf1
ra1,aks

qpxqpψpxq � ψnpxqq l'inté-

grant, à x �xé ψpxq � ψnpxq → 0 p.p. donne gpn, xq → 0, ave
 |gpn, xq| ¤ ||ψ||
8

|pf1
ra1,aks

qpxq|

majoration indépendante de n par une fon
tion intégrable. Don
 (2.41)1 est vraie pour les fon
tions

en es
alier.

Soit ψ P L8pRq à support borné. Soit penqN une suite de fon
tions en es
alier qui 
onverge p.p.

vers ψ, ave
 penpxqqN 
roissante positive si ψpxq ¥ 0 et penpxqqN dé
roissante négative si ψpxq ¤ 0

(voir 
ours d'intégration). Don
 on a ||en||8 ¤ ||ϕ||
8

  8 pour tout n.

Comme Da ¡ 0 t.q. suppψ � r�a, as, quitte à rempla
er les en par en1
r�a,as, on peut 
onsidérer

les penq toutes à support dans r�a, as. Et on a :

»

R

fpxqpψpxq � enpxqq dx �

»

R

fpxq1
r�a,aspxqpψpxq � enpxqq dx ÝÑ

n→8

0,

grâ
e au théorème de 
onvergen
e dominée : à x �xé ψpxq�enpxq→ 0 p.p., et |fpxqpψpxq�enpxqq| ¤

||ψ||
8

||f1
r�a,as||L1

pRq majoration indépendante de n par une fon
tion intégrable. Don
 (2.41)1 est

vraie pour les fon
tions bornées à support borné.

Cas p Ps1,8r. Soit q t.q.

1
p
�

1
q
� 1.

Cas ψ en es
alier ave
 suppψ borné : même suite pψnq que pré
édemment : i
i f1
ra1,aks

P

Lp
pRq et ψ, ψn P L

q
pRq pour tout n (trivial). Et Hölder : |

³

R
fpxq1

ra1,aks
pxqpψpxq � ψnpxqq dx| ¤

||f1
ra1,aks

||Lp
||ψ � ψn||Lq → 0.

Soit ψ P L8pRq à support borné. Même suite penq que pré
édemment. Et Hölder.

Cas f P L8pRq. Cas ψ en es
alier ave
 suppψ borné : même suite pψnq que pré
édemment : i
i

f1
ra1,aks

P L8pRq et ψ, ψn P L
1
pRq pour tout n (trivial). Et : |

³

R
fpxq1

ra1,aks
pxqpψpxq�ψnpxqq dx| ¤

||f1
ra1,aks

||

8

||ψ � ψn||L1 → 0.

Soit ψ P L1
pRq à support borné. Même suite penq que pré
édemment...
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Proposition 2.38 Soit 1 ¤ p ¤ 8, et soit f P L
p
locpRq. On a :

�ϕ P DpRq,

»

R

fpxqϕpxq dx � 0 ðñ f � 0 p.p.. (2.42)

Preuve. ð : trivial. C'est ñ qu'il s'agit d'établir. Ave
 le lemme 2.37 :

Cas p � 1 : on prend ψpxq � 0 quand x Rs � k, kr et quand fpxq � 0, et sinon ψpxq � 1 si

fpxq ¡ 0 et ψpxq � �1 si fpxq   0. Don
 ψ P L8pRq à support borné et 0 �
³

R
fpxqψpxq dx �

³

R
|fpxq1

s�k,krpxq| dx. Comme |f1
s�k,kr| ¥ 0, on déduit |f1

s�k,kr| � 0 p.p., voir 
ours d'intégration,

don
 f1
s�k,kr � 0 don
 f � 0 sur s � k, kr, vrai pour tout k.

Cas p Ps1,8r : on prend ψpxq � 0 quand x Rs�k, kr et quand fpxq � 0, et sinon ψpxq � fpxqp�1

si fpxq ¡ 0 et ψpxq � �|fpxq|p�1
si fpxq   0. Soit q le 
onjugué de p donné par

1
p
�

1
q
� 1.

On a |ψpxq|q � |fpxq|qpp�1q
� |fpxq| pour x Ps � k, kr et 0 ailleurs. Don
 ψ P Lq

pRq. Ave


f1
r�k,ks P L

p
pRq. Don
 pf1

r�k,ksqψ P L1
pRq ave
 pf1

r�k,ksqψ � |f |p1
r�k,ks ¥ 0 d'intégrale nulle,

don
 f � 0 sur r�k, ks, vrai pour tout k.

Cas p � 8 : dual du 
as p � 1. On prend ψpxq � 0 quand x Rs � k, kr et quand fpxq � 0,

et sinon ψpxq � 1 si fpxq ¡ 0 et ψpxq � �1 si fpxq   0. Comme r�k, ks est borné et ψ borné,

ψ P L1
pRq. Don


³

R
f1

r�k,ksψ � 0, ave
 f1
r�k,ksψ � |f |1

r�k,ks ¥ 0, don
 |f |1
r�k,ks � 0 p.p., don


f � 0 sur r�k, ks, vrai pour tout k.
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