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CHAPITRE 9

Rappels de Mathématiques
et de Physique

Objectifs - Les chapitres précédents utilisent des notions mathématiques
et de physique qui ne sont pas explicitement introduites dans ce livre et
supposent ces éléments connus ou admis. Seuls quelques éléments
fondamentaux ont été donnés au lecteur. Ces annexes regroupent les
fondamentaux que le lecteur doit posséder pour une lecture plus
approfondie des chapitres précédents. Bien que la lecture soit non
indispensable aux lecteurs de niveau Bac+4, elle est conseillée a ceux ayant
un niveau d'étude inférieur. Ce chapitre fait abondamment usage de
supports divers qui sont cités a la fin de ce chapitre. Dans un souci
pédagogique des notions identiques sont abordées a plusieurs endroits
différents sous des angles différents et certaines notions importantes sont
répétées uniquement pour faciliter la lecture séquentielle des pages et
éviter les couteuses relectures pour le lecteur.

9.1 Notions générales sur les ondes
9.1.1 Notions d'onde

Les ondes de De Broglie

A

~

Il s'agit de considérer un électron qui est
caractérisé en physique classique comme
ayant une masse m et une vitesse V
définis par rapport au repere de
lI'observateur (Figure 9-1).
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S
l

Figure 9-1. Représentation d’un électron
e~ en mécanique classique
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Dans le cadre de la physique relativiste, il faut considérer les éléments suivants :

e unrepere Ry i€ a 1'électron dans lequel 1'électron a une vitesse nulle (en effet le
repere est 1i€ a 1'électron) ;

* lerepere R, de l'observateur.

Notons m, la masse dans le repere Ry, masse qu'on appelle masse propre. Les équations
de Lorenz de la relativité restreinte donnent pour une particule de vitesse V:

L)
m =
VZ
1-=
[
L'énergie de masse : E, = m,.c? dans R,
L'énergie de masse : E;, = m.c? dans R,
Mo
E, =m.c?= c?
V2
1-=
Cc

De maniere similaire il existe deux temps différents :
* le temps dans le repere du laboratoire : t
¢ le temps propre qui est le temps dans le repere de 1'électron : t'

Les équations de Lorenz de la relativité restreinte montrent que pour une particule de
vitesse I/ :

Louis de Broglie associe a toute particule (y compris 1’électron) une vibration périodique
de fréquence v, dans le repere R lié a 1'électron et dans lequel I'électron est immobile et
une fréquence v (nu) dans le repere R du laboratoire.

Notons la constante de Planck avec : & = 6.626 070 15 x 1073* J.s

L'énergie d'une particule libre (non soumise a un potentiel) est alors (selon Louis de
Broglie) :

* dans le repere du laboratoire : E = h.v

* dans le repere de 1'électron : E, = h.v,

La fréquence étant comprise entre 0 et 1 et le cosinus ayant une période de 2., il est
possible d'associer une vibration a 1'électron comme :

[(t)) = cos(2.m.v,. 1) . [1(0))
1

14 N . \ . .
Comme t' = \/7(1: —;.x), dans le repere du laboratoire, l'expression devient
1-=
C

I'expression d'une onde plane puisque la formule fait maintenant intervenir une variable
de temps et une variable d'espace :
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[ . ’ ]
|Y(x,t)) = cos lZ.n. Vo- (t -— x)j [Y(x, 0))

Remarque
E _hv v mc® m
E0 ~h Vo vo my.c?>  m,
Comme m = OVZ (équation de Lorentz) on a :
1=
Mo
2 v2
E hv v mc m 1-= 1
EO h VO VO mo Cz mo mo VZ
1-=
c
v 1
VO V2
1-=
c
Et donc
Vo
V=
V2
1-=
c

. Vo
Donc en remplagant I'expression J_ parv:
1-=
C

|Y(x,t)) = cos [2.71.1/. (t — C%x)] Jw(x, 0))

Soit encore
|4
[Y(x,t)) = cos<2 V.t —2.T.V.— x) [Y(x,0))

Posons

w = 2.m.v pour la pulsation

k=2.m. v.clz =2.1 (i—:) = 27” ou A est la longueur d'onde.

L'expression se réécrit comme : | (x,t)) = cos(w.t — k.x) . |yY(x, 0))
Et aussi comme |Y(x, t)) = cos(k.x — w.t) .| (x,0))
Ceci correspond a l'expression d'une onde plane.

Pour des raisons liées a des facilités de calcul, on utilise I'exponentielle complexe car cela
permet de remplacer la trigonométrie par des opérations de multiplications.

[W(x, 1)) = e"Ex=2 |3h(x, 0))
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Remarquons

OrE, = m.c? = h.vetdonc
h.v
V

Vv
h
m.

Expression d'une onde

Planck a postulé que 1'énergie est un multiple de 4. w avec w qui désigne une fréquence
et i la constante de Planck qui vaut environ 6.62.1073* joules secondes. Einstein
montrera que le photon a quant a Iui un niveau d'énergie valant exactement h. w et que le
moment du photon (quantité de mouvement ou impulsion) vaut exactement p = h.k ou
k est le vecteur d'onde du photon.

Donc pour une particule quelconque de masse m :
E=hw
p=hk

L'onde associée a la particule, dépend de la position et du temps puisque 1'énergie dépend
du temps et que la quantité de mouvement (impulsion) dépend de la position.

[p(x, 1)) = e'®x=0D |y(x, 0))
Si on suppose que |P(x, 0)) est constant alors :
[B(x, ) = Ag. eitk—o
Et par exemple, on peut prendre Ag = 1

[P (x, t)) = eilkx—ob

Origine de I'équation de Schrodinger indépendante du temps

Le but de cette section est d'introduire I'équation de Schrodinger et notons que celle-ci
doit étre comprise comme un postulat de la physique quantique et qu'elle n'a pas a étre
démontrée. Dans cette section on suppose que E = E(x, t) ne dépend pas du temps et que
par conséquent : E = E(x).
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Par analogie avec les ondes de De Broglie, on considere ;
w)(x, t)) — AO- ei.(k.x—w.t)

I1 faut remarquer que le signe - devant w. t est caractéristique des ondes qui se déplacent
dans le sens des valeurs de t croissantes.

Par exemple, on peut prendre 4y = 1 pour simplifier.

On adonc :

aZ
Whp(x' t)) = k% [P (x, 1))

Mais on sait que p = h.k donc k = % ce qui donne

2

pZ
(6, 0) = 5. [ )

dx?
e _ 1, PP RKE
Mais I’énergie cinétique E, vaut : E.(x) = oM.t =——=——dou:
h2. k?
Ec(x) = m
2m
F'EC(x) = kz
Donc puisque
2
1 x0) = K2 (6, )

2 2.m

W, 0) = = B (). I (x, )

soit encore :
2 2

Ec(x). [$(x, ) = 2.m" dx2

[ (x, 1)

Donc I'énergie totale est égale a 1'énergie cinétique plus I'énergie potentielle :

2 2

h
E().l(x, 1)) = S 32

[ (x, ) + Ep(x). [ (x, 1))

C’est I’équation de Schrodinger indépendante du temps, puisque E ne dépend pas de t
mais uniquement de x.

Elle s’écrit aussi sous la forme compacte :

EQ).[$(x, 1)) = H(). [ (x, 1))

. . . nz 9?2 ..
L’opérateur Hamiltonien H(x) = pynibrany E,(x) a un nombre fini de valeurs propres

qui sont les différents niveaux d'énergie possibles de la particule.
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Equation de Schrodinger dépendante du temps

Supposons maintenant que 1’on ait E dépendant du tempsi.e. que E = E(x,t). Pour
simplifier, supposons Ej, = 0 (I'énergie potentielle est nulle).

Alors, on a d’une part

2 2
EC(.X', t)' |lp(x' t)) = m Ox2 |1,b(x, t))
et, d’autre part, comme [ (x, t)) = e-**=9) {] vient :

d
%ltp(x, t)) = —i.w|[P(xt))
Mais on sait que E = h. w ce qui donne w = %et donc :

0 L E(x0)
5p @ 0) = —i——[Y(x, 1)

Ce qui se réécrit comme :

d
B, ). W, 0) = i. b= b )

Il reste a rassembler cette équation avec celle-ci :
2 2

h
E(x,t). [Y(x,t)) = T o [P (x, 1))

pour obtenir :
2 2

- i} | o) = h
L ‘ot Y0 T 2.m 0x2

[ (x, 1))

soit, avec I’énergie potentielle :

2 aZ

d
v [ (x, ) = TR [P (x, ©)) + Ep(x, ). [ (x, )

c’est-a-dire

d
Lhos[p(x ) = Hix 6. [§(x, 1))
hZ 2
H(x,t) = mﬁi‘ Ep(x, t)

Equation de Schrodinger : dimension 3

En trois dimensions, avec le Laplacien, ces deux équations deviennent :
2

h
EQ, ). [p(x, 1)) = 5— . Al Cx, ) + Ep(x, 6). Y (x, 1))

.m’
et
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2

d h
Lo () = o— AP (x, ) + Ep (x, 0). [ (x, 1)

.m’

Supposons que I’énergie potentielle ne dépende pas du temps i.e. que E,(x,t) = E,(x)
et écrivons |YP(x,t)) sous la forme |P(x,t)) = |¢p(x)).16(t)), I’équation précédente
devient :

2

0 h
LA 9(0)). 5 10(0) = 5—.10(0)). Al (X)) + Ep(x). 16 (D))- 19 (x))

.m’
soit, en divisant par |¢(x)). |0(t))

_h%WU»_thm&»
“TTemy T zm T 1e00)

Mais la partie droite est constante par rapport au temps, et la partie gauche étant constante
par rapport aux coordonnées d’espace, on a :

+ Ep(x)

R Alp()
W= 2w Tecy T
et
I A GC)
~ ")

avec W indépendant de t et des variables d’espace.

Ainsi I’équation

a
—10@®) K2 Alp())
at _
o) _Zmﬁﬂﬂ)+%@)

i

devient
a
- 5 10(®) _
e)
2 Alp(x)) ~
G Teey TR =W
soit :
( lo®)
] oy A

2
8160 = 2 W = £,(0]. 1900

ce qui donne :
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0()) = e
2m
Alp(x)) = W7 (W — E,()]. 1¢(x))
La solution s’écrit ainsi |(x,t)) = |¢p(x)). e_Ei'W't avec :
m
2

2
Alp(x)) = —~ (W - E, ()] 1¢(x))

Remarquons que la relation [ (x, t)) = |¢p(x)). e 7"t montre que :
2 2
1Y) (x, @) = [Ip())]
est indépendante du temps. On dit que [P (x,t)) = [¢p(x)).e =" est une solution
stationnaire de 1’équation de Schrodinger.
9.1.2 Energie d'une particule

La position de la particule est uniquement repérée par sa position sur 1'axe des x. Soit V
la vitesse de la particule et soit m la masse.

O -

X

Notons E, 1'énergie cinétique.
Notons E;, I'énergie potentielle.

Soit E = E. + E, 'énergie totale de la particule.
Ona:E, = %.m.V2
Et comme p = m.V il vient que V = %

Et donc :
2

1 2
Ec =Em(%) =22.j—m

Si on suppose que 1'énergie potentielle est nulle, cela donne :

1 p\2_ p°
E=E+0=>m(-) =0—
¢ 2 m 2.m
Et on sait qu'on doit avoir E = A.w et p = h. k.
9.1.3 Opérateur lié a la quantité de mouvement p
( . . N ) ., 0. &
En représentant les états sous cette forme ceci donne P =TT —l.h.a (P et

X
. o . . 3 hg
I'opérateur associé au moment) et en 3 dimensions cela donne P = 7.V avec h la
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. . h ( v
constante de Dirac qui vaut A = Py (h représente la constante de Planck) et V le vecteur

gradient.

En résumé il est possible d'associer au moment p un opérateur qu'il est possible de
( 5 hoa.

présenter sous la forme P = o

Pour vérifier que P est bien I'opérateur associé au moment, il suffit de faire le calcul.

~ h a. hao . . h .
P.|Yy(x)) = Ta lp(x)) = Ta [el(k.x—w.t)] — T i k. ellkx—0.1)

P.[yp(x)) = h.k.eikx=0D
P.l(x) = hk.lip(x))

Ceci montre que P appliqué a [1(x)), permet d'obtenir h.k qui est le moment de la
particule. Ceci permet d'affirmer que h. k est une valeur propre de P.

9.1.4 Opérateur lié a l'énergie
On a montré que :
IS ., 0.
p = h.k - P——l.fl.a
Et la question qui reste consiste, pour E = h. w a définir 'opérateur associé ?

On va montrer que :

E=hw - E=inZ
at
Pour cela il suffit de calculer E. |y (x, t)) :
~ . 0.
E. [Y(x,t)) = l.fl.ah/)(x, t))

£ 2. .
E Y(x,t)) =1i. fl_ael(k.X—m.t)

EY(x, 0)) = —i. . i. h. eilex—wD
E. [Y(x, 1)) = h. w. pllkx—0.)
E.[(x,t)) = h.w. [P(x, 1))

Conclusion

d.
L. fl-allp(x. t)) = E.|[Y(x, 1))

9. i
5@ 0) = =+ E. [ (x, 6)
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9.1.5 Solution de l'équation de Schrodinger

Solution pour un x fixé

—ifotH(u).du. |1/Jo)

On peut constater que si [P;) = e &

alors

d(Il/Jt)) [ . H().e L H(u)du] o)

d (e LIS H@W).du Ilpo)
dt

= [~ 5 H. o] )
Soit effectivement :

d|pe)
dt

= — ZH(. o)

Avec |Yo)it=03 = |Po)-

Solution pour un x fixé si H est constant

i
On peut constater que si [(,;) = e & |1),)

alors
d (IlPt)) in
= [~ 5 1o o)
Soit effectivement :
dip) i
Pk _E'H-llpt>

Avec |Yo)it=03 = |Po)-

Exemple d'une particule

Soit p = mv qui note I'impulsion c'est-a-dire la quantité de mouvement.
Donc v =L~
m

Considérons une particule dont I'énergie totale E = E + E,, avec:

e 1 2
* L'énergie cinétique : -m.v
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* L'énergie potentielle notée E,(x) car elle ne dépend que de la position x.

Donc
1 2
E = Em.V + E,
2
p
EFE=—+E
2.m P
Rappels

Planck-Einstein ont montré

(voir https://cahier-de-prepa.fr/mpsil-pothier/download?id=338)

que
p=k.h
Et que
E=hw

(w est la pulsation)

Donc I'équation
E=-m.V?+E,

devient
2

p
E=-—+E,
2m+

L'impulsion p est un observable et il est donc possible de définir un opérateur P associé

a l'impulsion avec P = —i. h— et en 3 dimensions cela donne P=-in¥ avec h la

constante de Dirac qui vaut A = ; (h représente la constante de Planck) et V le vecteur
gradient.

Définition de la notion d'onde.

Source : https://fr.wikipedia.org/wiki/Onde

Dans une sinusoide y = sin(w. t + ¢)
. . 12 ‘o
w est la pulsation, f = % est la fréquence et T = 7= f est la période.

Une onde sinusoidale est de la forme :

Y(x,t) =(0).cos(w.t — k.x + @)
Avec
¥(0) : I'amplitude
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La pulsation en t est w avec la phase —k.x + ¢
0(w.t—k.x+ @)
=w
at
La pulsation en x est k avec la phase w.t + ¢
o0(w.t —k.x + @) B
0x B

-k

. . .. 2. . 1
La pulsation w est telle que, si A est la période, on a: A = 7” La fréquence f = 7 vaut
w

donc f = —

2m’
@ : la phase lorsque t et x sont nuls

A la longueur d'onde d'une onde sinusoidale, est la distance physique entre deux points de
la courbe qui possedent la méme phase.

Elément important

0 i
ah/’(x, t)) = — [¥(x, )
h% 02
E = l—mﬁ + Ep(x)l . hb(x: t))

donc
262

>+ Ep(x)l Y(x, 1))

d
iR [, 0) = B [Y(x, ) = I‘m%

La solution recherchée est : [P (x, t))

9.1.6 Exemple d'application de l'équation de Schrodinger

Mécanique classique

Lorsqu'on étudie le mouvement d'une particule, on étudie le chemin au court du temps.
Par exemple un déplacement de type ellipsoide peut étre décrit en donnant les positions
successives au cours du temps selon les deux axes x et y (Figure 9-2).

vy A

>
X

Figure 9-2. Représentation d'une trajectoire
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Soit 7(t) = (x(t),y(t)) la fonction qui donne la position de la particule au cours du
temps.

. . dar(t < g .,
La loi de Newton dit que F = m.a = m.%, c'est-a-dire que les forces qui s'exercent
sur la particule sont égales a sa masse fois 'accélération.
dr(t)
F=ma=m.
dt

L'énergie potentielle mécanique est une énergie qui est échangée par un corps lorsqu'il se
déplace et la variation d'énergie mécanique est mesurée comme la variation de F.
- dF da d?7#(t)
=——=-Mm—-—=—-m——
pot dt dt dt?

Soit une vitesse initiale de la particule : ¥(0)

Soit une position initiale de la particule : 7(0)

Trouver la trajectoire 7(t) de la particule revient a résoudre 1'équation
d?7(t)
dt?

VWpOt = —m.

Mécanique Quantique

Il est impossible de connaitre la position et le moment p simultanément.
Ainsi : Ax.Ap > h

Donc au lieu de chercher la trajectoire d'une particule, il faut chercher |y (7, t)) qui
est une fonction qui dépend de 7 et de t.

Si on reprend 1idée de deux coordonnées avec les notations les plus
répandues : 7 = (x,y)

De maniére générale, avec 7 = (x,y) :
2 aZ

Z.mﬁ

L OWED) _ B 0NGE0)
o ot T 2m 072

0
i.h.a. Y (7,t)) = E. Y@ t)) = |- + E,(P)|. [p@, 1))

+ E, (D). [$ (7, 1))
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Cas particulier en dimension 1 : dualité onde/particules

La position de la particule est uniquement repérée par sa position sur l'axe des x. Soit v
la vitesse de la particule et soit m la masse.

—0 -
X

Notons E. 1'énergie cinétique.
Notons E;, I'énergie potentielle.
Soit E = E. + E, I'énergie totale de la particule.

La dualité onde/particule fait que la particule peut aussi étre considéré comme une onde
comme le montre la Figure 9-3.

Figure 9-3. Visualisation de la longueur d'onde

Une caractéristique importante d'une onde est la longueur d'onde : A
h h

/1:—:—
p mV

La constante de Planck vaut environ h = 6.6.1073%j.s. Cette valeur particulierement
petite montre que pour une particule de masse importante A = 0 i.e. que la longueur
d'onde est nulle.

Pour une particule (de masse faible), on peut aussi écrire que :

= h =k.h
p - /1 - .
ouk = 27” soit encore A = —
h h
Donc p = T= 5 k
Et h = L est la constante de Dirac (https://www.techno-

2.1
science.net/definition/6675.html)
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Doncp=§=h.k

Cas particulier de 1'électron

1 h h
Considérons p = et donc 4 = ”

La longueur d'onde A d'une particule est d'autant plus grande que p est petit. On peut
s'intéresser par exemple au cas de 1'électron et tenter d'analyser (x, t). Comme cela a
été explicité précédemment, la vibration de 1'électron dans le repere de 1'électron devient
une onde dans le repere du laboratoire (Figure 9-4).

Figure 9-4. Visualisation d'une onde périodique

Rappels sur les ondes
De maniere générale une onde se décrit par :
Y(x,t) = A.cos(k.x — w.t)
ou
Y(x, t) = A.sin(w.t — k.x)

Dans le cas ou pour (x,t) = (0,0), I'onde Y (x, t) prenne une valeur particuliere il faut
ajouter un phase ¢ si on choisit 1'expression 1 (x, t) = A.cos(k.x — w. t) ou une phase
@' si on choisit I'expression Y (x,t) = A.sin(w.t — k. x) :

Les expressions les plus générales sont donc :
Y(x,t) = A.cos(k.x —w.t + @)
Y(x,t) = Asin(w.t —k.x + ¢')
Comme P (x,t) = A.cos(k.x — w.t + ¢) alors

dip(x,t)
dt
A = (x,0) : I'amplitude (la longueur du vecteur dans le plan complexe)

= w.A.sin(k.x — w.t + ¢")
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w : la pulsation en t
k : la pulsation en x

Remarque :

c 12 L.
f= % est la fréquence en temps et A = P f est la période en temps.

k L 1 2T , .
f'= > est la fréquence en espace et A’ = =T est la période en espace.

Ceci peut se réécrire comme :
w(x, t) = A ei(k.x—w.t)
Y(x,t) = A.[cos(k.x — w.t) + i.sin(k.x — w. t)]

Avec une telle convention de représentation, le dessin de 1'onde peut se faire dans un plan
avec en abscisse la partie réelle et en ordonnée la partie imaginaire.

Notons ¢ = k.x — w. t I'angle.

Y(x,t) se représente comme sur la Figure 9-5.

imaginaire : :
| |
) I AL b
| |
A S :
| |
| |
Q= )c.x —w.t :
| |
| 1 >
1 2 réelle
Figure 9-5. Représentation de (X, t)
Rappels.
Soitu =a +ib
Alors on constate que : i X (a + ib) = —b + a.i
****ﬁ=2*‘ ********* I [ i
| i | |
: | F |
: imaginaire ! ! !
‘ | ' | b=1
________ ___ S 0 T Y Nt S
| ' r ‘
l | l
l u=a+ib
i | |
,,,,,, L ;‘ S
-b=-1 1 a=2 réelle

Figure 9-6. Effet de l'opérateur i
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. T
On peut constater que e"z = cos (g) + i.sin (g) =1.

. TT
Ainsi comme le montre la Figure 9-6, ez = i est un opérateur qui permet de faire pivoter
un objet d'un angle de g

De maniére générale, e““ est un opérateur qui permet de faire pivoter un objet d'un angle
de a, comme le montre la Figure 9-7.

réelle

Figure 9-7. Effet de l'opérateur e**

L'équation de Schrodinger est la suivante :
2 32

0 h
Lhor () = B[P t) = [—5— o3+ Ep(0)|. [P (x, 1)

i olp(x 1) _ h? 0%|yY(x,t))
o9t T 2om 0x?
La solution recherchée est : [P (x, t))

+ Ep (). [$(x, )

La loi de conservation de 1'énergie en mécanique classique :
E=E +E,
Ce qui donne en mécanique quantique
E.[Y(x)) = Ec. [P () + Ep. [P (x))

en supposant que 1'énergie totale ne varie pas au cours du temps.

L'équation d'Alembert permet d'écrire que
(https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation _des ondes) :
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921p(x,0)) V2 d2(x, 1)
92x ¢t d?t
Dans le cas particulier d'un photon qui se déplace a la vitesse ¢ 1'équation devient :

P01 EpEo)
02%x c2 d?%

2
Calcul du terme de gauche [ Itgg,t))

0%|Y(x,t))  0° [4. eilex-w0]

dx?  0x?
Ona: % = aa_x [A. ei(""‘_“"t)] = A. k.i.elkx-ot)
Donc : —azlz)(f’t)) = a—zz [A.k.i.eiex—0d] = —4 |2 ellkx-0b) = _[2 4 eilkx-a.0)
%P (xt)) ) _

— =~k 1Y(x, )

Dans le cas d'une particule : p = % =h.k

2
Et de plus, k = % soit encore k2 =2

A2
Donc
0[P (x, 1)) p’
e = k(x5 0) = — (x5, 0)
Or
1
E.= E.m.v2
Et comme p = m.v il vient que v = % soit
1 p\2_ p?
Ec = Em (E) = m
Et donc p? = 2.m. E,
Donc on peut réécrire :
0%l (x, 1)) p*
S = kR ) = — 2 ()
comme
0%l (x, 1))
—— 5 = k2 () =
0%l (x, 1)

2
727 = —k%|P(x,t) = Ec. [P(x, 1))
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0%l (x,t)) h?

0x? 2.m

h? 92 ,
Ee. [, 1)) = —o— llg,(:; t))

EC' h/)(xr t)) = -

Si I’on suppose que [ (x, t)) est indépendant du temps (| (x, t)) = [P (x)))
alors la formule :
E. [$p(x)) = Ec. [p(x)) + Ep. [h(x))

devient

h? 02
E.[Y(x)) = _HM + Ep. [ (x))

Jx?

Et ceci correspond a 1'équation a une dimension et indépendante du temps.
On peut remarquer que : [YP(x,t))|> =0

Ainsi on peut considérer que |1(x, t)}|? définit une densité de probabilités.

Dans le cas 2 une dimension, [1(x, t)}|? donne la probabilité par cm si x est exprimé en
cm ou en m si x est exprimé en m.

Dans le cas a plusieurs dimensions x serait remplacé par un vecteur position 7 = (x, y, z)
et on obtiendrait | (7, t))|? qui donnerait la probabilité par cm3 ou en m3.

Dans le cas a une dimension,

b
Py (t) =J- [ (x, t))|?.dx

représente la probabilité que la particule soit entre a et b.

| |
| | >
a b

De maniere générale ceci donne une loi de probabilité pour x (Figure 9-8) et P, (t) se
visualise comme étant l'aire qui se trouve sous la courbe.
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G ) 4 )
P (E) =f [p(x, t))|?.dx

A

a b
Figure 9-8. Visualisation de la loi de probabilité

De maniere évidente :

Pra(t) = f W (x O).dx = 0

Et d'autre part :

Pras(® = [ WG O) =1

—00

ce qui veut dire que la particule se trouve nécessairement a un endroit donné.

Si on sait a priori que la particule se trouve entre a et b par exemple, il faut s'assurer que

b
Pas (©) =] G D)2 . dx = 1

Considérons que d = |b — a| (la longueur de l'intervalle vaut d) comme sur la Figure
9-9.

W(x, )% 4

Pab(t) =

L

[ (x, )% . dx

a

Figure 9-9. Normalisation
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Ona(x,t) = A.ellkx-wD

avec A qui est une inconnue.

Donc :
[w(x, )% = |A. ei(k.x_,,,,t)|2
[ (x, D)2 = 4|7 ellex-w0)|?
(e, ) = |4
Donc :

b
Pap(8) = f (e D). dx = 1

b
P, (t) =f A2 dx = 1
a

Pap(t) = [AI*(b —a) =1

P, (t) = |Al2d =1

Ce . g2 _ 1 _ 1
Ce qui implique que : A — =7

Donc pour obtenir une fonction d'onde normalisée, il faut transformer

Y(x, t) = A.elkx—o)

comme ceci :

1 .
x,t) = ] el(k.x—w.t)
vint) Vd

De maniere générale on a :

1 .
3 — i(kx—w.t)
Y (7, t) =.e

Vd3

La valeur moyenne de x est notée < x >.

L'équation de Schrodinger est la suivante :
2 2

1 h .
lha |l,b(x, t)) =F. |1,b(x, t)) = —mﬁ + Ep(x) .|1/)(x, t))

h dlp(x,t)) B h* 92 (x, 1))
TR T 2.m Ox?

+ Ep (xX). [$(x, 1))

On repart de :
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h* 0%
E.[(x, 1)) = [—mﬁ +E,(@)|. 196, 0)
h* 0%
E.1p(x, D) = = 5— = [(x, ) + Ey (). [$(x,0))
2 2
E. 1 (x, D) = B (x ) = —5— == (x, 1))
2 0%
(B~ E,(0) (6 0) = —5—=— (x, )

Dans cette expression, E,(x) représente I'énergie potentielle et sur la Figure 9-10 elle est
représentée sur l'axe des ordonnées. De maniere évidente elle dépend de x.

A

Figure 9-10. Energie potentielle E,(X) de valeur E
Sur le schéma de la Figure 9-10, si x < x; ou x > x, alors E}, (x) est plus grand que E.

Comme
2 32

h? 92,
(B~ Ep () bz, 0)) = =5 —=—5 (5, 0))
six < xqoux>xpalors E—E,(x) <0

Ceci correspond a une énergie potentielle E, (x) plus grande que 1'énergie E.

h2 92, . . (.
Donc le terme — 55z qui est I'opérateur associé a 1'énergie cinétique E, est négatif

(E;, = S m. V2 < 0). En mécanique classique, ceci est impossible mais en mécanique

quantique, on peut avoir x < x; ou X > x, puisque la position x est une loi de
probabilités comme 1'illustre la Figure 9-11.
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A
[W(x, )

AN A

/ x1

Figure 9-11. Onde liée a la position

L'énergie que la particule peut avoir est quantifiée en niveaux d'énergie qu'on appelle des
quantas (Figure 9-12).

by, o) ,
_____
/ Xll x; >

Figure 9-12. Niveaux d'énergies ou quantas

Ces éléments de réflexion restent vrais en remplagant x par 7 = (x,y, z)
2 2

h
E.[(7, 1)) = ——Tzlll’(r D)+ E, (). [Y(#, 1))

h* [92y(F, 1)) azll/)(r,t))_l_azlll’(ﬂt))
2.m 0x? dy? 0z?

E. [y 1)) = + E, (). [y (7, 1))

2.m|0x2

n? [ 92 02 02
E. (7, 0) = - [ tort 622] W@ D) + Ey (). [y, 0)
hz
EY@ ) =—5— Vzlt/)(r )+ E, (). [p (7, 1))

2

h
E. [y (7, 0) = [—m.vz + E, ()| @ 0)
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2
Ce qu'on appelle Hamiltonien c'est I'opérateur H = — zh—m V2 4+ E,(7)

E.|[Y(# 1)) = H. [ (7, 1))
Ceci montre que la valeur propre associé a H est la valeur E.

Equation de Schrodinger dépendante du temps : commentaires et remarques

Ceci se produit par exemple si la particule interagit avec d'autres particules. L'énergie
d'une particule évolue au cours du temps et on peut écrire E (t).

Dans le cas d'un probleme a 1 dimension et en considérant que E),(x) = 0, I'équation
devient, puisque 1'énergie totale se réduit a de I'énergie cinétique :

2 62
Ec(0). 19 (x,00) = E(D)- Wp(x,0)) = [—;‘—mﬁl [, 0)

h
Ec(). [p(x,t)) = —5—. o= [ (x, 1)

2.m 0x2

2.m . 0?
_?Ec(t). lY(x, t)) = F%) [ (x, 1))

0° 2.m
g7 W00 = = T B (O G )
Soit
W(x, t) = A. eikx—wt)

On constate que

d 0 .
— i(kx—w.t)
(D) ==-[A.e |
d .
— — i(kx—w.t)
atllp(x, t)) l.w.Ae

d ,
5 W) = L. [P(x, D))

L'énergie totale correspond a 1'énergie cinétique : E(t) = E.(t)
Dans l'expression Y (x, t) = A.e!k*~@D
le terme w représente la pulsation de 'onde :

E.(t) = w.h

Et donc
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Conclusion

a ,
5 W) = L. [P(x, 1))

0 Ee(®)

I 0) = - == Y )
h o

Ee(0): (6 ) = === [(x, )

i}
E.(O). 1Y (x,0) = h.i.2|P(x 1))

Revenons a I'équation de départ :

92 _2m
57 W06 ) = = Ec(0). W (x, 1)

L ~ I
o o 0 ) = B0 W, 0) = Rl (5, )

2.
Donc :
n2 92 9
S IxZ [P (x, t)) = —fl.l.ah/J(X, )
a hz 2
h-l-ah/’(x: t)) = —ﬁ-ﬁhl’(x, t))

Dans ce cas général ol il y a une énergie potentielle on aura :
2 2

i) h
hoi—s [P 0)) = —o— .o [Y(x, ) + Ep (). [P (x, 1))

2.m 0x2

Ceci est la version a une dimension de 1'équation de Schrodinger qui dépend du temps.

La version dépendante du temps peut €tre étendue au cas en trois dimensions.
2

0 h
hoio [ (6, ) = = 5— VAP (x, 1) + B (). [$ (x, 1))

2.m’

On peut décomposer cette équation en deux équations l'une dépendant du temps t et
l'autre de la variable espace x.

On introduit : [P (x)) et | (t)) telles que [P (x, t)) = [P (x)). |@(t))
Ce qui correspond a :

[W(x, ) = cr. [P1 (). 191 (D) + C2. [P (X)) @2 (D)) + -

Considérons : | (x,t)) = |[Y(x)). |@(t))
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Dérivée numéro 1.

d d
(6, ) = Y. 9(0))

Dérivée numéro 2.

d d
3¢ P 0) = 1e(©). o~ [ (X))

62
7z ) = Iw(t)) |1/)( ))

Revenons a :
2 62
h.i. —It/)(x ) =—5— —Ill)(x t)) + Ep(x). [ (x, £))

2

h
fl-i-lllJ(X))-alfp(t)) 5ot )) |¢(X)>+E (0. [P (). 1))

2

d h
B IPCO) A 19(0) = = g () g ) + Ey (). G p ()

&)  d R lp()) d*

h L TGN e (D) dt' ) = = o e 10 @) &2

[ () + Ep(x)

w0 + B,

PO =~ ey

|90(t)) dt

La partie droite ne dépend pas du temps et donc

g () = E@)
ou E(x) est constante par rapport au temps
1
oy 19 = 5B
oy g 10O) = 5B
donc
dt dle®) i
|90(t)) at ——E.E(x).dt
dlfp(t))
P (t)) Jdt = E(x) dt
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dip®) _
dt .dtz—i.E(x).f dt
lp () h

Remarque :

Considérons I’équation différentielle

dy _
dt = a.y
y(0) =y,

N

Ou y est une fonction a valeurs réelles strictement positives. L’équation peut alors
s’écrire :

y
— =
y
y(0) =y,
Soit :
din(y)
dt
y(0) =y

Dont la solution est

In(y) = a.t + In(y,)
Soit encore :

y(t) = yo.e*t

Si la fonction y est a valeurs strictement négatives, en posant z = —yon a:z' = —y
donc la premiere partie de 1’équation s’écrit également

dz
—=
Ce qui nous ramene au cas précédent et donne :
z(t) = z(0).e%t

!

a.z

Soit encore

y(6) = yo.e**
Si la fonction y et/ou le coefficient a sont complexes, on vérifie aisément que
y(t) = yo.e**
est solution de 1’équation
dy
Frimlay

y(0) =y,
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Donc In(lp(®)) = — . E(2).t

Et donc

P () = e FEO

On avait : [1p(x, 1)) = [ (x)).[@(0))

Donc :
[, 6)) = [PEO)-lo(®)
(x, 0) = [p(x)). e FEW*

2
Comme ||1/)(x, t))| est constant au cours du temps, on a:

[l Ce, ) = |l )|

9.1.7 Analyse des ondes

Définition d'une onde

Une fonction d'onde est de la forme : [ (x, t)) = /p(x). elkx—w-)

Soit le coefficient 1/ p(x) tel que fjooo p(x)dx =1

Y (x, 1)) = /p(x)e"*®
[P (x, b)) = \/p(_x)ei.(k.x—w,t)
lp(x,t)) = m el (k) p-i(w.t)
[Y(x,t)) = \/p(_x)'ei.k.x'e—i.w_t

Distribution initiale de probabilités

La densité de probabilité de la loi normale de moyenne x et d'écart type o

f(x)_o:\/ﬁe 2 a2

Une conséquence du principe d’incertitude d’Heisenberg est que la position d’une
particule n’est connue que par une loi normale, autrement dit :

BT

1 Cx, 0)? =

oN2. 1

Autrement dit :

[Y(x, 1)) = /p(x). ebkx e-twt
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Avec t = 0, I'expression devient
Ill)(x, t)) = /p(x)_ei.k.x_e—i.w_t
|1/J(x, t)) = /p(x) ei.k.x

Donc comme pour la loi normale on a f(x) = =

Il vientqu'at =0ona:

[p(x, ) = /p(x). etk

| (x,0)) :\/a.\;z?_e(‘%'[%] )_eie_eik.x :\/ 1 _\/e<‘f[x—ax°] )_eie_eik.x

oN2.T

_ 1 (—%[%]2) ikx+i0 _ 1 (—%[%]2) ikx ,if
Iw(x,O))—\/a.m.e .e = U'm.e et e

Comme la phase est sans importance, on prend e?® =1 :

W(x,0)) = / - jﬂ L) e

Equation de Schrodinger

0
L. h.a [Y(x, t)) = H(x,t). [p(x,t))

Ou encore

9. i
51V 0) = =2 Hx, 0. [ (x, £)

En supposant H indépendant de t il vient :

0
Lo [P (x, ©) = H(). 9 (x, 0)

Ou encore

d. L
5P 0) = =2 H@). [p(x, 1)
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Dont la solution est :

(e, 0) = e F®) 1y, 0))

Remarque

Wk, ) = e [Y(x, 0))
Donc [Y(x, t + At)) = e_%'(HAt)'H. [Y(x,0))

W0t + AD) = e FEH e TFAH [y (e, 0)

i

(0t + AD) = e FAH e EEH [, 0))

(et + AD)) = e .y, 1)

Ceci montre que
[ (x, t + At)) = U(AL). [§p(x, )
U(AL) = e RAEH

Ceci donne une visualisation comme celle de la Figure 9-13, ou l'axe vertical peut
représenter soit la partie réelle soit la partie imaginaire selon les cas.

espace

Figure 9-13. Visualisation de l'onde

Comme

[P (x,0)) =

[P(x,t)) = e(_%'H(x)'t).[ ’a.\;z?.e(_%'[%] ).e“"x

Remarquons que I’on a :

11 vient
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2

2 _ | (-rH@)1) 1 (-i-[—x:,x 0]2) ik.x
[y (x, )] e : G'm-e e

2 _ | (-pHGOL) 2 1 (-i-[x_,,xo]z) ik.x |2
(e, )12 = |e = et|

. e(_%'[x_oxo]z)

llp(x, )| =

g. T

On retrouve ici l'expression d'une loi normale (sa densité est une courbe en cloche), et
donc :

fnw(x, O)2de = 1

E (|l 0)°) = xo
(PG N =0

Analyse de la solution pour une valeur de t fixée

(1) = e(TiH0E). /6\/% L) ik

_ (i) |1 (AT e
lp(x,t)) =e : a.\/ﬁ'e e

Comme
— ’ 1 (_%'[%]2) ik.x
|lp(xr0)> - O_'m-e . e
alors

(x, 0) = eTF®) 1y, 0))

C’est-a-dire que [P (x, t)) définit la méme courbe en cloche que celle de | (x, 0)), mais

multipliée par le complexe z = e(—g-H ().t)

méme vecteur mais ayant subi une rotation.

de module 1, que I’on peut voir comme le

Rappels.

De maniere générale, e™* est un opérateur qui permet de faire pivoter un objet d'un angle
de valeur a.
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|
|
|
|
|
|
|
I .
________ I g
| g q A
| Imaginaire
|
|
|
|
|
|
L

réelle

(-HG-t) appliqué a | (x, 0)) décrit pour un x donné, si on fait évoluer t, un

—LH(x).t)

Donc e

mouvement de rotation a cause de l'opérateur e( comme le montre la Figure 9-14.

Im(l(x, 0)))

Im(Ipx, 0)))

Re(lip(x,6)))
Re(lp(x,0)))

Figure 9-14. Visualisation de la rotation

Tous les points x subissent la méme rotation de sorte que si a t = 0, on a pour | (x, 0))
une loi normale, a tout instant £ on a toujours une loi normale qui a subi une rotation

e(—%.H(x).t).

A un instant donné t, pour une valeur spécifique de x, on une valeur de 'onde | (x,t)) =
a + b.i qui se compose :

* d'une partie réelle : a

* d'une partie imaginaire : b
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t t temps
x N Y g
L~ Y >
Figure 9-15. Représentation de

de |(x, 1)) = e(TFHE0) /w%_e(-i["? ) qitcx

Une visualisation est proposée sur la Figure 9-15, ou a l'intersection d'une ligne de temps
(une valeur spécifique de t) et d'une valeur spécifique de x, on trouve un nombre
complexe qui représente [P (x, t)).

Pour une valeur de y particuliere, |(y,t)) est de la forme , |[Y(y,t)) = a + b.i, subit

i
I'opérateur de rotation e(_ﬁ'H(y )'t), ce qui fait que pour une autre valeur de temps t',

[Y(y,t")) = a’ + b'.i. La Figure 9-16 propose une visualisation du phénomene.

imaginaire

réelle

Figure 9-16. Représentation de |Y(y,t)) pour une valeur de y particuliére a t = 0,
puis a t puis enfin a t'

En résumé pour une valeur de t fixée et une valeur x fixée i.e. (x,t) fixée, on associe
[ (x,t)) qui est un nombre complexe de la forme a + b. 1

Pour une valeur de x donnée la partie réelle de |y (x,t)) évolue au cours du temps :
comme on applique a [(x, t)) un opérateur de rotation, lorsque la partie réelle augmente,
la partie imaginaire diminue et vice versa. Pour un x donné, la partie réelle de |¢(x, t)),
décrit une sinusoide (Figure 9-17).
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réelle

x1 '
XZQ\; | _

Xn

Figure 9-17. Pour un x donné, évolution de la partie réelle de |P(x,t))

La valeur de I'onde change au cours du temps mais la propriété intrinseque qui est la loi
de probabilité ne change pas puisque l'ensemble des points de la distribution ont une
position relative les uns par rapport aux autres qui est inchangée.

Conclusion
En général, si f est une densité de probabilité (f = 0 et f_+:: f(x)dx =1)ona:

[P Cx, 0)) = Vf(x). e

et

p(x, 0) = eTF®) 1y, 0))

Soit

p(x, 0)) = (T 7. et

Analyse de la solution pour une valeur de x fixée

[Y(x, t)) = e(—%.H(x).t). % e(_%'[%] ) etkx

p(x, 0) = e TFH®) ¢

Avec

C = 1 ) e<_%'[x_axo]2)_ elkx

Et, en général
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— /f(x)' eikx

Ou encore :

i i
[Y(x,t)) =|cos|—=.H(x).t) —i.sin(—=.H(x).t)[| X C
h h
Pour simplifier notons
- H
u(x) = —5 - Hx
Et donc
1 (x, 0)) = eCLueID ¢

Soit enfin :

[Y(x, t)) = C.[cos(u(x).t) — i.sin(u(x).t)]
C’est-a-dire une sinusoide multipliée par une constante issue de la courbe en cloche.

Remarquons que
|[Y(x,t)) = C.[cos(x.t) —i.sin(x.t)]
) T
[Y(x, t)) =C. [cos(x. t) +i.cos (x. t+ E)]
Ses composantes sont deux sinusoides déphasées de g .

On peut représenter simultanément les deux axes de la partie réelle et imaginaire comme
sur la Figure 9-18. Attention toutefois, car il existe toutes les combinaisons possibles entre
la partie imaginaire et la partie réelle et ceci n'est pas représenté sur la figure.

imaginaire imaginaire

—lr

.'

reeue'?%)é{ \m@g“:&"e

Figure 9-18. Pour un x donné, visualisation des deux sinusoides déphasées
(représentation simultanée)

Cas général : visualisation simple

Dans le cas général :

1
i. h'E' [Y(x, t)) = E. |[Y(x, 1))

L'énergie E d'une particule se compose :
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2 . o s4e 1

* D'une énergie cinétique : Sm. v?
* D'une énergie potentielle notée V (x) car elle ne dépend que de la position x.
Soit p = mv qui note I'impulsion c'est-a-dire la quantité de mouvement
Donc v =L~

m
Rappels
Planck-Einstein ont montré

(voir https://cahier-de-prepa.fr/mpsil -pothier/download?id=338) que
p=k.h

Et que
E=hw

(w est la pulsation)

Donc I'équation

1
E=H=-mv*4+V

devient
2

E=H=p—+V
2.m

L'impulsion p est un observable et il est donc possible de définir un opérateur P associée

N . ™~ . a. . . = . =
a I'impulsion avec P = —l.h.a et en 3 dimensions cela donne P = —i. h.V avec h la

. . h . v
constante de Dirac qui vaut A = Py (h représente la constante de Planck) et V le vecteur
gradient.

Code Java permettant de visualiser ¥(x,t) = Y(0).sin(w.t — k. x +

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import math as m

from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d # Fonction pour la 3D

# -------- generation de 1 onde -----------------

fichier = open("..\..\data3D.txt", "w")
phi = ©

phio = 1

omega=1

k=1

t=0
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while (t<15):
X=0
while (x<8):
valeur = phi@ * m.sin(omega*t-k*x+phi)
fichier.write(str(t)+" "+ str(x)+ + str(valeur)+"\n")
X=X+0.1
t=t+1
fichier.flush()
fichier.close()

H#E —ioisio o= lecturer falchiepN=loiooioininisisis oo oo o
M = np.loadtxt('..\..\data3D.txt")

fig = plt.figure()
ax = fig.gca(projection="3d"') # Affichage en 3D

# B = np.copy(M[:-5000])
ax.scatter(M[:,0], M[:,1], M[:,2], label="Courbe') # Tracé des points 3D

plt.title("Points 3D")
ax.set_xlabel('X")
ax.set_ylabel('Y")
ax.set_zlabel('Z")

plt.savefig("courbe_3D.png")
plt.show()

t=0
while (t<5):
nom_fichier2 = str("..\..\data_"+str(t)+".txt")
fichier2 = open(nom_fichier2, "w")
X=0
while (x<8):
valeur = phi@ * m.sin(omega*t-k*x+phi)
fichier2.write(str(x)+ " "+ str(valeur)+"\n")
X=X+0.1
t=t+1
fichier2.close()

t=0

while (t<5):
nom_fichier2 = str("..\..\data_"+str(t)+".txt")
M = np.loadtxt(nom_fichier2)
plt.plot(M[:,0], M[:,1],color="blue")

nom_fichier = "..\..\dessin_"+str(t)+".png"
plt.savefig(nom_fichier, dpi=72)
plt.show()

t=t+1
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Soit les parametres suivants :

w 10
k 0,9
(0] 1
¥(0) 1

Ceci permet d'obtenir les deux courbes de la Figure 9-19 et de la Figure 9-20. Les courbes
représentent les variations en x a deux instants différents qui sontt =0ett = 1. Le
décalage entre les deux courbes est dii au facteur k.

05

365676871737577 P 183 B567 89

Figure 9-20. Visualisation de P (x,t) = (0).sin(w.t — k.x + @) at=1
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, R} . . or s
Démontrons que —i. h. o est bien 'opérateur associé a p
X

La valeur moyenne du moment p se calcule en faisant I'intégrale de [(x)) de —oo a +oo0
ce qui revient a considérer la valeur du moment sur des intervalles dx suffisamment
petits.

<P>= f :o(w*(x)l- [?j—x] () dx

et ou [P (x)) représente la fonction d'onde et donc indirectement la loi de probabilité
d'avoir une valeur de x particulicre.

On a montré précédemment que :

(e, 1) = eF®) 1y, 0))

[Y(x,0)) = /a,\/lﬂ'e(_ﬂ%] )_eik.x

En posant |[1(x, 0))|2 = N(x)ona:
(x, O)) = e(CFHC) NG, el

L'équation de Schrodinger :

0
L. h.a |[Y(x, t)) = H(x, t). |Y(x,t))

Kl 1
561V 0) = —H(x,0). [P (x, )

L.

0 —i
pr lY(x, b)) = WH(x, t). [Y(x, 1))

Comme

lp(x,t)) = e(‘zi'H(x)-t)_ \/m eikx

On a aussi :

d. ——i. €t g. ik.x
G )] = oH) [N, ]

2 (o) = (1), [Z’V—I(V"()x) e 1 il NGO, eik-x]
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On peut maintenant facilement faire le calcul de :
1= [ et 2] oo
= 1/;(x)|.i. I J(x)) dx

Donc avec

Y (x,t)) = e(‘zi'H(x)-t)_ \/m eikx

G 001 = e F) [ etk NG e

11 vient

= f_jw*(xn.? [S—X] () dx

— E e gi-H(x)f —ik.x —gi-Hf N,(x) ik.x
= i]_oo [e( NG e ]le( )'lz. N(x)'ek

+i.k./N(x). e”"xl dx

=5 :” oiH00) o(-510) NGy, etk :—z.lei/x()x) ek 1 kNGO, eikx] dx

[ = H_jw/zv(x). [ZNJ% + i.k../zv(x)l dx

I = E_eroo [N’(x) + i.k.N(x)l dx
lJ_»

2
1 h (e +oo
I=§.7f N’(x)dx+h.k.f N(x)dx
1nh
I=§.?.[N(x)]f£+h.k.1=0+h.k=h.k

Conclusion

noo. . s
[7.5] est l'opérateur associé ap = m.v = h.k

9.1.8 Visualisation des ondes
Soit Y(x,t) = A.cos(k.x — w.t + @)

Et considérons

1 (x—xo)Z

e 20 a2

1
f(x)=m/ﬂ
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qui définit

1
a.\/Z.n'

e (_%' [X—Uxo]z). eikx

l(x,0)) =

Considérons les parametres suivants :
o 0.2

X 0

Il est alors possible de tracer la partie réelle et imaginaire de 1'onde au cours du temps
pour visualiser comment la partie imaginaire et réelle évoluent.

I1 a été montré que 1'onde a un instant ¢ s'exprime comme :

[P (x,t)) = [cos (—%.H(x). t) — i.sin(—%.H(x).t)] X o_.\/%.e(_%'[x_”xo] ).e”""

1
—.e
o.V2.

(AE2T) e

[Y(x,t)) = [cos (—%.H(x). t) + i.cost (—%.H(x). t+ %)] X

Courbe 3D

Figure 9-21. Visualisation de la partie réelle et imaginaire de l'onde a un instant t

On constate que les deux parties évoluent avec un déphasage de valeur g ce qui donne par
exemple les courbes de la Figure 9-21 et de la Figure 9-22 a deux instants différents.
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Courbe 3D

Figure 9-22. Visualisation de la partie réelle et imaginaire de l'onde a un instant t'

Il est possible de visualiser 1'évolution des deux courbes sur le méme axe vertical pour
mieux percevoir le décalage entre les deux comme le montre la Figure 9-23 et la Figure
9-24.

100

0.75 1

0.50 1

0.25 1

0.00

-0.25 1

—-0.50 1

-0.75

_100 L] T L L} L} T T
-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 10 15 20

Figure 9-23. Visualisation de la partie réelle et imaginaire de l'onde a un instant t
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100

0.75 1

050 A

0.25 A

0.00

-0.25 1

-0.50 A1

=0.75

_1.00 T L] T L) L) T T
-20 -15 -1.0 -05 00 05 10 15 20

Figure 9-24. Visualisation de la partie réelle et imaginaire de l'onde a un instant t'

En dessinant la courbe de la partie réelle pour plusieurs valeurs de x on obtient alors une
surface comme le montre la Figure 9-25 et la Figure 9-26.

o 20

Figure 9-25. Visualisation de la partie réelle
au cours du temps pour toutes les valeurs de X
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o 20

Figure 9-26. Visualisation de la partie réelle
au cours du temps pour toutes les valeurs de X

9.2 L'équation de Schrodinger

Les exemples et explications sur I'équation de Schrodinger sont librement inspirés du
cours (en Anglais) de Barton Zwiebach qui est consultable en ligne sur le site du MIT. La
référence exacte du cours est : https://www.youtube.com/watch?v=IMFgfqRZY oc

9.2.1 Exemple d'une particule

1 . N . . . dx
On considere une particule dans un espace a une dimension avec une vitesse v = - ¢t
une énergie cinétique de la forme E. = Sm. v2. S'il n'y a aucune énergie potentielle alors
2
P

E, = 0. Notons p = m.v l'impulsion ce qui permet d'obtenir une €criture E, = pow

Les états du systeéme sont représentés par |(t)) et les observables sont des opérateurs.

Par exemple I'impulsion p est un observable et il est donc possible de définir un opérateur
P associée a I'impulsion.

Il est possible de considérer que la valeur du moment est représentée par une fonction
d'onde |y (x)) qui dépend de la position x dans l'espace.

( ( . 5 .. 0. . .
Or en représentant les états sous cette forme ceci donne P = —i.h. 5, cten 3 dimensions

3 L= . ) h .
cela donne P = —i.h.V avec h la constante de Dirac qui vaut h = Py (h représente la

constante de Planck) et V le vecteur gradient.
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c ‘- . . . 5 R R
En résumé il est possible d'associer au moment p un opérateur P = —l.h.a qu'il est

. . 5 kO
possible de présenter sous la forme P = e

9.2.2 Valeur moyenne et valeur propre

. . PP ¥ (
La section précédente a défini P = Tox Ct il s'agit maintenant de montrer que cet opérateur
donne effectivement le moment p.

La valeur moyenne du moment p se calcule en faisant I'intégrale de |1(x)) de —oo a +c0
ce qui revient a considérer la valeur du moment sur des intervalles dx suffisamment
petits.

<p>=| :ow*(xn. [?g—x] () dx

et ou |y (x)) représente la fonction d'onde et donc indirectement la loi de probabilité
d'avoir une valeur de x particuliere.

La fonction d'onde est de la forme : | (x)) = e***

Donc

R h 0. RO ey D
P|ll)(x))=?a|l/)(x))=?a[e]=?Lke

P.|y(x)) = h.k.et**
P.1p(x)) = h.k. |1 (x))

Ceci montre que P appliqué a [1(x)), permet d'obtenir h.k qui est le moment de la
particule. Ceci permet d'affirmer que h. k est une valeur propre de P.

Par généralisation de la notion de valeur propre et de vecteur propre, f,(x) est alors
une fonction propre de valeur propre a (a € C) dans le cas ou :

A fa(0) = a. fo(x)

C'est exactement ce que I'on vient d'obtenir et de montrer avec p en effet :

i=p
fa(x) = elhx
a=*hk

9.2.3 Notion d'énergie

L'énergie totale d'un objet se définit par la somme de 1'énergie cinétique plus 1'énergie
potentielle.

Notons : P I'opérateur donnant le moment

X 'opérateur donnant la position
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Formellement X est un opérateur tel que
X f(x) =x.f(x)
L'énergie cinétique est donc E, = % et I'énergie potentielle est E),
p2
~2m
E, =V(X)

c

Donc l'opérateur qui définit 1'énergie totale est :
p2
E=—+V(X
7 TV (X)
= hd . . =5 h?o a2,
= —-— 2 — L= — 2
Comme P = o il vient p 9%z Py

On obtient la formule suivante pour 1'énergie :

262

S PGS
Définition de V (X)
Ona X-x.f(x)

(R)" > RX .. f(x) =x"f(x)

V(X) est donc V(X) appliqué a f donne la valeur de x dans f

Donc

. p? ,
E1p() = 5 1)) + V(X). ()

m

Qui se réécrit comme

2

. 0°.
E.[Y(0) = —h* = [P () + V(0. [ (x))

9.2.4 Notion d'observable

A chaque observable il est possible d'associer un opérateur.
Pour le moment : P

Pour la position: X

&)

Pour I'énergie :
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Pour un opérateur quelconque A, il est possible d'associer une valeur moyenne qui
s'exprime comme :

<d>= f (P (0] A. () dx

L'incertitude liée a un opérateur A est noté AA et se définit par :

(A4)y = V< 42 > —< 4 >2
9.2.5 Propriétés des opérateurs
De maniére générale A.B # B. A
Considérons par exemple P et X.

D'une part
~ s A . h 0.
(P.X).f(x) =P.(X. (f(x)) = P. (x.f(x)) = Ta[x.f(x)]

I h h o.
(P.X).f(x) = 7f(x) + T.x.af(x)

Et d'autre part

o A oA . (ho. h a.
(£.P).f0) = £.(P.(F)) = £ (T [F ) = %75 [F O]

Dans le cas particulier des opérateurs P et X,
ho_ o

FOOl = GF() +3.x.2- f(x)

h a.
__[ 1

X.P—=P.X).f(x) = Xz
oA Ao h . h h d.
RP=P.R).f(x) = xT5 [ =7f() —F.x. 2 f ()
55 B o h
X.P-P.X).f(x)= —?f(x)
Ceci qui prouve qu'il existe des cas ou X. P # P. X

La quantité (X. P — P.X) est un commutateur généralement noté :

[%:P] = (%.P-P.8) = i.h

Remarques

Si I’on considere un observable a associée a un opérateur 4, il faut remarquer les points
suivants :

* la mesure donne une valeur propre de A4 ;
* les opérateurs qui possedent des valeurs propres réelles sont les opérateurs hermitiens ;
* apres la mesure le systeme s'effondre dans 1'état |1, (x)) i.e. A. | (x)) = a.|P,(x))
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9.2.6 Notions de fonction propre

Pour un observable a et I'opérateur A associé, notons la fonction propre |, (x)). Les

fonctions propres sont de la forme e*4*. Par exemple, pour le moment p, la fonction est
ei.p.x_

Pour deux observables a et b, le produit de |, (x)) par |, (x)) ne peut valoir 1 que si
et seulement si a = b c’est-a-dire qu'il s'agit du méme observable. Pour tous les autres
observables, les vecteurs propres sont orthogonaux.

Donc
+00
| ol ) dx = 50
Avec Sgp =1sia=h

5ab:08ia:/:b

Une fonction d'onde |y (x)) peut s'exprimer comme la somme de ces observables.

Ainsi :
() = ) Cal$a ()

el s , , . 2
Et donc la probabilité de mesurer 1'observable a et d'obtenir a, est donc |Ca0|

9.2.7 Origine de l'équation de Schrodinger

Comme rappelé en début de chapitre, Planck a postulé que 1'énergie est un multiple de
h.w avec w qui désigne une fréquence et h la constante de Planck qui vaut environ
6.62.1073* joules secondes. Einstein montrera que le photon a quant a lui un niveau
d'énergie valant exactement h. w et que le moment du photon (quantité de mouvement ou
impulsion) vaut exactement p = h. k ou k est le vecteur d'onde du photon.

Donc : E=how
p =h.k
Donc pour un photon, on peut associer a (E, p) une fonction h(w, k).

L'onde associée au photon, dépend de la position et du temps puisque 1'énergie dépend du
temps et que la quantité de mouvement (impulsion) dépend de la position.

[(x, t)) = ellkx—wt)

Il faut remarquer le signe — devant w. t qui est caractéristique des ondes qui se déplacent
dans le sens des valeurs de t croissantes.

On a montré que :

p = h.k - P=—-in—
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Et la question qui reste consiste pour E = h. w a définir I'opérateur associé ?

On peut facilement montrer que :

PN

E=hw - E =1i.h.

e

Pour cela il suffit de calculer E. [y (x, t))
~ . 0.
E. [Y(x,t)) = L.fl.ah/)(x, t))

£ 2. .
E |Y(x,t)) =1i. fl_ael(k.X—m.t)

B, 0) = i. b (—i. w). eltkx=6D
E.(x, ) = i. h. . eilkx—00

Conclusion

0. "
L. fl-alll)(x, t)) = E.[Y(x, 1))

E.ly(x, 1)

St =

9. o
Sl 0) = i

9.3 Les espaces de Hilbert

9.3.1 Produit scalaire dans un espace vectoriel sur C
Si A est un nombre complexe, alors A* désigne le complexe conjugué.

Un produit scalaire dans un espace vectoriel E sur C est une forme hermitienne h, c’est-
a-dire une application h qui a deux vecteurs u et v de E associe un complexe noté
h(u, v) et qui vérifie (pour tout vecteur u, tout vecteur v et tout complexe A) :

* h est sesqui-linéaire
- si A est un complexe, on a: h(1.u,v) = A*.h(u,v) et h(u, A.v) = 1. h(u, v).
-siu, vetw sont des vecteurs, h(u + w,v) = h(u,v) + h(w,v) et h(u, v +
w) = h(u,v) + h(u,w).
e h(u,v) = h(v,u)* c’est-a-dire qu'en inversant I'ordre des termes du produit scalaire
on obtient le complexe conjugué.
e h est définie positive c'est-a-dire que, pour tout vecteur u, h(u,u) est un réel positif
et h(u,u) = 0 si et seulement si u = 0.

La norme du vecteur u se définit alors comme : ||u]|? = h(u,u).Si E = Cil s’agit du
carré du module.

Un tel espace vectoriel E muni de h est appelé espace hermitien. S’il est complet (toute
suite de Cauchy de E converge dans E), il est dit espace de Hilbert. Tout espace hermitien
de dimension finie est de Hilbert.



462 Chapitre 9

9.3.2 Notion d'orthogonalité
Dans un espace vectoriel E sur C.

* wu et v sont des vecteurs orthogonaux si h(u,v) =0

e u est un vecteur orthogonal a un ensemble A si Vv € A, h(u, v) = 0 (u est orthogonal
a tous les éléments de A).

 une famille orthogonale est un ensemble de vecteurs {v;};¢; tel que chaque paire de
vecteurs de {v;};¢; est orthogonale (Vi € [,Vj # i € I, h(v;, v]-) = 0).

Géométriquement, il est possible de visualiser la projection orthogonale de v, sur v; sur
la Figure 9-27.

1)
|
W
|
h
Ué 51

Figure 9-27. Représentation |u) — (@|u).|p)

Il suffit de prendre la composante de v, sur v, apres avoir normalisé v, en divisant par
sa norme :

2 2 2
P 1(v)=h< ,v). h(v,v)——v’

v, — v est orthogonal a v, puisque

h(vy, v, —v3) = h(vy,v,) — h(vy, v3)

(21
h(vy,v, —v3) = h(vy,v,) — h [171, h(vy, vy). —]

h(vy,v1)
h(vy,v, —v3) = h(vy,v,) — h(vy,v,). h [171,—1]
h( 1) 1)
h(vy, v, —v3) = h(vy,v,) — h(vl—'vZ)-h(vlﬂﬁ)
h(vll vl)

h(vy,v, —v3) = h(vy,v,) — h(vy,v,) =0
9.3.3 Notion de base

Tout espace de Hilbert E admet une base orthonormée {e;};¢; et donc tout vecteur u de
E s’écrit u = ),; u;.e; ol les u; sont des nombres complexes.

Ainsi : h(u,v) = h(3; W€, vj. ;)
h(u,v) =Y; Zj u;‘.vj.h(ei,ej)

Comme les vecteurs base sont orthogonaux et de norme 1 : h(el-, e]-) = §;;
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h(u,v) =Y, Zj u; .. 6;j
h(u,v) =3, u;.v;
9.3.4 Notations
Il est courant de noter h(u, v) = (u|v) le produit Hermitien
u est noté |u)
v est noté |v)
et donc : h(|u), |v)) = (u|v)

est une généralisation du produit scalaire "classique".
Uy
Ainsi, dans une base orthonormée : (u|v) = (u; .. up).H. ( ) ou H est une matrice
un
carrée telle que 1’adjointe de H (transposée des complexes conjugués des coefficients de H) soit
égale a H (on dit que H est auto-adjointe) et telle que det(H) # 0.

Ainsi (u|. H peut étre vu comme un opérateur linéaire qui appliqué a une vecteur colonne |v)
associe une valeur complexe et donc (v|. H (|[v)) = (u|v) = h(|u), |v))

9.3.5 Représentation des opérateurs sur C

—~

Classiquement les opérateurs sont notés avec un lorsqu’une ambiguité risque
d'apparaitre.

Ainsi classiquement : A:E->E
u-v=A4®wW
Donc |v) = A . |u). L'action sur les vecteurs de base définit 1'action sur |u).
Un tel opérateur peut, dans des bases orthonormées, €tre représenté par une matrice.

Soit a;; I'€lément de la matrice correspondant a la ligne i et a la colonne j.

Ona (e;| = (0,....,1,...0) de dimension n avec 1 en position i.
A1 Q12 Q13 - Qun
az1 Az

(e;|.A =(0,....,1,...0). a3, = (a1, Ajp - Ain) ce qui
anl ann

correspond a la ligne i de la matrice A.
|ej> est un vecteur colonne avec un 1 en position j.

0
(i1, Qjz - Q). |€j> = (aj, iz - ain)- | 1 | = a;j

0
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Ainsi : aij = (ellg |€])
Démonstration
0

Soit |e]-) = kl)
0
a1 Q12 A1z - Qi 0 @
YY) \‘ \‘ / \
anl ann/ O / an]

A\ | ) a; 1j- |el>+a2] |ez>+ +an] |en>

soit A | ) Yk akj.|ej)

(e;]. (4. |ej)) = h(le;),A. |ej)) ce qui correspond au produit scalaire de |e;) et de

)
D
=

Q

w
[\S]

Donc un seul terme est non nul et il correspond a k =i : (e;|. (21\. |ej)) = a;;

Notion de vecteur propre

|1} (vecteur non nul) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A € C si :

A1) = A I)

9.3.6 Opérateur adjoint

Soit |a) € E, I'application qui associe a |a) = h(]a), |u)) est une application qui associe
a un vecteur |a) un nombre complexe.

Si E et un espace hermitien (de dimension finie), toute forme linéaire f(|u)) (application
linéaire de E dans C), peut s'écrire sous la forme d'un produit scalaire c'est-a-dire qu'il
existe un unique vecteur |b) tel que f(Ju)) =< b,u >. Toute forme linéaire peut

s'exprimer comme < b,.>ou (b| est un vecteur ligne identifiable au vecteur colonne
|b).

Soit un opérateur A : E — E, alors l'application |v) = h(|v), A (Ju))) est aussi une
application anti-linéaire car h est anti-linéaire par rapport a la premiere variable.
Rappelons qu'une application f est anti-linéaire si f(A.u) = A" f(u) et f(u+v) =

f + f).

Mais |u) - h(|v), A (Ju))) est une application linéaire, et il existe |v') tel que
h(|v), A (Ju))) puisse s'exprimer comme le produit scalaire de |v') avec |u) :

h(lv), A Ju)) = h(]Y'), lu))
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Par définition |v') est 'image de |v) par l'adjoint de A noté A *.
Par conséquent

h(Iv),Zf. Iu)) = h(A*.|v),|u)
ainsi

< |v) | Alu) >=< A*|v) ||lu) >

9.3.7 Propriétés

 L'adjoint de I'adjointest A : A** = A

e Le produit scalaire h(Iv),Zf. Iu)) =<v|Ad.u>=@w|.A4.|lu)= h(A\*Iv), Iu)) =
h(lu),il\*lv))* etainsi (v|.A.|u) =<u.Ad*|v >

* L'adjoint d'une combinaison linéaire est : (1.A+ 8 B)* = A". A" + * B*

e (A.B)* = B*. A" (attention a l'ordre).

* SiAest une valeur propre de A associée au vecteur propre [1)) alors A. ) = A. i)
et A* est une valeur propre de A*.

9.3.8 Théoréme spectral
Un opérateur A est dit auto-adjoint si A = A4 *.

Si A est une valeur propre de A opérateur auto adjoint associé au vecteur propre |1)), on
a:A.|Y)=AY) et A% ) = 1. |yp) mais, comme A = A*, alors I* = A ce qui
signifie que A est réel. Ainsi, A = A * peut se diagonaliser sur une base orthonormée de
vecteurs propres {e;} associée a des valeurs propres réelles.

121\|9i> = Aile;)
avec des A; réels

Ceci signifie que dans la base des vecteurs propres A peut s'écrire :

A4 0 0
-0 % 0
0 0 A

et le déterminant de A est le produit de ses valeurs propres.

Soit deux vecteurs propres |@) et |Y) avec leur valeur propre respective A et g pour un
opérateur A auto-adjoint (A =A%) :

A.lp) = o)
A. 1Y) = ulyp)

On remarque que :

(V|4 |p) = 2plo)
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(o)A |w) = w(olw)

Comme A = A", on sait que :

(@A le) = (0|2 |y)

Donc (i |Zf |<p) est le complexe conjugué de (¢ |E |zp) et donc par conséquent A(| @) est
le complexe conjugué de u{p|y).

Donc
AWlp))" = weolP)
AWlo) = wolp)
{pl) = wolP)

Comme A =A*, Let u sont réels :

Molyp) = u(pl)

(A=) =0
Si |¢g) et [1) sont associés a des valeurs propres différentes (A # w) alors
(pl) =(pl) =0

Ceci montre que, dans ce cas, les vecteurs propres |@) et [) sont orthogonaux. On
montre qu'il existe une base de vecteurs propres orthogonaux et qui peuvent étre choisi
de facon a ce que la base soit orthonormée.

9.4 Les états d'un systeme
9.4.1 Rappels

Tous les états d'un systetme G de qubits n'ont pas de valeur physique bien définie. Soit
le;) I'état de G ayant la valeur e; bien définie pour G. Tous les autres états |y) =

Y. a;.|e;) n'ont pas de valeur bien définie et en mesurant [Y)) on obtient e; avec une
certaine probabilité qui dépend de a;. Si la base des |e;) est orthonormée alors la
probabilité de trouver |e;) en mesurant [) vaut |a;|?.

9.4.2 L'espace des états

Soit un ensemble de |e;) qui donne une base orthonormée {|e;)} telle que :

h(le, lej)) = (eile;) = 6

Dans ce cas, par rapport a la base des |e;), il est possible de définir |¢) et de |)

lp) = Z a;.le;)

i
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m=2mm>

alors

(ply) = Z “;-Zﬁj (eile;)
J

i

(olp) =) ai.B;.05= ) ai-f

i,j i

Comme un état s'exprime comme une combinaison linéaire des |e;) :

)= Bulen
i
On constate alors que :
(exlyp) = Z Bi-(exle) = Zﬁi-&a’ = Pr
i i
ou By, est donc le produit scalaire de |y) avec |ey) ce qui fait que :
) = > (exlp)-lew)
K
9.4.3 Définition de nouveaux opérateurs
)= ) (el leo
i

se réécrit comme

)= ) (el ). leo

L

)= ) led-Ceil- )

Il est facile de constater que :

Zwmwm

avec |e;). (e;| qui représente le produit d'un vecteur colonne par un vecteur ligne, ce qui

définit naturellement un opérateur.
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I1 est possible de s'interroger maintenant sur 1'interprétation de (|¢@).{¢@|) appliqué a |u) :

(). (D). lu)
Plagcons-nous en dimension 2.
Soit |@) = (Z) et (¢| = (a*, b*) en supposant

a.a* a.b*)

Donc (|@).{¢]) = (a*.b b.b*

Ainsi :

(19)- (o). ) = (a AR

(oDt = (3 o 4 ey
() (oD Tu) = (@".uy + b".u3). ()
()-(o-1w) = (). () = (pha)lp)

Ceci montre que (|@).{@|). |u) donne un état proportionnel a |¢@).

Il est possible de réécrire :

(). {oD. lu) = (plu).lp)

En dimension quelconque, il vient :

(Ip)-(@D-lu) = lo). Col. [u) = lo).(plu) = (plu). |p)
puisque (@|u) € C

Montrons que |u) — {@|u).|p) est orthogonal a |¢).
En effet, en appliquant (¢| :

(@l.[lu) = (plu).lp)] = {plu) — (pl.{p|u).lp) = (plu) — (plu){plp) =0

Donc (@|u) représente la composante de |u) sur |@).
|@). (@] est la projection orthogonale sur |@)

comme le montre la Figure 9-28.
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|

|
lu) — (plu). |p) :
|
|
|
|

u________A

(plu). o)
Figure 9-28. Représentation |u) — (@|u).|p)
9.4.4 Lien avec l'opérateur de Grover
L'algorithme de Grover utilise un opérateur S = 2. |p){p| — Id
Donc S. |[u) = 2. [pXol. [u) — [u) = 2.1¢).(plu) — |u} = 2. {(plu). |p) — |u)
Ceci montre que S. [u) donne le symétrique orthogonal de |u) par rapport a |p) (Figure 9-29).

(plu). lo)

Figure 9-29. Visualisation de S.|u)

En particulier, il vient :

(lea)- (ei)- 19) = eil¥). le)

Par exemple, considérons :

leo) =10y = (5) et ) = (i)

Comme

0101=(5 o)
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11 vient

(010). (zl) = (") =v,.() =v.-10

2

D'un point de vue matriciel |e;)(e;| définit un opérateur avec des 0 partout sauf a l'intersection
de la ligne i et de la colonne i.

le;Xe;| =

Naturellement, 1'opérateur identité se définit comme :
Dledel =1d
i

Le carré de la norme de |¢) est la projection de |p) sur | ).

9.4.5 Notion de norme

On obtient donc :

ll@)I? = (g, ¢)
ll@)I? = {ple)

lo)IZ = (ole-tedlo)

NI = ) (ple?

9.4.6 Un opérateur particulier

Les vecteurs |e;) forment une base, et il est possible définir un opérateur 4 tel que :
A. le;) = a;. le;)

Sily) = a;.|e;) alors

A=) ale)

i

A=) A.ale)
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A=) and.le)

i

La moyenne de |i)) est alors simplement (|4 |y).

9.4.7 Compléments indispensables sur la sphére de Bloch
a
11 a été montré dans les chapitres du livre que pour |{) = ( ﬁ) les coordonnées étaient :
a=cos&+isiné=e¥
f =cosn+i.sinn =e"
lal? + 1817 =1

Si l'on multiplie la fonction d'onde d'un état par un complexe, on ne modifie en rien cet
état. Il est possible d'utiliser le fait que |a|? + |B]? = 1, pour en déduire que |B] =

V1 —|a|?.e™ et d'aboutir a 1'expression :
. 0 0\ .
[P) = eé. [cos (E) .|0) + sin (E) .e'?, |1)]
Soit encore en prenant e’ = 1 (Figure 9-30) :

|Y) = cos (g) .|0) + sin (g) el |1)

Figure 9-30. Visualisation de )

Montrons que [1’) caractérisé par w + 6 et par ¢ + 7 est un vecteur orthogonal a |{s).

L'angle 6 de ) se mesure par rapport a (0, z), et dans le plan (0, z, H), le vecteur opposé
a|yP)est|Y')dangle &' =+ 6 comme le montre la Figure 9-31.
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7

P

Figure 9-31. Point d'angle w + 0

L'angle ¢ se mesure par rapport a (0, x), et dans le plan (Ox, 0y), le point opposé |’) est

d'angle ¢’ = ¢ + m (Figure 9-32).
(p \
y |
Qp+m

@

X

Figure 9-32. Point d'angle ¢ +
Si ) = cos (3).10) + sin () . e™.11)

alors |y') se définit par :

[Y') = cos (n ; 9) .10) + Sin(

T+ 0

) eie+m |1

Démontrons que |Y) et [Y’) sont orthogonaux

Ona:

Y'Y = cos (n i 9) .]0) + sin (n i 9) el@+m) 1)
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T 0 T 6\ .
|Y") = cos (— + E) .10) + sin (E + E) ele+m 1)

2
Comme e!(#+™) = giPpiT = ol
W) = cos (5 +5).10) —sin (5 +5) .. 1)
w—coszz. smzz.e.
Comme cos(a) = —sin(g + a) et sin(a) = cos(g +a)ona:

[Y') = —sin (g) .10} + cos (g) el |1)

On d'autre part :

[) = cos (g) .10} + sin (g).ei"’. |1)

(Y| = cos (g) 0] + sin (g).e_i‘p.(ll

(Y| = cos (§>'<O| — sin (g).ei"’.(ll

Donc
Wy = [cos (g) (0| + sin (g).e‘i"’.(ll] . [—sin (g) .|0) + cos (g).ei"’. |1)]
WYY’y = —cos (g) .sin (g) .{0|0) + cos? (g).ei"’. (0]1)

— sin? <§).e‘i"’. (1]0) + sin (g) .cos (g) A{1]1)
WYlyY')y = —cos (g) .sin (g) + cos (g) .sin (g) =0

Conclusion : deux états orthogonaux sont opposés sur la sphere de Bloch.

9.4.8 Bases possibles a partir de la spheére de Bloch

A partir de la sphere de Bloch introduite au chapitre 2, il s'agit ici de préciser
l'interprétation des états sur la sphere qui est rappelée sur la Figure 9-33.

Intéressons-nous a l'axe (0, x) et notons |U,) 1'état correspondant. Cet état correspond a
@ =0and 0 = gc'est—é—dire a:

U,) = cos (%).m) + sin (%).u)
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Uy} = —=.10) + . |1)
D=0

Figure 9-33. Visualisation d'un qubit

5N ;. A s
De maniére évidente, |-U,) corresponda ¢ = mand 6§ = 3

donc
|-U,) = cos (g).IO) + sin (g).ei‘p. [1)
|-U,) = cos (%) .|0) + sin (%).e"”. [1)
U,) = ! 0 1 1
|- x)—ﬁ-l )_ﬁ'l )

Intéressons-nous a I'axe (0, y) et notons |Uy) 1'état correspondant. Cet état correspond a
Q= g and 6 = % c'est-a-dire a :

|Uy) = cos (

13

)-10) +sin (%).eif. 1)
1

|Uy)=ﬁ.|0)+%.i.|1)

.S P N 3m
De maniere évidente, |—Uy) correspond a ¢ = > and 6 = >
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|Yr) = cos (%) .|0) + sin (%).ei%n. [1)

|-U,) = cos (%) .0y — sin (%)l 1)

|—Uy) = ==.10) = —=.i. 1)
-U,)=—.[0) ——.1i.
o2 V2
Sur la sphere de block, |0) correspond au pole nord de la sphere et |1) correspond au pdle

sud. Ces deux états sont orthogonaux mais ils sont visuellement opposés sur la sphere de
bloch (Figure 9-34).

Figure 9-34. La base B(|0), |1)) sur la sphére de bloch

De maniére évidente, |U,) correspond a |0) et |—U,) correspond a |1).

9.5 Analyse des opérateurs
9.5.1 Rappels sur les opérateurs

Soit H un opérateur qui associe a [), 1'état H. [1).

hll h12

et son adjoint H* =
hay hzz) !

Considérons, en dimension 2, l'opérateur H =<
(hil h§1)
hi; h3;

Si H est auto-adjoint alors H = H*
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(h11 h12> (hh h§1>
hy1 ha hiz  h3
Ceci implique que :
h’ll = h;{l dOIlC hll € R
hzz = h;Z donc hzz eER
hiz = hy,
hy1 = hi,
Les observables du systeme sont représentés par des opérateurs auto-adjoints, donc :
A ER a
= ( a®  pE R)

Cette forme est la plus générale possible d'un opérateur auto-adjoint c'est-a-dire qui
correspond aux observables du systeme.

Ainsi les portes suivantes introduites au chapitre 2 sont des opérateurs auto-adjoints.

x=o=(] o)
G o)
(o )
H%.(; )

9.5.2 Remarques sur les portes de Pauli 6y, oy, 07, Id

Y

Oy

Z:O_Z

Remarque numéro 1 sur o,

o, = (1 _01) posseéde comme vecteurs propres |0) et |1). Pour s'en convaincre il suffit

de constater que :

oz X |0) = ((1) _01) X ((1)) = (é) =1X ((1)) =1x10), ce qui montre que 1 est la

valeur propre associée au vecteur propre |0).

o; X|1) = ((1) _01) X ((1)) = (_01) =-1x ((1)) = —1 X |1), ce qui montre que -1 est

la valeur propre associée au vecteur propre |1).
Remarque numéro 2 sur o,

(0 1 N 1 1 . '
oy = (1 0) posséde comme vecteurs propres ﬁ(|0) + 1)) etﬁ(IO) |1)). Pours'en

convaincre il suffit de constater que :
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1

0 -
oxpU0+1=(] o)xz@o+my=(, 7 x<(3)+((1’)>
N5
0o L 1
1 B VZioy_(vzi_1
o x FU0+ ) =| 4 : x (1) = 1| =00+
V2 V2
ce qui montre que 1 est la valeur propre associée au vecteur propre \/% (10) + 11)).
0 i\
1 (0 1 1 _ V2 1 0
o x (0= = (] o) x50 -11) = 1 x((o)—(1)>
V2

o 5 [E .

1 vz
X GO-m=| 4 x(,) = 1 [=-F -1
V2

ce qui montre que —1 est la valeur propre associée au vecteur propre \/% 10y —11)).

Remarque numéro 3 sur o,

oy = ((l) Bl) possede comme vecteurs propres %(IO) +i.|1)) et %QO) —i.]1)).

Pour s'en convaincre il suffit de constater que :

oy X 2= (10) +1.11)) = (? Bi) X =(10) +1.11)) = (? ‘Oi) X = x ((3) +il (2))

1
0 ——i —

7 x <= (10) + 1. ]1) F x(i) by U0 +11)
V2 V2

ce qui montre que 1 est la valeur propre associée au vecteur propre % (10) +i.11)).

1 —i 1 —i 1
ovx 0= (0 x o -cm = Fx () -c()
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1 1
0 ——i —
1 1
X 0 -L)=| | f\x(_li)= M _\=ﬁ<lo>—i.|1>)
ok / \/E.l/

. ., 1 .
ce qui montre que —1 est la valeur propre associée au vecteur propre 5 (10) —i.]11)).

0 1 . 1 1
G (1 0) possede comme vecteurs propres 5 (|0) + |1)) et ﬁ(|()) —|1)).

oy = ((l) _Ol) possede comme vecteurs propres % (J0) +i.|1)) et % (10)y —i.]1)).
_ (1 0 N

oz={y _ 1) possede comme vecteurs propres |0) et |1).

Il est tout a faire remarquable que dans chaque cas les valeurs propres valent 1 et -1.

Il a été montré d'autre part que :

1Uy) = —=. 10 + —=. |1)
2 V2
—Uy) = —=.]0) — —=.|1)
2 V2
|Uy)=i.|0)+i.i.|1>
2 V2
|—Uy)=i.|o>—i.i.|1)
N ARG
1U,) = [0)
-U) = 1)

En conclusion, gy possede comme vecteur propre |U,) = % |0) + % [1) et |-U,) =

%.IO) —\/%.Il) et oy posséde comme vecteur propre |U,) =\/%.|0) +%.i.|1) et
|-U >=i 10) — —

=5 5
11).

i.|1) et o, possede comme vecteur propre |U,) = |0) et |-U,) =
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9.5.3 Remarques sur la porte de Hadamard

_1 (1 1
LaporteH—ﬁ.(1 _1

Cette porte peut se réécrire comme une combinaison de gy et de g;.
L (0 1y,/1 0
H _ﬁ'<(1 o)t 1)
H

=—.(ox to0z)

V2

) est la porte de Hadamard.

9.6 Notions d'opérateur et de base d'opérateurs
9.6.1 Modélisation d'un état sous la forme d'un opérateur

Considérons un qubit [). Il y a (au moins) trois manieres de déterminer [i).

Représentation 1. Par ses coordonnées dans R X C relatives a la base (|0), |1)) (Figure
9-35):

0 6 .
|1/))=cos§.|0)+sm§.e“”|1)
0
Avecz € [0;%] et € [0; 2m[

1)

Figure 9-35. Représentation des états dans une demi-sphere E

6
X = cos=
C'est une représentation naturelle dans laquelle, dans laquelle [p) = ( o Zi(p)
z =sin-.e
2

avec |x|? + |z]? = 1.

Représentation 2. Par ses coordonnées sphériques (Figure 9-36).
x =sinf.cos g
Les coordonnées (y = sin 6 .sin (p) avec 0 € [0;m] et @ € [0;2m[ (avec, bien

z =cosf
entendu x% + y2 + z2 = 1) dans R3. 1l s'agit de I'image ¥ = B(|y)) de |y) dans la
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sphere de Bloch.

Figure 9-36. Représentation de |) dans la sphére de bloch

Il faut noter que dans ce cas, I'angle entre |) et |0) vaut alors 6 qui varie de 0 a 2.

Représentation 3. Par ses coordonnées dans 1'espace des opérateurs.

sin6.cos ¢
Pour cela, il faut considérer les coordonnées <sin 0 .sin (p) de |y)

cos 0
Et on peut définir alors un opérateur Hermitien unitaire dans E :
0
cos—
0 0 .
Gy = 2. [YNY| —Id = 2. 2 .(cos— sin—.e‘l"’) — (1 0)
9 i 2 2 0 1
sin-.e
, 0 o 6
cos” = cos—.sin=.e
— _ 2 2 2 1 0
G¢—2|lp>(¢|—1d—2 9 . 9 0 . 29 —(0 1)
c052.51n2.e sin 5
0 0 0 .
2.c052§— 1 2.cosi.sin§.e‘l"’
G¢=2-|¢)(¢|—1d= 6 6 . .23
2.cos§.sm§.e“" 2.sin“=—1

Or  cos(2.t) = 2.cos?(t) — 1 =1 — 2.sin%(t)
sin(2.t) = 2.sin(t).cos(t)
donc

Ty —Idz( cose  sing.e )
v )l sing.e'  —coso
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cos o

) o sin@.[cos ¢ — i.sin ‘P]>
G¢ =2.|YyXyY|—1d = <Sin9. [cos @ + i.sin @]

—Ccos @

Gy = 2. [pXp| - Id
= sine,cos(p,((l) (1)) + sin@.sin(p.(? Bl) + cos@.((l) _01)
Ceci prouve qu'il est possible d'associer a [) un opérateur Gy, = 2. [ y| — Id
Gy = sine.cosw.((l) (1)) + sine.singo.((l_) _()l) + cose.((l) _01)

Gy = Ny ((1) (1)) + . (? Bi) 1 ((1) —01)

n, =sin6.cos @
n, =sinf.sing
n, = cos@

Avec

sin@.[cos ¢ — i.sin <,0])

G _( cos o
¥ 7 \sing.[cos ¢ + i.sin ¢] —cos 6

11 s'agit bien sir de garantir que n; +nj +n = 1.

9.6.2 Remarque sur quelques opérateurs

U) = —.10) + —.|1)
D=0

Soit 6 =§et<p=0
n, = sin@.cos n, =

Donc | ny =sinf.sing | = | n, =0 | donc l'opérateur associé est oy = 1 0

n, = cosf n,=0
|~U,) = . 10) = . 11)
W=7 Noh
Soit 6 =§et<p=7t
n, =sinf.cos @ n, =-—1
Donc [ n, =sinf.sing |=| n, =0 | donc l'opérateur associé est —1l.0y =
n, = cosf n,=0

(G %)
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1Uy) = —.10) + —=.1.1)
=—. —. 1
TR TR
. s s
Smt@—;et(p—;
n, =sinf.cos @ n, =0 0 ]
Donc | ny, =sinf.sing | =| n, =1 | donc l'opérateur associé est oy, = (i _Ol)
n, = cos6 n,=20

1 1
|-U,) =—=.10) ——.i.|1)

V2 V2
. s 3m
Soit 6 =eto=—
n, =sinf.cos @ n,=0
Donc | ny =sin6f.sing | =|n, =—1| donc l'opérateur associé est —1.0y =
n, = cos6 n,=20
0 1
(—i O)'
|U,) = 0)
Soitd =0
n, =sinf.cos @ n, =0 Lo
Donc [ ny =sinf.sing | =| n, =0 | donc l'opérateur associé est g, = (0 B 1).
n, = cosf n, =1
I_Uz) = |1>
Soitf =1
n, =sin6.cos @ n,=0
Donc | ny =sin@.sing |=| n, =0 | donc l'opérateur associé est —1.0; =
n, = cosf n,= -1

-1 0
(o 1)
9.6.3 Remarques sur les portes de Pauli

Ces opérateurs sont des symétries. Ceci ne semble pas évident a priori, mais il est possible
de s'en convaincre en faisant les calculs.

Soit g qui définit une symétrie par rapport a |0)

2.100] —Id = 2. ((1))-(1 0) - ((1) (1))

2.10)(0] — Id = 2. ((1) 8) _ ((1) (1))

2-|0)(0|—1d=(g 8)—((1) (1))
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2.10)0| — Id = ((1) _01)

2.10)0] — Id = ((1) _01) —0,

Remarque sur o, qui définit une symétrie par rapport a |1)

2.|1)(1| — Id = 2. ((1))_(0 1) — ((1) (1))

2.|1¢1| = Id = 2. (8 (1)) _ ((1) (1))

2.|1¢1| - Id = (8 g) _ ((1) (1))

21101 - Id = (_01 (1))

2.11)(1| - Id = (_01 ‘1)) — 0,

Remarque sur o, qui définit une symétrie par rapport a [p) = \/% |0) + i. \/% |1)

1

Soit [P) = 1\/5 et donc (Y| = (i —i.i)

—.i V2 V2
5
(L)
2.l -1d=2.| % (% _i_%>_((1) 0)

kﬁl)

La—

2. |[Yp)My| —Id = 2. _21 12 _((1) (1))
L.E 5
2-|1/J)(1/J|—1d:(1 —11')_((1) (1>)

0

2wl -1d=(; )=0,

9.6.4 Propriétés des portes de Pauli

Lesportes1=((1) (1)),X=0X=((1) (1)),Y=0y=((l-) _Oi)etzzazz((l) _01)

sont linéairement indépendantes. Ces 4 portes constituent une base de l'espace des
opérateurs hermitiens.
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Notons n; le nombre réel qui multiplie /
n, le nombre réel qui multiplie oy
n, le nombre réel qui multiplie oy
n, le nombre réel qui multiplie g,
I1 vient alors que tout opérateur hermitien s'écrit :
U=n;.1+ nyg.ox +ny.oy + nz.0z
9.6.5 Caractérisation des valeurs propres.

Considérons une matrice M de dimensions n X n a coefficients complexes. On note M*
sa matrice adjointe (transposée de la matrice conjuguée).

Si A est une valeur propre de M associée au vecteur propre non nul v alors M.v = A.v
soit (M — A.Id).v = 0 donc la matrice M — A. Id ne peut pas étre inversible (sinonil n’y
aurait pas de vecteur non nul satisfaisant cette condition).

Donc det(M — A.1d) = 0. Or Py (z) = det(M — z.1d) est un polyndéme de degré n en
z (appelé le polyndme caractéristique de M). On a donc Py (z) = Z’;:O a;j.z’. Or le
polynéme caractéristique de M* est Py+(z) = Z?:o a@,.z’ ce qui montre que, si A est une
racine de Py alors A est une racine de P+ donc A est une valeur propre de M si et
seulement si A est une valeur propre de M*.

La matrice M est dite Hermitienne si M = M*. Par conséquent, une valeur propre A
d’une matrice Hermitienne vérifie donc A = A : les valeurs propres d’une matrice
hermitienne sont réelles.

Si, de plus la matrice est unitaire c'est-a-dire que M~ = M = M*, et si A est une valeur
propre de M associée au vecteur propre u (non nul), on a donc

u=Id.u
u=MM.u
u=M.Au
u=AMu=21u

donc A% = 1 et, puisque A est réel, ceci donne A = 1 ou 1 = —1.
Ainsi, les valeurs propres d’un matrice hermitienne unitaire valent 1 ou —1.

Considérons le sous-espace E; de C" formé des vecteurs u tels que Mu = u et le sous-
espace E_; de C™ formé des vecteurs u tels que Mu = —u.
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On appelle E; + E_; le sous-espace de C" formé des vecteurs de la forme u + v avec
ueEkE_; etvekE_;.

Soit w un vecteur de C". Considérons w + M. w.
Ona M.(w+ M.w) = M.w + w ce qui montre que w + M.w € Ej.

De méme, avecw —M.wona M.(w—M.w) =M.w—w doncw —M.w € E_;.

Comme w + M.w € E; etque w — M.w € E_; on peut en déduire que :

2w=WwW+Mw)+(W—M.w)€EE,+E_,

donc C* c E; + E_; soit C" = E; + E_;. Ainsi, une matrice Hermitienne unitaire est
diagonalisable et ses termes diagonaux valent 1 ou -1.

9.6.6 Formalisation de la notion de base

— . o >4 _ (%11 Z12
Dans le cas n = 2, Une matrice hermitienne s’ écrit M = ( )
Z1  Z22
Z11 = Z11
z z 711 Zo1 =Z,,
La relation M = M* s’écrit donc ( H 12) = (Zﬂ @) ce qui donne : “22 _ Z22
Zy1  Zz2 Z1p Iy Z12 = 221
Z21 =.E
c’est-a-dire qu’il existe quatre réels uniques a, b, c,d tels que M = ( a c-L d)
T c+i.d b
ce qui donne, de maniere unique :
a+b 1 o0y,a-b 1 0 0 1 0 —i
M=——(p )50 D+e§ J*e(i 3)
ce qui correspond a la forme générale :
_ 1 0 1 0 0 1 0 —i
M —n,.(o 1) +nZ.(O _1) +nX.(1 O) +ny.(i 0)
ou ny, ny, Ny, n; sont des réels
Remarquons que, si A est I’une des quatre matrices
1 0y /1 O 0 1\ (0 —i _ _ )
(0 1),(0 _1),(1 0)’(1' 0 ) ona A=A"et A.A =1d. De plus si A et B sont

I’'une de ces quatre matrices et si A# B, alors A.B=0. Ainsi la famille

<((1) (1))'((1) _01):((1) (1)),(? _Ol)> est une base de I’espace vectoriel sur R des

matrices hermitiennes de dimensions 2 X 2 (a coefficients complexes).
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Notons que I’on a :
+ b\? 2 — b\’
M:<a2 )((1) (1)) +<a2 )
m=(50) 6 D) G Dl ety )

a’+b?*+2.a.b a*+b*+2.ab 1 0
— 2 2
M.M—( 7 + 7 +c +d>.(0 1)

M.M = (n? +n% +nlz,+n§).(1 O)

0 1
Ainsi, une telle matrice M = n;. ((1) 2) + ny. (2 (1)) + ny. ((l) _Ol) +nz. ((1) _01)

est unitaire si n¥ + ng + ng + nz = 1.

9.6.7 Définition d'un opérateur

Les opérateurs sont des objets de taille 4 (2 lignes et 2 colonnes) et dans l'espace des
opérateurs la base canonique est B = {[0)(0], |0){(1], |1){0], [1)(1]}

SoitencoreB={((1) 8);(8 (1)):((1) 8)'(8 2)}

Par analogie, on peut en déduire que pour un opérateur U on a :

U=ei-f.[cos(w).((1) ‘1))|o><0|+sin(w).nx.(‘1) (1))|o><1|
0 1

+ sin(w) .0, . (i Bl) |1)(0] + sin(w) .n,. (O _01) |1)(1|]

U = e"* [cos(w).] + sin(w).n.o]
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La forme générique d'un opérateur est donc :

U = e® [cos(w).] +i.sin(w).n.o]
ou encore
J = gia ) (COS@ F i sin(@))10)0] + ((i.n +n,).sin(w) ) 10X1]
- .{‘*‘ ((i-nx —-ny). sin(w)) [1)¢0] + (cos(w) — i.n,. sin(w))ll)(ﬂ}
Ce qui se traduit par

cos(w) + i.n,.Sin(w) (i.ny + ny). sin(w) )
(i.ny —ny,).sin(w)  cos(w) + i.n,.sin(w) + cos(w) — i.n,.sin(w)

WXl =[U) == ei'“(

Ou encore

cos(w) + i.n,.sin(w) (i.n, + ny). sin(w)
(i.ny —n,).sin(w) 2. cos(w) >

WXl =[U) == ei'“(

Pour que l'opérateur U qui agit sur un qubit soit un opérateur unitaire, il faut garantir que :
cos(w)? + sin(w)?.nj + sin(w)*.n3+sin(w)?.n; = 1

cos(w)? + sin(w)?.(nf +nj +nZ) =1

Donc
n:+nj +n; =
y (cos(w) + i.n,.sin(w)) ((1) 8) + ((lnx +n,). sin(a))) : (8 (1))
U=e"" ) : 0 0 . : 0 0
+ ((L.nx — ny). sm(a))) (1 0) + (cos(w) — i.n,.sin(w)) (0 1)
Remarques :
U= ei'“.{cos(w).((l) (1))

+ sin(w) . [i.nz. ((1) _01) + i.ny. ((1) (1)) +ny. (_01 (1))]}

U= ei'“.{cos(w).((l) (1))

+ sin(w) . [i.nz. ((1) _01) + i.n,. ((1) (1)) +i.n,. (? _Ol)]}
U =eb?, {cos(w) Id + sin(w). [i.nz. oz +i.ny.0x +1i.n,. ay]}

U = e {cos(w).Id + i.sin(w).[n,.07 + ny.0x +ny.0v]}
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Avec
n:+nj +nZ =
Par exemple on obtient avec n, = 1:
|l7;() = cos(w).Id + i.sin(w) .oy

9.6.8 Les opérateurs
Comme cela a été rappelé :

|U,) = 10)

|-U,) = 11)

Soit [ ) et soit P, la grandeur physique associée a z. et soit Gy, (z) l'opérateur associé
dans la base des valeurs/vecteurs propres qu'on peut noter :

_(tho 0\ _ 1 0 _
GIIJ(Z) - ( 0 _MO) - HO'(O _1) - IJ'O'O-Z

Notons |U,) le vecteur propre associé a +u,
Notons|—U,) le vecteur propre associé a —u,

Donc :
|G¢(Z)). |Uz)Lp = Up- |Uz>1]1
|G¢(Z)). |Uz>l]1 = —Uo- |_Uz>
Donc
|G¢(Z)) = Ho- ((1) _01) = Ho- 0z
1 0 0 0
|Gy (2)) = 1o (0 0) — Uo- (0 1)

|G¢(Z)> = Ho- ((1) 8) — Ho- (8 2)
|GIIJ(Z)) = HUo- |Uz><Uz| — HUo- |_Uz><_Uz|
|GIJJ(Z)) = Ho- |UZ>(UZ| — Uo- |_UZ>(_UZ|

D'autre parton a :
Soit |) et soit Y, la grandeur physique associée a x.

On peut se poser la question de la représentation de Y, dans la base composée de |U,) =
|0) etde [-U,) = |1).

|GlIJ(x)> = Uo- |Ux><Ux| — Ho- |_Ux><_Ux|

Et on a montré que :

Uy = [0} + = 1) = o |U,) + = |U))
D=0+ I = )+ U,
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1 1 1

—U,)=—.]0)——.|1) = —.|U,) — —.|-U
|[—Uy) \/_I> \/§|> \/Elz) \/zl 2
Soit
Vel == (U, | + = .(~U,|
2 V2
1 1
<_Ux| _2<Uz|_ﬁ< Uzl
Donc
|Gy (X)) = po- 1UNUx| — pro- 1U XUyl
1 1
164(0) = o [(W | Z>+f 1=02))- (5l + -l
—<—.|U y— L —y )).(i.w -L v |)]
\/— VA \/— VA \/— VA \/E VA
1
6o ) IU)<UI+ IU)<UI+ = U><UI+2I U N=U,]
y X)) = Ho- 1
- = IU XU, |+ JUN=U, |+ A=UNU,| = I—Uz>(—UZ|
|G (X)> — l‘u [ IUZ)(UZI + IUZ)(_Uzl + |_UZ)<UZ| + I_UZ>(_UZ| ]
v 2 o __|U2><Uz| + |Uz><_Uz| + |_Uz><Uz| - |_Uz)<_Uz|_
|G (x)> — lﬂ [ 'I'é%)%"-l' |Uz)<_Uz| + |_Uz)<Uz|'+‘|'_'é%)'<'_'é%|' ]
v 270 [~ + (U N=U, | + |— U, U, | — =~
|UX=U,| + [=U XU,
|Gy (D) = Z ho. [+|U)( U, + |-U,NU, |]
|Gw(x)> = Ho- |Uz)<_Uz| + HUo- |_Uz><Uz|
Comme
0) =10) = (})
~u) =11 =())
1l vient :

Gy () = ko- () @ D+uo- ()@ 0
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16400) = 1o (3) 0 D+ (D)@ 0
Gy(x) = po (8 é) + Uo. ((1) 8)

Gy(xX) = Ko ((1) (1)) = Ho-0x

Et de méme :

Gq;()’) = Ho-(? Ol) = HUop- Oy

Ceci montre que quel que soit I'opérateur, on peut toujours se ramener a une mesure dans
la base des opérateurs.

9.6.9 Justification intuitive

En coordonnées polaires sur la sphere | ) posseéde 3 coordonnées :
sin(8) cos(¢) selon U,
sin(@) sin(¢) selon U,,

cos(8) selon U,

Avec
=0 1)
w0 =(7 o)
= )
|Uz):((1) —01)

On obtient alors :

Coordonnée en x : sin(8) cos(¢). ((1) é)

Coordonnée en y : sin(0) sin(¢). (? _Ol)

Coordonnée en z : cos(8). ((1) _01)

Donc |{) peut s'écrire comme :

|Y) = sin(@) cos(@).|U,) + sin(0) sin(e). |Uy) + cos(60).|U,)

[Y) = sin(6) cos(p). ((1) (1)) + sin(0) sin(gp). (? _Ol) + cos(6). ((1) _01)
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ou encore
_ cos(6) sin(0) cos(¢p) — sin(0) sin(p) . i
V) = (sin(@) cos(@) + sin(0) sin() .i —cos(60) )
ou encore
_( cos(6) sin(0).e?
) = (sin(@) e —cos(0) )

cos(0)  sin(0).e®

L i = < '
expression |1/J> sin(9) el® — cos(e)

) est la représentation de | ) dans la base

des opérateurs.

Ceci veut dire qu'il est possible d'exprimer un état [)) comme une combinaison linéaire
des opérateurs gy, oy et 0.

9.6.10 Notion de valeur moyenne

Donc
[¥) = x.|Uy) + y.|Uy) + z.|U,)
|Y) = sin(@) cos(@).|U,) + sin(0) sin(ep). |Uy) + cos(60).|U,)
[p) = sin(6) cos(p). ((1) (1)) + sin(0) sin(gp). (? _Ol) + cos(6). ((1) _01)
_ cos(6) sin(0) cos(¢@) — i.s sin(0) sin(¢)
V) = (Sin(@) cos(@) + i.sin(0) sin(¢) —cos(0) )
_( cos(6) sin(9).e¥
) = (sin(@) e —cos(6) )

Il est maintenant possible de calculer la valeur moyenne de |/) qui dans le repere
orthonormé classique vaut : (Y| )

Ici le produit scalaire prend en compte Gy, qui joue le role du tenseur métrique qui vaut
ici:

_( cos(6) sin(G).e‘"")
~ \sin(0).e®  —cos(0) /

Il est alors possible d'identifier les valeurs propres associées.

Il est alors possible de projeter Gy, sur l'axe U, qui est définit par :
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U) = —=.10) + —=.|1)
V2 V2

Uyl = — (0] + —. (1]
V2 V2

Ceci donne :

_ cos(6) sin(09).e”
(Ux|GylUx) = (Vs (sin(H).ei‘P — cos(6) ) Uz}

1
UelGylUe) = (i’ i)( .cos(H). sin(G).e—iw)_ ﬁ\‘

V2 V2 V2 V2

V2 2/ \sin(@).e'?  —cos(0) 1
7
1
1 1 . 1 N 1 V2
(UX|G¢|UX) = (—=.cos(B) + —.sin(0).e'?;—.sin(0).e™'? — —.cos(0)). 1
V2

(Us|Gy 1) =5€ost8)+ -.sin(8) . e'? + 5. 5in(8) . e'? ———eos8)

(UX|G¢|UX) = sin(0).cos(y)

Il est alors possible de projeter Gy, sur I'axe U,, qui est défini par :

1 1
|Uy) =—=.10) + —=.i.]1)

\/‘ 2
1
(Uy| = ﬁ.<0| —ﬁ.l.(ﬂ
Ceci donne :
_ cos(0) sin(0).e~
(Uy|GIIJ|Uy) - (Uy| <sin(9) elo — cos(8) ) |Uy>
(1 1 cos(0) sin(@).e~ /%\
( ylelU >_ (ﬁ'_ ﬁ >'<sin(9).eifp —cos(6) ) i i)
Nk

1 R N I
(Uy|G¢|Uy)=(ﬁ.cos(e)—l.ﬁ.sm(e).e ¢,ﬁ.51n(9).e ¢+\/§.l.COS(9)).

ST
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(UGU)—1 6) — L2 5in(6).e™ +=.0.sin(6).e=i¥ + .7, cos(8
y| ¢| y —E.cos( ) l.z.sm( ).e E.l.Sln( ).e - .cos(0)

1 1 . 1 . 1
= — —i.—.Si L1 R -l _ _
(Uy|Gl|,|Uy) 2.cos(é?) Lo sin(f).e'? + > i.sin(0).e 2.cos(9)

(Uy|G¢|Uy) = sin(0) sin(¢p)

Il est alors possible de projeter Gy, sur l'axe U, qui est définit par :

|U,) = 10)
(U,| =(0]
_ cos(0) sin(0) .e”
(Uz| Gy 1Uz) = (U (sin(H) e —cos(0) ) U2

cos(8) sin(@).e"i‘p) (1)
sin(8).e'*  —cos(6) /°

(U,|GylU,) = cos(8)

(U, 6y 1U,) = (1;0).

9.6.11 Cas particulier des opérateurs de rotation

Si A est a valeur réelles, soit encore 4.4 = A.A , le théoreme de décomposition permet
d'affirmer que tout opérateur se décompose dans une base d'opérateur. Notons |a){a| un
opérateur de la base des opérateurs.

A =% ,a.la)al

Soit f une fonction agissant sur un opérateur A définit comme suit :
@) =) f(@.la)al
a

Si f peut s'écrire sous la forme d'une série de puissance
fx) = Z ;o xt
i=1
Alors
f(A) =co.l+c1. A+ . A% + -

Dans le cas particulier ou f = e on a le développement limité suivant :

x 0 1 1 2 1 n

e =e +ﬁ.x+i.x + -~-+E.x + -

qui devient dans le cas de l'espace E :
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9.6.12 Définition de l'opérateur R,,(0)

L’écriture sous forme d'exponentielle d'un nombre complexe de module 1 est (Figure
9-37):
: (9) L <9>
2 = —_ . j—
e cos|z ) +isin|

Mais en pratique elle fait implicitement référence a la base "usuelle", et I'écriture explicite
devrait étre :

= cos (3)-100+ sin (3). 10
2 = —_— —
. e cos 5)- sin 5]
I Avec |1) =i
: Soit encore
| r=a.|0)+b.|1)=a+ b.i
6 |
2 _
[0y =1

Figure 9-37. Visualisation d'un nombre
complexe

La forme générale d'un opérateur est :

U =e““ [cos(w).I+ sin(w).n.o]

Dans I'espace E un opérateur de rotation de la sphere par rapport a un axe |[{) =

Ny
<ny>, se définit par (dans une base (|0) = I, |1) = 0)):
nz

) 2] 6
R,(0) = e "2"° = cos (E) I —i.sin (E) Nn.o

avec n.o = [nx. ox +n,.o0, +n,. O'Z]

Cela donne pour une rotation autour de l'axe x :
6 o 6 0
Ry(6) = e7'2* = cos (E)I —isin <—>.JX

2
Comme gy = ((1) (1)) etl = ((1) (1))
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3 ()
2 _ cos { L.sin|
sinfg) eos(3)
L.sin {2 cos |7
Cela donne pour une rotation autour de I'axe y :
~ily 6 . (9
Ry(6) = e 2" = cos (E)I —i.sin <E>.O-y

Avec oy = (? _()l) etl = ((1) (1))

N[ D

Ry(6) =e7"

@) ~oon()
Q) (3

Cela donne pour une rotation autour de l'axe z :

.6
Ry(6) =e™'2" =

.0 6 0
R,(0) = e "2 = cos <§>.1d —isin (E).O'Z

Avec g, = ((1) _01) etl = ((1) (1))

. 0
.6 =l
Ry(0) =e ™'z = (e i Qe)
0 elE
9.6.13 Interprétation géométrique des opérateurs de rotations
Soit
0 /6N .
[Y) = cos (E) .|0) + sin (E) .e'%.|1)

qui définit un axe de rotation dans la sphere de bloch. Une visualisation de |{s) est proposé
sur la Figure 9-38.
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Figure 9-38. Visualisation de )

On peut visualiser la rotation sur la Figure 9-39.

Figure 9-39. Visualisation de la rotation d'axe |\r)

Suite & la rotation autour de 1'axe |{), le déplacement d'un point A sur la sphére est défini
par : ds = dy + dz (Figure 9-40).
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Figure 9-40. Visualisation du déplacement
d'un point suite a une rotation d'axe )

Deux rotations sont effectuées consécutivement. Avec 3 coordonnées notées x, y et z
une rotation d'angle ¢ autour de 1'axe des z, laisse les coordonnées en z inchangées.

cos(p) —sin(p) O
R(p) = (sin(q)) cos(p) 0)
0 0 1
Cette rotation s'applique a la sphére sachant que 1'axe de rotation |{s) est un invariant de
la rotation d'axe |{r). Le plan (O, x, y) subit une rotation d'angle ¢ de telle sorte qu'une

fois la rotation terminée, 1'axe (0, x) est alignée avec la project de |) sur le plan. L'effet
de la rotation de la sphere de Bloch est visualisé sur le dessin de la Figure 9-41.

Figure 9-41. Effet de l'opérateur de R,(¢p)

A partir de ce nouvel état de la sphere de Bloch, il est possible d'appliquer une rotation
d'angle 6 autour de I'axe (0, y) et qui laisse la coordonnée en y inchangée (Figure 9-42).

cos(p) 0 —sin(p)
R(0) = ( 0 1 0 )
sin(¢) 0 cos(p)



498 Chapitre 9

A A z
z z
g\ Yy
N/
I -
w17 v
X
X
Figure 9-42. Effet de l'opérateur de R(0).R(¢p)
Résumé sur les matrices de rotation dans la sphere
A 1 0 0
z Ry (a) = (0 cos(a) —sin(a))
0 sin(a cos(a)
o~ (@)
N/
Ry (a) | >
-p- — ~,7 y
X
cos(B) 0 —sin(B)
R,(B) = < 0o 1 0 )
sin(B) 0 cos(pB)
N cos(y) —sin(y) 0
247 () R,(y) ={sin(y) cos(y) 0
—~—— 0 0 1
N/
I .
, >
Q- — ~ 7 y
X
Conclusion

11 est toujours possible de passer d'un état 1) a un état [)’) par combinaison des rotations
Ry(a), Ry (B) et R,(y).
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Ainsi, toute transformation unitaire U peut se mettre sous la forme :

U=e"R,( ).R,( )R( )

9.7 Références

Plusieurs références bibliographiques peuvent étre consultées pour appréhender la
définition d'une onde et la dualité onde/particule. On peut citer par exemple :

Alexandro Roussel pour sa video intitulée "La dualité Onde-Corpuscule" :

https://www.youtube.com/watch?v=_vt9POnKCWo

David Louapre pour sa video intitulée "La dualit¢ Onde-Corpuscule"” :

https://www.youtube.com/watch?v=1iRIJL. Mstfx4

Thierry Collet pour sa video intitulée "Chapitre 15. Energie quantique dualité onde
particule" :

https://www.youtube.com/watch?v=tU2yRchPj ¢

Les deux vidéos suivantes concernent essentiellement 1'équation de Schrodinger et elles
ont servi de support aux deux premieres parties de ce document.

La video "The Schrodinger Equation and Wave Function " de Alexander Fufaev :
https://www.youtube.com/watch?v=WcNiAO6WNvI

Une video de "M. Gilh C" qui est disponible ici :
https://www.youtube.com/watch?v=16DJOhu9CHE

La notion de paquets d'onde est détaillée sur les sites suivants :

https://en.wikipedia.org/wiki/Wave packet#Gaussian wave packets in quantum
mechanics
https://quantummechanics.ucsd.edu/ph130a/130 notes/node89.html

Le lecteur trouvera une introduction aux espaces de Hilbert dans l'excellent cours
d'Etienne Parizot disponible a I'adresse suivante :

https://www.youtube.com/watch?v=i91TQxS TIE

Une tres bonne introduction au lagrangien et a 'Hamiltonien est proposée sur la chaine
de Mécanique Analytique. Le lecteur peut consulter ces vidéos sur YouTube a l'adresse
suivante :

https://www.youtube.com/watch?v=H feeQeqOlQ&list=PLTI-461Y-
u0XA JNORbQd51g3gEzeiXsM&index=1

A la fin de 1'écriture de ce livre nous avons découvert 1'existence d'un support de cours
réalisé en février 2020 par Alberto Verga. Ce support est un cours de Mécanique
Quantique qui explicite tres bien la notion d'ondes. Une lecture a fortement conseillé !

A. Verga, Notes de cours de mécanique quantique. http://verga.cpt.univ-
mrs.fr/pdfs/qm-1.pdf. Février 2020.




500 Chapitre 9




