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Déroulement

2

”In my opinion, the crucial experiment (which has
not yet been done) would be to compare the
adiabatic algorithm head-on against simulated
annealing and other classical heuristics. The evidence
for the adiabatic algorithm’s performance would be
much more convincing if the known classical
algorithms took exponential time on the same
random instances.”
Scott Aaronson

Partie 1 : Résolution du problème de maximum matching

 De Gn à QUBO

 De QUBO à D-Wave

Introduction

 D-Wave

 Limitation de l’architecture / Les instances QUBO

 Famille des graphes Gn

Partie 3 : Pour aller plus loin

 Question 1

 Question 2

Partie 2 : Résultats

 Interpretation

 Conclusion ?
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L’ORDINATEUR QUANTIQUE ANALOGIQUE
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Machine quantique analogique
Machine spécialisée dans la résolution d'un difficile problème NP-difficiles.
Utilise un algorithme similaire au recuit simulé  (méta)heuristique pour résoudre rapidement des classes de 
problèmes complexes (problèmes d'optimisation, d'apprentissage machine ou de recherche opérationnelle) inspirés 
de la physique statistique.
D-Wave est donc une sorte d'oracle d'optimisation pour le problème typique de la machine (verre de spin) utilisant les 
phénomènes quantiques.

L’idée du TP :
Comportement/Performance sur un problème connu pour être difficile (existe-t-il un facteur d'accélération entre QA 
et SA)
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Principe [FARHI 2000] : Interpolation entre un Hamiltonien difficile à déterminer (HP) et un Hamiltonien facile à décrire (H0)

Configuration de l’Hamiltonien initial:

Avec un état initial facile :

Evolution "lente" vers l’Hamiltonien décrit comme un modèle d'Ising :

Initialement                           et                              

Evolution de l'état t = 0 à t = τ 
H(t) est " recuit " sous une forme purement classique (l'état fondamental H(0) =H0 évolue vers un état H(τ) = HP)

LE RECUIT QUANTIQUE

4

Théorème adiabatique [MESSIAH 1979]: Si l'évolution temporelle est assez lente (τ est assez grand)  La solution optimale ε(σ) 
est obtenue avec une forte probabilité

(le système reste dans l'état fondamental et son état final décrit une solution au problème d'Ising). 
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PROBLEMES ADRESSABLES ?
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Problèmes combinatoires : Problèmes discrets avec un nombre extrêmement grand de solutions mais … fini !

Voyageur de commerce (NP-hard) : Chercher un chemin entre N villes N! possibilités
Aucun algorithme (classique et/ou quantique) ne peut trouver une solution exacte rapidement !

Bipartie (polynomial) : problem de matching: Problème de couplage couvrant autant de 
sommets que possible N! solutions possibles sur un graphe complet biparti

Optimisation des flux de trafic : Minimiser le temps de parcours d'un ensemble de 
voitures  Algorithmes classiques inefficaces pour ~ milliers de véhicules

The traveling salesperson problem is an optimization problem that 
can be solved using exactly-one-true constraints. © 2009), Google.
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ARCHITECTURE D-Wave QPU : TOPOLOGIES
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QPU : 

D-Wave 2000Q/Advantage  plus de 2000/5600 qubits

Qbit implementation
-Rf SQUID* Flux Qbit
-Compound-Compound
Josephson Junction

Niobium on silicon
8-qbit unit cell 1152-qbit « Washington » chip

Pulse tube dilution refrigerator
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RESOLUTION DES PROBLEMES AVEC D-WAVE
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Pour le QPU : Ising ou QUBO

Modèle d'Ising : Traditionnellement utilisé en mécanique statistique  Les variables sont de type "spin up" (↑: +1) 
et "spin down" (↓ : -1). 

Fonction objectif :

Modèle QUBO : Traditionnellement utilisé en informatique (variable binaire) matrice triangulaire supérieure Q 
de taille N x N

Fonction objectif : 

ISING QUBO : 

hi : coefficients linéaires 
correspondant aux biais 
des qubits

Ji,j les coefficients 
quadratiques 
correspondant aux 
forces de couplage

Qij est la force de 
couplage entre les 
variables 

Qii est le biais pour la 
variable xi.



1er juin 2022Commissariat à l’énergie atomique et aux énergies alternatives daniel.vert2@cea.fr

INTEGRATION DU QUBO SUR D-WAVE ET LIMITATION

Intégration de la matrice QUBO dans le graphe interne des qubits physiques

Approche directement intégrable (exemple fictif) :

Pas de problème pour le D-Wave!
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1 variable  N qubits

Plusieurs qubits physiques sont UNE variable du problème !

Pas assez de connexions entre les qubits (hi) 

maximum 6!

Variable 1,2,5,7 dupliqué 3 fois
Variable 0,3,4,6 dupliqué 2 fois
Nombre total de couplages: 15
Nombre total de qubits utilisés: 20

Si le graphe induit par les couplages non nuls de la matrice n'est pas isomorphe au graphe de Chimera
 il est nécessaire de dupliquer la ou les variables sur plusieurs qubits physiques !
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LIMITATION (SUITE)

Graphe Chimera 4x4  128 qubits physiques
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128 hi (qubits) + 8128 Jij (termes de couplages)

Nombre total de couplages : 384 arêtes!

1 variable  1 qubit

La topologie ne représente que 4% du nombre total de coupleurs nécessaires 
pour intégrer la matrice dans le pire des cas.

Intégration de la matrice QUBO dans le graphe interne des qubits physiques
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Commissariat à l’énergie atomique et aux énergies alternatives - www.cea.fr
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Benchmarking Quantum Annealing Against “Hard” Instances of the Bipartite Matching 
Problem

 Définition du problème de couplage
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DEFINITION DU PROBLEME

Problème Polynomial  Algorithme polynomial (Edmonds) permet de le résoudre !

Problème Polynomial
Polonais / algorithme de flow le résout

Sommets A non connectés entre eux et idem pour les sommets B

[sasaki-1988]  Cas particuliers nécessitant un nombre 
exponentiel d'itérations pour obtenir la solution optimale.
 (trivial à résoudre algorithmiquement)
 Et même l’oeil

But : sélectionner un ensemble d'arêtes qui donne un couplage et qui maximise le nombre de 
sommets couverts. 
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Exemple sur un graphe complet

Problème de Matching dans le cas général : 

Problème de Matching sur un graphe bipartie : 

Problème de Maximum matching : 

11
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Sélection des arêtes au bords :
 Valide et solution optimale

Example all the red edges have a value of 1 Sélection d’une arêtes dans un bipartie :
 suppression de deux sommets

[sasaki-1988] : Le temps de calcul croît exponentiellement avec le nombre de sommets du graphe (la plupart des variables se 
trouvent dans des sous-graphes denses). 

Nombre de sommets : O(n3)
Nombre d’arêtes : O(n+1)3

Nombre d’arêtes pour la solution optimal : O(n²)
 Diffcile pour le recuit simulé

16 edges / 8 vertices 4 edges / 8 vertices

Objectif: Comparer QA avec SA

DEFINITION DU PROBLEME DE MATCHING

12
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Benchmarking Quantum Annealing Against “Hard” Instances of the Bipartite Matching 
Problem

 Résolution du problème de matching avec l’ordinateur 
quantique analogique
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 1 variable pour chaque arrête du graphe 1 si e ϵ C (couplage) 0 sinon

Pour chaque sommets v : Chaque sommet est couverts au plus une fois

 Parmi toutes les arrêtes incidentes en un sommet : Une seule fait parti du couplage (contrainte linéaire) 

Transformation du couplage en QUBO
 QUBO sans contraintes : Rajouter une pénalité sur la violation des contraintes de couplages !

Maximiser                                                 (QUBO)

PROBLEME DE COUPLAGE VERS QUBO

Contraintes « molles »  Solution qui accepte les non couplages (toutes les solutions même celles qui violent les contraintes)

Avec λ grand de manière à pénaliser les solutions qui ne satisfont pas les 
contraintes

Problème de couplage s’écrit naturellement sous la forme d’un programme linéaire en nombres entiers (des contraintes) 
vs QUBO (pas de contraintes)

Fonction économique  : Maximiser le nombre d’arrêtes dans le couplage 

Contraintes : 

Technique de pénalité Mettre ces contraintes dans la fonction économique :
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INTEGRATION DE G1 SUR D-WAVE

STEP 1 : FORMULATION DU PROBLEME

Pénalité sur la violation des contraintes de couplage Maximise

Construction de la matrice QUBO :

Termes diagonaux:  

Termes Non-diagonaux:

15
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INTEGRATION DE G1 SUR D-WAVE

STEP 2 : INTEGRATION DES VARIABLES

16

?
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INTEGRATION DE G1 SUR D-WAVE

STEP 2 : INTEGRATION DES VARIABLES

17

?

Solution : dupliquer les qubits physiques !
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INTEGRATION DE G1 SUR D-WAVE

STEP 2 : INTEGRATION DES VARIABLES

18

Solution :
V0  qubits 26
V1  qubits 18

…
V4  qubits 29 et 27 

…

Total : 
8 Variables pour 12 qubits

(1.5 fois plus de qubits)

Duplication de Qubit Plus de variables et de coefficients non nuls dans le QUBO
 Contraintes supplémentaires (contrainte forte sur les qubits dupliqués qui doivent être à la même valeur)
 Augmentation de l'amplitude des coefficients pour représenter mon problème

0 4

73

8
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15
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23

25
26
27

28
29

31
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INTEGRATION DE G1 SUR D-WAVE (D2000Q)

STEP 2 : INTEGRATION DES VARIABLES

19

Changer la seed (donc changer l’endroit d’intégration du problème 
sur la puce) change la qualité de la solution ?
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- G1 - - G2 - - G3 - - G4 -

125 variables

951 qubits physiques  ~87%

Moy. dup. : 7.6

600 coefficients non 0

8 variables

16 qubits physiques  ~2%

Moy. dup. : 2.0

12 coefficients non 0

27 variables

100 qubits physiques  ~10%

Moy. dup. : 3.7

72 coefficients non 0

64 variables

431 qubits physiques  ~40%

Moy. dup. : 6.7

240 coefficients non 0

INSTANCES SUR DWAVE (DW2X  1095 qubits)

Daniel Vert. Étude des performances des machines à recuit quantique pour la résolution de problèmes combinatoires. Université Paris-Saclay, 2021. ⟨tel-03208838v2⟩

https://hal.archives-ouvertes.fr/tel-03208838v2
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INTEGRATION DE G1 SUR D-WAVE

STEP 3 : QUBO SUR DWAVE

21

QUBO init

Normalisation dans les 
paramètres de DWaveQUBO norm
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INTEGRATION DE G1 SUR D-WAVE

STEP 3 : QUBO SUR DWAVE

22

QUBO init

QUBO norm

Matrice QUBO intégrable sur le 
graphe de D-Wave
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DWAVE LEAP

23
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DWAVE LEAP

STEP 4 : Paramètres DWave

24

Interact with our demos

Explore our examples

Access our resources
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DWAVE LEAP

STEP 4 : PARAMETRES DE D-WAVE

25
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INTEGRATION DE G1 SUR D-WAVE

STEP 4 : PARAMETRES DE D-WAVE

26
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INTEGRATION DE G1 SUR D-WAVE

STEP 4 : PARAMETRES DE D-WAVE

27
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RESULTATS DE G1 SUR DWAVE

STEP 4 : RESULTATS

Sortie 2000Q

28

Energies normalisées

Energies totale pour G1

#q_p (va) 26(0) 18(1) 25(2) 16(3) 29(4) 27(4) 23(5) 31(5) 20(6) 28(6) 21(7) 17(7)

Ising 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

QUBO 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

Solution optimale : 4 x (-17) = -68 (11110000)

Solution :11110000 Energie: -1x17x4 = -68 !
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RESULTATS DE G1 SUR DWAVE

STEP 4 : RESULTATS

Sortie 2000Q

Sortie Advantage4.1

29

Energies normalisées

Energies totale pour G1

Pas de duplication

Wahou 100% de réussite 
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RESULTATS DE G1 SUR SOLVEUR CLASSIQUE

STEP 4 : RESULTATS (suite)

Solver exact

30



1er juin 2022Commissariat à l’énergie atomique et aux énergies alternatives daniel.vert2@cea.fr

RESULTATS DE G1 SUR SOLVEUR CLASSIQUE

STEP 4 : RESULTATS (suite)

31

Recuit simulé (~100% de réussites)
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RESULTATS (suite)

STEP 4 : G_max?
G2

32

~100 qubits pour 27 varaibles …

Trouve la solution optimale mais  23 fois 
sur 1000 …
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RESULTATS (suite)

STEP 4 : G_max?
G2

33

Trouve la solution optimale ~100% sur 1000
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RESULTATS (suite)

34

STEP 4 : G_max?
G3

~430 qubits pour 64 varaibles …

Solution optimale 0 …

~ 6% d’écart dans le meilleur des cas
(ici on a eu de la chance)
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RESULTATS (suite)

STEP 4 : G_max?
G3

35
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RESULTATS (suite et fin)

36

STEP 4 : G_max?
G4

~1030 qubits
pour 125 varaibles

Solution optimale 0 …

~ 15% d’écart
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PREMIERE CONCLUSION

Paramètres Annealing :  - Standard cooling time of the form T_{k+1}=0,95T_k
- Stop annealing at T<10^-3. 
- Number of iterations of the Metropolis algorithm 

 For each k to T = cst and n: number of 
variables in QUBO.

For n iterations per temperature plate: Lower quality results  standard 
solutions.

For n^2 iterations per plateau: Results of much better quality, but with a 
much longer computing time. 

Better performance simulated annealing 
Worst solutions over 30 cycles: Almost always better than D-Wave over 10,000 cycles.
Asymptotic regime of the exponential number of iterations of Sasaki & Hajek's theorem not reached with annealing 
(sol. Opt. reached for G4)

Instances small enough to remain easy to anneal in the conventional way
Unduplicated resolved instances for comparison with D-Wave

Solutions sans topologie

37
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ETUDE DU BIAIS DE LA TOPOLOGIE (DEUXIÈME CONCLUSION)

Topologie d’interconnexions entre qubits de 15

Résultats sur D-Wave compétitif avec ceux du SA.
Les instances dupliquées sont beaucoup plus difficiles à résoudre que les instances non dupliquées sur SA.
La topologie plus dense de Pegasus conduit à des QUBO dupliqués plus petits et donne de meilleurs résultats 
(mais pas optimaux).

Solutions avec topologie (Chim. & Peg.)

38
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Observation of results :
Best solution found for G3 / G4 not a matching
D-Wave does not get the optimal solution

DEUXIEME CONCLUSION

39

Need for duplication  Limits the size of the instances to be mapped. 
Max G4 size: 125 variables for 958/1098 available qubits (~ 87%) sur DW2X

125 variables for  1031/2041 avaibles qubits (~ 50%) sur D2000Q
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DEUXIEME CONCLUSION AVEC ADVANTAGE

40

Advantage4.1 (Peg.)
5627 qubits

#var. #qubits #Opt. Opt. Best Worst Mean Median Stdev

G1 8 8 1000 -68 -68 -68 -68 -68 0

G2 27 49 80 -495 -495 -225 -389.2 -387 34.5

G3 64 174 0 -2064 -1937 (x3) -916 -1565.5 -1553 137.8

G4 125 471 0 -6275 -5278 -2782 -4268.9 -4278 370.4

G5 216 1033 0 -15588 -12134 -6527 -9629.3 -9549 912.3

G6 343 2372 0 -33663 -23383 -8301 -16299.9 -16528 2286.4

G7 512 4186 0 -65600 -40019 -11361 -27278.3 -27734 4645.5

G3  ~6% d’écart avec Opt.
G4  ~16% d’écart avec Opt.
G5  ~22%
G6  ~31%
G7  ~39%

Résultats sur Advantage …. Identique à D2000Q ?
On passe de 6 connexions à 15 !  

Question1 : besoin de post-processing ? Si oui Constrainte(s): rapide (garde l’avantage quantique) 
et donne une solution valide !

Question 2 : Possible d’améliorer les résultats ?
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Mauvaise duplication sur le 
qubit « 6 »

 Solution non valide

Résultat sur 10000 runs de G1 :
Solution optimale trouvée (9673 times)
Solution non couplage
Solution avec mauvaise duplication

Post-traitement  vote majoritaire :
Solution optimale trouvée (9686 times)
Solution non couplage

D Vert, R Sirdey, S Louise - arXiv preprint arXiv:1910.05129, 2019

QUESTION 1
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INCONSISTENT DUPLICATIONS

Résult Inconsistent duplications

Need for post-processing 
Constraint(s): quick and have a valid solution!

42

Result with majority vote(Opt. Solution)
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QUESTION 1

0 times

0 times

0 times

0 times
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QUESTION 2

Améliorer les résultats ?
Théorème adiabatique : Si l'évolution temporelle est assez lente (τ est assez grand)  La solution optimale ε(σ) est 
obtenue avec une forte probabilité. 

44
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QUESTION 2

Améliorer les résultats ?

45

Sur D2000Q  Non …

AT #var. #qubits #Opt. Opt. Best Worst Mean Median Stdev

G3

20 64 360 0 -2064 -1808 -1105 -1482.15 -1486.7 86.8

100 64 360 0 -2064 -1937 -1680 -1714.3 -1785.9 77.7

1000 64 360 0 -2064 -1810 -1680 -1700.2 -1713.9 82.5

2000 64 360 0 -2064 -1810 -1426 -1565.3 -1573.6 89.9

G4

20 125 1031 0 -6275 -5029 -4776 -4808.5 -4996.4 197.3

100 125 1031 0 -6275 -5275 -4778 -4754.8 -4859.8 178.6

1000 125 1031 0 -6275 -5276 -4280 -4554.8 -4598.9 221.4

2000 125 1031 0 -6275 -5277 -4280 -4562.7 -4603.3 219.1

Résultats « de base »

Résultats sensiblement similaire  AT 
permet « d’écraser » les pires solutions 
vers les meilleures

Résultats « de base »

Améliore la qualité de la solution 
optimale
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QUESTION 2

Et sur Advantadge4.1 ?

46

Solution optimale !

Mieux que DW2000Q !
(11.92% best vs opt.)

G5  ~16.64%
G6  ~18.35%
G7  ~21.85%
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CONCLUSION

47

Difficult problem for simulated and quantum annealing 
First benchmark on a D-Wave
With topology Similar results between D-Wave and SA.

The constraints imposed by the graph show that SA and QA cannot solve the problem! 

Low quality results
The need to duplicate qubits strongly limits the size of accessible problems.

Necessity of post-treatments
Duplication errors
not representing a valid solution

Sparse topology 
Need more connections between qubits mapping denser and larger problems!
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