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@ Introduction
© Chaines de Markov & temps discret

© Chaines de Markov avec récompenses (évaluer une politique)
@ Distributions connues
e Distributions inconnues

@ Processus de décision markovien (déterminer la politique optimale)
@ Horizon infini
@ Horizon fini

© Apprentissage par renforcement (environnement inconnu)
@ Bandit manchot
@ Processus de décision markovien

@ Chaine de Markov a temps continu
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Apprentissage par renforcement !

state

"l Agent |

)
action
A,

reward
Rt
o Rt+| (
4 St+1
.

Environment ]4—

o Etat — Action — Récompense — Etat — Action — Récompense —

507A07 R17517A17 R2752 te

@ Récompenses et probabilités de transitions inconnues

@ Objectif : maximiser les réecompenses

1. Sutton et Barto (2018). Reinforcement Learning
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Exemples

@ Gym : API pour I'apprentissage par renforcement
> https://gymnasium.farama.org/

o Cart-pole
» https://towardsdatascience.com/
reinforcement-learning-concept-on-cart-pole-with-dgn-79910
o Jeux Atari
e Faire marcher un robot humanoide
@ Frozen lake
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https://gymnasium.farama.org/
https://towardsdatascience.com/reinforcement-learning-concept-on-cart-pole-with-dqn-799105ca670
https://towardsdatascience.com/reinforcement-learning-concept-on-cart-pole-with-dqn-799105ca670

Programme

Chaines de Markov : 59, 51,55, - - -

Chaines de Markov avec récompenses (évaluer une politique)

507 R07 51; Rl7 527 R2 e

Processus de décision markovien (trouver la politique optimale)
507 A07 RO: Sla A17 R17 T

Apprentissage par renforcement (environnement incertain)

» Récompenses inconnues
» Distributions inconnues
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Pour aller plus loin sur ['apprentissage par
renforcement

@ Présentations et vidéos par David Silver
https://www.davidsilver.uk/teaching/
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Livres

Baynat Bertsekas Sutton and Barto
réseaux et télécommunications : ) ) - / //ﬂ i
Dynamic Programming il
Théorie and Optimal Control /

des files d’attente

Reinforcemeént
Learning

An Introduction

@ Extraits a lire au fur et 8 mesure du cours
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@ Chaines de Markov a temps discret
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Historique : Andrei Andreievitch Markov
(1822-1856)

o Fondateur de la théorie des processus stochastiques

@ Chaines de Markov : phénoménes aléatoires 3 mémoire courte
@ 1913 : Analyse d'un texte de 20 000 lettres d'Alexandre Pouchkine
» Observation : L'apparition des lettres dépend des précédentes
» Modéle de Markov d'ordre 0 : chaque lettre apparait indépendemment
des autres
» Modele de Markov d'ordre 1 : la n-ieme lettre ne dépend que de la
n — 1-éme lettre
» Modéle de Markov d'ordre k : la n-iéme lettre ne dépend que des k
lettres précédentes (n—1,n—2,--- ,n— k)
» On peut faire la méme chose avec des mots => générateur parodique

o Geénérateur de texte markovien : Modéle simple d'lA générative !
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Processus aléatoire

@ Processus aléatoire : suite de variables aléatoires Xg, X1, X5, - - -

@ De trés nombreux phénoménes sont décrits par des suites de variables
aléatoires inter-dépendantes

\4

Cours d'une action

» Evolution d'un stock

» Nombre d'étudiants en retard

» Evolution du nombre de requétes serveur en attente d'étre traitées
>

@ Remarque : aléatoire = stochastique
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Evolution du CAC 40 sur un an?

COURS

@ X; : valeur de |'action le jour t
@ Espace des temps discret : t = 1,2,---,365 (en jours)
e Espace d'état discret : X; € {0,0.01,0.02,---} (en euros)

2. Boursorama, 10 sept. 2019
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Marche aléatoire 1D3

@ Un pas en avant (41) avec probabilité 1/2, un pas en arriére (-1) avec
probabilité 1/2
@ X; : position a la t-iéme étape

@ 3 exemples de trajectoires aléatoires en partant de 0

(k]

3. Wikipedia, 10 sept. 2019
oo



Quelques questions que nous chercherons a étudier

e Distribution aprés n étapes : P(X; = k) =7
@ Probabilité de retour a |'origine ?
» Proba=1
» On dit que I'état initial est récurrent
@ Temps moyen avant de revenir a |'origine 7
> Infini
» On dit que I'état initial est récurrent nul
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Marche aléatoire 2D #

e Avant, arriére, droite, gauche avec probabilité 1/4

o Vi = (X¢, Ye) @ position a la t-iéme étape

4. Wikipedia, 10 sept. 2019
el T ()



Marche aléatoire 3D?

@ avant, arriére, droite, gauche, haut, bas avec probabilité 1/6
o Vi = (Xt Yt, Zt) : position a la t-iéme étape
@ Probabilité de revenir a I'origine < 1 (marche transitoire)

5. Wikipedia, 10 sept. 2019
TRy



Processus aléatoire (= Processus stochastique)

@ Processus stochastique a temps discret : suite de variables aléatoires
{Xnvnzoa]wzv'”}
o Espace d'état £ : X, € E

@ Espace d’état fini (ou dénombrable)
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Chaine de Markov a Temps Discret (CMTD)

@ CMTD = Processus stochastique a temps discret sans mémoire

P(Xn+1 :J‘Xn = i7Xn—1 = in—la"' ;XO = ’O) = P(Xn+1 :J‘Xn = ’)

L'état suivant ne dépend que de I'état courant

Exemple : Marche aléatoire

pij(n) = P(Xnt1 = j|Xn = i) = probabilité de transition de I'état i a
I'état j a l'instant n

e CMTD homogene : pjj(n) = pj;
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Dynamique

Etat a Pinstant n

Etat a Pinstantn + 1

e Homogene si p;(n) = pj
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Graphe d'une CMTD homogeéne

@ Graphe orienté

» Etat = sommet
> Arc orienté de i a j si pj >0
» Pondération pj; sur I'arc orienté (i, j)

Exemple : CMTD a 2 états
P12

P P22

P21
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Matrice de transition pour une CMTD fini et

homogéne
@ Matrice de transition : P = (pjj)

Exemple : CMTD a 2 états
P12
P P22
P21 p— (Pn P12)
P21 P22

@ Une matrice de transition est une matrice stochastique : la somme des
éléments de chaque ligne vaut 1

Zp,-j =1,Vi
j
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Propriétés d'une matrice stochastique

Le produit de 2 matrices stochastiques est stochastique
Corollaire : si P stochastique alors P" stochastique.
1 est valeur propre

Le rayon spectral vaut 1 : les valeurs propres sont inférieures ou égales
a 1 en module
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Pile ou face jusqu'a la faillite

Principe du jeu
@ Les joueurs A et B possédent respectivement « et 3 euros
@ A chaque tour, ils misent un euro et jouent a pile au face
@ Le jeu s'arréte quand I'un des deux est ruiné
o

Durée du jeu = nombre de tours joués

Questions
@ Quelle est la probabilité pour chacun des joueurs d'étre ruiné?

@ Quelle est la durée moyenne du jeu?
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Episodes
o Episode : Xp, X1, -+ , XT

e T :instant final (potentiellement une variable aléatoire)

Example
St
3 oot e S
2 oqb ----- === ¢ ----------------
b . _______________________________________
N s ,
01 2 3 4 5 6 7 8 9
@ L'épisode se termine quand on atteint |'état absorbant 3.
@ Sur cette réalisation, T = 5. |
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Episode sans fin

Exemple

0.5

0.5
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Exemple : Souris dans un labyrinthe

Départ

.
SLo’:ie

@ La souris est amnésique et choisit un des couloirs de facon
équiprobable

@ On s'intéresse a la succession des piéces visitées (et pas au temps
passé dans chaque piéce)

@ Modéliser ce systéme par une CMTD, donner son graphe et sa matrice
de transition
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Souris dans un labyrinthe : CMTD et graphe

@ X, : position aprés le n-iéme couloir emprunté

Sortie
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Souris dans un labyrhinte : matrice de transition

1/2 1/2 0 0 0 0
12 0 0 1/2 0 0
p_|1/4 1/4 0 0 1/4 1/4
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
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Régime transitoire

Etat a Pinstant n

Etat a Pinstant n + 1

e mj(n) = P(X, = j) : probabilité d'étre dans I'état j a I'instant n

i(n+1) zp,ﬂr,

i€E
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Régime transitoire (forme matricielle)

o 7(n) = (m1(n),m2(n),--- ,mg/(n)) : distribution a I'instant n
m(n+1) = w(n)P
mw(n) = n(0)P"

Exemple : CMTD a 2 états

0.5

1
e Avec 7(0) = (1,0), calculer 7(1), 7(2), 7(3).
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Exemple : CMTD a 2 états

0.5

1
7(0) = (1,0)
7(1) = w(0)P
7(2) = w(1)P
7(3) = w(2)P
7(10) =
m(o0) =

0.5 0.5
= (T %)

=(1/2,1/2)
= (3/4,1/4)
= (5/8,3/8),

(0.666015625, 0.333984375)
(2/3,1/3)
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Souris dans un labyrinthe : régime transitoire

@ Supposons que Xp = 2, calculer 7(0),7(1), 7(2), m(3) et
limp—00 m(N).
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Souris dans un labyrinthe : régime transitoire
(réponse)
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Probabilité d'aller de i a j en n étapes

(m)

° p Probabilité, commencant en /, d'étre en j aprés n transitions
P:(Jn) P(Xen = j|Xe =)

P = P

e Equations de Chapman-Kolmogorov

(n+n7) Z P,(:) P/(gm)
keS

Pn+m — Pan
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Travail a la maison

@ Lire chapitre 3.1, pages 55 a 62
@ Exercice 1 (téléphone arabe)

e Exercice 4 (matrices stochastiques)
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Convergence vers une distribution limite : un

exemple

1/4 3/4

Q__GU

1
771(n + 1) = %71'2(!1)

ma(n+1) = mp(1) —|—Z7T2(n)

J.P. Gayon (ISIMA) MC, MDP et RL

n | m1(n) mo(n)

0 |1 0

1 ]0 1

2 1025 0.75

3 |0.1875 0.8125

4 | 0.203125 | 0.796875
13 ] 0.2 0.8

14 1 0.2 0.8

23 octobre 2024
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Exemple de non convergence

n | wi(n) | ma(n)
0|1 0
110 1
2 |1 0
m1(n+ 1) = ma(n) 310 1
ma(n +1) = ma(n) a1 o
@ En revanche, convergence au sens de Césaro
1 n
=Y " m(k) — 0.5
n —1 n——+o00

~————
Proportion de temps passé en 1
au cours des n premiéres étapes
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Si convergence, alors ...

@ Supposons que w(n) = (mw1(n), m2(n),---) converge vers
™= (m1, 2, )

@ Alors
m(n+1)=mn(n)P
yn—o0

m=mP

@ Questions

» Quels sont les critéres de convergence ?
» La distribution limite dépend-elle de I'état initial ?
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Distribution stationnaire

e "Stationnaire" signifie "qui ne dépend pas du temps"
w(n)=m

m(n+1)=n(n)P=n=nP

@ Une distribution de probabilité 7 est dite stationnaire si et seulement si

T=mP
2imi=1
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Lien entre distribution stationnaire et distribution
limite

Propriété

La distribution limite est la distribution stationnaire.

La réciproque est fausse

olo

{ %:W?F_) 1 S m=m =05
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La distribution stationnaire est-elle toujours
unique 7

La réponse est non

0.5 0.5

T =mP - Ty =
Ziﬂ',':]. m+m3=1
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Existe-il toujours une distribution stationnaire ?

La réponse est non
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Classification des états

e Etat absorbant : p; =1

SONSO)

Exemple

o Etat périodique ou apériodique

@ Etat récurrent ou transitoire

J.P. Gayon (ISIMA) MC, MDP et RL



Etat périodique versus état apériodique

o Etat périodique j : il existe k > 1 tel qu'on ne puisse retourner en j
qu'aprés un nombre d'étapes multiple de k

o Etat apériodique : un état n'étant pas périodique

Exemple : CMTD périodiques
2
A3
oo o
[8585808;

v
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Etat récurrent versus état transitoire

° C.J(.") : probabilité que le premier retour en j, en partant de j, ait lieu en

n étapes
o fi=3 ", 6.1(.") : probabilité, en partant de j, de revenir un jour en j
o Etat récurrent : fj; =1

e Etat transitoire : f; <1

Exemple : CMTD fini

@ 1 et 2 sont récurrents

@ 3 et 4 sont transitoires
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Récurrent nul versus récurrent non nul

e M; : temps moyen entre 2 visites de j
e Etat récurrent non nul : M; < +oo
e Etat récurrent nul : M; = +oo

Proposition

Soit E un espace d’état fini. Alors tout état récurrent est récurrent non nul.

v

Déterminer 5, et M,

ili o] 1i—1
WS () meE ()
2 ,22

i=1 i=

v
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Un exemple de CMTD infini

@ p > 1/2: tous les états sont transitoires
@ p=1/2: tous les états sont récurrents nuls

@ 0 < p<1/2: tous les états sont récurrents non nuls
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CMTD irréductible versus irréductible

@ Une CMTD est irréductible si son graphe est fortement connexe
Vij € E,3m>1,p™ >0

e CMTD réductible = CMTD qui n'est pas irréductible
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Nature des états d'une CMTD irréductible

Théoréeme (Admis)
Tous les états d’'une CMTD irréductible sont de méme nature :

@ Tous transitoires, ou tous récurrents non nu/s, ou tous récurrents nuls

o Tous périodiques ou tous apériodiques

Corollaire (Nombre d'états fini)

Tous les états d'une CMTD irréductible finie sont récurrents non nuls. J
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Exercice 5 : classification des états
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Travail a la maison

@ Lire chapitre 3.1, pages 62 4 68
e Exercice 5 (classification des états)

e Exercice 3 (marche aléatoire symétrique)
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Distribution limite pour une CMTD irréductible et
apériodique

Théoréme (admis)

Pour une CMTD irréductible et apériodique, la distribution limite
7w = (m1, 72, - - ) existe et est indépendante de la distribution initiale (0) :

o Si les états sont tous transitoires ou tous récurrents nuls, alors
Vje E,mj=0
© Si les états sont tous récurrents non nuls, alors les 7; satisfont

(5): { = Dice TiPy, VJ € E
jeeTj = 1
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Exemple : Téléphone arabe

@ La CMTD est irréductible et apériodique

@ Tous les états sont récurrents non nuls

o La distribution limite existe et satisfait
m = pm1 + qm2

my=pry+qmy =1 =7 =05
T +m =1
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Interprétation de la distribution limite

Théoréme (Césaro)

Soit (up) une suite de nombres réels convergeant vers L, alors la moyenne

de Césaro
1 n
Ch = —Z Uy
M

converge également vers L.

La réciproque est fausse
@ u, = (—1)" ne converge pas

e Mais ¢, converge vers 0
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Interprétation de la distribution limite

@ Supposons que ;(n) —+> T
n—-+00o

@ Alors, d'apres le théoréeme de Césaro

1

—E mi(k) —
nk:l n—+00
—_——

Proportion de temps passé en i
au cours des n premiéres étapes

@ Interprétation de 7; : proportion de temps passé en i sur un horizon
infini
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CMTD irréductible et périodique (finie)
e 7(n) n'a pas de limite

(S) - { T = Dice TPV € E
ZjeE mi=1

@ (5) admet une solution unique ot 7; représente la proportion de
temps passé dans |'état j sur un horizon infini

Exemple

T = T . -
{7_‘_14_7_(2:1 — m =m =05
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Temps moyen entre deux visites d'un état

@ M; : temps moyen entre deux visites d'un état j

Exemple

0.5
0.5

Calculer My et M, par deux méthodes (avec ou sans le résultat ci-dessus).

o
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Résolution de (S) pour une CMTD a m états
(facultatif)

e Soit 1=(1,---,1)
o7,
@ A : matrice m x m avec toutes les entrées a 1 (a;; = 1)
TA=1
@ |l suit avec / la matrice identité m x m
Im+m7A=nP+1

@ Propriété : | — P + A est inversible pour une CMTD apériodique et
irréductible
T=1(-P+ At
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Conservation des flux

o 7;pjj : Nombre de transitions de i vers j par unité de temps
o Partition des états : E = £ U B

Flux de E; vers E> Flux de E> vers E;

S e = YD ey

i€E; jeEs i€Ey jeEy
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Exemple 1

1/3 2/3 1/2
Solcloy”
1/2 1/2

@ Flux de QO vers 1 = Flux de 1 vers 0
o Flux de 1 vers 2 = Flux de 2 vers 1

0 . ( 4 3

T = =T T = —

571'0:571'1 3 11

= 4 = 4

1 1 T2 = T1 = T ™ =

-1 = —T> 3 11
2 2

+ T+ 1 (1-1-4-1-4) 1 4

T T Ty = TT —_ —) = Ty = —

0 1 2 \ 0 373 \ 2 1
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Exemple 2

1 P P P P P p
@ W - e e -
q q q q q q q
L ]\ J
Y Y
E, E,

@ Flux de Ej vers Ep = Flux de E; vers E; = pmj = qmis1
. p i
@ Soit p = —. Alors 7; = p'myg.
q
eSip<lalors Y Pymi=1=m=1-p

m = (1—p)p’
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Travail a la maison

@ Finir lecture du chapitre 3.1 (pages 55 a 73)
@ Exercices 6 et 7

@ TP sur les marches aléatoires (évaluation lors de |'examen terminal)
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Partition d'une CMTD

@ Une CMTD peut étre partitionnée en sous-chaines irréductibles, plus
un ensemble d’états transitoires

» E+ : Ensemble d’états transitoires
» E; : Ensemble d’états de la i-éme sous-chaine irréductible

@ Sous-chaine irréductible = Sous-chaine absorbante
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Sous-chaine irréductible

@ Peut-on encore appliquer le théoréme valable pour une chaine
irréductible 7

@ Probabilité d"absorption par une sous-chaine?

@ Temps moyen avant absorption par une sous-chaine ?
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Uni-chaine : Une seule sous-chaine irréductible

2/3
0.5
1/3 0.5

@ Les résultats pour une CMTD irréductible s'appliquent encore.

Multi-chatne : Plusieurs sous-chaine irréductibles
1/3 2/3
0.5
0.5

@ La distribution limite dépend de I'état initial

@ La solution de (S) n’est pas unique

v
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Forme canonique de la matrice de transition
(facultatif)

@ Pt : transitions entre les états transitoires ET

@ P; : transitions entre les états récurrents E; de la sous-chaine
irreducible |

@ R; : transitions des états transitoires E1 vers les états E; de la
sous-chaine irréductible /

Py 0 O
P =

0 Pc 0

Ry Re Pt
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Temps moyen avant absorption par une sous-chaine

@ ¢ : Temps moyen avant absorption par une sous-chaine irréductible,

en partant de |'état transitoire J

e;:1+Zp,-jej

JEET

Exemple

1/4

Sous-chaine Sous-chaine

absorbante 1 absorbante 2

e =1+1/4e; e =15/11
ea=1+1/3¢ e =16/11

v
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Probabilité d'absorption par une sous-chaine

@ ajj : probabilité, en partant de I'état transitoire /, d'&tre absorbé par la

sous-chaine j

aj = Z Pik + Z Pikakj

kEEj keET

Exemple

1/4

Sous-chaine Sous-chaine

absorbante 1 absorbante 2

311:3/4+1/4321 N 312:9/11
a1 = 1/3311 al1 = 3/11
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Temps moyen passé dans un état transitoire

@ s; : Temps moyen passé dans j, en partant de i € St

sj = 0jj + Z Pik Skj
keST

avec 0;j = 1 si i =j and 0 autrement

Exemple

Sous-chaine Sous-chaine

absorbante 1 absorbante 2

s;i1 =1+ 1/4521 S11 = 12/11
So1 = 1/3511 S1 = 4/11

Veérifier que e; = s11 + S12 et € = Sp1 + 520

v
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Exercice 8 : roulette
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Roulette francaise versus roulette américaine

10027/

AMERICAN
ROULETTE

g2l
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Temps de séjour dans un état (voir exercice 2)

T; : nombres d'étapes passées dans |'état j avant d’en sortir

Supposons que pj; < 1 (autrement T; = 400)

1-p;
DPjj ‘0 Autre état

T; = nombre d'expérience de Bernoulli pour obtenir un succés, avec
proba de succés (1 — pj)

T; distribué suivant une loi géométrique de paramétre (1 — pj)

P(Tj=k)=(1- pjj)pl.’;_l pour k =1,2,---
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Propriété sans mémoire (ou propriété de Markov)

@ Une variable aléatoire T est dite sans mémoire si
Vt,x, P(T>t+x|T >t)=P(T > x)

o La loi géométrique est sans mémoire (voir exercice 10)

@ Le temps passé dans un état d'une CTMD suit donc une loi sans
mémoire
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Chaine de Markov ergodique

()

40
20
Z0

10

=10

-z B

@ Hypotheése ergodique : les performances stationnaires sont égales a la
performance moyenne de n'importe quelle trajectoire (Xp, X1, X2, )

N

1

—Y (X)) — f(i)m;

S ) D

n=1 i€E
@ Propriété : Une CMTD irréductible (ou uni-chaine) est ergodique
@ Implication : on peut simuler le comportement d'un systéme ergodique
avec une seule trajectoire
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Pourcentage de temps passé dans un état

@ Prenons f(x) =1si x =, 0 sinon

o Alors

1 N
=)

Proportion de temps passé en j
sur la trajectoire X1, X2, , Xy

@ Conclusion : pour une CMTD ergodique, le % de temps passé dans
I'état j pour une trajectoire vaut 7, quelle que soit la trajectoire
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Un exemple de chaine non ergodique

13 2/3
0.5
0.5

@ Sil'on part de I'état 2, il faut plusieurs simulations (en repartant de
I'état 2) pour étudier les performances (par exemple estimer la
probabilité d"absorption par 1)
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Travail a la maison

@ Programme de |'évaluation bonus

> Exercices 13 8
» Exercice "Pile ou face jusqu’a la ruine" (cas particulier de I'exercice 8)
» Chapitre 3.1

@ Savoir (entre autres) :

» Donner le graphe et la matrice de transition

Classer les états

Calculer la distribution en régime transitoire (n)

Calculer la distribution limite 7

Interpréter la distribution limite / stationnaire

Calculer le temps moyen avant absorption par une sous-chaine
irréductible

» Calculer la probabilité d'absorption par une sous-chaine irréductible

vV vy VY VvYy
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@ Introduction
© Chaines de Markov & temps discret
© Chaines de Markov avec récompenses (évaluer une politique)

@ Distributions connues

@ Processus de décision markovien (déterminer la politique optimale)

© Apprentissage par renforcement (environnement inconnu)

@ Chaine de Markov a temps continu
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Chaine de Markov avec récompenses

@ S : espace d'états
@ pji : probabilité d'aller d'un état j a un état j
@ r; : récompense (en espérance) a chaque visite de I'état /

@ v : Taux d'actualisation

Ty

(D=

La récompense obtenue a chaque visite de I'état j est une variable aléatoire
d'espérance p; et d'écart-type o;.

Exemple

i1 = (1
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Récompenses sur les arcs / sommets

¢ rl r i
Récompenses sur les arcs Récompenses sur les sommets

@ rjj : récompense si une

transition de i 4 j se @ r; : récompense a chaque

produit visite de I'état / )

@ On peut passer des rj; aux r; sans modifier la récompense totale
r = E pijrij
jes
@ Dans la suite, nous écrirons les équations avec les récompenses sur les
sommets
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Représentation graphique

@ Récompenses et colits en rouge :
» + R pour une Récompense

» - C pour un Coiit

Récompenses sur les arcs

Récompenses sur les
sommets

+10 1/3

2/3
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Différentes fonctions objectif (horizon infini)

@ Récompense totale = E(Ry+ Ri + Re + Rs + -+ +)

@ 7 €]0, 1] : taux d'actualisation

e Récompense totale actualisée = E(Ry + YRy + V2Ro + 3Rz +---)
Ro+R1+---+RT_1)

@ Gain moyen = lim7_ E (

-
Exemple
ODL
Récompense totale = 54545+ -+ =400
Récompense totale actualise = 5+5y+572 457>+ .. = %
Gain moyen (par periode) = 5 )
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Fonctions de valeur
Récompense totale

v(i)=E

> RilSo= i]
t=0

Récompense totale actualisée (y < 1)

v(i)=E [Z YRy | So = i]
t=0

Gain moyen

NS, | U .
g(i) = TlinooE [?tzzg R: | So = /]
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Gain a partir de t

Definition
Le gain G; est la réecompense total actualisée a partir de t.

Gt = Rt +YRey1+ 7 Reya + -

v(i) =E[Ge| S¢ = 1]
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Récompense totale - Equations de Bellman
Définition

Un état terminal s est un état absorbant (pss = 1) avec récompense nulle

(rs =0).

Hypothése

Il existe un état terminal s atteint avec probabilité 1.

@ La fonction de valeur est solution des équations de Bellman
v(s)=0
v(i)=r+ ZPUV(j) pour i # s
JES
@ Version avec les r;;
v(i) =Y pi(ri + v()))
JES
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Exemple 1

+10
OO0
1/2
V(1) =10 + v(2) Ty
v(2) = 1v(1) + 1v(3) = ¢ v(2)=10
2 2 v(3) =0
v(3)=0

Exemple 2 : Roulette (exercice 8)

Ecrire un systéme linéaire permettant d’'obtenir v(i) en partant d'un état .

v
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Travail pour la prochaine fois

2
0 QG
+3

§

1
2

@ Obtenir v par deux méthodes :
» En résolvant un systéme linéaire
» En implémentant I'algorithme d'itération sur la valeur
@ Tester votre algorithme avec différents vecteurs initiaux vy et
différents critéres d'arrét e

o Devrait donner v = [15 7 O}T

@ Roulette (exercice 8) : résoudre les équations de Bellman de maniére
exacte et par itération sur la valeur. Vérifier que la récompense
obtenue est cohérent avec les résultats de |'exercice 8.
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Récompense actualisé

@ SOit Fmax = Mmaxics |fil

o La fonction de valeur est alors bornée

[eS)
. r
|V(l)| < Z’Ytrmax - e

t=0 1—n

@ La fonction de valeur est alors solution des équations de Bellman
suivantes

VieS, v(i)=r —i—'yZp,-jv(j)

JES
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Pourquoi actualiser ?

@ Si les récompenses sont financiéres, les récompenses immédiates ont
plus de valeur

@ Les étres vivants préférent les réecompenses immédiates
o Evite de cycler

@ Lorsqu'il n'y a pas d'état terminal
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Exemple avec 7 = 0.8

1/4 34
QG
1
v(l) =5+ x v(2) v(1) :2—;
1 3 =
v(2) =7 x [Zv(l) + Zv(2)] “2) :2_65

J.P. Gayon (ISIMA) MC, MDP et RL 23 octobre 2024 89 /224



Version matricielle des équations de Bellman

@ Notons 1,--- | n les états non terminaux
e P = (pjj) : matrice de transition excluant les états terminaux

o Cette matrice n'est pas stochastique

v(1) r pir - pia| V(1)
S I N B e A I :
v(n) In Pri -+ Pan] [v(n)
v=r+~Pv

v=(l—- 'yP)_lr
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Algorithme d'itération sur la valeur

@ Distance entre deux fonctions de valeur u and w avec la norme co

s = wl = max|u(7) — w(i)

Algorithme d'itération sur la valeur
@ v arbitraire (vp € R")
® Vi1 =r+yPv
o Critére d'arrét : [|vky1 — k|loo < €

Si v < 1 ou si il existe un état terminal, alors la suite (vx) converge
vers |'unique solution de

v=r+~vPv

o A quelle distance est-on de v pour un € donné? ||vx — v|loo| <7
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Preuve de la convergence si v < 1

Opérateur L(v) = r +yPv

Les équations de Bellman s'écrivent

v=L(v)

L'opérator L est -contractant

IL(u) = L(w)[] < ~lju = w]

L¥(u) : applique k fois I'opérateur L a u

Par le théoréme du point fixe de Banach, la suite (vx) converge vers
I'unique solution de v = L(v) avec une vitesse de convergence linéaire

g
lvie = vl = [IL“(v0) = L“W)II < ~*[lvo — vl
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Exemple with vy =1 and vp =0
+10
OO0
1/2
k Vk(].) Vk(2) Vk(3)
0 |0 0 0
1 |10 0 0
2 10 5 0
3 15 5 0
4 |15 7.5 0
10 | 19.375 | 9.688 | O
50 | 20.000 | 10.000 | O
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Exemple with v = 0.8 and vy =0

k vi(1) | vk(2)
0 |0 0
1/4 3/4 1 |5 0
+5 2 |5 1
3 |58 |16
1 4 |628 |212
10 | 7.796 | 3.630
50 | 8.333 | 4.167
100 | 8.333 | 4.167
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Itération sur la valeur "In-place"

o L'itération sur la valeur Synchrone stocke deux copies de la fonction
de valeur

ViesS, Vnew (i) < ri + ZPijVo/d(./)
jes

@ La version In-place stocke une seule copie

vieS,  v(i)+rn+ Yy pyv()
Jjes
@ La version in-place est plus efficace car tient compte de la derniére
mise a jour

@ Son efficacité dépend de I'ordre de parcours des états
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Lien entre récompense non actualisée (avec état
terminal) et récompense actualisée

e Récompense totale actualisée avec probabilité s de transition (pj;)
v(i)=ri+v>_ pyv()
jes
@ Récompense totale avec espace d'état S U t avec t I'état terminal et

les probabilités de transition suivantes p,fj = pjj,Vi,j €S and
p,=1—~vViesS

. / .
v(i)=ri+ Y pjv()
JESUL
=ri+y Z pijv(j)
Jjes
@ Les équations étant les mémes, la fonction de valeur est identique
@ Récompense totale actualisé = cas particulier de la récompense totale
avec état terminal
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Exemple
Récompense totale actualisée avec v €]0, 1]

7 P12 -

P11 D22

D21

Récompense totale (non actualisée) équivalente, avec un état terminal

v
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Gain moyen
@ g : gain moyen
1T
= lmE|=) R
= e
@ Le gain moyen est indépendant de I'état initial si la chaine de Markov
est irréductible (ou uni-chaine)

ies
Exemple
et g§ = mn-+mnr
ete o‘a — 02x5408x10
= 9
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Lien entre gain moyen et récompense actualisée

@ Hypothése : chaine de Markov uni-chain
Vi, g= lim (1—~)v(i)

y—1—

Exemple

+2 +1 1
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@ Introduction
© Chaines de Markov & temps discret

© Chaines de Markov avec récompenses (évaluer une politique)

@ Distributions inconnues

@ Processus de décision markovien (déterminer la politique optimale)

© Apprentissage par renforcement (environnement inconnu)

@ Chaine de Markov a temps continu
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Récompenses et distributions inconnues

Probabilités p;; inconnues
Récompenses r;; inconnues
EpiSOde = 507 Ro, 517 Ry, -+, STa Rt

On peut simuler un grand nombre d'épisodes
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Loi des grands nombres

e X : variable aléatoire d'espérance y et d'écart-tupe o (ex : la
récompense obtenue lors d'un épisode)

@ X1,Xp,-++, X, : variables aléatoires i.i.d. de mémes distribution que X
@ Moyenne empirique
Xi+-+ Xy
fin = ————
n
o Elle converge vers u = E(X)
Bn — p
n—oo
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Moyenne incrémentale et taux d apprentissage

@ 1y : moyenne de (Xq,- -+, Xk)

® up=20
1 1 + 1 X
MKk = -7 Hk-1 - : k
~~ k S~~~ k ~~~
Nouvelle Anci N Y Nouvelle
estirl';x\tion esgggrg%?\ Taux valeur

apprentissage

1
Pk = fk—1 + ;(Xk — [tk—1)
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Exemple

o X est distribuée suivant une loi normale (x = 100 and o = 10)

@ On trace uy pour k =1,---,1000 pour deux épisodes

108 -

106 1

104 A

102

100 1

T T
1] 200 400 600 800 1000
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Autres taux d'apprentissage

e =(1—ow) pr—1 + Qg . {
~~ ~— ~~ ~~
Nouvelle Ancienne . Taux Ancienne
estimation estimation  d'apprentissage  valeur

= pik—1 + o (X — pre—1)

1
o Siag= m on obtient la moyenne empirique

o Condition de convergence vers p (Robbins-Monro) :
> Ty = o
» > < oo
o lfay =«
» Ne converge pas vers p
» Préférable pour un environnement non stationnaire
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Travail a la maison

X distribuée suivant une loi normale (1 = 100 et o = 20)

Tracer puyg pour k=1a k=n

Tester plusieurs taux d'apprentissage
1

> g = —

k
» oy = « (faire varier « dans [0, 1])

> oy = — (faire varier a)

k2
e Faire varier n (e.g. n = 102,103,104 --)
e Faire varier ug (e.g. no = 0,50, 100, 150)
o Commenter
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Simulation de Monte-Carlo

Hypothése : Tous les épisodes terminent
Episode : So, Ro, S1, R1, - -

Récompense a partir de t :

Gt = R+ YRey1 + VR + -

v(s) = E(G|S; = s)

V(s) : estimation de v(s)
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Monte-Carlo First-Visit

+2 +5
Episode 1

-3 +4 +6 +3
M OLOL0L0RO

V(1) =2 [(2+57) + (=3 + 47 + 69% + 37°)]

V(2) == [5+4 (4 + 67 +377)]

NI~ N~

MC, MDP et RL 23 octobre 2024 108 /224
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Monte-Carlo Every Visit

+2 +5
Episode 1

-3 +4 +6 +3
M OSOL0L0RO

V(1) :%[(2+57) + (—3+4y+69° +37%) + (6 + 37) + 3]
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Monte-Carlo Every-Visit : algorithme

@ V(s) : estimation de v(s)

e Gains(s) : liste vide

Boucle (pour chaque épisode)

Générer un épisode Sg, Ry, S1, Ry, -+, ST
G+0

e Pourt=T7-1,T—-2,---,0

@ Ajouter G a Gains(S;)

@ V/(S;) «+ moyenne(Gains(S;))

@ V converge vers v (loi des grands nombres)

J.P. Gayon (ISIMA) MC, MDP et RL 23 octobre 2024 110 /224



Monte-Carlo Every-Visit : version incrémentale
@ V/(s) : estimation de v(s), initialisée a 0 par exemple
e Gains(s) : liste vide
@ N(s) < 0 : compteur du nombre de visites

Boucle (pour chaque épisode)
@ Générer un épisode So, Ry, S1, Ry, , St
e G+ 0
@ Pourt=T-1,T—-2,---,0
QO G+—G+R
Q N(S:) «+ N(S;:)+1

e \/(St) < V(St) ¢

visy (€ VIS

@ Pour des problémes non stationnaires, il est utile d'oublier les anciens

épisodes
V(St) < V(St) + (G — V(S))
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Temporal-Difference learning : TD(0)

@ V/(s) : estimation de v(s)
o Initialiser par exemple avec V/(s) = 0, Vs (doit &tre égal a 0 pour un
état terminal)

Boucle (pour chaque épisode)

o Intialiser |'état S
@ Tant que S n'est pas terminal

© Observer R et S’ (récompense et état suivant)
© Mettre a jour V

@ +—(1-a) K(/S_Z t @ [R+~y V(5) ]

Nouvelle Ancienne
estimation estimation

Taux

diapprentissage Estimation

du gain futur

Q@ S5

@ V converge vers v sous les conditions de Robbins-Monro
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@ Introduction
© Chaines de Markov & temps discret

© Chaines de Markov avec récompenses (évaluer une politique)

@ Processus de décision markovien (déterminer la politique optimale)
@ Horizon infini

© Apprentissage par renforcement (environnement inconnu)

@ Chaine de Markov a temps continu
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Plus court chemin déterministe

djj : distance du sommet i au sommet j (dip = 5)
s : source (s =1)
t : destination (t = 7)

Objectif : trouver le plus court chemin de s to t
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Fonction de valeur
e v*(/i) : distance minimale entre le sommet i et la destination
@ Succ(i) : ensemble des successeurs de i (Suc(1l) = {2,3})
e Equations d'optimalité

“V= min di+ vt
V(i) je?u'?(i) i +vU)
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Plus court chemin stochastique

@ Trouver la distance minimale (en espérance) de la source s a la t
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Fonctions de valeur
e v*(/) : distance minimale (en espérance) de i a la destination finale
@ g*(i,a) : distance minimale (en espérance) de (/,a) a la destination
finale

o q*(1,a) = %[3 +vi(2)] +é[4 +vi(3)] =5

o g"(1,d) =2+ v*(3) =4
o v*(1) = min[g*(1,a),q"(1,a")] = 4
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Processus de décision markovien (=MDP)

@ 5 ingrédients

» S : Espace d'états (que nous supposerons fini)
A : Espace d'actions (que nous supposerons fini)
pij(a) : Probabilité d'aller de I'état i vers I'état j si I'action a est choisie
ri(a) : Récompense si I'action a est choisie dans I'état i
Objectif : Déterminer la politique qui maximise I'espérance du gain
total (taux d'actualisation )

v

v vy

@ Une politique spécifie I'action a prendre a chaque instant (quel que
soit I'état, I'instant, I'historique des états et des actions, ...)
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Récompenses sur les arcs ou les sommets

ri(a)
G O
rij(a)

@ On peut passer des récompenses sur les arcs a des récompenses sur les
sommets sans changer le gain total

ZPU a)rij(a

JjES
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Dynamique

Etat a instant t

a = n(a)
pij(a)

Actions

Etatsat+ 1
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Politiques de décision

@ On peut montrer qu'il existe une politique optimale avec les propriétés
suivantes :
» markovienne (la décision ne dépend que de I'état courant)
» déterministe (non aléatoire)
» stationnaire (quel que soit I'instant t, la méme décision est prise dans
I'état 1)
@ Dans la suite, nous considérerons des politiques avec ces trois
propriétés

On notera 7 une politique

a(i) : action prise dans I'état i

Une telle politique peut étre décrite simplement
Etat /i 1 2 3
Action a(i) ‘ Up Down Left

o | A|IS! politiques possibles
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Fonction de valeur optimale

e v*(i) : Récompense optimale (en espérance) en partant de |'état i
e g*(i,a) : Récompense optimale (en espérance) en prenant I'action a
dans I'état I'état i et en appliquant ensuite la politique optimale

Y %/ -
v (/)—Teaﬁ(q (i,a)
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Equations d'optimalité pour v*

état a instant ¢ v*(i)
actions MAX a ri(a)
pij(a)
étatsat+ 1 v ()

q°(i,a) = Z pij(a)lri(a) + v ()]

v*(i) = maxq*(i, a)
a

vi(i) = max ri(a) + vzpij(a)V*U)
Jj

J.P. Gayon (ISIMA) MC, MDP et RL
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Equations d'optimalité pour g*

(état, action)

état

(état, action) - - - q*(,a’)
q*(i,a) = ri(a +72pu(a
v'(j) = maxq™(j, a )

q*(i,a) = ri(a) + Z pij(a) maxq’(j, &)
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Comment aller a son travail 7
|

g0 b/
/\rallway 2

waiti 1ng light medium heavy
traffic traffic traffic
0. 1v

relax, 35 drwc 20 drive, 30 drive, 70
wait, 3 ,/./‘

@ Objectif : minimiser le temps (en espérance) pour aller a son travail

bike, 45

e Ecrire les équations d’optimalité
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Algorithme d'itération sur la valeur

@ Les équations de Bellman sont des équations au point fixe
V(i) = maxr(a) + 'Y py(a)v* ()
J
@ Soit la suite de fonctions de valeur vy définie par
Vir1 (i) = maxri(a) + Z pii(a)vi(J)
J

@ Si v, converge, alors elle converge vers v*
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Algorithme d'itération sur la valeur
@ Soit I'opérateur T tel que

vi(i) = max ri(a) + ’yZp,-j(a)v*(j)

J

v+ (i)
e Point fixe : v* = Tv*
@ On peut montrer que |'opérateur T est v-contractant
Algorithme d'itération sur la valeur
vp arbitraire
Virr = Tvk

Critére d'arrét : ||vke1 — Vklloo < €

@ La suite vi converge vers v*
»siy <1
» si v =1 et qu'il existe un état terminal atteint avec probabilité 1 quelle
que soit la politique
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Comment aller a son travail 7

g0 ba/
leay 2

wait mg light medium
OO traffic traffic
0 1& drive, 30 i 70

relax, 35 drne 20 drive,
wait, 3 I /

e Ecrire deux itérations de I'algorithme d'itération sur la valeur, en
prenant vp =0

bike, 45

MC, MDP et RL 23 octobre 2024 128 /224
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Comment obtenir la politique optimale a la fin de
I"algorithme 7

@ A la fin de I'algorithme, nous avons v* (ou du moins une bonne
approximation)

@ L’'action optimale a*(i) dans I'état i est alors

a*(i) = argmaxq*(i, a)

a

ou

q*(i,a) = ri(a) + 7Y _ pii(a)

JES
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La politique optimale peut dépendre du taux
d'actualisation

+2
0 1 n+1

@ Quel est le chemin de 0 & (n + 1) ayant le plus grand gain?

@ Le chemin du bas procure un gain de 1

@ Le chemin du haut procure un gain de 2"

@ Siy =1, il vaut mieux toujours passer par en haut

e If v < 1, il peut &tre plus intéressant de passer par en bas (par

exemple si v = 0.9 et n = 10)
23 octobre 2024  130/224



Le taux d'actualisation permet d'éviter des cycles

+1

+1

@ De maniére évidente, nous avons v*(1) = v*(2) =1 et v*(0) =0
@ Dans I'état 1,

» si v =1, il est équivalent d'aller en 2 ou en 3 depuis |'état 1
» si v < 1, il vaut mieux toujours aller dans |'état 3
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Algorithme d'itération sur la politique

Evaluation

Amélioration gloutonne

Algorithme d'itération sur la politique

@ Choisir une politique 7 arbitrairement et prendre 7/ = ()
@ Tant que 7’ différent de =

@ Evaluation de la politique : déterminer v™
@ Amélioration de la politique : obtenir une politique 7’ meilleure que 7

Vi, v™ (i) > v (i)
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Algorithme d'itération sur la politique : Evaluation
de la politique

o 7 : politique a |'itération k de I'algorithme
@ a(/) : action prise dans I'état i

@ Déterminer v™ en résolvant les équations de Bellman

vi(i) = ri(a(7)) + VZ pii(a(i))v™ ()
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Itération sur la politique : Amélioration de la
politique

7 : politique a I'itération k de I'algorithme

7/ : politique a I'itération k de I'algorithme

Dans I'état /, la politique 7’ sélectionne I'action a qui maximise

ri(a) +VZPU(8)V”U) (1)

@ On peut montrer que la politique obtenue est de récompense
supérieure
’
V7T 2 Vﬂ'
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Frozen lake (lac gelé)

i R

@
@
a8

%
i
¥ ¥
| |
@; i
| i

@ Objectif : atteindre le cadeau (récompense de +1 si on I'atteint)
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Frozen lake - Etats

@ S = Start, F = Frozen, H = Hole, G = Goal
e Etats : S ={0,1,2,---,15}
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Version déterministe - Actions

0 +—— —2

_ — — W

@ Actions : A ={0,1,2,3} (left, down, right, up)

@ Dans un trou H, n'importe quelle action vous laisse dans H (idem pour
G)

@ Aux bords, un mouvement vers |'extérieur vous laisse dans le méme
état
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Version déterministe - Une politique optimale

0

Etat i | 0
2

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1t
Action a(i) | 1 -1 - 2 2

1 - - 2 2 -
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Version stochastique - Probabilités de transition

\/ |
[Zié,lntz /\\_i D)/Z %F A ﬁ/}

(2) 471/; Lo) Vg LZKE

Bottsra 25 /3 = 178
Pt

(1) @B () &——

'/~ Z

@ Aux bords, un mouvement vers |'extérieur vous laisse dans le méme
état
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Version stochastique - Une politique optimale

Etat i |01 2 3 4
Actiona(i) [0 3 3 3 0
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Chaine de Markov si on applique la politique

optimale

Iry (3

G G g

1 | Lw
Tk
hf)ih,%érvlé' ?—94—
b e o @)
]f’
i L">
BB s,
a(a/ (/"\_'j 2

13 3

@ On peut montrer que la probabilité d'absorption par le sommet 15 est

14
de —
17
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Frozen lake - Notations et politiques considérées

P = Pourcentage de fois ot I'on atteint le sommet G

N = nombre d’étapes nécessaires pour atteint le but G, quand il est
atteint

Politique aléatoire : politique qui choisit I'action a € {0, 1,2, 3} avec
probabilité 1/4

Politique optimale : politique qui maximise le gain total (en
espérance), c'est-a-dire qui maximise la probabilité d'atteindre le
cadeau
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Travail a la maison concernant Frozen lake

@ On considére la version déterministe dans un premier temps
» Ecrire les équations d'optimalité avec un taux d'actualisation v
» Implémenter un algorithme d'itération sur la valeur qui retourne la
fonction de valeur optimale ainsi que la politique optimale
» Tester votre algorithme pour v =1 et v =0.99
» Utiliser une simulation de Monte-Carlo avec 10 000 episodes (ou plus)
pour estimer P et N
* Avec la politique optimale
* Avec la politique aléatoire

» Commenter

@ Mémes questions pour la version stochastique
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@ Introduction
© Chaines de Markov & temps discret

© Chaines de Markov avec récompenses (évaluer une politique)

@ Processus de décision markovien (déterminer la politique optimale)

@ Horizon fini

© Apprentissage par renforcement (environnement inconnu)

@ Chaine de Markov a temps continu
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Horizon fini

Horizon de temps {0,---, T}

@ R; : récompense a la période t

v*(i) : Récompense optimale en partant de I'état /

V(i) =E[Ro+yRi+--+7 "Rr_1|So =]

Sous-probleme de t a T

v, (i) : Récompense optimale de t a T en partant de |'état / a
I'instant t

Vi(i) =E[Re +yRey1+ -+~ TRy | S =]
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Politiques de décision

@ On peut montrer qu'il existe une politique optimale avec les propriétés
suivantes :
» markovienne (la décision ne dépend que de I'état courant)
» déterministe (non aléatoire)

@ Dans la suite, nous considérerons des politiques avec ces deux
propriétés

@ On notera w une politique

@ a(i,t) : action prise dans |'état / a I'instant t

o | A|TIS! politiques possibles
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. x *
Relation entre v; et v/ ;

état a Pinstant ¢ v (i)
actions MAX a ri(a)
pij(a)
étatsat+1 (29%10))

vi (i) = maxri(a) + 1Y pyvi ()
JES

= maxq;(i, a)
a
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Programme dynamique en O(]A| x |[S|> x T)

Programme dynamique
o Initialisation : v3(i) = 0 pour i € S
@ Pourt=T-1,---,0
Pourie S

vi (i) = maxri(a) + ) _ pi(a)vi1())

Jjes

(] V*:VO
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l 1 Il
T T 1
t=0 t=1 t=2 t=3 time
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o Calculer v (i) pour chaque état i et chaque instant t

e Calcul g;(i,a) pour chaque paire d'état-action (i, a) et chaque instant
t

@ Donner une politique optimale
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@ State

O Action

d

d d
1
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© Apprentissage par renforcement (environnement inconnu)
@ Bandit manchot
@ Processus de décision markovien
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@ Introduction
© Chaines de Markov & temps discret

© Chaines de Markov avec récompenses (évaluer une politique)

@ Processus de décision markovien (déterminer la politique optimale)

© Apprentissage par renforcement (environnement inconnu)
@ Bandit manchot

@ Chaine de Markov a temps continu
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Probléme du bandit manchot

@ N machines a sous

@ La machine / offre une récompense X; de loi inconnue
e ui = E(X;) : réecompense moyenne de la machine i
o

Objectif : Maximiser le gain total (en espérance) aprés T essais

Exemple
https://cse442-17f .github.io/LinUCB/ J
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Probléme du bandit manchot = MDP a 1 état

@ Exemple avec deux machines

al‘ Xl @@ az‘Xz

@ Objectif : maximiser I'espérance du gain total (ou moyen) sur T
périodes
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2 algorithmes naifs

RANDOM

@ Choisir une machine au hasard

GREEDY (= glouton)

@ X; : Récompense moyenne obtenue par la machine i jusqu'a présent

@ Jouer la machine de plus grand X;

Exprimer le gain moyen des 3 politiques suivantes
o RANDOM

e GREEDY aprés une phase d'initialisation avec un essai par machine

@ Politique optimale
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Politique optimale et regret

Politique optimale

@ Sélectionner la machine ayant la plus grande espérance de récompense
*
" = max p
I

@ Espérance du gain : Tpu*

Politique d'apprentissage 7
o R : récompense obtenue a |'étape t par la politique ™

@ Regret

-
RegretT = T - E (Z Rf)
v t=1

récompense optimale

récompense de
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Exemple avec deux machines
o Récompenses : X1 ~ N (u1,1) et Xo ~ N (2, 1)

@ MDP avec un état et 2 actions

@ Aprés 100 étapes, 7 a choisi 75 fois |'action 1 et 25 fois |'action 2

t1 =75
th, =25

@ Les récompenses moyennes empiriques sont

x1 = 10.1
Xo = 9.2

@ Quelle machine choisir a I'étape suivante ?
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Exploration versus exploitation

@ Exploration : Essayer d'obtenir plus d'information sur |'environnement

@ Exploitation : Exploiter I'information connue pour maximiser sa
récompense

@ Il est important a la fois d'explorer et d'exploiter

Exemple du bandit manchot a 2 machines

@ Exploitation : choisir la machine 1 qui est le meilleur choix avec
I'information dont je dispose

@ Exploration : choisir la machine 2
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2 algorithmes fondateurs

e-greedy
@ Explorer avec probabilité e

e Exploiter avec probabilité (1 — €)

UCB : Upper Confidence Bound

@ Optimisme face a l'incertitude

o Intervalles de confiance sur les p; : pi € [, p3]
max

@ Choisir la machine i de plus grand p;

o Les idées de ces algorithmes sont applicables & des MDP a plusieurs
états
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Algorithme e-greedy

@ X; : Récompense moyenne obtenue par la machine i jusqu'a présent

Algorithme e-greedy
@ Avec probabilité €, jouer une machine au hasard (exploration)

@ Avec probabilité 1 — ¢, jouer la machine de plus grand X; (exploitation)

@ Le regret est linéaire
Regret: = O(T)

. a . .
@ Sie; = —, le regret est logarithmique
t

Regrety = O(log T)
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Algorithme UCB®

@ X; : Récompense moyenne obtenue par la machine / jusqu'a présent
@ t; : nombre de fois ou la machine / a été jouée
o T : nombre total d'étapes (=, t;)

@ c : paramétre controlant le degré d'exploration

Algo UCB

@ Initialisation : Jouer une fois chaque machine

InT
@ Jouer la machine i qui maximise X; + ¢, |——

i

@ Le regret est logarithmique si les réecompenses sont bornées

@ L'intervalle de confiance vient de I'inégalité de Hoeffding

6. Auer, Cesa-Bianchi and Fischer (2002). Finite-time analysis of the multiarmed
bandit problem. Machine learning, 47
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Inégalité de Hoeffding

@ Xi,---,X, :v.a. indépendantes telles que
ak < Xk < by

© Sp=Xi+ -+ X,

@ Alors, pour tout o >0

202
Sn_ sn a) < ex
P(Sh > E[Si] +0) < p( z,-":l(bf—aff)
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ldée pour obtenir la borne supérieure de UCB
e Soit X1, -+, Xt iid. avecay =0,by =1, E(Xy) =p
@ En posant u = «/t, il vient

P(Xe>p+u) <exp (—2ut2)

e Solving P (X; > pu+ u) = p gives

1
@ Diminuer p avec le nombre total de parties T, e.g. p = P

2InT
t
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Exemple de résultats numériques ’

@ 2 machines
@ Récompenses distribuées suivant des lois de Bernoulli (paramétres 0.9

et 0.8)
100 T T 140
- UCB20=0.001 | e o [ [ UCB2 0=0.001
—+— UCB-tuned —— UCB-tuned

90(| —— e-GREEDY ¢=0.05
—— &-GREEDY ¢=0.10

—o— e-GREEDY c¢=0.05
— &-GREEDY ¢=0.10

B, ool e—GREEDY c=0.15 //- 1001 o ¢ GREEDY ¢=0.15
g /
=
Qo
2 5 %
Q on

)
E 60
A
O
= 40

20
10° 10' 10° 10° 10" 10° 10°
plays plays

7. Auer, Cesa-Bianchi and Fischer (2002). Finite-time analysis of the multiarmed
bandit problem. Machine learning, 47
Ty



Jeu d'instances de Sutton et Barto (2018)

@ 10 machines a sous
@ Récompense du bras i : X; ~ N(u,1) ov p; ~ N(0,1)
@ 2000 instances générées. Un exemple ci-dessous.

3
2
q.(3) ®)
qx
1 ) a.(9)
Reward R LY I . q:(_ - -- @3 A W _
A .(7)
distribution o ¢ 4.(10)
1 ) 4.(8)
4+ (6)
2
-3

Action
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Performances de e-greedy

o Initialisation : Q(a) = 0 pour chaque machine a

€=0.01

= reed
Average e=0 (greedy)

reward
05

T T T 1
1 250 500 750 1000
Steps
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Estimation initiale optimiste

e Initialisation : Q(a) = +5 pour chaque machine a

100%
Optimistic, greedy
=5, =0
80% Q1=5,
% 60% - Realistic, € -greedy
. Q1=0, e=0.1
Optimal
action  40% -
20% —
0% =7 T T T T 1
1 200 400 600 800 1000

Steps
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Le paramétrage est un art [Sutton et Barto, 2018]

UCB greedy with
optimistic
initialization
o=01

Average |,
reward
over first
1000 steps

1/128 1/64 1/32 1/16 1/8 1/4 172 1 2 4
e o c Q

@ Chaque point représente la récompense moyenne pour un algorithme
donné avec un paramétrage donné
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@ Introduction
© Chaines de Markov & temps discret

© Chaines de Markov avec récompenses (évaluer une politique)

@ Processus de décision markovien (déterminer la politique optimale)

© Apprentissage par renforcement (environnement inconnu)

@ Processus de décision markovien

@ Chaine de Markov a temps continu
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Apprentissage par renforcement

"l Agent |

state reward action
St Rt At
o Rt+l (
S. | Environment ]4—

Etat — Action — Récompense — Etat — Action — Récompense —

Récompenses et probabilités de transitions inconnues

Objectif : maximiser le gain total

Apprentissage par renforcement = Reinforcement learning = RL
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Apprentissage par renforcement dans un MDP

On considére un processus de décision markovien (MDP = Markov decision
process)

@ S et A : Espace d'états et d'actions
@ pji(a) : Probabilités de transition inconnues
e ri(a) : Récompenses inconnues

@ Objectif : Déterminer la politique qui minimise |'espérance du gain
total (taux d'actualisation )
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Le MDP est une boite noire

Modéle avec simulateur
@ Choisir un état S et une action A

@ Observer la récompense R et |'état suivant S’

Modéle navigant
@ Initialiser I'état S

@ Tant que S n'est pas terminal

@ Choisir une action A
@ Observer la réecompense R et I'état suivant S’

Q S« ¢
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Regret d'une politique

7* : politique optimale
7 : une politique

R[ : récompense obtenue en période t par la politique 7

Récompense totale (en espérance) de la politique 7 sur T périodes
T
vi=E [Z R;f]
t=1

Définition
Le regret de la politique  est la différence entre les récompenses de ™ et
.

RegretT = vy — v}
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Politique no-regret

Définition
Une politique 7 est dite no-regret si son regret est sous-linéaire.

RegretT
T T—+o0

o Si la politique est no-regret, le ratio de compétitivité tend vers 1

— 1
—+o00

vy
T

*
VTT

J.P. Gayon (ISIMA) MC, MDP et RL
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Politique e-greedy

@ Q(s,a) : estimation de g*(s, a)
@ Politique gloutonne
argmax, Q(s, a)

@ Politique e-greedy

e argmax,Q(s,a) avec proba 1 —e (exploitation)
random action  avec proba e (exploration)

J.P. Gayon (ISIMA) MC, MDP et RL 23 octobre 2024 176 / 224



Algorithme de Q-learning

o Initialiser arbitrairement Q(s, a) pour tout s, a (doit valoir 0 pour les
états terminaux)

Pour chaque épisode

o Initialiser I'état S
@ Tant que S n'est pas terminal

@ Choisir une action A selon la politique e-greedy
@ Observer la récompense R et |'état suivant S’
© Mettre a jour Q

Q(S,A)(—(l—a) Q(S,A)—}- & [R_|_fy mE}XQ(S’,a/) ]
Nouvelle Ancienne Taux N———

estimation estimation  d'apprentissage . Estimation
des récomenses futures

Q S« ¢
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Q-learning : quelques remarques

e Mélange intelligent de simulation et de programmation dynamique

@ On-line : propose une heuristique a tout instant
argmax, Q(s, a)

e Converge (doucement) vers la politique optimale sous certaines
conditions

@ Peut fonctionner en environnement stationnaire

@ "Deep Q-learning" : Lorsque |'espace d'états devient grand, on doit
approcher la fonction Q(s, a) en utilisant par exemple des réseaux de
neurones
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Pour aller plus loin

Puterman Bertsekas Sutton and Barto
7
MARKOV Dynamic Programming f/
DECISION and Optimal Control

PROCESSES

Reinforcement

Présentations et vidéos par David Silver sur le RL :
https://www.davidsilver.uk/teaching/
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Programme de |'examen

@ 1/3surles TP
@ 1/3 tiré du polycopié d'exercices

@ 1/3 surprise
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@ Chaine de Markov a temps continu
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Classification des processus aléatoires

Espace d’état

Discret Continu
E E
Discret
t t
Espace
des
temps E
Continu
t

J.P. Gayon (ISIMA) MC, MDP et RL 23 octobre 2024

182 /224



Chaine de Markov a Temps Continu (CMTC)

X(t)

t0 t1 t2 tn—2 tn—1 tn
Définition
Le processus (X(t))e>o est une CMTC si, Vg < t1 < -+ < tp,

P[X(tn) =iy | X(tn_l) = in_l,X(tn_g) = p_0, " ,X(to) = iQ]
—P[X(£n) = in | X(tn_1) = in_1]

@ Une information détaillée du passé ne fournit pas plus d'info sur
I'évolution future que la connaissance de la derniére observation
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Exemple : file d'attente (supermarché, serveur, ...)

File d’attente

o .
Service

Arrivées de — o0
clients

N(t) : nombre de clients
dans la file d’attente

Arrivée Départ
N(t) client client
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CMTC homogene

Définition
Une CMTC est dite homogéne si les probabilités de transition ne dépendent
que de la durée entre 2 observations

PIX(t +s) = j| X(s) = i] = P[X(t) =) | X(0) = 1]

@ Par la suite, uniquement des CMTC homogeénes
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Temps de séjour dans un état

Propriété
Le temps de séjour T; dans I'état i d’'une CMTC homogeéne suit une loi
exponentielle de taux p;.

Ti ~ exp(ki)
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lere caractérisation d'une CMTC homogene

o T; ~ exp(pi) : temps de séjour dans I'état /

@ pji : probabilité de transition de i a j, lorsqu’on quitte /
@

Wi

Pik ‘
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lere caractérisation d'une CMTC homogene

@ Une CMTC homogene est entiérement définie par les {1} et les {p;}

Uo
P12 Pas
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Lois exponentielles

e Soit T ~ exp(A).

o Densité

_)\t .
f(t):{)\e sit>0

0 sinon
@ Interprétation de la densité

f(t)dt ~ P(t < T < t+ dt)
@ Fonction de répartition

l—e ™M §t>0
F)=P(T <t)= { 0 sinon—
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Lois exponentielles (suite)

o Espérance, écart-type et coefficient de variation

E(T):a(T):i
a(T)
E(T)

@ Le coefficient de variation est sans dimension et permet de comparer
la variabilité de variables aléatoires dans des unités différentes

ev(T) = =1
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Lois exponentielles (suite)

Propriété
Soit deux v.a. indépendantes Xi ~ exp(A1) et Xo ~ exp(A2). Alors :
@ min(Xy, X2) ~ exp(A1 + A2)
A1

) P(X1<X2):)\ )
1 2

@ Geénéralisation a n lois exponentielles indépendantes :

min(X1, -, Xn) ~exp(Ar + -+ Ap)
A1

P(X1 < min(Xz, -+, Xp)) = ——
(X X R R
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Taux de panne
Définition
Le taux de panne d’une v.a. de densité f et de fonction de répartition F est

la fonction
f(t)

T(t) = 1-F D Fo)

@ Interprétation en fiabilité : soit T la durée de vie d'un appareil.

7(t)dt ~ proba qu'une panne se produise entre t et t + dt
sachant que I'appareil fonctionne encore a t

@ Interprétation pour les CMTC : soit T le temps de séjour dans un état.

7(t)dt ~ proba de quitter |'état entre t et t + dt
sachant que |I'on est encore dans cet état a t
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Taux de panne d'une loi exponentielle

Propriété

Pour une loi exponentielle de taux \, le taux de panne est constant :

T(t) =\

Propriété

La loi exponentielle est sans mémoire :

P(T >s+t|T >s)=P(T >1t)

J.P. Gayon (ISIMA) MC, MDP et RL 23 octobre 2024 193 /224



Travail a la maison

@ Lire le chapitre 3.2 jusqu'a la page 75
o Exercices 9, 10, 11

J.P. Gayon (ISIMA) MC, MDP et RL



2éme caractérisation d'une CMTC homogene (la
plus couramment utilisée)

o Tj ~ exp(uj) : temps au bout duquel on passe de I'état i a I'état j

Wi

Wik

@ Si Tjj < Tj pour tout k # j, aller dans I'état j
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2éme caractérisation d'une CMTC homogeéne

Wi2 U3

@ /ujj : taux de transition de i vers j

a E(Ty)

@ Unité des taux de transition : [s7}]
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Equivalence entre les 2 caractérisations
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Exemple : Nombre d'étudiants dans la salle

@ Hypothéses et notations
» N(t) : nombre d'étudiants dans la salle a l'instant t

» N(0) = 40

» Le i-iéme étudiant de la salle sort aprés un temps T; exponentiel de
taux @

> Les dates de départ Ty, --- , T4 sont supposées indépendantes les unes
des autres

e Pourquoi N(t) est une CMTC?
@ Donner son graphe pour la 2-éme caractérisation.
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Exemple : Nombre d'étudiants dans la salle
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Exemple : téléphone portable

Panne aprés un temps exponentiel de taux 71
Réparation aprés un temps exponentiel de taux A;

Déchargement de batterie aprés un temps exponentiel de taux 2

Chargement aprés un temps exponentiel de taux A,

@ Donner son graphe (suivant les 2 caractérisations)
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Exemple : téléphone portable

;\.1 ;\,2
Etat de Marche I’Battene’
déchargée
Y Y2

M Y1+Y2
Etat de Marche Batterie
déchargée

Yo/ (Y1+Y2)

Y1/(Y1+Y2)
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Analyse en régime transitoire

e te RT

o 7;(t) : probabilité d'étre dans I'état i a I'instant t

m(t) = (m(t), m2(2), - -)
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Générateur infinitésimal

@ Soit une CMTC de taux de transition (1)

e La matrice Q = (qjj) avec

{q,-,- = pij Si 1 7 J
Qi = —pi == 3 Ml

est appelé le générateur infinitésimal de la CMTC

Exemple : Téléphone portable
A A
» . -\ A1 0
2
' R=|n -Mm+7) 7
0 A2 -2
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Equations en régime transitoire

e Cf poly pour la démonstration :

VjeE dﬂj(t) Z qimi(t)

@ Sous forme matricielle

Exemple

Exprimer 71 (t) et mo(t) en fonction de A, pu et t
23 octobre 2024 204 /224
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Travail a la maison

@ Polycopié : lire jusqu'a la page 81
o Exercices 12 et 13

J.P. Gayon (ISIMA) MC, MDP et RL



2éme caractérisation d'une CMTC (rappel)

W12 U3
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lére caractérisation d'une CMTC (rappel)
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CMTD incluse associée a une CMTC

@ CMTD incluse : CMTD de matrice de transition (p;j)

P12 P23
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Classification des états d'une CMTC

@ La nature d'un état est défini de la méme maniére que pour une
CMTD

» f; < 1: état transitoire
» fj =1, M; < oo : état récurrent non nul
» fj =1, M; = oo : état récurrent nul

@ Pas de notion de périodicité dans une CMTC
@ Une CMTC est dite irréductible si sa CMTD incluse est irréductible

Proposition
e Un état i d'une CMTC est transitoire (respectivement récurrent) ssi
I'état i de la CMTD incluse est transitoire (respectivement récurrent)
o Les états d’'une CMTC irréductible sont de méme nature : transitoires
/ récurrents nuls / récurrents non nuls

o Les états d'une CMTC finie et irréductible sont récurrents non nuls
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Distribution limite

o m(t) = (mi(t), m(t),--)

e Equations en régime transitoire pour une CMTC finie

@ Supposons que 7(t) converge vers 7 quand t tend vers l'infini, alors

Q=0
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Distribution limite pour une CMTC irréductible
Théoréme (admis)

Pour une CMTC irréductible , la distribution limite m = (71,72, -+ ) existe
et est indépendante de la distribution initiale 7(0) :

@ Si les états sont tous transitoires ou tous récurrents nuls, alors
Vie E,m = 0
o Si les états sont tous récurrents non nuls, alors les 7; satisfont

(5) ZieEﬂ'iqij:OavJ.EE
. ZjeEWj =1

@ Pour une CMTC finie

Z?TiqUZO@WQZO

i€cE
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Flux sortant d'un état = flux entrant dans cet état

e L'équation ),  ig;j = 0 peut s'écrire aussi

Flux sortant de i Flux entrant en i
— ——
Ty § K = § Hji T

JF#i J#i

@ ujim; : nombre de transitions par unité de temps de j vers i
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Exemple : Marche / Panne
@ Un appareil tombe en panne aprés un temps ~ exp(\)
@ En cas de panne, I'appareil est réparé au bout d'un temps ~ exp(p)

@ Quelle est la probabilité que I'appareil fonctionne ?

A

Amy = pmy  (flux sortant de 1 = flux entrant en 1)
(S): 4 wpmr=Am  (flux sortant de 2 = flux entrant en 2)
m+m=1

A
=] 77]'2 =]
A4 p A+
y
23 octobre 2024 214224
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Exemple : Téléphone portable

M M

Y1 Y2

Déterminer w1, 7o et 3.
Il faut résoudre le systéme linéaire suivant :

A1 = 172 (flux sortant de 1 = flux entrant en 1)
(S) - (71 + 72)m2 = Am1 + Aom3 (flux sortant de 2 = flux entrant en 2)
") Aom3 = yam (flux sortant de 3 = flux entrant en 3)

m+m+ 3 =1
= ... =>m =1, =173 ="
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Conservation des flux

@ Partition des états : E = E; U B

Flux de E; vers E» Flux de E> vers Ey

> > s = 33wy

i€E; jeEs i€Ey jeEr
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Exemple : file d'attente M/M /1

Clients en
attente 1 serveur

Arrivées de clients Clients servis

Y

o T : temps pour servir un client

Ts ~ exp(p)
@ T, :temps entre 2 arrivées de clients
Ty~ exp()\)

@ N(t) : nombre de clients dans le systéme (en attente + en service)
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N(t) est une CMTC

A A A A A A
o s R
u u u i i u

o Cette CMTC est irréductible

> 1 < A : états tous transitoires et les 7; = 0
> [ = A : états tous récurrents nuls et les 7; = 0
> 4> X : états tous récurrents non nuls et les et 7; sont solution de (S)
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Distribution limite pour > A

A A A Y A A A
Soes s8>
H H i M u il p
( ]\ J
Y Y
E, E,

@ Flux de Ej vers Ep = Flux de E; vers E; = Amj = umjt1

@ Soit p = — le taux d'utilisation de la file d'attente. Alors
1

T = p'mo
o Sip<1,alors > % 7 = 1 donne mg = 1 — p puis
i
mi=(1—p)p
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Travail a la maison

@ Finir chapitre 3.2 sur les CMTC
@ Exercices 14 et 15
o TP file d’attente
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Récapitulatif

CMTD CMTC
Transitions pij Hij
dm(t
Régime transitoire m(n+1) =x(n)P d( ) =7Q
t
Régime permanent m=maP 0=7Q
Flux de i vers j TiPjj i fbjj
Temps passé dans un état géométrique exponentiel
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Convergence rate : An exemple (facultatif)

o
1-a B I-B

w0 =@op=( 1 )

o Giver:m =
a+f

15} «

e Give my(n) : mi(n) =

o Give |mi(n) — m| : |m(n) — | = ——— |1 —a— B|"
a+

@ Study the rate of convergence : converge geometrically but very slowly
when a ~  ~ 1 (quasi-periodic) or if & ~ 8 ~ 0 (quasi not
connected).

e Compute eigenvalues of P:1and 1 —a— (3 (A1 =1 and
A1+ A = Tr(P)zZ—a—ﬁ).
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Upper bound on the convergence rate (facultatif)

e Eingenvalues of P : A1 = 12> |Xp| > -+ > |As|

@ For an aperiodic and irreducible Markov chain
‘)\2| <1

» The convergence to the stationary distribution is geometric in the
second eigenvalue. There exists C > 0 such that

mj(n) = mj| < ClAa|"

@ Previous result is trivial when P is diagonalisable : PX = ADKA™1
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Convergence rate : Birth death process (facultatif)

p=1—gq, |S| states

g p O 0
qg 0 p 0
0 qg 0 p
0 0 qg p

1
AL =1, = 2,/pg cos (0 5 M)

A2 is maximal for p = g = 0.5 and goes to 1 when |S| goes to infinity.
Will be an issue for queuing systems close to instability.
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