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CHAPITRE 1 : ELEMENTS DE BASE DES PROBABILITES

Exercice 1 : Opérations ensemblistes

Soient A,B,C, trois événements. Exprimer en fonction de A,B,C et des opérations ensemblistes

(intersection, union, complémentaire), les événements suivants:
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A seul se produit

A et C se produisent, mais non B

les trois événements se produisent

I’un au moins des événements se produit

deux événements au moins se produisent

un événement au plus se produit

aucun des trois événements ne se produit

deux événements exactement se produisent

pas plus de deux éveénements ne se produisent
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Exercice 2 : Probabilités

Soit A , B et C trois événements de probabilités P(A) = 0.3, P(B) = 0.4 et P(C) = 0.7 .
Supposons que I’on a de plus P(ANB) = 0.2 et P.(4) = 0.4.

1) Calculer P(A) .

Solution : P(A) =1 - P(A) = 0.7 .

2) Calculer P(AUB) .

Solution :



P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) =03+ 04—02=0.5.
3) Calculer P,(B) et Py(A) .

P(ANB) _ 0.2 P(ANB) _ 02 _

Solution : P4(B) = ) o 0.67 . De méme P (A) = T 0.5.

4) Calculer P4(C) .

Solution :

Py(C) = ”(%:)C) . Calculons P(ANC) . On aP(ANC) =P(CNA)=P(C) P(A) =07 -
0.4 = 0.28 . Ceci implique P4(C) = == =~ 0.9

5) Calculer P(AUC) .
Solution :

P(AUC)=P(A)+P(C)—P(ANC)=03+0.7—028=0.72.

Exercice 3: Lancer un dé
On considere I’expérience aléatoire consistant a lancer un dé a 6 faces et a observer le résultat.
On suppose dans un premier temps que le dé n’est pas pipé.
1) Quels sont les événements élémentaires ? Quel est 'univers des événements?
Solution : L’univers des événements, en général noté (2 , est ’ensemble des résultats possibles.
N =1{1,2,3,4,5,6}
Tout élément w € (2 est un événement ¢lémentaire :
{1},{2},{3}, {4}, {5}, {6}
2) Donner la probabilité de chaque événement ¢lémentaire.
Solution : Le dé n’étant pas pipé, les événements élémentaires sont équiprobables.

card({fw}) 1

—_—— =V
card(2) 6 ¢ €4

P({w}) =

Par la suite, nous noterons P(w) pour P({w}) .
3) On considére les événements (non élémentaires) suivants :
e Evénement E; : Le résultat est pair
e Evénement E, : Le résultat est différent de 2
e Evénement E5 : Le résultat est strictement inférieur a 10
Donner la probabilité de chacun de ces événéments.
Solution : f2 est un ensemble discret et fini. De plus, les événements élémentaires sont

équiprobables. Nous pouvons donc écrire que la probabilité d’un événement A est :

. card(A)
P(A) = card(2)



Ici card(E,) = 3, card(E,) =5, card(E3) = 6 et card(f2) = 6. Il vient alors :
1 5
P(Ey) = E:P(Ez) = E'P(E3) = 1l

4) Calculer les probabilités des événements E; N E, , E; UE, et E;
Solution : Ici E; N E, = {4,6} , E; UE, = {1,2,3,4,5,6} et E; = {1,3,5} . Il vient, en utilisant &
nouveau P(A) = card(A) / card(2) :
P(E;NE,)=1/3,P(E,UE)=1,P(E;))=1/2
On aurait pu aussi calculer P(E; U E,) et P(E;) comme suit :
P(E,VE,)=P(E;)+P(E,))—P(E;NE,))=1/24+5/6—-1/3=1
P(Ey))=1—-P(E)=1/2
5) Calculer la probabilité que le résultat soit différent de 2, sachant que le résultat est pair.
Solution :
P(E;NE;) 1/3
P(E;) 1/2

Pg, (Ez) = =2/3

6) On suppose maintenant que le dé est pipé. Les événements élémentaires ont désormais les

probabilités suivantes :
1 1
P()=P@2)=PB)=PA) =17, PB)=P(6) =7

Reprendre les questions précédentes.

Solution : Les événements élémentaires n’étant plus équiprobables, on ne peut plus utiliser la
relation P(A) = card(A) / card () . On peut en revanche toujours utiliser la relation P(4; U
A,) = P(A,) + P(A,) lorsque les événements A, et A, sont incompatibles (4; N A, = 0).

P(E)_1+1+1_1
Y712 712 372

1 11
PE)=1-15=15

1 1 5
P(ElnEz):l—‘Fg:E
P(E,UE,) =1
_ 1
P(E1):§
. _P(E;NE) 5/12 5
e, (B2) = P(E) — 1/2 " 6

Exercice 4 : Lancer deux dés



1) On lance deux dés non pipés. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un 6 sachant que
les deux résultats sont différents ? Vous détaillerez votre modélisation en précisant bien quelle
est I’expérience aléatoire et I'univers des événements élémentaires.

Solution :
Modélisation 1 Soit I’expérience aléatoire suivante. On considére deux dés distinguables (bleu
et rouge). On lance ces deux dés et on observe le résultat obtenu sous la forme d’un couple
(%1, x5) ou x4 est le résultat du dé bleu et x, est le résultat du dé rouge. Notons que le couple
(%1, x5) est différent du couple (x5, x1) si x; # x5 .
L’univers des événements (2 est alors I’ensemble des couples possibles :

N =1{1234,5,6}x{1,2,3,4,5,6} .
Ainsi nous avons card({2) = 36 .
Soit A I’événement “il y a au moins un 6” et B I’événement “les deux dés donnent un résultat
différent”. Nous cherchons a calculer P(A|B) dont la définition est

P(A|B) = P(ANB)
P(B)

Un calcul rapide donne :

card(A) = 11,card(B) = 30,card(An B) = 10

Les événements élémentaires étant équiprobables, on obtient alors

_card(4) 11 —gzi—:,P(AnB)zﬂzi

Pt = card(Q) 36 7B =35 36 18

Nous pouvons conclure :

P(A|IB)=1/3
Modélisation 2 : Soit ’expérience aléatoire suivante. On considére deux dés identiques (par
exemple deux dés bleus). On lance ces deux dés et on observe le résultat obtenu sous la forme
d’une paire {x;, x,} non ordonnée. Notons que la paire {x;, x,} est alors équivalente a la paire
{x2, %}
L’univers des événements élémentaires 2 est alors 1’ensemble des paires posssibles et
card(2) = 21. Les événements ¢élémentaires ne sont plus équiprobables. En effet, la
probabilité d’obtenir la paire (1,1) est de 1/36 tandis que la probabilité d’obtenir la paire (1,2)
est de 2/36=1/18.
Nous avons A4 = {{1,6}, {2,6},{3,6},{4,6},{5,6}, {6,6}} . Les 5 premiers ¢événements
¢lémentaires de A sont de probabilité 1/18 tandis que la paire (6,6) a une probabilité de 1/36.

Ainsi ;



oy gy L 111
(4) =5%75+35 = 35

L’événement B correspond a 15 paires, chacune de probabilité 1/18, et on obtient bien P(B) =
15/18 . Enfin, nous avons A N B = {{1,6},{2,6},{3,6},{4,6},{5,6}} et P(AN B) = 5/18 .On
conclue de la méme maniére que dans la modélisation précédente.
2) Reprendre la question précédente avec des dés pipés. Les probabilités pour un dé sont les
suivantes :

P(1)=P2)=P3)=PHA)=1/12,P(5)=P(6)=1/3
Solution : En supposant que les résultats des dés sont indépendants, on peut calculer facilement

les probabilités P (i, j) d’obtenir un couple (i, ) :

E i<4etj<4
144 sii<4etj<
1
P(i,j) = P(i) X P(j) = 5 sii>5etj>5
1
L3¢ si(i<4etj=5ou(i=5etj<4)

Ainsi ;

8 2 4
PANB)=5-+5=75

36 9

P(B) = 4 +2—1

()_144 9 4
3

b4 _P(AnB) 16

5 (A) = P(B) ~ 27

Exercice 5: Jumeaux et plus !
Une femme est enceinte et se rend chez 1’échographe avec son mari. Surprise, elle attend des
faux jumeaux (deux ovules fécondés). Cependant, elle ne veut pas connaitre les sexe des enfants
avant la naissance.
1) Quelle est la probabilité¢ qu’elle attende un gargon et une fille ? Vous préciserez bien la
modélisation.
Solution :
Modélisation 1 : On observe le résultat sous la forme d’un couple (x4, x,) ou x; représente le
sexe du premier enfant né et x, celui du deuxieme enfant né. L’univers des événements
¢lémentaires est

2 ={(G,F),(G,G),(F,G),(F,F)}

avec F pour fille et G pour gargon.



Soit I’événément A = {(G, F), (F, G)} correspondant a avoir un gargon et une fille. Si I’on
suppose que les événements ¢lémentaires sont équiprobables, on obtient P(A) =
card(A)/card(2) =1/2.
Modélisation 2: Soit A; I’événement le i-éme enfant né est un gargon. Nous supposerons que
les événements A; et A, sont indépendants. Soit B I’événement “avoir une fille et un garcon
(peu importe 1’ordre)”. Nous avons :
B=(A,nA)U (A NA)

Comme (4; NA,) N (A; N A,) = @, nous obtenons :
P(B) = P(A; N A,) + P(A; N A;) = P(A)P(A,) + P(A)DP(Ay) = S X 2 +- x> =~
Nous avons utilisé le fait que les événements A; et A, étaient indépendants dans la deuxieme
¢galité.
2) Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des gargcons sachant qu’au moins 1’'un
des deux est un gargon ?
Solution :
Modélisation 1 :
Soit B I’événement les deux enfants sont des gargons™ et C 1’événement “au moins 1’un des
deux est un gargon”. Nous avons :

B={G6} C={GF),GG6),F &} BnC={G06)
puis

_PBNC) _1/4 1
PBIO) = P(C) ~3/4 3

Modélisation 2 : Avec la 2éme modélisation, nous avons :
B :A1 nAz,C :Al UAZ
_ P((A1 NAy) N (A; U Ay))
P(AL U Ay)
_ P(A1 N 4,)
P(Ay) + P(A;) — P(A1)P(Ay)
_ P(41)P(4)
P(A;) + P(4;) — P(A))P(42)

P(B|C)

3) Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des garcons sachant que le premier enfant
né est un garcon ?
Solution :

Modélisation 1 : Soit D 1’événement ”le premier enfant né est un garcon”.
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D ={(,F),(G,6)},BNnD ={(G,6)}
Puis :
P(BND) 1/4

PBIDY=—ppy =1/2°

1/2

Modélisation 2 : Avec la 2éme modélisation, nous avons :
P((A; NAy) N Ay) _ P(A1NAy) _ P(A1)P(Ay)
P(4;) P(A4;) P(4;)

1
P(A; NAy|Ay) = =P(4;) = 5

4) Reprendre les questions précédentes en supposant qu’il nait 106 garcons pour 100 filles.

Solution : Avec la 2éme modélisation, nous avons désormais :

106 53 0515
100 + 106 103~

P(4;) =

Les calculs sont alors identiques :
P(A) = 0.5
P(B|C) = 0.346
P(B|D) = 0.515

Exercice 6 : Fiabilité de composants en série ou en paralléle
On considére un systéme constitu¢ de 3 composants identiques. Le systéme fonctionne tant que
le composant 1 fonctionne ET au moins I’un des deux autres composants fonctionnent. On sait
que la probabilité qu’un composant ne tombe pas en panne au cours de 1’année est de 0.8.
On suppose que les composants fonctionnent indépendamment. Quelle est la probabilité que
le systéme tombe en panne au cours de I’année ? Vous justifierez soigneusement votre
raisonnement en définissant bien les événements que vous considérez.
Solution : Soit 4; I’événement ”le composant i fonctionne”. Nous avons P(4;) = 0.8. Soit B
I’événement “le composant 1 fonctionne ET au moins I'un des deux autres composants
fonctionnent”. Nous avons :

B=A4,Nn(4,VUA453)
Remarquons que les événements A; et (4, U A3) sont indépendants :

P(B) =P((A;NAy) VU (41N A43))
=P(A;NA,))+P(A;NA;)—P(A; N4, NA3)
= P(A1)P(Az) + P(A)P(A3) — P(A)P(A2)P(43)
=0.8x[0.8+0.8—0. 82] = 0.768

On conclut alors que :
P(B)=1-P(B) = 0.232

On aurait pu aussi partir dans 1’autre sens :

11



P(B) = P(A1 U (Az n A3))
=P(A)+P(A,NnA;)—P(A,NA,NAS)
= P(A;) + P(A;)P(A3) — P(A)P(A;)P(A3)
=0.2+0.22-0.23=0.232

Exercice 7: Systéme de contréle de piéces
Dans un lot de picces fabriquées, il y a 5% de pieces défectueuses. On contrdle les pieces mais
le mécanisme du controle est aléatoire : si la piéce est bonne, elle est acceptée avec une
probabilité égale a 0.96; si la piece est mauvaise, elle est refusée avec une probabilité égale a
0.98. On choisit au hasard une piéce que I’on controle. Déterminer les probabilités pour que :
1) il y ait une erreur dans le contrdle,
Solution : Soit B I’événement “la piéce contrdlée est bonne”, B 1’événement “la piéce contrdlée
est mauvaise”, A I’événement “la piéce controlée est acceptée”, et A I’événement “la picce
contrdlée est refusée”. L’énoncé nous dit que P(B) = 0,95, P(B) =1 - P(B) = 0,05 ,
Pg(A) = 0,96 , et P5(A) = 0,98 .
La probabilité qu’il y ait une erreur dans le contrdle est égale a
P((BNA)U(BNA)=P(BNnA) +P(BnA),

car les événements B N A et B N A sont incompatibles. Or on a

P(BNA) =P(B) X Pg(A) = P(B) X (1 — Pg(4))
et

P(B N A) =P(B) x Ps(A) = P(B) x (1 — P3(A)),
d’ou
P(BNnA)+ P(BnA)=0,95x 0,04+ 0,05 x 0,02 = 0,039.
2) la piece soit bonne sachant qu’elle est refusée,
Solution : On a

Pi(B) =P(ANB)/P(A)

et
P(A)=P(AnB)+ P(AnB) = P(B) X Pg(A) + P(B) x P5(A)
d’ou
Pi(B) = 005X 098 ~ 0,437.
0,95 x 0,04

3) la pic¢ce soit mauvaise sachant qu’elle est acceptée. Que pensez-vous de ce systeéme de
contrdle ?

Solution : On a

12



P4(B) = P(B N A) / P(4)

et
P(BnA) = P(B) x P3(A),
d’ou
Pa(B) = —555 %96 = %001
1+3.05%x002

grace a la question précédente.

En conclusion, on peut dire que ce systéme de contrdle est trés fiable, dans le sens ou il ne laisse
passer que trés peu de mauvaises pieces : plus de 99% des picces acceptées sont bonnes d’apres
la question précédente. Cependant, ce systeme de contrdle fait beaucoup de gachis : plus de 40 %

des pieces refusées sont en fait bonnes d’apres la question 1 !

Exercice 8 : Pieces défectueuses

Trois machines M; , M, et M5 produisent respectivement 50%, 30% et 20% du nombre total de
pieces fabriquées dans cet atelier. Les pourcentages de pieces défectueuses de ces machines
sont 3%, 4% et 5%.

1) Si on prend une piéce au hasard, quelle est la probabilité pour que cette picce soit défectueuse ?
Solution : Soit HS I’évenement “la piéce prises est défectueuse”, et M; I’événement “la picce a
été produite par la machine M; ”, i = 1,2,3 . L’énoncé nous donne les valeurs de P (HS) ainsi
que P(M;) ,pouri = 1,2,3.

La probabilité que la picce prise soit défectueuse est

P(HS) = Z P (HS 0 M)

3
= Pu, (HS) X P(My)
= (l)_,(1)3 %X 0,5+ 0,04 x 0,3+ 0,05 % 0,2
= 0,037.
Il y a donc 3,7% de picces défectueuses.
2) Quelle est la probabilité qu’une piece défectueuse ait été produite par la machine M; ?
Solution : La probabilité que la picce ait été fabriquée par M; sachant qu’elle est défectueuse

est égale a
Pys(M;) = P(M;NHS) /P(HS)
= Py, (HS) X P(My) / P(HS)
= 0,03 x 0,5/0,037
= 0,405.
13



Si une piece est défectueuse, alors il y a 40,5 % de chances qu’elle ait été fabriquée par la

machine M, .

Exercice 9: Le meilleur fournisseur

Pour une méme piéce, un industriel s’adresse a 2 fournisseurs A et B. Le fournisseur A fournit
75% des besoins de I’industriel et le pourcentage de pieces défectueuses qu’il produit est de
1%. Le pourcentage de pieces défectueuses parmi les pieces produites par B est de 2%.
L’industriel prend une pi¢ce au hasard dans son stock.

1) Quelle est la probabilité que cette piece soit défectueuse ?

Solution : Soit A I’événement “la pieéce prise provient du fournisseur A ”, B I’événement “la
picce prise provient du fournisseur B 7, OK 1’événement “la pi¢ce prise est bonne”, et HS
I’événement “la piéce prise est défectueuse”. On a bien stir A = B et OK = HS . L’énoncé nous
donne les valeurs de P(A) , P(B) , P4(HS) , et Pg(HS) .

La probabilité qu’une picce soit défectueuse est

P(HS) =P(HSNAUHSNB)
=P(HSNA)+ P(HS N B) car les événements sont disjoints
= P(A) X P,(HS) + P(B) X Pg(HS)
=0,75x%x 0,01+ 0,25 x 0,02
= 0,0125.

2) Dans le cas ou elle est bonne, quelle est la probabilité qu’elle provienne du fournisseur B ?

Solution : La probabilité qu’une piece bonne ait été produite par le fournisseur B est

P,x(B) = P(BnN OK) /P(OK)
= P,(0K) X P(B) / P(OK)
= 0,98 X 0,25 / (1 — 0,0125)
~ 0,248.

3) Dans le cas ou elle est défectueuse, quelle est la probabilité qu’elle provienne de B ?

Solution : La probabilité qu'une piece défectueuse provienne de B est

P,s(B) = P(BnNHS)/P(HS)
= P,(HS) x P(B) / P(HS)
= 0,02 x 0,25 / 0,0125
~ 0,4.

4) L’industriel constate qu’elle est défectueuse et s’exclame “elle doit provenir de chez B”. Ce
jugement vous parait-il valable ?

Solution : Le raisonnement ne tient pas debout : B a certes un taux de défaillance supérieur a
celui de A, mais il ne faut tout de méme pas oublier que c’est A qui fournit la majorité des pieces
a I’industriel. Ces deux effets se compensent, et, d’apres la question précédente, il n’y a que 2

chances sur 5 qu’une pi¢ce défectueuse provienne de B.
14



Exercice 10 : Formule de Sylvester-Poincaré

On considére un ensemble de pieces géométriques qui peuvent avoir trois formes différentes
(carrée, triangulaire ou circulaire), quatre couleurs (rouge, vert, bleu ou jaune), deux tailles
(petite ou grande) et deux épaisseurs (fine ou épaisse). Chaque picce étant unique, le nombre
de picces est donc de 3 x 4 x 2 x 2 =48,

On choisit une piece au hasard. Quelle est la probabilité pour qu’elle soit petite ou fine ou ni
verte ni triangulaire ?

Solution :

Notations des événements :

“Petite” : P ; “Fine” : F ; “Non verte” : V ; “Non triangulaire” : T ;

La probabilité demandée est P(P U F U (VN T)). D’apreés la formule de Sylvester-Poincaré, on
a:

PPUFUWVAT)=PP)+P(F)+PVNT)-P(PNF)—PPNVAT)-PFENVNT)

= = 24 24 24 12 12 12 6 42 7
+PPNFNVNT)=—+—+— —— ==
48 48 48 48 48 48 48 48 8

Exercice 11 : Combinatoire

On lance trois dés non truqués. Soient les événements suivants :

A : “on obtient au moins un 1" ;

B : “on obtient au moins deux faces identiques” ;

C : “la somme des nombres obtenus est paire”.

1°) Calculer P(A), P(B), P(C).

2°) Calculer P(ANB),P(ANC),P(BNC),P(ANBNC).

3°) Calculer P(AUB),P(AU(C),P(BUC),P(AUBUC).

Solution :

1°) L univers des possibles est 2 = [1,6]3 . Comme tous les lancers sont équiprobables, on

a

Card(A)
card(n)’

Card(B)
Card(Q)

Card(C)
card(2)’

P(A) = P(B) = etP(C) =

Card(Q) = 6° = 216.

91
216"

Card(A) = 5°= 125, d’ou Card(4) = Card(Q) — Card(A) =91 et P(4) =
On peut déterminer Card(B) de deux maniéres :

Card(B) = 6 x 5 x 4 =120, d’ot Card(B) = 216 — 120 = 96 ;

15



B = B> U Bs, ou By désigne I’événement ““ on obtient deux faces identiques” et B3 1’événement
“ on obtient trois faces identiques”.

Alors, Card(B2) = C2x 6 x 5 =90 (CZ : nombre de choix des deux faces identiques, 6 : nombre
de choix pour la valeur commune de ces deux faces, 5 : nombre de choix pour la valeur de

I’autre face) et Card(B3) = 6, d’ou le résultat.
9% 12 4
216
Enfin C = C; U (i, ou Cs3 est ’événement “les trois nombres obtenus sont pairs” et Ci
I’événement “un seul des nombres obtenus est pair”.
On a Card(C3) = 33=27 et Card(C)) = Cix 32 x 3 =81 (C3 : nombre de choix du dé qui donne
un nombre pair, 3°: nombre de choix pour les deux lancers impairs, 3 : nombre de choix pour

le lancer pair).

On a donc P(C) =8_2

216 2

2°) Comme (A "B) U (ANB)=(AUA)NB=QNB=B,ona
Card(4 N B) = Card(B) — Card(A N B).
Or Card(A N B) = Card(A N B>) + Card(A N B3) = CZx 5 x 4+ 5=65.

31
216

Finalement Card(4 N B) =96 —65=31,d’ou P(4 N B) =
Remarques :

a) une autre possibilité pour calculer Card(A N B) est la suivante :

Card(A N B) = Card(A) — Card(AnB) = 125 — (5x4x3) = 65.

b) On peut calculer directement Card(4 N B) sans passer par A en posant 4 = 4, U 4> U 43, ol

A; désigne I’événement “on obtient exactement i as”.

Alors A N B = (41U 42U A3) N (B2 U B), d’ou Card(A N B) = Yieq1,2,3 Card(4; N 4;), les
Jje{2,3}

valeurs de Card (Ai N Aj)étant consignées dans le tableau ci-dessous :

Al Az A3
B> C3 X5 C2x5 0
B 0 0 1

Premiére possibilité :
Card (AN C)=Card (AN Ci)+Card (AN C3)=CIx3x22+33=36+27=63
=C3 x3x22+33=36+27=63.
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Dans le premier terme de la somme C; est le nombre de maniére de choisir le dé donnant le
nombre pair, 3 est le nombre de choix du nombre pair et 22 est le nombre de choix des deux
nombres impairs restant (qui ne sont pas des as). Dans le second terme, il y a trois nombres

pairs possibles pour chaque dé.

Donc Card (4 " C) = Card (C) — Card (A N C) =108 —63 =45, et PA N C) = B3

216 24°
Deuxiéme possibilité :

AN C= (41U 42U 43) N (C1 U C3), d’ou Card(4 N C) = Yjeqnzy L E {1,2,3}, les valeurs

de Card(4; n C)) étant consignées dans le tableau ci-dessous :

A1 Az A3
Ci C3 X3XClx2 C2x3 0
G 0 0 0

Dans la case donnant Card(41 N C1), C3 est le nombre de maniére de choisir le dé donnant le
nombre pair, 3 est le nombre de choix du nombre pair, C; est le nombre de choix restant pour

le dé donnant I’as et 2 et le nombre de choix du deuxiéme nombre impair, qui n’est pas un as.

Card (B N C) = Card ((B2 U B3) N (C1 U (3))
= Card(B> N C) + Card(B2 n C3) + Card(Bz N C1) + Card(B; N (3)
=C2x3x3+Cix3x2+0+3
=48.

6 2

P(B m C) = E_;z 5

Card (AN BN C)+ Card (AN B~ C)=Card (BN C)
= Card (A "B C)=Card (BN C)—Card (A "B C).
Or Card (AN B C)=Card (A N (B2 B3) N (C1 U C3))
= Card(A N B2 N C1) + Card(A N By N C3) + Card(A N By N C1) + Card(A N By N C3)
=CZx2x3+Cix3x2+0+3=39.

Donc Card (4N BN C)=48-39=9¢et P(ANBNC)=—==—.

30 91+96—-31 156 13
3)P(AUB)=PA)+PB)-P(A4NB)= +T =22=2

P(AU C)=P(A) +P(C)-P(ANC) =222 =2 T

216 216 108
96+108—-48 156 13

P(BU C)=P(B) + P(C)-P(BN ()= 2 =—2=2
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P(AUBUC)=PA) +PB)+P(C)-PANB) -PANC)-PBNC)+PANBNC)

_ 91+96+108-31—-45-48+9 180
216 216

B
6
Remarque :

On peut aussi calculer Card(AU B U C) = Card(AnBNC) en posant C= Co U Cs ou C;
représente 1’événement “on obtient i nombres pairs”.

On a Card(AnBN Co) = 0 et Card(ANBN C2) = C2 x 3 x 2 x 2, ou C? représente le nombre de
manieres de choisir les deux dés donnant des nombres pairs, 3 x 2 représente le nombre de
choix possibles pour ces deux nombres pairs forcément distincts (B) et le dernier 2 représente

le nombre de choix possible pour le nombre impair, différent de I’as (4).

Exercice 12 : Magiciens

Douze magiciens s’assoient autour d’une table ronde. Cing sont des magiciens blancs et les sept
autres des magiciens noirs. Ils s’assoient au hasard autour de la table.

1°) Quelle est la probabilité pour qu’aucun magicien blanc ne soit encadré par deux magiciens
noirs ?

2°) Ils décident de se séparer en trois groupes de quatre. Quelle est la probabilité pour qu’un
groupe ne comporte que des magiciens noirs ?

Solution :

1°) Le nombre total de répartitions possibles autour de la table est le nombre de permutations
de 12 éléments, soit 12!.

Pour qu’aucun magicien blanc ne soit encadré par deux magiciens noirs, il faut que, soit les 5
magiciens blancs soient groupés, cote a cote, soit qu’ils se divisent en 2 groupes de 2 et 3
magiciens placés cote a cote (dans toutes les autres configurations, un magicien blanc se
retrouve isolé). Pour la premiére configuration, compte tenu de la circularité de la table, il y a
12 positions possibles du groupe. Pour chaque position, il y a 5! répartitions possibles des
magiciens blancs, et pour chaque répartition des magiciens blancs il y a 7! répartitions possibles
des magiciens noirs. Il y a donc 12 x 5! x 7! configurations du premier type.

Pour la seconde configuration, il faut d’abord compter le nombre de positions possibles sur la
table : il y a 12 maniéres de placer le groupe de 3, puis une fois celui-ci placé, il n’y a plus que
6 manicres de placer le groupe de 2 (il ne doit pas étre contigu au groupe de 3 : faire un dessin) ;
Une fois ces groupes placés, il faut répartir les magiciens blancs dans ces deux groupes : il y a

C3 maniéres de choisir les magiciens qui seront dans le groupe de 3 (les groupes sont donc

18



formés) ; il y a ensuite 3! x 2! maniéres de positionner chaque magicien a chaque place. [l y a
donc 12 x 6 x C3 x 3! x 2 ! x 7! configurations du deuxiéme type.

Le nombre total de configurations favorables est donc :

I2x5!x 71+ 12x6xC3x3!x2! x71=12x7!x(5!+6xC3x3!x2!)

12x 7! x (120+6 x 10 x 6 x2) =840 x 12 x 7!.

840x12X7! 840 21 7

La probabilité est finalement = =
12! 11X10X9x8 11X9X2 66

Remarque : Des simplifications peuvent étre apportées a cette solution :

On peut remarquer que le nombre de manieres de faire un groupe de 2 et un groupe de 3, puis
de répartir les 5 magiciens blancs dans ces deux groupes, C3 x 3! x 2 |, revient tout simplement
au nombre de permutations des 5 magiciens blancs, c’est-a-dire 5!. Le nombre total de
configurations favorables devient donc :

R2x7Ix (5! +6xC3x3!1x2N)=12x7!'x5! x(1+6)=12x7x7!x5!

12X7X7!X5!
12! ’

Et comme le nombre de cas possibles est 12 ! la probabilité est
On peut aussi ne pas considérer le nombre de maniéres de répartir les magiciens noirs. En effet,
leur répartition n’intervient pas dans le probléme dont I’énoncé aurait aussi pu étre : « Cinq
magiciens s’installent sur une table ronde qui contient 12 places. Calculer la probabilité pour
qu’aucun magicien blanc ne soit isolé. »

Dans ce cas, le nombre de cas favorables devient 12 x 7 x 5 ! et le nombre de cas possibles est

le nombre de manieres de répartir les 5 magiciens blancs autour de la table en tenant compte de

A9 12! 0 A A 1ol
I’ordre, c’est-a-dire I’arrangement A3, = - On retrouve bien slir la méme probabilité.

Enfin, on peut remarquer que 1’ordre des magiciens n’intervient pas dans le probléme. A ce
moment, il est inutile de dénombrer le nombre de maniéres de répartir les 5 magiciens blancs
dans leur(s) groupe(s), et le nombre de cas favorables devient trés simplement 12 x 7, c’est-a-
dire le nombre de maniéres de placer les groupes. En revanche, le nombre de cas possibles est

le nombre de maniéres de répartir les 5 magiciens blancs autour de la table sans tenir compte

. g .. 12 12! n e,
de I’ordre, c’est-a-dire la combinaison ( c ) =T On retrouve encore la méme probabilité.

2°) Le nombre total de manicres de former trois groupes peut s’obtenir en prenant quatre
magiciens parmi 12 (ni I’ordre des magiciens, ni ’ordre des groupes, n’intervient), puis pour
chacun de ces choix, quatre autres magiciens parmi les huit restants.

Le nombre maniéres de former trois groupes avec un groupe ne comportant que des magiciens
noirs peut s’obtenir en prenant quatre magiciens parmi les 7 magiciens noirs, puis pour chacun

de ces choix, quatre autres magiciens parmi les huit restants.
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C¥xCq _ C+ A% 7x6X5x4 7

CiXC§ €l A,  12x11x10%X9 99

La probabilité demandée est donc

Exercice 13 : Trois dés

1°) On lance trois dés, respectivement rouge, vert et bleu. On forme un nombre entre 111 et
666 en prenant le tirage du dé rouge (respectivement, vert et bleu) comme chiffre des centaines
(respectivement, dizaines et unités). Quelle est la probabilité pour que le nombre obtenu soit
supérieur ou égal a 421.

2°) Méme question en langant trois dés de couleur identique et en formant le plus grand nombre
possible avec leurs trois tirages.

Solution :

1°) Il y a 63 = 216 tirages possibles. Le nombre de tirages favorables se compte ainsi :

le dé rouge fait 5 ou 6 : 2 x 62 = 72 possibilités ;

le dé rouge fait 4 et le dé vert fait 2, 3, 4, 5 ou 6 : 5 x 6 = 30 possibilités.
102 _ 17

La probabilité¢ demandée est donc — .
216 36

2°) Le probléme est ici que les nombres obtenus ne sont pas équiprobables, et il est préférable
de se replacer dans le cas de I’équiprobabilité, ou il y a 216 triplets possibles :

les 6 triplets ou les trois chiffres sont identiques fournissent 6 nombres ;

les 3 x 6 x 5 =90 triplets ou seulement deux chiffres sont identiques et le troisieme différe ne
fournissent que 6 x 5 =30 nombres car chaque nombre correspond a trois triplets (par exemple
(2,4,4),(4,2,4) et (4, 4, 2) correspondent tous les trois au nombre 442) ;

les 6 x 5 x 4 = 120 triplets ou tous les chiffres sont distincts ne fournissent que 5 x 4 = 20
nombres car chaque nombre correspond a six triplets (par exemple (2, 4, 1),
(2,1,4),(4,1,2),(4,2,1),(1,4,2) et (1, 2, 4) correspondent tous les six au nombre 421).
Comptons donc le nombre de triplets correspondant aux nombres supérieurs ou €gaux a 421 :
parmi les nombres avec 3 chiffres identiques, 3 d’entre eux (444, 555 et 666) sont supérieurs
ou égaux a 421 ;

parmi les nombres dont deux chiffres sont identiques et le troisieme différent, 511, 611, 422,
522,622,433, 533, 633, et les 3 x 5 nombres commengant par 44, 55 ou 66 sont supérieurs ou
¢gaux a 421, soit un total de 23 nombres et donc de 23 x 3 = 69 triplets ;

comme on ordonne les chiffres pour obtenir le nombre maximal, tous les nombres avec trois
chiffres distincts sont supérieurs ou égaux a 421, sauf 321, soit 19 nombres, donc 19 x 6 =114

triplets.
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07190 12 2 114+69+3 186 93
La probabilité demandée est donc ———=—=—.
216 216 108

Exercice 14 : Théoreme des chapeaux

Soit n € N*. On considére n invités qui laissent leur chapeau au vestiaire et repartent les uns
apres les autres en prenant un chapeau au hasard.

Pour i € [1,n], notons A; I’événement “I’invité i repart avec son chapeau” et A I’événement
“aucun invité ne repart avec son chapeau”. On souhaite calculer P(4).

1°) Exprimer I’événement A en fonction des événements A, ..., Ay.

2°) Calculer P(A;), P(ALi N Aj),...,P(A;, N A, .0 Ay).

3°) En déduire P(A) en appliquant la formule de Sylvester-Poincaré.

4°) En déduire P(A) ainsi que sa limite quand » tend vers I’infini.

Solution :
- n
19 A= U A,
i=1
2°)V i e [[l,n]],P(Ai)—iarZ((';‘)) Card(Q) = n! et Card(4;) = (n-1)!, donc P(4) = .
De méme, P(A,mA])—(n 2t _ n(n1—1)’

(n—k)! 1
n! nn-1)..(n—k+1)’

et P(Ai, N Ay, N Ay)=
3°) P(A) s’obtient en appliquant la formule de Sylvester-Poincaré :

PA) =P(0 4:) = T2t D Zyepyrmy P 4)) 0 B(E)= [ P& P(E)/ Card (P)
=k},

c'ested-dire P(A) = P U 4;) = 1ty P(A)-Tic; P(As 0 A+ iy P(Ar 0 4 0 A)— ..

+ (DY i< <i, P(A, NAg, .0 A )
+.. +HED)IP(NAY.

Donc, pour toutJ € B ([ 1, n ]), P <~Q]A ) (n— ) , et comme Card (@ ([1,71)) = C¥,
j

(n=k)! _
on a Z]EPk({l,...,n}) P < Qj A]) Ck " F
Finalement P(4) = Y7 _, (—1)¢1 %
4°)OnaP)=1-PA)=1+X7_,(—1)F % =y (—1* % et sa limite quand » tend vers

’infini est donc Y 5o (—1)* % = i
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CHAPITRE 2 : VARIABLES ALEATOIRES

Variables aléatoires discrétes

Exercice 15 : Echauffement

Pour une loi géométrique de paramétre p = 0.5, calculer P(X3 =8) ,P(X3 =7) et P((X —
4)2 =4)avecp =0.5.

Solution :

P(X?=8)=P(X =2) = 05 x 0.5 = 0.25

PX3=7)=PX=37)=0

P(X—-4)?=4) =PX=20uX=6)=PX=2)+P(X =6)
=0.5%2+ 0.5 x 0.5° ~ 0.266

Exercice 16 : Loi discréte uniforme
Soit X une variable aléatoire réelle discréte uniforme sur [1000,2000] .

Calculer E[X] et o[X].

n(n+1)(2n+1)

Remarque : Y'}_, k?est donné par -

Solution : On a X(Q) = [1000, 2000], et donc card(X(Q)) =2000- 1000 + 1 = 1001.

Comme X est uniforme, Vk € Q,P(X = k) =

1001
On a alors :
EX) = mziool%oo L —_ 311000 4 1000) = 1000 + _21160%0 I = 1500
2000 500
Var(X) = Z (k — 1500)% = 2 500 x 501 x 1001
a — _
’ 1001 1001 1001 6
k=1000 e
= 83500

Puis o(X) = 10v835 ~ 289,0.

Exercice 17 : Quelques lois classiques

On considere les lois discrétes suivantes :
e Loi de Bernoulli de paramétre p (notée B(p))
e Loi uniforme sur {2, ---,5}
e Loi bindmiale de parametres (n,p) (notée B(n,p))
e Loi géométrique de parametres p (notée G (p))

e Loi de Poisson de paramétre A (notée P(A1))
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On notera a chaque fois X la variable aléatoire.

Pour toutes ces lois :

e Donner la distribution des probabilités.

e Donner la fonction de répartition F(x).

e Calculer E(X), ’espérance de X.

e Calculer E(X?), I’espérance de X2.

e Calculer Var(X) , la variance de X.

e Calculer o(X) , I’écart-type de X.
Remarque : On rappelle quelques résultats qui peuvent étre utiles dans les calculs. Pour |x| <
1, nous avons :

Srory ety Yew-Hd

Solution : Nous utiliserons dans la suite les définitions suivantes

F(x)=P(X <x)
E(X) = pr(x — %)

E(9(0) = ) g (P(X =)

E(X?) = sz P(X = x)

Var(X) = E[(X — E(X))?]
o(X) =+/Var(X)
ainsi que la propriété Var(X) = E(X?) — E(X)?.
Loi de Bernoulli : X ~ B(p)
Une variable aléatoire (v.a.) X suit une loi de Bernoulli de paramétre p , notée B(p) , si et

seulement si sa distribution de probabilités est la suivante :

PX=1)=p
PX=0)=1-p

La loi de Bernoulli correspond a une expérience aléatoire dont 1’issue est soit un succes (X =

1) avec une probabilité p , soit un échec (X = 0 ) avec une probabilitét g =1 —p .

0 six <0
F(x)={1—-p si0<x<1
1 six=>1
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EX)=1Xp+0xqg=p
EX)=12xp+0?2xq=p
Var(X) = EX*)—E(X)* =p—-p*=p(1—p) =pq

o) = Jpa

Loi uniforme sur {2, ---, 5}

1
P(X=k)= 7 pour k € {2,---,5}

2+3+4+5
E(X)=f=7/2

449+ 16 + 25
E(X2)= 2 =27/2
Var(X —5
ar( )—4

V5
O'(X)—7

0 Six <2

1/4 si2<x<3

F(x)=11/2 si3<x<4
3/4 4<x<5
1 six=5

Loi binémiale : Y ~ B(n,p)
Une v.a. Y suit une loi bindmiale de parametre n et p , notée B(n,p) , si et seulement si sa

distribution de probabilités est la suivante :

P(y = k) = {enP"(1 =P pour k € [0.n]
0 sinon

Il n’y a pas d’expression simple de la fonction de répartition :

0 six<O0
[x]
F(x) = Z Ckp*(1—p)** si0<x<n
1 ) six=n

Calcul de I’espérance

n _ ! _
E [X]= TR0k (3,) P“(L = p)" ™ =By ko P (A — )

_on n! (n—-1)!

= 4,k _ n-k _— n
k=1(k—1)!(n—k)!p (1-p) p Zk:l(k—l)! [(n-1)—(k-1)]!

n—1\ —1)—(k—
=np e (p _ )P = p)@ DD

n—1 o -
=mpErs (" )P A-p) ™I =mp [p+ (L -p) " =

Calcul de la variance

pk—l(l _ p)(n—l)—(k—l)
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Utilisons la formule de Koenig: V[ X]=E [ X2] — (E[ X))~
E[X2]= Ziok? () p (L —p)" " =il ke — 1) + k1(} ) p*(1 = p)"*
=i, k(k = 1) () P = p)"* + E[X].

Calculons séparément Y.p_, k(k — 1) (Z) p*(1 —p)k:

n ! _
hea k(e = 1) () PE(L = P)"™ = Biopk (k= Dt PH (L = )"

_\n n! k(1 _ \n—k
B k=2(k—2)!(n—k)!p (1-p)

(n-2)!
[(n=2)—(k-2)]!

=n(n=1)p* Y2 5y pk72(1 — )2

n—2 _ —2)—(k—
=n(n—1)p? Biea ( _ 5) P21 = p) D7D

n— _2 n-2)-k _ n—-2 _
1) 5323 ("7 2)pEA =)D = nn - 1) P L+ (- p) 1 =l 1)
OnadoncE[X?]=n(n-1)p*+E[X]=n(n-1)p*+np.

Finalement :

VIX]=E[X?]-E[XP=n(n—-1)p*+np—n’p*=np ((n—)p+1—np)=np (1 -p)=npq.

Correction alternative :

X représente le nombre de succeés au cours de n expériences de Bernoulli indépendantes,
chacune ayant une probabilité¢ de succeés p . Ainsi, si Xy, -+, X,, sont n v.a. indépendantes de
Bernoulli B(p) , alors X = )i~ X; suit une loi bindmiale B(n, p) . En utilisant la linéarité de

I’espérance (cf fin du chapitre 2), nous obtenons
n n
B =ELY Xl = ) E(X)=np
i=1 i=1

En utilisant la propriété que la variance de la somme est égale a la somme des variances pour

des variables aléatoires indépendantes (cf fin chapitre 2), il vient :
n n
Var(X) = Var[z Xi] = z Var(X;) = npq
i=1 i=1
a(X) = \/[npq

Loi géométrique : X ~ G(p)
Une v.a. X estdistribuée suivant une loi géométrique de parametre p (¢ = 1 — p ), notée G (p) ,
si et seulement si, pour k € N* :

PX=k)=q""p
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X représente le nombre d’épreuves indépendantes de Bernoulli de paramétre p nécessaires
avant d’obtenir un succes.
Pour une variable aléatoire entiere, on se contente souvent de donner la fonction de répartition

pour les valeurs ou la probabilité est non nulle. Pour x € N:

1—-q*

k
E(X?) = z K2P(X = k) = z k2 g*—1p
k=1 k=1

o p
:Ezkzq"quq(1+q):1+q
q&d p? p?

1+q 1 q
Var() = EX) — Q0P = —= =5 =

o(X) = Var(X) = g

Loi de Poisson : X ~ P(4)
Une v.a. X est distribuée suivant une loi de Poisson de parametre A, notée P (A1), si et seulement

sipour k € N:

Ake

k!

Il n’y a pas d’expression simple de la fonction de répartition. Pour x € IN :

x Ake—l
Fo) ==50—

-1

P(X =k) =

E(X) =ZkP(X=k) =Z"+

26



k
E(X?) ZkzP(X ky = ZeLkAe”

(k-1
Zk Ae™? +Zk 1(k — D)Ake?
(k=D k= 1)!
- oA X AkeA
¥ k—2)!

k
= dedeh 4 2e—r 20t
k!
A+ 22

Puis :
Var(X) = E(X*) —E(X) =1
o(X) =V1

Exercice 18 : Urne
Une urne contient 9 boules blanches et une boule rouge.
1°) On répete dix fois de suite la procédure suivante : prélever une boule au hasard, noter sa
couleur, remettre la boule dans I’urne et mélanger.
a) Donner la loi de la variable aléatoire X qui retourne le nombre de tirages ou la boule rouge a
éteé tirée.
Solution : X est distribuée suivant une loi binomiale de paramétre n =10 et p = 1/10. On a donc :
. X(@Q)=[0,107;
2. VkeX(Q),P(X=k)=Cf (0,1)F(0,9)'**.
b) Calculer P(X = 2).
Solution : P(X=2) = C%, (0,1)> (0,9)® =45 x 10 x 0,430 = 19,37 %
2°) On répéte la procédure décrite ci-dessus jusqu’a ce que I’on obtienne la boule rouge.
a) Donner la loi de la variable aléatoire ¥ qui retourne le nombre de tirages nécessaires.
Solution : Y est distribuée suivant une loi géométrique de paramétre p = 1/10. On a donc :

k-1 k-1
Y(Q)=1N*etv1ceﬂv*,P(Y=k)=(1’;o) x =2

10 10k°

b) Calculer P(Y > E[Y]).
Solution : D’apres le cours, on a E[Y] = $= 10.

1

Alors P(Y> 10) = S0 P(Y = K= 532.01 () —54(2)" 22 (2)

En faisant le changement de variable i = k — 11, il vient
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i+10 10 1 10

~o(i0) i) =mlen) =G

= 10

P(Y > 10) = 1—10§ (%)

~ 34,87 %.

Exercice 19 : Approximations successives
On préleve au hasard (et sans remise) 15 pieces dans un lot de 500 pieces contenant 10 pieces
défectueuses. Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de piéces défectueuses trouvées.

1°) a) Préciser la loi de la variable aléatoire X ?

10

Solution : X suit une loi hypergéométrique de paramétres N = 500,n = 15etp = 00 = 0,02.

b) Calculer alors une valeur approchée de P(X = 0),P(X = 1),P(X =2),P(X =3)a 103
pres.

Solution : Posons N1 = Np = 10 (le nombre de pi¢ces défectueuses) et No = N — N1 = 490 (le
nombre de pieces correctes).

On a X (QQ) = [[max (0, n — N2), min (n, N1) |=[0, 10 = et

k c~n—k k ~15-k
CN1CNp — _ C10Caso

Vke[0,10],P(X=k)=

15
CIG CSOO
C15 490X%X---X476 Bon 476
S — X...X
Donc P (X=0) =22 = A5 — ~ 0,735
( ) Cslgo 500 ><1--5~'><486 500 X---X486 s >
P(X=1)= 10xClE, 10X 4g0x.xa77x15%10 0232
cis, 200 X486 500 x--x486 7
490X%---X478
CZyxCi3, 45% ; 490X---X478X15X14X45
PX=2)=2 = T ~ 0,031 et
( ) cas, 500 X X486 500 x--- X486 >

15!
PX>23)=1-PX=0)-PX=1)-P (X=2)=0,002.
2°) a) Par quelle loi Y la loi de X peut-elle étre approchée, et pourquoi ?

Solution : X peut étre approchée par une loi binomiale de paramétres n = 15 et p = 0,02, car le
rapport % est suffisamment petit pour que 1’approximation asymptotique (N — o) soit
acceptable. Plus concrétement, cela revient a considérer que comme #n = 15 est petit devant N
= 500, c’est approximativement comme si 1’on faisait des tirages avec remise, d’ou la loi
binomiale.

b) Reprendre alors, a I’aide de cette loi, les calculs de la question 1°) b).

Solution : On adonc Y () =[0, 15 = et

Vke[0,15],P(X=k)=Ckpt(l—p)y*=CK (0,02) (0,98)"*

Donc P (X=0) = (0,98)!°~ 0,739, P (X=1) =15 x 0,02 x (0,98)'* ~ 0,226,
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P (X=2)=105 x (0,02)* x (0,98)"* ~ 0,032 et
PX23)=1-PX=0-PX=1)-P(X=2)~0,003.

3°) a) Par quelle loi Z la loi de Y peut-elle étre approchée, et pourquoi ?

Solution :

Y peut étre approchée par une loi de Poisson de paramétre A = n x p = 0,3, car n peut étre
considéré comme grand et p comme petit.

b) Reprendre alors, a I’aide de cette loi, les calculs de la question 1°) b).

Solution :

k
OnadoncZ(Q)=ﬂVetheW,P(X=k)=e‘k%.

Donc P (X=0)=e %3~ 0,741, P (X=1)=0,3 x e 3 ~ 0,222,

P(X=2)= °'T3z>< e 0320,033etP(X23)=1-PX=0)—P(X=1)-P (X=2)~ 0,004.

Exercice 20 : Déduire la loi a partir de la fonction de répartition

Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On en tire n au hasard (n < N) sans remise.
Soit X le plus grand numéro tiré.

a) Donner la fonction de répartition de X.

Solution :

OnaX(Q)=[[rn,N] etVke[n,N],

P(X<k) =%= k! n(N-n)! k! ><(N—n)! _ k(k—l)...(k—n+1).
Cy nl(k—n)! N! (k—n)! N! N(N-1)..(N-n+1)
b) En déduire la loi de X.
Solution :
OnaX(Q)=[rn,N]etdoncP (X=n)= P(Xﬁn)=z—’z=cinet
N N
Vkel[n+1,NLP(X=k)=P(X<k)-P(X<k1)="Tzs
N
c¢) Application numérique a N = 5etn = 2.
Solution :
2
OnaX@Q)=[2,5]etP(X=2)===2=0,1,P(X<3)=2=2=03,
cZ 10 cZ 10

P(X=4)=0,6-03=03etP(X=5)=1-0,6=04.

Exercice 21 : Les controles de parité
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On note 1, le taux d’erreur par bit d’un canal de transmission, c’est-a-dire la probabilité pour
que, si ’on transmet un bit sur celui-ci, le bit recu soit inversé. On considére que T, est tres
petit devant 1.

Le controle de parité par bit de parité est un des systémes de controle les plus simples. Il consiste
a ajouter un bit supplémentaire a un mot de code de 7 bits (pour former un octet avec le bit de
parité) dont la valeur (0 ou 1) est telle que le nombre total de bits a 1 soit pair, par exemple. On
parle, dans ce cas, de bit de parité paire. Pour étre plus explicite le controle de parité avec un
bit de parité paire consiste a ajouter un 1 si le nombre de bits du mot de code est impair, et un
0 dans le cas contraire.

A la réception de I’octet transmis, le nombre de 1 dans celui-ci est contrdlé, et si ce nombre est
impair, une demande de retransmission est retournée a I’émetteur.

On fait ’hypothése (trés forte) que les erreurs de transmission sur chaque bit se produisent de
manicre indépendante entre elles.

1°) Quelle est, dans ce cas, la loi de la variable aléatoire N qui donne le nombre de bits mal
transmis dans un octet ?

Solution : Il s’agit d’une loi binomiale de parameétres n = 8 et p = To.

2°) Quelle est, en fonction de 7;, la probabilité pour qu’un octet soit transmis correctement
(donner la formule exacte, puis une approximation du premier ordre) ?

Solution : P (N =0) = (1-1t)® = 1 — 8.

3°) Quelle est, sachant qu’un octet est mal transmis, la probabilité 7, pour que I’erreur ne soit
pas détectée par le controle de parité (donner la formule exacte, puis une approximation du
premier ordre) ?

Solution :

P (N€{2,4,6,8})
P (N>0) ’

=P (N e {2,468 |N>0)=
P (N e {2,4,6,8})=%k_1 P(N = 2k)=Yj=1 C5*Tp2e (1 — 7,)87%K

=28 12 (1-1)® + 70 To*(1-1b)* + 28 To0(1-1p)> + T6° = 28 T2 (1-15)° ~ 28 11>
P(N>0)=1-PN=0)=1-(l-15)* ~1—(I—87)=8%w.

. 28 Tp2
Finalement 1, = S

=35 1.

Th

4°) Quelle est la loi de la variable aléatoire T qui donne le nombre de transmissions nécessaires
pour qu’un octet soit accepté (donner la loi exacte, puis des lois approximatives au premier et
au deuxiéme ordre) ?

Solution : 7 est une loi géométrique de parameétre p, avec :
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p=P(Ne{0,2,4,6,8)=Y5oP(N = 2k)=Y5—o C&*T ok (1 — 7,,)8 2K
= (1—1p)® + 28 12 (1-71)° + 70 o} (1—TH)* + 28 TH0(1—Tb)* + T ~ 1 — 81p..
Donc T(Q)=IN"etP (T=k)=p (1 -p)*-..
Au premier ordre : onap~1— 81, dou P (T=k)=p (1 —p)*' = (1 — 81) (8tp) ..

Alors, on a approximativement 7(Q) = {1, 2} car P (T = 1) = 1 — 8t et
P(T'=2)~(1-28t) (87) = 81».
Au deuxiéme ordre :onap ~ 1 — 8tp + 28 1> + 28 12 = 1 — 81 + 56 1%, d’our :

P(T=k=p(—-p)'=(1-8t+561%) (8 — 56 ).

Alors, on a approximativement 7(Q) = {1, 2, 3} car P (T = 1) = 1 — 81, + 56 1,° et
P(T=2)~(1—-8t +561°) (8T — 56 Tv°) ~ 8Tp — 56 Tv*> — 64 1p> = 87p — 120 142,
et P (T'=3)~ 64 1>
5°) Quelle est la probabilité pour que la transmission finalement acceptée par le récepteur soit
correcte (donner la formule exacte, puis une approximation au premier ordre et au deuxieme
ordre) ?
Solution :
Notons C I’événement dont on recherche la probabilité.
D’apres le théoreme des probabilités totales :
P(O)=P(CIN=0)xP(N=0)+P(C|Ne {1,3,5,7})xP(Ne {l,3,57})
+P(C|Ne {2,4,6,8})xP(Ne {2,4,6,8})
=P(N=0)+P(CO)xPWNe {l,3,57})+0xP(Ne {2,46,8}).
Explication : P (C | N=0) =1 est évident.
P(C|Ne {1,3,5 7})=P (C) parce que les retransmissions sont indépendantes entre elles (on
repart a z€ro).
P(C|N e {2,4,6,8})=0 parce que, dans ce cas, |’octet mal transmis n’est pas détecté par le

contrble de parité.

P (N=0) ___ P(N=0) _ P (N=0)
1-P (N€{1,3,57}) P (N€{0,2,4,6,8}) p

On obtient donc P (C) =

avec P (N=0) = (1-t)® ~ 1 — 81,

et p = (1-1p)® + 28 1> (1-11)° + 70 tp*(1—10)* + 28 1p0(1—1p)* + T0°.

Au premier ordre : P (N=0)= (1-t)*~ 1 -8t et p~ 1 — 81, d’ou P (C) = 1, ce qui est une
approximation guere satisfaisante.

Au deuxiéme ordre : P (N =0) = (1-)® ~ 1 — 81p + 28 11>
etp~1—8tp+28 > +28 1> = 1 — 81p + 56 12,
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1-8tp+28 Tp2

ot P (C) ~ ~ (1 — 81tp+ 28 12) x (1 + 876 — 56 T2 + 32 T2)

1-87,+56 T}2

=(1 -8t +28 t?) x (1 +81tp—24 w?) ~ | + 87p — 24 > — 87p — 641 + 281> = 1 — 60 Tv°.

Exercice 22 : Allumettes de Banach

Tout en faisant avancer 1’analyse fonctionnelle, Stefan Banach fumait la pipe. Comme il devait
souvent la ré-allumer et qu’il ne souhaitait pas perdre de temps, il mettait dans chaque poche
une boite d’allumette comportant au départ N allumettes chacune, et prélevait de temps en
temps une allumette dans I’une ou I’autre poche de maniére équiprobable. Il arrivait forcément
un moment ou il retirait la derniere allumette de 1’une des deux boites ...

L’objectif de ce probléme est de déterminer, pour k € [1, N] , la probabilité pour que quand
une des deux boites est vide, il reste £ allumettes dans la seconde. Pour cela, il faut déterminer
la loi X qui donne le nombre d’allumettes dans la boite restante. Ce nombre est naturellement
compris entre 1 et N et on a donc X(Q) = [1,N] .

1°) Montrer que, du fait de la symétrie du probléme, on peut considérer sans perte de généralité
que c’est la boite dans la poche droite, par exemple, qui est vidée la premiére et que X compte
donc le nombre d’allumettes restant dans la boite de la poche gauche.

Solution :

On peut utiliser la symétrie du probléme : si X est la variable qui compte le nombre d’allumettes
restantes, quelle que soit la boite qui a été vidée, on peut écrire, en utilisant le théoréme des
probabilités totales :

P(X=k)=P(X=k|DV)xP (DV)+P(X=k|GV)xP (GV)

ou DV et GV désignent les événements « la boite de droite (respectivement, de gauche) est
vide. » La symétrie du probléme permet de considérer que P (X =k | DV )=P(X=k| GV ) et
que P (DV)=P (GV) = % On a donc, par exemple, P (X=k)=P (X=4k|DV'), et on peut alors
se placer dans le cas ou c’est la boite de la poche de droite que I’on vide.

N1 \2N-k-1
2°) Montrer que P(X = k) = Coy k-1 (E)

Indication : Pour qu’il reste & allumettes dans la boite de gauche quand on retire la derniére
allumette de la boite de droite, il faut avoir auparavant retiré N- k allumettes de la boite de
gauche et N- 1 allumettes de la boite de droite.

Solution :

2N-k-1
G) est la probabilité d’une répartition particuliére des 2N — k — 1 tirages (probabilité de

1/2 de tirer dans la poche de gauche et probabilité de 1/2 de tirer dans la poche de droite).
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L’exposant est bien 2N — k — 1 et non 2N — k, car la dernicre allumette est forcément tirée dans
la poche de droite car on calcule une probabilité conditionnelle sachant DV.

CNv_1 compte le nombre de maniéres de répartir les N — 1 prises d’allumettes dans la poche
de droite parmi les (N — 1) + (N — k) =2N — k— 1 essais qui précédent le dernier.

Remarque :

En considérant I’expérience de Bernoulli ou prendre une allumette dans la poche de droite est
un succes et prendre une allumette dans la poche de gauche un échec, Alors, pour qu’il reste &
allumettes dans la boite de gauche quand la boite de droite se vide, il faut subir N — k échecs
avant d’atteindre la N ™ réussite.

La formule obtenue peut donc faire penser a celle d’'une loi binomiale négative (nombre

d’échecs pour atteindre la 7™ réussite), P (Nechees = k ) = Chyr—1 P'q", appliquée 2 N — k, avec

. . LpanEs e AR L . )
p =q=1/2 et r = N, mais on obtiendrait (E) au lieu de ( ) , ce qui donnerait, pour

2
N =1, une probabilit¢ P ( X =1 ) =%, ce qui est faux. Le probléme vient du fait que 1’on ne
sait pas quelle est la poche qui sera vidée en premier, donc on ne sait pas définir au préalable
ce qui est un échec et ce qui est une réussite. On est donc obligé d’appliquer le théoréme des
probabilités totales pour envisager ces deux possibilités, et le calcul des probabilités

conditionnelles ne considére qu’il n’y a que 2N — k — 1 tirages qui sont aléatoires, le dernier

étant déterminé par la condition (sa probabilité conditionnelle étant donc égale a 1).
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Variables aléatoires continues

Exercice 23 : Loi uniforme

Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [a, b]. On notera f sa densité et X sa
fonction de répartition.

1°) Donner X (2) et la densité f de X.

2°) Vérifier que P(X € R) = 1.

3°) Rappeler ce que signifie la fonction de répartition en terme de probabilité. Calculer la
fonction de répartition de X.

4°) Représenter graphiquement la densité et la fonction de répartition.

5°) Calculer I’espérance et la variance de X.

1°) X(2) = [a, b]. La densité f vaut ﬁ pour x € [a, b] et 0 ailleurs.
2°)P(X €ER) = [ f(x)dx = f:ﬁdx =1

J5 odt=0 six<a

3°) F) =P(X <x) = [* f)de =1 [, 0dt+f—dt_—“ sia<x<b

b—a

I 0dt+f dt+f 0dt =1 six=b

4°) A gauche la densité, a droite la fonction de répartition (source des images : Article Loi

uniforme continue de Wikipédia en francais) :

1.0
‘ 08}
b-a . &
' ool
04f
02+
C‘ <‘.> J 00 y
a b a b
o . X _ (b—a)(bta) _ a+b
3 )E(X) - f_ xf(x)dt _fa b— adt [Z(b a)] 2(b a) 2(b-a) T2
—as

2y — e 2 — ° xz — . —
E(X)_f_ooxf(x)dt_fab—adt_l3(b—a)a_3(b—a)

_(b-a)(b*+ab+a®) b*+ab+a
B 3(b — a) B 3
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Puis

b>+ab+a® (a+b)*> 4(b*+ab+a®)—3(a+b)?
3 4 12

_b*+a*—-2ab (b—a)’

B 12 12

Var(X) = E(X?) — E(X)? =

Exercice 24 : Densité de probabilité et fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle continue définie sur [0,10], de densité de probabilité f définie
par f(x) = C(x + 3) ou C une constante réelle.

1°) Calculer la constante C.

2°) Calculer la fonction de répartition de X.

3°) Calculer P(5 < X < 6).

4°) Calculer I’espérance et la variance de X.

Solution :

10

2
1°)Ona [1°Clx+3)dx = C ["— + 3x] =80C =1,d0u C = ~.
2 0 80
2°) Pour x <0, Fx (x) =0 et pour x > 10, Fx (x) = 1.

—+3x _ x*+6x
160 °

Pour x & [0,10], Fy(r) = [ C(t+3)dt—[—+3t] -

3°) Comme Fy est continue, on peut écrire P (5 <X<6)=P(5<X<6)=Fx(6)—Fx(5)

72 55___11

160 160"
4o)E(X)=$f01o(x2+3x)dx=$[x3_3 _] _i @_145 .
E(X2)= f (3 +3x2)dx——[x£ _] =1T.
V(X)=E(X2)—(E(X))2=1T75_2;‘;25=2520(;;21025 45175~725

Exercice 25 : Loi normale 1

Le kilométrage que des pneus d’une marque et d’un type donné peuvent parcourir avant
d’atteindre leur limite d’usure est distribué suivant une loi normale d’espérance 40 000 km et
d’écart-type 6 400 km.

Quelle est la probabilité pour que :

1°) un pneu parcourt plus de 40 000 km ?

2°) un pneu parcourt entre 30 000 et 35 000 km ?
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3°) un pneu parcourt encore au moins 10 000 km supplémentaires, étant donné qu’il a déja
parcouru 30 000 km ?

Solution :

Soit K la variable aléatoire représentant le kilométrage que les pneus peuvent parcourir avant
d’atteindre leur limite d’usure. On note U la loi normale centrée-réduite.

Les probabilités demandées sont :

K—-40000

1°) P (K>40000) = P (“22 > 0) = 0.5 ;

2°) P (30 000 < K < 35 000)=P(

30000—40000 < K—-40000 < 35000—40000)
6400 — 6400 6400

=P (-1,5625<U<-0,78125) =P (0,78125 < U < 1,5625) = 0,9409 — 0,7827 = 15,82 %

39) P (K > 40 000 | K =30 000) = P (K—40000 >0 | K—40000 30000—40000)
6400 6400 6400

_ _ P(U>0 n U2-1,5625) _  P(U>0)

=P U>0]|U=-1,5625) P(U2-1,5625) P(U2-1,5625)"

Or P (U>-1,5625) =P (U< 1,5625) = 0,9409,

0,5
0,9409

d’ou P (K>40 000 | K>30 000) = ~ 53,14 %

Exercice 26 : Loi normale 2

Si votre temps de déplacement de votre domicile a 1’école suit une loi normale d’espérance
40 minutes et d’écart-type 7 minutes.

1°) A quelle heure devez-vous quitter votre domicile pour avoir une probabilité d’au moins 90 %
de ne pas étre en retard en cours a § heures ?

2°) Si vous partez tous les matins a 7h 05, quelle est la probabilité pour que, sur une période de
22 semaines, vous soyez en retard plus d’une fois ? plus de deux fois ?

Solution :

1°) Soit 7T'la variable aléatoire représentant le temps de déplacement de votre domicile a 1’école.

Cherchons le temps de déplacement 7, tel que P ( 7<17,)>0,9.

T—40 _ ty—40

OnaP(TStd)20,9<:>P(TST)ZO,9©(D(

tq—40

)20,9

—40 . s . . . a4 .
& thZ ®1(0,9) = uo,9, fractile d’ordre 0,9 de la loi gaussienne centrée-réduite, cette derniére

inégalité étant justifiée par le fait que la fonction @ est croissante.

tqg—40

La table des fractiles donne > 1,2816 = 7 > 49 minutes.

11 faut donc partir avant 7h 11.
2°) On note U la loi normale centrée-réduite.

Calculons d’abord la probabilité d’arriver en retard en partant & 7h 05 :
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P ( T> 55) —p (T—74-0 > 55;40

)=P(U>2,1429)=1-P(U<2,1429)~1-09839

=1,61 %.

Le nombre N d’arrivées en retard au cours de la période est donc distribué suivant une loi
binomiale de paramétres n =22 x 5=110et p =0,0161. On a donc :
P(N>1)=1-P(N<1)

=1-0,9839"9— (110 x 0,0161 x 0,9839'%) = 53 %,

P(N>2)=1-P(N<2)

=1-0,9839!10— (110 x 0,0161 x 0,9839'%%) —

(=72 0,01612 x 0,98391%8 ) = 26 %.
Exercice 27 : Durée de fonctionnement d’un appareil électrique

Un appareil €lectrique fonctionne avec trois piles P;, j € {1,2,3}. La duré¢e de vie de la pile P;
est une variable al€atoire notée T;. On suppose que les variables aléatoires Ty, T, et Tssont
indépendantes entre elles et qu'elles sont toutes distribuées suivant une méme loi exponentielle
de parameétre 4 € R}

1°) Soit D la variable aléatoire ¢gale a la durée de fonctionnement de l'appareil €lectrique a
plein régime, c’est-a-dire avec les trois piles en état de marche. Déterminer la loi de D.
Solution :

OnaD (Q)=IR-.

D =Min (T, T», T3),donc P (D >1t)=P ((T\ > t) N (T2 > ) N (T3 > 1))

=P(Th>1t)x P(T2>1t) x P(T5>t) (car T1, T» et T3 sont indépendantes)
OrP(Ty>t)=1—-Fp(t)=e™

D’ou P(D >t) = (e‘“)3 = o b

PuisP(D<f)=1—-eM,

D est donc distribuée suivant une loi exponentielle de paramétre 3.

2°) Soit t € R%. On note N; la variable aléatoire donnant le nombre de piles en état de marche
a I’instant 7. Déterminer la loi de N;.

Solution :

Chaque pile j fonctionne a I’instant 7 avec une probabilité P ( 7;> ¢ ) = e ™. Comme les variables
aléatoires 71, 1> et 75 sont indépendantes entre elles, la variable aléatoire N; donnant le nombre
de piles en état de marche a I’instant ¢ est donc distribuée suivant une loi binomiale de

paramétres n =3 etp =e M.
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3°) L'appareil s'arréte de fonctionner dés que deux piles sont usées. On note T la variable
aléatoire égale au temps de fonctionnement de l'appareil électrique. Déterminer la loi de T
Solution :

Ona T(Q) = IR-.

Fr()=P(T<t)=P(T<t)=P(N,<2)=3eM(l-e™?+ (1l —e™)3
=3eM-_6eM+3eM +1-3eM+3e MM =13 M+ 2eM

et donc f7 (f) = Fr () = 6\ (e 2 — &™),

3°) Calculer l'espérance et 1’écart-type de T.

Solution :

Pour toute variable aléatoire X distribuée suivant une loi exponentielle de parameétre A, on a

E[X]= % = [77 t(Ae™*)dt, d’ou ;

= @2 —2At —3At _ (t*® —2)t +00 _3t 3 2
E[T]=6)[; t(e?* —e3)dt = [ t(2Ae™?)dt - 2 t(3he*)dt = — - —~
S
61
De méme, pour toute variable aléatoire X distribuée suivant une loi exponentielle de parameétre

I, 2 (e~ dt, d’ou :

X,onaE[Xz]=V[X]+(E[X])2=%

e

E[T?]1=6M [ t2(e ™24 — e™34)dt =3[ t2(2e 22 dt - 27" t?(3e 34 dt

6 4 3 4 19

T @M (BAZ 222 9aZ 182

19 25 13

OnadOHCV[T]=1812_36AZ =36lz'

Finalement, 1’écart-type de 7 vaut g.

Exercice 28 : Lois exponentielles et fiabilité

On ¢étudie la fiabilit¢ d’un systéme en s’intéressant a sa durée de fonctionnement sans panne,
donnée par une variable aléatoire notée 7, de densité f'et de fonction de répartition F.

1°) On définit la fonction de fiabilit¢ R du systéme comme une fonction du temps ¢ telle que
R(f) représente la probabilité pour que le systeme soit en bon état de fonctionnement a la date ¢.
Montrer que R = 1-F.

Indication : Si, a la date 7, le systéme est en bon état de fonctionnement, sa durée de
fonctionnement sans panne 7 est forcément supérieure a ¢. Et réciproquement.

Solution: V¢e IRrona:R(t{)=P(T>t)=1-P(T<t)=1-F({),doncR=1-F.

2°) On suppose dans cette question que la durée de fonctionnement sans panne est distribuée

suivant une loi exponentielle de parametre A.
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a) Exprimer la fonction de fiabilité R.
Solution : R(t) =1 — F(f) = e ™.
b) Vérifier que E[T] = [*" R(t)dL.
g X _ 1t ¢ _ 1
Solution : E[ T'] = [ e~ *dt = =
c) Si le systéme est en état de fonctionnement depuis une durée #, quelle est la probabilité pour

qu’il continue encore a fonctionner sans panne pendant une durée supplémentaire At ?

P(T>(t+At)NT>t) _ P(T>(t+At)) _ R(t+4t)
P(T>t) P(T>t) R(t)

Solution : P (T>t+At| T>t) =

e—A(t+4t)

=~ ¢

At
d) Pourquoi dit-on que la loi exponentielle est sans mémoire ?

Solution : Lorsque le systéme a fonctionné sans panne pendant une durée ¢z, la probabilité pour
qu’il continue encore a fonctionner sans panne pendant une durée supplémentaire Atz est
exactement la méme qu’a I’instant initial. Le fonctionnement passé du systéme n’a donc aucune

influence sur sa fiabilité future.

3°) On définit le taux de défaillance T du systéme comme une fonction du temps ¢ telle que

(t) = lim P(t<T<t+dt|T>t).
dt—0 dt
RI
Montrer que T = — e
Solution :
VtelRiona:
(6 = lim P(L<T<t+dt|T>t) _ lim P(t<T<t+dt) o (@ :
dt—0 dt dt—0 dt P(T>t) 1-F(t)
f f . ) ) DIAY R
donc T = T Mais f=F’=—R’, d’ou finalement : T =— =

4°) Montrer que lorsque T est distribuée suivant une loi exponentielle le taux de défaillance du
systeme est constant.

Solution :

Si T est distribuée suivant une loi exponentielle de parametre A :
VtelRiona:RO)=P(T>t)=1-P(T<t)=1-(1l-eM)=e™,

donc R’(f) = —A e = —-AR(f), donc R’ = —AR.

Il en découle que 1 est une fonction constante du temps, égale a A.

5°) On suppose que T est distribuée suivant une loi de Weibull de paramétre a et A de fonction
de densité f :t = al (At)©@ D e~ D% surle supportR,, aveca > 0et A > 0.

a) En remarquant que f's’exprime comme 1’opposé une dérivée, montrer que R(t) = e~ (0%
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Solution :

En remarquant que fest la dérivée de I’application ¢ =»—e =@, on a donc
F(t) = [, f(©)dt=[~e~] "= 1-e=0% dou R() = e=O0",

b) En déduire que 7 (t) = ad (At)@ D,

Solution :

Ri(t) _  —aA%t?le~(AD"
R(t) e—@An®

() =— = ol (M) ¢,

c) Interpréter, en fonction des valeurs du paramétre o les variations de T en fonction du temps.
Donner des exemples concrets de systtmes aveca > 1, a =1, a < 1.

Solution :

Il est clair que le taux de défaillance est une fonction croissante du temps pour a > 1,
décroissante pour a < 1, et constante (et égale a A) pour o = 1.

On peut donc considérer qu’une loi de Weibull modélise :

e pour a> 1, la durée de bon fonctionnement avant défaillance de tout systeme soumis a
une usure, ce qui est le cas de la plus grande part des systemes matériels. Exemples :
cartes ¢électroniques dans un ordinateur, pieéces mécaniques d’usures dans une
automobile, etc. ;

e pour a = 1, on remarquera que 1’on retombe dans le cas de la loi exponentielle qui
modélise la durée de bon fonctionnement avant défaillance de tout systéme qui ne s’use
pas. Ceci ne signifie pas que la durée de bon fonctionnement est infinie, mais
simplement que la probabilité de défaillance est la méme pour un matériel neuf ou un
matériel vieux, c’est-a-dire qu’elle est de caractére accidentel. Exemples : carosserie de
I’ordinateur, meubles, vaisselle, outils simples, comme les tournevis, les clés
(mécaniques ou autres) que 1’on perd mais qui ne s’usent pas vraiment ...

e pour a < I, la durée de bon fonctionnement avant défaillance de tout systéme qui se
bonifie avec le temps. Ceci est particulierement le cas durant la phase transitoire
d’adaptation d’un systéme a un nouvel environnement, ou un certain nombre de pannes,
dites “de jeunesse” ont tendance a devenir de moins en moins fréquentes avec le temps.
Exemple : réglages initiaux inadaptés d’un systeme matériel, bugs informatiques d’un

logiciel récemment développé, ...
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Fonction d’une variable aléatoire

Exercice 29 :

Soit X une variable aléatoire discréte ayant la distribution suivante :

x -1 0 1 2 ‘

P(X=x) 1/6 1/3 1/3 1/6 ‘

Soit Y = X2. Donner laloide Y.

Y(2) ={0,1,4}
P(Y=0)=P(X2=0)=P(X=0)=%
P(Y=1)=P(X2:1):P(X=1ouX:—1)=P(X=1)+P(X:—1):%+%:1/2

P(Y=y) | 1/3 |12 1/6 ‘

Exercice 30 : Espérance et variance d’une loi et de son inverse
Soit X une variable aléatoire continue de densité /' (x) = x sur le support [ 0, ¢ ].
1°) Déterminer la valeur de la constante c.

2°) Calculer I’espérance et la variance de X.

3°) Soit ¥ = %
a) Déterminer la loi de Y.
b) Déterminer E [ Y| de deux maniéres différentes (dont une qui est immédiate).
c) Que peut-on dire de la variance de ¥ ?

Solution :

279€ 2
1°) Pour que f'soit une densité on doit avoir | OC xdx= [x?] = % =1,d’otc=v2.
0
V2
o = V2 2 — x_3 =@
29)E[X]=] xdx—[3]0 =

V2
E[X2]=f0ﬁx3dx=[x:] =1, douV[X]=E[X’]-E[X]*=1-2=
0

Nl

3°)a)Ona Y (Q)= [%;+oo[.
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Pourx e Y(Q), Fr() =P (Y<x)=P (3 <x)=P (x23)=1-F (3).

1

, 1 1
doufr(v) =5 (3) =
b) E [ Y] peut étre déterminé simplement en appliquant la formule E [ ¢ (X) | = [ ¢ (x)f (x)dx.

OnadoncE[Y]=f0\/5§dx=f0ﬁdx=\/§.

On peut également déterminer E [ Y] a partir de la loi de Y :

+o0 x +oo dx__

E[Y]=f1/\/§x3 1/\/—x [ ]1/\/—

o o x2 1 o g o o
¢) Enrevanche, E [ Y2 | n’existe pas car la fonction x — = n’est pas intégrable au voisinage

de I’infini.

Conclusion : La variance de Y n’existe pas.

Exercice 31 : Génération d’une loi continue

Soit X une variable aléatoire continue dont ’inverse Fx ' de la fonction de répartition Fx est
connue. Soient U une loi uniforme sur [0 ; 1] et Y= Fx~ ().

Quelle est la distribution de Y ?

Application : En déduire un algorithme pour générer des nombres pseudo-aléatoires distribués
suivant une loi exponentielle en utilisant un générateur pseudo-aléatoire uniforme sur [0 ; 1].
Solution :

Soit Fy la fonction de répartition de répartition de Y. Pour tout x de X(€2), on a :

Fy(x)=P (Y<x)=P (Fx {(U)<x) =P (U< Fx(x)) = Fx(x).

On en déduit que Y a la méme distribution que X.

Application :

Pour X~ E(V),ona Fyx:x 1 —e™ douFxy':y % In(1 - y).

Donc, en remarquant que si U ~ 'U[o; 1, alors 1 — U ~ 'U[o; 1, laloiY = —%ln (U) est

distribuée suivant une loi exponentielle de parametre A, d’ou I’algorithme de génération
ci-dessous :

u <« tirage uniforme sur [0 ; 1] ;

y e —2In@;

Retourner y.
Exercice 32 : Fonctions d’une variable aléatoire

1°) Cas discret
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Soit X une variable aléatoire uniforme sur [ 1, z ]).
a) Déterminer la loi de Y =X 2.

b) Déterminer la loi de Z= X2 —%X.

Indication : Les valeurs prises par Z sont les k2 -2k, pour k € [1,7]).

Application numérique : n =38, 9, 10.

Solution :

1°)OnaX(Q)=[1,n] etheX(Q),P(X=k)=%.

a) Comme I’application x —x? est bijective, on a simplement :

YQ)={K ;ke[l,n] },etcommeV K € Y (Q), 3! k € X (Q) tel que K = &?,
P(Y=K)=P(X=k)=-.

b) On a Z(Q) = {kz ~Zkkeo, n]]}.

Donc, VK € Z(Q),3 ke X(Q) tel que K = k? — gk, mais k& n’est pas forcément unique.

Dans ce cas,

2 n — 1,2 n — i —
P(Z = k) =P(X —5X=k —Ek)—P<(X—k)(X+k)—§(X—k)—0>

=p (X—k)(x+k—ﬁ) =0 =P(X=kouX=E—k)
2 2
=P(X=k)+P(X=3—k)—P(X=ketxzf—k).
2 2

Si n est impair, ’événement X = 2 — k est impossible, et I’on retrouve la relation
P(Z=K)=P(X=k)==.
Si n est pair, ’événement "X = ketX = % — k" n’est pas I’événement impossible si et
seulement si X = g— ke k= %-

Dong, si n est pair, mais non multiple de 4, I’événement "X = ket X = Z — k" est impossible
p p > p

n
etilendécoulequeP(Z=K)=P(X=k)+P[X= 2—k]:

-pourk e [1,">-1],P(Z=K)=

SN

b

n

n
- pour k € [[”/z,n]],P(Z=K)=%,carcomme 2—k<10naP[X= 2—k]=0.

Enfin, si n est multiple de 4, on a :
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_pourke[[O,n/2|[\{n/4},P(Z=K)=%;

-pourke {"s} U [n/2,n],P(Z=K)=

S |-

Application :
a)n=8:X(Q)=[1,8 Jet Z=X?-4X, donc Z(Q) = {-3, 0, 5, 12, 21, 32} comme le montre

le tableau ci-dessous :

X 1 2 3 4 5 6 7 8 |
X2-4x [ -3 [-4 [ -3 ] 0 5 12 | 21 | 32 |

OnaP(Z=-3)=P(X=1)+P(X=3) =t
Ve (%=2}U [%=4,8],P(Z=R-4)=PX =k~

D)n=9:XQ)=[1,9] etZ=X?>-"h X, ZQ)={~"h,—5,-°h,2,%, 9,3/, 28, %)}

comme le montre le tableau ci-dessous :

2
-5

4
-2

9
81

X 1
o | 2
2 2

3
x2-2x —
2 2

DN | U1|n
w
ul

Vke[L9N.P(Z=F-40)=PX=k="

)n=10:X(Q)=[1,10] et Z=X?-5X, donc Z(Q) = {4, -6, 0, 6, 14, 24, 36, 50} comme

le montre le tableau ci-dessous :

X 1 2 3 4 7 8 9 10 |
X2-5x | -4 -6]-6]-4] 0 6 14 | 24 | 36 | 50 |

W
(@)

OnaP(Z=-4)=P(X=1)+P(X=4) =—etP(Z=-6)=P(X=2)+P(X=3) ==.
Vke[°»=5101,P(Z=F-4)=PX=k==

2°) Cas continu

Soit X une variable aléatoire uniforme sur [ 0, n ].

a) Déterminer la loi de Y =X 2.

b) Déterminer la loi de Z=X?— %X

Indication : Etudier la fonction ¢ : x — x> — gx sur [ 0, n ], résoudre I’inéquation
o(X) Sx@Xz—gX—xi 0

et remarquer que, X étant uniforme, sa fonction de répartition s’exprime trés simplement.
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Solution :
2°) Ona X(Q)=[0,n]etfi(x)==etdonc, V x € X(Q), Fx (x) ==.

a)OnaY(Q)=[0,n].

Fy(x)=P(Y<x)=P(X?<x)=P (X <+x)= FX(\/_)=— d>ou fy (x) =

b) En étudiant la fonction ¢ : x = x*>— —x sur [ 0, n ], on obtient Z(QQ) = [——; —]|.

162

PourxSO,onan(x)=P(ZSx)=P[XZ—EXSx]=P[X2——X—x§0]

2 2
L avec xl———% ’%+4xetm=% % /n—+4x
1 |n? DS _ 2
DOHCFz()C)—; T+4x,d0ufz(x)— JT
n —+4x

Remarque : F; (— —) Oet Fz(0)==

=P(Xe[x; xz])_

PouerO,onan(x)=P(Z§x)=P[XZ—EXSx]=P[X2—3X—x§0]
2
_}>()(<xz)———i+2L ’n:+4x,d’of1fz(x)= 2 .
n n/nT+4-x
1 9n2
Remarque Fz(0)=—etFZ ——+— ’ o ’T=l.

2\/—'
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CHAPITRE 3 : VECTEURS ALEATOIRES

Vecteurs discrets

Exercice 33 :

On considere le domaine D du plan correspondant au triangle dont les sommets sont les points
(0,0), (0,5) et (3,0). Le domaine D est donc délimité par les trois droites d’équations respectives
x=0,y=0etS5x+3y=15.

On considere un vecteur discret V' = (X, Y) de support Dy= { (x,y) € D,t.q.x € INety € IN }
(c’est-a-dire I’ensemble des points de D de coordonnée entiere).

1°) Dans le cas ou V est uniforme :

a) Déterminer les lois marginales de X et Y.

b) Déterminer la loi de la somme S=X+ Y.
2°) Mémes questions pour ¥ défini sur le méme support par P (V' = (x, y)) = k (x + 1), ol k est
une constante a déterminer.

Solution :
1°) On a Card (V(Q)) = 13,
donc V (x,y) € V(Q), P(V = (x,y)) = %
OnaX(Q)= [0,3], et X =0) =, P(X=1)==,
—y =2 —3)=L
P(X=2)=Z et P(X=3)= =,
OnaY(Q)= [0, 5], et P(Y =0)=— P(Y=1)==,
P(Y=2)=P(Y=3)=ZetP(Y=4)=P(Y=5)=—.
P(X=3) x P(Y=5) = 1—29 + P(V = (3,5)) = 0, donc les variables X et Y ne sont pas

indépendantes.

OnaS(Q)=[1,5],etP(S=0)=—P(S=1)==PS=2)==,P(S=3)=—,

P(S=4)=ZctP(S=5)=—.

1
24"

2°) Onak (6x1 +4x2 +2x3 + [x4) =24k =1 = k =

P(X=3)=—==
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1+2+43+4 1

14243 _ 6
24 24’

Ona Y(Q) = [1, 5], et P(Y = 0) = S P(Y=1)=

21 2_
P(Y=2)=P(Y=3)=""="etP(Y=4)=P(Y=5)=—.

1
24’

3
24’

6
24’

OnaS(Q)=[1,5],etP(S=0)=—P(S=1)=—,P(S=2)= P(S=3)=£»

P(S=4)=—ctP(S=5)=—.

Exercice 34 : Jetons

Une urne contient un jeton numéroté 1, deux jetons numérotés 2, trois jetons numérotés 3 et
quatre jetons numérotés 4. On tire, sans remise, deux jetons. Soit X; la variable aléatoire
donnant le numéro du premier jeton tiré et X> la variable aléatoire donnant le numéro du second
jeton tiré.

1°) Déterminer la loi de Xj.

Solution :

On a 10 jetons.

_ —1)=2L~ =9 =2 = =2 —4) =2
Xi(Q)=[1,4]etPXi=1)=—, P(X1=2) o P =3)=—, P(X1=4) o
2°) Déterminer la loi du vecteur V' = (X1, X2).

Solution :

OnaV(Q)=[1471°-{1,1)}.
ix(i-1)

Pouri#/, P (Xi=inXo=j)="LetP (Xi=inXp=i)=""

On obtient ainsi le tableau de probabilités ci-dessous (données 1/90°m¢s)

X2\ Xa 1 2 3 4 P(X2=1)
1 0 2 3 4 9
2 2 2 6 8 18
3 3 6 6 | 12 27
4 4 8 | 12 | 12 36
PXi=/))| 9 | 18 | 27 | 36

3°) En déduire la loi de X>.

Solution : Il s’agit de la loi marginale donnée sur la derniére colonne du tableau. On retrouve
la méme loi que celle de Xi.

4°) Déterminer P(X> > X1).

Solution : I1 suffit de sommer les probabilités correspondant a cet évenement dans le tableau.

On obtient P(X> > X7) = %.

5°) Déterminer la loi de R = % et calculer E[R].
1
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Solution :

Rajoutons les valeurs de ;2 dans le tableau des probabilités de V' :

1

X2\ Xa 1 2 3 4
1 0;1 ) 3 41y
2 2;2 ; 1 6 ;% 8;
3 3;3 6;3h 6;1 12 ;3/4
4 44 8;2 12;%; | 1251
La loi de R est donc donnée par le tableau ci-dessous :
r Uy | W | W | 2% | 1 Y5 | 3 2 3 4 |
PR=7r) | *0 | o0 | o | S0 | leo | %0 | 2o | o0 | eo | 3s0 | “s0 |
Onadonc E[R] = (1 +1+5+4+9+20+16+9+20+9+16) ==

Exercice 35 :

On considére un vecteur discret V' = (X, Y) défini sur "(Q) = { (x,y) € Zt.q. | x| +|y|<2}.

1°) Dessiner le support V(Q).

2°)OnaP(V=(xy))=

a) Sur la figure, écrire les valeurs de | 2x —y — 1 | a c6té de chaque point (x, »).
b) Déterminer la valeur de la constante C.
3°) Déterminer les lois marginales de V.

4°) Déterminer la loi de S=X+ Y.

5°) Calculer E [ XY .

Solution :

C

| 2x-y—1|

1°) (Q) est contient les points représentés par les croix :

2°) a) Les valeurs sont écrites entre parenthéses.
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Yy
2%@3)
4) 0)
X 1%(2) X
S O3 x(l) H 3
=2 —Il 1 2 X
X —1X%X(0 X
(2) $ (2
-2 X(1)

b) La somme des probabilités est égale a %, donc C =27.

3°) Pour trouver la loi de X, on somme les probabilités des points

qui se trouvent sur une méme droite verticale (x constant).
X@)=[-2,21,PX=-2)=, P(X=-1)=—,
—0)=-_~ =2 =n=23
P(X—O)—27,P(X D=_etP(X=2)=_—.
Pour trouver la loi de Y, on somme les probabilités des points qui se trouvent sur une méme
droite horizontale (y constant).
_ - =L — =2
Y@= [-2.21.P(Y=-2)== P(Y=-1)==,
—0)=2 =1 =2 — )=
PY=0)=_,P¥=1)=_ctP(¥ 2) pyet

4°) Pour trouver la loi de S, on somme les probabilités des points qui se trouvent sur une méme

droite de pente égale a —1 (x + y constant)
2
27’

S@Q)=[-2,27,P(S=-2)= P(S=—1)=%,

P(S=0)=L,P(S=1)==etP(S=2)=—.
5°) On applique la formule de transfert : E [ XY | =Xy y)ev (o) XYP(V = (x,¥)).

Le produit xy s’annule pour tous les points qui sont sur I’axe. On a donc :
4

E[XV]=ox 1 x1+x 1 x14+2x—1 x—1+2x1x-1=——
27 27 27 27 27

Exercice 36 :
Soit p et g deux réels vérifiantp € 10 ; 1 [ et g = 1 — p. Soient X, Y deux variables aléatoires
indépendantes et telles que :
XQ)=YQ)=INetVkeIN,P(X=k) =P (Y=k)=pqg-.
1°) Soient S = X + Y et Z une loi ayant méme distribution que X et Y et indépendante de S.
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a) Déterminer la loi de S.

b) Pour tout entier k£ € IN, calculer P ( Z> k).

c) Calculer la probabilité de 1'événement S < Z.

Indication : utiliser le résultat de la question précédente.
2°)Onpose V=inf(X, V) et W=X-Y.

a) Déterminer la loi du vecteur (V, W).

Indication : en fonction du signe de W, V' sera égale a Xoua Y.
b) Déterminer les lois de V et de W.

Solution :

1°) a) On a S(Q2) = IN , et comme X et Y sont indépendantes :
P(S=k)=Z,P (X =0 P ¥ =k-0=X(pq") - (pg"™) = Zio p*a"= (k+1) pg *
b)Y P(Z2k)=3{%P (Z =0 =3{%pq'=pg* f%q‘—& q".

c) En appliquant le théoréme des probabilités totales :
P(S<Z)=XiS%P(S<DnS=k)=XSP(Z=k)n (S =k)).

Comme Z et S sont mdependantes :
P(S<Z)=Xt5%P(Z=k)-P(S=k)=XI%q"(k+ Dp?q*=p? XI5k + 1)q% =
p? Xi1 k(@)

\ r — 1
Or d’aprés un résultat du cours, Y% kx*~1=——

1-x)?%

p? 1
Donc, on obtient P (S<Z) = . q2)2 = o

2°) a) Notons U= (V, W). On a V(QQ) =IN et W(Q)=Z , donc U(Q) =IN x Z.

Vi, ) e NxZ,P[U=(k,)]=P[(inf(X,)=k)nX-Y=])].

1" cas : />0, donc X> Y, donc inf (X, Y) =Y, donc :
P[U=(kD]=P(Y=knX=k+1)=P(X=k+1).P(Y=k)=pg"'pg"=p’q* "
2°m¢ ¢cas : [ < 0, donc X < Y, donc inf (X, Y) = X, donc :
P{[U=(kD]=P(X=knY=k-1)=P(X=k).P(Y=k-1)=pg'pgd~" =p*q*".
Finalement, P [ U = (k, [) ] = p?¢* *!"l.

b)Loide V: M(Q)=INetP (V=k)=X;{=, P((V=Kk)n W =) = /=, p?q**q"

=P+ 2515 aD=prg (1+ —) =pg*(1 + q).

Loide W: W(Q)=ZetP (W=k)=%i% P ((V=k)n (W = 1)) =3i% p2q*q!

(q2)k= p?q" _ pql!

= 2 Iy +®
Pq"Ers, T 1rq
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Exercice 37 :

Soit V = (X,Y) un vecteur défini sur V(2) = {(x,y) E N> t.q.y > 0,x > yet2x +y < 12}.
1°) Dessiner le support V (£2).

2°YOnaP(V = (x,y)) = k§

Sur la figure, écrire les valeurs de % a coté de chaque point (x, y).

Déterminer la valeur la constante k.
3°) Déterminer les lois marginales de V.

4°) Déterminer laloide S = X + Y.

5°) Calculer E E]
Solution :
1°) (Q) est contient les points représentés

par les croix :

29)b)Onak(2+3+4+543%+2+%+4)=1=Tk=1=k==.

3°) Pour trouver la loi de X, on somme les probabilités des points qui se trouvent sur une méme

droite verticale (x constant).

6 3 27 22 11
X@=[251,Pr=0)=2=2 P(x=3)=2Z px=4=2-1
etP(X=5)="

Pour trouver la loi de Y, on somme les probabilités des points qui se trouvent sur une méme

droite horizontale (y constant).

42 21 18
¥Q)=[L31,P(¥=D)===ZP(¥=2)=

_18_29 —h=2_-1
” 32etP(Y 3) .
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4°) Pour trouver la loi de S, on somme les probabilités des points qui se trouvent sur une méme

droite de pente égale a —1 (x + y constant)

S@=10371,P(=3)=2=,P(S=4)=2=,P(S=5)=—2, P(S=6)==
etP(S=7)=—.

5°) On applique la formule de transfert :

Y 3 3
E [}] Famev@ 2PV = (57)) = Zpevi > X ki = Card (N(Q)) x k=8 x ===
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Vecteurs continus

Exercice 38 : Fonction de répartition d’un couple

Soit V un vecteur uniforme sur V(2) = [0,1]? et soit F sa fonction de répartition.

Que vaut F(x,y) pour (x,y) € V(2)?

Pour la loi uniforme d’un couple, la probabilité d’appartenir a un domaine (inclus dans V (2))
est proportionnel a 1’aire du domaine.

Aire du rectangle hachuré [0, x] X [0, y]
Flry) =PX = xY < y)= Aire du carré [0,1]? X

V()

\ 4

Exercice 39 :

Soit V' = (X, Y) un vecteur aléatoire continu de densité fy(x,y)=kx3y*> sur le support
MQ)=[0;3]1x[0;2].

1°) Déterminer la constante .

2°) Déterminer la fonction de répartition de V.

3°) CalculerP (Ve [0;17]%).

4°) Déterminer la loi de la composante X.

5°) Calculer P (1 <X<2).

Solution :
2 3
19) [ 2 kxdy? dxdy = [ kx? [y;]o dx =2k ["7]0 =54k =1=k=21.

2°)Six<0ouy<0,Fr(x,y)=0etsix>3ety>2, Fr(x,y)=1.

. 1 31Y 3 47X 4.3
Si (x,7) € M), Fr (v, y) =k [} [} wivPdvdu =3 [ 5] de= 5[] =750

3
Six>3ety<2, Fr(xy) =Fr(3,y ="

4
Six<3ety>2, Fr(xy) =Fr(x,2)=1
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1
648’

3P (Vel[0:1P)=Fr(, 1)=
4°) Ona X(Q) = [ 053 | et Fy(x) = Fr (x,2) = =, d’o fir(x) = 2.

5P (1<X<2)=Fx(2)-Fx(1) =

Exercice 40 :

Considérons le couple de variables aléatoires V = (X,Y) de densité f(x,y) = kxy pour
(x,y) € V(Q) avec V() = {(x,y) € RZ telsque 2x +y < 2}.

1°) Dessiner V(Q)

2°) Déterminer k .

3°) Déterminer la loi marginale de X .

1°)
2°) Intégrons la densité sur V(L) :.

1 2(1-%) 1 yz
f(x,y)dxdy f f kxydydx =k f X l—l
o Jo 0 2

1 2 s 1
=2kf (x — 2x2 + x3)dx = 2k ———+—l
0 0

2 3 4

1 2 1 1
=2k(3-3+3) =5k

Cette intégrale vaut par ailleurs 1, ce qui donne k = 6.

3°) Nous avons pour x € X(Q) =[0,1] :

2(1—x) 1

dx = 2kf x(1 — x)?dx
0

V(@) 0

2(1-x)

fx(x) = f kxy dy = 2kx(1 — x)?
0

Exercice 41 :

Soit ¥ = (X, Y) un vecteur aléatoire (X, Y) tel que V(Q) = [0 ; 4] ? et de fonction de répartition

Fy (x,y) =k (x*y + 2x)?) pour (x,y) € [0; 4]%.

1°) Déterminer la valeur de la constante £.

2°) Montrer que la fonction de densité de V est fy (x, ) = 2k (x + 2y).

3°) Calculer la probabilité pour que V appartienne a la zone grisée ci-dessous.
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Solution :
1°)OnaFy(4,4)=1=192k=1=k=—.

o _0 (o 2 2y = 2.9 (.2 -

2 )fV(x,y)—a(ak(x y + 2xy ))—ka(x + 4xy)=2k (x + 2y).

81-24 57
192 192°

3°) Cette probabilité est égale a Fy (3, 3)— Fr(2,2) =

Exercice 42 :
Soit V= (X, Y) un vecteur aléatoire dont la densité est définie par :
Foory (6 y) = {% si(x—1D*+y* <1
0 sinon
1°) A quel type de loi de probabilité appartient la loi du vecteur V' ?
Solution : V est distribué suivant une loi uniforme (sur le disque de rayon 1 et de centre (1, 0)).
2°) Quel est le support de la fonction de densité de V' ?
Solution :
Le support de la fonction de densité de V est le disque D de rayon 1 et centré en (1,0).

3°) Déterminer la valeur de k.

Solution :

On doit avoir [, fix.v)(x, y)dxdy="x Aire(D) = k= 1.

4°) Calculer P ( X+ Y>0).

Solution :

Comme la distribution est uniforme, P ( X+ Y > 0) est égale au rapport de la surface “au dessus
de” la courbe y = —x divisé par la surface du disque.

L’aire du disque est égale a &, et celle de la surface “au dessus de” la courbe y = —x est égale au

trois quart du disque, %, plus I’aire du triangle, %
Finalement, P ( X+ Y > 0) = a2 3, Py 0,909.
Exercice 43 :
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Soit ¥V = (X, Y) un vecteur de densité \/% sur [ 0; 1]% Calculer E [\/7 ] de deux maniéres

différentes :

1°) En déterminant la loi de Y a partir de celle de V, puis en calculant de maniere classique.
2°) En considérant la fonction @ : (x, y) = \/} comme une fonction de V.

Solution :

o —70- I
1°)Ona Y(Q)=[0; l]etfy(y)—fo \/;dx 5
1 2
En utilisant la formule de transfert, on obtient E [VY] = f 0 \/3_1 ? dy = 2
y

2°) En considérant la fonction @ : (x, y) = ﬁ comme une fonction de V, on peut directement

utiliser la formule de transfert pour un vecteur :

E[VY]| = E[e(V)] = fol folcb(x,y)fv(x,y)dydx = fol fol\/}\/%dydx = fol fOl\/Edydx

2

1
:fo\/zdng

Exercice 44 :

Soit (X, Y) un vecteur défini sur le support [ -1 ; 1 ]* par la fonction de densité

S, y) =k (x*+)2).
1°) Calculer la valeur de £.

Solution :

Ona: [* [1 k(x®+y?)dxdy = 4k [} [ k(x? + y*)dxdy = 8k [, [} x*dxdy
(car | 01 ) 01 y2dxdy = f01 f01 y2dydx (interversion des intégrales)

= [ 01 ) 01 x2dxdy (interversion des variables d’intégration) )

8k

_ 1137t _ _3
=8k fy 5] dv=F=1=k=2

2°) Calculer les probabilités suivantes :
AP (Vel-;%]%);
Solution :

i 1 i 1
P(Vel[-;%]?)=2% [2(x2 + y?)dxdy = 3 [2 [Zx2dxdy = —
2 2

16
b)P(X>7Y);

Solution :
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OnaQ=“X>Y"U“X<Y”U“X=Y”,doncP(X>Y)+P(X<Y)+P(X=Y)=1.
1

OrP(X=Y) =§f_21f;(x2 + y?)dxdy = 0 et, par symétrie, P (X>Y)=P(X<Y),dou
2

P(X>Y)=".

)P (Y>205nX=0).

Solution :

P(Y205nX=0)=2"[" (x?+y?)dydx = 0.

3°) Déterminer la loi marginale de X et de Y.

Solution :

OnaX (@ =[-1:1Tetfr(0)=2[" (Z+y?dy =3 |x2y + yg—s]:) =2(x?+3)

3

Par symétrieona Y (Q)=[-1;1]etfr(y) =Z(y2 + g)

Exercice 45 : Formule de transfert

Soit V = (X,Y) un vecteur continu, de densité f défini sur V(2) = {(x,y) € [0,1]?: x >
y } par:

Que vaut E l \/%l ?

v (6) € V@), f(x,y) =5 /xy.

y=x
A
1
. V@)
0 x 1 >
gl |X f * f(x,y)dxd f X 1xd flfx%dd flgxzd
—| = —f(x,y)dxdy = ——dxdy = ——dydx = | ——=dx
21 Jvay %Y V(@) 2V2 o Jo 2V2 0 2V2
3
242
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Exercice 46 : Transformation en coordonnées polaires
SoitV = (X,Y) et W = (R, 09), avec R(Q) = R*,0(Q) = [0,27] et

{Xchos@
Y =Rsin®

On note fy; et f, les densités respectives de W et V.

1°) Donner la fonction i telle que V = ¥ (Q).

2°) Donner le Jacobien de 1.

3°) En déduire fi, si fy,(x,y) = 4xy et V(Q) = {(x,y) € R®telsquex =0,y = 0etx? +
y? <1}

1°)y : (r,8) - (rcosf,rsinf)

cosf —rsinf| _

2°) Le Jacobien de ¥ vaut [, (r,0) = |sin 0 rcosh

3°) Nous savons que fy, (1, 0) = |]¢(r, 9)| X fwly()]. D’ou
r3
fw(r,0) =rf,(rcosf,rsinf) =r3cosfHsinh = ?sin 260

pour (r,0) € W(Q) = [0,1] x [0, g].

Exercice 47 :
Soit V= (X, Y) un vecteur aléatoire défini par :
VQ)=[0;1PetV (x,y) € V(Q), fr(x,y)=x+y.
1°) Déterminer laloide S=X+ Y.
2°) Soit W= (X, S).
a) Déterminer et représenter graphiquement W (Q).
b) Déterminer la fonction de densité de W.
c¢) Déduire de la question précédente la loi de S.
Solution :

1°) Ona S (Q)=[0;?2].
5 S pS—x s y2157%
Sis<1 :Fs(s)=f0 fo (x + y)dydx :fo [xy+7]0 dx
zfs(x(S—x)+ﬂ)dx=lfs(sz—x2)dx=1[szx—£]s 2
0 2 270 2 0
Donc, pour s < 1, fs (s) = 52
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Sis>1:Fs(s) = fos_l fol(x + y)dydx + fsl_l fos_x(x + y)dydx =—§ + s? —§

Donc fs(s) = 2s — 52

2°)a) W= (X, 8)= (X, X +7), donc W (Q)={(x,xty),x,y € [0; 1] }.
Représentation graphique de W(Q) :

S
2 -

S
>< ““‘““:"/
S

b) La relation W = @(V) = ¢(X, Y) s’écrit matriciellement ()5{) = (1 0) (X)

(XJ
D P yr Y)_(1 0\X
La relation réciproque V' = ¢ ' (V) = y(W) s’écrit donc (_ 1 1) ( S)'

D’aprés le cours, on a fir (x, s) = fr (y(x, 5)) x | Jy (x, 5) | = fr(x, y) x | Jy (x, 5) |, ou | Jy (x, 5) |

désigne le jacobien de v, c’est-a-dire le déterminant de la matrice jacobienne de .

Ici, y est une application linéaire (x, s) = (318? 3) = (_xx+ s)’ donc la matrice jacobienne
2 ]
G
_ ox as _ 5 3 _
de y est Jy (x, s) = awy By (_1 1),dou|J\4,()c,s)‘ 1.
ox ds

D’autre part, fr(x, y) =x + y =s, donc, finalement :

vV (x,5) € W(Q), fw(x,s)=s.

c) Il suffit de déterminer la loi marginale de S sur W(Q) :
Sis<1,fs(s)= fos sdx [sx]§ = s?,

etsis>1, fs(s)= fsl_l sdx=[sx]l_;=s—s(s—1)=2s—s°
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CHAPITRE 4 : INDEPENDANCE ET CORRELATION

Exercice 48 :
Soit V = (X,Y) un vecteur aléatoire discret et uniforme sur
V(@) ={(12),(2,3), 34}
1°) Donner la covariance de X et Y.
2°) Donner le coefficient de corrélation linéaire de X et Y.
3°) X et Y sont-elles indépendantes ? Sont-elles corrélées linéairement ?

Solution :
1°) Nous avons : E(X) = 2,E(Y) = 3,E(XY) = %.
Puis
2
cov(X,Y) = E(XY) — EQOE(Y) =3

2°) Les variables X et Y ont une relation affine positive (Y = X + 1) donc p(X,Y) = +1.

On peut retrouver ce résultat par le calcul. Nous avons
2

Var(X) = E(X?) —E(X)2=Z=—4 ="

Var(Y) = E(Y*2) —E(Y)? = 23—9 —9= §
Puis :
cov(X,Y) cov(X,Y)

c(X)a(Y) JVar(X)Var(Y) -

p(X,Y) =

3°) cov(X,Y) #+ 0 donc X et Y sont corrélées. Il suit que X et ¥ ne sont pas indépendantes.

Exercice 49 :
Soit X uniforme sur {—1,0,1} et Y = X2. Montrer que X et Y ne sont pas indépendantes mais

sont en revanche corrélées linéairement.

Exercice 50 :
Soit V = (X,Y) un vecteur aléatoire de densité fy (x,y) = k (x + y) sur le domaine
D={(x))eR*:x20,y>20,x+y<1}.
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1°) Déterminer la valeur de k.
2°) Déterminer les densités marginales des composantes X et Y.
3°) Calculer la covariance de X et Y.
4°) Calculer le coefficient de corrélation lin¢aire de X et Y.
5°) X et Y sont-elles indépendantes ? Sont-elles corrélées linéairement ?
Solution :
1°) [ fy G, y)dydx =k [ [(x + y)dydx
=k [[xy +y2/2] 5 dx
=kf[x(1—x) +¥]dx

k

=2 J(1 = x*)dx
1
—Ex-Z] “E-1sk-3
2 3l 3

2°) fi(x) = 3/ (x + y)dy = =(1 — x?), donc par symétrie fi(y) = (1 — 7).
3°) cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y].

4 1

BN =2 [ x(1 - x2)dx=2[% - 2] =2=E[]

2 4

E[XY] =3 [xy(x + y)dydx
1-x

[+

=3[R 4 2 gy
=%f(2x —3x% 4+ xMdx
511
e
D'ou finalement cov(X,Y) = ———= —
4°) X et Y ne sont pas indépendantes car elles sont corrélées (cov(X,Y) # 0).

Exercice 51 :

Soit V= (X, Y, Z) un vecteur aléatoire de support [ 0 ; 1 ]* et de densité conjointe fy définie par :
V(,,2)e[0;1 7 fr(x,y,2z)=k(xy+yz+xz).

1°) Déterminer la valeur de la constante £.

Solution :

Onakfff(xy+yz+xz)dzdydx=kff(xy+§+’2—C)dydx=kf(§+i+§)dx

62



=kf (x+3)dx=k(5+3)=k=1=k=3

4 2 4 4 3

x%y2z+xy?z%+x%yz?
3

2°) a) Montrer que Fy(x, y, z) = sur [0,1]73.

Solution :
FV(x,y,z)=§fff(uv+vt+ut)dtdvdu=§ff(uvz+vzi2+u7zz) dv du

x*yiz+xy* 2" + x*yz*

4 uy?z 272 uyz? 4 (x%y2z xy2z2 x2yz?
=_f(y YW )du=—( y'z Xy Xy )= 3
3 2 4 2 3 4 4 4

b) Retrouver la densité fy a partir de la fonction de répartition Fy.

Solution :

o3 _10 (0 (9 2,2 DA 1 Py P
6x6yazFV(x'y'Z) 36x<6y(6z(x VAR R B ))

_3ax(ay(xy + 2xy°z + 2x yZ)) 36x(2x v+ 4xyz + 2x°z)

= ;(4xy + 4yz + 4xz) = fr(x, y, )

3°) a) Montrer que Fx(x) = Fr(x,1, 1).

Solution : Fx(x) =P (X<x)=P(X<xNnY<1nNnZ<1)=Fr(x1,1).
b) En déduire Fx et fx, puis fr et /7.

Solution :

2x%+x
3

1
Fx(x)=Fr(x,1,1)= = fr(x)= 3 (@x+ 1).

Par symétrie du probléme, on déduit que fy(y) = §(4y +1)etfz(z) = %(42 +1).

c¢) Retrouver directement les densités marginales fy, fy et fz a partir de la densité conjointe f.
Solution :

1
fx(x)=§ff(xy+yz +xz)dzdy=§f(xy +§+’2—6) dy=§(§+i+§)= g(4x+ 1),
et on obtient donc les mémes formules pour fy et f7.
d) Les composantes X, Y et Z du vecteur V sont-elles indépendantes entre elles ?
Solution :
On a clairement fy (x, y, z) # fx(x) x fr(y) x fz(z), donc les composantes X, Y et Z du vecteur V'
ne sont pas indépendantes entre elles.
4°) a) Montrer que Fx, v (x, y) = Fr(x,p, 1).
Solution :
Faxn@y)=P(X<xnY<y)=P(X<xNnY<ynZ<1)=Fr(xy,]l).
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b) En déduire F(x, v), puis fx, v.
Solution :
Futon(6,9) = Fr (e, 1) = 22225 qoon fixn(, ) = 1o (2 (2292 + 292 + x%9))
= iaa_x (2x%y + 2xy + x?)= é (4xy + 2y + 2x).
c¢) Retrouver directement la densité fx, r) @ partir de la densité conjointe fy.
Solution :
. . l(4xy+2y+2x)
Joen(e,y) = [(xy + yz + xz)dz= (xy + % + §)= 3 :
d) Les composantes X, Y et Z du vecteur V sont-elles indépendantes deux a deux ?
Solution :
On a clairement fx, v(x, ) # fx (x) x fr(y), donc les composantes X et ¥ du vecteur /' ne sont
pas indépendantes deux a deux. Par symétrie, il en est de méme de X et Zetde Y et Z
5°) a) Calculer E [ XY ] en utilisant la densité f(x, ) du vecteur (X, Y).
Solution :
E[XY]= ;ffxy(llxy + 2y + 2x)dy dx = ;ff(élxzyz + 2xy? + 2x%y)dy dx
(e a2
b) Calculer E [ XY ] en utilisant la densité fy du vecteur V.

Solution :

E [XY] zgfffxy(xy +yZ i XZ)dZ dy dx=ffff(x2y2 + xyZZ + nyZ)dZ dy dx
_4 xy? | x%y 4 411 1
_Eff(x2y2+7+7)dde—§f( + 4k )d _5(5+E+E)

4 (1 1 4 5 10
== _+_ ==X —=—
3 \9 6 3 18 27

c) Calculer le coefficient de corrélation entre X et Y.

Solution :

Ona p(X, Y) = cov(X,Y) E[XY]-E [X]E [Y].

0xO0y 0x0y

Ona:E[X]=;[x(4x + Ddx=3[(4x? + )dx =3 (5 +3) =S =E[Y].

E[X2]=§fx2(4x+1)dx=%f(4x3+x2)dx=§(1+§ =§=E[Y2]~

DOHC,V[X]=E[Xz]—(E[X])Zzg_Ez144‘121=£.

C 23
Omme Gx = Gy, Ox X Oy = Op= Pt
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10 121 120 121
1

Finalement p(X, Y) = 232 = 324324 — %
324 324

Exercice 52 :

Lors d’un jeu télévisé, chaque candidat tire au hasard 3 questions parmi 9 questions comprenant
3 themes différents : histoire, sport et connaissance des arts (3 questions par théme). X
(respectivement Y) représente le nombre de questions tirées par le candidat qui portent sur
I’histoire (respectivement sur le sport).

1°) Déterminer les lois conjointe et marginales du couple (X, Y).

2°) Déterminer cov (X, Y).

3°) X et Y sont-elles indépendantes ? Justifiez votre réponse de deux manieres différentes.
Solution :

1°) Il y a C3 possibilités de tirer 3 questions parmi 9, I’ordre ne comptant pas. Il y a
C¥ possibilités de tirer x questions parmi les 3 questions d’histoire, avec x € {0,1,2,3}. De
méme, il y a CJ possibilités de tirer y questions parmi les 3 questions de sport, avec y €
{0,1,2,3}. Sachant que (x + y) questions ont été sélectionnées en histoire et sport, il reste
C;’ “*7Y possibilités de tirer (3 —x — y) questions en connaissance des arts parmi les 3

questions en connaissance des arts. Au final, nous avons pour 0 < x +y < 3:

cFExeyxci Y

PI(X,Y) = (x,y)] =

cs ’
D’ou la loi conjointe donnée dans le tableau ci-dessous :
y\x 0 1 2 3 Loide Y
0 1 3x1x%x3 3x1x%x3 1 20
84 84 84 84 84
1 1x3x%x3 3x3x%x3 3x3x1 0 45
84 84 84 84
1xX3x%x3 3x3x1 18
2 0 0 —
84 84 84
3 1 0 0 0 1
84 84
Loi de X 20 45 18 1
84 84 84 84
45 36+3 27 36 63
2°) E[X] = E[Y] = = 2= = L et E[XY] === = 0,
2O = ﬁ _1=_%
d’ou cov (X, Y) ” 1 v
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3°) X et Y ne sont pas indépendantes parce que :
e PX=3NnY=3)=0£P(X=3)xP(Y=3);
e cov(X,)#0;

Exercice 53 :

Premiére partie :

On considére un vecteur aléatoire V' = (X, Y), uniforme sur V' (Q)=[-L; L] x[-H;H], avec
0<H<L.

1°) Déterminer la densité du vecteur V.

Solution :

Puisque V est uniforme, il existe une constante C telle que fy (x, y) = C en tout point (x, y) de

V(). On doit, de plus avoir fV( @) fv(x,y)dydx = 1. On a donc :

1
f Cdydx = C X (AiredeV(R)) =4CHL=1=C = —
@) 4HL
2°) Déterminer le coefficient de corrélation entre X et Y.
Solution :
Vérifions que X et Y sont indépendantes. Déterminons donc tout d’abord les distributions

marginales de Xet Y:

OnaX (Q)=[-L;L], etpourtoutx de X (), fy () = —— [ dy = —.
De méme, ¥ (Q) =[-H ; H], et pour tout y de ¥ (), fy () = — [ dx = -

Comme on a fy (x, y) = fx (x) x fr (y), les variables aléatoires X et ¥ sont indépendantes. Leur
covariance est donc nulle, ainsi que leur coefficient de corrélation.

Deuxiéme partie :

On considére un vecteur aléatoire V' = (X, Y), uniforme sur

VQ)={(x,y)e R?telquexe[-L;L]etye[x—H;x+H]},avecO<H<L.
1°) Déterminer la densité du vecteur V.

Solution :

Représentons tout d’abord graphiquement V ({2) :
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Y
L+H
L
L-H
V(Q)
L
L X
-L+H
—L
-L-H

Puisque V est uniforme, il existe une constante C telle que fy (x, y) = C en tout point (x, y) de

V(Q). On doit, de plus avoir [, (@ vt y)dydx = 1. On a donc :

1
cf dydx = C x (Aire de V(2)) = 4CHL = C = —
o 4HL

2°) Montrer que le coefficient de corrélation entre X et ¥ est égal a Z—X ou oy et oy désignent les
Y

¢cart-type respectifs de X et Y.

Solution :

Le coefficient de corrélation entre X et Y est :

pAX, Y=

cov (X Y)

aveceov (X, V)=E[XY]-E[X]E[Y].
Déterminons donc les distributions marginales de X et Y':
OnaX(Q)=[-L:L], etpourtoutx de X (Q), fx(x) = —— [ ' dy = —
On a donc X ~ U[—L;L].

Deplus, Y (Q)=[-L-H;L+H], etpourtout yde ¥ (Q) :

+H +H+L
siye[-L-H; —L+H]fy(3’)_ﬁfy y4HL
1 +H 1
siye[-L+H;L-H], f(y) =~ ;—H dx =-r
L L+H—
siye[L-H;L+H], f,(y) = 4_HLfy—H - 4HLy
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Comme X~ U} .., onaE[X]=0,donccov (X, Y)=E[XY]et:

1 +L r~x+H 1 L X+H2—X—H2 1 L
E(XY)=—f f xydy dx = — x( )~ ( )dxz— x2dx
—-L Jx—-H
LZ

4HL 4HL ), 2 2L,

3

2
Deplus, V[X]=E[X2]-E[X]*=E [X2]=if_LLx2dx :L? doll ox =%

On observe que cov (X, Y) = E [ XY ] = 6, et on a donc finalement :

cov(X,Y) o5 oy

p(X,Y) =

Ox Oy Ox Oy Oy
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Somme de variables aléatoires

Exercice 54 :
Soient X une loi de Pascal de parametres » et p et Y une loi géométrique de parametre p. X et ¥

sont indépendantes. Déterminer la loi de S = X+ Y.

n
On pourra admettre la formule Lp (p) = <II\9[ _-I}__ 11 )

Solution :
On a X(Q)=[[r, +oo [[ et Y(Q) =IN", donc S(Q) = [[r+ 1, +oo [[.
Notons g =1 —p.

Vkzr+ L PS=0 =S P =) P = k= D=3 (LD ) pratpgt
=t gk yle=t (E= 1Y e e g2 E Y= (k= Dprt -
P q Zl=r (7‘—1) P 4q ZFT—I (r—l) ( T )p 9 '

S est donc une loi de Pascal de paramétres » + 1 et p.

Exercice 55 :

Soient Xj et X> deux variables aléatoires discrétes indépendantes, identiquement distribuées sur
{1, 1} et définiespar P(X1=-1)=P(Xo=-1)=%etPXi=1)=P(X2=1)=".

1°) Déterminer la loi de Y = X1 + Xo.

Solution : Y(Q)={-2,0,2} etP(Y=-2)=P(Y=2)=Yaet P(Y=0) = .

2°) Soit Z une loi géométrique de parametre p, indépendante de Y.

Déterminer la loide S=Y + Z.

Solution :

On a Z(Q) = IN", donc S(Q) = {~1} U IN.

OnaP(S=k)=P(Z=k2)xP(Y=2)+P(Z=k xP(Y=0)+P(Z=k+2)x P(Y=-2).

Pour k>3, P (S=k)=p (1-p)"> +2p (1-p)* ! +=p (1-p)**!
= (1) (1+ 20197 + (1p)*).
P(S=2)=P(Z=2)xP(Y=0)+P(Z=4) x P (Y=-2)
=—p (1-p) + p (1-p)* = 2p (1-p) (1 +>(1-p)?).
P(S=1)=P(Z=1)xP(Y=0)+P(Z=3)x P (Y=-2)
=p+2p (I-py=2p (1 +(1-p)).
P(S=0)=P(Z=2)x P(Y=-2)=p (I-p).
P(S=-1)=P(Z=1)xP(¥=-2)="

69



Exercice 56 :

Soit X une loi exponentielle de parameétre A > 0.

1°) Déterminer laloide Y=X+ 1.

Solution :

Y(Q)=[1;+oo].

Fy()=P(X+1<f)=P (X<t-1)=Fx(t=1) = fr () = fx (t=1) = ke M.

2°) Soit Z une variable aléatoire continue uniforme sur [0 ; 1], indépendante de Y.
Déterminer laloide D=Y - Z.

Solution :

Ona-Z(Q)=[-1;0]et Fz(t)=P(-Z<t)=P(Z>2-t)=1—-Fz(-t) = fz(t)=fz(t) =1, donc
—Z est uniforme sur [—1 ; 0].

On a donc D(QQ) = IR~ et, en appliquant la formule de convolution, on obtient

+co

fo(d) = f +wa (O)f-z(d —t)dt = f Ae =D f o (d — t)dt

Effectuons le changement de variable u = d — . Il vient

[o) d-1
fo(d) = — f Ae=H@=uD £ () dy = f Ae=2@uD £ )y

a-1
a-1
= e‘l(d‘l)f e £, (w)du

Pour-1<d-1<00<d<1,

a-1
_ ,-A(d- A _ -A(d- wlé-1 _
follel = @ 1)[—1 AeM du = e M4 D[e “]_1 =1—e

Pourd-1>20<d>1,

fr(d) = e~A@-1) folle;m du = e-Md-1) [ezu]‘il = e M@ (1_ ¢4y
Exercice 57 :
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, distribuées suivant une loi exponentielle
de paramétre respectif A et p. Le but de cet exercice est de déterminer, en fonction de z, la
probabilité¢ P(X < Y + z).
1°) Premicre méthode : On construit le vecteur V' = (X, Y).
a) Déterminer V(Q).
Solution : M(Q) = (IR).

b) Dans le cas ou z > 0, dessiner sur V(Q) I’événement X < Y + z.
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Solution :

Y
X<Y+z
X
z>0
¢) Méme question pour z < 0.
Solution :
Y
X<Y+z
g X
z<0

d) Calculer P(X < Y + z).
Solution :

Pourz<0:

P(XSY+z)=f

0

+00 400 +
f Ape e #dy dx = f Ae M [—e MV ]E% dx
o

z 0

+ 00 s
= f Ae Me=r(x=2)dy = e“zf Ae~Atmx gy — eh?
0 . A+u
Pourz>0:
+0 ~y+z I
PX<Y+2z2)= f f Ape e Mdydx =1 — ek
. @ A+u

2°) Deuxieéme méthode : On détermine, par convolution, la loide Z=X-7Y.

a) Déterminer la loi de —Y.

Solution : (=Y )(2) = IR-.

Fym=PY<y) =P z2—)=1-Fr()=fr0)=fr(-y)=pne".

b) En utilisant la formule de convolution entre X et —Y, déterminer la loide Z=X-Y.

Solution : Z(Q) = IR.
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+ oo

f2(2) = f Ae M fy(z — t)dt = fz Ae MWL (Wdu

0 —

Pourz <0, f,(2) = f_zoo leAE—W ety = Jue=2z f—zoo e+ gy — ;r—u“e“z

Pourz >0, f5(z) = f_ooo le MW yekidy = Jue** f_ooo e gy = ;r—““e‘lz

c¢) En déduire P(X < Y +z).

Solution :
Pourz <0,
VA VA
PX <Y +2)=F2)= f fz(®)dt = f A ettdt = L[e”t]z = ehz
B — 00 —00/1 + A+ U - A+ U
Pourz >0,
z 0 z
PX<Y+D)=F@) = | fyode= [ 2 ewtqr+ et
- ? z A+ u A+u
o w 0

A U z A U
_ t10 s oA
—/1+#[e”]_oo+/1+#[ e ] /H_#+/1+#(1 e=*?)

U
=1— -Az
A+ue

Exercice 58 : Loi de Rayleigh
Etant données X, et X, deux variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

suivant une loi gaussienne centrée de variance o2, la variable aléatoire R, définie par R =
VXZ + X2, est distribuée suivant une loi de Rayleigh de paramétre .
On notera R ~ R (o).

1°) Déterminer la loi de R ~ R (o).

Solution :
Notons respectivement Fr et fz les fonctions de répartition et de densité de R.

On a clairement R (Q) = R-.
. : . . X,
Pour déterminer Fr puis fz, on peut considérer le vecteur aléatoire V' = x. )
2

On a V' (Q) = R?, et, comme X; et X> sont indépendantes :

X X
12+%52

1 12 " 2%
e 202

21 02

Jv (e, x2) = fx, (1) X fx, (x2) =

En notant D (0, r) le disque de IR? centré en (0, 0) et de rayon 7, on a :
X _2+X_2

1 _172
e 202 dx;dx,

21 02

Fr(r)=P(R<r)=P(VeD(0,r))={f
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2 2
[ e pdpdo=% [ e p dp,

2

1

21 02

r

et donc, par définition de Fk, fz (r) = % e 202pour r € IR+ et fz () = 0 sinon.

2°) Calculer E[ R ].

x2

e 202dx =1

On rappelle que fff \/%o

Solution :

R—+ 2

r2 r2 R P
E[R]=[rxDe?dr'= lim l_re-ml +fe—mdr=1,/—2m=\/§a
0

73



CHAPITRE 5 : DISTRIBUTIONS CONDITIONNELLES

Exercice 59 :
Soit un couple de variables aléatoires discrétes (X, Y) de distribution conjointe
PX=1Y=1)=05PX=1Y=2)=0.1
PX=2Y=1)=01PX=2Y=2)=03
1°) Donner la loi conditionnelle de X sachant que Y = 1 (noté Xy—q).
Nous avons Xy-1(2) = {1,2} et

PX=1Y=1) 05 5
P =1) = PX =1IY =D = —55—=55=¢

1
P(X|Y=1 = 2) =1 _P(X|Y=1 = 1) ==

2°) Donner I’espérance conditionnelle de X sachant que Y = 1.

EX|Y =1) =E+2><1=Z

6 6 6

Exercice 60 :
Soit X une variable aléatoire discréte uniforme sur [1; 6]. Soit Y une variable discréte telle que
la loi conditionnelle Yjx—,, est distribuée suivant une loi binomiale de paramétre n et /2. Soit
V=Y).
1°) Déterminer V (£2) et Y (12).
Solution : Q) ={(x,y): 1 <x<6et0<y<x}et¥V(Q)=[0,61].
()

6x2M

2°) Démontrer que P(V = (n, m)) = pour (n,m) € V(Q).
Solution :

P(V=mm)=PX=nnY=m)=P(X=n)x Px=n(Y=m)=P(X=n)xP (¥ x=n=m)
OO

3°) Calculer P(Y = 5).

Solution : P (Y=5)=P (V'=(5,5)) + P (V'=(6,5)) = =x (i + i) _

4°) Déterminer la loi de Xy_s.

Solution : Xjy-5 () = {5, 6} et

P(X=5nY=5) _P(V=(55)) _ 48

1
P (Xjr=s = 5) = Piy=s (X=5) = P(Y=5) P(r=5) 6x32 4’
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P(X=6nY=5) _P(V=(6,5)) _ 48x6

P (Xjy=s = 6) = Pyy=5s (X=6) = P(Y=5) P(Y=5)  6x64

3
E

Exercice 61 :

Soit X et Y des variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de parameétres A4
et A,.

1°) Montrer que la loi conditionnelle de X sachant que X +Y = n, avec n € N, suit une loi

A
A+, T

binomiale de paramétres n et p =

Notons en premier lieu que X + Y suit une loi de Poisson de paramétre A; + A4,.
Nous avons pour k € X|x,y=,(22) = {0,n}

PX=kX+Y=n) PX=kY=n—k)
PX=k|X+Y =n) = =

PX+Y=n) = PX+Y=n)
etk e~z -k
_PX=kPY=n—-k) Tk (n—k)!
 PX+Y=n) e M h(l +1,)"
n!
n! L Ny A VK
= ( 5 ) ( - ) = Chp* (1 —p*

2°) Donner I’espérance conditionnelle de X sachant que X +Y = n.
L’espérance conditionnelle de X sachant que X + Y = n est ’espérance d’une loi binomiale de

parameétres n et p :
A
A+ A,

EX|IX+Y=n)=np=n

Exercice 62 :
Soit un couple de variables aléatoires continues (X, Y) de distribution conjointe
_(bxy(Z—x—y) si0<x<let0<y<1
f&ey) { 0 sinon
1°) Déterminer la densité conditionnelle de X sachant que Y = y.
Pour y € X)y—,,(12) =]0,1[, nous avons :
fy)  6xyQ2—x—-y)  6xy2—x—-y) 6x(2—x—-y)

Faavey () =00y = [Fexy@—x—ydx  G=3y)y —  4-3y

2°) Donner I’espérance conditionnelle de X sachant que Y = y, pour y €]0,1][.

ORI — 251 — 1 ) _f16x2(2—x—y)d _5-—-4y
(I _y)_fofoW:yx X = 0 4_3y x_8_6y

Exercice 63 :
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Soit V= (X,Y) un vecteur aléatoire uniforme sur [0 ; 2] x [0 ; 2].

1°) Soit A 1'événement X —Y > 1. Représenter graphiquement 1'espace d'arrivée de V et

I'événement A en hachurant ce dernier.

Solution :
Y
2
1 1
7 FSS—
X
2°) Déterminer P(A).

Solution : P (A) = .

3°) Déterminer Fy, fonction de répartition de V.
Solution :

Fy (x) = pour (x, y) € [0; 2]
Six<0ouy<0,alors Fy(x,y) =0;

2x x

Six e[0;2]ety>2,alors Fr(x,y) =FV(x,2)=T=—;

b

N N

Siy e [0;2] etx 2, alors Fy (x.y) = Fy (2,y) = 2=

Six>2ety>2,alors Fy(x,y) = Fr(2,2)=1.
4°) Déterminer Fy 4, la fonction de répartition de ¥ sachant que V' € A.

Solution :
Nous avons par définition

PX<xnY<ynVeA)

Fra(y) = P(X <x,Y <ylV € 4) = e

Le dénominateur a déja été calculé : P(V € A) = P(A) = %.

Reste a calculer le numérateur pour lequel nous allons devoir distinguer plusieurs cas de figure.

Six <1ouy < 0,alors Fy4(x,y) = 0.

Si (x,y) € A, alors
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PX<xnY<ynVeA)

Fra(ey) =P(X <xY <yl(X,Y) € 4) = P(V € 4)

Le dénominateur a déja été calculé: P(V € A) = P(A) = g. Reste a calculer le numérateur

PX<xNnY<ynV €A)) qui est la probabilit¢ d’appartenir au quadrilatére hachuré,
c’est-a-dire son aire divisée par 1’aire du carré [0 ; 2] x [0 ; 2], a savoir 4. L’aire de ce
quadrilatere est égale a la somme de I’aire d’un rectangle et de celle d’un triangle. Le rectangle
a une largeur égale a x — (1 +y) = x—y — 1 et une hauteur égale & y d’ou une aire égale a y

(x—y—1). Le triangle est rectangle isocele, donc son aire est égale a la moitié¢ de celle d’un

2
carré de coté (1 +y)—1 =y, soit y?

—y— 2
Ainsi, PX <xNY <yn(X,Y) € 4)) :y(xTyD+y?

Puis

Fya(x,y) =2y (x-y-1) + y* = 2xy-y*>- 2y (équation 1)

Six€[12]ety>x—1,alors Fyja(x,y) = Fyja(x,x — 1) = (x — 1)* d’aprés ’équation 1.

Six>2ety€[01],alors Fy4(x,y) = Fya(2,¥) = 2y - y* d’aprés ’équation 1.

Six >2ety>1alors Fy4(x,y) = Fy4(2,1) = 1 d’apres I’équation 1.

5°) Déterminer fy|a, densité de probabilité de V sachant que V' € A.

Solution :

Onafra=

92 )
FV'A. On observe que si (x, y) ¢ A, alors fra(x, y) = 0.
0xdy

2 a (0 5}
Si(x,y) € A, frialx, y) =5~ (a—y (2xy —y* = Zy)) =y Gx—2y-2)=2.

6°) La loi conditionnelle de ¥ sachant que V' € A est-elle uniforme ?
Solution : Oui, parce que sa densité est constante.
7°) Déterminer E4 [X], espérance conditionnelle de X sachant que V' € A.
Solution :
On peut déterminer la loi marginale de la composante Xa de V' |A,
Z 5

fiea@) =J; " 2dy = 2(x — 1), puis en déduire Ea [X] = [ 2x(x — Ddx=2[= —Z] =2

1
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On peut aussi considérer que X est une fonction du vecteur V' = (X, Y) et calculer directement
Ea [X], par la formule Ex [X] = flz fox_l 2x dy dx = flz 2x(x — 1dx =§ :
8°) Déterminer Ea [Y], espérance conditionnelle de Y sachant que V' € A.

Solution :

On peut déterminer la loi marginale de la composante Ya de V' |A,

1
fia@) = f 2dx=2(1 ~y), puis en déduire Ea [¥] = J 2y(1 —y)dy =2[% - 2] =2,

31y 3

On peut aussi considérer que Y est une fonction du vecteur V' = (X, Y) et calculer directement
1
>

Ea [Y], par la formule EA[Y] = [ [ 2ydy dx = [(x — 1)?dx = [ x%dx =

Exercice 64 :

Soit V' = (X, Y) un vecteur aléatoire discret représentant le résultat de deux lancers de dés
(indépendants).

1°) Quel est 'univers des possibles du vecteur V' ?

Solution :

V() =1[1,61°2.

2°) Donner la loi de V.

Solution :

Si les deux dés sont non truqués et indépendants, V est distribué suivant une loi uniforme.

3°) Calculer l'espérance de X.

Solution :

4°) Soit S = X + Y la somme des deux dés. Que vaut I'espérance de S ?

Solution :
E[S]=E[X+Y]=EX+E[1]=]+

5°) Quelle est la loi de S sachant que X =1 ? sachant que X = x.

7.

N |

Solution :

P(S=snx=1)
P(X=1)

Sk (Q)=[2,7],etP (Sx-1=5)=P(S=s|X=1)=

_ P(Y=s—-1nX=1) _ 1/6x1/6
P(X=1) 1/6

1
e

Sx=1 est donc distribué suivant une loi uniforme sur [[2, 7 .

P(S=sNX=x)

Sx=x (Q) =[x+1,x+t6 ], et P (Sx=x=5) =P (S=s[X=x)= P(X=x)

78



_ P(Y=s—xnX=x) _ 1/6x1/6
P(X=x) 1/6

1
6
Sx=x est donc distribu¢ suivant une loi uniforme sur [[x+1 , x+6 J.

6°) Quelle est I'espérance de S sachant que X =1 ? sachant que X =x ?
En déduire E [S | X].

Solution :

1 1 7 9
E[SP(ZI]:ZZ=25XE=1+Zg=1sx5=1+5=;

E [Sim] = ZE 8 s X c=x+ D s X o=x+7=
OnaalorsE[S|X]=X+§_

7°) Quelle est la loi de S? sachant que X =1 ? sachant que X = x.
Solution :
S|2X=1(Q)= {4, 9, 16, 25, 36,49}, et V s € [[2,7]],P(.S'|2X=1=s2)=P(S=s | X=1)=

P(S=snX=1) _ P(Y=s—-1nX=1) _ 1/6x1/6
P(X=1) P(X=1) 1/6

4
e
S|2X=1est donc distribué suivant une loi uniforme sur {4, 9, 16, 25, 36, 49}.

She=x (Q) = {x + 1%, (x +2)%, (x +3)%, (x + 4)%, (x + 5), (x + 6)°} et V' s €Sy (),

P(S=snX=x) P(Y=s—xNX=Xx)

2 _ 2y _ =
P(Sxox=5)=P(S=s|X=x)= = T

_ 1/6x1/6
1/6

e
6
S |2X=x est donc distribué suivant une loi uniforme sur {(x + 1), (x +2)%, (x+3)%, (x +4)?
(x+5)% (x + 6)°} .

8°) Quelle est 'espérance de S 2 sachant que X = x. En déduire E [S? | X].

n(2n+1)(n+1)

Remarque : On pourra utiliser la formule Y3 _; k?= S

Solution :
1 1 1
E [S|2X=x] = Yo s% X = 522=1(x + k)*= z (6x% + 2x Zg=1 k + Zg=1 k?).

n(2n+1)(n+1)

En utilisant la formule }.}_; k%= on obtient :

2 4 2 X (6X7), 1(6x13x7\ _ , 91
B[Syl =% +3( 2 )+6( 6 ) O

Onaalors E [S? | X] =X2+7X+%.

9°) En déduire V[S|X]=E[ Sk 1-(E[S|X])’, qui représente Ierreur effectuée en
approximant S par E [S| X].

Solution :
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91 49 182-147 35

OnaV[S|)q=(X2+7X+9—61)—(X+§)2=———=—=—.

10°) Montrer que V [S]=E [V [S| X]] + V [E [S] X]].

Solution :

V [S| X] étant une constante, elle est égale a son espérance. Donc, E [V [S| X]] = E

D’autre part, on a E [§| X] = X +Z, donc V [E [S | X]] = [x+] Vv [X].
Calculons donc V [X]: V [X] = E [X 2] - (E [X])%.
E [X]=X3- 1x><—=g><7=5-

Pour calculer E [X 2], on peut utiliser la formule Y.7_; k*= w :
2 1 6X13X7 =2
E[X°]= Zx1x>< =X =
Alors, V [X] == —% = %— — et par conséquent V [E [S| X]] = E
35 35 70
OnadoncE [V[S|X]]+V[E[S|X]]="+-=7

Enfin, il suffit de remarquer que, comme X et ¥ sont indépendantes et identiquement distribuées

VIS]=V[X+Y]=V [X]+V[Y]=2V [X] =, ce qui prouve |’¢galité demandée.

Exercice 65 :
Quand X et Y sont discrets, montrer que E(X) = E[E(X|Y)].

Rappelons que E(X|Y) = ¢(Y) avec ¢p(y) = EX|Y =y) =), xP(X = x|V =y).

Nous avons

EEXIN] = E[6(Y)] Zcb(y)P(Y y)—ZE(xw YIP(Y = )

szp(x =x|Y = y)P(Y =)
=YY P =xy ==Y x ) PK=xY=y)
y

y X x

- pr(x = x) = E(X)

X

Exercice 66 :
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Soit X;, X5, ... des variables aléatoires identiquement distribuées, d’espérance finie p et d’écart-
type . Soit N une autre variable aléatoire, indépendante des X;. Soit S = Y., X; . Montrer
que :

E(S) = E(N)u
En supposant de plus que les X; sont indépendants, montrer que :

Var(S) = 62E(N) + u?Var(N)

Application : Dans une petite ville, le nombre d’accidents de la route par an est en moyenne de
10. Le nombre moyen de blessés par accident est de 2. Combien y-a-t-il de blessés par an, en
moyenne ?

Calcul de I’espérance

Nous allons utiliser la propriété E(S) = E (E (S|N ))
Nous avons
EGSIN=n)=EQL, X;| N=n) =EQL, X; | N=n) = EQL,X;) =np
L’avant derniére égalité est vraie car les X; sont indépendants de N.
Il suit que
E(SIN) = Nu (1
Puis

E(S) = E(E(SIN)) = E(Nw) = E(N)

Calcul de la variance

Nous allons utiliser la propriété Var(S) = E(Var(S|N)) + Var(E(S|N)).

Nous avons tout d’abord, en utilisant I’indépendance des X; et de N

N n
Var(S|IN =n) = Var(ZXi | N = n> = Var(zxi | N = n>

l

1
n

= Var (Z X; > = no?
1

iz
Puis
Var(S|N) = No?
et
E(Var(S|N)) = a? E(N)
En utilisant 1’équation (1), nous obtenons

Var(E(S|N)) = Var(Nu) = u? Var(N)
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Finalement :

Var(S) = E(Var(S|N)) + Var(E(S|N)) = a? E(N) + u? Var(N)

Application : Notons N la variable aléatoire représentant le nombre d’accidents de la route par
an, et X; le nombre de blessés au i-¢me accident de I’année. Le nombre d’accidents par an est
donc YN, X;. Sil’on suppose que le nombre de blessés X; est indépendant du nombre

d’accidents N, nous avons alors

E (Z Xi> — E(N)E(X) = 10 X 2 = 20

i=1
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CHAPITRE 6 : STATISTIQUES INFERENTIELLES

Exercice 67 :

1°) Soit (Xi,..., X») un échantillon aléatoire ou les variables aléatoires X; sont distribuées suivant
une loi exponentielle de paramétre A.

Que vaut la moyenne arithmétique aléatoire de cet échantillon ?

Solution : X =% X

a) De quelle caractéristique des variables X; cette moyenne arithmétique aléatoire est-elle un
estimateur ?

Solution : Les lois X; sont toutes d’espérance 1 /A:Vie [[l,n],E[Xi]=1/A.

Or, la moyenne arithmétique aléatoire est un estimateur de 1’espérance des X;, donc de I’inverse
du parametre A.

b) Est-ce un estimateur sans biais ? Pourquoi ?
Solution : X est un estimateur sans biais de 1/ A puisque E [X] =% PLEX =1/

2°) Que vaut la variance estimée aléatoire Sx? de I'échantillon ? (on supposera que l'espérance

commune des X; est inconnue).

Solution : §* = 237, (X, — X)? = (231, X7) - (D)2

n
3°) a) De quelle caractéristique des variables aléatoires X; , Sx? est-il un estimateur ?
Solution : Sx* est un estimateur de la variance des X;, donc de 1 / A2.
b) Est-ce un estimateur sans biais ? Pourquoi ?

Solution : Posons 62 =1/ A2

— 2
Sy = % m ,(X; — X)? est un estimateur biaisé de o puisque E [ S¥? | = 6% — % =—o2.

¢) Sx? est-il un estimateur asymptotiquement sans biais ? Pourquoi ?
Solution :

Oui, Sx? est un estimateur asymptotiquement sans biais parce que lim E [ Sy’ ] = ¢°.
n—>o0o

4°) Vers quelle valeur tend la moyenne arithmétique de (Xi,..., X») quand » tend vers l'infini ?
Solution : D’apres la loi des grand nombres, elle tend vers I’espérance des variables aléatoires

Xi, ¢’est-a-dire vers 1/ A.

Exercice 68 :
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Soit (Xi,..., X») un échantillon aléatoire. Les variables aléatoires X; sont distribuées suivant une
loi uniforme continue sur [ 0 ; 1 ].

On notera X,, la moyenne arithmétique aléatoire de I'échantillon d'effectif 7.

1°) On suppose que 7 = 4. Que vaut E [X, ] ?

Solution :

VnelNVie[LLn],E[X,]=E[Xi]="Y%.

2°) Soit Sy 2 la variance estimée aléatoire de I'échantillon d'effectif 4. Que vaut E [Sx? ] ?

Solution :

o2
4

Vie [LLA],V[Xi]=02=1/12,etE[S2]=c>— o2 = 1/16.

| w

3°) Vers quelle valeur tend X,, quand n tend vers I'infini ?

Solution : D’apres la loi des grand nombres, elle tend vers I’espérance des variables aléatoires
Xi, ¢’est-a-dire vers Y.

4°) On suppose maintenant que n = 1000.

Par quelle loi peut-on approximer X, ?

Que vaut P(X,,>0,51) ?

Solution :

a) X,, peut étre approximée par une loi gaussienne d’espérance % et de variance

a2 1

n 12000

3 _ Xn—1/2 051-05\ _ , Xn—1/2 I
b) P(X, > 0,51) = P ( e /12000) 1-p (—ﬁ 2 o 1,095) 1 - ®(1,095)

~1-0,863=13,7%

Exercice 69 : Estimateur de I’écart-type d’une loi normale
On va maintenant proposer un estimateur de 1’écart-type o dans le cas particulier ou X suit une

loi normale V' (u, o) et u est supposé connu. Cet estimateur est défini par :

n
W—lzx
== | Xi — ul
im1

1) Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Calculer 1’espérance de |Z]|
(valeur absolue de Z) en fonction de o .
Réponse : Calculons E[|Z|] avec Z une loi normale centrée réduite. On rappelle que la densité

1 2

fdeZvaut:f(z)=Ee P

11 vient alors:
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+oo ZZ

E[|Z]] = |Z|e 2dz—2f |Z|e 2dz

=f -

2) En déduire que W est un estimateur biaisé de o et que W' =W \/% est un estimateur sans

biais de o .
Réponse : On peut écrire X; — u = Z;0 avec Z; une loi normale centrée réduite. L espérance de

W s’écrit alors :

n

Zn:E %ZE (12011

i=1 i=1

SIP—‘

_ EUZE [1Z:] = oE[|Z]] =

. c ., . T . .,
W est donc un estimateur biaisé de o tandis que W' = \/; W est un estimateur non biaisé. En

effet E(W') = \/%E(W) =0

Remarque : Cet estimateur est plus facile a utiliser par des “non-mathématiciens” car il utilise
uniquement des additions et des soustractions, contrairement a ’estimateur classique qui
demande de calculer aussi des carrés et une racine carrée.

3) Montrer que W’ est un estimateur convergent vers .

Nous avons W ==Y A; ou A; = |X; — u|. D’aprés la loi des grands nombres, W converge

vers E(4;)) =0 f On conclut que W' converge vers o.

Exercice 70 : Loi du chi-deux

1) Rappeler quelle est la densité f;; d’une variable aléatoire normale centrée réduite U.

Réponse :

t —L -t2/2
fU()_me

2) Rappelons que le moment d’ordre i de U est I’espérance de U' , ¢’est-a-dire E(U"). Calculer

les moments d’ordre 1,2, 3 et4 de U.
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Réponse : D’aprés le cours de probabilité, E(U) =0 et Var(U) =1 . On en déduit
immédiatement : E(U?) = Var(U) + E(U)*> = 1.

La fonction t3f;; (t) étant impaire, il vient immédiatement :

EWU?) = f_mtf“fy(t)dt =0

Procédons maintenant a une intégration par partie pour calculer E(U*) en posant f(t) = t3 et

g'(t) = te t*/2 .

4+ oo 1 [o'e]
E(U4) = f t4fU(t)dt = \/—_f tte~t*/2dt
1 2 2
t3 -t /2 f StZe—t /Zdt
v et
=0+3EW?) =3

3) Soit n variables aléatoires centrées réduites U; indépendantes. On définit la variable aléatoire

n
x%=zUi2

i=1

suivante :

On dira que y2 suit une loi du chi-deux a n degrés de liberté. Cette loi nous sera utile dans la
suite du cours pour calculer des intervalles de confiance.

Calculer I’espérance et la variance de y2. Dessiner schématiquement 1’allure de la densité de
X2 pour plusieurs valeurs de n .

Réponse :
Sachant que E(U;) = 1, on a immédiatement E[y?(n)] = n . Maintenant :

Elx*(n)] =E [(Z Ul?)z] =E [(Z ut)| +E Z U? U?

i)
=) EWH + ) EUHEUY)
= 3n+n(n—1l)]=n(n+2)

Puis :

Var[y*(n)] =Ex*(n)] — [E(x*(n)]?
=n(n+2)—n?=2n

4) Par quelle loi peut-on approcher la loi du chi-deux quand n est grand ?
Réponse : D’apres le théoréme central limite, nous avons
x’(m) —n
V2n
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qui converge en loi vers la loi normale centrée réduite quand n tend vers I’infini. On peut donc

approcher y?(n) par une loi normale N (n,V2n).

Exercice 71 :

On fabrique des paquets de sucre de 1 kilo. On a prélevé un échantillon de 25 paquets et la
moyenne empirique obtenue est 0.992. On modélise le poids d’un paquet par une loi normale
d’espérance notée u et de variance notée o2 .

On suppose dans un premier temps que I’écart-type du process est connu et vaut o = 0.02 .

1) Donner un intervalle de confiance de I’espérance u de niveau de confiance 0.95.

Réponse :

L’intervalle de confiance a 1 — & pour p est [X —u—,X + uin] ou u est tel que P(—u <

Vn Vn
U <u) =1-— aavec U suivant une loi N'(0,1).
Nous avons X = 0.992,1 — a = 95% et u = 1.96. L’intervalle de confiance est [0.984,1].

2) On ne suppose plus que 1’écart-type du process est connu mais a partir des données de
I’échantillon, on a calculé une variance empirique (non biais¢) 5,2(’ = 0.029% . Donner un

intervalle de confiance de ’espérance u de niveau de confiance 0.95 .

Réponse :

’ _ l;
L’intervalle de confiance a 1 — a pour p est [X — \S/—%t,X + j—%t]. La valeur de t, est donnée

par P(—t < T <t) = 1 — a avec T suivant une loi de Student de paramétre (n — 1).

Nous avons 1 —a = 0.95 et t = 2.064. L’intervalle de confiance est [0.980,1.004]. On
remarque que I’amplitude de I’intervalle est plus importante que lorsque I’écart-type est connu.
3) Proposer maintenant un intervalle de confiance symétrique de la variance o2 de niveau de

confiance 0.95.

(n-1)s§’
u

, . . -1)s3' \
Réponse : L’intervalle de confiance 4 1 — a pour o2 est [(n v) = ] ou u et v sont

choisis tels que P((a-1 S w) = et P2, <v) =1-2

Ici, 1 — @ = 0.95 et nous obtenons u = 12.4 et v = 39.4. L’intervalle de confiance pour g2
est [0.0005,0.00163] .

4) Peut-on utiliser les résultats précédents pour une loi qui n’est pas normale ?

Réponse : Tous les résultats précédents sont valables pour une loi quelconque si la taille de
I’échantillon est grande (grace au théoréme central limite). Usuellement, on dira que
I’échantillon est suffisamment grand si n > 30. L approximation est d’autant meilleure que la

taille de I’échantillon est grande.
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Exercice 72 : Intervalle de confiance pour un sondage
Un sondage sur la popularité du Premier Ministre indique que 51 % des personnes interrogées
sont favorables a sa politique. Soit p la proportion de frangais favorables a sa politique
1) Donner I’estimateur usuel de p.
Fréquence empirique : F = % i=1 X; ou X; = 1 silei-éme individu est favorable a la politique,
0 sinon.
2) Construire un intervalle de confiance pour p de niveau de confiance 95 %, sachant que le
sondage a été réalisé aupres de 100 personnes. Méme question si le sondage a été réalisé aupres
de 1000 personnes.
Réponse : L’intervalle de confiance utilisé pour une proportion p est

[F—uJF(A=F)/nF +u/FA~F)/n]
ou z, esttel que P(—u < U < u) = 1 — a avec U suivant une loi N'(0,1) .
On obtient :

n=100: IC = [41.2%,60.8%]
n=1000: IC =[47.9%,54.1%]|

3) Quelle aurait di étre la taille de 1’échantillon pour que I’intervalle soit de longueur inférieure
a 4 %, en supposant que le sondage donne 51% de personnes favorables ? Reprendre le calcul
si les sondages avaient donné une cote de popularité de 90 % .

Réponse : Soit A I’amplitude de I’intervalle. Supposons que f = 0.51 . On cherche n tel que

2uJfA—f)/n<A=>n=>4f(1-f) (%)2 = 2399.95

Il faudrait donc d’interroger 2400 personnes.

En reprenant les calculs avec f = 0.9, on obtient n > 865.

4) Supposons que 1’on ne dispose pas d’information sur la valeur estimée de la proportion p.
Comment déterminer la taille de 1’échantillon pour garantir un niveau de confiance 1 — a de
longueur inférieure a 4% ?

Réponse : Dans le calcul que nous venons de faire, nous avons supposé que f était connu. Si f

.q- . 0 o . 1
n’est pas connu, on peut utiliser le fait que la fonction f (1 — f) atteint son maximum L en f=

0.5 (sur I’intervalle [0,1]). L’intervalle [F — u / 2v/n, F + u / 2+/n] est alors un intervalle de
confiance de niveau de confiance supérieura 1 — a .

Cherchons n tel que

< 40 = >(u)2 2400.9
Uu—= n=\— = .
\an ° A
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La faible différence entre les 2 résultats vient du fait que la fréquence observée est proche de

50% .

Exercice 73 :

Dans une grande ville, une étude vieille de 5 ans a évalué la proportion de fumeurs a 46 %. La
municipalité a lancé une campagne contre le tabagisme et désire évaluer son efficacité en
interrogeant un échantillon aléatoire de n individus. On note p la proportion de fumeurs dans
la population et W la variable aléatoire représentant la proportion de fumeurs dans 1'échantillon.
Est considéré fumeur dans cette étude, toute personne fumant au moins une fois par semaine.
1) Quelle est la distribution exacte de W (sans utiliser d'approximation) ?

Solution : nW suit une loi bindmiale B(n, p) donc pour k entier non nul,
k
P (W = 5) = Gip* @ —-p)"*
2) Démontrer que W est un estimateur sans biais de p.
Solution : nW suit une loi bindémiale donc E(mW) = np puis E(W) =p et W est un
estimateur sans biais de p.
3) Exprimer la variance de W en fonction de p et n.

Solution : nW suit une loi binémiale donc V[nW] = np(1 — p) qui implique que V[W] =

p(lT_p) qui tend vers 0 quand n tend vers I’infini. Ainsi W est un estimateur sans biais de p.

4) Par quelle loi peut-on approcher W pour n > 30 ? Justifier cette approximation.
Solution : En utilisant le théoréme central limite, nous pouvons approcher la loi de W par une

. . : (1-p)
loi normale d’espérance p et de variance %.

5) Dans un échantillon de 100 individus, on a dénombré 50 fumeurs. Donner un intervalle de

confiance pour p de niveau de confiance 95 %.

Solution : L’intervalle de confiance pour p est [W —-u f@, W+u f@l avec u tel

que P(U < u) = 97.5%. En utilisant les tables de loi normales, u = 1.96. L’estimation de p

vaut ici w = 0.5. Nous obtenons donc comme intervalle de confiance

0.5 —1.96 025 W + 1.96 025 =[0.402,0.598]
' ' 100"’ ' 100 7T

6) Quelle serait la taille minimale de 1'échantillon a prélever pour diviser par 2 l'amplitude de

l'intervalle de confiance ?
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Solution : L’amplitude de I’intervalle de confiance vaut 2u ’@ Pour diviser par 2 cette

amplitude, il faut multiplier n par 4. Il faudrait donc un échantillon de taille 400.

Exercice 74 :

Les notes de 42 étudiants se répartissent selon 1’histogramme suivant :

1 [
0 —

—
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Les étudiants étant classés par ordre alphabétique, on note (71, ..., n42) I’échantillon représenté
par I’histogramme ci-dessus. Au vu du profil de cet histogramme, on fait I’hypothése que
I’échantillon est gaussien : ceci revient a considérer que V i € [[1, 42 ]|, n; est la réalisation
d’une variable aléatoire NV, et que les variables aléatoires N; sont indépendantes entre elles et
identiquement distribuées suivant une loi normale de paramétres p et 62.

1°) Calculer la moyenne arithmétique n et I’écart-type non biaisé sk de cet échantillon.

Solution :
o 4+7+8+3X9+5X10+7X11+7X12+6X13+4X14+2X15+2X16+17+18+20 _ 508 ~ 12 09
42 42
42 42 2 ] 1 42 2 42 _ o
9
SN =—8SN —— n; = — Ny )——n".
N2 41 N2 41 ( 1 ) 41 ( 1=1"4 ) 41

2;‘31n$=16+49+64+3x81+5x 100+ 7 x 121 +7 x 144+ 6 x 169 + 4 x 196 + 2 x 225
+2 x 256 + 289 + 324 + 400 = 6500, d’ou

s =222 - (2F) ] 8,67 = sk~ 2,945.
2°) Déterminer, au niveau de confiance de 99%, un intervalle de confiance pour p.
Solution :

L’échantillon est gaussien, mais le parametre ¢ étant inconnu, I’intervalle de confiance est

SIN

[fl+t41;a/2\/l—v s+t 1 al/2

2,945 2,945

~ [12,09 + t41;0'005 _\/E 9 12,09 + t41;0'995 \/E
2,945 2,945
~ [1209+27 x 222 ;12,09 +27 x 22
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~[12,09-1,23;12,09+ 1,23 ]=[10,86; 13,32 ].
3°) Déterminer, au niveau de confiance de 99%, un intervalle de confiance pour G.
Solution :

L’échantillon est gaussien, mais le parameétre p étant inconnu, 1’intervalle de confiance sur sk

5 est[ 41 sz 41 erz] _ [41 sty2 | 4lsro ] N [41><8,67 _ 41x8,67

)y 2 2 ) T2 2 ’y 2 o
Xa1;1-a/2 Xa1;a/2 X41;0,995 X41;0,005 X41;0,995 X411 0,005

On a: xZy.000~ 63,69 et X50.0090 ~ 73,40, donc par interpolation linéaire (par défaut, en
I’absence d’informations plus précises), ¥£o; ¢ 995~ 63,69 + ZX (73,40 — 63,69) = 69,1.

De la méme maniére, on obtient : xZs . g 995~ 69,96 + gx (80,08 — 69,96) = 75,6.

Finalement, une derniére interpolation linéaire nous donne

X1, 09957 69,1 +2% (75,6 — 69,1) = 70.4.

Les mémes calculs pour x£; . ¢ gosdonnent :

X20;0005% 17,92 + 2% (22,16 - 17,92) = 19,8 ;

X25. 0.005% 21,25 + gx (25,90 — 21,25) ~ 23,3 ;

X%, 0005% 19.8 +2x (23,3 - 19,8) = 20,5.

Finalement, I’intervalle de confiance sur si? est :

] ~[5,05;17,34],

)

41x867 _ 41x867| _ [41 X867 418,67
1l 704 20,5

X§1;o,995 ’ XZ1;0,005
et ’intervalle de confiance sur sk est donc [/5,05 ;17,34 | [ 2,25 ;4,16 ].

4°) Déterminer, au niveau de confiance de 99%, un intervalle de confiance sur la proportion
d’étudiants ayant une note supérieure ou égale a 10.
Solution :

Le nombre d’étudiants ayant une note supérieure ou €gale a 10 est égal a 42 — 6 = 36, donc la

36 6

proportion d’étudiants ayant une note supérieure ou égale a 10 est /= PR 0,857.

Un intervalle de confiance sur la proportion d’étudiants ayant une note supérieure ou égale a

1- 1-f
10 est lf+ua/2 f(42f);f+u1—a/2 /f(42 )l
~ [0,857 —~2,5758 \/@;0357 +2,5758 \/rslxzoml

~[0,857 - 0,139 ; 0,857 + 0,139 1= [ 0,718 ; 0,996 ].
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5°) Pour N ~ N (1, s ), la probabilité P(N > 10) appartient-elle a ’intervalle de confiance

déterminé a la question précédente ?
Solution :

P(N>10)=P (’z‘ﬁ >10n 1071209 71) ®(0,71) ~ 0,7611.
'N

SIN 2,945

Dong, si N~ N (#@, s¥), P(N > 10) appartient bien a I’intervalle de confiance sur la proportion

d’étudiants ayant une note supérieure ou égale a 10.

Exercice 75 :
Soit (X1, ..., X») un échantillon aléatoire tel que : Vi € [[1, n ]|, E(X;) = n et V(X;) = 6%
1°) On considére n = 3 et une réalisation de cet échantillon (x1, x2, x3) telle que X = 1.

a) Peut-on, pour une loi quelconque, donner une estimation par intervalle de confiance
de p ? Justifiez votre réponse.

Solution :
On ne peut pas faire d’estimation de p par intervalle de confiance parce que la loi des X; étant
inconnue, celle de X = %Z{;l X; est également inconnue.
b) On se place dans le cas d’un échantillon gaussien et on suppose que I’ona c = 1.
a. Donner un intervalle de confiance /1 pour p au niveau de confiance de 95%.
Solution :
L= [ — Ugors = ; x+u0975\/_] [ —196; 1+ 196\/_] —[-0,132:2,1321.

b. Donner un intervalle de confiance /> pour p au niveau de confiance de 99%.
Comparez [ et I> et justifiez vos observations.
Solution :
1 1
I = [ — Ug 995 = ; x+u0995\/_] [ ~2,5758 % ; 1+2,57583]

b est plus large que /; car, plus le niveau de confiance est élevé, plus ’intervalle est large (car quand

= [-0,487 ;2,487 1.

I’ordre du fractile tend vers 1, le fractile tend vers I’infini).

c) On suppose maintenant que 1’on ne connait pas ¢ et que son estimation biaisée vaut
sx~ 0,82. Donner un intervalle de confiance /3 pour p au niveau de confiance de 95%.
Comparer /; et 5 et justifiez vos observations.

Solution :
_ _ 0,82 0,82
I = [x — tyoors s ; K+ tz;o,m%] :[ —43%2 5 1+ 4372 =[-1,493;3,493].
I3 est plus large que /; car on ne connait pas I’écart-type et on est obligé de le remplacer par son

estimation. L’¢élargissement de I’intervalle n’est pas li¢ ici a la valeur de I’estimation, car on peut
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!
, sx 082 _Sx _ 1 o, .
= =~ — === —= = —. L’¢largissement
remarquer que comme sy ~ 0,82, alors s’x = 1, donc 7o Vi S5 7 Lelargisseme de

I’intervalle est li¢ a la perte d’information qui fait que I’on remplace une valeur théorique certaine par
une estimation, dont on connait la distribution théorique, certes, mais dont la distribution a une forte
variance (comme le montre la grande valeur du fractile, 4,3) parce que I’estimation est effectué¢ sur un

trés petit nombre d’individus.

2°) On considére n = 60 une réalisation de cet échantillon (xi, ..., x60) telle que x = 1.

a) Peut-on, pour une loi quelconque, donner une estimation par intervalle de confiance
de p ? Justifiez votre réponse.
Solution :

Oui, on peut, car comme n > 30, le théoréme central limite s’applique et permet de considérer que la
e = 1 N e . .
moyenne arithmétique X = —),;_; X; est approximativement distribuée suivant une loi

gaussienne, ce qui permet le calcul d’un intervalle de confiance.
b) On se place dans le cas d’un échantillon gaussien.

a. On suppose que I’on a ¢ = 1. Donner un intervalle de confiance /4 pour p au
niveau de confiance de 95%. Comparer /; et /4 et justifiez vos observations.

Solution :

I, = [f — Ugors 7= ; %+ Uoors j—ﬁ] - [1 ~196=; 1+ 1,96\/%_0] —[0,747 ; 1,253 1.

L’intervalle /4 est beaucoup plus étroit que /;. Toutes les autres valeurs étant égales, ceci se justifie

uniquement par le passage de n de 3 a 60.

b. On suppose maintenant que [’on ne connait pas ¢ et que son estimation non
biaisée vaut s’y = 1,00. Donner un intervalle de confiance /s pour p au niveau de
confiance de 95%. Comparer /4 et /s et justifiez vos observations.

Solution :

I = [f — tso0075 5 § X + tsg007s j—’%] ~ [1 —2,006—=; 1+2,0067=| =[0,741 ;1259 ]

=l
V60,
L’intervalle /s est Iégérement plus large que /s. La raison en est encore que 1’on ne connait pas 1’écart-
type et que ’on est donc obligé de le remplacer par son estimation. L.’élargissement de I’intervalle n’est
pas lié ici a la valeur de I’estimation, car la valeur de ’estimation non biaisée est approximativement
égale a la valeur théorique, 1, et on continue a diviser par vn = v/60. L’élargissement de I’intervalle est
donc ici aussi lié a la perte d’information qui fait que I’on remplace une valeur théorique certaine par
une estimation, mais 1’¢largissement reste modéré car comme 1’échantillon est relativement grand, le
fractile de la loi de la Student (2,006) est relativement prroche du fractile de la loi gaussienne (1,96). La

valeur du fractile pour la loi de Student a 59 degrés de liberté est trouvé dans la table en interpolant les

valeurs des fractiles correspondants des lois de Student a 40 et a 80 degrés de liberté.
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c) On se place dans le cas d’un échantillon non gaussien.

a. On suppose que I’on a ¢ = 1. Donner un intervalle de confiance /s pour p au
niveau de confiance de 95%. Comparer /4 et Is et justifiez vos observations.

Solution :
~ |z - L al=11 = L Ll= :
I~ [x Uoors T 5 % + Uggrs ﬁ] [1 196 = ; 1+ 1,96 m] [0,747 ; 1,253 1.
On peut dans ce cas appliquer le théoréme central limite, et on obtient donc, de manicre

approximative le méme intervalle que /s.

b. On suppose maintenant que [’on ne connait pas ¢ et que son estimation non
biaisée vaut s’ x~ 1,00. Donner un intervalle de confiance /7 pour p au niveau de
confiance de 95%. Comparer /s et 7 et justifiez vos observations.

Solution :

L= [az — tso0075 5 ; ¥ + tso007s j—’%] ~ [1 ~2,006—=; 1+2,0067=|=[0,741;1259].

1
7l
On a ici encore égalité approximative entre les intervalles du cas gaussien (/s) et du cas non gaussien
(I7) car, d’une part, le théoréme central limite s’applique, et d’autre part, les correctifs qui sont
appliqués dans le cas gaussien lorsqu’on ne connait pas la valeur théorique de ¢ (en remplagant
une loi normale par une loi de Student) peuvent également étre appliqués sur les distributions

approximatives.

3°) On considéere n = 600 une réalisation de cet échantillon (x1, ..., xs00) telle que x = 1.

a) Peut-on, pour une loi quelconque, donner une estimation par intervalle de confiance
de u ? Justifiez votre réponse.
Solution :
Comme n > 30, la loi des grands nombre s’applique et I’on peut faire une estimation ponctuelle. Par
ailleurs, comme 1’échantillon est gaussien, on peut toujours faire une estimation par intervalle de
confiance.
b) On se place dans le cas d’un échantillon non gaussien.
a. On suppose que I’on a ¢ = 1. Donner un intervalle de confiance I3 pour p au
niveau de confiance de 95%.
Solution :

On applique encore le théoréme central limite :

= [l= o [ — e I :
Ig = [T — g7 = %+ Upers ﬁ] [1- 1962 1+ 1,96 =] =[0,920: 1,080 ]

b. On suppose maintenant que [’on ne connait pas ¢ et que son estimation non
biaisée vaut s’y = 1,00. Donner un intervalle de confiance /o pour p au niveau de
confiance de 95%. Comparer /g et I et justifiez vos observations.

Solution :
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I Sx . = sl [= o - a
Iy = [x — t599;0,975 mx + t599,0,975 ﬁ] = [x —Uoo75 =5 X + U975 ﬁ]

- [1 —196— ;14196

\/;ﬁ =10,920 ; 1,080 ].

1
V600]
On a [y = Iy, car pour n = 600, le fait de remplacer ¢ par une estimation n’a quasiment aucun

effet puisqu’une loi de Student a 599 degrés de liberté est indiscernable d’une loi gaussienne.
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