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Plan du cours

@ Généralités

@ Meéthodes de Newton

© Méthodes de points intérieurs
Q Pénalités et multiplicateurs

© Programmation quadratique séquentielle
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Généralités Probléme et définitions

Probléme d’optimisation avec contraintes

min f(x)
gi(X)SOa i=1...,p
e =0 J=1,000,9
x € R".

o f:R" — R fonction coiit ou objectif du probléme
@ g :R" — RP contrainte d'inégalité’ du probléme

e h:R" — RY contrainte d'égalité 'du probléme
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Généralités Probléme et définitions

Un exemple

min f(x) = x2 + x3

x1>1, x>1

x € R2.
K={xeR?|x >1, x, >1}

On sait que V7 (0) =0 mais 0 ¢ K.
x* = (1,1) minimise f mas Vf(x*) # 0
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Généralités Probléme et définitions

Point et direction admissibles

On pose : K = {x € R" | g(x) <0 et h(x) =0}

Probléme avec contraintes

(P) )r(nel’r} f(x)

Définition (Point (ou solution) admissible)

Si g et h son continues, alors K est un sous-ensemble fermé de R" appelé
ensemble des points (ou solutions) admissibles ou réalisables.

v

Définition (Direction admissible)

x € R"” un point admissible. Une direction d est admissible en x s'il existe
n > 0 tel que x + td € K, pour tout 0 < t < 7).

&
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Généralités Existence et unicité

Questions d'existence dans R”"

Théoreme (Existence de solutions)

Le probléme admet une solution dans les deux cas suivants
e f continue et K compact (i.e. fermé et borné)

o K fermé et f coercive (i.e. f(x) — 400 quand || x [|[— +0o0)

Théoréme (Unicité)

Le probléme admet une solution unique si f est strictement convexe et K
convexe non vide.

A\

Définition (Minimum local, global)

o x* € K est minimum local si 3V voisinage de x* tel que
f(x*) <f(x),¥xe VNK
o x* € K est minimum global si f(x*) < f(x), Vx € K
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Généralités ~ Conditions d’optimalité

Conditions d’optimalité

Définition (Coéne)
C C R” est un céne siVA >0, Ax € C, Vx € C. J

Définition (Cone tangent)

aek

C, = {deR"|3d} CR", dy — d;
H{tk} CRy, tx —0; x, =a+ tede € K Vk}

Théoréme (Conditions d’optimalités)

On suppose f de classe €' dans un voisinage de x* € K
© Si x* minimum local pour f alors Vf(x*)Td >0, Vd € Cy

@ Si K convexe et f convexe, si Vf(x*)Td >0, Vd € Cy+ alors f admet
un minimum global en x* sur K.
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Généralités ~ Conditions d’optimalité

Cone tangent linéarisé

f et g de classe € dans un voisinage de a € K
Au point a dans la direction d

gi(a+td) ~ gi(a)+tVgi(a)Td <0 il faut que Vg;(a)"d <0
hi(a+td) ~ hj(a)+tVhi(a)Td =0 il faut que Vhj(a)"d = 0.

I(a) = {ie{1,2,...,p}|gi(a) =0} contraintes saturées (actives) en a

L, = {d €R" | Vgi(a)Td <0, Vi€ I(a); Vhi(a)Td =0, w}

En principe C, # L,.
Conditions pour que C; = L, = Conditions de qualification des contraintes.
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Généralités ~ Conditions d’optimalité

Qualification des contraintes

on a C; = L, dans les cas suivants :

K Polyédre convexe J

Si g et h sont affines alors C, = L,

Conditions de Slater

@ gj convexes, h; affines
@ dxp tel que gi(x0) < 0 et hj(xo) =0, Vi,j

v

Conditions de Mangasarian-Fromowitz

@ Vhj(a) sont linéairement indépendants
o 3d tel que Vg,-(a)g <0Viel(a)et Vhi(a) =0,V

N,
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Généralités ~ Contraintes d’'égalité

Contraintes d'égalité
min f(x)

B =0, j=1,....q
x € R".

Définition (Contraintes régulieres)

h; sont dites réguliéres en a si les V hj(a) sont linéairement indépendants

Vhi(x)"
Vh(x) = :
th(X)T

x régulier :

Co = {d € R" | Vh(x)d = 0} = {d €R"| Vhi(x)Td =0, w}
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Généralités ~ Contraintes d’'égalité

Conditions d’optimalité

Théoréme (Conditions (nécessaires) d’optimalité du ler ordre)

Si x* est un minimum local et point régulier pour les h;, alors 3IX* € R9 :
V£ (x*) + VA(X*)A* = VF(x*) + Z NiVhj(x

Aj multiplicateur de Lagrange

q
On pose : L= V*f(x*) + Y AV2hj(x")
j=1

Théoréme (Conditions (nécessaires) d'optimalité du 2éme ordre)

Si x* est un minimum local et point régulier pour les hj, alors L est
semi-définie positive sur Cy~ :

d"Ld >0, Vdée Ce
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Généralités ~ Contraintes d’'égalité

Equations d'optimalité

Si x* est un minimul local :
VI(x*)+ Vh(x)A\* = 0
hi(x*) = 0,j=1,...,q
Systéme de n + g équations a n + g inconnues

Fonction de Lagrange . : R" x R — R
ZL(x,\) = f(x) + h(x)TX
Equations d'optimalité <= V.Z(x*,\*) =0

% fonction de Lagrange ou Lagrangien
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Généralités ~ Contraintes d’'égalité

Un exemple

min f(x) = x? + x5

x1+x =1
. 2X1 . 1
Vf(x) = < s > Vh(x) = < 1 >
Le systéme
2x1 + A =0
2x + A =0
x1+x = 1

La solution x* = (1/2,1/2), \* = —1
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Généralités ~ Contraintes d'inégalité

Contrainte d'inégalité

Définition (Contrainte active ou saturée)
I(x)={ie{1,2,...,p} | gi(x) =0}

Si x* solution optimale de (PI), alors x* est solution optimale de
min f(x)
gi(x)=0, iel(x")

Définition (Cone de directions admissibles)

Cer = {d cR" | Vgi(x*)Td < o}
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Généralités ~ Contraintes d'inégalité

Conditions d’optimalité

Théoreme (Karush-Kuhn-Tucker (KKT))

Soit x* tel que Vgi(x*), i € I(x*), linéairement indépendants
x* minimum local pour (Pl), alors 3p* € RP, pf >0 :

V) + > uivei(xt) = 0
iel(x*)

Wigi(x) = 0

pi multiplicateur de Kuhn-Tucker

Equation de complémentarité

| \

17 &i(x") = 0 <= gi(x") <0ou uj > 0.
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Généralités ~ Contraintes d'inégalité

Fonction de Lagrange (Lagrangien)

Fonction de Lagrange . : R" x RP — R

L(x,p) = F(x) + p"g(x)
Gradient du Lagrangien
V.L(x,\) = ( VE(x) + > niVai(x) >
8i(x)
wi = 0 si gi(x*) < 0 = contraintes non actives ne comptent pas
Dérivées secondes :

L=V2(x")+ 3 uiVelx")

iel(x*)

Théoréme (Condition d'optimalité du 2nd ordre)

x* minimum local pour (PI), alors dTLd >0,Vd € Cy.
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Généralités ~ Dualité Lagrangienne

Probléme primal - probléme dual

Contraintes :
X={xeR"|gi(x)<0,i=1,...,phi(x)=0,j=1...,q}

Probléme primal

(P) m = Xlgf( f(x)

Fonction de Lagrange (Lagrangien) :
L R"XRP xRI - R L(x,u,\) = f(x) + u"g(x) + ATh(x)

Probléme dual

(P)  a= sup L(x,u,7)
u>0,A
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Généralités ~ Dualité Lagrangienne

Point-selle

Définition (Point-selle)

(x*, p*, X*) est un point selle si
Q x* solution optimale de (P)
Q (u*, \*) solution optimale de (P’)
Q@ m=a=L(x*pu"\)

Si (x*, u*, \*) point-selle :
L0 N) < LX) < L, i)

ou

sup inf Z(x,pu,A) = inf sup ZL(x,pu, A
u>0,2 xeX ( ) xeX >0, ( )

En général

sup inf Z(x,u,A) < inf sup Z(x,u, A
u>0,2 xeX ( ) xeX >0, ( )
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Généralités ~ Dualité Lagrangienne

Existence d'un point-selle

Théoréme (Point-selle)

o f convexe et €'
e g convexes et €1, h; affines

o Conditions de qualification de Slater satisfaites

Si (P) admet une solution optimale alors un point selle de £ existe.

Méthodes de résolution

@ Méthodes basées sur x : Méthodes primales
o Méthodes basées sur (u, A) : Méthodes duales

o Méthodes basées sur x et (i, A) : Méthodes primales-duales

J. Koko (ISIMA) Cours d'Optimisation



	Généralités
	Problème et définitions
	Existence et unicité
	Conditions d'optimalité
	Contraintes d'égalité
	Contraintes d'inégalité
	Dualité Lagrangienne


