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Introduction

Historique

@ Pierre de Fermat (1601-1665)
Recherche d'extrema de fonctions et de tangentes aux courbes

@ Isaac Newton (1643-1727)
Fonctions dérivables, calcul infinitésimal, Un probléme
d'aérodynamique.

@ Johann Bernoulli (1667-1748)
Le brachistochrone

@ 18éme siécle : Euler et Lagrange
@ 19éme siécle : Legendre, Hamilton, Jacobi, Weierstrass,...

@ 20éme siécle : Von Neumann, Bellman, Pontryagin,...
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Introduction

Classification des problémes

Calcul des Variations
Commande Optimale
Programmation Linéaire
Programmation Non Linéaire
Optimisation de Formes
Optimisation Combinatoire
Optimisation Stochastique
Optimisation Non Lisse
Optimisation Multicritére

Optimisation Globale
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Introduction Quelques problémes

Calcul des Variations

Probléme de Plateau (Surface minimale)

i — / 2
min F(u) = /Q 1+ |Vul?2dx

Le brachistochrone

X2 /1 / 2
min F(u) = L v dx
ueV 2g x1 A /u(x)

Probléeme général

min F(u) = /Q f(x, u(x), Vu(x)) dx

ueVv
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Introduction Quelques problémes

Commande Optimale

b
min/ L(x(t), u(t), t)dt + ®(x(b), b)

u

x = f(x(t), u(t), t)

x(a) = xa

o x(t) état du systéme a l'instant t

e u(t), la commande appliquée a l'instant t

o L(x(t),u(t),t) colt de la trajectoire associée
Sous réserve de conditions de controlabilité et d'atteignabilité de I'état final
il existe :

@ il existe une commande optimale u*,

@ une trajectoire optimale x*

@ un état adjoint, noté p*
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Introduction Quelques problémes

Commande Optimale (I1)

Fonction de Hamilton (Hamiltonien)

H(x, p, u) = L(x, u) + {(p, f(x, u, t))

Condition d'optimalité

(u*, x*, p*) vérifie :
. H
A1) = Gl
. H
PO = O g )
0P
(b)) = —(x*(b),b
p(b) = S2(<'(b),b)
et La commande optimale u* maximise la fonction H.

Principe du Maximum de Pontryagin
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Introduction Optimalité

Questions d'existence dans R”

Probléme sans contrainte

(P) min f(x)

X

Si f continue et f(x) — 400 si || x [|[— +oo (f coercive)
alors (P) admet une solution

Probléme avec contraintes

(Pc)  minf(x)

Si f continue et S compact non vide ou Si f coercive et S fermé
alors (P¢) admet une solution.
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Introduction Optimalité

Conditions d'optimalité dans R” (1)

Probléme d'optimisation sans contrainte :

mXin f(x)

Hypothése raisonnable
f de classe €2 sur R.

Conditions d'optimalité
e Vf(x*)=0

o V2f(x*) semi-définie positive.
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Introduction Optimalité

Conditions d'optimalité dans R” (I1)

Probléme d'optimisation avec contraintes

min f(x)
gi(x)=0, i=1,...,p.

Hypothéses raisonnables

f de classe € sur R, et g; de classe €.

Le Lagrangian : L(x,\) = f(x) + (), g(x)).

Conditions d'optimalité

Vif(xX) + Y AiVgi(x*) =0,  g(x*)=0
i=1

(z,V2L(x*,\)z) >0, Vz tel que Vg(x*)z = 0.
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Introduction Optimalité

Conditions d'optimalité dans R” (I11)

Probléeme d'optimisation avec contraintes (inégalités)

min f(x)
hi(x) <0, j=1,....q.

Hypothéses raisonnables

f de classe €2 sur R, et gj de classe L

Conditions d'optimalité (Karush-Kuhn-Tucker)

q
VEX*) + > wVh(x) =0, h(x ) =0, ;>0
j=1
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Méthodes de Newton

Méthodes de Newton )
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Méthodes de Newton ~ Rappels convergence

Convergence linéaire, quadratique

Définition (Convergence linéaire)

xk converge linéairement vers x*, a la vitesse o €]0, 1[ si Ik, € N tel que :

| Xk —x* |<a || xK=x*|, Vk> k.

Définition (Convergence super-linéaire)

xk — x* super-linéairement si xK — x* linéairement, Yo €lo, 1], ie. :

Définition (Convergence quadratique)

xk — x* quadratiquement si 3¢ > 0 tel que :

| Xk —x* |[< || x*—=x* |, VkeN.

J. Koko - Ph. Mahey (ISIMA) Cours d’Optimisation 14 / 109



Méthodes de Newton Equation a une inconnue

Equation a une inconnue

f fonction de R dans R différentiable
f(x)=0
Modele (approximation) linéaire en x
mg(x) = f(x) + f'(x)(x — X)

Racine du modéle linéaire en X

X =X-—-

Méthode de newton

x9 donné

Arrét si |f(x¥)| < e
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Méthodes de Newton

Exemple | : convergence

Equation a une inconnue

iter xK f(x¥)
1 2.2500000000 14.0000000000
2 1.5694444444  3.0625000000
3 1.4218903638 0.4631558642
4  1.4142342859 0.0217722067
5 1.4142135625 0.0000586155
6 1.4142135624 0.0000000004
7  1.4142135624 0.0000000000
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Méthodes de Newton Equation a une inconnue

Exemple Il : non convergence

iter xk f(x%) f'(x¥)

0 1.5000000000e+00  9.8279372325e-01  3.0769230769e-01
1 -1.6940796006e+00  9.8279372325e-01  3.0769230769e-01
2 2.3211269614e+00 -1.0375463591e+00 2.5840422980e-01
3 -5.1140878368e+00 1.1640020424e+00  1.5655257770e-01
4  3.2295683914e+01 -1.3776945287e+00 3.6827130031e-02
5 -1.5753169508e+4-03 1.5398423269e+00 9.5784413088e-04
6
7
8
9

3.8949760078e+-06  -1.5701615340e4+-00 4.0296185091e-07
-2.3830288974e+13  1.5707960701e4+-00  6.5915936439%¢-14
8.9202801611e+26  -1.5707963268e4-00 1.7609271216e-27
-1.2499045994e+-54  1.5707963268e+00  1.2567329759e-54
10 2.4539946375e+108 -1.5707963268e+00 6.4009770143e-109
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Méthodes de Newton Equation a une inconnue

Exemple Il : non convergence

f(x) = atan(x), f/(x) =1/(1 + x?), x* =0
e=10"10 x0=15

1.5

0.5

-0.5 - : : : -
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Méthodes de Newton Systéme non linéaire

Systéme non linéaire

f de R" dans R” différentiable
f(x) =0.
Modéle linéaire en x
mg(x) = f(X) + VF(X)(x — X)
Solution du modéle linéaire en X

VFf(x)d = —f(x) et x" =x+d.

Méthode de newton

o x? donné
o tant que || F(x¥) ||> e et || xk —xK71||> e || x¥ |72

@ Reésoudre Vf(x¥)d* = —f(x¥)
@ Mise a jour x**1 = xk 4 gk
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Méthodes de Newton Systéme non linéaire

Convergence

Soit x* la solution du systéeme
Si x0 est «suffisamment» proche de x*
V£ (x) toujours inversible :

X =X [[< C | X —x* |2

C constante. La convergence de x* vers x* est quadratique.

Exercice

On souhaite résoudre par la méthode de Newton I'équation

1.— Donner le terme général de la suite générée par la méthode de Newton.
2.— Montrer que la suite générée converge quadratiquement.
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Méthodes de Newton locales

Méthodes de Newton locales )

J. Koko - Ph. Mahey (ISIMA) Cours d’Optimisation 21 / 109



Méthodes de Newton locales Modéle linéaire

Equations d'optimalité

Probléeme d'optimisation : min f(x)
xeR"

Systeme d'optimalité : V£ (x) =0

Méthode de Newton

@ xg donné
o tant que || VF(x¥) ||> ¢

@ Résoudre V2f(xi)dk = —V(xx)
Q Xky1 = Xk + dk

Remarque

La méthode peut converger vers un point autre qu'un minimum local.
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Méthodes de Newton locales Modéle linéaire

Exemple de «mauvaise» convergence

f(x) = %xf + X1 €OS X2

VF(x) = Xi+ c.osxz V2f(x) —| 1 _— sin X
X1 SIn X2 Sin X2 X1 COS X2

Il existe une infinité de minima locaux : k € Z

%= e =g ] ]

iter Xk Vf(Xk)

0 (1.00000e+00, 1.00000) (1.5403023059¢+00, -8.4147098481e-01)
(-2.3384e-01, 1.36419)  (1.5403023059¢+00, -8.4147098481e-01)
(1.08143e-02, 1.58483)  (-2.8707702717e-02, 2.2887198619e-01)
(-2.13237e-06, 1.57079)  (-3.2252480702e-03, -1.0813309420e-02)
(1.99048e-17, 1.57079)  (9.2282870662¢-07, 2.1323766610e-06)
(0.00000e+00, 1.57079)  (8.1137190701e-17, -1.9904850744e-17)

Ol W N
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Méthodes de Newton locales Modéle linéaire

Exemple de «mauvaise» convergence

Matrice Hessienne au point x* = (0,1.5708)

V2 (x*) = [ _11 _01 ]
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Méthodes de Newton locales Modéle linéaire

Courbes de niveau de la fonction

-6

-0.8
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Méthodes de Newton locales Modéle quadratique

Approximation quadratique

ms(x) = f(X) + VF(X)T(x — X) + %(x — %) TV2F(R)(x — %)
d=x-—X
ms(X 4 d) = f(X) + VF(x)Td + %dTv%‘(i)d

On calcule d = arg min mg(x + d) :

Vms(X + d) = V2f(x)d + VF(X) =0

I
X1
+
Q

d=—[Vf(x)] VAR, xF

Remarque

d minimise my si V2f(X) est définie positive
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Méthodes de Newton locales Modéle quadratique

Algorithme de Newton locale

Algorithme de Newton locale

o x? donne
e Tant que || VF(xk) ||<e

@ Construire le modéle quadratique
1
my, (X + d) = f(xi) + VF(x) d + 5dTvzf(xk)d

@ Calculer
dx = arg mdin my, (xk + d)

Q Xit1 = X + di
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Méthodes de Newton locales Modéle quadratique

Exemple non convergence

f(x)= %Xf + x3 cos xa : Pour xo = (1,1) on a

1.54030
Vo) = [ —0.84147 }

SpV?2f(xp) = {—0.91085, 1.37055}.

2.+ [ 1.00000 —0.84147
VIF00) =1 _oga147 —0.54030

L'approximation quadratique n'a pas de minimum
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Méthodes de descente

Méthodes de descente )
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Méthodes de descente Conditions sur la direction et le pas

Algorithme de descente

Algorithme en deux étapes :
@ Recherche d'une direction de descente
@ calcul d'un pas de déplacement

Algorithme de descente

@ Recherche d'une direction de descente : V£(xx) dx < 0
@ Recherche linéaire : t; tel que f(xx + txdk) < f(xx)
o Mise a jour : Xxx41 ¢ Xk + tdk

Exemple de direction de descente :
dx = —V1(xk)
Exemple de pas de déplacement :
ty = inf td
k = argmin (xk + tdk)
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Méthodes de descente Conditions sur la direction et le pas

Choix direction et pas

Direction suffisamment descendante

VF(xe) " di

IA

—0 | V() |1 (1)
ldi | < 7l V() |l (2)

Pas de déplacement admissible (Conditions de Wolfe)

f(xk + tidi) — F(xx) ot V(xe) Tdk, 70 €]0, 1/2] (3)

Vf(Xk aF tkdk)Tdk > T1Vf(Xk)Tdk, 1 E]To, 1[. (4)

IA

(3) : Diminution suffisante
(4) : Progression suffisante.
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Méthodes de descente Conditions sur la direction et le pas

Convergence

Théoréme

Si{xx} généré suivant (1)-(4), alors tout point d'accumulation x* de la
suite est un point stationnaire de f.

f(xk) > f(xkr1) > F(x*), Yk {f(xx)} décroissante et minorée.

lim F(xg1) = F(x) = lim £(xe + tid) = F(0a) = 0.

k—4o00

lére condition de Wolfe = lim 7ot Vf(xx) dx = 0
k—+00

Soit t, — 0, soit Vf(Xk)Tdk — 0
Sity — 0, (2) = tkdk ||— 0

lim Vf(Xk + tkdk)Tdk = lim Vf(Xk)Tdk |IT T1Vf(Xk)Tdk

k—+00 k—+00

Il faut que V£ (xx)"dx — 0 et (1) = Vf(xx) — 0
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Méthodes de descente Recherche linéaire

Recherche linéaire | : Regle d'Armijo

Reégle d'Armijo
0o 0 <a<lfixé

@ Prendre t, comme le premier terme de la suite {1,a,a?,...,} qui
vérifie

f(Xk aF tdk) = f(Xk) < tTon(Xk)Tdk, 70 G]O, 1/2[.

Hypothése principale d'Armijo : le pas n'est jamais trop petit.

Montrer qu'avec f(x) = x*, la méthode de la plus forte pente ne converge
pas avec la régle d’Armijo.
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Méthodes de descente Recherche linéaire

Recherche linéaire Il

Algorithme de recherche linéaire
Qi=0717=10%m7=01XA=2t=0; tp =400

@ Si t; vérifie les conditions de Wolfe : t, = t;, STOP
© Si f(xk + tidk) — F(xk) > Tot;VF(xk) T dx (le pas est trop long)
tr = tj, tiy1 = (tL + tr)/2. Aller en 2.

Q Sit; VF(xk + tide)Tdx < 1V F(xk) T dx (le pas est trop court)

tL =t tix1 = (tL + tr)/2 si tr < +00 tiy1 = Atj. Aller en 2.

| .

Théoréme
Si f est €1 et coercive, alors I'algorithme se termine en un nombre fini
d'itérations )
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Méthodes de descente Recherche linéaire

Newton avec recherche linéaire

On suppose V2f(x) définie positive :
Xk4+1 = X) — ti [V2f(Xk)] - Vf(Xk)

tx vérifiant les conditions de Wolfe (3)-(4) (ou Armijo)

Montrer que si V?f(xy) est définie positive, la direction de Newton est
suffisamment descendante.

On suppose que V2f(x,) n'est pas définie positive :
dix = =Sk VF(xk)
Sk modification de V2f(x, )L :
Sk = [V2F(x)] " + (€ = Amin)l
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Méthodes de descente Recherche linéaire

Algorithme de Newton avec recherche linéaire

[tération kK >0
@ Calculer Ry tel que

R«R! = V3f(x) + 71, 72>0.

@ Résoudre Ryzx = VI (xk)
© Résoudre Rdek = —Zz

@ Recherche linéaire avec tp = 1

Q Xkt1 = Xk + tidk

| \

Remarques

o Le calcul de V2f(xx) peut étre coliteux ou impossible

o La modification avec factorisation de Choleski est coliteuse.

J. Koko - Ph. Mahey (ISIMA) Cours d’Optimisation



Méthodes de descente Recherche linéaire

Méthodes quasi-Newton

On calcule la direction de Newton approchée :
dk = —Ska(Xk) ou dek = —Vf(Xk)

o S, approximation (définie positive) de [V2f(x )]~}
@ Gy approximation (définie positive) de V2f (x)

8k < VI(xk), Pk < Xk+1 — Xk, Gk < VI(xk1) — VF(xk)

Mise a jour de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)

T T
akq Grprpy Gk
Gkt1 = G+ k_— 5
(Pr>ak) Pk, Gkpk)
T T T

(Pk> k) (Pesark)” (P, Gk)

Sk1
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Méthode de région de confiance

Méthodes de régions de confiance )
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Méthode de région de confiance  Principe

Principe de la méthode

Modéle quadratique en x

msg(X + d) = f(X) + VF(X)Td + %dTV2f(>‘<)d

Principe de la méthode

Faire confiance au modéle quadratique dans une boule de rayon 7, i.e.
[ x=Xx|<F

Sous-probléme de région de confiance

| A\

m‘}n mg(X + d) (5)
| d|<F. (6)

Questions
o Comment résoudre (5)-(6)?

o Comment déterminer 77

| N\
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Méthode de région de confiance Principe

Un peu de dualité!

On remplace (6) par (1/2)(]| d ||> —F?) < 0.

Conditions d'optimalité de Kuhn-Tucker

d* solution du probléme de région de confiance = Ju* > 0

VF(X) + V2f(R)d* + p*d* = 0
p(ldl? =) = o

Si || d* ||< F = pu* =0 et V?f(x)d* = —Vf(x) (Newton locale)
Si||d*|[|=F = p*>0et
(V2f(%) + p*l) d* = —VF(x)

La matrice hessienne de f en X est corrigée par p*IL.
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Méthode de région de confiance =~ Résolution du probléme de région de confiance

Méthode du gradient conjugué (Rappel)

1
min g(x) = =x’ Qx + b x
x 2
On suppose Q (n x n) définie positive

Algorithme

@ k=0:x0, Vq(xo) = @xo + b, do = —Vq(x0)
e k>0

Q tv=—Vaq(x) di/d] Qdy

Q xkt+1 = Xk + tkdk

Q Bk = Valaut1) IPll Valxx) 72

Q dii1 = —Vq(xkt1) + Brdk

Convergence (quadratique) en n itération au plus )
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Méthode de région de confiance Résolution du probléme de région de confiance

Méthode du gradient conjugué modifié (Steihaug-Toint)

@ Si le modéle est non convexe dans la direction d, aller au bord de la
région de confiance en suivant d. STOP

@ Si xT = X + d est a I'extérieur de la région de confiance, aller au bord
de la région de confiance en suivant d. STOP

@ Dans les autres cas : Gradient Conjugué

Sous-probléme a résoudre
Déterminer A tel que || X+ \d ||=F

a=||d|> b=2x"d, c=|| x| -F:

_ —b+Vb? —4dac

A 2a
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Méthode de région de confiance =~ Résolution du probléme de région de confiance

Méthode du gradient conjugué modifié (Steihaug-Toint) Il

Algorithme

@k+0:r>0,x=0,dy=-b
e k>0
@ Si d] Qdx <0 (test de convexité), x* = xx + Axdk. STOP

@ Pas de déplacement : t, = —d/ (Qxk + b)/d,] Qdi

© Itéré suivant : xx1 = Xk + tedx

Q Si || xkt1 ||> r (test de région), x* = xx + Axdk. STOP
Q Bk = Valxis1) IIPll Va(xi) |72
O Nouvelle direction du gradient conjugué : dit1 = —Vq(xk+1) + Brdk

Arrét normal : || Vg(xk) ||=]| @xk + b [|< ¢
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Méthode de région de confiance = Rayon de confiance

Qualité du modéle

Prédiction de la diminution :
AmK = my, (xk) — My (i + d*) = F(x) — My, (xx + d*)
Diminution réelle de la fonction :
AFK = f(x) — F(xi + d¥)

Ratio :

Trois cas possibles :

@ p proche de 1, le modéle est bon
@ p proche de 0, le modéle est mauvais

@ p prend des valeurs intermédiaires
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Méthode de région de confiance = Rayon de confiance

Calcul pratique du rayon de confiance

Choix de 2 constantes 0 <11 <1 < 1

@ Si p > np I'adéquation modéle/fonction est trés bonne
Diminution prédite par le modéle presque atteinte par le fonction
On double le rayon

e Sim < p < mp I'adéquation modéle/fonction n'est pas parfaite
La fonction a quand méme diminiué
On garde le rayon inchangé

@ Si p < m I'adéquation modeéle/fonction est mauvaise

Le rayon est réduit a 3 || d* ||
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Méthode de région de confiance = Newton avec région de confiance

Algorithme de Newton avec région de confiance

@ k=0:x9, m=0.01, 5 =0.9
e k>0
@ Construire le modéle quadratique my, (xx + d), d € R”
Résoudre le probléme de région de confiance (PRC)

dy la solution

@ Calculer le ratio
Afk

~ Amk

© Sip<m, alors xey1 = xc et re = 3 || d* ||

p

Q Sip>m, alors xkr1 = xx + di
Si p > o, alors rp1 = 2ry
Sinon rxy1 = rk

Arrét deés que || VI(xx) [|[< €
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Méthode de région de confiance = Newton avec région de confiance

Convergence

Théoréme (Convergence de I'algorithme)
Si f c%?
{xx} € B CR", B borné
| V2£(x) [2< A, Vx € B.

Alors il existe un point d'accumulation x* de la suite tel que :
Vi(x*) = 0
sTV?f(x*)s > 0, VseR"
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Méthode de région de confiance Meéthode dogleg

Point de Cauchy - Point de Newton

Modéle quadratique en xx (gk = Vf(xk))

1
mxk(xk aF dk) = f(Xk) aF gl;rd aF EdTv2f(Xk)d

Définition (Point de Cauchy)
XC =Xk — tkgk,  E= argmin my, (xk — tgk).

g/ g«

calcul direct : t, = —X=>"
T gl V2 (xi)ex

Définition (Point de Newton)

XN = Xk +dx
Vi (x)de = —agx
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Méthode de région de confiance Meéthode dogleg

Principe de la méthode dogleg

Sous-probléme de région de confiance (PRC)
mdin mz(X + d)

Id <7

| N,

Principe de la méthode
@ Région de confiance trés petite = point de Cauchy
@ Région de confiance trés large = point de Newton

@ Combinaison des deux : x* = X + pq,

adc si0<a<l
Pa = dC+(Ot—].)(Xd—XC) sil<a<?2
n3—a)+a—2)dy si2<a<3

Xc =X+ dc, xqg = X+ ndy.
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Méthode de région de confiance = Newton versus Région de confiance

Newton vs Région de confiance

- Coiit du calcul de V2f(x)
- Absence de convergence globale

+ Convergence quadratique

Région de confiance
- Coiit du calcul de V2f(x)

+ Convergence globale

+ Convergence quadratique a |'approche de x*
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Méthode de région de confiance Probléme de moindres carrés

Probléme de moindres carrés )
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Méthode de région de confiance Probléme de moindres carrés

Probléme de moindres carrés non linéaires

Modele non linéaire : y = y(x; a), paramétre a = (ay, .

..,an)
Mesures sur une fonction F : R?” — R™
Fi(a)=y(x;a)—yi, i=1,....m
Erreur entre mesures et modéle :
1 m
E(a) = §F(3)TF(9) => " ly(xiia) —yil> = F(a) I3
i=1

Probléme de moindres carrés non linéaires

e Ee
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Méthode de région de confiance Probléme de moindres carrés

Différentiation

F = (F1,..., Fyn) multi-application
Jacobienne de F

(@)= V() = (5242
J i

Gradient de E :

VE(a) = Jr(a)"F(a) = > Fi(a)VFi(a)
i=1
Matrice Hessienne :
V2E(a) = Jr(a) T Je(a) + Zm: Fi(a)V2F;(a)

On suppose F;(a) «petity
V2E(a) ~ Je(a)T Jr(a)
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Méthode de région de confiance Probléme de moindres carrés

Méthode de Gauss-Newton

Gauss-Newton = Newton avec la matrice hessienne approchée :

Algorithme de Gauss-Newton

ap donné
© Résoudre Jr(ak) " Jp(ak)dk = —Jr(ak)F(ax)
Q aki1 = ak + dk

On arréte dés que || F(a) [|[< e
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Méthode de région de confiance Probléme de moindres carrés

Méthode de Levenberg-Marquardt

Principe : ax11 = ax + dk
@ Loin de I'optimum : plus forte pente

di = —)\kVE(ak), A >0
@ Prés de I'optimum : Newton

J;:(ak)TJ,:(ak)dk = —VE(ak)

Formule unique

(J;:(ak)TJ;:(ak) aF )\k]l,,) d, = —VE(ak)

Ak ajusté pour que dj direction de descente
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Méthode de région de confiance = Probléme de moindres carrés

Méthode de Levenberg-Marquardt

Algorithme

k =0 ag, Ao =0.001
k>0

@ Calculer di solution de

(J,:(ak)TJ,:(ak) aF )\an) d, = —J,c(ak)TF(ak)
Q Si E(ax + dk) < E(ax) (descente)

Ak+1 = Ag/10

ak+1:ak+dk, k< k+1
© Si E(ak + dik) > E(ak) (pas de descente)

Ak+1 = 10X,
k41 = ak, k+— k+1

On arréte dés que || VE(ax) [|< ¢
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Méthodes quasi-Newton

Méthodes quasi-Newton )
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Meéthodes quasi-Newton Principe

Principe de la méthode

On remplace la matrice des dérivées secondes par une approximation
définie positive
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Méthodes quasi-Newton ~ Cas d’un systéme non linéaire

Equation non linéaire dans R

Approximation en X : mz(x) = f(x) + %(f()‘( +5) — f(x))(x — Xx)

1
Dérivée approchée : as(x) = g(f(i +s) — f(x))
aration - v+ — ¢ f(X)
[tération : x™ = X ()
Méthode de la sécante
S = Xk — Xk—1 et ax = (f(Xk) = f(Xk_l)/(Xk = Xk—l) J

Algorithme

OkZO,Xo,a():l

e k>0
f(x
o X1<+1:Xk—M
dk
f(x — f(x
0 o,y - [ = Fx)
Xk+1 — Xk
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Méthodes quasi-Newton  Cas d’un systéme non linéaire

Systéme non linéaire

On cherche une matrice Ay telle que : Ax(xk+1 — xk) = f(xkr1) — F(xk)
On pose dk_1 = Xk — Xk—1, Yk—1 = F(Xky1) — F (k)

Equation de la sécante : Axdk_1 = yr_1

On pose : S = {A| Adk—1 = yk-1}

On cherche Ay comme solution du probléme

in | A— A1 |15 in || A— A1 [|7
min || k-1l2 ou min| k-1 [l

Théoréme (Formule de Broyden)

(V=1 — Ak—1dk—1)d/_;

A = Ak—1 +
A1 0h-1
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Méthodes quasi-Newton ~ Cas d’un systéme non linéaire

Algorithme quasi-Newton (Broyden)

Algorithme

e k=0, xo9, Ao =1,
e k=1x1 =x0 —Ao_lf(Xo)

o dy=x1— X0, Yo = f(x1) — f(xo)
e k>1

(k-1 — Ak—1dk—1)d/_;
QO A=A 1+
K k—1 a7 e
@ Résoudre : Axdi = —f(xk)
Q Xit1 = Xk + dk
Q di = Xky1 — Xk, Yk = F(Xkr1) — x(fx)

On arréte dés que || f(xx) ||[< e
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Meéthodes quasi-Newton Méthode BFGS

Principe

Pour le probléme
mXin f(x)
On applique la méthode de la sécante a I'équation
Vf(x)=0
dk—1 = Xk — Xk—1 €t yx—1 := VFf(xx) — VF(xx-1)

Matrice hessienne approchée (Broyden)

(Yk—1 — Hk—1dk—1)d]
dkT—ldk—l

Hi = Hi—1 +

Propriétés de H,

@ Hy vérifie I'équation de la sécante : Hidx_1 = yx_1

@ Hy n'est pas symétrique, ni définie positive
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Meéthodes quasi-Newton Méthode BFGS

Principe de la mise a jour BFGS

Au lieu de dek—l = Yk—1
On cherche le facteur de Choleski Ry tel que

ReR di1=yi_1

Rkzk—1 = yk-1 (7)
R,Z_dk,]_ = Zk_1 (8)
Broyden (7) (R le plus proche possible de Ry_1)

1 — R 1z 1)z)
Rk:kal—F(yk 1 k—14k 1) k—1

Z/lek—l
Dans (8)

I .d
T 2 Yk—19k—1
—1Hk—1dk—1
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Meéthodes quasi-Newton Méthode BFGS

Formule BFGS

Théoréme (BFGS)

f différentiable x,_1, xx

di_1:=xx — xx—1 €t yx_1 := VI(xx) — VF(xk_1) tels que d,z—_lyk_l >0
La mise a jour BFGS est :

Ye—1Yp 1 Hk—ide—1d) Hk-q
Hik = Hk-1 + = = 7
ykfldk—l dklek—ldk—l

Hy est définie positive si H_1 est définie positive.
BFGS=Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

N,

Remarque (Validité de la formule)

Il faut que ykT_ldk_l >0

N
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Meéthodes quasi-Newton Méthode BFGS

Algorithme

Algorithme BFGS
e k=0, xo, Hp =1,
e k>0
© Résoudre Hidy = —Vf(xk)
@ Calculer tx par recherche linéaire de Wolfe (tp = 1)
© Xxki1 = Xk + tedk
© Mise a jour de la matrice Hy

YRy _ Hydid,] Hy
v d d Hidx

Hit1 = Hy +

dk = X1 — Xk = tedi, Yk = VF(xer1) — VF(xi)
Arrét si || VF(xx) [|< e

| \

Remarque
rang(Hx — Hk—1) = 2 BFGS méthode (mise a jour) de rang 2.
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Meéthodes quasi-Newton Méthode BFGS

Approximation de l'inverse

Au lieu d'approcher V2f(x) puis résoudre le systéme
on peut directement approcher [V2f(x)] !

Formule de Sherman-Morrison

A non singuliére (n x n), U, V des matrices (n x p)
B = A+ UVT est inversible et

Bl=A1_Al0+VviAlU)tvTA?

BFGS inverse

dey,] dey,] did,]
5k+1=(11— kTyk>5k<H_ kTyk>+ kdi
dy Yk d Yk d Yk

| .

o Si dkTyk > 0 et Sy définie positive, alors Sk 1 est définie positive
o La matrice S; converge vers [V2f(x*)] !
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Meéthodes quasi-Newton Méthode BFGS

Convergence

Théoréme (Convergence)

Appliqué a une fonction quadratique avec une matrice hessienne A définie
positive on a a l'itération k :

0 dJAdj=0,0<i<j<k
o Hi1Ad; =d;, 0< i<k

BFGS= méthode de directions conjuguées= convergence en n iter. au plus

Fonction non quadratique

Comme pour la méthode du gradient conjugué, il faut réinitialiser la
méthode BFGS toutes les n itérations pour assurer la convergence
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Optimisation avec Contraintes

Optimisation avec Contraintes )
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Optimisation avec Contraintes  Contraintes d’égalité

Contraintes d'égalité

min f(x)
hi(x)=0, j=1,...,q
x € R".

Définition (Contraintes réguliéres)

h; sont dites réguliéres en a si les V hj(a) sont linéairement indépendants

Vhi(x)T
Vh(x) = :
th(X)T

x régulier :
Co = {d € R" | Vh(x)d = 0} = {d eR" | Vhi(x)Td =0, w}
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Optimisation avec Contraintes  Contraintes d’'égalité

Conditions d'optimalité

Théoréme (Conditions (nécessaires) d'optimalité du ler ordre)

Si x* est un minimum local et point régulier pour les hj, alors I\* € R9 :
q
VF(x*) + Vh(x")A* = VF(x*) + Y N Vhi(x*)" =0
j=1

Aj multiplicateur de Lagrange

q
On pose : L = V3f(x*) + Z )\J’-‘V2hj(x*)
j=1

Théoréme (Conditions (nécessaires) d'optimalité du 2éme ordre)

Si x* est un minimum local et point régulier pour les hj, alors L est
semi-définie positive sur Cyx :

d"Ld >0, Vde Ce
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Optimisation avec Contraintes  Contraintes d’égalité

Equations d'optimalité

Si x* est un minimul local :

VF(x*) + VA(x)A* = 0

hi(x*) = 0,j=1,...

Systéme de n + g équations & n + g inconnues

Fonction de Lagrange . : R” x RY -+ R
ZL(x,\) = f(x) + h(x) T\

Equations d'optimalité <= V.Z(x*,\*) =0

% fonction de Lagrange ou Lagrangien
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Optimisation avec Contraintes  Contraintes d’égalité

Un exemple

min f(x) = x2 + x3

x1+x0 =1
. 2X1 . 1
Vi(x) = ( 2% > Vh(x) = < 1 >
Le systéme
2x1 + A
20+A = 0
x1+x =1

La solution x* = (1/2,1/2), A\* = -1
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Optimisation avec Contraintes ~ Contraintes d’inégalité

Contrainte d'inégalité

gi(x) <0, i=1,...,p; x e R".

Définition (Contrainte active ou saturée)
I(X) = {I S {1a27--~>p} ’gI(X) = 0}

Proposition

Si x* solution optimale de (PI), alors x* est solution optimale de
min f(x)
gi(x)=0, i€l(x)

Définition (Cone de directions admissibles)

Cor = {d eR" | Vgi(x*)Td < 0}

v
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Optimisation avec Contraintes ~ Contraintes d’inégalité

Conditions d'optimalité

Théoréme (Karush-Kuhn-Tucker (KKT))

Soit x* tel que Vgi(x*), i € I(x*), linéairement indépendants
x* minimum local pour (Pl), alors 3p* € RP, p7 >0 :

V) + > pive(xt) = 0
i€l(x*)

pigi(x) = 0

pi multiplicateur de Kuhn-Tucker

Equation de complémentarité

wigi(x*) =0<«= gi(x*) <0oupu; >0.
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Optimisation avec Contraintes  Contraintes d’inégalité

Fonction de Lagrange (Lagrangien)

Fonction de Lagrange . : R” x R? — R

L(x,p) = F(x) + " g(x)
Gradient du Lagrangien
V.ZL(x,\) = ( VFE(x) + > 1iVai(x) >
gi(x)
wi = 0 si gi(x*) < 0 = contraintes non actives ne comptent pas
Dérivées secondes :

L=V?f(x")+ Y uiVai(x
iel(x*)

Théoréme (Condition d'optimalité du 2nd ordre)

x* minimum local pour (PI), alors d"Ld > 0, Vd € Cy-.
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Optimisation avec Contraintes = Dualité Lagrangienne

Probléme primal - probléme dual

Contraintes :
X={xeR"|gi(x)<0,i=1,...,p, hi(x)=0,j=1...,q}

Probléme primal

(P) m= Xlgf( f(x)

Fonction de Lagrange (Lagrangien) : . : R" x RP x RY —» R

L (x, 1, A) = £(x) + T g(x) + ATh(x)

Probléme dual

(P)  a= sup L(x,u,7)
A,u=>0
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Optimisation avec Contraintes ~ Dualité Lagrangienne

Point-selle

Définition (Point-selle)

(x*, u*, \*) est un point selle (ou point col) si
Q x* solution optimale de (P)
Q (u*, \*) solution optimale de (P’)
Q@ m=oa=L(x"u"\)

Si (x*, u*, \*) point-selle :
L(x* 1, A) < ZL(xF, 1", N < L(x, 1", A7)
ou

sup inf Z(x,pu, A\) = inf sup L(x,u, \)
u>0,1 xeX xeX >0\

En général

sup inf Z(x,u, A) < inf sup ZL(x, u, A
Sup Jnf (1, A) jnf P (% 15 A)
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Optimisation avec Contraintes ~ Dualité Lagrangienne

Existence d'un point-selle

Théoréme (Point-selle)

o f convexe et €1
o g; convexes et €', h; affines
e dxg tel que g,'(Xo) <0et hj(Xo) =0,Vij

Si (P) admet une solution optimale alors un point selle de £ existe.

Méthodes de résolution

@ Méthodes basées sur x : Méthodes primales

o Méthodes basées sur (p, A) : Méthodes duales

o Méthodes basées sur x et (i, A) : Méthodes primales-duales
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Méthode du gradient projété

Méthode du gradient projété )
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Méthode du gradient projété Principe

Principe de la méthode

min £(x)
a,-Tx < b,', i€l
a,-Tx =b;, i€b.

Contraintes activesen x : lp={i € I | a/x = b} U h

Matrice des contraintes actives en x :
T, -
Av=1a; |i€b], pxn, 1g8hAs=0p
Céne des directions admissibles en x :

50::CX:{deR"]Aod:0}

Idée principale

Projéter —Vf(x) sur Sp
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Méthode du gradient projété Principe

Projection

Probléme de projection sur Sy = kerAy
min VF(x)Td
Ad =0, ||d|=1

Projection sur kerAg = Projection sur (ImAJ )+

Projection de Vf(x) sur ImAJ : y = Al (AoAl) LAV F(x)

Projection de Vf(x) sur (ImAJ )+ :
p=Vf(x)—y=(I-A](AA]) "A)VF(x)

Matrice de projection : Po = (I — AJ (AoAd ) "1 Ao)

Gradient projeté

p
p=—PyVf(x) d=——
el
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Méthode du gradient projété Optimalité

Optimalité

Théoréme

d est une direction de descente pour f

VF(x)Tp=—| VF(x) > =(AVF(x))T(AAd) LAV F(x) <0

S&-:ImAOT:>R”:SOEBSOL = —Vf(x)=p+Alu peS

Sip=—PyVF(x)=0
VF(x)+Aju=0

Moindres carrés : u = —(AgAg ) LAV F(x)

Optimalité

@ Si u >0, On a les conditions KKT

o S'il existe u; < 0, il faut supprimer certaines contraintes actives
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__ Meéthodedugudintprojeie Agorithme
Algorithme du gradient projété

k =0 Initialisation : x° donné

k>0 @ Calculer lo(x¥)

Former Ag

Po =1— Al (AAl) Ao

pk = —PoVF(xk), d = p¥/ | p* |

Uk = —(AoAJ ) TAVF(xK),  uf = minj uf
Si pk¥=0et uk >0STOP

Si pk =0 et uf‘ < 0 supprimer la ligne i de A

©0 0000

Retourner en 2.

O Calculer = rpaa«{xk + td* € X}
>

Q t, =arg min f(x*+ td)
te(0,t)

@ xk+1 = xk 4 ¢, dk
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Programmation quadratique | : Contraintes d’égalité

Programmation Quadratique | : Contraintes d'égalité )
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Programmation quadratique | : Contraintes d’égalité =~ Généralités

Probléme quadratique

1
min g(x) = §XTQX +x"c

Ax=b
x € R".

@ A matrice m x n, m < n, rangA=m

e Q semi-définie positive (g convexe)

Lagrangien : .Z(x,\) = q(x) + AT (Ax — b)

Conditions d'optimalité du ler ordre (KKT)

PRI
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Programmation quadratique | : Contraintes d’égalité =~ Généralités

Existence et unicité

zi, i=1,...,n— m base de kerA

Z=[z1 - zp-m] (AZ=0)

Lemme
Si ZTQZ définie positive, alors

G AT
=[5 %]

est non signuliére et (x*, \*) est solution unique de (KKT).

Théoréme

| N,

Si A de rang plein et ZT QZ définie positive, alors
(x*, A*) solution (KKT) = x* unique solution de (P)
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Programmation quadratique | : Contraintes d’égalité Méthodes directes

Factorisation

Les factorisations LU et LDLT ne sont pas adaptées a la matrice K

Factorisation symétrique indéfinie (fonction 1d1 dans matlab)

PKPT = LBL"
@ P matrice de permutation

@ B matrice bloc-diagonale (1 x 1 ou 2 x 2)

Résolution du systéme factorisé :

o Lz:P[_bC}
Q@ Bs2=2z LTz=1:3
x* _

o[-
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Programmation quadratique | : Contraintes d’égalité Méthodes directes

Complément de Schur

Elimination de Gauss sur (KKT)
Q AT x| —cC
0 —AQ AT M7 b—AQ1c

La matrice S = AQ AT est appelée complément de Schur de Q. J

Résolution de (KKT) a I'aide du complément de Schur :
O Résoudre S\* = AQ lc—b
© Résoudre : Qx* = AT\* — ¢

Remarque

Pour éviter I'inversion explicite de @, on peut utiliser le gradient conjugué
pour le systéme en \*
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Programmation quadratique | : Contraintes d’égalité Méthodes itératives

Gradient conjugué projété

Remarque

PCG n'est pas adapté pour résoudre K
Utiliser les méthodes de type krylov : GMRES, LSQR, etc.

Méthode du gradient conjugé projété

@ Initialisation : k =0, xg tel que Axg = b, rp = Qxg + ¢

AAT vy = Ang
go=ro—ATv, do=—go
e k>0

Q ti = r! g/d] Qdx

Q Xkt+1 = Xk + tudk, rks1 = @xkr1 + €
Q AAT Vi1 = Ana

Q g1 = ki1 — Al viyr

Q Bk =l 18+1/ri 8k

Q dii1 = —8k+1 + Brdk

N
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Programmation Quadratique Il : Contraintes d’inégalité

Contraintes d'égalité et d'inégalité : (Primal) Active Set
Méthod
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Programmation Quadratique Il : Contraintes d’inégalité Principe

Probléme quadratique

1
min g(x) = EXTQX +cTx
al x = bj, €&
alx<b;, iel.

Q@ sémi-définie positive.
Contraintes actives en x* : A* = {i € EUT | a] x = b;}
Conditions d'optimalité (KKT)

Qx* + Z Aa =0

i€A*

a,-Tx* =b;, i€A"

alx* < b, i€I\A*

>0, ieZnA
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Programmation Quadratique Il : Contraintes d’inégalité Principe

Principe

X point courant et W) contraintes actives en xi
Xk —> X=Xk +p:

1
q(x) = alxc+p) = 5p" Qp+ & p + c

Sous-probléme quadratique

1
min —p’ Qp + g/ p
p 2

alp=0, ieW,

Solution py :
o al (xx +apk) = a] xx = b;, Vi € Wy, Ya >0
o Si a,-Tpk <0, a,-T(xk —i—apk) < a,-Txk < b;, Vi g Wy, Va >0
e Sialp,>0
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Programmation Quadratique Il : Contraintes d’inégalité Principe

Pas de déplacement

T
bk—a,- Xk

Pk = min =
igWy, al pk>0  a; Pk

On prend comme pas optimal :

Qe = min{l, Pk}

@ Si ay = 1, aucune contrainte ne bloque le déplacement
W1 = Wi

@ Si ax < 1, il y a au moins une contrainte qui bloque
Rajouter la contrainte qui bloque a Wy pour former Wi
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Programmation Quadratique Il : Contraintes d’inégalité  optimalité

Optimalité

Si px =0, (KKT) pour le sous-probléme quadratique :

> Nai = —gk = —(@x +¢)

i€ Wy
o Si 3\,- >0, i€ W,NZ, les conditions d’optimalité sont vérifiées
Xk solution optimale pour le probleme (QP)

0 Sidie WenZtelque \; <0
supprimer la contrainte / de |'ensemble W.
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Programmation Quadratique Il : Contraintes d’inégalité Algorithme

Active Set Method

k = 0 xp solution réalisable
W, contraintes actives en xg

k >0 @ Résoudre le sous-probléeme quadratique (px la solution)
©Q Si pr =0, calculer A
Si \; >0, pour tout i € W, NZ, STOP x* = x
Sinon j = arg minjew,nz 3\,-
Wit1 = Wi \ {j} ; retourner en 1.
O Si px # 0, Calculer ay

Xk+1 = Xk + 0P ; St ag < 1,
Wi+1 = Wik U {nouvelles contraintes actives}
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Programmation Quadratique Il : Contraintes d’inégalité Algorithme

Remarques

@ La condition «xg solution réalisable» n'est pas triviale
A partir d'un X, on détermine xp par PL ou pénalisation.

@ La stratégie de faire entrer ou sortir de W une contrainte a la fois
peut-&tre pénalisante :
Sien x9, Wo = 0 et en x*, cardW* = 200, il faut au moins 200
itérations pour atteindre |'optimum.
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Programmation Quadratique Il : Contraintes d’inégalité Algorithme

Contraintes d'égalité et d'inégalité : Primal-Dual Active Set
Méthod
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Programmation Quadratique Il : Contraintes d’inégalité Principe

Principe de la méthode

Probléme modéle

1
min g(x) = EXT Qx —c'x
x < b.
Pour le probleme général
1
min g(x) = EXT Qx —c'x
Ax < b.
Remplacer par
: _ 17 E T, _ T
min q(x, z) = X Qx + 52 Z=C X
Ax—z=b
—z <0.
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Programmation Quadratique Il : Contraintes d’inégalité Principe

Primal-Active Set Method

@ Construire les ensembles
A = {i: x,-k>b,-oux,-k:b,-etuf-‘20}
Iy = {i: x,-k<b,-oux,-k:b,-etuf-‘<0}

@ Poser xikJr1 = b; pour i € Ay

© Résoudre
k41 g
D QxfTl=c= ) Qb i€l
JELy JjeAk

@ Calculer les multiplicateurs des contraintes actives

pitt = b; —ZQU TVie Ay

@ Six ! < bet ™ > 0 pour tout i € A, STOP
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Programmation Quadratique Il : Contraintes d’inégalité Principe

Commentaires

+ Convergence rapide : 2 ou 3 itérations si A* = ()
+ Mise en oeuvre facile
- Matrice a restructurer a chaque itération

- Augmentation du nombre de variables dans le cas général
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Algorithme primal-dual 1 : Contraintes d’égalité

Algorithme primale-dual 1 : Contraintes d'égalité )
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Algorithme primal-dual 1 : Contraintes d’égalité Principe

Principe

min £(x)
hi(x)=0,i=1,...,m
x€R", m<n.

A = A(x) = Vh(x) jacobienne (m x n) de h

Conditions d'optimalité
(X*,A*) cR" x R™

Vi(x*)+ Al =0
h(x*) =0

Résoudre les équations d'optimalité par la méthode de Newton \
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Algorithme primal-dual 1 : Contraintes d’égalité Probléme linéarisé

Approximations

Notations : fi := f(xx), hx := h(xk), Ak = A(xx)
ka = fo(xk, )\k), Lk = Vgg(Xk, )\k)

Dérivation

.iﬂ(Xk, )\k) = fx + /\Z—hk
ng(xk, >\k) = Vf(Xk) + ArAk, V)%)\g(xk, /\k) = Ag
VAL (3 M) = hiey VaZ (%, Ak) = AL

Coniditions d'optimalité : V.Z(x*,\*) =0
Acroissement de Newton : (xx, Ax) = (xk + dk, Ak + fik)

Approximation

d
VL (xk + di, M + k) & VL (31, M) + V2L (xk, Ak) ( Mi )
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Algorithme primal-dual 1 : Contraintes d’égalité Probléme linéarisé

Probléme linéarisé

Systéme linéarisé

() (3)(%)

Probléme tangent

(SL) C.N. du probléme quadratique
min V¢] d + %dTLkd
hy + Axd =0

Comme V/ linéaire par rapport a3 A\, on préfére :

Probléme tangent simplifié
1
min V£ d + 5dTLkd
hy + Axd =0
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Algorithme primal-dual 1 : Contraintes d’égalité ~ Algorithme

Algorithme

Algorithme de Newton

k =0 Initialisation (xg, Ao) donné
k >0 hy, Vi, Ak, Ly disponibles
@ Déterminer (d, \x) point-selle du probléme
min V£ (xc) " d + %dTLkd
hx + Axd =0

Q xkr1 =Xk + dk, Mkr1 = Mk

&

Théoréme (Convergence)

Si f et h sont €2 dans le voisinage de x* (point stationnaire) de
multiplicateur \*

Alors 3V vois de (x*, \*) tel que si (xo, A\o) € V ['algorithme de Newton
converge.
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Algorithme primal-dual 2 : Contraintes d’inégalité

Algorithme primale-dual 2 : Contraintes d'inégalité )
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Algorithme primal-dual 2 : Contraintes d’inégalité

Principe

min f(x)
C,'(X) =0, €&
ci(x) <0, ieZ.

Conditions d'optimalité (KKT)

VA(x*)+ ) AVe(x*) =0
EUT*

G(x*)=0, ie&

MNci(x*)=0, iel.

Linéariser les équations (KK T) en passant de (xk, Ak) — (xk + dk, Ak + pek)
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Algorithme primal-dual 2 : Contraintes d’inégalité Probléme linéarisé

Probléme linéarisé

Equations (KKT) linéarisées :
Lidi +Y M (Veilx) + cilx)) +) M (Vei(x) + cilx)) = =V F(x)
(< i€l
VC;(Xk)Tdk + C;(Xk) =0, €&
M (Veilxi) Tde + ci(x)) =0, €T

Probléme tangent simplifié

min %dTLkd+Vf(xk)d
VC,'(Xk)Td aF C,'(Xk) =0, ieé&
VC,'(Xk)Td aF C,'(Xk) <0, iel.
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Algorithme primal-dual 2 : Contraintes d’inégalité ~ Algorithme

Algorithme (PQS)
k =0 Initialisation (xo, Ao) donné
k >0 hg, Vi, ci(xx), Vci(xk), Lx disponibles
@ Déterminer (d, \x) point-selle du probléme
nﬁanpq)Td+-%dTLkd

Veilx)Td+ci(x) =0, ieé&
VC,'(X/()Td aF C,'(Xk) <0, el

Q Xki1 = Xk + dk, Akr1 = Mk

Théoréme (Convergence)

Si f et c sont €2 dans le voisinage de x* (point stationnaire) de
multiplicateur X\*. On suppose les CSO du 2nd ordre vérifiées. Alors 3V
vois de (x*, \*) tel que si (xo, Ao) € V l'algorithme de PQS converge.
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