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@ Motivations

© Equations Différentielles Ordinaires (EDO)
© Problémes elliptiques 1D

@ Problémes elliptiques 2D
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Motivations

Equations différentielles ordinaires (EDO)

Probléme modele
Y'(t) = fly(t),t), t>0
y(0) = yo (condition initiale)

Si dérivée d'ordre supérieur : Changement de variable
Exemple :

y' —y =f
Poser z =y’
Z = f+z
y' =z
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Motivations

Domaines d'applications :
Thermodynamique (e.g, transfert de chaleur)
Dynamique des populations (e.g., systémes proie-prédateurs)

Circuit électrique (e.g., calcul du potentiel électrique)

Systémes mécaniques (e.g., oscillation d'un ressort)

TP du cours en MATLAB )
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Motivations

Equations aux dérivées partielles (EDP)

Probléme en espace :

d
au(x) = vy dZu(x) = f(x)dansQ
i=1
u(x) = 0 au bord (condition aux limites)
Proléme en espace-temps :

d
Oru(x,t) — uzafiu(x, t) = f(x,t)dans Q
i=1

u(x,t) = 0 au bord

u(x,0) = wup(x) (condition initiale)
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Motivations

Domaines d'applications :
@ Equation de la chaleur
@ Vibrations/Ondes
@ Systémes mécaniques

@ Dynamique des fluides

TP du cours en C )
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO)  Introduction

EDO (Probléme de Cauchy)

=10, T]€R, f: R™ x| — R™ continue
EDO

Trouver y : | — R™ de classe C! telle que

y'(t) = fy(t),t) Vtel
y(0) = y condition initiale

Yo € R™ donné.
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO)  Introduction

Existence de solution

Théoréme (Existence et unicité)

Si f est lipschitzienne en y, i.e. AL > 0

If(y,t) — f(x, )| < L|x—y|, Vx,y e R" Vi>0

alors le probleme EDO admet une solution unique.

Exemple (f linéeaire)

Si f est de la forme
f(y(t),t) = Ay(t)
ol A est une matrice m X m. Alors
IF(y(t), t) — f(x(2), t)| <|| A Il [x(t) — y(t)]
Donc L=| A|.
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO)  Méthodes d’Euler

Discrétisation

Théoréme

f de [a, b] dans R continue et dérivable. Alors il existe c €]a, [ tel que

f(b) — f(a) = f'(c)(b - a)

Subdivision uniforme de / = [0, T] de taille h=T/N

th=nh, y"=y(t)), n=0,1,2,....N

Théoréme des accroissements finis dans [t,, tp+1]

yn+1 - yn = hy/(t_-n)a t_-n E]tm tn+1[-
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO)  Méthodes d’Euler

Méthodes d'Euler

t, : Euler explicite

Y. = Y
y"™ = "L hf(y",t,), n=0,1,...,N.
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO)  Méthodes d’Euler

Exemples

Systéme différentiel linéaire : A matrice m x m.

y'(t) = Ay(t), t=0

y(0) = yo
Euler explicite :
yo = Yo
yn—i-l = y"+hAy", n=0,12,...
Euler implicite :
y0 = Yo

(I, — hAY"™L = y" n=0,1,2,...
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO)  Erreurs

Convergence

Erreur de consistance

en(y) = + ((trs2) — y(tn)) — F(y(t2), 1)

Schéma consistant si
lim [ en(y) [|= 0.
h—0

m(y) = (y(t),...,y(tw)) € R"
mh(y) projection de la solution exacte sur les points de la subdivision.

Erreur de convergence

en(y) =y — mnly)

Schéma convergent si

li =0.
lim | 24(y) [|=0
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO)  Erreurs

Convergence

Euler = Méthodes d'ordre 1

[l existe C >0
max |y" — y(t,)| < Ch

Euler explicite : conditionnellement stable

Euler implicite : inconditionnellement stable
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO)  Méthode de Crank-Nicholson

Crank-Nicholson

En = (tn + tn+1)/2
f(y(fn)a t_'n) = (f(y(tn)v tn) + f()/(thrl)v tn+1))

Crank-Nicholson

Y=y

h h
YU = T ) ="+ S t) ta). n =01 N

Crank-Nicholson = méthode d'ordre 2
Il existe C >0

max|y" — y(t,)| < CH?
n
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Exemples EDO particuliéres

Exemple EDO instable

y" — 10y’ — 11y =0,

y(0) =1, y'(0)=-1
Solution exacte : y(t) = e
Conditions initiales perturbées : y(0) =1+¢, y'(0) =1

. ) + €
Solution perturbée : y.(t) = (1 + Ee)e f Eellt
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Equations Différentielles Ordinaires (EDO) Exemples EDO particuliéres

EDO raide

y' 4100y = 100, y(0) = yo.

Solution exacte y(t) = (yo — 1)e 100t 1.

Euler explicite : y™! = (1 — 100h)y" + 100h = (yo — 1)(1 — 100h)" +

&

sk H

at 4
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Problémes elliptiques 1D Probléme Modéle

Probléme elliptique 1D

Trouver u : [a, b] — R solution de

—u"(x) + a(x)u(x) = f(x) dans [a, b],

u(a) = u,, u(b) = up,

@ o > 0 et f données du probléme.

e u(a) = u,, u(b) = up conditions aux limites.
Origine de (1) : Dschéma d'Euler implicite du probleme
82

0
au(x, t) — Vﬁu(x, t) = f(x,t)
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Problémes elliptiques 1D Discrétisation

Discrétisation

h=(b—a)/(N+1), x; = ih
a:x0<x1<--~<xN+1:b.

Développement de Taylor :

h? h3 h*
u(x+h) = u(x) + ho'(x) + 20" (x) + 2 ux) + 50 (x+ 0h),
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Problémes elliptiques 1D Discrétisation

Systeme algébrique

Dans le probleme : u; = u(x;), o = a(x;), fi = f(x;)
1 .
p(—ui—1+2ui—ui+1)+0¢iui:fi, i=1...,N.

On obtient les matrices

M = diag(aq, ..., an)

2 -1 0 0
1 -1 2 -1 o 0 fix)
R:ﬁ bh—
0 0 0 -1 2 Fow-1)
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Problémes elliptiques 1D Discrétisation

Systeme algébrique

up = (u1, ..., uy) solution de

(M + R)up = by,

Théoréme

La matrice R est définie positive
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Problémes elliptiques 1D Erreurs

Erreurs

mh(u) = (u(x1), ..., u(xn)) projection de la solution exacte.

en(u) = (M + R)mp(u) — by, erreur de consistance

en(u) = up — wp(u)  erreur de convergence

Si u de classe C*
2
I en(@) oo €22
2
I en(w) flos €O
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Problémes elliptiques 2D Probléme modéle

Probléme modéle

Domaine Q = (ax, bx) x (ay, b,) de bord I

Trouver u : Q — R solution de

0?u(x) = 0%u(x)
Ox? Oy?

a(x)u(x) — v (

u=g surl

) — f(x) dans Q,

avec
e a(x)>0
ov>0
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Problémes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Différences finies

M et N entiers naturels

hx = (bx — ax)/(M + 1) hy = (b, —ay)/(N +1)
telles que

A =X < X1 < - <X =1Ihe < < Xpp < Xprg1 = by,

ay =y <y<--<y=jh < - <ynv<yni1=by

On note
e xjj = (xj, y;) les points de la grille

e ujj = u(x;, y;) la fonction inconnue sur la grille
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Problémes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Approximation

02 1

E;l><(2)<) . p(U(X_|_h><7}/)—2u(x,y)+u(x—/7x7)/))

%u(x 1

) Ry ) 20, ) + ey — )
y

14 14
— o i1y = 2uij + uivrg] = o5 [uij-1 = 2uij + ujja] + aijuiy = i,
X y

pourl1< ;i< Metl<j<N.
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Problémes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Approximations |l

Conditions aux limites : uj; =gjj, i =0,M+1ouj=0N+1
X2

X1

u=[(ur,1,u21,...,um1)(ur2, 22, ... um2) - (ULn, U N, - - - UML)
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Problémes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Matrices

Systéme final : Au=b

D —F
—-F D —F
A = diag(ayj) + S
—-F D -—F
- _F D -
OUF:%HMa
5 ;
-1 B v 2v v
D= Ly avecﬁ:ij/T2 etyzh—)%
-y B - g
L - B ]
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Problémes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Second membre

avec

bi+(j—1)M = ﬁ,j, 1<i<M, 1<j<N
bi+(j—1)M = f’—,"j—i—l/g;)j, i=0,M+1louj=0N+1.

1 1 1 1
811 = 5801+ 5810 ELN= 58,N+ 58,N+1
™ 2 2

. 1 . 1 ]

8i1= 1380, 8iN= 78N+l 2<i<M-1,
y y

~ 1 1 . 1 1

M1 = 58M+1,1 T 58M0, BMN = 758M+1,N T 58MN+1;
i h2 I h?

) 1 } 1 _
81j = 1380 BMj = 178M+1,; 2<j<N-1
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Problémes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Exemple

u=[(u1,1,u21,u31)(u12, U2, uz2)(u1,3, Uz 3, U3 3)]

4 1 0 -1 0 0 0 0 07
1 4 1 0 -1 0 0 0 O
0O -1 4 0 0 -1 0 0 0
1 0 0 4 -1 0 -1 0 0
A=| 0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1
0O 0 0 -1 0 0 4 -1 0
0O 0 0 0 -1 0 -1 4 -1
0 0 0 0 0 -1 0 -1 4|
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Problémes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Probléme non linéaire

Trouver u : 2 =(0,1) x (0,1) — R solution de :

Méthode de Newton uk — ukt1 = yk + wk
Dans I'équation :

=AU+ wh) + (0w = f(x),
Approximation d'ordre 1 :

—AwK +3(uF) 2wk = F(x) + Auk — u*
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Problémes elliptiques 2D Discrétisation par différences finies

Probléme non linéaire : Méthode de Newton

k=0 u® donné, £ > 0 fixé
k>0 Tant que | w ||> ¢ || u¥ ||
© Calculer w* solution de

—Aw* 4+ 3(uF) 2wk = f(x) + Auk — Uk
O Ukt = uk 1wk
Remarques :

Q@ Auk— vk = (R —T)u¥, R matrice du laplacien
Q@ —Awk 4+ 3(uF)2wk = (R + diag(3(u5-)2))wk
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