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On souhaite résoudre le problème A.~x = ~b à l'aide d'une méthode itérative lorsque A est une

matri
e symétrique.

La méthode itérative du gradient 
onjugué est une méthode de Gauss�Seidel relativement à

une base A-orthogonale, la base A-orthogonale 
hoisie étant 
onstruite à l'aide de la méthode de

Gram�S
hmidt à partir de la base parti
ulière donnée par les résidus su

essifs.

Plan : méthode de Gauss�Seidel, puis méthode de Gram�S
hmidt, puis méthode du gradient

pour motiver le 
hoix de la base de départ sur laquelle on applique Gram�S
hmidt, puis la méthode

du gradient 
onjugué.
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1 Méthode de des
ente de Gauss�Seidel

1.1 Méthode de Gauss�Seidel

On note (~ei)i=1,...,n la base 
anonique de R
n
. On veut trouver ~x =

∑n
i=1 xi~ei

noté

=





x1
.

.

.

xn




tel

que :

A.~x = ~b, (1.1)

où A = [aij ] 1≤i≤n

1≤j≤n

est une matri
e réelle donnée et

~b =





b1
.

.

.

bn




un ve
teur donné dans R

n
.

Pour un ~x0 ∈ R
n
q
q, on note :

le résidu = ~r0
def
= A.~x0 −~b, soit






r01
.

.

.

r0n




 =






∑n
j=1 a1jx

0
j − b1

.

.

.

∑n
j=1 anjx

0
j − bn




 . (1.2)

Si ~r0 = 0 (résidu nul), alors ~x0 est la solution 
her
hée.

La méthode de Gauss�Seidel 
onsiste, à partir �d'un point de départ� ~x0 donné a priori, à 
al-


uler le résidu ~r0, puis à annuler 
e résidu 
omposante par 
omposante en ne modi�ant qu'une


omposante de ~x0 à la fois.

• 1ère étape : annulation de r01 =
∑n

j=1 a1jx
0
j − b1 en ne modi�ant que x01. Notons x

1
1 la valeur


orrespondante, où don
, dès que a11 6= 0 :

a11x
1
1 +

n∑

j=2

a1jx
0
j − b1 = 0, don
 x11 =

1

a11
(b1 −

n∑

j=2

a1jx
0
j), et ~x0+

1

n
def
=







x11
x02
.

.

.

x0n






. (1.3)

Don
 ~x0+
1

n ∈ R
n
est le point qui véri�e don
 (A.~x0+

1

n −~b)1 = 0.

• 2ème étape : on prend 
omme nouveau point de départ le point ~x0+
1

n
. Le résidu est maintenant

~r0+
1

n = A.~x0+
1

n −~b. Et on veut annuler (~r0+
1

n )2 = a21x
1
1 +

∑n
j=2 a2jx

0
j − b2 en ne modi�ant que

(~x0+
1

n )2. Notons x
2
1 la valeur 
orrespondante, où don
, dès que a22 6= 0 :

a21x
1
1 + a22x

1
2 +

n∑

j=3

a2jx
0
j − b2 = 0, don
 x22 =

1

a2
(b2 − a21x

1
1 −

n∑

j=3

a2jx
0
j). (1.4)

Et notons ~x0+
2

n = (x11, x
1
2, x

0
3, . . . , x

0
n)

T ∈ R
n
, point qui véri�e (~r0+

2

n )2
def
= (A.~x0+

2

n − ~b)2 = 0.

(Mais on n'a pas (~r0+
2

n )1 6= 0 en général...)

• Et on itère le pro
édé : à l'étape n on a obtenu le point ~x1
def
= (x11, x

1
2, x

1
3, . . . , x

1
n)

T ∈ R
n
(�n

de l'étape n).

• Puis on re
ommen
e à partir de ~x1 pour obtenir ~x2
def
= (x21, x

2
2, x

2
3, . . . , x

2
n)

T ∈ R
n
(�n de

l'étape 2n), . . .
• Et on itère le pro
édé : à la �n de l'étape kn on a obtenu le point ~xk (k ≥ 1).
• Et on s'arrête dès que par exemple ||~xk − ~xk−1|| < ε pour une pré
ision ε souhaitée.

Proposition 1.1 Si A est une matri
e symétrique dé�nie positive, alors la suite (~xk)k∈N 
onverge

vers la solution ~x de (1.1), quel que soit le point ~x0 pris 
omme point de départ de la méhtode

itérative de Gauss�Seidel.

Preuve. A l'aide de l'expression matri
ielle de l'algorithme, voir � suivant, proposition 1.3.
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3 1.2. Expression matri
ielle de la méthode de Gauss�Seidel

1.2 Expression matri
ielle de la méthode de Gauss�Seidel

Notons D = diag(A) = diag(a11, . . . , ann) la matri
e diagonale relative à A = [aij ], notons −E
la matri
e sous-diagonale de A (triangulaire inférieure stri
te), et −F est la matri
e sur-diagonale

de A (triangulaire supérieure stri
te). Don
 :

A = D − E − F, et A.~x = ~b ssi (D − E).~x = F.~x+~b. (1.5)

Proposition 1.2 Quand aii 6= 0 pour tout i, l'algorithme de Gauss�Seidel s'é
rit à l'étape (k+1)n,
k ≥ 0 :

(D − E).~xk+1 = F.~xk +~b. (1.6)

(Et la suite (~xk)k∈N 
onvergera vers ~x solution de A.~x = ~b, i.e. de (D − E)~x = F~x + ~b, voir
proposition suivante.)

Preuve. À la �n de l'étape k, posons ~yk = F.~xk + ~b, et il s'agit de 
al
uler ~xk+1
solution de,


f. (1.6) :

(D − E).~xk+1 = ~yk. (1.7)

C'est un système de n équations à n in
onnues les 
omposantes (xk+
i
n )i=1,...,n de ~xk+1

, ave
 D−E
triangulaire inférieure : la première équation donne dire
tement xk+

1

n
, d'où la deuxième équation

donne xk+
2

n
, d'où ..., d'où ~xk+1

(méthode de des
ente.)

Proposition 1.3 Si A est une matri
e symétrique dé�nie positive, alors la suite (~xk)k∈N∗

onverge

vers la solution ~x de A.~x = ~b, quel que soit le point ~x0 pris 
omme point de départ de la méthode

itérative de Gauss�Seidel.

Preuve. A est dé�nie positive, don
 inversible. Soit ~x = A−1.~b la solution. On a (D−E).~x = F.~x+~b,


f. (1.5). Et par 
onstru
tion, (D − E).~xk+1 = F.~xk +~b. Don
 (D − E).(~xk+1 − ~x) = F.(~xk − ~x),
soit (~xk+1 − ~x) = B.(~xk − ~x) où on a posé B = (D − E)−1.F .

• Véri�ons que (D − E) est inversible. A dé�nie positive implique aii = ~eTi .A.~ei > 0. Don

det(D) =

∏
aii > 0 pour tout i. Et det(D − E) = det(D) > 0, d'où (D − E) est inversible.

• Véri�ons que le rayon spe
tral de B est < 1, voir annexe B. A est symétrique, don
 F = ET
,

et B = (D−E)−1.ET
. On �symétrise en partie� la matri
e B : notons D

1

2 = diag(
√
a11, ...,

√
ann).

On a E = D
1

2 .L.D
1

2
où L

def
= D− 1

2 .E.D− 1

2
. Don
 (D − E) = D

1

2 .(I − L).D
1

2
. Et on a ET =

D
1

2 .LT .D
1

2
. Don
 B = D− 1

2 .(I − L)−1.D− 1

2 .ET = D− 1

2 .(I − L)−1.LT .D
1

2
.

Posons B1 = D
1

2 .B.D− 1

2 = (I − L)−1.LT
. On va utiliser l'inégalité

X
1−X

< 1 pour X < 1
2

(immédiat 
ar X < 1−X pour X < 1
2 ).

B1 et B ont mêmes valeurs propres 
ar B1.~v = λ~v ssi D
1

2 .B.D− 1

2 .~v = λ~v, ssi B.D− 1

2 .~v =
λD− 1

2 .~v, i.e. ~v est ve
teur propre de B1 ssi D− 1

2 .~v est ve
teur propre de B pour la même valeur

propre.

Soit λ une valeur propre non nulle de B1 (si λ = 0 alors λ < 1 le rayon spe
tral souhaité),

asso
iée à un ve
teur propre ~v tel que ||~v|| = 1. Don
 B1.~v = λ~v, don
 LT .~v = λ(I − L).~v et don


~vT .LT .~v = λ(1 − ~vT .L.~v), don
 λ = ~vT .LT .~v
1−~vT .L.~v

. Montrons ~vT .LT .~v < 1
2 : on aura bien |λ| < 1.

On a ~vT .L.~v = ~vT .(D− 1

2 .E.D− 1

2 ).~v, ave
 A dé�nie positive don
 0 < (D− 1

2 .~v)T .A.(D− 1

2 .~v) =

~vT .D− 1

2 .A.D− 1

2 .~v = ~vT .(D− 1

2 .(D−E−ET ).D− 1

2 ).~v = ||~v||2−2~vT .(D− 1

2 .E.D− 1

2 ).~v, d'où ~vT .L.~v <
1
2 ||~v||2. Et i
i ||~v|| = 1.

Le rayon spe
tral de B étant < 1, la méthode de Gauss�Seidel 
onverge.

Remarque 1.4 La méthode de Gauss-Seidel relaxée s'é
rit :

Mω.~x
k+1 = Nω.~x

k +~b où Mω =
1

ω
(D − ωE) et Nω = (

1− ω

ω
D + F ).

Pour ω = 1 on a la méthode de Gauss-Seidel. Pour 0 < ω < 2 la méthode relaxée 
onverge. On

parle de sous-relaxation pour ω < 1 et de sur-relaxation pour ω > 1. La méthode de sur-relaxation

est 
onseillée (par exemple ave
 ω = 1, 8).
Si on note Bω = M−1

ω .Nω, le 
oe�
ient ω est 
al
ulé de telle sorte que le rayon spe
tral de

la matri
e Bω soit le plus faible possible, de manière à 
e que la 
onvergen
e soit la plus rapide

possible. Voir Golub et Van Loan [2℄.
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4 1.3. Di�érentielle et gradient de f

1.3 Di�érentielle et gradient de f

Soit une fon
tion f ∈ C1(Rn;R).
Comme f ∈ C1

, f admet un développement limité au premier ordre au voisinage de tout

point ~x0 : il existe une appli
ation linéaire L~x0

noté

= df(~x0) : R
n → R, appelée la di�érentielle de f

en ~x0, telle que :
∀~p ∈ R

n, f(~x0 + h~p)− f(~x0) = h df(~x0).~p+ o(h). (1.8)

Et pour ~p ve
teur �xé, la valeur :

df(~x0).~p = lim
h→0

f(~x0 + h~p)− f(~x0)

h
. (1.9)

est appelée la dérivée de f en ~x0 dans la dire
tion ~p.
Ave
 le produit s
alaire 
artésien (·, ·)

Rn , le théorème de représentation de Riesz permet de

représenter la forme linéaire df((~x0) à l'aide d'un ve
teur noté

~∇f(~x0) et appelé le gradient de F
en ~x0 :

∀~v ∈ R
n, df(~x).~v = (~∇f(~x), ~v)Rn . (1.10)

Don
 :

f(~x0 + h~p)− f(~x0) = h (~∇f(~x0), ~p)Rn + o(h), et (~∇f(~x0), ~p)Rn = lim
h→0

f(~x0 + h~p)− f(~x0)

h
.

1.4 Cas f quadratique

C'es le 
as, pour A matri
e n× n de f : Rn → R dé�nie par :

f(~x) =
1

2
~xT .A.~x−~bT .~x+ ~c, (1.11)

et on 
her
he le minimum de f . Par dérivation le ve
teur ~c disparaît : pour alléger l'é
riture on

prend ~c = ~0 dans la suite.

Proposition 1.5 On a

~∇f(~x) = 1
2 (A+AT ).~x−~b. En parti
ulier, si A est une matri
e symétrique,

on a :

~∇f(~x) = A.~x−~b,

Preuve. Par dé�nition de la dérivation dans une dire
tion ~v donnée, 
f. (1.9), on a :

df(~x).~v = lim
h→0

1
2h~v

T .A.~x + 1
2~x

T .A.~v + 1
2h

2~vT .A.~v − h~bT .~v

h

=
1

2
~xT .AT .~v +

1

2
~xT .A.~v −~bT .~v =

1

2
((A +AT ).~x−~b)T .~v = (~∇f(~x), ~v)Rn ,

où on a utilisé (1.10). Et si A est symétrique, A = AT
.

Dans la suite, on supposera souvent A symétrique dé�nie positive. Et dans 
e 
as, le minimum

de f existe, est unique, et est donné par le point ~x tel que

~∇f(~x) = 0, i.e. tel que :

A.~x = ~b. (1.12)

C'est bien le problème initial (1.1) qu'on avait à résoudre.

1.5 Gauss�Seidel : point de vue des
ente le long des ve
teurs de la base


anonique

Cas f donnée par (1.11) ave
 A symétrique.
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5 1.6. Gauss�Seidel et 
onvergen
e en n étapes pour la sphère

On se donne un point ~x0 ∈ R
n
, et on 
her
he un point noté ~x0+

1

n
tel que :

f(~x0+
1

n ) ≤ min
ρ
f(~x0 − ρ~e1).

On aura ~x0+
1

n = ~x0 − ρ~e1 qui réalise le minimum de f sur la droite ~x0 +Vect{~e1} (droite parallèle

au premier axe des 
oordonnées passant par le point ~x0). Pour 
e on dé�nit ϕ0 : R → R par :

ϕ0(ρ) = f(~x0 − ρ~e1), (1.13)

et on minimise ϕ0
. On a :

(ϕ0)′(ρ) = df(~x0 − ρ~e1).(−~e1) = −~∇f(~x0 − ρ~e1)
T .~e1 = −(A.(~x0 − ρ~e1)−~b)T .~e1, (1.14)

et le minimum est donné pour ρ tel que (ϕ0)′(ρ) = 0, i.e. pour ρ tel que :

a11(x
0
1−ρ) + a12x

0
2 + . . .+ a1nx

0
n − b1 = 0, (1.15)

d'où ρ. Et on a retrouvé (1.3) ave
 x10 = x01−ρ donnant le point ~x0+
1

n
.

De même pour les étapes suivantes en posant ϕk+ i−1

n (ρ) = f(~xk+
i−1

n + ρ~ei).
La méthode Gauss�Seidel est don
 bien une méthode de des
ente.

1.6 Gauss�Seidel et 
onvergen
e en n étapes pour la sphère

On rappelle que si A une matri
e symétrique dé�nie positive, alors A est diagonalisable dans

une b.o.n., 
e qui s'é
rit A = P.D.P−1
où D = diag(λ1, ..., λn) est la matri
e diagonale des valeurs

propres, et P−1 = PT
.

Soit I = diag(1, 1, ..., 1) la matri
e identité.

Proposition 1.6 Si λ 6= 0 et si A = λI (matri
e sphérique), alors, partant d'un point ~x0 donné

quel
onque, l'algorithme de Gauss�Seidel 
onverge en n étapes, i.e. le point ~x0+
n
n = ~x1 est solution

de λI.~x = ~b, i.e. ~x1 = 1
λ
~b.

Et quelque soit base orthonormée (~pi)i=1,...,n et le 
hangement de base ~ei → ~pi pour tout

i = 1, .., n, la matri
e sphérique A est in
hangée (reste sphérique), et l'algorithme de Gauss�Seidel


onverge en n étapes.

(Signi�
ation : la matri
e A est la matri
e d'un endomorphismes L : Rn → R
n
dans la base (~ei),

on note [L]|(~e) = A ; et la matri
e de L dans une base (~pi) est notée [L]|(~p). Et la proposition a�rme

que si [L]|(~e) est sphérique alors [L]|(~p) est sphérique dès que (~pi) est une b.o.n.)

Preuve. L'algorithme de Gauss�Seidel s'é
rit (D − E).~x1 = F.~x0 + ~b, i.e. i
i λI.~x1 = ~b, d'où

~x1 = 1
λ
~b.

Soit P = ([~p1] . . . [~pn]) la matri
e dont les 
olonnes sont données par les 
oordonnées des

ve
teurs ~pi dans la base 
anonique. Comme [~pi]
T .[~pj ] = δij pour tout i, j, on a PT .P = I. D'où

P−1 = PT
, et par 
hangement de base, la matri
e A = λI est transformée en B = P−1.A.P =

λP−1.I.P = λI = A : la matri
e est in
hangée.

Noter qu'une matri
e A = λI est appelée matri
e sphérique, 
ar si f(~x) = 1
2~x

T .A.~x = λ
2 ||~x||2Rn ,

alors une surfa
e de niveau {~x : f(~x) = 
onstante} est une sphère.

Proposition 1.7 Si A = diag(λ1, . . . , λn) est une matri
e diagonale où tous les λi 6= 0, alors,
partant d'un point ~x0 donné quel
onque, l'algorithme de Gauss�Seidel 
onverge en n étapes, i.e.

le point ~x0+
n
n = ~x1 est solution de diag(λ1, . . . , λn).~x = ~b, i.e. (~x1)i =

1
λi
(~b)i.

Preuve. L'algorithme s'é
rit (D − E).~x1 = F.~x0 +~b, i.e. i
i diag(λ1, . . . , λn).~x
1 = ~b.

Noter qu'une matri
e A = diag(λ1, . . . , λn) est appelée matri
e elliptique quand tous les λi > 0,

ar si f(~x) = 1

2~x
T .A.~x = 1

2

∑

i λix
2
i , alors une surfa
e de niveau {~x : f(~x) = 
onstante} est un

ellipsoïde (dont les axes prin
ipaux sont les axes de 
oordonnées).

Remarque 1.8 La méthode du gradient 
onjugué 
onsistera à rendre l'ellipsoïde sphérique.
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6 1.7. Matri
e elliptique et base A-orthogonale

Remarque 1.9 Mais attention : si on fait un 
hangement de base orthonormée (~pi)i=1,...,n, la

matri
e diagonale A devient B = P−1.A.P qui n'est plus diagonale (bien que symétrique), et

la méthode de Gauss�Seidel ne 
onverge plus en n étapes, 
ontrairement au 
as de la matri
e

sphérique.

Par exemple, soit A = D =

(
1 0
0 2

)

et soit P =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

la matri
e de rotation

d'angle θ 6= 0 modulo 2π. On prend P 
omme matri
e de passage : don
 ~p1 =

(
cos θ
sin θ

)

et ~p2 =
(
− sin θ
cos θ

)

. On a B = P−1.

(
1 0
0 2

)

.P . Prenons θ = −π
4 par exemple. Alors B =

(
3
2 − 1

2
− 1

2
3
2

)

:

n'est pas diagonale.

1.7 Matri
e elliptique et base A-orthogonale

1.7.1 Base A-orthogonale

Si A est une matri
e symétrique dé�nie positive, si A = P.D.P−1
ave
 D diagonale et P−1 =

PT
(dé
omposition diagonale), alors on note

√
A = A

1

2

def
= P.

√
D.P−1

la matri
e symétrique

dé�nie positive dite ra
ine 
arrée de A, où D
1

2 = diag(
√
λ1, ...,

√
λn) (on véri�e trivialement que√

A.
√
A = A

1

2 .A
1

2 = A).
Et alors la forme bilinéaire (·, ·)A : Rn × R

n → R dé�nie par :

(~v, ~w)A
def
= (A.~v, ~w)Rn = ~wT .A.~v = ~vT .A.~w = (

√
A.~v,

√
A.~w)Rn

(1.16)

est un produit s
alaire, et ||.||A : Rn → R+ dé�nie par :

||~v||A =
√

(~v, ~w)A = ||
√
A.~v||Rn

(1.17)

est la norme asso
iée.

Dé�nition 1.10 Soit A une matri
e symétrique dé�nie positive. Deux ve
teurs ~v, ~w ∈ R
n
son dits

A-
onjugués (ou simplement 
onjugués si la matri
e A est impli
ite) ssi ils sont orthogonaux pour

le produit s
alaire (·, ·)A, i.e. ssi ils sont (·, ·)A-orthogonaux :

~v et ~w A-
onjugués ⇔ (~v, ~w)A = 0 ⇔ (A.~v, ~w)Rn = 0 ⇔ (
√
A.~v,

√
A.~w)Rn = 0.

(1.18)

En d'autres termes les dire
tions ~v et ~w sont A-
onjuguées ssi, une fois déformées par la transfor-

mation ~v →
√
A~v elle sont orthogonales : (

√
A.~v,

√
A.~w)Rn = 0.

Dé�nition 1.11 Soit (~pi)i=1,...,n une base de R
n
. La base (~pi)i=1,...,n est dite A-orthogonale ssi,

pour tout i, j = 1, ..., n :

i 6= j ⇒ (~pi, ~pj)A = 0 (= ~pTi .A.~pj), (1.19)

i.e. ssi les ~pi sont deux à deux A-
onjugués (i.e. (·, ·)A-orthogonaux). Et la base (~pi)i=1,...,n est dite

A-orthonormale ssi, pour tout i, j = 1, ..., n :

(~pi, ~pj)A = δij (= ~pTi .A.~pj), (1.20)

i.e. ssi elle est (·, ·)A-orthonormale, i.e. orthonormale relativement au produit s
alaire (·, ·)A.

1.7.2 Ellipsoïde rendu sphérique

La proposition 1.7 indique que les dire
tions des ve
teurs propres sont des dire
tions de des
entes

qui permettent une 
onvergen
e en n étapes. Malheureusement le 
oût de 
al
ul des ve
teurs propres

est de même ordre que le 
oût du 
al
ul de l'inverse de la matri
e : 
'est d'ailleurs une te
hnique

usuelle de 
al
ul de l'inverse, voir (1.27). Don
 le 
al
ul des ve
teurs propres 
oûte trop 
her.

L'idée est alors de rendre l'ellipsoïde sphérique, plus exa
tement de le faire apparaître sphérique,

à l'aide d'un produit s
alaire adapté, 
elui donné par la matri
e A. Voir poly
opié �Compléments� :

Dire
tions 
onjuguées : orthogonalité sur l'ellipse versus orthogonalité sur le 
er
le.

Et toute base A-orthogonale va alors permettre la 
onvergen
e de Gauss�Seidel en n-étapes.
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7 1.8. Inverse de A

Soit :

f(~x) =
1

2
~xT .A.~x =

1

2
(~x, ~x)A =

1

2
||~x||2A =

1

2
(A

1

2 .~x,A
1

2 .~x)Rn . (1.21)

Toute 
ourbe de niveau de f est un ellipsoïde. On pose :

g( ~X)
def
= f(A− 1

2 . ~X)) = f(~x) quand

~X = A
1

2 .~x. (1.22)

Don
 :

g( ~X) =
1

2
~XT . ~X =

1

2
|| ~X||2

Rn , (1.23)

et toute 
ourbe de niveau de g est sphérique : on a transformé les ellipsoïdes en sphères.

I
i on a utilisé le 
hangement de variables ~x ∈ R
n → ~X = A

1

2 .~x ∈ R
n
.

Don
, si (~Pi)i=1,...,n est une base orthonormée de R
n
, i.e. t.q. pour tout i, j :

(~Pi, ~Pj)Rn = δij , (1.24)

alors l'algorithme de Gauss�Seidel appliqué à g 
onverge en n-étapes, voir proposition 1.6.

Retour à f : soit

~X =
∑

iXi
~Pi. À l'aide du 
hangement de variables inverse ~x = A− 1

2 . ~X, on

dé�nit les ve
teurs transformés, pour tout i :

~pi = A− 1

2 . ~Pi. (1.25)

Comme

~Pi = A
1

2 .~pi, les ~pi forment une base A-orthonormée :

(
√
A.~pi,

√
A.~pj)Rn = δij = (~pi, ~pj)A. (1.26)

C'est une telle base (~pi) qu'on va 
hoisir pour f : si on des
end dans les dire
tions d'une telle

base, l'algorithme de Gauss�Seidel 
onverge en n étapes, 
ar des
endre le long de ~pi pour f 
'est

des
endre le long de

~Pi pour g.

On va voir qu'on n'aura pas besoin de 
al
uler

√
A (trop 
oûteux) pour trouver une base (~pi)

A-orthonormée, voir 
orollaire 1.15.

1.8 Inverse de A

Proposition 1.12 Soit A une matri
e symétrique dé�nie positive. Si (~pi) est une base A-
orthonormale, alors A−1

est somme des n matri
es élémentaires ~pk.~p
T
k :

A−1 =

n∑

k=1

~pk.~p
T
k . (1.27)

(C'est trivial si A = I.)

Preuve. A est inversible 
ar dé�nie positive. Soit B =
∑n

k=1 ~pk.~p
T
k .

On a B.A =
∑n

k=1 ~pk.~p
T
k .A, d'où B.A.~pj =

∑n
k=1 ~pk.~p

T
k .A.~pj =

∑n
k=1 ~pkδkj = ~pj pour tout j :

on a obtenu B.A.~pj = ~pj pour tout j.
Et don
 B.A.~x = ~x pour tout ~x, don
 B.A = I, don
 B = A−1

(multiplier par A−1
à droite).

Exer
i
e 1.13 Montrer que A.B = I où B est la matri
e de la preuve pré
édente (sans utiliser la

démonstration pré
édente qui montre B.A = I).

Réponse. Comme (~pj) est une base de R
n
, (A~pj) est également une base 
ar A est inversible. Et on a

A.B =
∑n

k=1 A.~pk.~p
T
k , et don
 A.B.(A.~pj) =

∑n

k=1 A.~pk.~p
T
k .A.~pj =

∑n

k=1 A.~pk.δkj , don
, pour tout j on a

A.B.(A.~pj) = A.~pj . Don
 A.B.~x = ~x pour tout ~x, i.e. A.B = I .

Corollaire 1.14 Si A est une matri
e symétrique dé�nie positive, si (~pi)i=1,...,n est une base A-

orthogonale, alors la solution ~x véri�ant A.~x = ~b est donnée par :

~x =

n∑

k=1

αk.~pk où αk =
~pTk .
~b

||~pk||2A
(=

(~pk,~b)Rn

(~pk, ~pk)A
). (1.28)

(Les αk sont les 
omposantes de ~x sur la base (~pi)i=1,...,n.) (Trivial si A = I.)

Preuve. On a ~x = A−1.~b =
∑n

k=1
~pk.~p

T
k

||~pk||2A
.~b =

∑n
k=1

~pT
k .~b

||~pk||2A
.~pk.
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8 1.9. Gauss-Seidel généralisé et 
onvergen
e en n étapes pour l'ellipsoïde

1.9 Gauss-Seidel généralisé et 
onvergen
e en n étapes pour l'ellipsoïde

Corollaire 1.15 Soit A est une matri
e symétrique dé�nie positive. Soit (~pj) une base A-
orthogonale donnée. Soit ~x0 ∈ R

n
donné (point de départ de la méthode itérative). On pose

~r0 = A.~x0 −~b (résidu initial). Alors la solution ~x du problème A.~x = ~b est donnée par :

~x = ~x0 −
n∑

k=1

αk~pk, où ∀k ≥ 1, αk =
~pTk .~r0
||~pk||2A

(=
~pTk .A.~x0 − ~pTk .

~b

~pTk .A.~pk
). (1.29)

D'où l'algorithme itératif de résolution de A.~x = ~b : on part de ~x0 et on obtient la solution ~x = ~xn
par l'intérmédiaire des n-étapes :

~x1 = ~x0−α1~p1, . . . , ~xk = ~xk−1−αk~pk, . . . , ~xn = ~xn−1−αn~pn. (1.30)

C'est la méthode de Gauss-Seidel généralisée après 
hoix d'une base (~pi) A-orthogonale.

Preuve. Par dé�nition de ~r0 on a

~b = A~x0 − ~r0, et A.~x = ~b équivaut à A.~x = A.~x0 − ~r0, i.e. à

A.(~x−~x0) = −~r0. Et don
 ~x−~x0 = −A−1.~r0 = −∑n
k=1

~pk.~p
T
k

||~pk||2A
.~r0 = −∑n

k=1
~pT
k .~r0

||~pk||2A
~pk, i.e. (1.29).

Corollaire 1.16 Et si on pose ~rk = A.~xk −~b pour tout k = 1, . . . , n, alors :

~rk = ~rk−1 − αkA.~pk et ~rk = ~rℓ −
k∑

i=ℓ+1

αiA.~pi, ∀0 ≤ ℓ ≤ k−1, (1.31)

et en parti
ulier ~rk = ~r0 −
∑k

i=1 αiA.~pi. D'où :

(~rk, ~pi)Rn = 0, ∀1 ≤ i ≤ k, (1.32)

i.e. le nouveau résidu est orthogonal aux k premiers ve
teurs ~p1, ..., ~pk de la base A-orthogonale :

~rk ∈ (Vect{~p1, ..., ~pk})⊥, ∀k ≥ 1. (1.33)

En parti
ulier ~rn = ~0, i.e. A.~xn −~b = 0, et ~xn est la solution. (Il est fondamental de prendre une

base (~pi)i=1,...,n qui est A-orthogonale.) Et on a également :

αk =
~pTk .~rk−1

||~pk||2A
. (1.34)

Preuve. ~xk = ~xk−1 − αk~pk donne A.~xk = A.~xk−1 − αkA.~pk, d'où ~rk = ~rk−1 − αkA.~pk. D'où

~rk = (~rk−2 − αk−1A.~pk−1) − αkA.~pk = ~rk−2 −
∑k

i=k−1 αiA.~pi, ..., d'où ~rk = ~rℓ −
∑k

i=ℓ+1 αiA.~pi,

∀0 ≤ ℓ ≤ k−1, et �nalement ~rk = ~r0 −
∑k

i=1 αiA.~pi.
D'où (~rk, ~pk)Rn = (~r0, ~pk)Rn − 0− αk~p

T
k .A.~pk = 0 
ar αk est donné par (1.29).

D'où (~rk, ~pk−1)Rn = (~rk−1, ~pk−1)Rn − αk(A.~pk, ~pk−1)Rn = 0 + 0 = 0.
D'où (~rk, ~pk−2)Rn = (~rk−2 −αkA.~pk −αk−1A.~pk−1, ~pk−2)Rn = (~rk−2, ~pk−2)Rn +0+0 = 0, puis,

. . ., puis (~rk, ~p1)Rn = (~r1 −
∑k

i=2 αiA.~pi, ~p1)Rn = 0 + 0 = 0.

En�n, on obtient (~rk−1, ~pk)Rn = (~r0, ~pk)Rn − ∑k−1
i=1 (A.~pi, ~pk) = (~r0, ~pk), d'où αk =

~pT
k .~r0

||~pk||2A
=

~pT
k .~rk−1

||~pk||2A
.

1.10 Gauss-Seidel généralisé = point de vue des
ente le long de ve
teurs

A-
onjugués

On transforme le problème A.~x = ~b en le problème : trouver le minimum de la fon
tion f(~x) =
1
2~x

T .A.~x −~bT .~x (
as A symétrique dé�nie positive).

Proposition 1.17 Soit A une matri
e symétrique dé�nie positive et (~pi) une base A-orthogonale

donnée. Appliqué au problème A.~x = ~b, l'algorithme de Gauss-Seidel généralisé, d'annulation des


omposantes sur la base (~pi), est un algorithme de des
ente le long des ve
teurs ~pi.
Et (1.32) indique que le dernier résidu ~rk est orthogonal aux k premières dire
tions de des
entes

(~p1, ..., ~pk).
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Preuve. On a f(~x) = 1
2~x

T .A.~x −~bT .~x et on se donne un point ~x0. On pose :

ϕ0(α) = f(~x0 − α~p1) (1.35)

qu'on minimise pour obtenir ~x0+
1

n = ~x0 − α1~p1. Puis séquentiellement on pose :

ϕ0+ i−1

n (α) = f(~x0+
i−1

n − α~pi) (1.36)

qu'on minimise pour obtenir ~x0+
i
n = ~x0+

i−1

n − αi~pi.
Le 
al
ul des αi est donné par :

0 = (ϕ0+ i−1

n )′(αi) = −~∇f(~x0+ i−1

n − αi~pi)
T .~pi = −((~x0+

i−1

n − αi~pi)
T .A−~bT ).~pi,

et don
 :

αi||~pi||2A = (~x0+
i−1

n )T .A.~pi −~bT .~pi = (~r0+
i−1

n )T .~pi. (1.37)

On a bien la méthode de Gauss�Seidel généralisée du � pré
édent.

2 Algorithme de Gram�S
hmidt

À partir d'une base quel
onque (~v1, ..., ~vn) de R
n
on veut 
onstruire une base (~p1, ..., ~pn) A-

orthogonale, i.e. une base de dire
tions 
onjuguées relativement à la matri
e A.
(Classiquement, à partir d'une base quel
onque (~vi) on veut 
onstruire une base orthonormée,

i.e. que Gram�S
hmidt 
lassique traite le 
as A = I.)

On pose (initialisation) :

~p1 = ~v1, (2.1)

Puis on 
onstruit ~p2 à l'aide de ~p1 et ~v2 en posant :

~p2 = ~v2 − β12~p1,

où β12 est 
al
ulé pour que (~p2, ~p1)A = 0. On veut don
 0 = (~v2, ~p1)A − β12(~p1, ~p1)A, i.e. :

β12 =
(~v2, ~p1)A
(~p1, ~p1)A

=
~vT2 .A.~p1
~pT1 .A.~p1

.

Puis su

essivement, on dé�nit ~pj à l'aide de ~p1, ..., ~pj−1 et ~vj par :

~pj = ~vj −
j−1
∑

i=1

βij~pi. (2.2)

où les βij pour 1 ≤ i < j sont 
al
ulés de telle sorte que (~pj , ~pℓ)A = 0 pour tout ℓ < j. On obtient :

0 = (~vj , ~pℓ)A − βℓj(~pℓ, ~pℓ)A pour tout ℓ < j, et don
 :

βij =
(~vj , ~pi)A
(~pi, ~pi)A

=
~pTi .A.~vj
~pTi .A.~pi

, ∀i, j : 1 ≤ i < j ≤ n. (2.3)

On a ainsi obtenue la base (~p1, ..., ~pn) A-orthogonale. En parti
ulier, la base (
~pj

||~pj ||A
) est A-

orthonornale.

L'algorithme est don
 :

1. Initialisation : ~p1 = ~v1,

2. Etape j ≥ 2 :

βij =
~vT
j .A.~pi

~pT
i .A.~pi

pour i < j, i.e. (2.3).

~pj = ~vj −
∑j−1

i=1 βij~pi, i.e. (2.2).

9



10

Remarque 2.1 Dans le 
as général 
i-dessus, l'algorithme 
réé des ve
teurs ~pi qui deviennent

très rapidement non orthogonaux (a

umulation d'erreurs). On préfère alors utiliser un algorithme

modi�é, voir Golub et Van Loan. Pour l'appli
ation à la méthode du gradient 
onjugué, on verra

que les βij sont tous nuls sauf les βi,i+1, et la perte d'orthogonalité est moindre.

On peut noter que l'algorithme donne [v] = [p].[β], 
f (2.2) qui donne 
ette égalité matri
ielle


olonne par 
olonne, où [v] est la matri
e dont les 
olonnes sont les ve
teurs ~vj , [p] est la matri
e

dont les 
olonnes sont les ve
teurs ~pj , et [β] est la matri
e triangulaire supérieure ave
 des 1 sur la

diagonale et les βij pour j > i donnés par (2.3).

3 Méthode du gradient

On note (·, ·)
Rn le produit s
alaire 
anonique de R

n
.

3.1 Pourquoi des
endre le long du gradient

On veut trouver un minimum d'une fon
tion f ∈ C1(Rn;R) : trouver ~x∞ ∈ R
n
tel que :

f(~x∞) = inf
~x∈Rn

f(~x). (3.1)

Comme f ∈ C1
, on dispose de sa di�érentielle, 
f. (1.8). Et i
i on utilise le produit s
alaire


artésien : on dispose don
 du gradient, 
f. (1.10).

D'où, pour minimiser f : on part d'un point ~x0 donné.

On 
her
he un point ~x1 tel que f(~x1) < f(~x0).
Soit ~p ∈ R

n
�xé (on posera ~x1 = ~x0 + h~p).

Le taux de variation véri�e

f(~x0+h~p)−f(~x0)
h

= (~∇f(~x0), ~p)Rn + o(1), 
f. (1.3).

Don
 à la limite h → 0, on 
hoisit ~p de dire
tion t.q. (~∇f(~x0), ~p)Rn
soit minimal (maximal en

valeur absolue). Le théorème de Cau
hy�S
hwarz qui montre qu'on doit 
hoisir ~p ‖ ~∇f(~x0), et plus
pré
isément :

~p = −ρ~∇f(~x0) où ρ > 0. (3.2)

Quitte à modi�er la longueur de ~p (la dire
tion de des
ente), prenons ~p = −~∇f(~x0). Ainsi, le taux
de variation négatif le plus élevé en valeur absolue est donné par :

f(~x0 − h~∇f(~x0))− f(~x0)

h
= −||~∇f(~x0)||2Rn + o(1).

On 
her
he alors ~x1 sur la droite ~x0 +Vect{~∇f(~x0)}, i.e. ~x1 de la forme :

~x1 = ~x0 − ρ0~∇f(~x0), (3.3)

où ρ0 > 0 est à déterminer, tel que f(~x1) < f(~x0) : plus pré
isément, on 
hoisit un ρ0 qui appro
he
�bien� le minimum de g(ρ) = f(~x1(ρ)) : par exemple ave
 la méthode de gradient à pas optimal,

ou la méthode de gradient à pas �xe, voir la suite.

Ensuite on part de ~x1 = ~x0 − ρ0~∇f(~x0) et on des
end le long de

~∇f(~x1) pour obtenir ~x2 =

~x1 − ρ1~∇f(~x1). Et on itère le pro
édé pour obtenir la suite (~xk) dé�nie par ré
urren
e par :

~xk+1 = ~xk − ρk ~∇f(~xk). (3.4)

3.2 Cas f(~x) = 1

2
~xT .A.~x−~bT .~x

Pour A symétrique on a dans 
e 
as :

~∇f(~x) = A.~x−~b, (3.5)

et la dire
tion de des
ente à partir d'un point ~x est don
 ~p = ~b−A.~x.
Et l'algorithme du gradient s'é
rit :

1- ~x0 donné, don


~∇f(~x0) = A.~x0 −~b.
2- Etape k pour k ≥ 0 :

on 
al
ul ρk (voir la suite),

on pose ~xk+1 = ~xk − ρk(A.~xk −~b).
3- On met un 
ritère d'arrêt de type ε > 0 et |f(~xk)− f(~xk+1)| < ε.
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11 3.3. Méthode du gradient à pas optimal

3.3 Méthode du gradient à pas optimal

On 
ommen
e par la proposition :

Proposition 3.1 Soit f(~x) = 1
2~x

T .A.~x −~bT .~x où A est une matri
e symétrique dé�nie positive.

Soit ~x ∈ R
n
donné. Soit ~v ∈ R

n
donné. Soit :

ϕ(ρ) = f(~x− ρ~v). (3.6)

(Don
 ϕ donne les valeurs de f le long de la droite passant par ~x de ve
teur dire
teur ~v.) Alors le
minimum de ϕ est donné lorsque ρ véri�e :

ρ =
~rT .~v

~vT .A.~v
où ~r = A.~x−~b (= ~∇f(~x)). (3.7)

ρ est appelé le pas optimal donné pour la dire
tion ~v 
hoisie, et ~x+ρ~v est le point où f atteint son

minimum sur la droite ~x+Vect{~v}.

Preuve. On a :

f(~x−ρ~v) = 1

2
(~x−ρ~v)T .A.(~x−ρ~v)−~bT .(~x−ρ~v)

= f(~x) + ρ(−~vT .A.~x+~bT .~v) +
1

2
ρ2~vT .A.~v,

et le membre de droite est un polyn�me de degré 2 en ρ dont le minimum est donné par (milieu

des ra
ines) ρ = ~vT .A.~x−~vT .~b
~vT .A.~v

, i.e. (3.7).

Corollaire 3.2 Pour la méthode du gradient à pas optimal à l'étape k :

ave


~∇f(~xk) = A.~xk −~b = ~rk (= le résidu), on obtient :

ρk =
~rk

T .~rk
~rkT .A.~rk

. (3.8)

Algorithme du gradient à pas optimal

1- ~x0 donné,

2- ~rk = A.~xk −~b,
3- ρk =

~rk
T .~rk

~rTk .A.~rk
,

4- ~xk+1 = ~xk + ρk~rk,
5- f(~xk+1) 
al
ulé, et si |f(~xk)− f(~xk+1)| < ε on s'arrête sinon on re
ommen
e à l'étape 2.

3.4 Méthode du gradient à pas �xe

Proposition 3.3 Pour f(~x) = 1
2~x

T .A.~x − ~bT .~x ave
 A matri
e symétrique dé�nie positive. On

note α et M les plus petite et plus grande valeurs propres de A. Alors, si l'on 
hoisit ρ tel que :

0 < ρ <
2α

M2
, (3.9)

l'algorithme de gradient à pas �xe 
onverge. Et un 
hoix intéressant de ρ est :

ρ =
α

M2
.

Preuve. On a α||~v||2
Rn ≤ ~vT .A.~v et ||A.~v||Rn ≤M ||~v||Rn

.

f étant quadratique dé�nie positive, on a l'existen
e d'un minimum ~x∞ et f étant dérivable,

on a

~∇f(~x∞) = 0 = A.~x∞ −~b. D'où :

~xn+1−~x∞ = ~xn − ρ~∇f(~xn)− ~x∞ = (~xn−~x∞)− ρ(~∇f(~xn)−~∇f(~x∞))

= (~xn−~x∞)− ρA.(~xn−~x∞),

d'où :

||~xn+1−~x∞||2
Rn = ||~xn−~x∞||2

Rn − 2ρ(~xn−~x∞, A.(~xn−~x∞))Rn + ρ2||A.(~xn−~x∞)||2
Rn

≤ (1− 2ρα+M2ρ2)||~xn−~x∞||2
Rn .

D'où la 
onvergen
e si 0 < 1− 2ρα+M2ρ2 < 1, i.e. dès que 0 < ρ < 2α
M2 .
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Et la 
onvergen
e est a priori la plus rapide si τ = 1 − 2ρα +M2ρ2 = τ(ρ) est le plus petit

possible, i.e. quand τ ′(ρ) = 0, i.e. quand ρ = α
M2 .

Corollaire 3.4 D'où l'algorithme du gradient à pas �xe :

1- ~x0 donné, et 
al
ul (en fait estimation) de α et M , puis de ρ = α
M2 .

2- Cal
ul de ~pk = ~∇f(~xk),
3- Cal
ul de ~xk+1 = ~xk − ρ~pk, puis de f(~xk+1).
4- Si |f(~xk+1)− f(~xk)| > ε, où ε est une toléran
e donnée, retour en 2-, sinon �n.

4 Méthode du gradient 
onjugué

4.1 Gradient 
onjugué

Soit f ∈ C1(Rn;R) et on dispose du développement limité (1.8).

Soit A une matri
e symétrique dé�nie positive. Soit (·, ·)A le produit s
alaire asso
ié. Et i
i

on utilise le produit s
alaire (·, ·)A. Le théorème de représentation de Riesz, ave
 le produit s
a-

laire (·, ·)A, indique qu'il existe un ve
teur

~∇Af(~x0) t.q. :

∀~p ∈ R
n, df(~x0).~p = (~∇Af(~x0), ~p)A. (4.1)

Le ve
teur

~∇Af(~x0) est appelé le gradient A-
onjugué de f en ~x0, ou plus simplement le gradient


onjugué de f en ~x0 si A est impli
ite.

Proposition 4.1 Si f est C1
, alors on a :

A.~∇Af(~x0) = ~∇f(~x0). (4.2)

Preuve. On a df(~x0).~p = (~∇Af(~x0), ~p)A = (~∇f(~x0), ~p)Rn
, 
f. (1.10) et (4.1), don
 ~pT .A.~∇Af(~x0) =

~pT .~∇f(~x0), 
e pour tout ~p.

4.2 Raisons géométriques

Reprendre 
e qui a déjà été dit pour la méthode de Gauss�Seidel généralisée, qui permet le

passage de la fon
tion f(~x) = 1
2~x

T .A.~x (pour laquelle une 
ourbe de niveau est un ellipsoïde) en

la fon
tion déformée g( ~X) = 1
2
~XT .I. ~X où

~X =
√
A.~x (pour laquelle une 
ourbe de niveau est

sphérique).

On ne souhaitera pas passer par la fon
tion g : 
ela né
essiterait le 
al
ul de

√
A. On remarque

alors que f(~x) = 1
2 (~x, ~x)A = 1

2 ||~x||2A, et don
 la 
ourbe de niveau R de f est donnée par les ~x t.q.

1
2 ||~x||2A = R. Autrement dit, le produit s
alaire adapté au problème est le produit s
alaire (·, ·)A
(pour lequel une 
ourbe de niveau de f est sphérique).

4.3 Raisons analytiques

On veut trouver un minimum d'une fon
tion f ∈ C2(Rn;R). Soit ~x0 donné. Le développement

limité de f au se
ond ordre (pour améliorer la méthode du gradient qui utilise le développement

limité au premier ordre) :

f(~x0+h~p) = f(~x0) + h df(~x0).~p+
h

2
d2f(~x0)(~p, ~p) + o(h2)

= f(~x0) + h
(

~∇f(~x0)T .~p+
h

2
~pT .H(~x0).~p

︸ ︷︷ ︸

noté

= ψ~x0
(~p)

)

+ o(h2) (4.3)

où d2f(~x) est la di�érentielle se
onde de f en ~x0, où H(~x0) = [ ∂2f
∂xixj

(~x0)] est la matri
e hessienne de

f en ~x0 (représentant d2f(~x0) dans la base 
anonique), matri
e symétrique 
ar f est supposée C2

12



13 4.4. Gradient 
onjugué = Gauss�Seidel généralisée...

(théorème de S
hwarz), et où on a noté

~∇f(~x0)T la matri
e transposée de la matri
e 
olonne

[~∇f(~x0)] représentant ~∇f(~x0) dans la base 
anonique. On a don
, à h �xé :

f(~x0+h~p)− f(~x0)

h
= ψ~x0

(~p) + o(h), où ψ~x0
(~p) = ~∇f(~x0)T .~p+

h

2
~pT .H(~x0).~p. (4.4)

Et ψ~x0
(~p) donne une valeur de la pente moyenne entre ~x0 et ~x0+h~p qui est �meilleure� que le simple

gradient. Et, la matri
e H(~x0) étant symétrique, on a :

~∇ψ~x0
(~p) = ~∇f(~x0) + hH(~x0).~p. (4.5)

On veut un ~p t.q. la pente ψ~x0
(~p) soit maximum en valeur absolue, don
 t.q.

~∇ψ~x0
(~p) = 0, don


t.q. :

hH(~x0).~p = −~∇f(~x0). (4.6)

Proposition 4.2 Soit A une matri
e symétrique dé�nie positive. Soit f(~x) = 1
2~x

T .A.~x − ~bT .~x.
Soit ~x0 �xé.

Le ve
teur h~p qui réalise le minimum de f(~x0+h~p) − f(~x0), ve
teur de dire
tion de des
ente

optimale au se
ond ordre, est (à une 
onstante multipli
ative positive près) l'opposé du gradient


onjugué :

h~p = −~∇Af(~x0) (= A−1.~∇f(~x0)). (4.7)

Preuve. I
i H(~x0) = A, et (4.6) s'é
rit A.(h~p) = −~∇f(~x0), et (4.2) donne h~p = −~∇Af(~x0). Et i
i
le développement limité (4.3) est exa
t.

On ne 
al
ulera pas né
essairement le gradient 
onjugué (né
essite la résolution de A.~∇Af(~x0) =
~∇f(~x0) pour 
haque ~x0), 
ar grâ
e à la méthode de Gauss�Seidel généralisée il su�t de disposer

d'une base A-orthogonale (
al
ulée une fois pour toute).

4.4 Gradient 
onjugué = Gauss�Seidel généralisée...

La méthode de Gauss�Seidel généralisée donne :

Corollaire 4.3 Si f(~x) = 1
2~x

T .A.~x − ~bT .~x ave
 A matri
e symétrique dé�nie positive, et si (~pj)
est une base A-orthonormale, alors la méthode de des
ente à pas maximal dans les dire
tions ~pj

onverge en n étapes (au plus), i.e. 
onverge après une des
ente su

essive le long des n ve
teurs ~pi
à l'aide des formules (1.30).

Preuve. C'est la méthode de Gauss�Seidel généralisé.

4.5 ... ave
 
onstru
tion de Gram�S
hmidt à partir des résidus

Il reste à 
hoisir une base initiale (~vj) de R
n
à partir de laquelle on va 
onstruire une base (~pj)

A-orthogonale à l'aide de Gram�S
hmidt, voir � 2, la base 
anonique n'étant en général pas un

�bon 
hoix numérique� (rapide perte de l'A-orthogonalité par a

umulation d'erreurs).

On préfère prendre ~vj = ~∇f(~xj−1) = A~xj−1 − ~b le résidu à l'étape j : 
'est une dire
tion de

des
ente �naturelle�. Et de plus on va voir que (~∇f(~xj−1))j=0,...,k−1 est une famille libre, quand

~∇f(~xk−1) 6= ~0, pour laquelle les βij donnés dans (2.2) et (2.3) sont tous nuls sauf quand j = i+1.

Noter que si pour un k on a

~∇f(~xk) = ~0, alors on a atteint le minimum en 
e point, et 
e point

donne la solution.

Proposition 4.4 Méthode du gradient 
onjugué. Soit ~x0 ∈ R
n
donné, ~r0 = A.~x0 −~b qu'on

suppose non nul (sinon ~x0 est la solution 
her
hée et on s'arrête). Soit la 
onstru
tion par Gram�

13



14 4.5. ... ave
 
onstru
tion de Gram�S
hmidt à partir des résidus

S
hmidt de la suite A-orthogonale (~pj) à partir des résidus su

essifs, obtenue à l'aide de :

~p1 = ~r0, (4.8)

puis pour k ≥ 1 tant que ~rk−1 6= 0 (sinon on s'arrête et ~xk−1 est la solution 
her
hée) :

αk =
~pTk .~rk−1

~pTk .A.~pk
(
oe� de des
ente max : Gauss�Seidel généralisé),

~xk = ~xk−1 − αk~pk (point le plus bas dans la dire
tion ~pk),

~rk = A.~xk −~b (résidu 
orrespondant),

βk−1,k =
~rTk−1.A.~pk

~pTk .A.~pk
(
oe�
ient pour la base de Gram�S
hmidt),

~pk+1 = ~rk − βk−1,k~pk (pro
haine dire
tion de des
ente : Gram�S
hmidt),

(4.9)

et on s'arrête au premier indi
e k tel que ~rk = 0.
On a : (~rj)j=0,...,k−1 est une suite orthogonale de R

n
:

(~rk, ~ri)Rn = 0, ∀i 6= k. (4.10)

On note Kk = Vect{~r0, . . . , ~rk−1}. On a Kk = Vect{~p1, . . . , ~pk}, et Kk ⊃ Vect{A.~p1, . . . , A.~pk−1}
(et Kk est appelé espa
e de Krylov d'ordre k).

Et on a, pour tout j = 0, . . . , k − 1 :

{

(~rj , ~pi)Rn = 0, ∀i = 1, . . . , j,

(~rj , ~pi)A = 0, ∀i = 1, . . . , j−1,
(4.11)

i.e. ~rj est orthogonal à ~p1, . . . , ~pj et est A-orthogonal à ~p1, . . . , ~pj−1.

Preuve. On a ~xk = ~xk−1 − αk~pk, 
f (1.30) et (1.29), d'où, A.~xk = A.~xk−1 − αkA.~pk, d'où, pour
k ≥ 1 :

~rk = ~rk−1 − αkA.~pk où αk =
~pTk .~r0
||~pk||2A

. (4.12)

Et don
 (~rk, ~pi)Rn = (~r0, ~pi)Rn −∑k
j=1 αj(~pi, ~pj)A = (~r0, ~pi)− αi||~pi||2A = 0, 
e pour i ≤ k.

Don
 ~rk ⊥ Vect{~p1, . . . , ~pk}. Et par 
onstru
tion des ve
teurs ~pj (Gram�S
hmidt) on a

Vect{~p1, . . . , ~pk} = Vect{~r0, . . . , ~rk−1} noté

= Kk. Don
 ~rk est othogonal à tous les ~rj pour j < k
(pour le produit s
alaire (·, ·)

Rn) : on a (4.10) et (4.11)1.

Puis (4.12) indique par ré
urren
e que A.~pk ∈ Vect{~r0, . . . , ~rk} et on a bien Vect{~p1, . . . , ~pk} ⊃
Vect{A.~p1, . . . , A.~pk−1}. D'où (4.11)2.

D'où ave
 (2.3) on obtient βk−1,j = 0 pour tout j > k, d'où l'expression de ~pk+1 dans (4.9) à

l'aide de (2.2) et (2.3).

De plus (4.12) donne ~rk−1 = ~r0 − ∑k−1
i=1 αiA.~pi, d'où (~rk−1, ~pk)Rn = (~r0, ~pk)Rn − 0, et don


αk =
~pT
k .~rk−1

||~pk||2A
.

Corollaire 4.5 Et ~xk, 1 ≤ k ≤ m, donné par (1.30) réalise le minimum de f sur l'espa
e a�ne

~x0 +Kk :

f(~xk) = min
~x∈Kk

f(~x).

Preuve. Puis (~∇f(~xk), ~pi)Rn = (A.~xk − ~b, ~pi) = (~rk, ~pi) = 0 pour tout i ≤ k, don
 f restreint à

l'espa
e a�ne ~x0 +Kk atteint son minimum en ~xk.
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A Annexe : méthode de gradient dans le 
as non linéaire ou

non symétrique

A.1 Fon
tion α-
onvexe

Dé�nition A.1 Soit Ω ⊂ R
n
, et f ∈ C1(Ω;R). On dira que f est α-
onvexe ssi :

∃α > 0, ∀~x, ~y ∈ K : (~∇f(~y)−~∇f(~x), ~y−~x)Rn ≥ α||~y−~x||2
Rn . (A.1)

On dit également que f est 
oer
ive (ou 
oer
itive), elliptique, ou fortement 
onvexe.

Exemple A.2 Si f(~x) = 1
2~x

T .A.~x −~bT .~x ave
 A matri
e n× n symétrique dé�nie positive, alors

f est λmin-
onvexe, où λmin est la plus petite valeur propre de A. En e�et,

~∇f(~x) = A.~x−~b donne
(~∇f(~y)−~∇f(~x), ~y−~x)Rn = (A(~y − ~x), (~y − ~x))Rn

.

Exer
i
e A.3 Montrer que l'α-
onvexité est équivalente à :

f(~y)− f(~x) ≥ (~∇f(~x), ~y−~x)Rn +
α

2
||~y−~x||2Rn , (A.2)

i.e. que le graphe de f est lo
alement (au voisinage de ~x) au dessus du paraboloïde g : ~y → g(~y) =

f(~x) + (~∇f(~x), ~y−~x)Rn + α
2 (~y−~x)T .(~y−~x).

Réponse. En permuttant ~x et ~y dans la formule (A.2) et en additionnant les deux formules, on ob-

tient (A.1).

Ré
iproquement, si on suppose (A.1), on pose ϕ(h) = f(~x+ h(~y−~x)), et on a :

ϕ
′(h) = (~∇f(~x+ h(~y−~x)), ~y−~x)Rn ,

et don
 ave
 (A.1) et h > 0 :

ϕ
′(h)− ϕ

′(0) = (~∇f(~x+ h(~y−~x))− ~∇f(~x),
h(~y−~x)

h
≥

1

h
α(h||~y−~x||)2 = αh||~y−~x||2.

D'où par intégration en h sur [0, 1] :

ϕ(1) − ϕ(0)− ϕ
′(0) ≥ α

1

2
||~y−~x||2,

i.e. (A.2).

Soit g(~y) = f(~x)+(~∇f(~x), ~y−~x)Rn + α
2
(~y−~x)T .(~y−~x) quadratique. Lo
alement le développement limité

de f indique que f(~y) ≥ g(~y).

Exer
i
e A.4 Montrer que pour f ∈ C2(Rn,R) et d2f(~x) représentée par la matri
e hessienne

Hf (~x) = [ ∂2f
∂xi∂xj

(~x)], alors l'α-
oer
ivité est équivalente à : pour tout ~x,~v ∈ R
n
:

(Hf (~x).~v, ~v)Rn ≥ α||~v||2
Rn , (A.3)

i.e. la matri
e Hf (~x) dé�nit un produit s
alaire (symétrique dé�nie positive).

Réponse. On a

~∇f(~x+~v)−~∇f(~x) = Hf (~x).~v + o(~v), et (A.1) implique (A.3).

Ré
iproquement, on a la formule de Taylor f(~x+~v) = f(~x) + (~∇f(~x), ~v)Rn + 1
2
(Hf (~x+θ~v).~v,~v)Rn

pour

un θ ∈ [0, 1]. D'où (A.3) implique (A.1).

A.2 Fon
tion M-lips
hitzienne

Dé�nition A.5 Pour f ∈ C1(Ω;R), on dit que f est M -lips
hitzienne sur Ω, ssi :

∃M ∈ R, ∀~x, ~y ∈ K : ||~∇f(~y)−~∇f(~x)||Rn ≤M ||~y−~x||Rn . (A.4)

Exemple A.6 Si f(~x) = 1
2~x

T .A.~x − ~bT .~x ave
 A matri
e n × n symétrique, alors f est M -

Lips
hitzienne ave
M = ||A|| la norme deA. En e�et, ~∇f(~x) = A.~x−~b donne ||~∇f(~y)−~∇f(~x)||Rn =
||A(~y−~x)||Rn ≤ ||A|| ||~y−~x||Rn

par dé�nition de la norme matri
ielle.
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16 A.3. Méthode du gradient à pas �xe

A.3 Méthode du gradient à pas �xe

La méthode du gradient à pas �xe (peu 
oûteuse) est : 
hoisir un ρ > 0 donné, poser ρn = ρ
pour tout n, et 
al
uler ~xn+1 à l'aide de (3.4).

Proposition A.7 Soit f ∈ C1(Rn;R) telle que f est α-
onvexe et M -Lips
hitzienne.

Alors, si l'on 
hoisit ρ tel que :

0 < ρ <
2α

M2
, (A.5)

l'algorithme de gradient à pas �xe 
onverge. Un 
hoix intéressant de ρ est :

ρ =
α

M2
.

Preuve. L'hypothèse de 
oer
ivité de f sur R
n
assure l'existen
e d'un minimum ~x∞ et f étant

dérivable, on a

~∇f(~x∞) = 0. D'où :

~xn+1−~x∞ = ~xn−~x∞ − ρ~∇f(~xn) = ~xn−~x∞ − ρ(~∇f(~xn)−~∇f(~x∞)),

d'où :

||~xn+1−~x∞||2
Rn = ||~xn−~x∞||2

Rn − 2ρ(~xn−~x∞, ~∇f(~xn)−~∇f(~x∞))Rn + ρ2||~∇f(~xn)−~∇f(~x∞)||2
Rn

≤ (1 − 2ρα+M2ρ2)||~xn−~x∞||2
Rn .

D'où la 
onvergen
e si 0 < 1− 2ρα+M2ρ2 < 1, i.e. dès que 0 < ρ < 2α
M2 .

Et la 
onvergen
e est a priori la plus rapide si τ = 1 − 2ρα +M2ρ2 = τ(ρ) est le plus petit

possible, i.e. quand τ ′(ρ) = 0, i.e. quand ρ = α
M2 .

A.4 Méthode du gradient à pas optimal

La méthode du gradient à pas optimal (plus e�
a
e mais plus 
oûteuse que la pré
édente) est :

pour ~xn donné, trouver ρn tel que :

f(~xn − ρn~∇f(~xn)) = inf
ρ∈R

f(~xn − ρ~∇f(~xn)), (A.6)

puis poser ~xn+1 = ~xn − ρn~∇f(~xn), 
omme en (3.4). On des
end ainsi au maximum dans 
haque

dire
tion de des
ente.

On pose :

ϕ(ρ) = f(~xn − ρ~∇f(~xn)), (A.7)

et 
al
uler ρn revient à minimiser ϕ.

Proposition A.8 Soit f ∈ C1(Rn;R) telle que f est α-
onvexe et M -Lips
hitzienne. La méthode

du gradient à pas optimal 
onverge vers la solution de (3.1), et de plus deux dire
tions su

essives

de des
ente sont orthogonales :

~∇f(~xn) ⊥ ~∇f(~xn+1). (A.8)

Preuve. La suite (f(~xn)) est dé
roissante (par 
onstru
tion), et minorée par f(~x∞).

On pose ϕ(ρ) = f(~xn − ρ~∇f(~xn)) qui est C1
. D'où ϕ′(ρ) = −(~∇f(~xn − ρ~∇f(~xn)), ~∇f(~xn))Rn

,

et on 
her
he ρ tel que ϕ′(ρ) = 0. On posera alors ~xn+1 = ~xn − ρ~∇f(~xn), et on a obtenu

(~∇f(~xn+1), ~∇f(~xn))Rn = 0 i.e. (A.8).

On en déduit que, ave
 Cau
hy�S
hwarz et f lips
hitzienne :

||~∇f(~xn)||2Rn = (~∇f(~xn), ~∇f(~xn)− ~∇f(~xn+1))Rn ≤ ||~∇f(~xn)||RnM ||~xn − ~xn+1||Rn , (A.9)

et don
 :

||~∇f(~xn)||Rn ≤M ||~xn − ~xn+1||Rn .

De même, on déduit de (A.8) que (~∇f(~xn+1), ~xn−~xn+1)Rn = 0 (
ar ~xn−~xn+1 // ~∇f(~xn) par

16



17


onstru
tion de ~xn+1), d'où ave
 (A.2) :

f(~xn)− f(~xn+1) ≥ (~∇f(~xn+1), xn−xn+1)Rn +
α

2
||xn−xn+1||2Rn =

α

2
||xn−xn+1||2Rn .

On en déduit que lim ||xn−xn+1||2Rn = 0. Et don
 ave
 (A.9) que ||~∇f(~xn)||2Rn → 0. En�n, l'α-

oer
ivité donne :

α||~xn − ~x∞||2Rn ≤ (~∇f(~xn)−~∇f(~x∞), ~xn−~x∞)Rn = (~∇f(~xn), ~xn−~x∞)Rn

≤ ||~∇f(~xn)||Rn ||xn−xn+1||Rn ,

d'où (~xn − ~x∞) → 0, et la suite 
onverge.

B Annexe : Rayon spe
tral, 
onvergen
e

Dé�nition B.1 On appelle rayon spe
trale d'une matri
e A de taille n × n la plus grande des

valeurs propres en valeur absolue, i.e. le réel noté :

ρ(A) = max{|λi| : i = 1, . . . , n, λi valeur propre de A}. (B.1)

Proposition B.2 Soit A une matri
e n× n telle que ρ(A) < 1. Alors, pour tout ~x ∈ R
n
, la suite

(Ak.~x)k∈N est 
onvergente vers 0.

Preuve. On suppose A 6= 0 (sinon 
'est trivial). Soit A = P.T.P−1
une trigonalisation de A ave


P−1 = PT
. Comme A et T ont mêmes valeurs propres, on a ρ(A) = ρ(T ). Et si T k.~x−→k→∞

~0,
alors Ak.~x−→k→∞

~0 En e�et, Ak = P.T k.P−1
donne (Ak.~x, ~y)Rn = (T k.(P−1.~x), (P−1.~y))Rn

puisque PT = P−1
. Et 
omme P et une bije
tion, T k.(P−1.~x)−→k→∞~0. Don
 pour tout ~x, ~y,

on a (Ak.~x, ~y)Rn −→k→∞ 0. D'où Ak.~x−→k→∞
~0.

Montrons don
 que T k.~x−→k→∞
~0 quand ρ(T ) < 1. Posons T = D+U ave
 D la matri
e dia-

gonale de T , i.e. la matri
e diagonale des valeurs propres, et ave
 U matri
e triangulaire supérieure

stri
te. En parti
ulier, U est nilpotente d'ordre n, i.e. Un = 0 est la matri
e nulle. Et don
, pour

k ≥ n :

T k = (D + U)k = Dk +
(k

1

)

Dk−1U + . . .+
( k

n−1

)

Dk−(n−1)Un−1.

Soit c = supi=1,...,n−1 ||U i||. Comme D = diag(λ1, . . . , λn), on a Di = diag(λi1, . . . , λ
i
n), et ||Di|| =

ρ(D)i ≤ ρ(D)k pour tout i ≤ k, 
ar ρ(D) = ρ(T ) = ρ(A) < 1. D'où, toujours ave
 k > n :

||T k|| ≤ c(1 +
(k

1

)

+ . . .+
( k

n−1

)

)ρ(D)k.

Or (1 +
(

k
1

)

+ . . .+
(

k
n−1

)

) = Pn(k) où Pn est un polyn�me de degré n. D'où :

||T k|| = cPn(k)ρ(D)k = cPn(k)e
−αk,

où α = − log(ρ(D)) > 0 
ar 0 < ρ(D) < 1 (si ρ(D) = 0 
'est trivial 
ar alors T est nilpotente), qui

tend vers 0 quand k → ∞.

Remarque B.3 La démonstration pré
édente est simpli�able dans le 
as A est diagonalisable :

dans 
e 
as A = PDP−1
ave
 D = diag(λ1, ..., λn) matri
e diagonale des valeurs propres, et

Ak = PDkP−1
ave
 Dk = diag(λk1 , ..., λ

k
n). Et 
omme |λi| < 1 pour tout i = 1, ..., n, on a

Dk.~x−→k→0 ∞, on en déduit que Ak.~x→ 0.

Exer
i
e B.4 Montrer par ré
urren
e sur la taille n de la matri
e que T k.~x→ 0 quand ρ(T ) < 1
et quand ρ(T ) = |β| où β est valeur propre de multipli
ité 1.

Réponse. C'est immédiat si n = 1. Supposons que 
e soit vrai pour une matri
e Tn triangulaire supérieure

n× n. Soit Tn+1 une matri
e triangulaire supérieure (n+1) × (n+1). On a Tn+1 de la forme :

Tn+1 =

(

Tn
~b

0 β

)

,

où

~b ∈ R
n
et le 0 représente le ve
teur ligne nul de R

n
, et où on a appelé β la plus grande valeur propre

(en valeur absolue) de Tn+1.
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D'où T 2
n+1 =

(

T 2
n (Tn + βI).~b
0 β2

)

, D'où T 3
n+1 =

(

T 3
n (T 2

n + Tnβ + β2I).~b
0 β3

)

, et par une ré
urren
e

immédiate :

T
k+1
n+1 =

(

T k+1
n (T k

n + T k−1
n β + . . .+ Tnβ

k−1 + βkI).~b
0 βk+1

)

=

(

T k+1
n (

∑k

i=0 T
k−i
n βi).~b

0 βk+1

)

.

Soit ~x ∈ R
n+1

, ~x =

(

~y

z

)

où ~y ∈ R
n
. On obtient :

T
k+1
n+1 .~x =

(

T k+1
n .~y + z(

∑k

i=0 T
i
nβ

k−i).~b
βk+1z

)

,

et en parti
ulier, ave
 �(a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2� :

||T k+1
n+1 .~x||

2 ≤ 2||T k+1
n .~y||2 + 2z2||(

k
∑

i=0

T
i
nβ

k−i).~b||2 + z
2
β
2(k+1)

.

Par hypothèse, on a |β| < 1 et T k
n −→k→∞ 0. Les premier et troisième termes du membre de droite tendent

don
 vers 0. Et pour le se
ond, on a

ρ(Tn)
β

< 1 d'où :

k
∑

i=0

T
i
nβ

k−i = β
k

k
∑

i=0

(

Tn

β

)i

= β
k(I −

Tn

β
)−1(I − T

k+1
n ).

En e�et, la matri
e (I − Tn

β
) est inversible 
ar triangulaire supérieure de diagonale non nulle, toutes les

valeurs propres de

Tn

β
étant < 1, et on a (

∑k

i=0

(

Tn

β

)i

)(I − Tn

β
) = (I − T k+1

n ) (
al
ul immédiat). Et par

hypothèse de ré
urren
e, sa
hant βk → 0, on en déduit que le se
ond terme tend vers 0 ave
 k.
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