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Introduction a la méthode du gradient conjugué

Gilles LEBORGNE

22 février 2018

On souhaite résoudre le probléme A.7 = b & l'aide d’une méthode itérative lorsque A est une
matrice symétrique.

La méthode itérative du gradient conjugué est une méthode de Gauss—Seidel relativement &
une base A-orthogonale, la base A-orthogonale choisie étant construite & ’aide de la méthode de
Gram—Schmidt a partir de la base particuliére donnée par les résidus successifs.

Plan : méthode de Gauss—Seidel, puis méthode de Gram—Schmidt, puis méthode du gradient
pour motiver le choix de la base de départ sur laquelle on applique Gram—Schmidt, puis la méthode
du gradient conjugué.

Table des matiéres

[I__Méthode de descente de Gauss—Seidel 2
1. Méthode de Gauss—Seidel . . . . . . . . . . 2

i ici —Seidel ... ... ... ... .. .. 3
.............................. 4

1.4 Cas f quadratiqud . . . . . . . . . 4
1.5 Gauss-Seidel : point de vue descente le long des vecteurs de la base canoniqud . . . 4

- , N 5

6

6

6

1.8 Inversede A. . . . . . . . e 7
[1.9  Gauss-Seidel généralisé et convergence en n étapes pour Uellipsoidd . . . . . . . .. 8
10 G ~Seidel généralise — point. d i ol 1 con od 3
B Al il 6 G ~Schmidd 9

B—Iwﬁmﬂ 10
3.1 Pourquoi descendre le long du egradientl . . . . . . . ..o 10

10
11
11

12
12
12
12
13
13

15
15
15
16
16

17



1 Méthode de descente de Gauss—Seidel
1.1 Meéthode de Gauss—Seidel

x
= = té .
On note (€;);=1,....n la base canonique de R™. On veut trouver ¥ = 2221 i€ noe : tel
Tn
que :
AZ =0, (1.1)
b1
oll A = [a;j]1<i<n est une matrice réelle donnée et b= . | un vecteur donné dans R™.
1<j<n
bTL
Pour un #° € R™ qcq, on note :
r >jm1 @157 — by
L. f > . )
le résidu = 7 < A.50 — b, soit ] = : . (1.2)
0 '
Tn Z;L:1 Anj Z? —bn
Si 7 = 0 (résidu nul), alors #° est la solution cherchée.
La méthode de Gauss-Seidel consiste, 4 partir “d’un point de départ” #° donné a priori, & cal-
culer le résidu #°, puis & annuler ce re31du composante par composante en ne modifiant qu’une

composante de 20 4 la fois.
e lére étape : annulation de r{ = Z;L 1 alj:c — by en ne modifiant que z9. Notons z} la valeur
correspondante, ot donc, dés que ay; # 0 :

1 def
a11:c1+2 ay;r; Y —_ b =0, donc a:lfa (b — E a1 z9) 20tn = . (13)
11

Donc #°T# € R™ est le point qui vérifie donc (A.Z0T% — b); =
e 2¢éme etape on prend comme nouveau pomt de depart le pomt 29t % . Le résidu est maintenant
1
% = A% — b. Et on veut annuler (70+ %)y = agia! + > g a2;2Y — by en ne modifiant que

(z ”5)2. Notons z? la valeur correspondante, oi donc, dés que asg # O :

1
Z 2 1 Z 0
agll‘l + a22x2 + AT — by =0, donc T = a—(bg — 21T — agjxj). (14)
= 2 ;
2 . o 2\ def 2 3
Et notons 7t » = (x%,x%,:}:g, 2T € R, point qui vérifie (701 7)y = (A% —b)y = 0.

(Mais on n’a pas (77 %); # 0 en général...)
e Et on itére le procéde : a I'étape n on a obtenu le point & (1,23, 23, ... 2L)T € R™ (fin
de l’étape n).

N . —

def
a partir de &' 2 (22, 22, 22

e Puis on recommence pour obtenir 72 = (22,23,23,...,22)T € R" (fin de
Pétape 2n),
e Et on itére le procédé : 4 la fin de I’étape kn on a obtenu le point #* (k > 1).

e Et on s’arréte dés que par exemple ||7% — #%71|| < ¢ pour une précision e souhaitée.

Proposition 1.1 Si A est une matrice symétrique définie positive, alors la suite (7*)zen converge
vers la solution ¥ de (1), quel que soit le point #° pris comme point de départ de la méhtode
itérative de Gauss—Seidel.

Preuve. A laide de 'expression matricielle de I’algorithme, voir § suivant, proposition [L3 .



3 1.2. Ezxpression matricielle de la méthode de Gauss—Seidel

1.2 Expression matricielle de la méthode de Gauss—Seidel

Notons D = diag(A) = diag(a11,- .., ann) la matrice diagonale relative & A = [a;;], notons —F
la matrice sous-diagonale de A (triangulaire inférieure stricte), et —F est la matrice sur-diagonale
de A (triangulaire supérieure stricte). Donc :

A=D—-E—-F, e AZf=b ssi (D—E)f=Fi+b. (1.5)

Proposition 1.2 Quand a;; # 0 pour tout i, Palgorithme de Gauss—Seidel s’écrit a I'étape (k-+1)n,
k>0:
(D — E).Z% = F.3" +b. (1.6)

(Et la suite (Z%)ren convergera vers ¥ solution de A.Z = b, i.e. de (D — E) = FZ + b, voir
proposition suivante.)

Preuve. A la fin de P’étape k, posons §* = F.2% + 5, et il s’agit de calculer #**1 solution de,

cf. ([6) :
(D — E).&"" =" (1.7)

C’est un systéme de n équations & n inconnues les composantes (xk““ﬁ),-:l _____ » de 1 avec D— E

triangulaire inférieure : la premiére équation donne directement z** =, d’ou la deux1eme équation
»
2 N < o 2
donne z**%, d’ot ..., d’ott %! (méthode de descente.) o

Proposition 1.3 Si A est une matrice symétrique définie positive, alors la suite (¥*),en+ converge

vers la solution T de A.x7 = 5, quel que soit le point #° pris comme point de départ de la méthode
itérative de Gauss—Seidel.

Preuve. A est définie positive, donc inversible. Soit # = A~1.bla solution. On a (D—-E).Z
of. (LH). Et par construction, (D — E).#**1 = F.#* + b. Donc (D — E).(Z"t1 — #) = F.(&* — %),
soit (#*+! — ¥) = B.(#* — ) ott on a posé B = (D — E)~L.F.

e Vérifions que (D — E) est inversible. A définie positive implique a; = €7 .A.&; > 0. Donc
det(D) =[] ai > 0 pour tout i. Et det(D — E) = det(D) > 0, d’ou (D — E) est inversible.

e Vérifions que le rayon spectral de B est < 1, voir annexe[Bl A est symétrique, donc F = ET,
et B= (D — E)~LET. On “symétrise en partie” la matrice B : notons Dz = diag(y/a11, -, v/Gnn)-
OnaE = D3LD% ot L Y D-3.E.D-%. Donc (D — E) = D%.(I — L).D*. Et on a ET =
D3.LT.D%. Donc B=D"2.(I-L)"'.D 2.ET =D 3.(I - L) *.LT.Dx.

Posons By = Dz.B.D~% = (I — L)~".L". On va utiliser I'inégalité =% < 1 pour X <
(immeédiat car X <1 — X pour X < 3).

Bi et B ont mémes valeurs propres car By.U = AU ssi D2.B.D 2.7 = AU, ssi B.D™2.0 =
)\D’%.U, i.e. U est vecteur propre de B ssi D~2 .7 est vecteur propre de B pour la méme valeur
propre.

Soit A une valeur propre non nulle de By (si A = 0 alors A < 1 le rayon spectral souhaité),
associée A un vecteur propre ¥ tel que ||U|| = 1. Donc B;.0 = A7, donc LT %= XI — L).7 et donc

1
2

gl LT v = )\(1 — T .L.%), donc A\ = fjv# Montrons ¢7.LT.5 < 1 : on aura bien Al < 1.
On av Lv= 1'/T (D~2.E.D"2).7, avec A définie positive donc 0 =< (D~ 2.5)T. A(D"2.7) =
D} AD 5= (D~ 2.(D—E—ET).D"2).4¢ = ||#]]?— 20T .(D"2.E.D~ )1) don 77.L.7 <
%||17||2 Et ici ||7]| = 1.
Le rayon spectral de B étant < 1, la méthode de Gauss—Seidel converge. u

Remarque 1.4 La méthode de Gauss-Seidel relaxée s’écrit :

- 1 1—
My, ' =N,#+b ou My=—(D-wE) et N,=(——D+F).
w w

Pour w = 1 on a la méthode de Gauss-Seidel. Pour 0 < w < 2 la méthode relaxée converge. On
parle de sous-relaxation pour w < 1 et de sur-relaxation pour w > 1. La méthode de sur-relaxation
est conseillée (par exemple avec w = 1, 8).

Si on note B, = M 1.N,, le coefficient w est calculé de telle sorte que le rayon spectral de
la matrice B, soit le plus faible possible, de maniére & ce que la convergence soit la plus raplde
possible. Voir Golub et Van Loan [2]. wa



4 1.3. Différentielle et gradient de f

1.3 Différentielle et gradient de f

Soit une fonction f € C'(R™;R).

Comme f € C', f admet un développement limité au premier ordre au voisinage de tout
point Ty : il existe une application linéaire Lz, noté df (o) : R™ — R, appelée la différentielle de f
en Ty, telle que :

VFER",  f(Fo+ hp) — (@) = hdf(Fo).5+ o(h). (18)

Et pour p vecteur fixé, la valeur :

m f(@o + hp) — f(fo)' (1.9)

df (To).p = ilzﬁ() h

est appelée la dérivée de f en Ty dans la direction p.

Avec le produit scalaire cartésien (-,-)g., le théoréme de représentation de Riesz permet de
représenter la forme linéaire df ((Zo) a Paide d’un vecteur noté V f(Z) et appelé le gradient de F
en L]_Z"() :

-

Vo e R", df(Z).0 = (Vf(Z),0)rn. (1.10)
Donc :

F(@o + 1) — £(E0) = h (V1 (F). P+ o(h), et (V(F0), Pl = lim LT D ZIE)

1.4 Cas f quadratique

C’es le cas, pour A matrice n x n de f: R™ — R définie par :
1
f(@) = §fT.A.f—ET.f+a (1.11)

et on cherche le minimum de f. Par dérivation le vecteur ¢ disparait : pour alléger I’écriture on
prend ¢ = 0 dans la suite.

Proposition 1.5 On a 6]“(3‘:’) = %(A+AT).JE’—5. En particulier, si A est une matrice symétrique,
on a:

-

Vf(Z)=AZ—b,

Preuve. Par définition de la dérivation dans une direction ¢ donnée, cf. (L9), on a :

h—0 h
1 . -
= Q:ET AT 5+ §:ET AG—b"0=2((A+ AT).2 - b)".0 = (Vf(Z),0)gn,
ot on a utilisé (LI0). Et si A est symétrique, A = A7, .

Dans la suite, on supposera souvent A symétrique définie positive. Et dans ce cas, le minimum
de f existe, est unique, et est donné par le point & tel que V f(Z) = 0, i.e. tel que :

AZ=b. (1.12)

C’est bien le probléme initial (I.I) qu’on avait & résoudre.

1.5 Gauss—Seidel : point de vue descente le long des vecteurs de la base
canonique

Cas f donnée par (III)) avec A symétrique.



5 1.6. Gauss—Seidel et convergence en n étapes pour la sphére

1

On se donne un point #° € R”, et on cherche un point noté %+ tel que :
F@F7) < min (70 — per).
P

On aura 79t % = #° — p&; qui réalise le minimum de f sur la droite #° + Vect{é;} (droite paralléle

au premier axe des coordonnées passant par le point V). Pour ce on définit ©° : R — R par :

@’ (p) = f(@° — p&r), (1.13)

et on minimise ©°. On a :

—.

(%) () = df (20 — p&r).(—71) = —VF (@ — p&) T8 = —(A.(P — p&) —BT&,  (114)
et le minimum est donné pour p tel que (¢°)'(p) = 0, i.e. pour p tel que :

a1 (29—p) + a1zl + ...+ a2’ — by =0, (1.15)
d’ou p. Et on a retrouvé (L3) avec 25 = 29 —p donnant le point e
De méme pour les étapes suivantes en posant %5 (p) = f(ZFH T + pé;).
La méthode Gauss—Seidel est donc bien une méthode de descente.

1.6 Gauss—Seidel et convergence en n étapes pour la sphére

On rappelle que si A une matrice symétrique définie positive, alors A est diagonalisable dans
une b.o.n., ce qui s’écrit A = P.D.P~! ott D = diag(\1, ..., \,,) est la matrice diagonale des valeurs
propres, et P~t = PT,

Soit, I = diag(1,1,...,1) la matrice identité.

Proposition 1.6 Si A\ # 0 et si A = M\ (matrice sphérique), alors, partant d’un point ¥y donné
quelconque, I'algorithme de Gauss—Seidel converge en n étapes, i.e. le point 79t = = Z' est solution
de \I.Z = b, i.e. ¥ = 1b.

Et quelque soit base orthonormée (p;)i=1,..n et le changement de base & — p; pour tout
i =1,..,n, la matrice sphérique A est inchangée (reste sphérique), et I’algorithme de Gauss—Seidel
converge en n étapes.

(Signification : la matrice A est la matrice d’un endomorphismes L : R™ — R" dans la base (€;),
on note [L]| = A; et la matrice de L dans une base (p;) est notée [L] . Et la proposition affirme
que si [L]|(z est sphérique alors [L]| est sphérique dés que (p;) est une b.o.n.)

Preuve. L’algorithme de Gauss—Seidel s’écrit (D — E).7' = F.i° + b, i.e. ici A[.Z* = b, d’ou
7= 1p.

Soit P = ([p1] ... [Pn]) la matrice dont les colonnes sont données par les coordonnées des
vecteurs p; dans la base canonique. Comme [p;]7.[p;] = &;; pour tout i,j, on a PT.P = I. D’ou
P~! = PT et par changement de base, la matrice A = A est transformée en B = P~L.A.P =
AP~1I.P = X = A : la matrice est inchangée. o=

Noter qu’une matrice A = AI est appelée matrice sphérique, car si f(7) = $77.4.7 = 3||7|3.,
alors une surface de niveau {Z : f(Z) = constante} est une sphére.

Proposition 1.7 Si A = diag(\1,...,\,) est une matrice diagonale ot tous les \; # 0, alors,

partant d’un point T donné quelconque, I'algorithme de Gauss-Seidel converge en n étapes, i.e.

le point #%= = Z* est solution de diag(A1, ..., An).Z = b, i.e. (Z); = x-(b)i-

Preuve. L’algorithme s’écrit (D — E).Z' = F.2° 4+ b, i.e. ici diag(Aq, ..., An).Z* = b. "
Noter qu’une matrice A = diag(\q, ..., \,) est appelée matrice elliptique quand tous les A; > 0,

car si f(Z) = 22T A% = 3, \ia?, alors une surface de niveau {Z : f(Z) = constante} est un

ellipsoide (dont les axes principaux sont les axes de coordonnées).

Remarque 1.8 La méthode du gradient conjugué consistera & rendre lellipsoide sphérique. au



6 1.7. Matrice elliptique et base A-orthogonale

Remarque 1.9 Mais attention : si on fait un changement de base orthonormée (p;)i=1,.. n, la
matrice diagonale A devient B = P~'.A.P qui n’est plus diagonale (bien que symétrique), et
la méthode de Gauss—Seidel ne converge plus en n étapes, contrairement au cas de la matrice
sphérique.

Par exemple, soit A = D = 10 et soit P = C.OSQ —sind la matrice de rotation
0 2 sinf  cosf

d’angle 6 # 0 modulo 27. On prend P comme matrice de passage : donc p; = (Z?jg) et po =
—sinf 51 (10 _ . % —% )
( cos 0 ) OnaB=P " (0 2) .P. Prenons § = —7 par exemple. Alors B = ( % : :

n’est pas diagonale. =n

3
2

1.7 Matrice elliptique et base A-orthogonale
1.7.1 Base A-orthogonale

Si A est une matrice symétrique définie positive, si A = P.D.P~! avec D diagonale et P~ =
PT (décomposition diagonale), alors on note VA = Az 4 p/D.P~! la matrice symétrique
définie positive dite racine carrée de A, ot Dz = diag(+v/A1, ..., vV An) (on veérifie trivialement que

VANVA = Az A7 = A).

Et alors la forme bilinéaire (-,-) , : R” x R™ — R définie par :

(0, 0) 4 & (A0, 0)gn = & AT = 7. Al = (VA5 VAD)gn (1.16)

est un produit scalaire, et ||.||4 : R — R, définie par :

|8]]4 = (0, @) a = ||[VA|gn (1.17)
est la norme associée.

Définition 1.10 Soit A une matrice symétrique définie positive. Deux vecteurs v, w € R™ son dits
A-conjugués (ou simplement conjugués si la matrice A est implicite) ssi ils sont orthogonaux pour
le produit scalaire (-,-) 4, i.e. ssi ils sont (-, -) ,-orthogonaux :

7et @ A-conjugués < (F,i)a=0 & (AGd)r=0 <& VAT VAD)R =0.
(1.18)
En d’autres termes les directions ¢’ et w sont A-conjuguées ssi, une fois déformées par la transfor-
mation ¥ — /AT elle sont orthogonales : (\/Z.@', \/Z.lﬁ)Rn =0.

Définition 1.11 Soit (p;)i=1,...» une base de R™. La base (p;)i=1
pour tout 4,5 =1,....n :

n est dite A-orthogonale ssi,

i#j = (Fnp)a=0 (=5 Ap)), (1.19)

i.e. ssiles p; sont deux & deux A-conjugués (i.e. (-,-) ,-orthogonaux). Et la base (;)i=1,...» est dite

A-orthonormale ssi, pour tout 7,5 =1,...,n :
(7o Pj)a =05 (=D, Ap), (1.20)

i.e. ssi elle est (-,-) ,-orthonormale, i.e. orthonormale relativement au produit scalaire (-, -) 4.

1.7.2 Ellipsoide rendu sphérique

La proposition[.7indique que les directions des vecteurs propres sont des directions de descentes
qui permettent une convergence en n étapes. Malheureusement le cott de calcul des vecteurs propres
est de méme ordre que le cott du calcul de I'inverse de la matrice : c¢’est d’ailleurs une technique
usuelle de calcul de U'inverse, voir (LZ1). Donc le calcul des vecteurs propres cotte trop cher.

L’idée est alors de rendre 'ellipsoide sphérique, plus exactement de le faire apparaitre sphérique,
al’aide d’un produit scalaire adapté, celui donné par la matrice A. Voir polycopié ‘Compléments”:
Directions conjuguées : orthogonalité sur l’ellipse versus orthogonalité sur le cercle.

Et toute base A-orthogonale va alors permettre la convergence de Gauss—Seidel en n-étapes.


http://www.isima.fr/~leborgne/Isimathgradientconjugue/CercleVsEllipse.pdf

7 1.8. Inverse de A

Soit, :
£(@) = %:ET.A.:E: %(f, F)a = %||f||34 = %(A%.f,A%.f)Rn. (1.21)
Toute courbe de niveau de f est un ellipsoide. On pose :
gX) ¥ f42.X) = f(&) quand X = A2.7. (1.22)
Donc : B 1o o 1 .
g(X) = 5XT.X = §||X||H2M, (1.23)

et toute courbe de niveau de g est sphérique : on a transformé les ellipsoides en sphéres.
. TP . — _' 1 )
Ici on a utilisé le changement de variables ¥ € R" — X = A2.2 € R™.
Donc, si (P;)i=1,...n est une base orthonormée de R", i.e. t.q. pour tout 4, :

(P;, Py)re = 0y, (1.24)

alors I'algorithme de Gauss—Seidel appliqué & g converge en n-étapes, voir proposition

1 =

Retour a f : soit X = > XZP; A Paide du changement de variables inverse & = A~2.X, on
définit les vecteurs transformés, pour tout i :

1 -

pi=A"2.F. (1.25)
Comme 13Z = A%.ﬁi, les p; forment une base A-orthonormée :
(VA VAR rn = 615 = (75, 55) a- (1.26)

C’est, une telle base (p;) qu’on va choisir pour f : si on descend dans les directions d’une telle
base, 'algorithme de Gauss—Seidel converge en n étapes, car descendre le long de p; pour f c’est
descendre le long de P; pour g.

On va voir qu’on n’aura pas besoin de calculer v/ A (trop cotteux) pour trouver une base (p;)
A-orthonormée, voir corollaire [[LT5]

1.8 Inverse de A

Proposition 1.12 Soit A une matrice symétrique définie positive. Si (p;) est une base A-
orthonormale, alors A~' est somme des n matrices élémentaires fy.p;

AT =D ey (1.27)
k=1

(Cest trivial si A =1.)

Preuve. A est inversible car définie positive. Soit B = > _, Pk Pr.

Ona B.A=>3Y}_ prp} A dot BAp; =37 _ Pu-pr.Apj = > n_, Prdr; = Pj pour tout j :
on a obtenu B.A.p; = p; pour tout j.
Et donc B.A.# = ¥ pour tout &, donc B.A = I, donc B = A~! (multiplier par A~! & droite). o

Exercice 1.13 Montrer que A.B = I ou B est la matrice de la preuve précédente (sans utiliser la
démonstration précédente qui montre B.A = I).

Réponse. Comme (p;) est une base de R", (Ap;) est également une base car A est inversible. Et on a
A.B=37_, Aprpr, et donc A.B.(A.p;) = S0, Apk.pr.-Apy = > p_, Apr.0r;, donc, pour tout j on a
A.B.(A.p;) = Ap;. Donc A.B.Z = ¥ pour tout T, i.e. A.B=1. =n
Corollaire 1.14 Si A est une matrice symétrique définie positive, si (p;)i=1,...n est une base A-
orthogonale, alors la solution & vérifiant A.X = b est donnée par :

-,

n _‘11 — .

R L (7, D)
7= ak-Dk ou ap = == == . 1.28
k=1 ||pk||,24 ( (pk,pk)A> ( )

(Les ay, sont les composantes de & sur la base (p;)i=1,... n.) (Trivial si A =1.)

G

4

= _ A-17p _ N PePy 7 _ N 'y .
Preuve. Ona@=A""'b=>, , A b=>" _A_lldklli Dk- wn
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1.9 Gauss-Seidel généralisé et convergence en n étapes pour 1’ellipsoide

Corollaire 1.15 Soit A est une matrice symétrique définie positive. Soit (p;) une base A-
orthogonale donnée. Soit Ty € R™ donné (point de départ de la méthode itérative). On pose
7o = A.Zo — b (résidu initial). Alors la solution ¥ du probléme A.Z = b est donnée par :

pri  pLAZ — b

). (1.29)

n
r= f() - akﬁk ol Vk Z 1 A — =7 = -
2 e T aE A

D’ou Palgorithme itératif de résolution de A.X = b:on part de Zy et on obtient la solution ¥ = ¥,
par lintérmédiaire des n-étapes :

T = mO_alﬁla [ERE k= fk—l_akﬁlw [ERE Tp = f'rL—l_OénﬁtrL- (130)

C’est la méthode de Gauss-Seidel généralisée aprés choix d’une base (p;) A-orthogonale.

Preuve. Par définition de 7y on a b = A%y — 79, et A.Z = b équivaut & A.Z = A.%y — 19, i.e. &

- ST ~T =
AT —To) = 7. Bt done 1~ = A7 = = Y0 5 7o = = My (e P Le. (R29).
Corollaire 1.16 Et si on pose 7, = A.7 — gpour tout k=1,...,n, alors :
k
Fe=iho1 - apAPe et =i — Y AP, YO<L< k-1, (1.31)
i=0+1

et en particulier 7, = 7y — Zle o; A.p;. Dot :
(Fes Pi)rn =0, V1<i<k, (1.32)
i.e. le nouveau résidu est orthogonal aux k premiers vecteurs p1, ..., px de la base A-orthogonale :
7 € (Vect{p1, ..., ok })>, Vk>1. (1.33)

En particulier 7, = 0, i.e. A%, — b= 0, et &, est la solution. (Il est fondamental de prendre une
base (P;)i=1,...n qui est A-orthogonale.) Et on a également :

< -
_ Pg-Tk—1

= Pk Th (1.34)
|19 1%

€73

Preuve. Ty = 711 — appr donne A%, = A.Zr_1 — apApg, d'ott 7y = M1 — apA.py. D’ou
e = (Fhea — g1 APro1) — R AFl = Trz — Sty QAP ey IO T = 70 — S5y AT,
V0 < ¢ < k—1, et finalement 7, = 7 — S35, o A.fi.

D’ou (7%, Pk )r» = (7o, Dk )rn — 0 — akﬁ,{.A.ﬁk = 0 car ay, est donné par (.29).

D’ott (7%, Pk—1)r» = (Th—1,Dk—1)R» — Qk( APk, Pr—1)rr = 040 =0.

D’ou (Fk,ﬁk,Q)Rn = (Fk,Q — OékA.ﬁk - OzkflA.ﬁkfl,ﬁk,Q)Rn = (Fk,Q,ﬁk,Q)Rn +040= 0, puis,
..., puis (’Fk,ﬁl)Rn = (’Fl — Zf:Q OziA.ﬁi,ﬁl)]Rn =04+0=0.

— - = e N _‘T‘_‘
Enﬁn7 on obtient (kalaﬁk)R" = (ﬁ);ﬁk)R" - Zf:ll(A'pivpk> = (r();pk)u d’ou Q. = |Z|)}:>k||?4 =
Py Th—1 -
I

1.10 Gauss-Seidel généralisé = point de vue descente le long de vecteurs
A-conjugués

On transforme le probléme A.7 = b en le probléme : trouver le minimum de la fonction f (%) =
%:ET.A.:E — b1 (cas A symétrique définie positive).

Proposition 1.17 Soit A une matrice symétrique définie positive et (p;) une base A-orthogonale
donnée. Appliqué au probléme A.Z = 5, Palgorithme de Gauss-Seidel généralisé, d’annulation des
composantes sur la base (p;), est un algorithme de descente le long des vecteurs p;.

Et (L.32) indique que le dernier résidu 7, est orthogonal aux k premiéres directions de descentes
(ﬁlv "'7ﬁk)-



Preuve. On a f(Z) = % 7T A% — b7 .% et on se donne un point ZV. On pose :

(@) = f(@ - apy) (1.35)

e e . 1 — . , .
qu’on minimise pour obtenir 29T % = #° — a;p;. Puis séquentiellement on pose :

PO () = FETF — ap)) (1.36)

. ) ; i1 -
uw’on minimise pour obtenir 207w = 79t — ;5.
71

Le calcul des a; est donné par :

0= (") (i) = =VF@T —ap)) i = —(@F — i) A= 5T ,
et donc : »
ail|pil)h = @) T A - b g = ()T (1.37)
On a bien la méthode de Gauss—Seidel généralisée du § précédent. .

2 Algorithme de Gram—Schmidt

A partir d’une base quelconque (i, ..., 7,) de R™ on veut construire une base (p, ..., 7n) A-
orthogonale, i.e. une base de directions conjuguées relativement & la matrice A.

(Classiquement, a partir d’une base quelconque (¥;) on veut construire une base orthonormée,
i.e. que Gram—Schmidt classique traite le cas A = I.)

On pose (initialisation) :
p1 =11, (2.1)
Puis on construit p5 a 'aide de p; et s en posant :
P2 = U — B12P1,
ol P12 est calculé pour que (P2, p1)a = 0. On veut donc 0 = (¥2,p1)a — B12(P1,D1) 4, i€ :

By = (T2,P1)a _ APy
(P1,P1)a  PL.Ap:

Puis successivement, on définit p; & 'aide de pi, ..., pj—1 et U; par :
j—1
P =7— Y Bibi (2.2)
i=1

ot les B;; pour 1 <14 < j sont calculés de telle sorte que (P}, pe)a = 0 pour tout £ < j. On obtient :
0 = (¥}, pe) a — Bej(Pe, Pe) a pour tout £ < j, et donc :
(T, 70)a _ prLAT;

(i Pi)a P AD

Vi,j:1<i<j<n. (2.3)

On a ainsi obtenue la base (pi,...,p,) A-orthogonale. En particulier, la base (\\1§le> est A-
orthonornale.

L’algorithme est donc :

1. Initialisation : pj} = ¥y,

2. Etape j > 2:

ﬁijZJ—ppOUH<3716 23).

= v] Zl 1 Bljplu ie. m
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Remarque 2.1 Dans le cas général ci-dessus, l'algorithme créé des vecteurs p; qui deviennent
trés rapidement non orthogonaux (accumulation d’erreurs). On preéfére alors utiliser un algorithme
modifié, voir Golub et Van Loan. Pour I’application & la méthode du gradient conjugué, on verra
que les f3;; sont tous nuls sauf les 8;;11, et la perte d’orthogonalité est moindre.

On peut noter que l'algorithme donne [v] = [p].[5], cf [2) qui donne cette égalité matricielle

colonne par colonne, ot [v] est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs ¥}, [p| est la matrice
dont les colonnes sont les vecteurs pj;, et [5] est la matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la

diagonale et les 3;; pour j > ¢ donnés par_(lﬂl). oa

3 Meéthode du gradient

On note (-, -)gn le produit scalaire canonique de R™.

3.1 Pourquoi descendre le long du gradient

On veut trouver un minimum d’une fonction f € C1(R™;R) : trouver o, € R" tel que :

ffsc) = inf f(Z). (3.1)
reR™

Comme f € C*, on dispose de sa différentielle, cf. (L8). Et ici on utilise le produit scalaire
cartésien : on dispose donc du gradient, cf. (II0).

D’otu, pour minimiser f : on part d’un point £y donné.

On cherche un point 7 tel que f(Z1) < f(Zo).-

Soit p' € R™ fixé (on posera I = Zoy + hp).

.. L. Zo+hd)— (2 - R

Le taux de variation vérifie M = (Vf(mo),ﬁan +o(1), cf. (L3).

Donc a la limite h — 0, on choisit p' de direction t.q. (Vf(Zo),D)rn soit minimal (maximal en
valeur absolue). Le théoréme de Cauchy—Schwarz qui montre qu’on doit choisir p'|| V f(Zp), et plus
précisément :

p=—pVf(@) ou p>0. (3.2)
Quitte & modifier la longueur de 7 (la direction de descente), prenons g= —V f (Zo). Ainsi, le taux
de variation négatif le plus élevé en valeur absolue est donné par :

F(@o — WV f(Z0)) — f(Fo)

. = ~|IV£(@0)l[&n + o(1).
On cherche alors #; sur la droite &) + Vect{V f(Z)}, i.e. Z; de la forme :
F1 = T — poV f (), (3.3)

ol pg > 0 est & déterminer, tel que f(#1) < f(#o) : plus précisément, on choisit un py qui approche
“bien” le minimum de g(p) = f(Z1(p)) : par exemple avec la méthode de gradient & pas optimal,
ou la méthode de gradient & pas fixe, voir la suite.

Ensuite on part de #; = o — poV.f(Zo) et on descend le long de V f(Z;) pour obtenir & =
T — VS (Z1). Et on itére le procédé pour obtenir la suite (Z)) définie par récurrence par :

f}chl = fk - kaf(fk) (34)

3.2 Cas f(7)=tiT A7 - b .2

Pour A symétrique on a dans ce cas :
Vf(Z)=AZ—b, (3.5)

et la direction de descente & partir d’un point Z est donc p' = b— A7
Et l'algorithme du gradient s’écrit :
1- Z donné, donc Vf(Zy) = A.Z — b.
2- Etape k pour kK > 0 :
on calcul py (voir la suite),

=,

on pose Tyy1 = Tk — pr(A.Zr — b).
3- On met un critére d’arrét de type € > 0 et | f(Zr) — f(Zrt1)] < €.

10



11 3.3. Meéthode du gradient & pas optimal

3.3 Meéthode du gradient a pas optimal
On commence par la proposition :

Proposition 3.1 Soit f(%) = 33T . A.7 — bT .7 ot A est une matrice symétrique définie positive.
Soit £ € R™ donné. Soit v € R™ donné. Soit :

e(p) = f(T = pv). (3.6)
(Donc ¢ donne les valeurs de f le long de la droite passant par ¥ de vecteur directeur v.) Alors le
minimum de ¢ est donné lorsque p vérifie :

7.

P 5T Av
p est appelé le pas optimal donné pour la direction U choisie, et T+pv est le point oi f atteint son
minimum sur la droite Z + Vect{7}.

o F=AZ-b (=Vf(@). (3.7)

Preuve. On a : 1
[@=pt) = 5 (@=p0) " A (&~ p7) = bT (&)
1
= (@) + p(-TT AZ+b".0) + G0 AT,
et le membre de droite est un polynome de degré 2 en p dont le minimum est donné par (milieu

. 7T z2_=T .
des racines) p = %, ie. (3.17). wn

Corollaige 3.2 Pour la m_e:thode du gradient & pas optimal & ’étape k :
avec V f (%) = A.Zx — b =7y (= le résidu), on obtient :

L7,
k= > 4 =
P TkT.A.Tk

Algorithme du gradient 4 pas optimal
1- Zy donné,
2- i = Ady — b,
e
LA
4- Tyy1 = T + T,
5- f(Zr+1) calculé, et si |f(Zk) — f(Zr+1)| < € on s’arréte sinon on recommence a ’étape 2.

3- pr =

3.4 Meéthode du gradient a pas fixe

Proposition 3.3 Pour f(Z) = %a’c’T.A.:f — bT.# avec A matrice symétrique définie positive. On
note a et M les plus petite et plus grande valeurs propres de A. Alors, si 'on choisit p tel que :

2a
Palgorithme de gradient a pas fixe converge. Et un choix intéressant de p est :

o«
P=
Preuve. On a o|[7]3. < 0T.A.7 et ||A.¥]|gn < M ||T]|gn.

J étant quadratique définie positive, on a lexistence d’un minimum T et f étant dérivable,
onaVf(Zw)=0=AZx —b Dou:

Tng1—Too = Tn — Pﬁf(fn) — Too = (Tn—Too) — P(ﬁf(fn)*ﬁf(fw))
Tp—To0) — PA(Zr—To0),

I
—

d’ou :
||fn+1_f<>0||]%£n = ||f'rt_fm||]12w - 2p(fn_fooﬂ4-(fn_foo»ﬂ¥" + p2||A-(fn_fOO)||]12M

< (1 —2pa+ M2 p?)||Zn —Too| [2n -

D’ou la convergence si 0 < 1 — 2pa + M?p? < 1, i.e. dés que 0 < p < £%.

11
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Et la convergence est a priori la plus rapide si 7 = 1 — 2pa + M?2p? = 7(p) est le plus petit
possible, i.e. quand 7’(p) = 0, i.e. quand p = :7=. ua

Corollaire 3.4 D’ou algorithme du gradient a pas fixe :
1- Zy donné, et calcul (en fait estimation) de o et M, puis de p = 7.

2- Calcul de pj, = V f(Z),

3- Calcul de Ty11 = Ty — ppk, puis de f(Zy41).
4- Si |f(Zp41) — f(Zr)| > €, ou € est une tolérance donnée, retour en 2-, sinon fin.

4 Meéthode du gradient conjugué

4.1 Gradient conjugué
Soit f € CY(R™;R) et on dispose du développement limité (LJ).

Soit A une matrice symétrique définie positive. Soit (-,-), le produit scalaire associé. Et ici
on utilise le produit scalaire (-,-) ,. Le théoréme de représentation de Riesz, avec le produit sca-

laire (-, -) 4, indique qu'il existe un vecteur ﬁAf(a?o) t.q. :

Vi e R, df(Z)5 = (Vaf(Zo), ). (4.1)

Le vecteur Vy f(&o) est appelé le gradient A-conjugué de f en Zy, ou plus simplement le gradient
conjugué de f en Zj si A est implicite.

Proposition 4.1 Si f est C!, alors on a :

AN f(Fo) = V(). (4.2)

Preuve. On a df (#o).5' = (Va (&), 5)a = (Vf(Z0), P)zn, cf. (LI0) et @), donc p7. AV f(Fo) =
pL .V (o), ce pour tout p. oa

4.2 Raisons géométriques

Reprendre ce qui a déja été dit pour la méthode de Gauss—Seidel généralisée, qui permet le
passage de la fonction f(Z) = %fT.A.f (pour laquelle une courbe de niveau est un ellipsoide) en
la fonction déformée g(X) = $XT.I1.X ou X = VA.Z (pour laquelle une courbe de niveau est
sphérique).

On ne souhaitera pas passer par la fonction g : cela nécessiterait le calcul de v/A. On remarque
alors que f(Z) = 3(Z,Z)a = 3||Z|%, et donc la courbe de niveau R de f est donnée par les 7 t.q.
%||:Z“’||124 = R. Autrement dit, le produit scalaire adapté au probléme est le produit scalaire (-,-) ,

(pour lequel une courbe de niveau de f est sphérique).

4.3 Raisons analytiques

On veut trouver un minimum d’une fonction f € C?(R™;R). Soit #, donné. Le développement
limité de f au second ordre (pour améliorer la méthode du gradient qui utilise le développement
limité au premier ordre) :

F(@othi) = (@) + hdf (F) 7+ 5 F(E)(7.F) + ol?)

. = T s, P
= f(@0) + (V@) §+ 37" H(@o) F) + o(h?) (4.3)
iy
"L s, ()
ot d? f(Z) est la différentielle seconde de f en %, ott H (%) = [Bijij (Zo)] est la matrice hessienne de

f en Ty (représentant d? f(Zo) dans la base canonique), matrice symétrique car f est supposée C?

12



13 4.4. Gradient conjugué = Gauss—Seidel généralisée...

(théoréme de Schwarz), et ot on a noté Vf ()7 la matrice transposée de la matrice colonne
[V f(Z)] représentant V f(Zy) dans la base canonique. On a donc, & h fixé :

f(Zo+hp) — f(Zo)
h

=Yz, (D) +o(h), o g (P) =V (@) p+ =p H(To)p.  (44)
Et ¢z, () donne une valeur de la pente moyenne entre Zy et Zo+hp qui est “meilleure” que le simple
gradient. Et, la matrice H(Z) étant symétrique, on a :

Vb, (F) = V £ (Zo) + h H(To).p. (4.5)

On veut un p't.q. la pente ¥z, (p) soit maximum en valeur absolue, donc t.q. 61/)50 (p) = 0, donc
t.q. :
W H(To) 5 = —V (7). (4.6)

LFT AF — b7

Proposition 4.2 Soit A une matrice symétrique définie positive. Soit f(Z) =
Soit L]_Z"() fixé.

Le vecteur hp' qui réalise le minimum de f(Zo+hp) — f(Z), vecteur de direction de descente
optimale au second ordre, est (4 une constante multiplicative positive prés) 'opposé du gradient
conjugué : . .

W= —Vaf(#) (= ALV f(#0)). (4.7)

Preuve. Ici H(Z)) = A, et {&8) s'¢écrit A.(hp) = =V f(Zo), et @Z) donne hj = —V f (). Et ici
le développement limité (£3) est exact. wa

On ne calculera pas nécessairement le gradient conjugué (nécessite la résolution de A.ﬁAf (Zo) =
V f(Zp) pour chaque &), car grace & la méthode de Gauss—Seidel généralisée il suffit de disposer
d’une base A-orthogonale (calculée une fois pour toute).

4.4 Gradient conjugué = Gauss—Seidel généralisée...

La méthode de Gauss—Seidel généralisée donne :

Corollaire 4.3 Si f(Z) = %:E'T.A.:E — bT.# avec A matrice symétrique définie positive, et si (pj)
est une base A-orthonormale, alors la méthode de descente & pas maximal dans les directions pj
converge en n étapes (au plus), i.e. converge aprés une descente successive le long des n vecteurs p;

a laide des formules (I.30).

Preuve. C’est la méthode de Gauss—Seidel généralisé. un

4.5 ... avec construction de Gram—Schmidt a partir des résidus

N

Il reste & choisir une base initiale (7;) de R™ a partir de laquelle on va construire une base (7;)
A-orthogonale & 'aide de Gram—Schmidt, voir § Bl la base canonique n’étant en général pas un
“bon choix numérique” (rapide perte de I’A-orthogonalité par accumulation d’erreurs).

On préfere prendre 7; = Vf(Z;_1) = AZ; 1 — b le résidu & I'étape j : c’est une direction de
descente “naturelle”. Et de plus on va voir que (6f(fj_1))j=07_“7k_1 est une famille libre, quand
6f(a?k_1) £ 0, pour laquelle les Bi; donnés dans ([Z2)) et ([2:3) sont tous nuls sauf quand j = i+1.
Noter que si pour un k on a ﬁf(fk) = 6, alors on a atteint le minimum en ce point, et ce point
donne la solution.

Proposition 4.4 Méthode du gradient conjugué. Soit ¥y € R™ donné, 7y = A.Zy — b qu’on
suppose non nul (sinon &, est la solution cherchée et on s’arréte). Soit la construction par Gram—

13



14 4.5. ... avec construction de Gram—Schmidt & partir des résidus

Schmidt de la suite A-orthogonale (p;) & partir des résidus successifs, obtenue a I'aide de :
ﬁl = FO) (48)

puis pour k > 1 tant que 7y_1 # 0 (sinon on s’arréte et ¥y_1 est la solution cherchée) :

ap = =—— (coeff de descente max : Gauss—Seidel généralisé),
Dy, AP
T = Tp_1 — apDk (point le plus bas dans la direction py,),
o= ATy — b (résidu correspondant), (4.9)
Tk—l'A'ﬁk . .
Br—1k = = (coefficient pour la base de Gram—Schmidt),
Dy, AP,
Prt1 = Tk — Bk—1,6Dk (prochaine direction de descente : Gram—Schmidt),

et on s’arréte au premier indice k tel que 7 = 0.
On a : (7j)j=o,....k—1 est une suite orthogonale de R™ :

(P, Ti)rn =0, Vi k. (4.10)
On note Ky, = Vect{7,...,7x—1}. On a K = Vect{p1,...,Dk}, et K D Vect{A.p1,..., Apr_1}

(et K}, est appelé espace de Krylov d’ordre k).
Et on a, pour tout j =0,...,k—1:

(4.11)

i.e. 7j est orthogonal & p1,...,p; et est A-orthogonal a p1,...,Dj—1.

Preuve. On a &y = @1 — agpk, cf (L30) et (L29), d’on, A&y = A.Zk_1 — arA.pk, d’ol, pour
k>1:

L . Py 7o
k= Th_1 — APk ou Ok = 77575 - (4.12)
|15k 1%
S Lo k Lo Lo _, .
Et donc (7, g )rn = (o, Pi)rn — 3251 (i, D) a = (70, i) — a;||pil|4 = 0, ce pour i < k.
Donc 7, L Vect{pi,...,pk}. Et par construction des vecteurs p; (Gram-Schmidt) on a
Vect{p1,...,px} = Vect{ro,...,"x_1} noté Kj. Donc 7 est othogonal & tous les 7; pour j < k

(pour le produit scalaire (-, )g.) : on a @I0) et (@II);.

Puis [@I2) indique par récurrence que A.py € Vect{ry,..., 7} et on a bien Vect{p1,...,pr} D
Vect{A.ﬁl, ceey A.ﬁkfl}. D’ou ([DIDQ.

D’ou avec (2.3) on obtient Sx_1,; = 0 pour tout j > k, d’ou I'expression de P41 dans [@I) a
Paide de ([Z2)) et ([Z3).

De plus (@I2) donne 71 = 7 — Z;:ll a; A.p;, dou (Fx—1,Pk)re = (To,Pk)rr — 0, et donc

Oék — ﬁTE _"Fkgl .
2% 1%

Corollaire 4.5 Et 7, 1 < k < m, donné par (L30) réalise le minimum de f sur 'espace affine
To+ Ky, :
f(&) = min f(Z).

reKy

Preuve. Puis (6f(fk),]3})]gn = (A% — 5,]3;) = (T, ;) = 0 pour tout ¢ < k, donc f restreint a
I’espace affine 7y + K atteint son minimum en 2. =

14
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A Annexe : méthode de gradient dans le cas non linéaire ou
non symétrique

A.1 Fonction a-convexe

Définition A.1 Soit Q2 C R, et f € C1(Q;R). On dira que f est a-convexe ssi :
Ja>0, VEGEK : (VI@-VI(@),i—F)rn > allj—T| 3. (A1)

On dit également que f est coercive (ou coercitive), elliptique, ou fortement convexe.

Exemple A.2 Si f(Z) = 337 A% — b7 % avec A matrice n x n symétrique définie positive, alors

f est Apin-convexe, ot Ay, est la plus petite valeur propre de A. En effet, \V/ f(@) =Ax— b donne
(VIW)-V (@), y—T)r = (A — ), (§ — T))rn .
Exercice A.3 Montrer que ’a-convexité est équivalente & :

I@) = 1@ = (V1(@),5-D)zn + 5117313 (4.2)

i.e. que le graphe de f est localement (au voisinage de Z) au dessus du paraboloide g : ¥ — ¢g() =
(@) + (Vf(@), —T)pn + §(7—T)".(§-1).

Réponse. En permuttant Z et i dans la formule (A2) et en additionnant les deux formules, on ob-
tient (AT).
Réciproquement, si on suppose (A1), on pose ¢(h) = f(Z + h(§—Z)), et on a :

¢'(h) = (VF(Z + h(i—2)), §~T)zn,

et donc avec (AJ) et h >0 :

¢'(h) = ¢'(0) = (Vf(Z + h(F-T)) = V() a(hl|F-&))* = ahllg—]|*.

D’oti par intégration en h sur [0, 1] :

ie. (A2).
Soit g(9) = f(Z)+ (6]"(5), T—T)rn + 5 ( j—Z)T.(§—Z) quadratique. Localement le développement limité
de f indique que f(¥) > g(¥). ==

Exercice A.4 Montrer que pour f € C?(R",R) et d?f(¥) représentée par la matrice hessienne

H(%) = [%)%(f)], alors Pa-coercivité est équivalente & : pour tout #,v € R™ :
(Hf(f)ﬁa U)rn > a”ﬁ'l]%%na (AS)

i.e. la matrice Hy(Z) définit un produit scalaire (symétrique définie positive).

Réponse. On a V f(#+7)—V f(Z) = H(2).7 + o(7), et (A1) implique (A3).
Réciproquement, on a la formule de Taylor f(Z+7) = f(Z) 4+ (Vf(Z), T)rn + 1(H;(£+07).0, U)pn pour
un 0 € [0,1]. D’ou (A3)) implique (A.T). =

A.2 Fonction M-lipschitzienne
Définition A.5 Pour f € C*(;R), on dit que f est M-lipschitzienne sur €, ssi :

IMeR, Vi,jeK : |V§-VF@|rn < M||7—F||gn. (A.4)
Exemple A.6 Si f(Z) = 377.A% — bT.7 avec A matrice n x n symétrique, alors f est M-
Lipschitzienne avec M = ||A|| lanorme de A. En effet, V f(Z) = A.Z—b donne ||V f(§) =V f(Z)||zn =

| A(G—7)|

e < [[A]l [|g—7]

re par définition de la norme matricielle. =
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16 A.3. Méthode du gradient & pas fize

A.3 Meéthode du gradient a pas fixe

La méthode du gradient & pas fixe (peu colteuse) est : choisir un p > 0 donné, poser p, = p
pour tout n, et calculer Z,, 11 & laide de ([B.4)).

Proposition A.7 Soit f € C'(R™;R) telle que f est a-convexe et M-Lipschitzienne.

Alors, si I'on choisit p tel que :

2¢
— A.
0<p<m (A.5)

Palgorithme de gradient 4 pas fixe converge. Un choix intéressant de p est :

P=1p

Preuve. L’hypothése de coercivité de f sur R™ assure l'existence d’un minimum Z., et f étant
dérivable, on a Vf(Zs) = 0. D’ou :

Bt —Too = Fp—Too — pV f(Tn) = Tn—Too — p(V (@) —V [(Zo0)),
d’ou :
B = 20(Fn—Too, VI (@) =V f (Toc) )2 + PPNV F(#0) =V f (To0) I
< (1 = 2pa+ M p?)||Z—Foo |fen-

]12%" = ||Zn—T|

||fn+1*55'00|

D’out la convergence si 0 < 1 — 2pa + M?p? < 1, i.e. dés que 0 < p < 2%.
Et la convergence est a priori la plus rapide si 7 = 1 — 2pa + M?p? = 7(p) est le plus petit
possible, i.e. quand 7'(p) = 0, i.e. quand p = 175. oa

A.4 Meéthode du gradient & pas optimal

La méthode du gradient & pas optimal (plus efficace mais plus cotteuse que la précédente) est :
pour &, donné, trouver p, tel que :

pER

puis poser Zn11 = T — pnVf(Zr), comme en [BA). On descend ainsi au maximum dans chaque
direction de descente.
On pose :

0(p) = [(@n — pV f(Tn)), (A7)

et calculer p,, revient & minimiser ¢.

Proposition A.8 Soit f € C1(R™;R) telle que f est a-convexe et M-Lipschitzienne. La méthode
du gradient a pas optimal converge vers la solution de (31)), et de plus deux directions successives
de descente sont orthogonales :

—

vf(fn) 1 6f(fn+1)- (A_8)

Preuve. La suite (f(Z,)) est décroissante (par construction), et minorée par f(Z).
On pose p(p) = f(Fn — PV (@) qui est CL. Dot ¢'(p) = —(Vf(# — p¥ F(@n)). V@),
et on cherche p tel que ¢'(p) = 0. On posera alors Z,+1 = &, — pVf(Zn), et on a obtenu

(Vf(Znsr), V f(Tn))rn = 0 ie. (F).

On en déduit que, avec Cauchy—Schwarz et f lipschitzienne :
IV F (@)l = (V@) V(@) = VI (@ni1)rr < IVF@llen M ||En = Fngallzn,  (A9)

et donc :
IV f(@n)|lrn < M ||Zn — Tt |[re-

De méme, on déduit de (AR) que (Vf(Zni1), Tn—Tns1)rn = 0 (car Zn—Fni1 // Vf(T,) par
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construction de Z,11), d’ou avec (A.2)) :

—

- — - (6% (e}
f(mn) — f(@ng1) 2 (vf(m'r&l)vxn_xn-&-l)ﬂw + _||xn_xn+1||]12§” = _||mn_mn+1||]2Rn-
2 2

On en déduit que lim ||z, —z, 1|2, = 0. Et donc avec (A9) que ||V f(Z,)][2. — 0. Enfin, a-
coercivité donne :

O‘an - fooH]QRn < (6f(fn)_6f(f<x)vfn_fOO)]R" = (6f(fn)vfn_foo)ﬂ§"

—

< V(&)

Rn Zn*xn+1| Rn,

d’ou (Z, — Zoo) — 0, et la suite converge. -

B Annexe : Rayon spectral, convergence

Définition B.1 On appelle rayon spectrale d’'une matrice A de taille n x n la plus grande des
valeurs propres en valeur absolue, i.e. le réel noté :

p(A) = max{|\;| :i=1,...,n, \; valeur propre de A}. (B.1)

Proposition B.2 Soit A une matrice n x n telle que p(A) < 1. Alors, pour tout & € R", la suite
(A*.%)ren est convergente vers 0.

Preuve. On suppose A # 0 (sinon c’est trivial). Soit A = P.T.P~! une trigonalisation de A avec
P~! = PT. Comme A et T ont mémes valeurs propres, on a p(A) = p(T). Et si T*.& —4 .00 0,
alors AF. & —4 000 En effet, A¥ = P.T*.P~! donne (A*.Z, §)gn = (T*.(P~1.Z),(P~1.9))gn
puisque PT = P~!. Et comme P et une bijection, T%.(P~1.#) —4_,, 0. Donc pour tout &, 7,
on a (A*.Z, §)gn — k00 0. Dot A7 —4 o 0.

Montrons donc que T*.Z —+,_,00 0 quand p(T) < 1. Posons T = D + U avec D la matrice dia-
gonale de T', i.e. la matrice diagonale des valeurs propres, et avec U matrice triangulaire supérieure
stricte. En particulier, U est nilpotente d’ordre n, i.e. U™ = 0 est la matrice nulle. Et donc, pour
k>n:

k ) Dk—(n—l) Un—l
1 .

Tk:(D—i—U)k:Dk—i-(];)Dk_lU—i—...—i-(
Soit ¢ = sup;_; 1 [|U||. Comme D = diag(A1,...,\n), on a D' = diag(X}, ..., \,), et || D'|| =

p(D)? < p(D)* pour tout i < k, car p(D) = p(T) = p(A) < 1. D’ot1, toujours avec k > n :
k

||Tk||gc(1+(’1“)+...+( ey,

Or (1+ (’f) +... 4 (nfl)) = P, (k) ou P, est un polynome de degré n. D’ou :

||Tk|| = CPn(k)p(D)k = CPrL(k)e_ak7

ot a = —log(p(D)) >0 car 0 < p(D) < 1 (si p(D) =0 c’est trivial car alors T' est nilpotente), qui
tend vers 0 quand k — oo. =

Remarque B.3 La démonstration précédente est simplifiable dans le cas A est diagonalisable :
dans ce cas A = PDP~! avec D = diag(\1, ..., \,) matrice diagonale des valeurs propres, et
AF = PD¥P~1 avec D*¥ = diag(\¥,...,\¥). Et comme |)\;| < 1 pour tout i = 1,...,n, on a
DF.& —},_,0 00, on en déduit que A*.Z — 0. un

Exercice B.4 Montrer par récurrence sur la taille n de la matrice que T%.% — 0 quand p(T) < 1
et quand p(T") = |B] ot B est valeur propre de multiplicité 1.

Réponse. C’est immeédiat si n = 1. Supposons que ce soit vrai pour une matrice T}, triangulaire supérieure
n X n. Soit Tp,4+1 une matrice triangulaire supérieure (n+1) x (n+1). On a T5,11 de la forme :

T. b
Tov1=|"" ,
o ( 0 ﬁ)
ot b e R" et le 0 représente le vecteur ligne nul de R", et ot on a appelé 3 la plus grande valeur propre
(en valeur absolue) de Tr41.
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2 e 3 2 27\ 7
D’ou T;‘fH = (7(;” (Tn +ﬁ1)'b)7 D’ou TSH = <T" (Tn +TnB + 5 I)'b), et par une récurrence

62 0 63
immeédiate :
it _ (TR (X T B4+ T 85D B (TR (S, T )b
ntl = 0 g1 = 0 gt .

Soit # € R"+!, # = (Z) olt 7 € R™. On obtient :

ThHL = T g+ 2(C, TaB*).b
n41-> — ﬁk+12 )
et en particulier, avec “(a + b)? < 2a? 4 20?7 :

k
ITETEI < 2T g1 + 222 (30 Tap ) Bl + 226200,
=0

Par hypothése, on a || < 1 et T —4_,00 0. Les premier et troisiéme termes du membre de droite tendent

donc vers 0. Et pour le second, on a ﬂ%l < 1dou:

- " T T,
S =y (B) - Ty,
1=0 =0

En effet, la matrice (I — %) est inversible car triangulaire supérieure de diagonale non nulle, toutes les

i
valeurs propres de % étant < 1, et on a (ELO(%) )(I — I2) = (I —= Ty*") (calcul immédiat). Et par
hypothése de récurrence, sachant ¥ — 0, on en déduit que le second terme tend vers 0 avec k. .
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