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Entre crochet [...] [square bracket] on donne la traduction anglaise.

1 Préambule

1.1 Les différentes probabilités

Les probabilités servent a décrire une expérience dont le résultat est impossible & prévoir avec
certitude. On distingue :

1- probabilité expérimentale = connaissance a posteriori. Exemple : dans une population, on
prend en compte tous les habitants, et on en déduit le pourcentage (= proportion) d’hommes.

2- Probabilité théorique = connaissance a priori. Exemple, on lance une piéce équilibrée, et
la probabilité d’obtenir pile est 3 (une chance sur deux). La probabilité théorique est en général
différente de la probabilité expérimentale, mais on montre que si on recommence cette expérience du
lancer un trés grand nombre de fois, alors les probabilités théoriques et expérimentales s’accordent.

2’- Probabilité déductive. Exemple, on fait un sondage sur une “petite” partie de la population,
d’olt une vraie connaissance a posteriori sur ce sondage, et on essaie d’en déduire un résultat théo-
rique pour toute la population. Ce cas de probabilité déductive rentre dans le cadre des probabilités
théoriques.

La démarche des probabilités est : si on “reproduit” un trés grand nombre de fois une “expérience
aléatoire” (exemple un lancer de pile ou face), on peut en déduire des propriétés (exemple piéce
équilibrée ou pas, et plus précisément donner le pourcentage moyen de pile obtenues). (Il est clair
que si on ne lance la piéce que deux ou trois fois, on ne pourra pas quantifier cette information de
maniére “fiable”.)

D’ou 'importance de la “loi des grand nombres” et du “théoréme central limite” qui sont dé-
montrés a la fin du poloycopié.

1.2 Difficultés liées au vocabulaire

Les difficultés liées au vocabulaire sont souvent liées & des motivations historiques, et sont
souvent sources de confusion, d’incompréhension, de découragement...
Ainsi certaines expressions qui se veulent “illustratives” semblent étre employées “4 contresens”.

Un exemple flagrant est 'expression : “une variable aléatoire” (v.a.r.) : qui n’est ni variable,
ni aléatoire... : une variable aléatoire réelle X est une fonction a valeurs réelles X : & — R bien
déterminée. (L’ensemble de définition Q est I’ensemble qui contient tous les résultats possibles
d’une expérience aléatoire.)

Exemple : on prend deux dés (& 6 faces numérotées de 1 & 6). On les lance. L’ensemble des
résultats possibles est I’ensemble Q = {(7,7) € [1,6]y X [1,6]n} des couples résultats des lancers.
(Exemple : le premier donne 2 et le second dé donne 5, donc le résultat est (2,5) € Q.) Et on
s’intéresse a la somme des résultats. On note X : R x R — R la fonction somme; X (a,b) = a + b.
Cette fonction X est parfaitement définie : ce n’est pas une variable (c’est une fonction), et elle n’a
rien d’aléatoire (elle est parfaitement définie). Mais X sera appelée “variable aléatoire” parce que
le couple (z, j) auquel on s’intéresse lorsqu’on calcule X (i, 7), est issue d’une expérience aléatoire
(le lancer de deux dés).

Ainsi si on obtient (1,1) (le double 1) alors X (1, 1) = 2 (parfaitement déterminé), et si un second
lancer donne le résultat (4,5) alors X (4,5) = 9 (parfaitement déterminé). Comme les éléments (1, 1)

t (4,5) de Q sont dits “aléatoires” (i.e. résultats issus d’une expérience aléatoire), la fonction X est
appelée variable aléatoire... De fait, ce n’est pas cette fonction X qui nous intéressera directement,
mais sa “loi” de probabilité Px, i.e. la probabilité que, pour cette fonction, on obtienne un résultat
donné aprés un lancer de dés (exemple Px(2) = % car il n’y a qu'un couple sur 36 qui donne
somme = 2).

De plus la valeur d’une v.a.r X est prise en w et est notée x = X (w)... (usuellement la valeur
d’une fonction f est prise en x et est notée y = f(x)...)
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Autres exemples de vocabulaire qui peut s’avérer déroutant : loi marginale (paragraphe [Z10),
“probabilité conditionnelle” (voir remarque [3.3] page B4)...

Tout ceci peut décourager... jusqu’a ce qu’on “s’imprégne” des définitions.

N.B. : la théorie des probabilités est basée sur la théorie des ensembles pour laquelle on emploie
des synonymes relatifs aux noms déja connu. Exemples :

- un sous-ensemble = un événement ;

- ensemble vide = ’événement impossible ;

- ensemble tout entier = I’événement certain ;

- le complémentaire d’un sous-ensemble = I’événement contraire ;

- un élément d’un ensemble = un événement élémentaire = une éventualité...

En Frangais, un événement s’écrit aussi événement (depuis 1990), et se prononce dans les deux
cas événement.
Dans le jeu de “pile ou face”, les mots pile et face sont tous deux féminins (une pile et une face).

1.3 Quelques rappels fonctionnels

1.3.1 Complémentaire

Si F est un ensemble, on note P(F) ’ensemble des sous-ensembles de E. Donc :
AeP(E) < ACE.

En particulier ’'ensemble vide, noté @, est dans P(E).
Si A C E on note A® = E — A son complémentaire :

A =FE-A={zcE:x¢A}.
Proposition 1.1 Si (4;);cr est une famille de sous-ensembles de E (avec I ensemble quelconque),

o U =4S, ()4 = A%, 1)

iel i€l i€l i€l
(Faire un dessin avec I = {1,2}.)

Preuve. z € (J,.; 4)° © 2 ¢ Uic, Ai o Viel,a ¢ Ay & Viel, a:GAC@:ceﬂLE[
€ (s A g N, Adiedicel,z g Ao Fiel, xeAcﬁxGULeI o

1.3.2 Fonction réciproque et fonction inverse

On se donne deux ensembles F et F. Soit f : E — F une fonction. La fonction réciproque de f
est la fonction f~! définie par :

) P(F) — P(E)
f_ . 1 def (1.2)
B f7(B)={zek:fx)e B} (CE),
et pour B C E, le sous-ensemble f~!(B) de E est appelé I'image réciproque de B par f.
Exemple 1.2 Exemple fondamental : voir § [[.3.3] et remarque .6 =
Abus de notation. Quand B = {y} (cas B est un singleton), on note :
_ noté ,_
Hyh) =) (1.3)
Et si f est bijective, alors f~1(y) est un singleton {z}, et on note :
1 F - F
I . (1.4)
y —max=f""(y) quand y= f(x),

et f~1 est appelée fonction inverse de f (quand f est bijective).
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Remarque 1.3 L’utilisation de la méme notation f~! pour (L2) (définie sur les ensembles) et
pour (L4) (définies sur les points) ne doit pas préter & confusion : le contexte léve les ambiguités.
En probabilité, la notation f~! est surtout utilisée sous la forme ensembliste (I2)) : une pro-
babilité est une mesure d’ensembles.
Donc, si on ne fait pas allusion a la bijectivité (comme dans ce polycopié en général), quand on
utilise f~1, c’est de la fonction réciproque (L2) dont il s’agit (pas de la fonction inverse). oa

Proposition 1.4 La fonction réciproque f~! : P(F) — P(E) commute avec les opérations de
complémentation, d’union et d’intersection : si B C F, si I est un ensemble fini non vide et B; C F
pour tout i € I, alors :

FHBY) = (71(B)°,

OBy =N (B,

el el (15)
UB)=UB).
el el

x
On a F = BN B¢ est partition de F, donc
x

Preuve. Montrons (L3));. Il faut montrer f~*(BY)N(f~*(B)) =0 et f~Y(B)U(f! =
{reE:f(z) e B} {2z €E: f(z) € @
{reE:f(z) e B} {z€E: f(z) e B} =E.
Montrons (L3)s.
si f7YN), B;) = 0 c’est trivial. Sinon, soit z € f~((, B;) : donc f(x) € N, B;, donc f(z) € B
pour tout i, donc € f~*(B;) pour tout 4, donc z € (), f~1(B;).
:si (,(f71(Bs)) = 0 c’est trivial. Sinon, soit z € (),(f~ 1( ;) : donc x € f~1(B;) pour tout i,
donc f(z) € B; pour tout i, donc f(z) € (), Bs, donc z € f~H(N), B;).

Montrons (LH)s.

si f71(U,; Bi) = 0 c’est trivial. Sinon, soit z € f~'({J, B;) : donc f(x) € |J, B;, donc il existe i
tel que f(z) € B;, donc il existe i tel que x € f~1(B;), donc z € |J,(f~1(B;)).
D :silJ;(f71(B;)) = 0 c’est trivial. Sinon, soit = € |J,(f~(B;)) : donc il existe i t.q. z € f~1(By),
donc il existe i t.q. f(z) € B, donc f(z) € |J; B;, donc z € f~1(UU; B). o

On rappelle que, pour A C F :
deéf
fA) = {yeFtqIzeA y=f(x)} (1.6)
En particulier f(E) =10 Im(f).

Proposition 1.5 Si f: E — F et g: F — G, alors :
(gof)~t=f"tog™h (1.7)

Preuve. go f : E — G. Donc (go f)~': G — E. PourCCGona(go H7HO) = {eEE:(go
e)eCh={ecE:g(fle))eCt={ecE: fle) g (C)} ={e€E:ec (g '(C))}

1.3.3 Fonction indicatrice

Pour A un sous-ensemble d’un ensemble E, on note 14 la fonction indicatrice de A (ou fonction
caractéristique, suivant les auteurs), i.e. la fonction 14 : E — R définie par :

{25t

(Faire un dessin.)
N.B. : la fonction indicatrice de A est aussi appelée caractéristique en analyse, suivant les
auteurs. En probabilité la fonction caractéristique sera la transformée de Fourier de la mesure.

Remarque 1.6 Ainsi 1, ({z}) = 0 pour tout z # 0,1,et 1,*({1}) = A = 1} (R*), et 1, ({0}) =
AC =11 (R—{1}), et 1,7 ({0,1}) = E = 1;'(R)...
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Proposition 1.7 Si A, Ay, Ay C E alors :
Lac =1— 14, Laina, = 14,14,, layua, =14, + 14, —1ana,. (1.9)
Faire un dessin. Si f : E — F est une fonction, si B C F, alors f~}(B) C E et :
lp1p) = lpof. (1.10)
(La fonction 1;-1(p) est définie sur E et la fonction 1p est définie sur F.)

Preuve. (L9) : immédiat. Pour (LI0) :ona{x € E: f(z) e B} ={x € E:z € f~1(B)}, dou
pour z € EF on a :

e Ey M b

Proposition 1.8 Pour AC Eon a:

Ac fTHf(A), (1.12)

Pinclusion inverse étant fausse en général.

Preuve. Soit z € A, et soit y = f(z). Dnnc € f~*({y}), avec f~1({y}) € f~(f(4)), donc

z € f7H(f(A)).
La réciproque est fausse : soit f : R — R donnée par f = 1jp 1j. En particulier f(]—1,2[) = {0, 1},

et f7H(f(J-1,2))=f"1({0,1}) =R D] —1,2[.

1.3.4 Mesure (ou masse) de Dirac sur les ensembles

E R
Pour a € F, la mesure de Dirac (ou masse de Dirac) ¢, est la fonction 4, : (B)
A = §,(4)
définie par :
def | 1siae A,
0q(A) = d =1 . 1.13
(4) {OMM one = La({a}) (113
. L 1 si z=a
Donc 4, est définie sur les ensembles. En particulier, §,({z}) = ) .
0 si x#a

1.8.5 Mesure (ou masse) de Dirac sur les fonctions

Puis on définit la mesure de Dirac ga sur les fonctions en commencant par la définition sur les
fonctions caractéristiques : pour A C E on définit :

Gl © s 4),  puis 8.(1a) "De s, (14). (1.14)

Attention : on abuse des notations : on utilisera le méme symbole §, pour désigner la mesure d’un
ensemble et la mesure d’une fonction. Le contexte léve les ambiguités de notation.

Puis, par linéarité, on définit la mesure de Dirac d’une fonction en escalier [simple function] :
si f =31, cila, alors:

6a(f):5a(Zci1Am)d:éfZciéa(Ai):ZcilAm(a), done  5u(f) = fla).  (1.15)

D’oi1, pour toute fonction f: E — R et tout a € F, voir cours “intégrale de Lebesgue” :

da(f) = f(a). (1.16)
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1.3.6 Abus de notation fonctionnelle

Soit i : R — R P'application identité :
id:x— d(x) =z, (1.17)
et soit f:xz € R — f(x) € R une fonction donnée. La fonction produit :

i f:aw— (i f)(z) = id(r) f(z) = zf (), (1.18)

est notée :

noté
="zf

i f"EC xf. (1.19)

Ainsi zf : R — R est définie par :
(@)(@) o f(a). (1.20)

Sous-entendu, quand on utilise cette notation, le nom de la variable est x (attention aux notations!).
Sans abus de notation, x f est la fonction produit «f.

Remarque 1.9 Attention : z joue ici deux roles, celui usuel de variable et celui abusif de fonction
(abusif mais pratique). Le contexte doit lever toute ambiguiteé. un

Exemple 1.10 wf est la fonction w — wf(w).
Sans abus de notation, c’est la fonction produit df : w — d(w) f(w) = wf(w). o

Et on continue & abuser des notations en notant :

(id—zo1z) f "2 (z—0) f, (1.21)

i.e. (x—xo)f est la fonction de x — ((z—xo)f)(z) donnée par :

(2—20)F)(x) & (2—20) ().

Exemple : la fonction X — X, qui & la fonction X retranche sa valeur moyenne, est un abus
de notation usuel : on aurait di noter X — X 1g cette fonction, différence des fonctions X et X1g
(fonction constante). On a donc (X — X)(z) = X (z) — X.

Cela parait trivial, mais la confusion entre un réel et une fonction conduit & certaines in-
compréhensions comme la confusion entre une fonction et ses valeurs. Dans le doute (et dans les
démonstrations), il faut revenir aux notations non abusives.

1.3.7 Dénombrement de fonctions

Soit F(E; F') 'ensemble des fonctions f : B — F.

Proposition 1.11 Si E et F sont des ensembles finis non vides, de cardinal |E| = m et |F| =n,
alors F(E; F) est un ensemble fini de cardinal |F(E; F)| =n".
En particulier |F({1,2,...,m};{a,b})| = 2™ quand a # b.

Preuve. Notons E = {a1,...,am}, F = {b1,....,bn}, et f : E — F.Pour f(a1) on an choix possibles.
Pour f(a2) on a n choix possibles... Pour f(a,,) on a n choix possibles. Au total nxn*...xn = n™

comme annonce. .

Exemple 1.12 Avec un alphabet de n lettres (de cardinal 26 en francais), combien de “mots”
(ayant un sens ou pas) de k lettres peut-on former ?

Réponse. Si F est 'ensemble des n lettres de 'alphabet (de cardinal 26 en francais), on a n possibilités
pour la 1ére lettre, n possibilités pour la 2éme lettre,..., donc au total n* possibilités (soit 26* en francais).
C’est le cardinal de F({1,2,...,k}; F) (le cardinal de F({1,2,...,k};{a,b, ..., z}) en frangais). un
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1.3.8 Cardinal de P(Q)
Proposition 1.13 Soit Q est un ensemble fini de cardinal |Q2] = n > 0. Le cardinal de P(Q) = 2".

Preuve. On donne 2 démonstrations usuelles de P(£2) = 2™.

1- Par récurrence. Vrai pour 2 = () (de cardinal n=0) puisque P(2) = {0}. Vrai pour = {a}
(de cardinal n=1) puisque P(2) = {0,{a}}. Supposons que ce soit vrai pour Q = {ai,...,an}
de cardinal n. Alors pour Q = {a1,...,a,+1} de cardinal n+1, ’ensemble P(2) contient tous les
sous-ensembles ne contenant pas a,1, au nombre de 27, et tous ceux contenant a, 1, qui sont les
précédents auquel on a ajouté a,,1, donc au nombre de 27. Au total 2" 4 27 = 27+,

2- Calcul direct, & P’aide des combinaison C¥=(}), cf. § suivant. P(£) contient () (donc 1 = C9
élément), contient les singletons (donc n = C} éléments), les sous-ensembles de 2 éléments (donc
C? éléments),.... , donc au total Y, _, CF = (1 +1)" = 2™. L

1.4 Quelques rappels combinatoires
1.4.1 Arrangements A" = (n);

On rappelle que “n factoriel” [n factorial] est I'entier n! = n x (n—1) x ... X 2 x 1 pour tout
n € N* et qu’on pose 0! = 1. (Motivation pour définir 0! = 1 : voir la formule du binéme de
Newton ci-dessous équation (I23).)

Question 1- : soit n objets x1, ..., z, deux a deux distincts (avec n > 1). Combien y-a-t-il de ma-
nieres de les arranger entre eux, i.e. combien de n-uplets ordonnés [permutations| (z,(1), ..., Ze(n))
peut-on former ? Autrement dit, combien y-a-t-il de bijections ¢ entre [1,n]y et lui-méme ?

Réponse : n!.

Démonstration par récurrence : c’est vrai pour n = 1. Puis supposons que ce soit vrai pour n
objets. Prenons un ensemble de n+1 objets. Il y a n+1 possibilités pour le choix du premier objet,
et il reste alors n objets, avec n! possibilités de les arranger par hypothése de récurrence. Donc au
total (n+1)n! = (n+1)! possibilités.

Remarque 1.14 A} = n! est le nombre de bijections entre un ensemble de n éléments et un
autre ensemble de n éléments. Ou encore le nombre de bijections entre {1, ...,n} et {z1,...,2,}. Ou
encore le nombre de bijections entre {z1,...,z,} et lui méme, une telle bijection étant de la forme

(%1, .. Tn) = (Tp1)s oy T(n)) avec @ bijection entre {1,...,n} et {1,...,n}. oa

Question 2- : soit n objets x1, ..., z,, deux a deux distincts (avec n > 1). Soit k € [1, n]y. Combien
de k-uplets ordonnés [permutations| (2, (1), ..., Z(k)) peut-on former ? Autrement dit, combien y-
a-t-il d’injections ¢ [permutations] de [1, k]y dans [1,n]y 7

Réponse : c’est le nombre d’arrangements de “k objets parmi n” [number of ordered arrange-
ments of k objects taken from n] :

Avdet o (n—1) x ... x (n—k+1). (1.22)

En particulier A7 = nl.
English A* = (n); = “n down k” = “n lower k" = P(n, k) (permutations).

Démonstration par récurrence. C’est vrai pour n = 1 et k = 1 puisque Al = (li—'l), =1.8i
n=2et k=1, alors 2 = Al est le nombre de maniéres de choisir 1 objet parmi 2, et pour k = 2,
1 = A2 est le nombre de maniéres de choisir 2 objets parmi 2.

Supposons que la formule est établie pour n—1 > 1 et tout k € [1,n—1]y. Passons & n objets. Si
k =1 alors n = A} est le nombre de maniéres de choisir 1 objet parmi n. Supposons que la formule
soit vrai pour k objets avec 1 < k < n—1. Passons a k+1 objets. Il y a n maniéres de choisir le
premier, et il reste n—1 objets parmi lesquels on doit en prendre k (en tenant compte de l'ordre),
donc A* | maniéres de les arranger. Donc au total nAX | = n(é"ji)k!)! = (nf(’]irl))! = Ak+L,

En particulier pour & = n on retrouve le cas de la question 1- : A = n!l. (Pour k = 0 la question

2- n’a pas de sens.)

10



11 1.4. Quelques rappels combinatoires

Exemple 1.15 (Tiercé dans 'ordre.) Parmi 20 chevaux, combien de triplets (ordonnés) peut-on
former ? Réponse : A3, = %—gi = 18 % 19 x 20 = 6840. a
Exercice 1.16 On dispose des lettres BEE I L R T. En les tirant succesivement au hasard, avec
quelle probabilité forme-t-on LIBERTE ?

Réponse. L : 1/7,1:1/6,B:1/5,E:2/4, R:1/3, T:1/2, E: 1/1. Donc probabilit¢ P = 2. En termes
d’arrangements : il y a 7! arrangements possibles (nombre de mots possibles). Et il 2 possibilités pour
tirer £ (deux mots possibles indifférenciables). =n

Remarque 1.17 An arrangement where order is important is called a permutation. An arrange-
ment where order is not important is called combination. =

1.4.2 Combinaisons C,S = (Z) et coefficients binomiaux

Question 3- : soit n € N* et soit k € [1,n]y. Combien y-a-t-il de maniéres de choisir k objets
parmi n, sans tenir compte de 'ordre ?

Autrement dit, si £ = {x1,...,2,} est ensemble des n objets, combien y-a-t-il de sous-
ensembles de E contenant k objets?

Autrement dit, combien y-a-t-il de partitions Uy |JUs de E tel que |Uy| = k7

Réponse : c’est le nombre de combinaisons |combinations] de k objets parmi n [number of ways
of selecting k objects from n, or number of subpopulations of size k in a population of size n] :

k n—k)! - k! (= ﬁ), (1.23)

ok note (7 def n! nx (n—1) x ... x (n—k+1) Ak
no N kXN
et CF est un coefficient binomial (voir la formule du binome de Newton ci-dessous équation (IL25))).
(Ck = (}) = “n choose k" = C(n, k).)

Démonstration avec les arrangements. A* est le nombre de k-uplets ordonnés, et pour un choix
de k éléments, il y a k! maniéres de les arranger. Donc k! CF = Ak,

. . , . . !
Démonstration par récurrence. C’est vrai pour n = 1 et k = 1 puisque O] = ﬁ = 1. Pour

n=2etk=1,ona2=C} est le nombre de maniéres de choisir 1 objet parmi 2, et pour k = 2,
1 = C% est le nombre de maniéres de choisir 2 objets parmi 2.

Supposons que la formule est établie pour n > 1 et tout k € [1,n|y. Passons & n+1 objets.
C’est vrai pour k = 1 puisqu’il y a n+1 singletons et C}},, = (qti)! = n+1. Supposons que ce
soit vrai pour k avec 1 < k < n. Passons & k+1 objets. Regardons les sous-ensembles ne contenant
pas x1 : on doit choisir k+1 objets parmi n, soit C*¥*! possibilités. Regardons les sous-ensembles

contenant x; : il reste k objets & prendre parmi n, soit C¥ possibilités. Au total C* 4 Ck+1 = C’Sﬁ,
voir lemme suivant.
Remarque 1.18 Comme CF =n0t€ (0) = ﬁlk),, il est immédiat que :
& K n n & n+k n+k
Cn:C’;rLl :(k):(nk)’ et C:Z—&-kzcn-ﬁ-k:( k ):( n .
Lemme 1.19 (Formule du triangle de Pascal.) Pour n € N* et k € [1,n]|y on a :
Ck 4 Ot =kt (1.24)

soit (1) + (0) = (ein)

n! n! nl(k+ 1)+ nl(n — k) _ n!(n+1+k—k)

ol T G D~ (bt DIn—h)] (k+ D)(nt1—(kt 1))

Preuve.

Exemple 1.20 (Tiercé dans le désordre.) Parmi 20 chevaux, combien d’ensembles de 3 chevaux
peut-on formés ? Réponse : Cy, = 200 — 18:19.20 — 7740,

317! 2.3

11



12 1.4. Quelques rappels combinatoires

Question 4- : n lancers d’une piéce avec résultat p=pile ou f=face. Combien de résultats
contiennent exactement k fois p, pour k € [1, n]n.

Réponse : C*.

Par récurrence. Pour n = 1, ’ensemble des résultats possibles est {p, f}. Et pour k =0et k =1
onaC)=1=C]:laformule est vraie.

Supposons que la formule est établie pour n > 1 et tout k € [0,n|y. Passons & n+1 objets.
C’est vrai pour k = 0 car C9,; = 1 (le seul résultat est (f, f,,..., f)). C’est vrai pour k = 1 car
C}.1 =n+1 (les tirages ou p ne sort qu'une fois, soit (p, f, f,...), (f,0, [, [+ -)seee s (s [, D))

Supposons que ce soit vrai pour k avec k < n. Passons & k+1. Si le premier lancer donne p
alors il reste k p & tirer sur les n—1 lancers suivant, soit CX_; possibilités. Si le premier lancer
donne f alors il reste k+1 p & tirer sur les n—1 lancers suivant, soit C””‘1 possibilités. Donc au

total C¥_, + C*1 = Ck+1 | of (T24).

Exemple 1.21 Dans un alphabet & 2 lettres a et b, C¥ est le nombre de mots de longueur n qui
contiennent exactement k fois la lettre b (exemple n = 8 et k = 3 : mot comme aababbaa). C’est le
cas de la question 4 ou pile et face ont été remplacés par a et b. =

Exercice 1.22 Soit un groupe de n personnes. Combien de paires mathématiques (non ordonnées
appelées couples dans la vie courante) peut-on former ? Combien de couples mathématiques (paires
ordonnées) peut-on former ?

Réponse. Paires : C2. Ou directement : avec la “lére” personne on peut en faire (n—1), puis avec la
“2iéme” (n—2) différentes, ..., au total 1 +2 + ... + (n—2) + (n—1) = w (cf. matrice n * n symétrique,
on compte les éléments “supérieurs stricts”).

Couples : la lére personne peut en faire n—1, la seconde (n—1), ..., la n-iéme (n—1) : au total n(n—1)
(cf. matrice n x n, on compte les éléments “hors diagonale”). .

Exercice 1.23 Jeu de 52 cartes. On tire au hasard 4 cartes. Quelle chance a-t-on d’avoir exacte-
ment 2 rois ?

Réponse. Une main = 4 cartes. Nombres de mains = C#,. Nombre de main avec 2 rois = Cj x C3s (2 rois

. . R cic?
parmi 4, et 2 autres parmi 48). Donc probabilité = —ég‘}-& = 2‘,1;, 2‘,‘%, % =6x47x 24 x m ~
0.025 ~ 25% I.I

Exemple 1.24 Voir plus loin [Z30) page B0 oa

1.4.3 Formule du binéme (Newton)
Proposition 1.25 (Formule du binéme.) Pour z,y € R (ou € C) et n € N*, on a

n

(z+y)" = Z CFakyn=Fk, en particulier 2" = Z (o (1.25)
k=0 k=0

Preuve. Pour (L.23); : par récurrence sur n. Vrai pour n = 1 car CY = 1 = C}. Puis

n

(a:er)”H:x(:c+y)"+y(:c+y)":20k k+1 n k Z k n+1 k
k=0 k=0

n—1

xn—&-l_’_ZC:xk-ﬁ-lyn—k n+1+20k k, ntl—k
k=0

n

— xn—&-l +y7L+1 + Z(CS—I +C§)xky7L+1_k
k=1

n+1

_ +1 +1 E k, n+1—k __ E k, n+1— k
=" + yn + C’n-ﬁ-lZ yn CrL-ﬁ-lx yn
k=1 k=0

Puis x = y = 1 donne ([.23))s. wa

12



13 1.4. Quelques rappels combinatoires

Exemple 1.26 Vers la loi binomiale.

(x+19)? = (z+y)(z+y) =2%+2y +yxr+y? : pour tirer z et y, on peut tirer d’abord x puis
y (résultat xy dans la formule), ou tirer d’abord y puis z (résultat yx dans la formule), donc au
total deux possibilités (ici 2zy = Cizy).

(x+y)? = (@ +ay+yz+y2)(x+y) = 23+ 2%y + oyx + 2y? + y2® + yry +y e +y> : pour tirer
2 fois x et 1 fois y, on peut tirer d’abord deux fois = et une fois y (résultat 2%y dans la formule),
ou tirer z puis y puis x (résultat zyx dans la formule), ou tirer y puis deux fois z (résultat yz?
dans la formule), donc au total trois possibilités (32%y = Cix?y = C2z%y).

(z+y)* = (2° + 2%y + wyz + 2y +y2® +yry + e + 7)) (x +y) = .+ 2%y + .+ TyTy +
e 2y?e 4+ yr?y + o yayx + .+ y22? 4+ .. pour tirer 2 fois x et 2 fois y, on a 6 = C?
possibilités. u

1.4.4 Triangle de Pascal et formules pour les coefficients binomiaux

Soit n>1et k€ [0,n]ly. On a :
+1
okt I k-
n+1 k+1 n

(1.26)

(n41)! _ (n+1)n!
En effet (k+1)!(nL+17(k+1))! - (k+1L)k!(n—k)[-

Pour trouver les coefficients de (z + y)"*! & partir des coefficients de (z + y)™, on utilise le
triangle de Pascal (faire dessin) grace a la formule (I.24]).
On déduit de (L24), pour k <n : CF + C,’jﬂ +..+Ck= C’kﬁ, soit, pour k <n :

n

n n .
k_ ovktl . J\ _(n+1
jE:k Ci=Cri, soit E (k) = (k+ 1). (1.27)

j=k

Démonstration par récurrence : Pourn =let k=1onaC}f =C5 =1,etpourn=1et k=0
onaCl+CY)=1+1=C}.
Supposons que ce soit vrai pour n > 1, et tous les k € [0, n|y. Passons & n+1.
Pour k =n+1ona Z;Liéﬂ crtt=cntl.
+1 k+1 k+1
Pour k <nona) " CF=3" Ci+Ch = M+ CEL = OO0, of. (T29).
Exercice 1.27 Notons (1 + 2 + ... + 2")" = a0 + @n1 + . + Q12" + @y 2" + ..., pour

n >1et r > 0. Montrer que a,, ; = C]’-ﬁn{l pour 0 < j <.

Réponse. Pour n = 1 on lit directement a1, = 1 pour tout r > 0.
Puis récurrence : on suppose que c’est vrai pour n donné et tout » > 0. Passons & n+1.
Ona (I+z+..+z") "' =04+z+..+2")"(1+z+..+2"), donc:

1

A+z+..+2)" =(mo+an1z+..+an,z" " Fana"+. )1 +z+.. +2 7 +a"),

polynéme dont le coefficient devant z7 pour j < r vaut immédiatement an41,; = Qn,0 + An1 + ... + 0 j =
Crot+Cp L+ O = Cry, of. (2D

1.4.5 Coefficients multinomiaux
Question 5- : soit £ > 1 et soit £ = {aq,...,ar} un ensemble de ¢ objets.

Exemple 1.28 E est une alphabet constitué de ¢ lettres, avec £ = 26 en France. u

Soit n > 1 et soit k1, ..., ke € [0, ¢]y tels que k1 + ... + k¢ = n (exemple : on s’intéresse au “mots”
de longueur n écrits a aide de 'alphabet E).

Combien y-a-t-il de “mots” de longueur n contenant k; fois la lettre a; avec k1 + ... + kp, =n?
(Autrement dit quel est le nombre de partitions Uy U ... U Uy de E™ ou U; contient k; fois a; ?)

Exemple 1.29 Les mots de longueur n = 1 qui contiennent une fois k; sont au nombre de 1 (le
seul mot ay).

Le nombre de mots de longueur 2 tels que k1 = 2 est 1 (le seul mot aqa;). Le nombre de mots
de longueur 2 tels que k1 = 1 et ko = 1 est 2 (les mots ajag et asay). un

13



14 1.4. Quelques rappels combinatoires

Réponse :
n!
kil kel (1.28)
appelé coefficient multinomial, voir formule (I30) du multinéme de Newton, ci-dessous.

Démonstration 1- rapide. Soit A C E™ I’ensemble des mots de longueur n contenant k; fois la
lettre a; pour ¢ = 1,...,¢, avec k; € [0,n]|n et k1 + ...k¢ = n. Son cardinal vaut, cf. (C23) :

_ (ki k k k
|A| - Cn Cnikl Gng—(kl-l—kg)"'Cn[—(kl-‘r...-l—kg,l)
n! (n —ky)! n! (1.29)

Tl n— k) kal(n—ky — ko)l Felkol kgl

= le nombre de combinaisons d’avoir k; fois a; dans un ensemble de n objets, multiplié par le
nombre de combinaisons d’avoir ks fois as dans ’ensemble de n—k; objets restants, multiplié par...

Démonstration 2- par récurrence. Pour £ = 1 (une lettre), donc un seul mot a;....a; de lon-
gueur n, donc k; = n, et donc kil', =1.

Pour ¢ = 2 (deux lettres), k; + ko = n, formule du binéme : CX¥' mots contenant k; fois la
lettre ay, et donc ky fois la lettre ag, et CF1 = kl”f,iz!.

Supposons que ce soit vrai pour £ > 1. Passons & £+1 (alphabet de /41 lettres).

Pour n = 1 (mot de longueur 1), si k; = 1 alors les autres k; = 0 (on a le seul mot a;), et
kllk?!!...ke! = 1!0!1.!“0! = 1. Idem si c’est k; qui est non nul, pour ¢ € [1, {]n.

Supposons que de soit vrai pour n > 1, et passons & n+1. au moins un des k; est non nul.

Quitte & renuméroter, supposons k1 # 0. La formule du binéme donne Cfiirl maniére de placer k.

Il reste ¢ lettres a placer parmi n+1 — kyq, soit (,:;J,rli;lﬁll),' par hypothése de récurrence. Donc au

ki (ntl—k)l __[nt)!
total Cn-‘,—l kol kep1! = kiliikepq!”

Exemple 1.30 Jeu “des chiffres et des lettres”. m =26, n =9, k1 + ... + k, = n, ot les k; € N.

Le nombre de mots de longueur 9 qui contiennent %k fois aq, ..., ky, fois a,, est z o

_J ]
okm!” -

1.4.6 Formule du multinéme (Newton)

Corollaire 1.31 (Formule du multinéme.) Pour x,y € R (ou € C), pour n € N et pour m € N*,
on a: |
n: ki ko
(xl +F $7,L)n — Z mmll'“mm . (130)
(K1, k) ENT
k1+...+km=n

Preuve. Par récurrence. C’est vrai pour m = 1, ce pour tout n : trivial.
C’est vrai pour m = 2, ce pour tout n : formule du binéme.
Supposons que ce soit, vrai pour m, ce pour tout n. Passons am + 1 :

(xl + ... + m'rn-‘rl)n
= (1‘1 + ...+ (xm‘f’xm—&-l))n

2 : n! k km—1 K

= — " (T X
kil k. 1K 1 mfl( mT m+1>

PR S O 1 Bm—1 28!

= Lmkl,,,mkmfl ka?nka+l
Z kylo ke LKL ML Z T

ki4...+km_1+K=n km+kmi1=K

n‘ K‘ kl km,—l km km+1
k | k‘ 'K' k 'k 'xl "'m'rn—l xm xm+1 .
kit b1+ K=, ki =K L meo L me L

14



15 1.5. Gaussienne et sa masse

1.5 Gaussienne et sa masse

On rappelle qu’une gaussienne est une fonction de type, pour a >0, m € Ret ¢ #0 :

g(x) = cealz=m)*, (1.31)

N

x

Et la gaussienne réduite est la fonction z — e~ 2.

Proposition 1.32 On a (masse de la gaussienne réduite = aire sous sa courbe) :
22
/ e” 7 dx = V2m, (1.32)
R

et plus généralement, pour a >0 et m € R :

/ e—alz—m)* g _ \/g (1.33)
R

En particulier / e ™ dr = 1.
R

22
(Et / e~ 1€ dx = 2y/emw pour € > 0, en posant a = é. Et on montre, voir cours de distribution

22 A .
que la fonction x — 2\/1676’E, de masse unité, tend vers la masse de Dirac §g quand € — 0, au

sens des distributions. On s’en servira pour la démonstration du théoréme central limite.)

. R ) . 2 o N
Preuve. L’astuce consiste & passer en coordonnées polaires, car r — re”~" a une primitive, &

. 2
savoir r — f%e . Avecr =+/22+y2ona:

00 27
(/ emo’ dr)? = // e—ae® g—av’ dxdy = / / e~ rdrdf
R R? r=0.0=0
2m 1

o 2 — 2 T
= re " dr df) = [—e ™ ]3°2r = —
(/r:() )( =0 ) [20 ]O a

(Puis en remplagant a par é, \/§ devient /% = 2y/em.)

Et pour fR e~a@=m)* gz on fait le changement de variable y = x—m, donc dy = dx. =

1.6 Rappels sur les séries

On aura besoin des séries ) . u, pour calculer des valeurs moyennes (espérances), on encore
lorsque ’hypothése w, —, 00 0 ne sera pas suffisante alors que ’hypothése > . |un| < oo sera
1N l _
suffisante (penser & ) . - = 00).

1.6.1 Définitions et premiéres propriétés

On note K le corps R des réels ou C des complexes. Un élément de K est appelé un scalaire.
(On aura besoin de se placer dans C quand on utilisera les séries ou intégrales de Fourier, cf. le
théoréme central limite.) On a choisi ici N* comme ensemble dénombrable. Tout autre ensemble
dénombrable convient (ensemble en bijection avec N*).

Définition 1.33 Soit (u, )y~ une suite de scalaires (une suite de réels ou de complexes).

® > en Un —noté > - Un est la série de terme u,,.

e La série partielle, ou somme partielle, d’ordre n est la somme finie S,, = 2221 Us.

o (Sp)n+ est la suite des sommes partielles.

e La série ) . u, est convergente dans K ssi la suite (S,)n+ est convergente dans K (donc
converge vers une limite finie). Sinon elle est divergente.

e Quand (S,)n- est convergente dans K, le scalaire S = lim, S, est noté .S = Y. u, et est

L, n
appelé la somme de la série. Donc Z U d:ef lim (Z u;) quand la limite existe.
neN: e
e La série ) . u, est absolument convergente (ou sommable) ssi ).

U | < 00.

15



16 1.6. Rappels sur les séries

(“Absolument convergente” = “sommable” = “Lebesgue intégrable pour la mesure de comptage”,
voir cours d’intégration)

e La série ) . u, est semi-convergente ssi elle est convergente mais n’est pas absolument
convergente, i.e. ssi Y . up € K et > . |un| = o00.

e Extension du vocabulaire : dans R, quand ). u, est t.q. u, > 0 pour tout n, la suite (S, )n-
est alors croissante, et on dit que la série converge, au sens oil elle converge dans R : elle converge
dans R ou vers +o0.

Proposition 1.34 1- Si Zun converge, alors u, — 0.

n—oo
N*
2- Si Z Uy et Z v, convergent, si A € R, alors Z(Aun + v,) converge, et Z()\un +u,) =
N* N* N*

N~
)\Zun + Zvn.
N N

fausse.

up| < 0o (série absolument convergente), alors ) . u, converge. La réciproque est

Preuve. 1- S, = > ju; € K et soit S = > . u, € K (la série converge). Autrement dit
Sn —ns0oS. Doncpourn>2onau,=5,—5_.1—5S—-5=0.
n—oo
2-S0it Sp, =Y ui, S =Y e wiset Ty =Y i v, T =Y e 03z Alors [(AS+T)— (AS,+T5)| <
IN 1S = Sn| + |T — Ty —n—00 A0+ 0 = 0, donc la suite (AS,, + Tp)n= = (3 (A + v;))n+ est
convergente de limite \S + 7.

3- On suppose Y . |un| € Ry. Soit m < n. On a [S, — S| = | >0, ui| < Do, ui] <
Z,fim |t;] —m—o0 0, donc (S, )y« est de Cauchy dans K complet. Donc (S, )n+ est convergente
dans K. B

La réciproque est fausse : prendre u, = (_i) Don A Yo Up = Doy (_i) = In(2), voir
exercice [L42, mais Y . [uy| = Y. L diverge car ;- = > [[" 1 dz = In(n), faire un dessin. u

1.6.2 Séries absolument convergentes

On note, dans R :

= max(0,u,) (>0) et U,

n

= —min(0,u,) (>0), (1.34)

avec donc :
et |un| =y +uy. (1.35)

Proposition 1.35 Si Z |un| < oo (série absolument convergente), alors pour tout sous-ensemble

neN*
ICcNona Z lu;| < oo (toute série partielle est absolument convergente), avec :
icl
S unl = luil+ >0 Juyl, et Dun = uit > ou (1.36)
neN* icl JEN*—T neN= icl jEN*—I

En particulier :

Z|un|zzu;’;—|—2u;, et Zun:Zu;’;—Zu;. (1.37)
N~ N~ N~ N~ N~

N*

Preuve. Soit v; = u; sii € I, et v; = 0 sinon. Alors Sl <350 il <3 |ui]- Donc la suite

n = > . |vi|)n+ est une suite croissante bornée, donc convergente, donc la série
T, o t ite croissante bornée, d gente, donc la séri
> _icr lui| est convergente.

Idem pour w; = u; sii € N*—1I, et w; = 0 sinon.

Et u; = v; + w; (immédiat) et |u;| = |v;| + Jw;| (immeédiat), dou D1 |Ju;| = D0 Jui| +
Die Jwil, ot Do il = P fvil + 3 fwil. Do 300 up = 300 v+ 300wy donne Y. u; =
D o+ Vi + 2y wi, cf. proposition [34,3-.

C’est en particulier vrai pour I C N* t.q. i € [ < u; > 0. .

ien- [vil =

16



17 1.6. Rappels sur les séries

Proposition 1.36 (Sommation par paquets.) Soit ) . |u,| < oo (une série absolument conver-
gente), soit T C N* (sous-ensemble fini ou dénombrable), et soit I, C N* pour tout i € Z, t.q.
U I; = N* est une partition (finie ou dénombrable) de N*. Notons S; = Z u; € R pour tout i € Z.
i€l Jjel;

Alors on a (cas des séries absolument convergentes) :

S=>S,  soit S => (> uy). (1.38)
i€Z ncNx i€T jeI;

C’est en particulier vrai si la sommation se fait dans un ordre quelconque :
pour toute bijection ¢ : N* — N*.
C’est faux si ) . un est semi-convergente.

neN+ Un = ZiGN* U (i)

Preuve. Si 7 est fini on peut prendre Z = [1, n]y, et on développe la démonstration de la propo-
sition (récurrence).

Supposons T infini. Soit j € N* et soit i; € N* t.q. j € I;; (possible car |J;cy-
partition). Soit m € N* et soit J,,, = U;’;l I;, (union finie). En particulier [1,m] C Jy,.
Soit K,, = N*—J,,. En particulier si n € K,, alors n > m. Donc ZneKm [tn| <D 0sm [Unl-

La série étant absolument convergente, pour € > 0 donné, il existe M € N* t.q. pour tout
n>Monay, . |u,| <e.

Done 3, c ey, [unl <3000 lunl < e Avec 30, ug[ + 3 ey, Ukl = Doy [unl, cf. proposi-
tion [L35l Donc |3 . |un| — doun lun|| < €. Donc > e, [uj|| —nsoe Done |Unl-

En particulier vrai en remplagant u,, par u;’ et par u,, . D’ou (L38).

Contre-exemple pour une série semi-convergente : voir exercice [L44 =

I; est une

Définition 1.37 Une famille (an)(m nyen-2 est une suite double (I'espace N* x N* est dénom-
brable). Et meeN* Gmn €st une série double.

Proposition 1.38 (Fubini-Tonelli). Soit ) .y« Gmn une série double. Si pour tout n € N* on a
Z |@mn| < o0 et si Z ( Z |amn|) < oo, alors pour tout m € N* on a Z |amn| < o0 et

meEN* neN* meN* neEN*
Z ( Z |@mn]) = Z ( Z |@mn]). Idem en inversant les roles de m et n.
neN* meN~ meN* neN

C’est faux si on oublie les valeurs absolues.

Preuve. Voir polycopié “Intégrale de Lebesgue”. un

1.6.3 Séries semi-convergentes

Proposition 1.39 Si ) . u, est une série réelle semi-convergente, alors pour tout s € R, il existe
alors une bijection k : N* — N* telle ) . ug,) = s (on peut réordonner la série pour avoir
n’importe quel réel s comme résultat de la somme).

(Pour un exemple voir exercice [[44])

Preuve. Soit Uy = {u; > 0} et U_ = {u; < 0}.

1- On a U4 et U_ infinis, sinon ) . u, est absolument convergente (immédiat). On note ¢ et
v les injections N* — N* croissantes t.q. Uy = {ugy(n)} et U- = {u, () }. Quitte & changer (uy,)n-
en (—uy, )N+, on suppose ¢(1) =1 (et donc le premier terme u; est positif).

2- Soit Sy = D\« Up(n) €6 S— = D . Uy(p) : montrons que S, = +oo et S = —oo.

Sinon, quitte & changer les w, en les —u,, on a Sy = Y . Up(n) < 00. Pour n € N* soit
g t:0. 9(jn) < v(0) < @(in + 1) on a I upn + 20 (—un) < Tl < ST wp +
Zle(—ul,(,-)).

Donc si §_ > —oo on a SV |u;| = 54 + S_ < oo, contraire A lhypothése > s+ Un Semi-

convergente. Donc S_ = —oco. Donc S} = 400 :sinon ) . u, = —00, car Z i1 uZ < ZJ”H Uy (i) +

D1 Un(i) S S = 30 (i) = —00.
3- D’ou la construction de la bijection & : on part de u;. Soit s un réel. Supposons u; < s (cas
uy > s similaire). On ajoute les termes successifs u,(;) et on s’arréte dés que la somme devient > s,

17



18 1.6. Rappels sur les séries

ce qui est possible car S, = oo. Puis on ajoute les termes successifs u,(;) et on s’arréte dés que
la somme devient < s, ce qui est possible car S_ = —oco. Et on itére. On a ainsi construit notre
bijection k :

(T1, 22, ) = (Tp(1)5 s Tip(pr)s Tu(1)s > Tu(nr)s To(pr+1)s -+ Lo(pa)s Tu(ny+1)5 )

suite alternée de paquets positifs et négatifs.
4- Veérifions que ) . ug(n) = s. Comme ) . u, est convergente, on a u, — 0. Soit € > 0 et
soit NV t.q. pour tout n > N on a |ugm| < € et |u, ()| < €. Par construction de la bijection, on a

| > i uk) — s| < e pour n > N. v
.- . . N* — N ) :
Proposition 1.40 Soit une application ¢ : . ) strictement croissante avec (1) = 1.
i — (i
p(n+1)—
Soit vp = Ug(n) + oo F Up(nt1)—1 = Z u; (un “paquet de termes consécutifs”).

i=p(n)
o 1:si) \.up, converge alors ) . v, converge et ) . vn = y . U, (ici on ne réordonne pas
la série).

Et la réciproque est fausse en général. Elle est vraie, i.e. ) . v, converge implique ) . up
converge, par exemple dans les cas suivants :
e 20 : la série est absolument convergente (proposition [[.36).
e 2] :s’il existe M € N* t.q. p(n+1)—¢(n) < M pour tout n € N* (“chaque paquet contient au
plus M termes”), si u,, — 0, et si Y . v, converge, alors y . u, converge et > . Un = Y y: Un-
n—oo
p(i+1)—1
®22:5i Z |un| — 0, et si ) . v, converge, alors ) . u, converge et » . Un = Y s Un-
71— 00
n=p(i)
e 23 : si 4 l'intérieur de “chaque paquet” I, = {n € [¢(i), p(i + 1) — 1]n} les u,, ont méme signe,
et si ) . Up converge, alors ) . u, converge et y . Up = D .« Un-

Preuve. o 1 : soit S, = Y27 u;. Alors Y7 v, = 220Dy, — = Su(nt1)—1- Comme (S,,) est
convergente vers S, il en est de méme de toute sous-suite extralte En partlcuher (Sp(nt1)—1)nen-
converge vers S.

La réciproque est fausse : par exemple prendre u,, = (—1)" et p(i) =2i — 1 : on a vy = 0 pour
tout £ > 1 donc ) . v, = 0 alors que > . u, est divergente.

e 21 : Notons T'= ) . vp. Soit N € N* et : € N* t.q. p(i) < N < (i +1) — 1. Alors :

p(i+1) p(+1)—1
ZU,L—S|—| Z Uy, — T + Z un| < |ZU¢ T|+ Z |un|- (1'39)
n=p(i n=e(i)

Le premier terme tend vers 0 par définition de T, et le second est une somme d’au plus M termes
qui tend vers 0 (on a (i + 1) — (i) < M et u, — 0, donc Z‘WH) lun| < Me dés que i est

n=p(i)+1
assez grand pour avoir |u,| < e quand n > ¢(i)).

e 22 : on a (I39), et la conclusion est immédiate.

+1)— +1)—

e 23 : Y . vy existe, donc v, — 0, et |v,| = |Z‘s(zw( A un| = i(zw( ) |un| car le signe est
constant dans chaque paquet, donc Zi(zl;f(ll)) ! |tn| — 0. On conclut avec o 22. oa
1.6.4 Exemples
Exercice 1.41 Soit (u,)y- une suite t.q. u, = (—1)""|u,| pour tout n (suite alternée com-
mencant par un terme positif). Montrer que si (|un|)n+ est décroissante et u, — 0 alors

n—oo

Sy < Sap < Sopya < Song1 < San—1 < Sq pour tout n, et donc que Y. uy, est convergente.
Réponse. 1- On a uzn+1 > 0 et uzn, < 0 pour tout n. D’olt Sant2—S20n = U2nt+1+Uznt2 = Uznt1—(—Uznt2)
avec |uzn+t1| > | —uzny2| car (Jun|) est décroissante, d’olt Sa2n42 — Son > 0, pour tout n. Et Sony1—S2n—1 =
Uzn +U2n+1 = —(—U2n — U2n+1) avec |uzn| < | —uzns1]| car (Jun|) est décroissante, d’oit Sant1 — S2n—1 < 0,
pour tout n. Et Senta — Sant1 = u2n+2 < 0 pour tout n.

2- D’ott 21- (S2n)n+ est croissante et bornée donc convergente, 22- (S2,—1)n+ est décroissante et bornée
donc convergente, 23- Sa, — Son—1 = u2n — 0 car up, — 0, et donc 24- lim S», = lim Son41, donc
= lim Sn I.I
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o0
1
Exercice 1.42 Montrer que Z(fl)”ﬂ— = In(2).
n=1 n
Réponse. In(1 4+ z) = Efil(—l)”“% pour z €] — 1, 1] (développement en séries entiéres). un
=1 Y1
Exercice 1.43 Montrer que ——— = 2In(2). On notera vy = lim —)—In(N)) =la
d ;n@n*l) (2) v Nﬁoo((; n) ( ))
Y1 N dx
constante d’Euler, i.e. v = lim —) = —)), faire un dessin.
v=gm (0= 5
. 1 2 ) . o . N .
Réponse. = — (décomposition en éléments simples). D’ou (sommes finies)
2n—1) 2n—1
N N N N N N 2N N
1 2 1 1 1 2 1 1 1
= -y ==2 PR S T Y
;n@n—l) 2n —1 ;n ;2n—1+ ;271 ;271 ;n T;n nzln
N N
Avec Z 1o In(N)+v4o0(1) quand N — oo. D’ou Z L 2(In(2N)—In(N)+o(1)) = 2In(2)+o0(1)
—n = n(2n—1)
au voisinage de N = oo. un

Exercice 1.44 Donner un exemple d’une série ) . u, convergente et d’une bijection k : N* — N*
telles que ) e« Un 7 D, cn- Uk(n) (cas particulier de la proposition [L39).

Réponse. Soit (un)n+ la suite alternée u, = % On a Z un = In(2), voir exercice 421 On modifie

n=1
Pordre de la suite (un) en posant :
I R s PO O O o Pt O
v = ,1)2—2,1)3—4,1}4—3,1}5—6,1}6—8,1}7—5,118—10,1)9 12,.,
soit donc pour tout k € N* :
+1 -1 -1
Usk—2 = ——— = Ugk—1, Usk—1 = ————— = Udk—2, U3k = —— = Udk.
8k—2 = 57 2k—1, Usk—1 = 3 ak—2; Uk = o 4k
Donc :
2( + b)) =2y =L ol + (1.40)
V3k—2 T Usk—1 T U3k) = 1% — 2 % T ok -1 % = U2k—1 T U2k- .

Donc 2372 vi =D oo wi - done D o0 v # 30 Ui
1 1 > 1 & 1
(Ou encore 2(vsg—2 + vsk—1 + V3K) = Em donne 22-:211% = Englm = In(2) avec
I'exercice [[L.43} e

Exercice 1.45 Une somme finie est associative et commutative. Donner un exemple ou c’est faux
pour une somme infinie.

Réponse. Soit up, = (—1)"In(1 + 2). Avec I'exercice [41] la série Y. un est convergente car (un) est
alternée et de terme général décroissant (immédiat) t.q. u, — 0 (immédiat).
On aln(l+ 1) =In(Z2) = In(n+1) — In(n). Et :

n

Z Up = Z(—l)"(ln(n—i—l) —1In(n)) = (In(1) — In(2)) + (In(3) — In(2)) + (In(3) — In(4)) + ...

# —2In(2) +2In(3) + ... = i(q)"“zln(n),

non égalité car la série .00 | (—1)""'2In(n) est divergente (terme général 2In(n) — o). .

2 Espace probabilisé

Les probabilités “permettent de mettre & jour les régularités qui se cachent derriére ces phéno-
ménes apparemment gouvernés par le hasard”, citation prise dans [18].
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20 2.1. Univers et événements, premiéres définitions

2.1 Univers et événements, premiéres définitions

Une expérience [an experiment] est dite aléatoire [random] si, répétée dans les “mémes” condi-
tions, elle peut donner des résultats différents.

Exemple 2.1 Lancers répétés d’une piéce, durée de vie de lampes parmi un lot de 1000 lampes,
durée d’attente & une caisse de supermarché, défaut on non d’une piéce & la sortie d’une chaine de

fabrication... un

Définition 2.2 Soit Q I'ensemble de tous les résultats possibles (les observations possibles) d’une
expérience aléatoire [the results of an experiment, or observations]. Cet ensemble  est appelé
Punivers (ou univers des possibles, ou ensemble fondamental) [sample space].

Exemple 2.3 On lance une piéce [we toss a coin, we flip a coin, we play heads or tails|. Si on note
p = pile [tails] et f = face [heads|, on a Q@ = {p, f}. Et on cherchera a déterminer la probabilité
d’obtenir pile ou face (probabilité dans €2), probabilité notée P(w) quand w = p ou f. Par exemple,

pour une piéce équilibrée on a P(p) = P(f) = %, soit P(w) = % pour w € €. oa

Exemple 2.4 Pour deux lancers successifs d’une piéce, on a, ’ordre étant pris en compte, Q =

{(p,p), 0, ), (f,p), (f, )} —noté {pp,pf, fp, ff} : considéré alors comme l’ensemble des mots de
longueur 2 contenant les lettres p et f (I’ordre est pris en compte).

Et si l'ordre ne compte pas (un lancer de deux piéces), on a Q = {{p,p},{p, F},{f, [} } ua

Exemple 2.5 Pour la mesure d’un bruit pendant le temps [a, b], on a Q = L?([a, b]; R) ’ensemble

des fonctions d’énergie finie. wn
Exemple 2.6 On mesure le temps d’attente & un feu rouge : 2 = R,. =n
Exemple 2.7 Résultat d’un tir sur une cible : ) = R2, u

Exemple 2.8 Prix d’une action en bourse : @ = C([t1, 2], Ry) (fonctions continues) sur un inter-

valle de temps [t1, ta]. un
On notera | le cardinal de I'univers Q (on s’en sert dans le cas ) ensemble fini) :
|Q| = card(Q). (2.1)

Définition 2.9 Un élément w de Q (un résultat possible) est appelé une éventualité, ou un évé-
nement élémentaire, ou une issue [a simple event, or indecomposable event, or sample point].

Donc € est ’ensemble des éventualités (ensemble des événements élémentaires).

Définition 2.10 Un sous-ensemble A C Q est appelé un événement (ou événement aléatoire) [an
event, or compound event, or decomposable event, or aggregate of sample points]. Un événement
est donc un ensemble d’éventualités.

Dans un espace probabilisable, on verra que ’ensemble des événements constitue la tribu (la
o-algébre).

Définition 2.11 L’événement ) et appelé événement certain (on est certain que le résultat est
dans Q par définition de l'univers 2).
L’événement () est appelé événement impossible (aprés un tirage on a au moins un résultat).
L’événement contraire de A est I’événement A¢ = Q — A (complémentaire de A dans ).

Remarque 2.12 Cette définition d’un événement suggére que ’ensemble des événements est
P(£2) = lensemble de tous les sous-ensembles de Q. On affinera cette définition au paragraphe
suivant : on ne considérera que les événements mesurables, événement qu’on pourra alors mesurer

(avec une mesure de probabilité). n

Définition 2.13 Aprés une expérience donnant un résultat w, on dit qu’un événement A est réalisé
siw e A

Deux événements A et B sont incompatibles si AN B = () (dans ce cas, un résultat ne peut pas
étre a la fois dans A et dans B).
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21 2.2. Tribu et événement : définitions mathématiques

Exemple 2.14 (Alternative simple.) On lance une piéce de monnaie, et on s’intéresse uniquement
au résultat pile=p ou face=f : Q = {p, f} est 'ensemble des résultats possibles. Les éventualités
sont {p} et {f}. Les événements sont @, {p}, {f} et Q. Et si le résultat d’un lancer est pile, les
événements {p} et Q sont réalisés, alors que les événements 0 et {f} ne le sont pas.

Les événements {p} et {f} sont incompatibles. wa

Exemple 2.15 On lance une piéce deux fois (en tenant compte de 'ordre de sortie). L’univers est
Q={p, f}2=1{,p), (0, f), (f,p), (f, f)} = 'ensemble des 4 résultats possibles de 'expérience. Et
{(f, f)} est ’événement constitué du singleton (f, f) qui est une éventualiteé. oa

Exemple 2.16 On lance une piéce n fois (en tenant compte de l'ordre de sortie). L’univers est
Q = {p, f}"™ Pensemble des 2" résultats possibles de I'expérience. Chaque éventualité w € 2 est
une suite finie w = (w1, ...,wy,) ot w; € {p, f} pour tout ¢ = 1, ..., n. Autrement dit, une éventualité
w un est mot de longueur n ne contenant que les lettres p, f, et un événement est un ensemble de
mots. =

Exemple 2.17 (Alternative généralisée.) On lance un dé [we throw a dice] : Q = {1,2,3,4,5,6} =
I’ensemble des résultats possibles, et les événements possibles sont les sous-ensembles de €2, i.e. tout
ensemble A € P(£2), ot P(2) est 'ensemble des ensembles de §2. Par exemple 4 est une éventualité,
et {4} et {1,2,5} sont des événements. o

2.2 Tribu et événement : définitions mathématiques

(Voir polycopié “Intégrale de Lebesgue”.)

Quand € est fini ou dénombrable, on prendra généralement P(§2) comme ensemble des événe-
ments, i.e. on pourra mesurer la probabilité de tout sous-ensemble de 2.

En revanche, quand 2 n’est pas fini ou dénombrable (exemple Q = R ), P(Q2) pourra étre trop
grand : un sous-ensemble A de ) pourrait étre trop “pathologique” pour pouvoir étre mesuré de
maniére usuelle (i.e. avec la “longueur usuelle” = la mesure de Lebesgue).

On va définir “le plus grand sous-ensemble possible” de P(2), la tribu ou o-algébre [o-field or o-
algebra], qui exclu les sous-ensembles “pathologiques”. Une telle tribu sera stable par les opérations
d’union, d’intersection, de complémentation.

Définition 2.18 Une tribu ou o-algeébre [o-algebra, o-field] T sur 2 est un sous-ensemble de P(€2)
tel que :
1-0,Q¢eT,
2- Si A € T alors son complémentaire A = Q — A est dans 7,
3- T est stable pour toute union ou intersection finie ou dénombrable. L.e., si I est un ensemble
fini ou dénombrable, si (A;);cr est une famille d’éléments de T, alors U A, €T et ﬂ A, eT.
il iel

Remarque 2.19 Le point 2- car on voudra : si on peut déterminer la probabilité P(A) de A alors
nécessairement on peut déterminer la probabilité de A€ : c’est P(AY) =1 — P(A).

Le point 3- car on voudra : si (4,)y est suite croissante dans 7 (ensembles emboités), alors
lim P(4,) = P(nh_>ngO A), et on a donc besoin de lim A = U A, € 7. Idem pour une suite

n—o00 n—o00
neN
]

décroissante. .

Remarque 2.20 La définition fait apparaitre des redondances : il suffit de supposer 1- § € T,
2- idem, 3- T est stable pour toute union finie ou dénombrable. Les autres propriétés découlent
de 2-. .

Définition 2.21 Un ensemble Q2 muni d’une tribu 7 (i.e. sur lequel on se donne une tribu) est
appelé un espace mesurable et est noté (€2, 7), ou simplement 2 si la tribu est implicite.

Définition 2.22 Et dans un espace mesurable (€2, 7), un sous-ensemble A C ) tel que A € T est
appelé un événement (ou événement réalisable, ou événement aléatoire).

N.B. : on a donc restreint le sens donné a la définition de maniére & exclure les sous-
ensembles “pathologiques” de €.
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22 2.3. Tribu engendrée

Exemple 2.23 Pour Q quelconque, T = {0, Q} est toujours une tribu, appelée la tribu gr0s51ere
Dans la suite, on ne considérera pas cette tribu. =

Exemple 2.24 Si A C Q avec A # () et A # Q, ensemble 7 = {(), A, A, Q} est une tribu. En
effet, les conditions 1-, 2- et 3- sont trivialement satisfaites.

Cette tribu sera utilisée pour Iespérance conditionnelle E(Y|X) d’une variable aléatoire par
une autre. =

Exemple 2.25 Pour 2 quelconque, T = P(2) est toujours une tribu, appelée la tribu discréte.
C’est le cas des exemples de lancers de piéces et de dés du paragraphe précédent, ou de statis-

tiques sur une population. =

Exemple 2.26 Dans 2 = R, on définit la tribu borélienne Tg comme étant la tribu engendrée par
tous les intervalles ouverts (et donc aussi par tous les intervalles fermés, par complémentation).
Ainsi les événements pourront étre mesurés avec la mesure de Lebesgue (ou plus généralement avec
les mesures “de densité”).

Cette tribu borélienne est trés grande, & tel point que, pour un ingénieur, elle ne se différencie
pas vraiment de P()) au sens ol on ne connait pas de sous-ensemble explicite de R appartenant
a P(R) — Tg : il faut faire appel a I'axiome du choix pour montrer qu’il existe des sous-ensembles
de R qui n’appartiennent pas a la tribu borélienne de R (voir polycopié “Intégrale de Lebesgue”).

Donc 4 retenir : on introduit les tribus pour que dans la suite le raisonnement mathématique ne
soit pas mis en défaut (on exclut les sous-ensembles pathologiques) ; et dans la pratique ingénieur,

quand on “verra” un sous-ensemble de €2, il sera dans la tribu (ce sera un événement). un

Exemple 2.27 Si Q = R et si on s’intéresse aux “valeurs ponctuelles”, on considérera T = P(Q).
Mais on peut également prendre 7 = Tg.

Dans les deux cas on pourra considérer les mesures discrétes comme les mesures d, de Dirac
par exemple, cf. (LI3), que I'on prenne A dans P(R) ou dans Tz (S P(R)). L

2.3 Tribu engendrée

Soit, (A;);ecr une famille de sous-ensembles de .

Définition 2.28 La plus petite tribu contenant tous les A4; (i.e. 'intersection de toutes les tribus
contenant tous les A;) est appelée la tribu engendrée par les A;, et est notée o((A;)icr)-

Exemple 2.29 La tribu 7 = {0, A, A°, Q} est la tribu engendrée par A, tribu notée o(A). oa
Exemple 2.30 La tribu borélienne 7g est par définition engendrée par les intervalles de R. =

Définition 2.31 Si f: (Q,7) — R est une fonction mesurable (i.e. t.q. f~1(Ja,b[) € T pour tout
a,b € R, voir plus loin), alors on appelle tribu engendrée par f la tribu notée o(f) engendrée par
tous les ensembles “images réciproques” A = f~1(]a,b), pour tout a,b € R.

Exercice 2.32 Montrer que pour A € T et f =14, 0n a o(1a) = {0, 4, A%, Q} = o(A).

Réponse. On a 14(z) =1si z € A, et = 0 sinon. En particulier f(£2) = {0,1}. Donc :
si Ja,b[D {0, 1}, alors f~'(Ja,b]) = Q,
si Ja, b[N{0,1} = 0, alors f~"(Ja,b]) = 0,
si]a,b[> 1 et |a,b[Z 0, alors £~ (Ja,b]) = A
siJa,b[> 0 et Ja,b[# 1, alors f~*(Ja,b[) = A°. 7

2.4 Probabilité

But : connaitre le “pourcentage de chance” (= la probabilité) qu’un événement a de se réaliser.
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23 2.4. Probabilité

2.4.1 Définition des mesures (d’ensembles)

Soit (€2, 7) un ensemble mesurable (un ensemble muni d’une tribu).

Définition 2.33 Une application :

T >Ry
T {A S (A (2.2)

est une mesure dans l’espace mesurable (Q,7) ssi :

1. pu(0) =o0.

2. - u est o-additive [countable additive], i.e. si I est un ensemble fini ou dénombrable, si (A;);cr €
T! est une famille (au plus dénombbrable) d’événements 2 & 2 disjoints, alors la mesure de
I’union est la somme des mesures :

si Vi,jel tq. i#j ona A;NAj=0 alors u(U A;) = Z“(Ai)' (2.3)
iel i€l
Et u(A) est alors appelée la mesure de ’ensemble A (quand A € T).

3. On ajoute souvent la propriété (sauf en probabilités) : u doit étre o-finie, i.e. {2 est réunion finie
ou dénombrable d’ensembles A; C T de mesure finie (voir cependant la proposition de la
mesure image ou cette propriété ne sera pas supposée).

Exemple 2.34 Mesure py de Lebesgue sur R : p(]a, b)) = b — a pour a < b, faire un dessin.  ou

Définition 2.35 Un espace mesurable (€2, 7) muni d’'une mesure p est noté (£2, 7, 1) et est appelé
un espace mesuré.

Exercice 2.36 Soit (€2, T, ) un espace mesuré, et A, B deux événements. Montrer :
i(AUB) = u(A) + u(B) — (AN B), (2.4)

écriture équivalente & :
(AU B) + u(AN B) = p(A) + u(B). (2.5)

Réponse. Faire un dessin. Notons A’ = A—(ANB).Ona A'N(ANB) =, donc u(A) = pu(A")+p(ANDB),
donc pu(A") = pu(A) — u(A N B). De méme, avec B = B — (AN B), u(B') = u(B) — p(AN B). Et
AUB = A U(ANB)U B, les ensembles A’, B’ et AN B étant disjoints 2 a4 2. D’ou u(A U B) =
u(A') + n(ANB) + w(B') = p(A) + w(B) — p(AN B).

Exercice 2.37 Si (A;);c[1,n) est une famille d’événements, n € N*, montrer la formule du crible :

”(.U Ai):ZM(Ai)—ZM(AmAj)—i— > AN A NAR) + o+ (1) (ArN.NAy). (2.6)

i<j i<j<k
Réponse. Par récurrence. 1]

2.4.2 Premiére propriété

Rappel : une suite (A, )nen+ dans P(€2) est dite croissante (resp. décroissante) ssi pour tout
n€N*onaAd, C A, (resp. 441 C Ay). Et une suite (A4, )nen-est dite monotone ssi elle est
soit croissante, soit décroissante.

De plus, si (A, )n~ est croissante, on note :

U A, note sup A, note lim A,, (2.7)

-1 neN* n—oo

=

et si (A,)n+ est décroissante, on note :

note inf A, " him A, (2.8)

neN* n—00

An

D)

B
Il
-
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24 2.5. FEquiprobabilité

Proposition 2.38 Si (2, T, 1) est un espace mesuré, si (A, )n~ est une suite croissante d’ensembles
mesurables, alors :
p( lim A,) = lim p(A,) dans|[0,oc0]. (2.9)
n—o0

n—oo

On peut passer a la limite sous le signe u pour les suites croissante. On dit que u est croissante.
Idem si (Ap)nen~ est décroissante telle que p(A1) < oo (toujours vrai pour une mesure finie).

Preuve. Exercice (ou voir polycopié intégration). wn

Remarque 2.39 Si (A,) est décroissante, 'hypothése u(A1) < oo est nécessaire : sinon prendre
A, = [n,00[, ou p(A,) = oo et lim A, = () qui donne lim(u(A4,)) # p(lim A,). ua

2.4.3 Probabilité = mesure de probabilité
Soit (2, T, 1) un espace mesuré.
Définition 2.40 La mesure p est bornée ssi p(€2) < oo (masse totale finie).

Définition 2.41 La mesure p est une “mesure de probabilité” (ou plus simplement une “probabi-
lité”) ssi c’est une mesure bornée de masse totale 1 = 100% :

6 T —=[0,1
noke p 0, 1] mesure telle que P(Q) = 1. (2.10)
A — P(A)
Ainsi Pévénement Q a pour probabilité 1 = 18 = 100%, i.e. 100% de “chance d’étre réalisé” (un

résultat est nécessairement dans 2 par définition de Q : Q est ’événement certain).

Définition 2.42 (Q, T, P) est alors un espace probabilisé.

“Toute expérience aléatoire se décrit mathématiquement par la donnée d’un espace probabilisé”.
Définition 2.43 Un événement A € T tel que P(A) =1 est dit presque str.

(Tl est str “a un ensemble négligeable prés relativement & la mesure P”, voir cours d’intégration :
I’ensemble B = Q — A vérifie P(B) = 0, i.e. B est invisible pour la mesure B, et la mesure P ne
voit pas de différence entre A et Q.)

Notation abusive. Quand A = {a} est un singleton, on note :
noté
P({a}) =" P(a). (2.11)

2.5 Equiprobabilité

Définition 2.44 Dans le cas Q = {w; : ¢ € I'} ensemble fini, quand P({w;}) = \ﬁll est indépendant

de ¢ (méme probabilité pour tous les singletons), on dit que P est une probabilité équiprobable ou
probabilité uniforme (sur Q) : elle est donc définie par, pour tout A C  :

_ A

P(4) = 51

(2.12)

pourcentage du nombre d’éléments de A dans €.

Exemple 2.45 Lancer d’une piéce équilibrée : Q = {p, f}, |I| = 2, et P(p) = P(f) = 1. (Si la
piéce n’est pas équilibrée, la probabilité associée n’est pas équiprobable.) =

Exercice 2.46 On lance une piéce équilibrée deux fois de suite. Donner la probabilité d’obtenir
“deux faces”, ou “deux piles”, ou “une face et une pile”.

Réponse. Ici Q = {(p,p), (p, [), (f,p), (f, f)} est 'ensemble des résultats possibles équiprobables. On a
| =4, donc P(f, f) = P(f,p) = P(p, f) = P(p,p) = i. La probabilité d’obtenir deux faces ou deux piles

est donc i et la probabilité d’obtenir une face et une pile est P({p, f}) = P(p, f) + P(f,p) = % .
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25 2.5. FEquiprobabilité

Exemple 2.47 On s’intéresse au résultat du lancer d’un dé equlhbre I’ensemble des résultats est
={1,2,3,4,5,6} ="°% [1 6]y, avec, pour tout i € Q, P(i) = i =np;.
La probablhte d’obtenir levenement {1,3} est P({1,3} P({1}U{3}) = P(1)+ P(3) = 2
(probabilité d’obtenir 1 ou 3). un

Exemple 2.48 Contre-exemple avec un dé équilibré. On lance un dé deux fois et on s’intéresse a la
somme des résultats des lancers. On note X : [1,6]4 — R la fonction somme X (a,b) = a+ b quand
a,b € [1,6]n. On note Qx = [2,12]y ’ensemble des sommes possibles (I'univers des résultats). Pour
n € Qx, on note Px(n ) la probabilité que la somme soit n. On suppose les dés équilibrés, i.e. on
suppose que Px(2) = z= = PX(12) (1 facon d’avoir le résultat), Px(3) = = = PX(ll) (2 fagons
d’avoir le résultat), PX( ) = = PX(l()) (3 facons d’avoir le résultat), PX(5) = = Px(9)
(4 fagons d’avoir le résultat), PX(G) = 2 = Px(8) (5 facons d’avoir le résultat), PX(7) =35
(6 facons d’avoir le résultat). La probabilité d’obtenir Pévénement {6,7,8} est 220 = 8/18. On

vérifie que Px(Qx) = w -1

Ici la probabilité Px n’est pas équiprobable : Px(2) # Px(3).
Ici tout se passe comme si on avait un dé & 11 faces (numérotées de 2 & 12), dé qui n’est pas
équilibré. u

Exercice 2.49 Soit n > 2. Dans un groupe de n personnes toutes nées la méme année (365 jours),
quelle est la probabilité qu’au moins deux personnes soient nées le méme jour (on suppose que les
naissances sont réparties réguliérement dans ’année = équiprobabilité) 7 Quel nombre minimal n
de personnes donne une probabilité > %? Et >99%7

Réponse. On prend comme univers I'ensemble Q = [1,365]% de toutes les dates d’anniversaire possibles,
i.e. Pensemble des n-uplets & = (a1,...,an), ol a; € [1,365]y est un jour possible de naissance de la
personne ¢. Donc || = 365".

Intéressons-nous a la probabilité “toutes les personnes sont nées un jour différent”. Le nombre de n-
uplets (a1, ..., an) t.q. a; # a; pour tout i # j est Ajgs = 365%364%...%(365—n+1) (nombre d’arrangements
= nombre d’injections de [1, n]y dans [1, 365]n). Donc la probabilité pour que pour que toutes les personnes
soient nées un jour différent est ¢ = AJ‘;%L = 365, 361 | 4 365-ntl)
deux personnes soient nées le méme jour est p =1 — gq.

On trouve p > 50% pour n > 23, et p > 99% pour n > 57.

(Sin=2onagq= 3% doncp= =) e

. Et la probabilité pour qu’au moins

Exemple 2.50 On lance un dé (équilibré) 4 fois de suite. Quelle probabilité a-t-on d’obtenir au
moins une fois un 67

Réponse. 5/6 chance d’obtenir un autre numéro lors d’un lancer, donc (5/6)* chance d’obtenir un autre
numeéro lors de 4 lancers, donc 1 — (5/6)* ~ 52/100 de chance d’obtenir au moins un 6. un

Exemple 2.51 On lance deux dés (équilibrés) n fois de suite. Quel est le n minimum pour avoir
plus d’une chance sur deux d’avoir un double 6 ?

Réponse. 35/36 chance d’obtenir un autre double lors d’un lancer, donc (35/36)" chance d’obtenir un
autre double lors de n lancers, donc 1 — (35/36)™ de chance au moins un double 6 aprés n lancers. Donc
n = 25 pour une probabilité > % .
Exercice 2.52 Suite. 1- Probabilité qu'une personne soit née le 14 juillet 7 Née un autre jour?

2- Probabilité que deux personnes soient nées le 14 juillet 7 Toutes les deux nées un autre jour ?
Une seule sur deux le 14 juillet ?

3- Probabilité qu’au moins une personne parmi n soit née le 14 juillet 7 Pour quelle valeur de n
cette probabilité est > 50% ?

Réponse. 1- Probabilité qu’une personne soit née le 14 juillet : 365 Non née e 14 juillet : ggg.

2- Les 2 nées le 14 juillet : (365) Les 2 non nées un autre jour : (352)?. Une seule née le 14 juillet :
1 364 364 1 2 364 1 364
565 305 + 363 305 On vérifie que (555)” + (555)” + 2355 365 = L.

3- Aucune personne parmi n née le 14 juillet : (%)". Donc pour qu’au moins une personne soit née le

14 juillet : 1 — (22)". Et pour n > 253 cette probabilité est > 50%. .

Exercice 2.53 On voit 3 portes. Un objet est caché derriére une des portes de maniére équipro-
bable. On vous demande de choisir une des portes. Puis, parmi les deux portes restantes, on retire
une porte derriére laquelle Pobjet ne se trouve pas. On vous redemande de choisir une porte (parmi
les deux restantes). Avez-vous plus de chance de gagner ’objet si vous persistez dans votre choix
de porte ou si vous changer de porte?
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26 2.6. Probabilités discrétes et continues

Réponse. 1lére réponse : a l'issue du premier choix, il y avait 1 chance sur 3 de gagner I'objet, donc 2
chances sur 3 de ne pas le gagner. La seconde manipulation est a posteriori. Si on ne change pas de porte,
on a toujours 1 chance sur 3, donc si on change de porte, on a 2 chances sur 3 de gagner 'objet (la porte
choisie pésera toujours §7 alors qu’aprés avoir retiré une porte “vide”, “la” porte restante pésera % : elle
correspond aux 2 portes non choisies).

2éme réponse : univers des possibilités initiales : @, = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. On ne va pas
se servir de cet univers ;. On retire une porte vide : 'univers des nouvelles possibilités : Q2 =
{(1,-,0)(1,0,-),(—,1,0),(0,1,—),(—,0,1),(0,—,1)}, ot — désigne la porte manquante (l'univers a
changé), et |Q2] = 6. Un choix dans Qs est équiprobable. Hypothese : on garde la porte i; dans Qs il
y a exactement 2 éventualités ot 1 est en i, donc la probabilité d’avoir ’objet derriére ¢ est = % = % Et
probabilité 2 = 2 que P'objet soit derriére une autre porte.

3éme réponse : aprés avoir vu les probabilités conditionnelles. Portes numérotées 1,2,3. On fait deux
choix (un & chaque question). Univers Q3 = {1,2,3}? I’ensemble des couples (i,5) pour 1 < j < 3,
de cardinal |Q3] = 9. A la premiére étape, pour i = 1,2,3 (fixé) la probabilité des couples (i,*),
ol * est quelconque dans {1,2,3}, est de % (équiprobabilité). A la deuxiéme étape on note A =
{(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)} le sous-ensemble de Q3 (les couples) correspondant aux 2 portes
restantes (aprés avoir enlevé une porte). Le cardinal de A est |A| = 6, nombres de couples possibles. Soit

B: ={(1,1),(1,2),1,3)} 'événement “on garde la 1ére porte”. Le cardinal de AN By est |[AN B;| = 2. Donc
2

P(Bi]|A) = 24080 — & — 1 On vérifie que P(B1|A) + P(Bz|A) + P(Bs|A) = 1 (formule de Bayes), soit
9

P(A)
P(ANBy)+ P(ANB2) + P(AN Bs) = P(A); en effet les B; sont disjoints et leur union est {23, et donc
P(ANBi1)+ P(ANB2)+ P(ANBs) =P(ANB1)U(ANB2)U(ANB3)) = P(ANQs) = P(A). .

2.6 Probabilités discrétes et continues
Soit (£2, T, P) un espace probabilisé.

2.6.1 Probabilités discrétes

Définition 2.54 Si l'univers ) est fini ou dénombrable et si la tribu considérée est T = P(Q),
alors une probabilité P sur I’ensemble mesurable (2, T) est dite probabilité discréte. Et (Q, T, P)
est un espace probabilisé discret.

Soit I un ensemble fini ou dénombrable. Soit 'ensemble Q = {w; : i € I}, ou donc les w; sont
deux a deux distincts.

Proposition 2.55 Soit P et (Q deux probabilités discrétes sur €.
On a P=Q ssi P({w;}) = Q({w;}) pour tout i € I.

Preuve. Si P = @Q alors P({w;}) = Q({w;}) pour tout i € I.
Réciproquement. Supposons P({w;}) = Q({w;}) pour tout i € I, et il s’agit de montrer que
P(A) = Q(A) pour tout A € P(Q2). Soit J C I et Aj = J;c;{w;}, Donc A; est une union

disjointe, donc P(Ay) = > ;c; P({wi}), et Q(As) = ;. ; Q{wi}), donc P(Ay) = Q(A,) pour
tout Ay € P(Q2). Donc P = Q. n

Soit P une probabilité discréte sur €. Pour w; € Q on note :
noté
pi = P({wi}) "2¢ P(w,), (2.13)
la probabilité d’obtenir w;.

Proposition 2.56 On a :

Yopi=1 (=PQ) et P=) pio, (2.14)

el icl

ou 4, est la masse de Dirac en w;. Et donc, pour J C I, et Ay ={w; :i € J} C Q (événement),
onaP(Ay)=>c;pi

Preuve. P étant une probabilité, 1 = P(Q) = P(U,c{wi}) = >_;cr PUwi}) = > i pi
Soit Q = 3,/ Pidw,. Montrons que @ est une probabilité. On a Q) = >_,c; pid., () = 0.
Soit Ay ={w;:i€J} € P(Q)ouJ CI.OnaQ(As)=>c;Pidw;(As) = ;c;Ppi- En particulier
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27 2.6. Probabilités discrétes et continues

Q(Q2) = 1. Et si A, B € P(Q) vérifient AN B =0, avec A = J;c;({w;}) et B = Upcx({wr}), ot

donc JNK =0, alors Q(AUB) = Q(U;ciux (W)) = 22 jciux Pi = 2jesPit 2 jux Pi = Q(A) +
Q(B). Et Q est o-finie puisque Q(2) = iiel QH{w:}) = iielp,- avec I au plus dénombrable. Donc
Q@ est une probabilité.

Et Q({w;} = p; = P({w;}) pour tout i € I. Donc Q = P. wa

Exemple 2.57 Lance d'un dé équilibré, p; = ¢ pour tout i. On a P({2,5}) = Z?Ilpiéi({l 5}) =

p1#0+p2*1+pgx0+ps*0+psl+ps*0=p2+ps =2 =1 est la probabilité d’obtenir 2 ou 5

(une chance sur trois d’obtenir 2 ou 5). wa
2.6.2 Probabilités continues sur R

Soit Tg la tribu borélienne de R (la tribu engendrée par les intervalles de R). Soit py = dw la
mesure de Lebesgue dans R, voir cours d’intégration, i.e., sia < b :

. b
pe(la b)) = b — a € / do,
Soit 2 C R avec 2 € Tr (mesurable), et soit 7q, la tribu Tr restreinte a €2 :
Ta={ANQ: AeTr}

On vérifie immédiatement que 7q est bien une tribu : 1- § et  sont dans T ; 2-si B = ANK avec
A € Tg alors A® € Tg, donc A® NQ € Tq, i.e. le complémentaire (AN Q)° NQ de B dans Q est
bien dans 7a; 3- [;(A:NQ) = (N;4)NQ) € Ta et U;(ANQ) = (U; 4:) Q) € Ta, pour I au
plus dénombrable. Ainsi (€2, Tq) est un espace mesuré.

Définition 2.58 Soit €2 un ouvert dans R, soit Tq la tribu borélienne restreinte & €, et soit P
un probabilité sur (£2,7q). La probabilité P est dite continue sur  ssi il existe une fonction
p : © — R, positive intégrable sur 2 pour la mesure de Lebesgue, dite densité, telle que pour
Ja,bl€e Qotta<b:

b
P(]a,b]) = /= p(w) dw, ot donc /Qp(w) dw = 1. (2.15)

On dit aussi que P est une mesure diffuse, de masse unité sur Q.

On note :
dP(w) = p(w) dw, dP = pdw. (2.16)

Ainsi :

P([a,b])/b_ p(w)dwn%é/ dP(w) "L /de. (2.17)

Exemple 2.59 Densité uniforme sur Q = [a,b] : p(w) = 3

202, [ 1]

Exemple 2.60 Tir gaussien centré sur R : p(w) = m}ge

2.6.3 Probabilités continues sur R¢

Définition 2.61 Soit 7ga la tribu borélienne de R?, soit Q € Tga, soit Tq la tribu Tga restreinte
a Q, et soit P une probabilité sur Tg.

On note & = (w1, ...,wq) un point dans Q.

On note dw = dw; ...dwy = dS) la mesure de Lebesgue sur R?, ot donc dw(]ay, by[x... x]aq, ba]) =
ngl(bi — a;) = volume du pavé Ja, b1[X...X]ag, bg[, ou a; < b; pour tout .

La probabilité P est dite continue sur €2 ssi P est définie par une densité p, i.e. ssi il existe
p: © — R, une fonction positive intégrable sur € pour la mesure de Lebesgue telle que, pour tout

AcTy:
P(A) = / p(@)dQ,  ou donc / p(@)dQ = 1. (2.18)
GeA [AISY)

On dit aussi que P est une mesure diffuse de masse unité.
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28 2.6. Probabilités discrétes et continues

Et on dit que P est donné par :

dP (&) = p(@) dw = p(&d) d, dP = pdw = pdfQ. (2.19)

Exemple 2.62 Cas R?. Densité uniforme sur Q = [a,b] X [¢,d] : p(w) = m "
w%-f—w%

Exemple 2.63 Tir gaussien centré dans R? : p(&) = —z5—e™ 22 . wn

2.6.4 Approximation d’une probabilité continue par une probabilité discréte

Soit P = pdw une probabilité continue de densité p sur (2,7), ou Q est un ouvert borné
dans R%. On note Q la fermeture de €.

On “maille” (on fait un maillage de) Q en U, Q; ot n € N et les €; sont des ouverts de R? vé-
rifiant (_, % = 0 et |J—, ©; = Q. (On utilise souvent abusivement I’expression : on “partitionne”
(on fait une partition de) €2, ce qui n’est pas la définition usuelle de partition en mathématiques).

Notons :

pi = / (&) dw = la “masse” de p sur €, (2.20)

i

les p; vérifiant donc Y. | p; = 1 (masse totale 1 = 100% = 129).

Pour ¢ € [1,n]n, on choisit &; € Q; un point fixé dans €;, et on note :
n
P = Zp,-a@i. (2.21)
i=1

Alors P est une probabilité discréte sur Uie[1 n]N{@-} (immédiat), probabilité qui “approche” P.

Interprétation. Soit |Q;] = [, dw le volume de ;. Soit :

g = L (= Jo, p(w) dw
‘ |QL| fQi dw

On approche p par la fonction en escalier :
q= Z gila;,
i

fonction constante sur chaque ;. (En éléments finis, on dit que ¢ est une approximation Py de p.)
On a:

/quwzzqz‘/9197,dwzzqz‘|9i|ZZPiZZ/QP(W)CZWZ/QP(W)CZUJ=17

et ¢ est une densité de probabilité : notons :
dQ = qdw. (2.22)

@ n’est pas une mesure de probabilité discréte puisque Q({;}) = 0 pour tout point &; € €; :
c’est une probabilité continue de densité p discontinue (en escalier). Une probabilité discréte a été
obtenue juste avant, cf. [22T]).

Remarque 2.64 Donc attention au vocabulaire : ici () est bien une probabilité continue : elle est
donnée par la densité ¢ qui est une fonction “en escalier”. Donc probabilité continue (ici Q) n’est
pas synonyme de densité continue (ici ¢ est en escalier). un

2.6.5 Autres probabilités

Il y a d’autres types de probabilités : par exemple sur R, soit p une densité positive telle que
pr(w) dw = %, et soit la probabilité donnée par P = pdw + %50. Ici P est la somme d’une mesure
diffuse et d’'une mesure ponctuelle.

On appelle d’ailleurs probabilité mixte sur R une probabilité telle que 3J C N, p1,...,ps € Ry
et p: R — Ry intégrable telle que P(A) = Y7, ; pidu, (A)+ [, p(x) dz, ou Y, pit+ [ p(x) de = 1.
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2.7 Fonction de répartition d’une probabilité

[Cumulative distribution function.]

2.7.1 Définition

Rappel. Si f est une fonction définie dans un voisinage d’un réel ¢ & valeurs dans R, on note :

déf noté

7(t-) € tim 7(5) "2 1 (s) (2.23)
s<t
la limite & gauche en ¢. De méme f(t+) def lim f(s) note 1112r est la limite & droite en ¢.
s—t S—

s>t

Définition 2.65 Cadre : espace probabilisé (R, g, P). On appelle fonction de répartition de la
probabilité P la fonction F' définie par, pour t € R :

Ft) ¥ P - 00,1, (2.24)
Si on se place sur espace probabilisé (0, Tq, P) avec € ouvert de R, on continue a utiliser (Z.24)
avec la convention P nulle & I'extérieur de €.

Proposition 2.66 La fonction de répartition F' d’une probabilité P est une fonction qui vérifie
(faire un dessin) :

(i) F(—o00) =0 et F(+o00) = 1.

(ii) F(t) = F(s) + P(]s,t]) pour tout s < t.

(iii) F': R — [0, 1] est croissante, en particulier F'(t—) < F(t) pour tout t.

(iv) F(t—) = P(] - oo, t]).

(v) P(t) = F(t) — F(t—).

(vi) F : R — [0,1] est continue a droite, i.e. F(t) = F(t+) pour tout t.

(vii) La fonction de répartition détermine complétement P.

Preuve. (i) Comme P()) =0 et P(R) = 1, avec (29) on déduit F(—oco) =0 et F(o0) = 1.

(i) On a | — oo, t] =] — o0, s]U]s, t], avec | — oo, s]N]s,t] = 0, et P est une probabilité, d’on
P(] = 00,t]) = P(] — 00, 5]) + P(s, t]).

(iii) Le (ii) implique F croissante car P > 0. Et F est croissante et bornée (par 1), donc la
limite F'(t—) existe pour tout ¢, et F' croissante donne F(t—) < F(t).

(iv) On applique @3) : avec A, =] — co,t—1[ suite croissante, F(t—) = lim,_ o P(Ayn) =
P(lim, 00 An) = P(] — 00,1])
(v) | = 00,t] =] — o0, t{U{t}, d’ou F(t) = F(t—) + P(t).

(vi) On a F(u) = F(t) + P(]t,u]) pour tout u > t, avec limy 4], u] = 0, et donc F(t+) =
F(t) 40, cf. 29).

(vii) P(]s,t]) = F(t) — F(s) pour tout s < t, donc si on connait F, alors on connait P sur tout

intervalle ouvert, donc on connait P sur toute la tribu (borélienne). un

2.7.2 Fonction de répartition en escalier

Cas particulier P probabilité discréte : notant Q = {w; : i € I, t.q. w; <w; Vi < j} avec
I C N*, I fini ou dénombrable, et avec P({z}) = 0 si ¢ Q et P(2) = 1, alors la fonction de
répartition est une fonction en escalier, donnée par

Flw)) = ZP({M})- (2.25)

Immeédiat.

Exercice 2.67 Montrer que si F' : R — [0,1] est une fonction croissante qui est continue a
droite (i.e. F(t) = F(t+) pour tout t) avec F(—o0) = 0 et F(co) = 1, alors il existe une unique
probabilité P sur les boréliens de R telle que F soit la fonction de répartition de P.

Réponse. On a nécessairement P(] — oo,t]) = F(t). On vérifie que P ainsi défini est une probabilité. «m
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2.7.3 Fonction de répartition absolument continue

Soit P une probabilité de densité p : @ — R, ot p est Lebesgue-intégrable positive de masse 1.
Ainsi :

F(z) = /z p(t) dt. (2.26)

Donc F est continue.
Et méme absolument continue, i.e. primitive d’une fonction intégrable, et p est appelée la dérivée
généralisée de Fx (c’est la dérivée classique si F' est dérivable). Voir cours intégrale de Lebesgue.

2.8 Introduction a I’échantillonnage

Le cadre de échantillonnage est : ensemble Q =10t¢ g — {ai, ..., an} est appelé une population
(finie) de taille n = |S]; la tribu est T = P(S) (I'ensemble des sous-populations); et P est une
probabilité discréte. Les éléments a; sont appelés les individus.

2.8.1 Introduction a I’échantillonnage 1

On considére ’expérience d’extraire un élément de S. Et on répéte 'expérience r fois. L’issue
de ’expérience est souvent 'un des types suivant :

Définition 2.68
1- Tirage avec remise, on tient compte de 'ordre.

A Dissue de chaque tirage on remet ’élément tiré dans la population : ’ensemble des résultats
de ’expérience est :

Q(n,r)=5"=9%x8Sx...x8 (rfois), |94 (n, )] =n", (2.27)

et un résultat de ’expérience est appelé un échantillon (ordonné) de taille r avec replacement.
C’est, aussi le nombre de “mots” de longueur r dans un alphabet de n lettres. Voir plus loin les lois
binomiale paragraphe et multinomial paragraphe

2- Tirage sans remise, on tient compte de ordre.
A Tissue de chaque tirage on ne remet pas I’élément tiré dans la population. Ici nécessairement
r < n. ensemble des résultats de ’expérience est :

QQ(TL?T) = {(a’ila "'aa’iT) es, Qi; 7& iy vj 7é k}v |Q2(’I’L,7“)| = A;N (2'28)

et un résultat de ’expérience est appelé un échantillon (ordonné) de taille r sans replacement. Voir
plus loin la loi hypergéométrique paragraphe

3- Tirage sans remise, on ne tient pas compte de 'ordre.
A T’issue de chaque tirage on ne remet pas I’élément tiré dans la population. Ici nécessairement
r < n. Et on ne tient pas compte de ’ordre du tirage :

Qg(TL,T‘) = {{ail, ...,(lir} C SI’A, aij 7é aik, Vj 7& k}, |Qd(n,7")| = C,:l = <Z> (229)

Autrement dit, on tire une sous-population de r éléments (on ne tient pas compte de l'ordre). Voir
plus loin la loi hypergéométrique paragraphe

Dans ce dernier cas, une sous-population est souvent appelé un échantillon...

Et un sondage est une étude sur une sous-population.

4- Tirage avec remise, on ne tient pas compte de 1’ordre.

On remet ’élément tiré dans la population et on ne tient pas compte de 'ordre du tirage. On
note i; € [0,n]y le nombre de répétitions de I'individu a;, avec par convention “i; = 0 quand
a; n’est pas tiré”. L’'univers est (constitué des sous-ensembles de r éléments) :

‘ ‘ - n+r—1
Qu(n,r) ={{a1,...,an}, i1+ ... +ip, =71}, |Q(n,r)|=C = ( - > (2.30)

(Sii; = 0 alors a; n’est pas pas ’événement {a,...,a,}, et si i; > 0 alors {aq, ..., a,} contient i,
fois a;).) Démonstration : voir exercices 272 et 273
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31 2.8. Introduction a [’échantillonnage

Et Q4(n,r) est Pespace (improprement appelé) des sous-populations de S de taille r € N* avec
répétition.
4-bis- Statistique de Bose—Einstein. Autre interprétation de 4-.

Soit, S un ensemble de n cases aq,...,a, (la population). On doit placer r boules (indistinguables)
dans les n cases (mettre une boule dans une case revient & tirer une case au hasard). Une case
peut étre vide, et on peut mettre plusieurs boules dans une case (une méme case peut étre tirée
plusieurs fois).

Ou encore on doit placer r particules (indistinguables) dans n états d’énergie (Bose—Einstein).

On retrouve Q4(n,7) et donc [Q4(n,7)| =CJ ;.

Exemple 2.69 Deux boules p et f et deux tirages : correspond & S = {p, f},n =2, et r = 2.
Ordonné avec remise : Q4(2,2) = S? = {(p p), (p, £), (f,0), (f, )}, et [Q1(2,2)| =22 = 4.
Ordonné sans remise : Q22(2,2) = {(p, f), (f,p)}, et [Q22(2,2)] = A3 = 2.

Non ordonné sans remise : Q3(2,2) = {{p, 1}, et C2=1.
(2

Non ordonné avec remise : Q4(2,2) = {{p}, {p, f},{f}} et C5,,_, =C3 =3. oa
Exemple 2.70 Trois boules ay,az,a3 et deux tirages : correspond & S = {a1,a2,a3}, n = 3, et
r=2.

Ordonné avec remise : Q;(3,2) = 5% = {(a1,a1), (a1, a2), ..., (a3, a3)} de cardinal 3% = 9.
Ordonné sans remise : Q2(3,2) = {(a1, a2), (a1, a3), (az,a1), (az,as), (a3, a1), (a3, az2)} de cardi-
nal A3 = % =6.

Non ordonné sans remise : Q3(3,2) = {{a1,az2},{a1,as}, {az2,a3}} de cardinal C% = 2‘,3—1, =3.
Non ordonné avec remise : 4(3,2) = {{a1},{a1, a2}, {a1, a3}, {az},{az, a3}, {as}} de cardinal
C3+2 1 - 02 _— ’ - 6 ...

Exercice 2.71 Un panier contient 5 boules noires et 3 boules rouges, les boules étant indistin-
guables au touché. On fait un premier tirage, on ne remet pas la boule tirée, et on fait un second
tirage. Quelle est la probabilité : 1- la premiére boule tirée est noire et la seconde boule tirée est
noire ? 2- la premiére boule tirée est noire et la seconde boule tirée est rouge ? 3- la premiére boule
tirée est rouge et la seconde boule tirée est noire ? 4- la premiére boule tirée est rouge et la seconde
boule tirée est rouge? 5- les boules tirées sont rouge et noire?

Réponse. Premiére réponse. Pour avoir un boule noire suivie d’'une boule noire : boule noire au ler

tirage : 5 chances sur 8, et boule noire au 1er tirage : 4 chances sur 7, d’ou P(N,N) = %é = %. De méme
P(N,R) = 32 =18 P(R,N) =322 = & P(R,R) = 22 = &. On vérifie que P(N,N) + P(N,R) +

P(R,N)+ P(R,R) =1.
Dot P({N,R}) = P((N,R)U(R,N)) = P(N,R)+ P(R,N) = %
Deuxiéme réponse : population S = {Ny,..., N5, R1,...R3} = {a; : i =1,...,8}. On est dans le cas 2-
avec Q2(8,2) = {(ai,a;), 1t #j € [1 S]N} Et donc |Q2(8,2)] = A3 = 56 (nombre d’issues possibles). D’ou
5 5

=33 P(Ni,N) 2256—20— De méme P(N, R) ZZPNZ,Rk—w—

i=1 11;1 i=1 J];L i=1 k=1

Exemple 2.72 (Statistique de Bose—Einstein.) Soit S un ensemble de n cases as,...,a,. On doit
placer r boules (indistinguables) dans les n cases. Une case peut étre vide, et on peut mettre
plusieurs boules dans une case. Ou encore on doit placer r particules (indistinguables) dans n états
d’énergie (Bose—Einstein). Exemple : si n = 1 on a une seule case, et les r boules vont dans la seule
case, avec donc Q4(1,7) =1 (pour r > 0).

Si on note B une boule, une configuration est de type B|BB|||B|BB... oil les barres verticales
sont les séparations des cases. Et on a r +n — 1 objets “les r boules et les n — 1 séparations”. Pour
les 7 boules on a donc C7,,,._; maniéres de les distribuer dans les cases. Pour les n—1 séparations

on a donc C}} +,,1A_1 = (7}, 1 manieres de séparer les boules C7,,. ;. un
Exercice 2.73 Soit Q4(n,r) donné en (2.30);. Montrer par récurrence que |Qq(n,r)| = "H% 1=
%pournEletrEl.

Réponse. On prend linterprétation 4-bis-. Pour n = 1 (une seule case), alors toutes les boules sont

nécessairement dans cette case : Q4(1,7) = {i1 € N : ¢y = r} est le singleton {r} (pour r > 1). Donc
[Q4(1,7)| = 1 = C2. Donc le résultat est vrai pour n = 1.

Récurrence : hypothése : soit n > 1 et supposons [Qu(n,r)| = CI/'_; pour tout r > 1. Soit w =
(il, ...,in,in+1) S Q4(TL+1,1").
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32 2.9. Espace produit et produit de probabilités

Si in41 = 0 alors le nombre de w possible est [Q4(n,r)| = C'/,\_, par hypothése de récurrence.

Si in41 = 1 alors le nombre de w possible est [Q4(n,r — 1)| = C/'/, par hypothése de récurrence.

Si 41 = r — 1 alors le nombre de w possible est |Q4(n, 1)] = C2~' par hypothése de récurrence.
Si 4in41 = 7 alors le nombre de w possible est 1 = C”~| puisque toutes les boules sont dans la derniére
case.

Donc |[Qu(n+1,r)|=Cl 1 +Ct + .+ Cln = Cr 1 = Clyy,, of. (LZD). .

2.8.2 * Introduction a I’échantillonnage 2

On part toujours d’une population S = {aq,...,a,} de taille n = |S|, et on fait r tirages. On
considére cette expérience en termes de fonctions (observation d’une suite de r tirages ) :

{ {1,...,7} =S

. ., hoté . . (2.31)
i —w(i) =" w; est I’élément de S obtenu au i-éme tirage.

Soit F({1,...,7}; S) Pensemble des fonctions de [1,r|y & valeurs dans S, identifiable & I’ensemble
des suites finies w = (w;)i=1,... » de taille 7. Une expérience est donc un élément w € F({1,...,7};5).

1- Un échantillon de taille r avec replacement est I’ensemble Q4 (n,r) = F({1,...,r};S),

2- Un échantillon de taille r sans replacement est un élément de ’ensemble Qo (n, ) des injec-
tions, sous-ensemble de €.

3- Une sous-population de taille r est un élément de ’ensemble Q3(n, r) des classes de fonctions :
identification des injections f et g a l’aide de la relation d’équivalence sur ’ensemble d’arrivée
donnée par les permutations : f ~ g < Jo une permutation t.q. f(i) = g(o(¢)) pour tout i. Et
quand on parlera de w € 3, on aura extrait un élément de la classe d’équivalence w (axiome du
choix), élément qu’on notera abusivement w.

2.9 Espace produit et produit de probabilités

Définition 2.74 Soit (21,71, P1) et (22, T2, P») deux espaces probabilisés. On définit ’espace
produit (2,7, P) par :

1- Q = Ql X Qg,

2- T est la tribu sur  engendrée par les éléments de 71 X Tz (i.e. la plus petite tribu contenant
tous les pavés A1 x As € T1 x Tz),

3- P est la probabilité qui restreinte aux événements de type B = A; x Ay (“rectangles”) est
donnée par :

P(Al X Ag) = Pl(Al)Pg(Ag) (232)

(“aire du rectangle = produit des longueurs des cotés”).

Proposition 2.75 P ainsi défini est bien une mesure de probabilité.

Preuve. P(21 x Q2) = P1(Q1)P2(Q2) = 1% 1 = 1. Puis voir cours d’intégration. wa

On note :
P=PQDPbP. (2.33)

Exemple 2.76 On lance une piéce deux fois. On note Z = {face, pile} l'ensemble des résultats
possibles d’un tirage. On définit la probabilité p sur Z par p(pile) = p et p(face) = ¢q. On définit P
la probabilité sur Q = Z x Z (produit cartésien) par P(z,y) = p(x)p(y) quand (z,y) € Z2. Donc

x| pla
P donné par _p | pp | pq | On vérifie que pp+pg+qp+qq=p(p+q) +qp+q) =p+qg=1. i
d4 | ap | qq

Exemple 2.77 Tir gaussien sur une cible plane : on suppose que la densité de probabilité de tirer
2

_LZ Y . . . I Kl .
en x est p1(x) = \/%6’7 et en y par pa(y) = \/%e*%. Ainsi la densité de probabilité de tirer en

m2 2
un point (x,y) de la cible est p(x,y) = #e* ==, Ainsi la probabilité de tirer dans un domaine
22442
D de R? est P(D) = [ = %e‘ tn dzxdy. En particulier, la probabilité pour que le tir soit & moins
d’une distante » < R du centre de la cible est (ici D est le disque de centre 0 et de rayon R)
—R2

2T R 2 2
P(r<R)= i/ / e Trdrd) =[—e TR =(1-e"2 ). wa
21 Jo=0 Jr=0 '
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33 2.10. Cas Q C R? et lois marginales

Exercice 2.78 Exercice 2.71] avec les probabilités produits. Un panier contient cing boules noires
et trois boules rouges. On fait un premier tirage, on ne remet pas la boule tirée, et on fait un second
tirage. Quelle est la probabilité pour que les deux boules obtenues soient noires ? Soient noires ?
Soient rouge et noire ?

Réponse. Pour les boules noires : considérer qu’on fait deux tirages indépendants, avec deux paniers
distincts, I'un Q1 qui contient 5 boules noires et 3 boules rouges, et 'autre {22 qui contient 4 boules noires

et 3 boules rouges. Ici pi1(N) = % pour le premier panier et pa(N) = % pour le second panier. D’oil
P(N,N) = p1(N)p2(N) = .

Pour les boules rouges, p1(R) = £ pour le premier panier et g2(R) = 2 pour le second panier. D’ott
P(R,R) = p1(R)g2(R) = .

Pour le couple (N, R) on obtient g% = % et pour le couple (R, N) on obtient %% = %, et donc
PH{R,N}) =2+ 2 =%
2.10 Cas Q C R? et lois marginales

On considére le cas Q C R?. Soit m; : R — R la projection sur la i-éme composante :

(%) = x; quand Z= (21,0, Tq)- (2.34)
Ona:
7 Y[a,b]) = R x [a,b] x RT
la “bande” de R™ de i-éme coté limité par a et b.
Exemple 2.79 Cas Q =R?, 7; : R2 5 R, et :
w1 ([, b)) = [a,b] xR, w3 ([e,d]) =R x [e,d],
sont les bandes “verticales” et “horizontales”. Faire un dessin. =

Exemple 2.80 Soit @ = {p, f}* = {(p,p), . f), (f,p), (/. [)} CR%, 7 : Q =R :
) ={(p.p), 0, N}, m ) ={(f.p). (f. )},
et m ' (p) = {(p,p). (f.0)}, 75 " (f) = {(p. ), (. )}

On considére Q = R? muni de sa tribu borélienne Tga. Soit P une probabilité sur Tpa qui fait
de (2, Tra, P) un espace probabilisé.

Définition 2.81 La i-éme loi marginale de P : Tpa — [0, 1] est la fonction Py, : Tr — [0, 1] donnée
par :
d:ef Pom t.

Pr, i (2.35)

(C’est un cas particulier des lois de probabilités Px = P o X ! d’une v.a.r. X, voir plus loin.)

Exemple 2.82 Tir gaussien sur une cible plane, cf. example 277 : on s’intéresse aux tirs dans la
bande verticale [a, b] :

b1 e

b
Pr,([a,b]) = P([a,b] xR):/: (/eRp(:c,y)dy)d:c ici :/: Mei? dz,

et Pr, est donc la loi normale centrée. Idem pour Pn,. un

Proposition 2.83 Les P, sont des probabilités.

Preuve. On a Py, (R) = P(r; () = P(RY) = 1, et P, (e, 4) = PR x (Uye, Af) x BT,

K3
et si les (A;)ics sont disjoints 2 & 2 dans R, il en est de méme des (R~ x A4; x R47%),.; dans R™
(les bandes sont paralléles et distinctes). wa

Exercice 2.84 Dans R%. Montrer que si P = P; ® P, cf. (Z33), alors Py, = P;.
Réponse. (P on; Y (Ja,b]) = P(Ja,b[xR) = (P1 ® P2)(Ja, b[xR) = Pi(Ja, b)) P(R) = Pi(]a, b])... un
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Exercice 2.85 Dans R2. Donner un exemple de probabilité P t.q., notant P, —déf p 7ri_1, on a
P # Pr, ® Pr,.

P|lp | f
Reéponse. Suite de exemple 280 et P: Q — R donnépar: p | 0 % (soit P(p,p) =0, P(p, f) = %7
f]3]0
P(f,p) = 5, P(f,f) = 0). Donc Pm( ) = (Poﬁfl)(P) P{(p,p), (0, /)}) =045 = 5, et Pr,(f) =
(Pomy ))(f) = PU{(f.p),(f,))}) = 2 +0= 1, et de méme Py(p) = Po(f) = 3. Et P, ® Py, est donnée
Py ®@Pr, | p| f
par P i i donc P # Pry ® Pr,. e
f ili

3 Probabilité conditionnelle P4

3.1 Exemple

On reprend ici 'exemple donné par Feller [3] [conditional probability].
Soit © un ensemble de N personnes. Soit H le sous-ensemble de €2 constitué des hommes, et
soit Dal le sous-ensemble de 2 constitué des daltoniens [color-blind]. On a :

|Dal|
P(Dal

(Dal) = 5T
pourcentages (probabilités) respectifs dans la population Q. Et la probabilité, dans 2, de choisir
au hasard une personne qui est & la fois homme et daltonien est le pourcentage :

Dal N H
P(DamH)z%.

Question : parmi les hommes, quel est le pourcentage de daltoniens ?

Réponse : le nombre d’hommes daltonien est |Dal N H|, donc le pourcentage (la probabilité)

cherché est :
|Dal N H| noté

I Py (Dal) "2° P(DallH). (3.1)

Définition 3.1 Py (Dal) est appelée probabilité d’étre dans Dal sachant qu’on se restreint & H,
ou encore probabilité conditionnelle de Dal sachant H (probabilité d’étre dans Dal sous la condition
d’avoir été préalablement choisi dans H).

Donc on a :
o P(Dal N H)
Q
Py (Dal) = %: (= W% (3:2)

égalité qui nous donnera la définition générique.

Remarque 3.2 Interprétation : se restreindre a la population H c’est donc : poser Py(H) =
1 = 100% (tout I'intérét est porté sur I'ensemble H) et Py (HY) = 0 (aucun intérét pour HE);

autrement dit, on a “redimensionné” le poids des ensembles : le nouveau poids de H est 1 = 100%,
et le nouveau poids de HE est 0, quand on se sert de I'instrument de mesure Bpy. =

Remarque 3.3 Le vocabulaire utilisé, probabilité conditionnelle, n’est pas trés explicite. Feller
écrit & ce propos : 1t is unfortunate that its great simplicity is somewhat obscured by a smgularly
clumsy termlnology u

Exercice 3.4 Soit 2 = population francaise. On a P(H) ~ 48% et P,y (Dal) ~ 8%, pourcentage
de daltoniens parmi les hommes. Et on a Pyc(Dal) ~ 0.5%, pourcentage de femmes qui sont
daltoniennes.

1- Si on tire au hasard une personne dans la population francaise, qu’elle est la probabilité de
tirer un homme daltonien ?

2- Donner la probabilité d’étre daltonien en France.

3- Calculer P p,;(H), la probabilité, parmi le sous-ensemble des daltoniens, de tirer un homme.
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35 3.2. Définition d’une probabilité conditionnelle P4

Réponse. 1- On cherche P(H N Dal). On a P(H N Dal) = Py (Dal)P(H) ~ 15 28 = 388 — 3 84%.

2- On cherche P(Dal). On a Dal = (Dal N H) U (Dal N HS) union disjointe, donc P(Dal) =
Py (Dal)P(H)+P g (Dal)P(H). Avec P(DalNH) = Py (Dal)P(H) et P(DalNH®) = P, ;0 (Dal)P(H)
Donc P(Dal) ~ 1378 4 95 52 ~ 4.1%,.

3.84 L]

3- HDQZ(H):%Z%ZQAL%. L]}

Remarque 3.5 Autre approche : la probabilité d’étre dans H est P(H) € R. Et la probabilité
d’etre a la fois dans H et dans Dal est P(H N Dal) € R. Et il existe un réel « tel que :

P(H N Dal) = aP(H),

avec « € [0, 1] car P(H N Dal) < P(H), puisque (H N Dal) C H. Ce réel a est noté a = Py (Dal).

C’est le rapport Py (Dal) =B oa

Remarque 3.6 La notation Py n’est pas la restriction usuelle de P au sous-ensemble H. La
restriction usuelle P g ysuette 1 S € P(H) = PH usuelle(S) € R a pour ensemble de définition P(H).
Alors que Py : A € P(2) — Pu(A) € R a pour ensemble de définition P(Q), cf. (3.2). o

3.2 Définition d’une probabilité conditionnelle P4

Soit (€2, Ta, P) un espace probabilisé. S’inspirant de (B.2)) :
Définition 3.7 Pour A € T tel que P(A) # 0, la probabilité conditionnelle sachant A est :

Tao —[0,1],
Pa: déf P(B N A) noté (3.3)
= 2 PBlA)

B — P4(B)
Et P 4(B) est appelé probabilité conditionnelle de B sachant A (probabilité pour que la propriété
décrite par B se réalise sachant que le choix du tirage est restreint & A).

En particulier :
P =P, Pa(4) =1=Pa(Q), PA(A9) =0, Pa(B) = Pa(BNA).

On a attribué une probabilité de 100% & A, et une probabilité nulle & 'extérieur de A, et seule la
partie BN A de B nous intéresse (i.e. BN A® ne nous intéresse pas), faire un dessin.

Notations. P4 —NOté p(.|4) =NOt& p(./A). Donc, pour tout B € T, :

_ P(BnA)

Pa(B) = P(BIA) = P(B/4) (= =pr=) (3.4)

Exemple 3.8 Paragraphe 3.1l .

Exercice 3.9 Au cours d’une épidémie (donc un trés grand nombre de malades), on constate que,
sur quinze malades, deux personnes avaient été vaccinées. Transcrire cette donnée en termes de
probabilité conditionnelle.

Réponse. Soit V' I'ensemble des vaccinés et M l’ensemble des malades.
Proportion de vaccinés parmi les malades : P(V) = & = % =P(V|IM)=P(V/M). un
Exercice 3.10 On lance 2 dés. La somme est 5. Calculer la probabilité qu’un des résultats soit 2.

Réponse. L'univers est Q = [1,6]3. On se restreint & A = {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} (la somme est 5).

Donc P(A) = % = a&. Soit B = {(2,4),(j,2) : i,j € [1,6]} I'événement “un des résultat est 2”. Donc

2
BNA=1{(23),(3,2)}, et donc P(ANB) = =. Donc P 4(B) = 3¢ = 1 : on a une chance sur 2. un
36
Exercice 3.11 Jeu de 52 cartes. 1- Tirages avec remise : calculer la probabilité que la 2éme carte
tirée soit un as rouge, sachant que la 1ére carte tirée est un as noir.
2- Tirage sans remise : méme question.
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Réponse. Soit A I'événement “la lére carte tirée est un as-noir” (et la 2éme carte quelconque). Soit B
Iévénement “la 2éme carte tirée est un as-rouge” (et la lére carte quelconque).
1- Avec remise. Les tirages sont indépendants, donc P(B|A) = & = P(B) (il y a deux as rouges). Calcul
2x52 2

exhaustif : I'univers est I’ensemble 2 des couples de cartes p0551b1es || = 52%. Donc P(A) = =5 = &5 et

P(B)=22 =2 =P(A). Et An B est ensemble des couples (as-noir,as-rouge) possibles de cardinal 4.
Dot P(ANB) = z4. Pa(B) = ﬁf =% = P(B).

2- Sans remise. 1ére carte tirée noire : il reste 51 cartes contenant les 2 as-rouge. Donc P(B|A) = .
Calcul exhaustif : Punivers Q a pour cardinal |Q] = A%, = 52 — 52 451, Et P(A) = 251 2 Ft

50!
2x2

P(ANB) = 22 Donc P|4(B) = 52551 = 2
52

52%51 51
Ici P(B) = 2024022 — 2 (car 50 2 couples (non-rouge,rouge) et deux couples (rouge-rouge)). Donc
P a(B) # P(B) (les événements A et B ne sont pas indépendants). un

Exercice 3.12 Urne avec 10 boules Blanches, 20 boules Noires et 30 boules Rouge. Calculer la
probabilité pour que la 1ére boule soit blanche et la 2émes soit noire.

Réponse. Soit A ’événement la 1ére boule est blanche et B ’événement la 2ére boule est noire. On veut
P(ANB). Ona P(ANB) = P(B|A)P(A) avec P(A) = &2 = ¢ et P(B|A) = 2. Donc P(ANB) = + 2. da
Exercice 3.13 QCM avec 10 questions, chaque question ayant 2 réponses possibles. On gagne si
on a au plus 1 question fausse. On perd sinon (au moins 2 réponses fausses). En supposant qu’on
réponde au hasard :

1- Calculer la probabilité de gagner.

2- Calculer la probabilité de perdre.

3- Calculer la probabilité de perdre & la 5iéme question sachant qu’on a perdu.

Réponse. 1l y a 2'° réponses possibles.

1- Soit G 'événement “gagné” : soit toutes les reponses sont bonnes (1 possibilité), soit une des réponses
est fausse (10 possibilites). Donc P(G) = 315 = 1037 ~ 1%.

2- Donc P(GY) =1 — &5 ~ 99%.

3- Soit A Pévénement : on a perdu A la 5iéme question : donc 2 réponses fausses sur 5, donc C2 = 10 cas

possibles pour les 5 premiéres questions et 25 réponses possibles pour les 5 derniéres. Donc P(A) = 12?35 =
~ 16%. On cherche P(A|GC ANGE = A, on a P(A|GC) = A0S _ PUY). 169 A
18 ~16%. On cherche P(A|G) : comme on a P(A|GY) = PGo) = oy = 16%. un

3.3 Premiéres propriétés

Proposition 3.14 Soit A € Tq tel que P(A) # 0.
1- P4 = P(:|A) est bien une probabilité sur €, i.e. P4 : To — R vérifie la définition 2.1,
2-Si AN B = 0, alors P4(B) = P(B|A) = 0 : si les événements sont incompatibles (i.e.
disjoints), la probabilité conditionnelle de B sachant A est nulle. En particulier P, 4(AY) = 0.
3- On a toujours, cf. [33) :
Pu(B) > P(ANB). (3.5)

4- Pour tout B € Tg, on a :
Pa(BY) =1 Pa(B), (3.6)
autrement dit, P 4(BY) + P 4(B) =1 (car P4 est une probabilité).

5—SiBCA,onaHA(B):PEA;,etyBZ)A ona P4(B)=1.

Preuve. Immédiat. =n
Exercice 3.15 Montrer que si B1 N By = () alors P 4(B1UB3) = Pa(B1) + Pla(B2), et que dans

le cas général P|A(Bl U BQ) = P)\A(Bl) + P|A(Bg) — P|A(B1 N BQ)

Réponse. Soit le démontrer directement & I'aide de (B3], soit appliquer la proposition précédente : P4
est une probabilité. .

Proposition 3.16 Soit A € Tq tel que P(A) # 0, et soit Ta la tribu de Q restreinte a A, i.e.
Ta={BnNA:BecTay}.

P4 = P(:|A) restreinte & T est une probabilité sur (A, Ta).

P4 restreinte a T4 est proportionnelle & P : si C € Ty alors P 4(C) = ﬁP(C).
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37 3.3. Premiéres propriétés

Preuve. Immédiat avec (33). wa

Exercice 3.17 On lance un dé deux fois de suite. Donner la probabilité que la somme donne 'une
des deux valeurs 4 ou 8, sachant qu’au premier lancer on a obtenu 1.

Réponse. Univers Q = [1, 6]% (les résultats des lancers).

Notre condition : étre dans I’événement A = {(1,1),...,(1,6)} (au premier lancer on a obtenu 1). On a
P(A)= & — L.

Et I'événement B “somme = 4 ou 8" est B = {(1, 3),(2,2),(3,1),(2,6),(3,5),...,(6,2)}. Ona ANB =
{(1,3)} et donc P(ANB) = 5.

Dot Pi4(B) = 1 7

=3 [ L]

@
Q‘@E‘H

Exercice 3.18 Loto simplifié : 3 boules différentes 1,2,3. On procéde & un premier tirage, puis
sans remettre la boule tirée, on précéde a un second tirage. Calculer la probabilité d’obtenir au
second tirage la boule 2 sachant qu’au premier tirage on a obtenu la boule 1.

Réponse. 1- Réponse rapide (sans utiliser les probabilités conditionnelles) : on veut calculer P(2|1). Au
second tirage, il y a une chance sur 2 de tirer la boule 2 sachant que la boule 1 a déja été tirée : P(2|1) = %

2- Réponse détaillée (probabilités conditionnelles). L’univers 2 est :

Q=1{(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2) }, Q| = A3 = 6.

L’événement “la premiére boule tirée est 17 est 'ensemble A = {(1,2), (1,3)} de probabilité P(A) = % =
2 = 1. L’événement “la seconde boule tirée est 27 est 'ensemble B = {(1,2),(3,2)}. D'ot ANB = {(1,2)}

1
et P(ANB) = % = 1. D'out P(B|A) = & = 1 est la probabilité conditionnelle cherchée.
3

3- Mise en garde au sujet de la réponse rapide 1- : cette réponse ne doit pas laisser supposer que
P'univers est S = {1,2, 3} I'ensemble des 3 boules. Si on s’était placé dans S, pour P4 I'événement A serait
A = {1}. Et I’événement B est B = {2}. Donc AN B = {J, donc P4(B) = 0 : c’est visiblement absurde.
On ne peut donc pas se contenter de travailler dans .S : pour pouvoir considérer AN B il est indispensable
de se placer dans 2 C S x S qui est 'ensemble des résultats de 'expérience “on fait deux tirages”. .

Exercice 3.19 (Cf. exercice 27T page BIl) Un panier contient cing boules noires et trois boules
rouges. On fait un premier tirage, on ne remet pas la boule tirée, et on fait un second tirage. Quelle
est la probabilité d’avoir une boule noire au second tirage sachant qu’on a eu une boule noire au
premier tirage ?

Réponse. 1- Réponse rapide. On note A I’événement “on a obtenu une boule noire au premier tirage”. On
note B ’événement “on a obtenu une boule noire au second tirage”. Sachant qu’on a tiré une boule noire
au premier tirage, il reste 4 boules noires sur les 7 : on a P(B|A) = %. C’est le résultat cherché.

2- Réponse détaillée. Soit Z = {N, R} I’ensemble des résultats possibles d’un tirage. On a Q = Z% =
{(N,N),(N,R),(R,N), (R, R)} l'ensemble des résultats possibles aprés les deux tirages (puisqu’aprés le
premier tirage on est siir d’avoir encore les 2 couleurs).

On note A I’événement “on a obtenu une boule noire au premier tirage” : on a A = {(N, N), (N, R)},
donc avec P(A) = 32 4+ 33 = 33 cf exercice 2711

On note B I’événement “on a obtenu une boule noire au second tirage” : on a B = {(N, N), (R, N)}.

On a donc ANB = {(N,N)}, et P(ANB) = 22 = 2, cf exercice ZZ1] Et donc P(B|A) = P;‘?Q?) =

% = %. C’est le résultat cherché.

3- Mise en garde au sujet de la réponse rapide 1- : cette réponse ne doit pas laisser supposer qu’on
s’est placé dans Z = {N, R} l'ensemble des résultats possibles d’un seul tirage : noire ou rouge. Si on
c’était placé dans Z, 'événement A serait alors A = {N}. Et '’événement B étant également B = {N},
on aurait B = A, donc P(AN B) = P(A) et donc P(BJA) = % =1, i.e. on est certain d’obtenir une
seconde boule noire : c’est visiblement absurde. On ne peut donc pas se contenter de travailler dans Z :
pour pouvoir considérer A N B il est indispensable de se placer dans 2 C Z x Z qui est ’ensemble des

résultats de lexpérience “on a fait deux tirages”. .
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3.4 Relation entre Pp(A) et P 4(B)

Proposition 3.20 Si A, B € T sont des événements de probabilité non nulle, on a :

Pa(B)P(A) = Pp(A)P(B) (= P(ANB)), (3.7)
encore noté :
P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B) (= P(ANB)). (3.8)
Soit encore, premiére formule de Bayes, dans les cas ot on ne divise pas par 0 :
Pp(A)  P(A) P(A)
|B
= ——=, ou encore Pp(A) = P4(B)——=, 3.9
7.5~ P 5(4) = Pa(B) (3.9)

encore noté :

]Izgglﬁi _ ﬁéﬁ} ou encore  P(A|B) = P(B|A)]]z(—g§. (3.10)
Preuve. On a Pp(A)P(B) = P(ANB) = P(BNA) = P4a(B)P(A). =

Exercice 3.21 Suite de I’exemple Le tiers d’'une population a été vacciné contre une maladie.
Au cours d’une épidémie, on constate que, sur 15 malades, il y a 2 personnes vaccinées.
11- Comparer la proportion de malades parmi les vaccinés et la proportion globale de malade.
12- Comparer la proportion de gens malades et vaccinés et la proportion globale de malade.
13- Comparer la proportion de malade parmi les non-vaccinés et la proportion globale de malade.
On suppose de plus que sur 100 personnes vaccinées, 8 sont malades.
21- Quelle est la proportion de gens dans la population qui sont malades ?
22- Quelle est la proportion de gens dans la population qui sont & la fois vacciné et malade 7
23- Quelle est la proportion de gens malade parmi les non vaccinés ?

Réponse. Soit V la population des vaccinés et M celle de malades. Les hypothéses sont, P(V) = % (un
tiers de la population est vaccinée) et Py (V) = = ~ 13% (proportion de vaccinés parmi les malades), cf.
exercice 391 P )

11- Avec @I0) on a Py (M) = "2 P(M) = E P(M) = 2P(M) = 40%P(M).

3
12- P(V N M) = Py (V)P(M) = 2 P(M) ~ 13%P(M).
C _ .
13- Pyo(M) = 2800 = 2EQ-Z000 — Sp(M)(1 - &) = $3P(M) = 1.3P(M) : il est plus

probable de faire partie des malades quand on n’est pas vacciné.

On suppose de plus que sur 100 personnes vaccinées, 8 sont malades : Py (M) = % = 8% (proportion

de malade parmi les vaccinés).
21- Avec (3I0) on a P(M) = P(V) I;KI((JK; = ;22 =1, ie 20% de la population est malade.

22- Puis P(M NV) = Py (M)P(V) = 24+ = 2 ~2,66% (bien égal & Py (V)P(M) = & 1) : moins

2

253 155
de 3% de la population est a la fois malade et vaccme
23- Pjyc(M) = 15 P(M) = 133 = 12 = 26%, a comparer au 8% = Py (M). e

Exercice 3.22 En Belgique, il y a 6 millions de belges qui parlent le néerlandais et il y a 4 millions
de wallons. On sait que 7% des wallons parlent néerlandais. Parmi les habitants qui parlent le
néerlandais, combien sont wallons ?

(Chiffres approximatifs de ’an 2000, donnés pour faire un exercice, et on ne tient pas compte
des ~1.5% de germanophones et des ~1.5% d’autres communautés.)

Réponse. On note 2 'ensemble des belges, Qw 'ensemble des wallons, QQx ’ensemble des belges qui

parlent néerlandais. On a 7% = P(Qn|Qw ), proportion parmi les wallons de ceux qui parlent néerlandais.
a4
D'ott, of. @I0), P(Qw () = Th P = 5 % = Yo%~ 4.7%.

Exercice 3.23 Pris dans Jolion [4]. Deux machines M; et My produisent respectivement 100 et
200 objets. M7 produit 5% de piéces défectueuses et Mo en produit 6%. Les objets sont mélangés.
Quelle est la probabilité pour qu’un objet défectueux ait été fabriqué par la machine M; ? Et par
la machine My ?

Réponse. 1l s’agit de calculer P(M;]A) et P(Mz|A) ou A est 'ensemble de piéces défectueuses (on tire un
objet défectueux : quelle est son origine 7). Le nombre total de piéces produites est 300, d’ott P(M;) = %
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39 3.5. Régle de multiplication (formule de probabilités composées)

et P(Mz) = % sont les probabilités qu’une piéce ait été fabriquée par M; et Ms. Et la proportion de piéces

défectueuses est :
_ 100555 +200555 17

P(A) = .
300 300
Et par hypothése on a P(A|M:) = 125 et P(A|M2) = 1&5. On obtient :
P(AIMy)P(My)  1o5% 5
P(My|A) = = = — ~0.29.
(M1]4) P(A) 7
De méme : s 6
P(A|M3)P(M2) 3 100 12
P(M2|A) = = = = ~0.71.
P(A) =L 17
On vérifie que la somme donne bien 1. .

3.5 Régle de multiplication (formule de probabilités composées)

Corollaire 3.24 Reégle de multiplication. Si A, B, C sont des événements t.q. P(ANB) #0,o0n a :

P(ANBNC) = P(A)PLa(B)Pans(C), (3.11)
soit :
P(AnBNC)=P(A)P(B|A)P(C|AN B). (3.12)
Et plus généralement, quand P(A; N..NA,_1) #0:
P(A1N..NA,) =P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 N Ag)...P(Ap|A1 N N A1), (3.13)

Preuve. Si P(AN B) # 0, alors P(A) # 0 (car P(A) > P(ANB)), et P(B|A) et P(C|AN B) ont
un sens, et (312) a un sens.

Ona P(ANB)NC)=PANB)P(C|ANB) et P(ANB) = P(A)P(B|A).

Puis récurrence laissée au lecteur. un

Représentation sous la forme d’un arbre. Dans une population S on étudie le comportement,
en probabilité des individus.

Pin 11 121

1/ P12
D1 /
%\1 1972212 499

P3|12 123

Et par exemple P(123) = P(1)P(2]|1)P(3]12) est la probabilité d’aboutir & 123 connaissant les
probabilités conditionnelles précédentes.

3.6 Partition et formule de Bayes (probabilités totales et probabilités
des causes)

Si A,B €T, comme A= (ANDB)U (AN B®) (partition), on a :
P(A) = P(ANB)+ P(An BY), (3.14)
et donc, si P(B) #0,1:
P(A) = Plp(A)P(B) + Ppe(A)P(BC) (= P(AIB)P(B) + P(AIBE)P(BC)).  (3.15)
De maniére plus générale :

Théoréme 3.25 Soit I un ensemble fini ou dénombrable. Si | J,.; B; est une partition de Q, alors
pour tout événement A t.q. P(A) #0 on a :

P(A) =) P(ANB). (3.16)
i€l
D’ou, supposant de plus P(B;) # 0 pour tout i :
P(A)=> Pp,(APB;) (=Y PAB)P(B;) =Y P(ANB)), (3.17)
i€l iel iel

appelé théoréme (ou formule) des probabilités totales.
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Et donc, pour tout i € I :

Pp,(A)P(Bi) Pp,(A)P(Bi)
Pa(B) = —p s (= =), (3.18)
> jer BB, (A)P(B;) (4)
4 : ) _ P(A|B;)P(B;) _ P(A|Bi)P(Bi)
appelée formule de Bayes. Soit P(B;|A) = S, P(ATB,)P(B;) (= 2 )-
Et pour un événement C :
si VieI P(B;NC)#0 alors Pc(A) =) Ppnac(A) Pc(Bi), (3.19)

i€l

soit P(A|C) =3 _,.; P(A|B; N C) P(B;|C).

Preuve. On a A = J,.;(AN B;) avec (AN B;) N (AN Bj) =0 quand i # j, car (B;)ics est une
partition de Q, d’ott P(A) = >, , P(BiNA) =3, (A|B )P(B;).

Puis P(B;|A) = P(A|B;) P(i))

. P(ANCNB;) P(CNB; P(ANCNB; P(ANC
Puis 2, P(AICNBy) P(Bi|C) = 3, Fitaapat Sty = 30, Popartd = Z5as, car (Ba)r

est une partition de 2. on

Interprétation : probabilité des causes. Soit A un événement conséquence de n “causes’ B;
disjointes deux a deux de probabilité P(B;). Sachant que A s’est réalisé, quelle est la probabilité
que Bj; en soit la cause? La formule de Bayes donne le calcul a réaliser :

P(A|Bi)P(Bi) _ P(A|B)P(B)

PBN = papyrE)  © play )

3.7 Exemples

Exemple 3.26 On fait 3 lancers d’une piéce (pile ou face). Ici Q = {p, f}3, donc || = 23 = 8.
Soit A I’événement : on obtient plus de piles que de faces :

A={(p,p,p), (0,0, ); (P, D), (f:p, D)}

Soit B; ’événement I’événement “le premier lancer est pile” :

Bl = {(papvp)a (p7pa f)7 (pa fap)7 (pa fa f)}a

et soit ’événement Bs “le premier lancer est face” :
B2 = {(fvpap)v (fvpa f)v (fv f7p>’ (fa fa f)}
On a By U By partition de €.
Soit u la probabilité conditionnelle d’étre dans A sachant que le premier lancer donne pile,

ie.u= P(A|By) = £ gggf?)l). Et soit v la probabilité conditionnelle d’étre dans A sachant que le

premier lancer donne face, i.e. v = P(A|B3) = ngff)'

Lei AmBl - {(p’p7f>’ (pvpap)v (pa fap)} et AN By = {(f;p7p>}
Et le théoréme nous dit que :

P(A) = uP(By) + vP(By),
) L A A [
ce qu'on vérifie : BB P(By) + ZREE) P(By) = P(AN By) + P(AN By) = P(A). i

Exemple 3.27 (Grace a la formule de Bayes, connaitre une probabilité & partir des probabilités
conditionnelles). On dispose de 3 urnes Uy, Us, Us qu’on choisit avec des probabilités p1, p2, ps3, les
urnes contenant des boules rouges R en proportion oy, s, ag.

Les hypotheéses sont donc P(U;) = p; et P(R|U;) = a.

Apres avoir choisi une urne, on tire une boule b (avec équiprobabilité des tirages). But : connaitre
la probabilité “b est rouge”, i.e. connaitre P(R) la probabilité de tirer une boule rouge.

La formule de Bayes (817) donne :

3
=> aip:. (3.20)
=1
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Exercice 3.28 Donner les détails du calcul de 'exemple précédent : commencer par donner 1'uni-
vers () et les événements en question.

Réponse. Calcul détaillé : Soit E = {U1,Us,Us} 'ensemble des urnes et soit ' = {R, N} Pensemble
des couleurs qui nous intéresse, a savoir “Rouge” et “Non rouge”. L’univers est 2 = E x F, ’ensemble des
couples “(urne,couleur)”, muni d’une probabilité P. Traduisons les hypothéses permettant d’exprimer cette
probabilité.

On note U; = {U;} x F I'événement “I'urne U; est choisie” (quelle soit la couleur), et R = E x {R}
I’événement “la couleur rouge est obtenue” (quelle que soit I'urne).

Les hypothéses réécrites sont P(U;) = p; et P(R|U;) = a; (ce sont les bonnes hypothéses pour pouvoir
donner un sens & P(R NU;)). Et la formule de Bayes donne :

3
=1

réécriture non abusive de (3:20) : R au lieu de R. .

Exemple 3.29 (Probabilité des causes.) Suite de l'exemple précédent. On se place dans le cas :
la boule tirée est rouge.

Qu’elle est la probabilité d’avoir choisi 'urne U; 7

Ici on veut connaitre P(U;|R) (probabilité d’avoir choisi I'urne U; sachant que la boule est

rouge). On a :
] _ ] P(U;) 4Py
P(UR) = P(RIV) 3y = 5~

3.8 Exercices

Exercice 3.30 Soit un lot de 10000 piéces, dont 9000 sont bonnes et 1000 sont fausses. Ces piéces
sont, reparties dans trois boites : By = 5000 piéces dont n; = 200 fausses, Bo =3000 piéces dont
ny = 100 sont fausses, et B3 =2000 piéces dont ng = 700 sont fausses.
1- Avant de mettre les piéces dans une boite, donner la probabilité de piocher une piéce fausse.
2- On a mis les piéces dans les boites. Donner la probabilité pour qu’en tirant une piéce, aprés
avoir choisi une boite, elle soit fausse.

Réponse. 1- Réponse rapide : 11- Soit Z ’ensemble des piéces, et F' ’ensemble des piéces fausses, F' C Z.

Avant de mettre les piéces dans une boite, la probabilité de piocher une piéce fausse est % = e = 10%.
70012- Puis on met les piéces dans les boites. Par hypothese, P(F|B1) = 2% P(F|Bz) = 55, P(F|Bs) =

o, avec P(B;) = & (choix équiprobable), et donc (théoréme de Bayes des probabilités totales) :
& 1,2 1 7
P(F) = P(F|B;)P(B;) = (== 4+ —= + =) ~ 14.1%.
(F) = 3 PUFIBIP(B) = 355+ 55 + 3g) = 1%

On a plus de chance de tirer une piéce fausse si on les met dans 3 boites comme indiqué que si on les laisse
dans une seule boite.

2- Réponse détaillée : par définition, P(F|B;) = %. Que veut dire FN B;?

Pour donner un sens, il faut que les événements F' et B; appartiennent & un méme univers.

On définit Q4 = {b1, b2, b3} ’ensemble des boites.

On définit Q2 = {f, v}, f pour faux et v pour vrai (les deux résultats possibles lors d’un tirage).

D’ou V'univers Q = Q1 X Q2 = {(b1, f), (b1,v), (b2, f), (b2, v), (bs, f), (b3, v)}.

Pour i =1, 2,3, on note B; = {(bs, f), (bi,v)} = I'événement la boite 1.

Soit F' = {(b1, f), (b2, f), (bs, f)} 'événement des piéces fausses.

Donc B; N F a un sens, et B; N F = {(b;, )}

21- Avant de mettre les piéces dans les boites, notons Py la probabilité d’avoir une piéce fausse :
Py(F) = :2% = 10%.

22- Aprés avoir mis les piéces dans les boites, notons P la probabilité d’avoir une piéce fausse. Les

hypothéses sont : P(F|B1) = 2%, P(F|Bz) = 395, P(F|Bs) = 5% On suppose que le choix d’une boite

= 5000 3000
est équiprobable, soit P(B;) = 3. Donc P(B1 N F)) = Pp, (F)P(B;) = 2% 5. Idem pour B; et Bs. Donc
P(F) =30, P(BiNF)) =30, Fp,(F)P(B:) = 5( + 55 + 35) =~ 14.1%. o
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42 3.9. Prévalence, sensibilité et spécificité d’un test

Exercice 3.31 On observe : on a une panne dans 1% des cas. On observe : une panne est détectée
dans 98% des cas. On observe : s’il n’y a pas de panne, l’alerte est donnée dans 5% des cas (fausse
alerte). Si l’alerte est donnée, qu’elle est la probabilité de panne ?

Réponse. Hypotheses. Soit A ’événement “panne” : P(A) = 0.01. Donc AC est I'événement “pas de
panne”, P(A9) = 0.99. Soit B I’événement alerte. On a P4(B) = 0.98 et P 4c(B) = 0.05.

Pla(B)P(A) .98%0. ) :
On veut Pg(A). Ona Pg(A) = P‘A(B)P(J;;-&-P‘AC(B)P(AC) = oot oEss = 17%. (Cest faible.) on

Exemple 3.32 Soit 3 maladies exclusives A1, As et A3, en proportion p; = %, p2 = i et p3 = i,
donnant de la fievre F' avec les probabilité p;; = P(F|A1) = 0.7, pyjs = P(F|A2) = 0.8, pyj3 =
P(F|A1) = 0.9, voir le tableau suivant :
Al \
> _
p1 2 F
P12 F
TP~F
3
AS \
P23——TF
ot F désigne P’absence de fiévre.
Calculer les py); et calculer la probabilité de fiévre en cas d’une des ces trois maladies.
Réponse. On a py); = 1 —py; car F NFE =0 et D2ji +D1ji = szg?)i) + nggi) =1
Puis P(F) =3, P(FNA;) =Y, P(F|Ai)P(Ai) = 0.74 + 0.8% + 0.9 = 0.775.

3.9 Prévalence, sensibilité et spécificité d’un test

Vocabulaire médical. Soit une population €, et soit M la sous-population d’individus infectés
par un virus, ou plus généralement ayant un probléme pouvant étre testé (M pour malade).
Définition 3.33 La prévalence est P(M) = % = le pourcentage d’individus infectés par le virus
rapporté a la population totale.

Soit un test de détection du virus; on note 7'y ’événement “le test est positif”.

Définition 3.34 La sensibilité du test est la probabilité pour une personne infectée d’étre testée
positive :

PMNT
sensibilité = S = Py (Ty) = P(T4|M) (= %). (3.21)
La spécificité du test est la probabilité pour une personne non infectée d’étre testée négative :
o PM®NTY)
spécificité = Sp = Pye (Tf) = P(Tf|Mc) (= W) (3.22)

Interprétation.
Un test diagnostique parfait a une sensibilité et une spécificité de 1.
Un test avec une bonne sensibilité sera positif chez presque toutes les personnes infectées.
Un test avec une bonne spécificité sera négatif chez presque toutes les personnes non infectées.

Définition 3.35
La valeur prédictive positive (VPP) est la probabilité d’étre malade quand on est testé positif :

VPP = P, (M) = P(M|Ty). (3.23)
La valeur prédictive négative (VPN) est la probabilité d’étre non malade quand on est négatif :

VPN = Ppe(M®) = P(M|TY). (3.24)
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43 3.9. Prévalence, sensibilité et spécificité d’un test

Tableau des intersections : soit, relativement au test :

V P = probabilité vrai positif P(Ty N M) (infecté testé positif), A W T C

- ez s . C C . . P .
VN = probabilité vrai négatif P(T'Y N M%) (non infecté testé négatif), T VP | FP

FP = probabilité faux positif P(T,. N M) (non infecté testé positif),
FN = probabilité faux négatif P(T'C N M) (infecté testé négatif),

TC |FN | VN

Alors on a par ligne, puisque M N M® = :

P(Ty)=VP+FP, P(TY)=FN+VN, (3.25)
et par colonnes, puisque 7} NT'Y = 0 :

P(M)=VP+FN, P(MY=FP+VN. (3.26)
Dot : VP VN

*=vprrN  PTVYUNTEP (3.27)
et :
VP VN
PP=—— PN=—— 2
v VP +FP’ v VN + FN (3.28)

Exercice 3.36 Dans une population on a une proportion de 107% = m = 0,01% grippés. On
dispose d’un test de détection caractérisé par :

1- sa sensibilité de 99%,

2- sa spécificité de 99, 9%,
Sachant que le test est positif, qu’elle est la probabilité pour que l'individu soit effectivement
grippé ? Le test est-il bon ? Quelle est la probabilité que le test soit positif ?

Réponse. But : trouver Pz, (M) = P(M|Ty).
Hypothéses : On a P(M) = 0,01%, donc P(M) = 99,99%, on a Se = P(Ty|M) = 99%, et on a
Sp = P(TE|MC) = 99,9%, donc P yc(Ty) = 0,1%. Do :

MEEH T TTP(Ty) T P(TL M) P(M) + P(T4 [MP)P(MC)
0,99 x 107

- O, 99 x 10_4 + 07001 X 07 9999 =~ 0709 = 9%

Le test est “mauvais” : Py, (M) = P(M|T}) est trop grand.
Et P(T4+) = Py (T4+)P(M) + Pyc (T )P(M®) = 0,99 x 107* + 0,001 x 0,9999 = 0,0011 = 0,11%
est la probabilité d’avoir un test positif. C’est “grand relativement a” 0,01% = le nombre de grippés. =m

Exercice 3.37 (Pris dans Suquet [15].)

1- Un test sanguin a une probabilité de 95% de détecter un virus donné (et donc 5% des cas ne
sont pas détectés). Quelle est sa sensibilité ?

2- Le test donne un faux résultat positif pour 1% des personnes. Quelle est la spécificité 7

3- Si 0.5% de la population est porteuse du virus, quelle est la probabilité qu’une personne ait
le virus sachant qu’elle a un test positif 7 Le test est-il fiable ?

4- Si 50% de la population est porteuse du virus, quelle est la probabilité qu'une personne ait
le virus sachant qu’elle a un test positif 7 Le test est-il fiable 7

5- Pour un critére de fiabilité de 95%, quel pourcentage de la population doit étre touché par
le virus pour que le critére soit jugé fiable 7
Réponse. Soit V = {personnes qui ont réellement le virus} et soit T’y = {personnes testées positives}.

1- 95% = Py (T'y) = Se = sensibilité : parmi les personnes qui ont le virus, 95% ont un test positif.

2- On donne 1% = Py,c(T4+) : parmi les personnes qui n’ont pas le virus, 1% a un test positif.

Donc Pyc(T¢) =1— Pyc(Ty) = 99% = Sp = spécificité.

3- But : trouver Pz, (V) = P(V|T4) (parmi les personnes dont le test est positif, quelles sont celles
qui ont le virus). Soit o = P(V) et donc P(VY) = (1—a). On applique la formule de Bayes :
P (V) = Pv(TH)P(V) _ Py (Ty)P(V) _ 0.95 * o

T+ P(Ty) Py (T4)P(V) + Pye(T4)P(VE) ~ 0.95%a+0.01 % (1-a)’

a = 0.5% = 0.005 de la population est porteuse du virus : Py, (V) ~ 32%. Conclusion : le test n’est
pas fiable : si la personne est malade, elle n’a qu’une chance sur 3 d’étre testée positive.

4- a = 50% = 0.5 de la population est porteuse du virus : PPy, (V) = (M% ~ 99%, et le
test est fiable si le critére de fiabilité demande plus 98% de réussite.

5- On cherche a t.q. PP, (V) > 0.95. Donc @ > 0.95 * a + 0.01 * (1-a), Donc a > 801 Donc si au
moins 17% de la population est porteuse du virus, le test est jugé fiable. .
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44 3.10. Indépendance de 2 événements

3.10 Indépendance de 2 événements

Définition 3.38 Les événements A et B sont dits indépendants ssi :
P(ANnB)=P(A)P(B). (3.29)
(En particulier, si P(A) # 0 et P(A) # 1, alors A n’est pas indépendant de lui-méme.)

Proposition 3.39 Si A et B sont indépendants, alors B et A sont indépendants.
Si P(A) =0 alors A et B sont indépendants (idem si P(B) =0).
Quand P(A) # 0, les événements A et B sont indépendants ssi :

Pa(B)=P(B)  (=P(BlA)), (3.30)

i.e. la probabilité de B n’est pas conditionnée par A : la probabilité d’avoir la propriété B est la
méme dans A que dans tout 'univers.

Preuve. A et B jouent des roles symétriques.
Si P(A) =0, comme ANB C A on aaussi P(AN B) =0, donc (3:29) est vérifiée.
Si P(A) # 0 et P(AN B) = P(A)P(B) (les événements sont indépendants) alors, avec (B.3)),
P4(B) = % = P(B). Réciproquement, si P|4(B) = P(B), alors P;‘?Q)B) = P(B), donc les
événements sont indépendants, cf. ([3.29). ua

Exemple 3.40 Daltonisme, cf. exerciceB.4l: Dal et H ne sont pas indépendants : Py (Dal) = 8%
alors que P(CB) =4,1%. o

Proposition 3.41 Si les événements A et B sont indépendants ssi A et B sont indépendants.
Ainsi :
P(ANB)=P(A)P(B) <= P(A°NB)=P(A°)P(B)

— P(A°nBY% = PA°)P(B°) (3.31)

Et donc si P(AY) # 0, on a aussi :

Pa(B)=P(B) < Pac(B)=P(B) (= P(B|A%)). (3.32)

Preuve. = : si A et B sont indépendants, alors P(A° N B) = P(B) — P(AN B) = P(B) —
P(A)P(B) = P(B)(1 — P(A)) = P(B)P(A%). Puis on remplace B par B,
< : on applique (A%)¢ = A. ua

Exercice 3.42 Montrer que les tirages de ’exemple .18 ne sont pas indépendants.

Réponse. 1- Réponse rapide. Il y a une chance sur trois de tirer une boule quelconque : probabilité
P({2}) = 1. Or exercice BI8 on a vu que P(2|1) = 1 donc # + = P(2) : les tirages ne sont pas
indépendants.

2- Réponse détaillée. On reprend les notations de 'exercice BI8l P(A) = 1 = P(B), et P(ANB) = ¢,
d'oit P(A)P(B) = & # t = P(AN B) : les tirages ne sont pas indépendants. .
Exercice 3.43 On lance un dé une fois. Trouver une probabilité pour laquelle les événements
A ={1,2} et B ={2,3} sont indépendants, et une autre pour laquelle ils ne le sont pas.

Réponse. Dé équilibrée : probabilité P équiprobable, i.e. donnée par P(i) = ¢ pour un lancer. Donc
P(A) = £+ = P(B). Et P(ANB) = P({2}) = ¢ # P(A)P(B) : les événements A et B ne sont pas
indépendants. Cette probabilité ne répond pas a la question.

Dé déséquilibré : probabilité P donnée par P(1) = P(2) = 3, e
P(A)=31+1=1,PB)=3+0=% P(ANB)=P(2)= :P(A)P( )
Exercice 3.44 Jeu de 52 cartes. A = {dame}, B = {coeur}.

1- On suppose le jeu non truqué. A et B sont-ils indépendants ?

2- Jeu truqué : soit V' = {valet de pique}. Soit la probabilité P donnée par P(V) =

P({z}) = & = 153 la probabilité de toute autre carte. A et B sont-ils indépendants ?

et

N|=

P(B) =8 PAnN B) = & ; on a donc P(A)P(B) = P(AN B) : indépendance.

12, P(ANB) = 1. on a donc P(A)P(B) # P(ANB) : non indépendance. o

Réponse. 1- P(A) = &,

2- P(A) = 135, P(B) =
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45 3.11. Indépendance de n événements

Proposition 3.45

1-Si AC B et P(A) #0 et P(B) # 1, alors A et B sont dépendants.

2- Soit A, B tels que AN B =) (événements incompatibles) et P(A) # 0 et P(B) # 0 : ils ne
sont jamais indépendants (on a B C A©).

3- Un événement A est indépendant de lui-méme ssi ¢’est 'événement impossible ou I’événement
certain. (Donc attention au vocabulaire.)

Preuve. 1- A C B donne ANB = A. Donc ici P(ANB) = P(A);et P(A) = P(ANB) = P(A)P(B)
ssi P(A) =0 ou P(B) =1, cas exclus.

2-Cas ANB=10.0naP(ANB) =0+# P(A)P(B) quand P(A) # 0 et P(B) # 0. Ou encore :
A C BY P(A)#0 et P(B®) # 1, et on applique le point précédent.

3- P(A) = P(AN A) = P(A)? ssi P(A) =0 ou 1. o

Exercice 3.46 On lance un dé. Soit A I’événement le lancer est pair, et soit B 1’événement le
lancer est < 3. Les événements A et B sont-ils indépendants ?

Réponse. A = {2,4,6}, P(A) = 1. B={1,2,3}, P(B) = 3. ANB={2}, P(ANB) = +. Et ¢ # 11
Donc A et B ne sont pas indépendants.
1
Ou encore Pj4(B) est la probabilité d’étre < 3 sachant qu’on est pair, soit P4 (B) = ﬂpbg%l =%=1
2
qui est # P(B) = L.
Ou encore P 4o (B) est la probabilité d’étre < 3 sachant qu’on est impair, soit P 4c (B) = Pﬁzé)c) =
2
—% = 2 quiest # P(B) = 3. un
3.11 Indépendance de n événements
Soit I un ensemble quelconque.
Définition 3.47 Une famille (4;);er d’événements est (mutuellement) indépendante ssi :
pour toute sous-famille finie (A;, )k=1,....n, o n < |I|, on a
P(A4;,Nn..NA; ) =P(A;)..P(4;). (3.33)

(A comparer & I'indépendance de v.a.r., cf. (5.16) plus loin.)

Exemple 3.48 Pour une famille (4, B, C) de trois événements, ils sont donc indépendants ssi les
4 conditions suivantes sont réalisées :

P(ANnBNC)=PA)P(B)P(C), et (3.34)
P(AnB)=P(A)P(B), P(BNnC)=P(B)P(C), P(ANC)=P(A)P(C). (3.35)
Voir remarques suivantes et =

Remarque 3.49 N.B. : si la famille est indépendante, alors les A; sont deux & deux indépendants
(immeédiat : prendre toutes les sous-familles de 2 éléments).

Mais la réciproque est fausse : si les éléments sont 2 a 2 indépendants, la famille n’est pas
nécessairement indépendante.

Exemple : soit Q = {1,2,3,4} et tirage équiprobable; soit les événements A = {1,2}, B =
{1,3} et C = {1,4}, avec donc avec P(A) = %‘L = 3 = P(B) = P(C) : on a bien [3.35), i.e.
P(ANB)=P(BNC)=P(CNA)=P({1}) =1 (les événements sont 2 & 2 indépendants), mais
on n’a pas B34) car P(ANBNC) = P({1}) = 3 # s = P(A)P(B)P(C). wa

FS

Remarque 3.50 N.B. : si (8.34) est vraie, on n’a pas nécessairement (3.35). Comme A, B,C
jouent le méme role, cela revient a dire qu’on peut avoir (834) et P(A N B) # P(A)P(B), i.e. on
peut avoir ([B.34) alors que les événements A et B ne sont pas indépendants. Exemple :
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46 3.12. Lemme du zéro-un de Borel-Cantelli

Tirage équiprobable & 4 boules numérotées 1,2,3,4, et 2 tirages successifs sans remise o on
tient compte de 'ordre. L univers est :

1= {(L 2)7 (1a 3)7 (1a 4)7 e (4a 1)7 (4a 2)7 (4a 3)}7

de cardinal || = 12 (= A% = 4 cf. (2:28)). Soit A I'événement “la premiére boule tirée est 1 ou 27 :
A= {(L 2)7 (L 3)7 (L 4)7 (2a 1)7 (2a 3)7 (2a 4)}7
de cardinal |A| = 6. D’ot P(A) =14l =1 1. (Dessiner les points dans N x N.)

=1 =
Soit B I’événement “la deuxiéme boule tirée est 3 ou 4” :

B ={(1,3),(2,3),(4,3),(1,4),(2,4), (3,4)},

de cardinal |B| = 6. D’ott P(B) = {31 = 4. En particulier P(A)P ( ) =
Ona AnB = {(1,3),(2,3),(1,4), (2 4)} dou P(ANB) =
événements A et B ne sont pas indépendants.
Et soit C' I’ evenement “les boules tirées sont 1 et2oubienlet3:C ={(1,2),(2,1),(1,3),(3,1)}.

Ona P(C) = “% = 2 et P(A)P(B)P(C) = 15 avec ANBNC ={(1,3)} donc P(ANBNC) =

75 = P(A)P(B)P(C ) On a bien (334) sans avoir (3.35). =

Exemple 3.51 (w;);=1,.. n suite de N tirages de “pile ou face” : w; = p ou f. Ici I'univers est
Q = ({p, fH)¥. Une éventualité est un & = (w1,...,wn) = (wi)i=1,.. N € Q (une suite finie de
longueur N). Soit (g )gen» une suite (dénombrable) d’éventualités. La famille ({Jy })ken+ constitue
une famille indépendante d’événements. =

Proposition 3.52 Si (A4;)icr est une famille d’événements (mutuellement) indépendants, alors la

famille des complémentaires (A );c; est une famille d’événements (mutuellement) indépendants.

, famille indépendante alors (A¢);—1 ., famille

.....

Preuve. Récurrence. Hypothése : si (4;);=1
indépendante.

Vrai pour n = 2, cf proposition B.41]l Supposons que ce soit vrai pour un n € N*.

Soit (A;)i=1,n+1 famille indépendante. Par hypothése, toute sous famille (4;,, ..., 4;,) de taille
k <nde (A;)i=1,n41 vérifie (AT, ..., AY') est indépendante.

s
Considérons la famille (A4;)i=1,... n+1 supposée indépendante. En particulier 4,11 et (Ul<n A;)

sont indépendants, donc A, et (Uicn 4i )¢ sont indépendants, cf. proposition B4T], soit P(AS, ;N

(Uicn 40 = PAZ )P((Uic, 40)9)) = P(AT)P(Nic, AT)) = P(AT ) P(AY)... P(AS) (hy-
pothése de recurrence) On a veérifié (B.33)). wn

3.12 Lemme du zéro-un de Borel-Cantelli
3.12.1 limsup et liminf

Définition 3.53 Si (A, )nen+ est une suite de sous-ensembles de €2, on note :

lim sup(A ﬂ U Ag) et hrrr_rrgf U ﬂ Ag), (3.36)

nreo neN* k>n neN* k>n
les sous-ensembles de (2 appelés limite supérieure et limite inférieure de la suite (A, )n=.

Soit, pour n € N* :

By=|JAr et Cu=[)A (3.37)

k>n k>n

Proposition 3.54 Les suites (B, )n- et (Cp)n+ Sont respectivement décroissantes et croissantes,
et les limsup et liminf d’une suite (A, )nen+ existent toujours dans P(S2) :

n— oo
n—reo E>n N k>n

limsup(4,) = lim ( U4 =B, et liminf(4,)= im ( () 4Ar) = %JC”' (3.38)
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47 3.12. Lemme du zéro-un de Borel-Cantelli

Preuve. B, = Uan A = Ay U(Uan_H Ag) = AU Bn+1 D Bny1, donce (B,,) est décroissante,

donc convergente dans P(§2) de limite (. By, = lim,, 00 By. Et limsup,,_, . (Ay) —def My Bn
C, = ﬂkz" A = A ﬂ(nanJrl A) = AN Cny1 C Chry1, done (C,) est croissante, donc

convergente dans P () de limite (Jy. Cp, = limy, ;o0 Cp. Et liminf, o (4,) —def Un- Chn- ==

Interprétation :

limsup(A4,) = ﬂ B, ={w:VneN", we B,}

={w:YneN* Ik >n, we A} (3.39)
= {w : w appartient & une infinité de Ag}.
Et :
liminf(4,) = U Cn={w:IneN, weC,}
neN*
={w:3Ine N Vk>n, we A} (3.40)
= {w: 3In € N*, w appartient a tous Ay pour k > n},
= {w : il n’existe qu'un nombre fini de Ay t.q. w ¢ Ag}.
Proposition 3.55 On a :
limsup(A,) D liminf(A4,). (3.41)

n—00 n—00

Preuve. Il s’agit de montrer que (), cy-(Bn) O Upen-(Cm), i.e. Vn € N, By D U, en- (Cm), iee.
n € N*, ¥m € N*, By D Co, ice. ¥ € N*, ¥im € N*, Uy Ak D My At

Comme (5, Ag C Ngz1 Ae, il suffit de vérifier : Vo € N*, >, Ak D Nyen- Ar, ce qui est
trivial car, Vn € N*, (o Ae C A C Uysp, Ak o

Exemple 3.56 Soit (a,)n+ la suite de réels définie par as, =1 + 5. et agpy1 = 0.

Soit A, = {an} (smgleton)

Alors B, = {0,1+4 5-,1+ (n+1)" .}, donc limsup(4,) = - Bn = {0}.

Et C,, = 0, donc liminf(4,) = 0.

N.B. : ne pas confondre avec les limsup et liminf des suites : ici la limite sup de la suite (ay, )y~
est limsup(a,) = inf,en (Supgs,, an) = 1 (la plus grande valeur d’adhérence), et la limite inf de
la suite (a, )y~ est liminf(a,) = sup, ey~ (infr>n an) = 0 (la plus petite valeur d’adhérence). wn

Proposition 3.57 Si la suite (A,,)n- est monotone (croissante ou décroissante) dans P(S2), alors
limsup(A4,) = lim(A,) = liminf(A,).

Preuve. Si (A4,) est croissante, i.e. A,, C A, 41 pour tout n, notons Ay = lim, o A, = Uy 4
cf. @1). Et donc B, = Jy>,, Ak = Ao, €t Cpy = (N>, Ak = Ay Done (. By = Ao = JCh.

Si (A,) est décroissante, i.e. A, D A,4+1 pour tout n, notons As = lim, e A, = [y 4
cf. @8). Et donc B, = Jys,, Ak = An, et Cp, = sy, Ak = Aoo. Done (e By = Aoo =JCp. ow

Proposition 3.58 On a (relation entre limsup et liminf) :

(lim sup(4,))¢ = liminf(AS). (3.42)
n—o00 n—oo
Preuve. hm mf U ﬂ AS) = U(( U AR)©) = U ﬂBn (limsup A,,)¢. o
N* k>n N*  k>n N nreo

Exemple 3.59 Suite de I'exemple [3.56] : donc (limsup,,_,..(4,))¢ = R — {0}.
Et AS, =R~ {1+ 5.} et A5 1 =R —{0}. Donc (5, AL =R~ {0,1+ 55, 1+ 5555y, -,
donc liminf(A¢) = R — {0}. wn
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3.12.2 Lemme du zéro-un

Théoréme 3.60 (dit lemme du zéro-un de Borel-Cantelli.)
Soit (2, T, ;1) un espace mesuré, et soit (A,)y € T une suite d’ensembles mesurables.
1-On a:
si Z w(Ay) < oo alors pu(limsup A,) =0, (3.43)

i.e. si la série de terme générale “la mesure de A,” est convergente alors la mesure de la limite
supérieure est nulle, et

1’- Cas particulier p = P mesure de probabilité : si ) _\ P(A,) < oo alors la probabilité
qu’une infinité de A, se réalise est nulle; ou encore, avec une probabilité égale & 1 au plus un
nombre fini d’événements A,, se réalise.

Et dans (343) il n’est pas suffisant de supposer lim,, o, p(4,) — 0 pour que : avec une
probabilité égale 4 1, au plus un nombre fini d’événements A,, se réalise.

2- Si P est une mesure de probabilité, et si (A, )y est une suite d’événements indépendants,
on a :
si Z P(A,) = alors  P(limsup 4,) = 1, (3.44)

n—o00
neN

ie., si les A, sont indépendants et si )y P(A,) = oo, alors une infinité d’événements A,, sont
nécessairement réalisés. On peut réécrire (3.44) comme, la famille (A, )N étant indépendante :

sio Y P(An) = alors  VneN, P(|JA)=1 (3.45)

neN k>n

Preuve. 1- Soit B, = U Ag. On a u(B,) < Zu(Ak) reste d’une série convergente, donc
k>n k>n

w(By) — 0.

n—o0
Et (B,)nen est une suite décroissante, donc (u(B,,))n est une suite décroissante ; avec pu(By) <

oo, donc lim w(By) = pu(lim By), cf. proposition [Z38 page Donc 0 = lim pu(B,) =
n—oo

n— oo
ﬂ B,) = p(limsup A,,). D’ou (343).

neN
Et il n’est pas suffisant de supposer u(Ax) —r—oo 0: prendre Q = [0, 1] et 1 mesure de Lebesgue,

Ag = [0,1] =10 A puis Ay = [0,1], Ao = [3,1] =10 A puis A3 = [0,1], A4 = [4, 2],
As = [2,1] =10% A puis... (faire un dessin). Ona fo =0, fi = fo+2=2, fo= fr +3 =5, ..,
fn = fn—1+n+1 (donc suite croissante), on a B,, = [0, 1] pour tout n, d’ou p(limsup A,,) = 1, bien
que |Ay, | = % et donc limy_, o0 p(Ag) — Oéo(ICi Y onen M(An) > ZneN w(Afp,) =D en % = 00.)

2- P( U Ag)=1-P( ﬂ A9 =1-— H P(A{), car les A{ sont indépendants (puisque les Ay

k>n k>n k=n
oo

oo
le sont, cf. proposition B:52)), soit P(B,) =1 — H(l —P(Ar) >1- H e PR car 1—z < e,
k=n k=n
Donc P(B,) > 1 — e~ Zi=aP(A) = 1 car Yo, P(Ar) = 0o (c’est le reste d’une série positive
divergente). D’ou (B:44), donc (B45).

Puis soit A; tel que P(A;) # 0, et supposons que A; ne soit réalisé qu’un nombre fini de fois.
Soit N sa derniére réalisation. Alors pour tout n > N on a 1 = P(4; U B,,) = P(A;) + P(Bn),
donc P(B,) =1— P(A;) ne converge pas vers 1. Contraire au résultat, donc A; est nécessairement
réalisé une infinité de fois. wn

Exemple 3.61 Répétition dans un jeu de pile ou face.

On lance 2 fois une piéce équilibrée. L’univers est Q = {p, f}2. Et pour un résultat & € Q, par
exemple & = (p,p), on a P(&) = 1.

On répéte une infinité de fois cette expérience. Soit (&, )nen+ € QY une suite infinie de résultats
indépendants, avec g —noté (Wky, Wi, ) € Q. Soit A, = {Jn} (le singleton (wp,,wn,)). Soit B, =
U A, = U {@r} = U {(wg,,wky)} C Q. Et le lemme donne P(B,,) —p—00 1, car les wy sont
E>n E>n k>n

indépendants et Y7 | T = oc.
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Ainsi, de maniére presque certaine (avec une probabilité 1), on va retrouver tout événement ¢y,
(ici I'un des 4 événements possibles) une infinité de fois dans la suite(dy, )nen- -

De méme, étant donné un mot M de longueur donnée, en tapant au hasard une infinité de fois
des mots de méme longueur, on est certain d’avoir tapé le mot M, et ce une infinité de fois. =

Exercice 3.62 Exercice sur les suites : dans la démonstration du théoréme [3.60] on a la suite
fn = fn—1+n+1pour n>1. Donner f, en fonction de n.

Réponse. fi = fo+2, fo = f1 +3, ..., fn = fn=1 + n+ 1. On ajoute pour obtenir : fi + ... + f, =
Jot ot fact + 142+ o+ (nt1), et il reste f, = fo + LD s

4 Variable aléatoire réelle et lo1 d’une v.a.r.

[real-valued random variable]

4.1 Définition

4.1.1 Rappel : fonction mesurable

Voir polycopié “intégrale de Lebesgue”.
Soit (E,Tg) un espace mesurable et soit (R, Tr) ’espace des réels muni de sa tribu borélienne.

Définition 4.1 Une fonction f : E — R est mesurable ssi pour tout a € Rona f~*(]—o0,a]) € Tg,
i.e. ssi 'image réciproque de tout intervalle | — 0o, a] est dans la tribu Tg de E
(Définition équivalente : une fonction f : E — R est mesurable ssi pour tout I borélien de R

ona f~1(I)eTg)
Exemple 4.2 Si Tg = P(E) alors toute fonction f: E — R est mesurable. wa

Remarque 4.3 La notion de fonction mesurable n’est donc pertinente que quand 7z € P(FE),
comme dans le cas pour (E,Tg) = (R, Tr) ot Tr est la tribu borélienne, voir polycopié “intégrale
de Lebesgue”.

Dans la pratique ingénieur usuelle, “toutes” les fonctions f : (R, P(R)) — R sont mesurables,

cf. exemple page 221 (Ce n’est pas le cas mathématiquement, voir exemple suivant.) =

Exemple 4.4 Soit £ muni d’une tribu 7g quelconque. La fonction f = 14 est mesurable ssi
A € Tg. En effet :

si a <0 alors 1,'(] — 00,a]) =0,

si a€[0,1[ alors 1,*(] — 00,a]) = A®,

si a > 1 alors 1;*(] — 00,a]) = E,
et A € TgssiAeTg. .

Définition 4.5 Plus généralement : soit (E, Tg) un ensemble mesurable, soit (F, Op) un ensemble
muni d’une topologie Op. Une fonction f : E — F est mesurable ssi pour tout U € Op (ouvert
de F)on a f~}(U) € Tg (son image réciproque est mesurable dans E).

Proposition 4.6 et définition. Soit T la tribu engendrée par la topologie Op.
Sif:(E,Tg) — (F,Tr) est mesurable, alors posant :

fHTr) ={A=f"'(B): B€Tr},

le sous-ensemble f~1(Tp) =10 5(f) de P(E) est une tribu, sous-tribu de Tg, appelée tribu en-
gendrée par f.

Preuve. On vérifie facilement les conditions de la définition I8 & I'aide de (LH). un

Exemple 4.7 Pour A € Tp et f = 14 : E — R la fonction indicatrice de A, on a o(14) =
1;1(7@ = {0, A, A®  E}, I'ensemble des ensembles pertinents pour 1 4. ua
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50 J.1. Définition

4.1.2 Variable aléatoire réelle (v.a.r.)

Définition 4.8 En probabilité, une fonction mesurable f : Q — R est appelée une variable aléa-
toire réelle (v.a.r.).

Donc, si (2, Ta, P) un espace probabilisé, alors f est une v.a.r. ssi f est mesurable, i.e. ssi, pour
tout @ € Ron a f~1(] — 00, al) € Ta.

(Donc, en pratique ingénieur, une v.a.r. est une fonction.)

Définition 4.9 Cas particulier : une v.a.r. est dite déterministe ssi f est une fonction constante
(une seule possibilité de résultat, soit une seule issue).

Et en probabilité on note souvent f =1°% X une v.a.r. :

Nw = X(w).

Remarque 4.10 Une variable aléatoire est utilisée pour donner une “valeur” & un résultat w. =m

Définition 4.11 Une v.a.r. X est dite discréte ssi X () est discret (i.e. est de cardinal fini ou
dénombrable).
Une v.a.r. X est dite continue ssi Im(X) = X (Q) est un intervalle ouvert non vide de R.

Exemple 4.12 Jeu de pile ou face, X (pile) = a et X(face) = b, avec a la valeur du “gain” quand
on a obtenu pile, et avec b la valeur du “gain” quand on a obtenu face. On voudra connaitre la
probabilité de gagner a, i.e. on voudra connaitre Px(a) = P({w : X (w) = a} =" P(X = a),
probabilité pour que la valeur de X soit a. =

Exemple 4.13 On lance deux dés, résultat & = (wy,ws), on s’intéresse a la somme S = X (J) =
w1 4 we, On voudra connaitre la probabilité Px (4) d’obtenir la somme 4. Ici :
Px(4) = P({@ : X(@) = 4} = P((1,3)) + P((2,2) + P((3,1)) = 2 = {5 =" P(X = 4),

36 — 12
probabilité pour que la valeur de X soit 4 (pour des dés équilibrés). ua

4.1.3 Notations ensemblistes {X € I} et {X =z}
Définition 4.14 Si X : Q — R est une v.a.r. et I € Tg, on note :
def .4
{Xel} =X (I)={weQ: X(w)el} (CQ) (4.1)

Pensemble des éventualités w €  t.q. la valeur X (w) prise par w est dans I.
Et {X € I} est ’événement de €2 appelé “X prend ses valeurs dans I”.

Définition 4.15 Et dans le cas particulier I = {«}, on note :

=} ¥ (Xxe@)}] (=X (@) ={wc: Xw) =a}), (4.2)

appelé ’événement “X prend la valeur z”.

Remarque 4.16 Cette notation {X = z} ne doit pas créer de confusion : X est bien une fonction
et non une valeur. Et {X = z} est un ensemble : c’est le sous-ensemble X ~'({z}) de Q. o

Exemple 4.17 A€ T et X = 14. Alors

{la=1}=A4,

{1a =0} = A9 = {1a([-1, 3],

{1a €12,3]} =90... o
Exemple 4.18 Alternative simple pile ou face : soit X : Q = {p, f} — R donnée par X(f) = +1
et X(p) = —1 (gain de 1 euro si c’est face, et perte de 1 euro si c’est pile).

Cas d’une piéce équilibrée : P(X=1) = P(f) = % est la probabilité de gagner 1 euros; et
P(X=—1) = P(p) =  est la probabilité de perdre 1 euros; et P(X € [2,3]) = P(0) = 0. o=
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Exemple 4.19 On lance deux dés et on s’intéresse & la somme. Ici univers est Q = [1,6]3
(Pensemble des couples (n,m) résultats des lancers). Soit S : & — R la fonction somme sur §2,
S(n,m) =n + m. Par exemple :

[S =11} = 571(11) = {(n,m) € [1,6]3 : ntm = 11} = {(5,6), (6,5)}. (4.3)
Ainsi, pour un dé équilibré :

2

P(§=11) = P({(56),(6,5)}) = P({(5,6)}) + P({(6,5)}) = 5, (4.4)

soit une chance sur dix-huit d’obtenir 11. Et on notera P(S = 11) —noté Ps(11). wn

4.2 Loi (de probabilité) d’une variable aléatoire : les probabilités images
[Law of a random variable, or, image measure of a random variable.]
Soit (€2, T, P) un espace probabilisé.

4.2.1 Loi d’une variable aléatoire
Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, 7) (i.e. soit X : 2 — R une fonction mesurable).

Définition 4.20 Laloi de lav.a.r. X (la distribution de la v.a.r. X) est la fonction Px : Tr — [0, 1]
définie sur la tribu borélienne de R par :

Py ¥Wpox—, (4.5)
i.e., pour tout [ intervalle de R (ou tout I borélien de R) :
P ¥ px1)=P(x e (= PweQ: Pw) e I})). (4.6)

C’est la probabilité de I’événement “X prend ses valeurs dans I”.

Et dans le cas particulier I = {z} (singleton) on note :

Px@) ©Pe((a})  done  =P(X=w)=PweQ:Pw=a}. @)

Exemple 4.21 Suite de I'exemple (lancer de deux dés, somme S) : Ps(11) = . wa
Exemple 4.22 Soit X =14 ou A € Tg. Alors :

P, ({1}) = P(A). (4.8)

En effet P1,({1}) = P(1a € {1}) = P({w : la(w) = 1}) = P(A4). o

4.2.2 Proposition de la mesure image

Pour montrer que Px est une probabilité, on commence par la proposition de la mesure image :

Soit (E, Tg) un espace mesurable, soit (F, Or) un espace topologique, soit T la tribu engendrée
par Op. Soit ¢ : E — F une fonction mesurable.

Soit u : Tg — R4 une mesure sur l’espace mesurable (E, Tg).

Proposition 4.23 et définition. Alors la fonction v : Tp — R, définie par :

v d:éfu op 1 (4.9)

est une mesure sur (F,Tp). De plus, si u est une mesure finie (telle que p(E) < oo) alors v est
également finie.
Cette mesure v est appelée mesure image de u par ¢. FElle est donc donnée par, pour tout
BeTp:
v(B) = ulp~'(B) (= ul{w: p(w) € BY) = u(y € B)), (4.10)

encore noté :
/ dv(x) :/ du(w), ou bien / dV:/ dp. (4.11)
z€EB wep~1(B) B p~1(B)
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52 4.2. Lot (de probabilité) d’une variable aléatoire : les probabilités images

Preuve. Il s’agit pour v de vérifier les points 1-et 2-, mais pas le point 3-, de la définition 233
page

1- On a v(0) = p(e~1(0)) = u(@) = 0 car p est une mesure.

2- Soit (B;)ien une famille dans Tr telle que B; N B;j = () pour tout ¢ # j. Vérifions v(|J; B;) =
Yo v(Bi).

Posons A; = ¢~ 1(B;); A; € Tg car ¢ est mesurable. On a v(B;) = u(A;) par définition de v.

Pour i # j, ayant B, N B; ={ on a A; N A; = () (proposition [L5).

D’ou, p étant une mesure, . v(B;) = >, u(4;) = p(U; Ai), dou >, v(B;) = u(U, ¢ 1(By)) =
(e (U, B;)) (proposition [[H), donc = v(|J; B;).

Cas p mesure finie : ayant ¢~ 1(F) C E, on a v(F) = u(¢ }(F)) < u(E) < . L

Exemple 4.24 ;1 = dx mesure de Lebesgue sur R et ¢ = 1z, : R = R. Soit v = pr o o~ 1. Pour
B € Trona 1]@ (B) = soit 0, soit R* , soit R4, soit R. Donc v(B) = u(l]gi(B)) = 0 ou = oo.

Noter que v n’est pas o-finie (le point 3- de la définition n’est pas veérifié). =

4.2.3 Probabilité image Px (ou loi de X, ou distribution de X)

Corollaire 4.25 Soit (2,7, P) un espace probabilisé, et soit (R, Tr) ’espace mesurable R muni
de sa tribu borélienne Tg. Si X : Q0 — R est une v.a.r., alors la fonction :

Px =PoX! (4.12)
est une (mesure de) probabilité sur 'espace mesurable (R, Tr).

Preuve. P étant une mesure, Py était également une mesure, cf. proposition .23l Et on a Px (R) =
P(XYR)) = P(Q) = 1 car P est une probabilité. Donc Py est une probabilité (mesure de

masse 1). n

Définition 4.26 La mesure image Px (de la probabilité P par la v.a.r. X) est appelée la loi de
probabilité de la v.a.r. X, encore appelée la loi de X, ou la distribution de X.

Donc, cf. notation (@11 :

/ dPx (z) :/ dP(w), ou bien / dPx :/ dP. (4.13)
©€B weX—1(B) B X-1(B)

Exercice 4.27 Soit X : 2 — R une fonction constante : donc il existe ¢ € R t.q. pour tout w €
on a X(w) = ¢ =% X (la valeur de X). Autrement dit X = X1g. B
Montrer que la loi de X est la loi discréte qui est la mesure de Dirac en X, i.e. montrer :

X =Xlg = Px =6, (4.14)
soit, encore Px (X) = 1, et Px(z) = 0 pour tout x # X ; soit encore, pour I € Tg :
Px(I)=1 siXel,
{ Px(I)=0 siX¢l.

Réponse. On a Px(I) = P(X*(I)) = P({w : X(w) € I}), avec ici Im(X) = {X}; donc pour I donné, si

INIm(X) D {X},ie si X € I alors Px(I) = P(Q) =1, et si X ¢ I alors Px(I) = P(0) = 0.
Exemple 4.28 Voir exemple [2.48 page .
Exemple 4.29 Voir exemple L.27] .

4.2.4 Fonction de répartition de la loi d’une variable aléatoire
On reprend le paragraphe 2.7 ot la probabilité considérée est maintenant Px.

Définition 4.30 On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X [cumulative dis-
tribution function of a real-valued random variable X, or distribution function of X] la fonction
Fx : R — R de répartition de la probabilité Px :

Fx(t) = Px(—o0,t]) (= P(X'(] - o0,1])). (4.15)
<t

(Intervalle fermé en t.) Autrement dit Fix(t) = P( ), soit Fx(t) = P({w : X(w) < t}).
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53 4.2. Lot (de probabilité) d’une variable aléatoire : les probabilités images

4.2.5 Variable aléatoire de loi discréte

Définition 4.31 La v.a.r. X est dite de loi discréte ssi Px est une probabilité discréte, i.e. de la

forme :
Px = Zpiéma (416)
icl
ot I est un ensemble fini ou dénombrable, ot x; # x; pour tout ¢ # 7, oit p; > 0 pour tout ¢, et ol
Zie[ p; = 1. En particulier Px (z;) = p; est la probabilité que X prenne la valeur x;.

Proposition 4.32 Cas Q = {w1,...,wn, ...} ensemble fini ou dénombrable, et X : Q@ — R une
fonction mesurable : ¢’est nécessairement une v.a.r. de loi discréte.

Preuve. Im(X) C {X(w1), .., X(wn), .} = {&1, s 2, ..} =D (21)pex oit K = [Im(X)| (le
cardinal) est donc fini ou dénombrable.

On pose pr, = Px(xr) = P(X Y(zx)) = P({w; : X(w;) = x1}), et on a imédiatement Px =
ke K PrOay- =

Exemple 4.33 On lance deux dés équilibrés : on a Q = [1, 6]y x [1, 6]y. Soit S(4,5) =i+ j. Alors
sur R on a Ps = 3,2, pid; ot p2 = Ps(2) = P(1,1) = £, p3 = Ps(3) = P{(1,2),(2,1)} = 2, ...

La loi de la somme est une loi discréte. un
Exemple 4.34 Voir exercice .27 .

Proposition 4.35 Soient N+1 réels ag,aq,...,any € R t.q. a;_1 < a; pour tout i = 1,..., N, et
[ao, an[= Uf;l[ai,l, a;| (partition). Soit P une probabilité sur Q = [ag, an|[. On note :

pi = P(lai—1,a;]). (4.17)

Soit x1,...,xny € R et soit X : Q) — R la fonction en escalier donnée par :

N
X = inl[ai—hai[' (4.18)
i=1
Alors la loi de X est la loi discréte :

N
Px = Zp,-éw%, avec  Px(x;) = p;. (4.19)
i=1

Preuve. On a X (w) = SN, Tilig; 0 (w), donc X (w) = x; ssi w € [aj—1,a;[, donc X~ H(x;) =
[ai_l, ai[. Donc Px(xl) = P(X_l(xl)) = P([ai_l, a,-[) = Di-
Et si # # ; pour tout i alors Px () = 0. D’ou Px = Y| P([ai_1, a;i[)ds, - -

Exercice 4.36 Montrer : la fonction de répartition Fix : R — R d’une v.a.r. discréte est la fonction
croissante en escalier donnée par, avec ({16 :

Fx = szl[xloo[
iel
continue & droite, donc donnée par Fx(z) = >_,c; Piljz, 00[(z). Faire un dessin : on ajoute une
marche de hauteur p; en chaque point x;.

Réponse. On a 1j_ 41(%:i) = 1z, cof(z) (vaut 1 ssi z; < z et vaut 0 sinon).

Donc FX(m) = PX(] - Ova]) = Ziejpiéxi (] - Ova]) = Ziejpill—oo,x](mi) = Ziejpil[xi,oo[(m)' wn
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4.2.6 Variable aléatoire continue et sa loi

Définition 4.37 Lav.a.r. X : Q — R est une loi de probabilité Px continue ssi F'x est absolument
continue, i.e. ssi “dPx (z) = px(x) da”, i.e. ssi :

b

Py ([a.b]) = / px (&) d, (4.20)

a

ol p: R — Ry est une fonction positive (une densité) de masse unité : /pX(:c) de = 1.
R

En particulier on a dans ce cas :

Px([a,b]) = Px(Ja,b]) = Px(Ja,b]) = Px([a,b]). (4.21)
Exemple 4.38 Loi normale centrée réduite sur R : p(z) = \/%e*ﬁ. un
Exemple 4.39 Loi uniforme sur un intervalle [a, 8] (avec a < ) : p(x) = ﬂTla ua
Exemple 4.40 p fonction en escalier : p(z) = Y1, 114, 2, (avec z;_y < z; pour tout i),

ou les p; > 0. (Avec donc p nulle en dehors de [zg,x,]), et ou nécessairement Y p; = 1 puisque
Jap(x)de = 1secrit Y7 | —L— [** dx =1.) Ici p (la densité) n’est pas continue, mais Fx est
absolument continue : on est dans le cadre de la définition .37 .

5 Deépendance et indépendance de variables aléatoires

5.1 Notations f®g, f(X)et f—c

Notation : Si f: A— Ret g: B — R sont des fonctions, alors f ® g : A x B — R est la fonction
de deux variables, dit fonction & variables séparées, définie par, pour tout (a,b) € A x B :

(f @ g)(a,b) = f(a)g(b)- (5.1)

Et f ® g est appelé produit tensoriel de f et g.
(Une fonction h : A x B — R est dite a variables séparées ssi il existe f: A > Ret g: B— R

t.q-h=f®g.)
Notation : Si f:R — Ret X :Q — R est une v.ar, on note fo X =" £(X) Donc :

déf {Q - R 52)

JX) =T X0 L X)) = f(X(W)).

Attention : cette notation est source de confusion : X n’est pas une variable dans (5.2, c’est bien
une fonction. Dans les démonstrations, on utilisera f o X pour lever les ambiguités.

Abus de notation : pour ¢ € R (une constante), on fait ’abus de notation usuel consistant a

noter ¢ la fonction constante clq :

clg note . (5.3)

Donc on fait jouer a ¢ deux roles : celui d’un réel et celui d’une fonction, le contexte devant lever
toute ambiguité. Ainsi, si f : Q@ — R est une fonction :

Foclg " o (5.4)

Attention : cet abus de notation (5.3)) est source de confusion. Dans les démonstrations, on utilisera
clq pour lever les ambiguités.
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5.2 Dépendance et indépendance de 2 variables aléatoires

Soient 2 variables aléatoires réelles X1, Xo : € — R définies sur méme un espace probabilisé
(Q, T, P). On note, pour tous les intervalles I; C R, i = 1,2 (ou pour tous les boréliens) :

def
P(X,€l1,Xs€ ) E P((Xy€L)N (X2 € D)) (5.5)
= P({w cN: Xl(W) el et XQ(W) S IQ}),
la probabilité que X, € I; et Xo € I5 soient simultanément réalisés.
Notations :
noté
P(Xlell,XQEIQ) = P((Xl,Xg)Ell XIQ)
L
12C Pxyxo) (I x 1) (5.6)
noté

= P, x,)1,I2).

Remarque 5.1 Dans la suite on notera X = (X1, X3) : Q — R2 le “vecteur aléatoire réel” (la

fonction mesurable & valeurs vectorielles) donné par X (w) = (X1 (w), Xa(w)). wn
Exemple 5.2 On lance deux fois une piéce équilibrée. Soit ¢ : {p,f} — R la fonction
“gain”, g(p) = a et g(f) = b. Pour ¢ = 1,2 on note X; le gain du i-éme lancer. On a
P(X:e{a}, Xo2€{a}) —noté P(X1=a, X2=a) —note Pix,,x,)(a,a) la probabilité du gain a au pre-
mier et au second lancer, qui vaut 1/4 pour une piéce équilibrée et lancers “indépendants”.

Détails : ici Q = {(p,p), (p, f), (f,p), (f, f)} est I'univers des résultats des deux lancers, et si on
note m : & = (wy,wz) € @ = m;(w) = w; la projection usuelle, on a X; : @ — {a,b} donné par
X; = gom, soit X;(dJ) = g(w;) = a ou b gain du i-éme lancer. wn
Définition 5.3 Les v.a.r. X; et Xy définies sur € sont dites indépendantes ssi, pour tous les
intervalles I; CR,i=1,2:

P(Xie,Xo€lh)=P(X; € 1)P(Xs € ly). (5.7)
Le. la probabilité d’étre dans l'intersection est égale au produit des probabilités.
Autrement dit, X; et X5 sont indépendantes ssi leurs lois vérifient, pour tout I, I :
Pix,,x,)((11,I2)) = Px, (I1) Px, (I2), (5.8)

ie. ssi(cf. BI)) :
Pix,,x;) = Px, ® Px,. (5.9)

Donc X; et X5 sont indépendantes ssi la loi P(x, x,) du couple (X1, X5) est le produit tensoriel
Px, ® Px, des lois.

Exemple 5.4 On lance deux fois un dé équilibré (sans tricher), X; donnant le gain du i-éme
lancer, cf. exercice précédent. Pour z,y € {a,b}, on a P(X;=z, Xo=y) = P(X:=2)P(X2=y), et
les lois sont indépendantes. =

Exercice 5.5 On considére deux tirages successifs de boules numérotés 1 & 3, sans replacement
de la premiére boule tirée. X; donnant le résultat du i-éme tirage. Montrer que X; et X5 ne sont
pas indépendantes.

Réponse. Ici @ = {(m,n) € [1,3]* t.q. m # n} = {((1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)} est I'univers
des résultats, et |Q] = A3 = 6. Et, pour des tirages non biaisés, la probabilité P sur Q est donnée par

1 . .
P((m,n)) = card(@) 6 si (m,n) € Q et = 0 sinon.

X1 = m1 est la projection sur la premiére variable : Xi1(m,n) = m, et
X2 = 72 est la projection sur la seconde variable : X3(m,n) = n.

P(Xi=2) = card{(m,czl)ade(é)): m=x} _ % _ % pour z € [1, 3]y, et
card{(m,n) € Q: n= 2 1
P(Xe=y) = ! car)d(Q) o T zrPomy € L3

Ainsi Px, = Px, (les lois de X; et X2 sont identiques).
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56 5.2. Dépendance et indépendance de 2 variables aléatoires

Et P(X1=2, Xo=y)) = Card{(mvngiﬁjzg)ﬁzv "=v} — 1 pour tout (z,y) € Q.

Et P(X1=2)P(X2=y) = § # + = P(X1=x, X2=y)) pour tout (z,y) € [1, 3]y : (57) n’est pas vérifiée :
les lois ne sont pas indépendantes.

D’ailleurs : P(X1=z|Xo=y) = Px,—,(X1=z) = 2 siz #y et =0si =y (quand z,y € [1,6]y), alors

que P(X,1=x) = 5 pour tout z € [1, 3]y, voir B30), donc P x,—, (X1=x) # P(X1=x). un

Proposition 5.6 Si X et Y sont des v.a.r. indépendantes, alors pour toutes fonctions f,g : R — R
mesurables, les v.a.r. f(X)=foX et g(Y)=goY (cf (52)) sont indépendantes :

Pxyy=Px®Py = Pyx)ev) = Prx) @ Py (5.10)

En particulier (toujours dans le cas X et Y indépendantes), pour tout a,b € R et tout «, 8 € R*,
la v.ar. aX —alg =0 o X —q et la v.a.r. BY —blg =10 By —p (cf. [5d)) sont indépendantes :

Pxyy=Px®Py = Puax—apy—b) = Pax—a® Pay_p. (5.11)

Preuve. Sil € Trona (foX €I)={w: f(X(w)) € [} ={w: X(w) € f71(I)}, avec f1(I) € Tr
car f est mesurable. Donc (f(X) € I) = (X € f~1(1)).
Donc si X et Y sont indépendantes et si I, J € Tg, alors :

P(foXel,goYelJ)=P(X e f'(I)Y €eg '(J)=P(X € fTHI)P(Y € g~'(J)),

cf. (7). Comme (X € f1(I)) = {w: X(w) € XD} = {w € X 1(F1(1) = (f o X))},
idem pour Y, on déduit :
P(foX,goY)(Iv J) = PfoX(I)PgoY(J);

et les v.a.r. fo X et goY sont indépendantes.

Avec f(z) = ax — a, on obtient (f o X)(w) = aX(w) — a donc f(X) —def foX =aX —alq,
d’Ofl ([m]) I.I
Notation. Soit ¢ : R2 — R une v.a.r. (tribus boréliennes de R? et de R). Si X,Y : Q — R sont
deux v.a.r. sur un méme espace probabilisé (2,7, P), on note p(X,Y) : Q2 —» R la v.a.r. :

oX oo X, y),  done  o(X, V)W) = p(X(w),Y(w)), YweQ. (5.12)

Proposition 5.7 Si X et Y sont v.a.r. indépendantes et si ¢ : R? — R est mesurable, alors :

P,xy)y=(Px®Py)op ", quand X et Y indépendantes, (5.13)

i.e. P,(x,y) est la mesure image par ¢ de (Px ® Py).
Donc, toujours avec X et Y indépendantes, pour tout fonction f mesurable telle que f o ¢ est
Px ® Py intégrable, on a :
Poxy)(f) = (Px @ Py)(f o), (5.14)

encore noté :

/ F(2) AP (2) = // F(o(@,y)) dPx (2)dPy (y). (5.15)
zER (z,y)ER?

Preuve. Pour B € Tg, on a :
def 1 -1 -1
Poox,v)(B) = Pllpo(X,Y))(B)) =P(((X,Y) op™")(B))
= P((X,Y) (¢ 1 (B)) = Pix.v)(¢ "' (B)),
et X et Y étant indépendantes on a P x,y) = Px ® Py, cf. (5.9), d’ou (.13).

(Exemple : PLpo(X,Y) (R) = (PX X Py)((p_l(R)) = (PX X Py)(RQ) = Px(R)Py (R) = 1.)
Pour passer aux fonctions, on se sert de (II0) : (&.I3) donne :

Pyx,v)(1p) = (Px @ Py)(1,-1()) = (Px @ Py)(1p o ¢),

d’ott (£.14) pour f mesurable (limite d’une combinaison linéaire ), ¢;1p5,). wa
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57 5.8. Dépendance et indépendance de plusieurs v.a.r.

5.3 Dépendance et indépendance de plusieurs v.a.r.

Soient n variables aléatoires réelles X1, ..., X,, définies sur un espace probabilisé (Q, T, P), avec
n € N*. On note, pour des intervalles I; C R, i = 1, ...,n (ou pour tous les boréliens) :

P(Xy€l,... X, €1,) def P(X,€L)N..N (X, €1,))
= P({w €Q:Vi= 1, ey XZ(W) S Iz}

N p((Xy, . Xp) € (I X .. x L))

noté
= P(Xl;m;Xn)(Il X ... XIn)
la probabilité que tous les résultats (X; € I;) = {w : X;(w) € I;} soient simultanément réalisés.

Définition 5.8 Les variables aléatoires réelles X, ..., X,, sont dites indépendantes ssi, pour tous
les intervalles I; CR,i=1,...,n:

PXyeh,..X,€l,)=P(X;€h).PX,ecl,), (5.16)
i.e. la probabilité d’étre dans l'intersection est égale au produit des probabilités, i.e. ssi :
Pix,,..x,)1 x ... x In) = Px, (I1)...Px, (I,), (5.17)
Donc, les v.a.r. sont indépendantes ssi :

(5.18)

n?

Pixy,..x,) = Px, ®...®@ Px
(Quand n = 2, on retrouve (5.8)).)

Proposition 5.9 Les variables aléatoires réelles X, ..., X,, sont indépendantes ssi les événements
{X1 € i}, .., {X, € I,} sont (mutuellement) indépendants pour tout Iy, ..., I, € Tr (cf. (333)).

Preuve. Supposons (5.16) satisfaite (pour tous les intervalles). Notons 4; = X; '(I;) € Q (les
événements {X; € I;}). Il s’agit de montrer que ces événements sont mutuellement indépendants,
cf B33), i.e. que P(4;,,...,4;,) = P(A;)...P(A;,) pour toute sous-famille finie (i1,...,i;) de
{1,...,n}.

Quitte & renumeéroter les intervalles, c’est vrai pour k = n (équation (5.I6])).

Prenant I, = R, ayant {X,, € R} = Q, on en déduit que P(X; € I,...,X,—1 € I,—1) =
Px,(I1)...Px, _,(In—1). Quitte & renuméroter les intervalles, cela reste vrai pour tout sous-famille
finie (i1,...,4,—1). Puis, idem pour toute sous-famille de taille < n—2.

La réciproque est immeédiate. =

5.4 V.a.r. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)

[i.i.d. = independant identically distributed random sequence]

Définition 5.10 Une famille (X;);c; de v.a.r. toutes définies sur un méme espace probabilisé
(Q,Tq, P) est dite famille de v.a.r. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) si les X;
sont des v.a.r. indépendantes qui ont toutes la méme loi : Py, = Px, pour tout j € I.

Exemple 5.11 Soit X; la v.a.r. donnant le résultat du i-éme lancer d’une piéce équilibrée :
Px,(p) = 5 = Px,(f) pour tout i. La famille (X;)n+ est une famille de v.a.r. i.id..

Détails : n lancers, Q = {p, f}" univers, X; = 7; la i-éme projection usuelle, soir X;(&) = w;
quand & = (wi, ..., w,). Alors Py = Px, ®...® Px, ot X =10 (X, X,,): 0 — R,

5.5 * Indépendance de tribus

On aura besoin de cette notion lors de I’étude de 'espérance conditionnelle d’une v.a.r. relati-
vement & une autre.
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5.5.1 Indépendance de v.a.r. versus indépendance d’événements

Il y a ainsi une trés grosse différence dans la vérification de “n événements sont indépendants”
et de “n v.a.r. sont indépendantes”, voir définition BA7 équation B.33)) :

* dans le cas des variables aléatoires, on a vu que si ’équation (5.I6]) est satisfaite, alors cette
équation est automatiquement satisfaite pour toute sous-famille (I;);=1, .. de taille k¥ < n (il suffit
de prendre I; = R pour les i > k),

* alors que ce n’est pas le cas pour les événements, cf. remarque

Considérons le cas trés particulier des n v.a.r. 14,, ..., 14, (fonctions indicatrices avec 4; € Tq
pour tout ¢), et comparons l'indépendance de ces v.a.r. 14, et 'indépendance des événements A;.

Proposition 5.12 Les n événements A; sont indépendants ssi les n v.a.r. 14, sont indépendantes.

Preuve. Pour d€[1, n]y et pour Iy, ..., [4€Tg, on s’intéresse aux probabilités des ensembles :
AiN...NAy et (1A16117---71Adeld)- (5.19)

= : supposons les n événements A; indépendants; donc les A sont indépendants, ainsi que
toutes les combinaisons A;, A]-C. On a 123(1}-)6{@, A;, AY,Q} (uniquement 4 possibilités). Et on a
P(la,€ly) = P({w: 14, (w) € I;} = 0, A;, A7, R suivant les cas 0, 1¢1;, 1€l et 0¢1;, 0€I; et 1¢1;,
0,1€l;. Donc P(14,€ly,...,14,€l,) = P(1, (1) N...N 1, (1) = P11 (I))..P(1;} (1)) =
P(14,€l1)..P(14,€1,) : les v.a.r. sont indépendantes.

< : supposons les n v.a.r. (14,)i=1, ., indépendantes. On a 1;3({1}) = A; pour tout 7. Donc

P(Ay,)..P(45,) = P(13] ({11)...P(15; ({1}) = P(13; ({1})N..n1%; ({1})) = P(A, N..N4y,),

ce pour tout injection i : [1,d|ny — [1,n]n : on a vérifié (B33). o

5.5.2 Indépendance de tribus et indépendance de v.a.r.

On a vu que T (14) = {0, A, A® R} est la tribu engendrée par A, i.e. la tribu obtenue & partir
de la fonction 14, cf. exemple 2.29 et exercice [2.32

est dite indépendante ssi pour tout A; € 7;,i=1,...,n,on a :
P(A1N..NA,) =P(4)..P(A,). (5.20)
La proposition [5.12] précédente s’énonce donc également :
Proposition 5.14 Les v.a.r. 14, sont indépendantes ssi les tribus T (14,) sont indépendantes.
Plus généralement :

Proposition 5.15 n v.a.r. X; sont indépendantes ssi les n tribus T (X;) sont indépendantes.
L’étude de l'indépendance des fonctions X; peut ainsi étre ramenée a 1’étude d’indépendance
de familles d’ensembles.

Preuve. C’est vrai pour les fonctions indicatrices, et une v.a.r. est une limite d’une suite de
fonctions étagées (somme de fonctions indicatrices), voir cours d’intégration, et on dispose de la

proposition B2 et de (3] page [1 ua
6 Exemples de lois

6.1 Loi uniforme

Sur un ensemble fini € ¢’est la loi constante :

(6.1)

donc P =

ElS
(]
>

we YW
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59 6.1. Loi uniforme

Cas Q = [a, b] intervalle fini de R : c’est la loi de densité constante, pour tout w € Q :

1

p(w) =

donc P(A) = f; 1a(t) = a‘dt pour A € Tg la tribu borélienne.

Exercice 6.1 Une urne contient n jetons numérotés de 1 & n indifférenciables au touché. On en
extrait p. On note X; la v.a.r. qui donne le numéro du i-éme jeton extrait, 1 < i < p. On pose
S = X1+ ...+ X,. Les tirages se font avec remise.

11. Donner 'univers et son cardinal.

12. Montrer que la variable X;, suit une loi uniforme & définir.

13. Montrer que les variables X; et X; sont indépendantes pour ¢ # j.

14. Calculer E(X;), E(S), E(X?), V(X) et V(S) (définitions plus loin...).

Réponse. 11. Soit J = {j1, ..., jn } I'ensemble des jetons, le jeton j; correspondant au numéro i. L’univers
est Q = [1,n)? (ensemble des résultats des tirages) et |2] = nP. La v.ar. X; : Q — R est donnée par
Xi(&) = wi, ol @ = (w1,...,wp) € [1,n]P est le résultat d’un tirage. Et n = |ImX;| cardinal de 'image
de Xz

12. L’hypothése d’indifférentiabilité au touché (une chance sur n au i-éme tirage) donne, pour¢ = 1,...,p
etk=1,...,n:

1 1 . 1

Px,(k) = —— = —
x: (k) ImX; n

Résultat indépendant de k : donc la loi Px, de X; est la loi uniforme % Ou encore, pour appliquer (6.1 :

. Lxn?~' 1

car 1 seule possibilité pour w; et n possibilités pour les w; o j # .
13. Pour j # i et h,k € [1,n]|n, on a :

P((Xi=k) N (X;=h)) = P({w:wi =k et w; = h} = o = ni = P(Xi=k)P(X; = h).

Donc les variables sont indépendantes.
14. Soit i € [1,n]y fixé.

E(X;) = Z z; Px, (z;) Z]PX Zjl:l n+ )_(n-l—l).

n 2
z;€[1,n]N

p(n+1).

E(S) = B(X1) + ... + B(Xp) = =—

BE(X})= Y aiPx(z)) Z l:% +1)(2n+1):(n+1)22n+1).

z;€[1,n]y = n 6

N 2y ve_ (n+D)@2n+1) (m+1)? n+1 N s DN

V(X;)=E(X;)—E(X;)” = 5 ) =7 (4n+2—-3n-3) = 5 (n—1) = B
- n?—1
S = VX»; — Ccov Xi,X' = 70,
) ; (X7) FZ (X:, X)) = p—5
i#]

car cov(X;, X;) = 0 quand i # j, les variables aléatoires étant indépendantes. .

Exercice 6.2 Méme énoncé qu’a l'exercice précédent [6.1] sauf qu’on suppose maintenant les ti-
rages sans remise (donc ici p < n).
21. Donner I'univers et son cardinal.
22. Montrer que la variable X; suit une loi uniforme & définir.
0 sik=h,
23. Veérifier que, pour h,k € [1,n|y et ¢ # j, P((X;=k) N (X;=h)) = ELh
n(n—1) stk #
Les variables X; et X; sont-elles indépendantes ?
24. Calculer E(X;) et V(X;).
25. Calculer cov(X;, X;) et V(S).
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60 6.2. Epreuve de Bernoulli et loi de Bernoulli

Réponse. 21. ) est 'ensemble des résultats des tirages sans remise, card() = AY = (n’_‘—'p),
22. Pour k € [1,n]y :

AlAn—l 1 % (n:l)!
Pl Xi(w) = k) = =32t = — Gl = &= P (k)
P (n—p)!

23. Pour h = k, le tirage étant sans remise, on ne peut pas avoir X; = k en méme temps que X; = k,
donc P((X;=k) N (X;=k)) = P(0) = 0 # P(X;=k)P(X;=k). Donc les v.a. ne sont pas indépendantes.
Pour h # k on a :

An,g §n72;! 1 1
P((X;= X,=h)) = —2=2 — (n=p)! _ =),
(n—p)!
(On vérifie de nouveau que les v.a. ne sont pas indépendantes.)
24. Méme calculs que précédemment :
2 —
E(Xi):nJrl’ E(Xf):w, V(Xi):n 1_
2 6 12
25. On a cov(X;, X;) = E(X:X;) — E(X;)E(X;), avec, pour 4 # j :
1 1 -
XiXj)= >, WP(X=R)N(XG=h)=mm—y > hk=rmme ) K D B
h,k=1,...,n hk=1,..., n k=1 h=1,..., n
h#k h#k
avec Z = Z h)fk:n(nJrl)fk.D’ofl
h=1,..., h=1,..., n
h#k
1 nn+1) < U 1 nn+1)nn+1) nn+1)2n+1)
E(X:X;) = — = —
(XiX5) n(n—l)( 2 ;k kzlk) n(n—l)( 2 2 6 )
413 +3m—4n—-2 n+13n°-n-2 n+ln-1)Bn+2) (n+1)(Bn+2)
T on-—1 12 T n-—1 12 -1 12 N 12 '

D’ow, pour i # j :

cov(X:, X;) = B(XiX,) — B(X))E(x;) = (ot DBnt2)  (nt 1)’

12 4
(e 1)Bn+2-3n—-3) n+l
- 12 = O
D’ou :
p
(n+1)(n—-1) n+l _pn+1)(n—p)
= X Xi,X' =-p—r —1 — ,
V(S) Z; V(Xi) + j; ) cov(Xi, Xj) = p 5 p(p— 1) 5
= =L
résultat différent du précédent. un

6.2 Epreuve de Bernoulli et loi de Bernoulli

Correspond a un lancer de pile ou face pour une piéce équilibrée ou non.

Définition 6.3 Une épreuve de Bernoulli est une expérience a deux issues (distinctes) dites succes
et échec.

Soit a et b les issues d’une épreuve de Bernoulli, a correspondant au succés et b & 1’échec, a # b.
Ici Q = {a, b} est l'univers des issues.

Définition 6.4 Soit p €]0, 1[. La probabilité P : Q — R définie par :

P(a) = p, Pb)=1-p noté q. (6.3)

est appelée loi de Bernoulli. (Il est immédiat que P = pd, + ¢d, est une probabilité sur €.)
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61 6.3. Processus de Bernoulli

Soit X : Q — R la v.a.r. définie par, avec a # (3 :
X(a) = q, X (b) =B, (6.4)
a (resp. B) étant le “gain” correspondant au résultat a (resp. b).
Définition 6.5 L’ensemble E = {«, 5} est appelé I'ensemble des états.
La loi de Bernoulli s’exprime au travers de la v.a.r. X par :
Pe(@)=p (=P(X=a)) et Px()=q (= P(X=H)). (6.5)
Définition 6.6 Cas particulier « = 1 (gain en cas de succés) et § =0 (gain en cas d’échec) :

Px(1)=p,  Px(0)=1—p"L¢,. (6.6)

Ce cas particulier est appelé “I’épreuve de Bernoulli”.

6.3 Processus de Bernoulli

On renouvelle la méme expérience de Bernoulli r fois, o » € N* (éventuellement infini), chaque
expérience donnant pour résultat soit 1 (dit succes) soit 0 (dit échec). L’univers des résultats (des
7 tirages avec remise) est Q = {0,1}" (ou bien {0,1}""). Pour i € [1,7]x (ou bien pour i € N*) on
note :

Q —{0,1}CR

X; : 1 siw; =1, (6.7)
o'}:(wl,wg,...) —>X,-(<D):wi:
0 siw; =0,

la v.a.r. donnant le résultat du i-éme tirage ('opérateur de projection sur la i-éme composante).
Ici Pensemble des états est £ = {0,1}.

Exemple 6.7 r =4 : le 4-uplet & = (1,0,1,1) € Q est une issue (un vecteur a 4 composantes), et
X2(Wd) =0, X3() =1... n

On suppose que la suite (X;);=1,.., (ou bien (X;);en+) est i.i.d., i.e. est une suite de v.a.r.
indépendantes identiquement distribuées, i.e. indépendantes toutes de méme loi : il existe p €]0, 1]
t.q. pour tout i = 1,...,r (ou bien i € N*) :

Px,(1)=p=P{&J:w; =1}) et Px,(0)=1-p note q=P{&:w; =0}), (6.8)

avec p = probabilité dite de succes, et ¢ = 1—p = probabilité dite d’échecs.

Définition 6.8 Soit I = [1,r]y ou I = N*. Le processus (X;)iecs est alors appelé processus de
Bernoulli de paramétre p.

6.4 Loi binomiale et tirages avec remise

But : compter le nombre de succés d’un processus de r épreuves de Bernoulli d’issues a et b
(par exemple a = pile et b = face).
On note 7; la projection sur la i-éme composante :

. R" - R 6.9)
T F = (@1 e 1) — (@) = 3 '
Sur Q = {a,b}" on définit :
Xi=1 d Xi(@) = Ly (ws) =lstw =a, (6.10)
i = 1{a} © T4, onc i = l{a}\Wi) = . .
{a} ©7F “ {a)¥ =0siw; =0,

et :
Q —- N

S, : (6.11)

& = S.(d) def Z X;(&) = le nombre de succes,
i=1

on dit aussi que S, (J) est le “nombre de visites en a” de l'issue &. En particulier S,(J) € [0, 7]y.
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62 6.4. Loi binomiale et tirages avec remise

Exemple 6.9 Pour r =4 et & = (1,0,1,1), on a Sy(J) = 3. oa
Exemple 6.10 On lance r fois une méme piéce : a = pile et b = face. =

Exemple 6.11 Emetteur de particules, avec a la zone cible et b la zone hors cible. Et S, donne

le nombre de particules, parmi r, ayant atteint la cible =

Exemple 6.12 Controle qualité : on extrait r objets d’une production donnée, avec a si 'objet
est bon et b si I'objet est défectueux. Et S;. donne le nombre de bons produits parmi r. u

On veut calculer la probabilité Ps (k) = P(S,=k) d’avoir k succés aprés r tirages.

Proposition 6.13 et définition. Si p € [0,1] est la probabilité d’obtenir a quand on fait une
expérience (un tirage), alors la loi de S, est donnée par, pour k € [0,7]y :

P, (k) = CEpt(1—p)™=* P2 p(kir, p). (6.12)

T

La loi de S, est notée :
Ps, = b(r,p) (6.13)

et appelée loi binomiale de paramétres r,p. Ainsi b(k;r,p) = b(r,p)(k) est la valeur de la loi
binomiale pour k succés.

En particulier P, = b(1,p) est la loi de Bernoulli.

Autrement dit, si ¢ = 1—p (probabilité d’obtenir b pour un tirage), on a :

b(k;r,p) = Crptq™F.
Ce sont les termes du développement du binéme (p + q)", d’ou le nom de cette loi.
Preuve. La loi de S, est une loi discréte & valeurs dans [0, 7]y, et donc entiérement déterminée si

on connait les Ps, ({k}) —noté Ps, (k) pour tout k € [0, r]n.
C* est le nombre de possibilités pour que dans & € {a,b}" on ait k fois a. Et pour chacune de

ces possibilités, la probabilité est p¥q"~* (on a k fois a donc r—k fois b). u
9 EN 4 o1 4 1 1 1 7“!
Exemple 6.14 Cas r lancers d’une piéce équilibrée (p=3) : on a b(k;r, 5) = Z_W En
ki r—k)!
1 1
particulier b(r;r, =) = —, probabilité d’obtenir r piles de suite. =

2 2r’

6.4.1 Application aux statistiques : échantillons de taille r avec replacement.

On considére le cas d’une population S = {az, ..., a, } de taille |S| = n. On suppose S = 51 US>
avec S1 N Se = 0 (la population est partitionnée en deux sous-populations distinctes S; et Sz). On
note ny = |S1], et on note :
ny

= .14
b1 n (6 )

la proportion de la population qui se trouve dans Sy, i.e., la probabilité pour qu’un tirage équipro-
bable donne un élément de S;.

On s’intéresse aux “échantillons de taille r avec replacement” (cf. définition page B0) :
notre univers est 2 = S”, et & = (w1, ...,w,) € Q est un résultat possible (une suite de r tirages),
la valeur w; étant I’élément tiré au i-éme tirage, avec donc w; soit dans S soit dans Ss.

On définit la variable aléatoire :

Q —-N
X1:4 . L. (6.15)
@ — X;(&) = le nombre de composantes de & qui sont dans St

i.e. X1(&) est le nombre de personnes appartenant & S; dans I’échantillon .
De méme on définit X5 relatif & So, avec donc :

X1(@) + Xo(@) =1, (6.16)

pour tout w.
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63 6.5. Lot multinomiale

Proposition 6.15 La loi de X; est la loi binomiale b(r,p1), cf. (613) :
Py, = b(r,p1). (6.17)
Autement dit : pour 0 < k <r :
Px, (k) = b(k; 7, p1) (= CEpy(1=p1)""). (6.18)

Idem, la loi de X5 est Px, = b(r,p2) ot po = 1—p; est la proportion de la population qui se trouve
dans Ss.

Preuve. Soit & € S"; &J = (w;)i=1,...r est une suite finie (ordonnée).

L’événement (X1=k) = {& € S" : X1(&) = k} est Pensemble des suites J dont k termes sont

dans S; : son cardinal est le nombre de combinaison C¥, cf. paragraphe[LZ2l Et la probabilité de
tirer un élément ¢ dans (X;=*k) est p¥(1—p;)"~*. Donc Px, (k) = C*p¥(1—p1)" =% = b(k;7,p1). =
Exercice 6.16 Montrer que les lois X; et X5 ne sont pas indépendantes.
Réponse. Cest évident avec le lien de dépendance ([GI6). Calcul : si k, ¢ € [0,7]n et k + £ # 7, alors
P(X1=k, X2=() =0, alors que P(X1=k) et P(X2=/) sont non nuls, cf. (6I8). un
6.5 Loi multinomiale

Plutot que de lancer r fois une piéce a 2 cotés, on lance r fois un objet a ¢ cotés, £ > 2. Soit :

V ={ai,..,as} (6.19)
Pensemble des ¢ valeurs (résultats) possibles. (Le cas £ = 2 vient d’étre traité.)
Exemple 6.17 On lance r fois un dés a ¢=6 faces, et V = [1, 6]x. ua

Soit r tirages avec replacement : 'univers est :

Q=V", (6.20)

et un & € Q (un événement) est de la forme & = (w1, ...,w;,), ot w; € V pour tout ¢ = 1,...,r.
Soit p; la probabilité d’apparition de a; (aprés un lancer) pour ¢ = 1, ..., £. On note :

p=(p1,-pe);  prtetpe=1 (6.21)
Soient les v.a.r., pour i =1,.... ¢ :

X V' =N
"1 @ — X;(&) = le nombre de composantes de & qui valent a;.

On dit aussi “le nombre d’éléments de la suite & qui valent a;.
Exemple : pour & = (2,5,1,5,6,3) on a X4(&J) =0 et X5(d) = 2.
En particulier (longueur de la suite &) :

X1(O)+.. 4+ X&) = (6.22)
On notera :
Q0 — N
o X1 (@
X = (le "'7XZ) : > noté 1,( ) (623)

G = X(w) = (X1(d),..., Xe(@)) = :
Xo(&)
le “vecteur aléatoire” de composantes les X; (v.a.r.). On dispose de la notation :

P(X = (k1, ..., ko)) = P((X1=k1) N ... N (Xp=ke))

y
BEE Pk, s ke),

(6.24)

probabilité d’obtenir un tirage contenant exactement k; fois a; pour i =1, ..., £.
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64 6.6. Loi hypergéométrique : tirages sans remise, avec ou sans ordre

Proposition 6.18 et définition. Pour k= (k1,....,k¢) € N', quand ky + ... + k¢ = r, la Ioi de X
est donnée par :

r! . oté -
k'p’; Lt MEC bk p). (6.25)

Pg(ky, ... ke) = Fildal

La Ioi de X est notée :
Py = b(r,p), (6.26)

appelée la loi multinomiale de paramétres r,p. Ainsi Pg(k k) = b(r, p)(k) = b(k;r, p) est la valeur de
la loi pour le résultat k.

Preuve. On applique (L28). ua

Exemple 6.19 On considére le cas d’une population S de taille |S| = n, et on s’intéresse aux
échantillons de taille » avec replacement.
On suppose la population divisée en ¢ sous-populations distinctes Si,...,S¢ (par exemple en

“classes d’age”), et on note p; = ‘Isgl‘ € [0,1] la proportion de la population qui se trouve dans S;.

On note & = (w1, ...,wy) € S” un résultat de r tirages. On définit les variables aléatoires, pour
i=1,..0:

X Q2 =N
"1 & = Xi(&) = le nombre de composantes de & qui sont dans S;.

Soit X (@) le vecteur de composantes les X;(@). Alors la loi de X est la loi multinomiale b(r, 7),

cf. ([628), donnée par (625]). wa

Exercice 6.20 Loi trinomiale (cas ([625) avec £ = 3). Montrer lorsque as = ag (ces résultats sont
indistinguables) que la loi trinomiale se réduit & la loi binomiale b(r,p) ot p = p; (et ¢ = 1—p1).

Réponse. Il n’y a que deux issues possibles. On pose p = p1 et ¢ = p2+p3s = 1 —p. On pose Y (J) = X1 (w)

= le nombre de composantes de @ qui valent a1, P(Y = ki) = b(k1;r,p) = mpqu' k1 Veérifions
que :
P(Y=k)= >  P(Xi=ki, (X2, X3)=(k2,ks)).
ko+kg=r—k1
Avec ([6.23)), pour ki fixé, on a :
r—ky
P(X1=k1, (X2, X3)=(ka, k) —’“2*’“1’“2
Z (1 17( 2, 3)(273 plk|zk2 T—k1—k) D3

ko+kg=r—ki

Il faut donc vérifier :

r—ky

1 \r—k1 k2 r—ki—ko
kP2t ps) Z Jea! r—k:l—k: P2 P

r—ky

_ 7" - k1 ko r—ki—ko
N T—kﬁl ! Z kg r—kl k,‘g)!pg p3 ’
2

O K . I.I

6.6 Loi hypergéométrique : tirages sans remise, avec ou sans ordre
6.6.1 Cas de 2 issues

C’est la loi correspondant aux tirages sans remise ot on tient ou pas compte de lordre, cf. (2.28)
et (Z29) : ce sera la méme loi dans les deux cas.

Cadre : soit S une population de cardinal n > 2.
Soit S = S7 U S5 une partition de S. On note :

|S| = n, |S1] = na, |S2| =no =n —ny, = (n1,n2). (6.27)

Exemple 6.21 S est un ensemble de piéces, S; est 'ensemble des piéces défectueuses.
S est lalphabet, S; est le nombre de voyelles. u
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65 6.6. Loi hypergéométrique : tirages sans remise, avec ou sans ordre

On suppose les tirages équiprobables. On note :

ni n2

p1=—, p2=—=1-ps, 7= (p1,p2)- (6.28)
n n

Soit 2 C S, ou Q est 'univers des tirages de taille r € [1,n]y sans remise, ordonnés ou non.
Donc un échantillon est un élément & = (wy,...,w,) si on tient compte de l'ordre, et un élément
& = {w1,...,w,} si on ne tient pas compte de 'ordre, ot w; € S1 U Ss et w; # w; pour tout i # j.

On définit les variables aléatoires, pour i = 1,2 :

Q —N
X; { (6.29)

& = X(J) d:ef le nombre de composantes de & qui sont dans S;.

Exemple 6.22 X; compte le nombre de piéces défectueuses dans ’échantillon de taille r, et donc
X5 compte le nombre de piéces correctes.
X1 compte le nombre de voyelles dans un mot de r lettres. =

But : Connaitre la probabilité pour que X;(&) = kq, pour k1 € [0,n1]y, i.e. on veut connaitre
Px, (k1), i.e. on veut connaitre la loi Px, de X;. (Remarque : si k1 > n; alors Px, (k1) =0.)

Exemple 6.23 Connaitre la probabilité qu’il y ait k; piéces défectueuses dans I’échantillon &.

Connaitre la probabilité qu’il y ait k; voyelles dans le mot &.

Remarque : on s’attend (intuitivement) & ce que la probabilité « & contient k; fois un élément
de S7 » ne dépend pas du fait qu’on tienne compte, ou pas, de I’ordre d’apparition des k; éléments :
ce qui compte c’est qu’on en ait obtenu k;. u
Proposition 6.24 et définition. Soit k1 € [0,n1]y, et soit ko = r — k1. On suppose k2 € [0, na]n.
On note k = (k1,k2). La loi de X, est donnée par :

CFk1 Ok 4 .
Py, (k) = =212 M2 B (ks i, v, ), (6.30)
&4
et H(fi,r,p) est appelée la loi hypergéométrique de paramétres i = (ni,n2), r et p = (p1,p2),
quand n = ny + no. )
Et Px, (k1) = H(#,r,p)(k) ="0% H(k;#,r,p), aussi égal a Px, (ks).

Preuve. r tirages sans remise dans une population de taille n.

1- L’ordre dans I’échantillon est pris en compte. Le nombre total d’arrangements dans la popu-
lation S est A7,. Le nombre d’arrangements possibles dans la population S; est A% (car k; tirages
dans une population de taille n;) . Et il y a C*' combinaisons possibles de distributions de k;
éléments parmi r. D’ou :

Ak Ak2 ! ! ! ) Ck1 Ok
P()(1 — kl) — Clkl nifing T i no (n 7“) _ Gnl Gns
A kilka! (n1 — k1)! (n2 — ka)! nl! cr

2- L’ordre dans 1’échantillon n’est pas pris en compte. Le nombre total de combinaisons est C,.
Le nombre de combinaisons possibles pour les éléments de S; est Cﬁf;. D’ou :
CkiCk2

kl) — ni no .
Ch

P(X,

Exemple 6.25 Population S = {Ry, R, N} = S1US2, ot S1 = {R1, Rz} contient les deux boules
rouges et Sy = {N} la boule noire. On extrait successivement 2 boules (tirage sans remise), et on
s'intéresse & P(X; = 1).
1- Cas ou on tient compte de 'ordre. L’univers est

Q= {(Rl, RQ), (Rl, N), (RQ, Rl), (RQ, N), (N, Rl), (N, RQ)} de cardinal A% = 6,

et P(X1 = 1) = P({(R1, N), (Ra, N), (N, R1), (N, R2)}) = § = 3. On vérifie que 25 = 3.
2- Cas oul on ne tient pas compte de 'ordre. L’univers est
Q= {{Rl, Rg}, {Rl, N}, {Rg, N}} de cardinal 032 = 3,
et P(X1=1)=P{{R1,N},{R2,N}}) = % ua
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66 6.6. Loi hypergéométrique : tirages sans remise, avec ou sans ordre

Exemple 6.26 Jeu de cartes S = {si,..., 852} de 52 cartes, 4 joueurs et 13 cartes distribuées
par joueur (= une main). On veut connaitre la probabilité d’avoir 0, 1, 2, 3 ou 4 as dans une

main. Ici S = les 52 cartes, n = |S| = 52, S; = les 4 as, ny = 4, @ = (4,48). Une main est
notée @ = (w1, ...,w13) (13 cartes). (L’univers Q des mains possibles a pour cardinal |Q| = C33.)
—. k~13—Fk
Donc, pour k; € [Oa 4]7 on a P(Xl = kl) = H(ﬁv 13, k) = C4g§§ = k!(4fk)!%!1%383163)!!3(3!5+k)!52!' Done
P(X; =0) ~0.30, P(X; = 1) ~ 0.44, P(X; = 2) ~ 0.21, P(X; = 3) ~ 0.04, P(X; = 4) ~ 0.003.
Méme résultat si on prend en compte 'ordre des cartes dans une main. =

Proposition 6.27 (Convergence de la loi hypergéométrique vers la loi binomiale.)
Quand on fait tendre n — oo (la taille de la population est infiniment grande), si le rapport :

p1 = "L _ constant €]0, 1] (6.31)
n

(le pourcentage de piéces défectueuse ne dépend pas du nombre de piéces fabriquées), alors :
H(it,r,p) — b(r,p1). (6.32)
n—oo

Et le résultat est conservé quand on remplace " = p; constant par : Ip €]0, 1 t.q. lim, o, =+ = p1.
Autrement dit, notant p; —def BLoet pon = 1—pin, SiPp1n —Fn—oo P1, alors, pour ky € [0, 7]y

et ko =r — ki avec ki <nj et ko <ng,on a:

Okl CkQ
Pi,n ~P2,n k1, k1, ko
cr e Crtpy'py®. (6.33)
Et dans ce cas, on peut remplacer le calcul (6.30) (cotteux) de la loi hypergéométrique par le calcul
de la loi binomiale.

Preuve. Ici, comme 0 < p; < 1 on a ny,ne — oo quand n — oo. Fixons 7 et k1 (qui eux ne
tendent pas vers Uinfini), puis ke =r — k1 :

ChiCh> B ny! na! rli(n —r)!
Cr " Eillny — k) Bal(ns — ko)l !
! ny! na! (n—m)!
k'R (ng — ky)! (ng — k2)! n!
OB CTC
n=co kilky! n7 " in n

6.6.2 Cas (¢ issues

Plus généralement, soit un entier £ > 2 et soit une partition S =57 U...U Sy de S. On note :
ni

n =19, n; = |Sil, pi= (6.34)

ot donc p; est la probabilité de présence dans S; (tirage équiprobable), et Zle pi=1.

Exemple 6.28 S un ensemble de piéces, £ = 3, S; ’ensemble des piéces sans défaut, So I’ensemble

des piéces avec défaut mais vendables & prix réduit, S3 ’ensemble des piéces invendables. u

Soit r € N* et soit ) 'univers des suites de r tirages ordonnés ou non. Donc un élément de )
est une suite J = (w1, ..., wr).
On définit le vecteur aléatoire (la variable aléatoire & valeurs vectorielles) :

0 — N

X1 (%) = le nombre de composantes de & qui sont dans Sy (6.35)

X (&) = le nombre de composantes de & qui sont dans Sy
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67 6.7. Loi géométrique (nombre d’échecs successifs, ou temps d’attente)

Proposition 6.29 Soit (k1,...k¢) € NC t.q. ki + ...+ ki =1 et k; < n; pour tout i =1,....¢. La loi

de X est donnée par:
- Ck1..Cke
P(X = (kla ak€>> - %7 (636)
n
et cette loi est appelée loi hypergéométrique H(ii,r,p) (ou loi polygéométrique), ot on a noté
t cette loi est lée loi h bométri H(n loi polygéométri ] té
= (ny,..,ne) et = (p1,...,ps), ainsi que n =ny + ... + ny.

Preuve. Méme démarche que la démonstration de la proposition =

Exemple 6.30 Soit S un ensemble de boules de k couleurs différentes, & > 2. On pose S =
S1U...U Sy, ot les sous-populations S; sont disjointes 2 & 2. On pose n = |S|, n; = |S;| et p; = 2.
Pour un tirage sans remise de m boules, on pose P, ... m, la probabilité de tirer m; boules de 5,...
, my boules de Sk (avec donc m = my + ... + my si on veut une probabilité non nulle). On a :

cm O
Proyomie = Tk (6.37)

6.7 Loi géométrique (nombre d’échecs successifs, ou temps d’attente)

On considére n épreuves de Bernoulli, n > 1, de résultats a ou b.

On pourra interpréter a comme un succés et b comme un échec.

Soit p = P(a) et ¢ = 1—p = P(b). Soit X la v.a.r. qui donne le premier tirage ot on obtient a
(on obtient le premier succés) :

[a,0]" =N,
X i oll w; est le premier a si ¢ existe, (6.38)
@ = (w1, .eywpn) — X(&) =
n+1sid = (b,...,b),
Donc, pour k € [1,n]y :
X@) =k <= Vj=1,..k-1, w;j=b, etw,=a. (6.39)
Donc :

Px(1)=p, Px(2)=gqp, Px(3)=¢’p,.... Px(k)=¢"'p, Px(n+l)=q" (6.40)

Définition 6.31 La loi géométrique de paramétre p est la loi de probabilité P définie sur N* (cas
d’une infinité d’épreuves de Bernoulli) par, pour p €]0, 1[, notant ¢ = p—1 :

Pk =d"""p  (=(1-p)" 'p). (6.41)

(La suite (ug)ren = (P({k}))ken est une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme p.)
Autrement dit :

P=>q¢""'po, (6.42)
k=1

ot d; est la masse de Dirac en k. (On vérifie que P(N) =372 ¢ 'p=p >0 ¢" = pt; = 1.)
Proposition 6.32 Pour la loi géométrique, quand 0 < p <1 et ¢q=1—p, on a :
P(X > k) =q", (6.43)

i.e. la probabilité d’au moins k échecs successifs est ¢* ; et donc P(X < k) = 1 — ¢* (probabilité
d’avoir au moins un succés apres k tirages).

Et le premier succés arrive de fagon presque certaine aprés un nombre fini k d’épreuves (mais
on peut attendre longtemps...). Autrement dit P(X=00) = 0.

Preuve. P(X > k) = P(X € [k+1,00)) = ¢*p+ " p+... = ¢"p> 1oy ¢" = qkpl%q =¢*. (Et on
vérifie que P(X < k) :pi;é ¢ = p%{; =1—4").
Et P(X = k+1) = p¢* P 0 donne klim P(X=k) =0, soit P(X=00) =0 avec (2.9).
—00 —00

(Ou encore, pour tout € > 0 on a P(X = k) < e dés que k est assez grand.) ..
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68 6.8. Loi normale (gaussienne) N(m,a?)

6.8 Loi normale (gaussienne) N (m,c?)
Définition 6.33 Soit m € R et soit ¢ > 0. Soit p : R — R donnée par :

1 t—m)?
e~ T (6.44)

Mﬂ:UQF

La probabilité P de densité p est appelée “loi de gauss de moyenne m et d’écart type o”, et notée :
P = N(m,o?), (6.45)

encore appelée “loi normale de moyenne m et d’écart type ¢”. (On verra plus loin qu’effectivement
m = la valeur moyenne, et o = ’écart type).

Quand m = 0, la loi P = N(0,0?) est dite centrée.

Quand m = 0 et 0 = 1, la loi P = N(0,1) est dite “loi normale standard” : la densité de
probabilité est alors donnée par la gaussienne centrée réduite :

—
o+
S

dP = p(t)dt ou p(t) = ez, (6.46)

o=1/4

FIGURE 6.1 — Densités de probabilités gaussienne centrée N(0,02) pour 0 =1, 0 = % et 0 = i.
Et P([—ao, ao]) = aire sous la courbe entre les abscisses t = —ao et t = ao. Voir tables de loi de
la gaussienne.

La loi P = N(m,0?) est donc donnée par :

(t=m)?

27 dt. (6.47)

1 b
P(la, b)) = —— e
() = — |
On vérifie que [, p(t)dt = 1, cf. (I33), et P est bien une probabilité.
On montre que P —(>) dm la masse de Dirac en m, voir cours de distribution.
o—

Notation : on pose pour m € Ret o =0:
N(m,0) = . (6.48)

Remarque 6.34 Si X est une v.a.r. on notera Py = Po X! laloi de X. Et dire que Px suit
la loi A(m,0) signifiera Px = d,,, donc la valeur m est la valeur certaine pour X. Autrement dit
Px = N(m,0) ssi X est la v.a.r. constante X = mlg (fonction déterministe). un

Proposition 6.35 Soit X : Q=R — R une v.a.r. de Ioi N'(m,0?), ot m € R et o > 0. Alors
Y = L(X —m) est une v.ar. de loi N(0,1) (Ioi normale standard = loi de densitée gaussienne
centrée réduite).

Et plus généralement, si Px = N(m,0?), ot m € R et o > 0, alors toute translatée-dilatée
Z = a+ BX est de loi gaussienne, pour «a, 3 = 0.
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69 6.9. Loi exponentielle (durée de vie d’une particule radioactive)

Preuve. Y ([c,d)) = {w : 2" ¢ [¢,d]} = X~ !([m+oc, m+od)).

— 7 _ m-+od _ (@=—m)?
Done Py ([e,d)) = P(Y (e, d))) = P(X " (Im+oe,mtod)) = [0 1= 58 da =
(w2
[ e dy.

Yy=c /27
Démonstration similaire dans le cas général quand 8 # 0. Et si 8 = 0, alors Z = « est une
v.a.r. constante (fonction déterministe) de loi N (a,0) = d,. o=

6.9 Loi exponentielle (durée de vie d’une particule radioactive)

Définition 6.36 Soit A > 0. La probabilité sur R; de densité p : Ry — R donnée par :
p(t) = Xe ™, (6.49)

est appelée loi exponentielle de paramétre A. C’est donc la probabilité donnée sur Q = R, par :
b
P([a,b]) :/ Ae Mdt (= e M — M), (6.50)

Sa fonction de répartition est (immédiat), pour ¢t > 0 :
(P(0.) =) FH)=1-¢™ (6.51)

Cette loi est une trés bonne modélisation de la désintégration d’une particule radioactive au
cours du temps : on note X : ¢t € Ry — X(¢) la (quantité de) radioactivité d’une particule au
temps ¢t. On note 7 = % appelé “temps caractéristique” (dimension d’un temps, et ainsi P([a, ])

est sans-dimension : c’est un pourcentage). Alors :

4 (6.52)

T

FX(T):PX([O,T]):/O Lotar—1—e

est la probabilité de désintégration de la particule dans lintervalle [0,T] (avec Fx la fonction de
répartition de Px). En particulier Px (R ) = 1, et la particule a perdu, de maniére certaine, toute
sa radioactivité au bout d’un temps infini.

Et :
def

Gx(t) € P(t,o0]) =1— Fx(t) =€~ (6.53)

est la fonction décroissante (de 1 = 100% vers 0) qui mesure la quantité de radioactivité restante
a l'instant ¢, avec pour unité de mesure : radioactivité = 1 & 'instant ¢t = 0.
La demie durée de vie de radioactivité est le temps #; 5 tel que :

1
Px([0,t1/9]) = 3 (6.54)
Comme Px ([0,t1/5]) =1 — e’tl#, on aty/s = —7In(}), soit :
t1/2 = Tln(2) ~ (.69 T, (655)

d’ott la signification du temps caractéristique 7 = % = 111(/22) >~ 1.441, .

Exercice 6.37 Soit X : Ry — Ry v.ar t.q. P(X > s) > 0 pour tout s > 0. Montrer que X a la
“propriété de non vieillissement” :

Vs,t e R}, P(X >t+s|X >t)=P(X >s) <= X suit une loi exponentielle.  (6.56)

Réponse. <. Hypothése px () = Ae ™. On a P(X > t4s|X > t) = HEZLIAE0) _ PEate)

1—F(t+s) _ e~ A(t+9) —As

— ==m T ¢ -

' F:><t.)Hypothés(e)P(X >t+s| X >t) = P(X > s), pour tout s,¢£ > 0. Donc P((X > t+s))N (X > 1)) =
P(X > t)P(X > s),s0it P(X > t+s)) = P(X > t)P(X > s), soit G(t+s) = G(t)G(s) ou G(s) =1—F(s).
Avec F est croissante (fonction de répartition), donc G décroissante. Avec hypothése P(X > s) > 0 pour
tout s > 0, donc G est non nulle. Donc il existe A € R} t.q. G(s) = e **. Donc F(s) =1 — e~ **. Donc P

a pour densité F'(s) = e un

69



70 6.10. Loi de Poisson (ou loi des événements rares)

Lien avec la loi géométrique : soit X une v.a.r. telle que Px suit la loi géométrique de paramétre
p €]0,1], et on pose ¢ = 1 — p, et soit Y une v.a.r. telle que Py suive la loi exponentielle de

paramétre A. Donc, cf. (G43) et €53) :
P(X >n) =q" =erlosd = g7~ loga), et P(Y >n)=e "\
Si:
A = —logg,

alors la loi de probabilité géométrique discréte Px peut servir a approcher la loi de probabilité
exponentielle continue Py, au sens ou P(X > n) = P(Y > n) pour tout entier n.

Remarque 6.38 Le temps caractéristique 7 est en fait ’espérance (le centre de gravité) de la loi
exponentielle : par intégration par parties :

& 1 [/ Sty Ctieo Ctiso

E= tp(t)dt = — te T dt =+ e rdt—[te 7|0 =]-Te 7] —0=r1.
0 T Jo 0

Et le moment d’ordre 2 est = 72 : par intégration par parties :

/ t2p(t) dt = 7.

0

1«

1 “est vraiment” une grandeur caractéristique de la loi exponentielle. =

Donc 7 =

6.10 Loi de Poisson (ou loi des événements rares)
(Siméon Denis Poisson, 1781-1840.)

Définition 6.39 Cas Q = N et tribu P(N). Soit A > 0. La loi de Poisson de paramétre A est la loi
de probabilité P définie pour k£ € N par :

k ,
P({k}) = 27 e "2 (k). (6.57)

(On vérifie que P(N) = Y P({k}) = e > Sy Ar = e 2ed = 1)
La loi de Poisson est appelée la loi des événements rares, voir proposition [6.40] et remarque [6.41]

Proposition 6.40 Soient n épreuves de Bernoulli identiques d’issues a ou b. Soit A > 0 fixé. On a,
pour ke N :

. A AR
r}l_}rr;@ b(k;n, E) =e "o (6.58)
En particulier (aucun événement ne se produit pour cette loi) :
lim b(0; é) = (6.59)
Jm b0, 2y = -

(Appeler convergence étroite : la mesure P, converge vers la mesure P.)

Preuve. Soit A fixé. Notons p,, = % On a b(k;n,pp) = Wik)!pﬁ(l—pn)"“k.
Pour k = 0 on a b(0;n,p,) = (1—p,)™ (que des échecs), soit b(0;n,p,) = (1—2)" —, 00 e
Pour k € N* on a (n%ﬂ),pﬁ =n(n—1)...(n—k+1)(2)* ~ \* quand n — occ.
Et (1—pp)" % = e(n=PIn(=5) — c(n=k)(=3+0(3)) = ¢=2ka+0(D) ~ e~ quand n — co. o

Remarque 6.41 - Interprétation - On considére n tirages pour n “trés grand”, et on s’intéresse

au cas d’une loi de Bernoulli b(n, p) pour p < 1 (succés “trés rare”). Posant A = pn, la probabilité
b(k;n, %) d’obtenir k fois un succés est “bien approximée” par la valeur e’/\)‘k—f quand k£ <€ n
(I'équation (658) suppose k fixé et n — oo) : cela permet d’éviter le calcul de b(k; n,p) = CrkpFgn—F
difficile a faire (essayer avec B(2;1000, ﬁ) Et méme pour k = 0, le calcul de b(0;n,p) = ¢" est
difficile & faire (essayer avec n = 1000 et p = 1

500)-
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71 6.10. Loi de Poisson (ou loi des événements rares)

Exemple 6.42 Soit n € N*, n > 1, et la partition |J]_,[*=2, £[ de [0, 1[ en n intervalles, chaque
intervalle correspondant & un capteur de particules.

Soit m € N* un nombre fixé (petit) de partlcules

Soit py, la probabilité que I'intervalle [“=1 -, n[ contienne au moins un point, probabilité supposée

indépendante de 4. Soit a > 0 fixé, on pose :

L”r

o
Pn = —,
n

On g’intéresse au cas p, < 1, modélisé par p, — 0 quand n — co.
Soit X la v.a.r. qui compte le nombre d’intervalles occupés par les m particules : on suppose que
Px (k) = b(k;n, p,) (probabilité pour que m points distribués au hasard soient dans k intervalles).
En particulier :
Px(0) = b(0; 1, pn) = (1—pn)" (;“O e )

est la probabilité “toutes les particules sont a ’extérieur de [0, 1[” (aucune particule n’a été détectée
dans [0,1[). Cette probabilité tend vers la limite finie e~® constante, probabilité pour que les
particules & détecter ne parviennent pas aux capteurs.
Donc f(a) =1 — e~ est la probabilité d’avoir au moins un point [0, 1].
k

Et b(k;n,pn) ~ e~ %9 = p(k; a) quand n — oo, cf. ([658). oa

Exercice 6.43 Soit une population de n = 500 personnes. On souhaite connaitre connaitre la
probabilité que zéro, une, deux,..., personnes soient nées le 14 juillet. Calculer cette probabilité.

Réponse. Ici b(k;n,p) = b(k; 500, 55=) est la probabilité pour que k personnes soient nées le 14 juillet, en
supposant 1’équiprobabilité des naissances (p = 365 est la probabilité de naitre le jour 7).
Le calcul exacte par exemple de b(2; 500, 365) Cgoo(%)Q(%)‘l% ne peut pas étre fait sur une petite
calculatrice de maniére évidente.
4 4 N 4 . . N . L 500
Un résultat approché peut étre calculé par la loi de Poisson a l'aide de ([€58) : ici A = np = 3g;.

Ici k=0,1,2,3,4 < n=>500,et A =pn = ggg < 500 = n rentrent dans le cadre de "approximation :

Px (k) ~ e*“ Et donc Px(0) ~ 25%, Px(1) ~ 35%, Px(2) ~ 24%, Px(3) ~ 11%, Px(4) ~ 4%,
Px(5) ~1%...

(Pour 333 personnes ~ population d’éléves de 'ISIMA : Px(0) ~ 40%, Px (1) ~ 37%, Px(2) ~ 17%,
Px(?)) ~ 5%)7 Px(4) ~ 1%...) -.-

Exercice 6.44 On considére un médicament. Soit p la probabilité (le risque individuel) qu’une
personne ait un effet secondaire. On suppose p < 1.

On prend un groupe de n personnes, n > 1.

1- Soit X la v.a.r. qui compte le nombre de personnnes qui présente leffet secondaire.

Donner la loi de X, puis Py = P(X=0) et P = P(X=1) et P(X>2). Calculer P, pour p =
et n = 10000.

2- On ne connait pas p.

On applique la régle 1 : pour Py > 5% il est raisonnable de penser observer des effets secondaires.

* Quel est le risque individuel p?

* Que vaut p pour n = 100007

* Gj ce médicament est donné & 10° personnes, combien de personnes risquent d’avoir un effet
secondaire ?

- On applique la régle 2 : pour Py > 90% il est raisonnable de penser observer des effets

secondaires. Mémes questions.

1
10000

Réponse. 1- La loi de X est la loi binomiale b(n, p). Ainsi P(X=k) = CXpF(1—p)" ™% et P(X=0) = P, =
(1-p)" =(1—2) =~ e " quand n > 1 (on a posé A = np dans ([€59)), probabilité de ne pas observer
d’effets secondaire dans le groupe de n personnes.

Pour p = m et n = 10000 on obtient Py = e~ ~ 0.37, probabilité qu’aucune personne n’ait d’effet
secondaire. Et P; ~ e~ "P(np) = O 37. Dot P(X>2)1 —0.37 — 0.37 = 0.26.
2- * On doit avoir e "? > 100 = %. Donc —np > ln% = —In(20). Donc p < 1n(50) ~ %

* Pour n = 10000 on obtient p < 53 = 0.03%.

* Avec ce p = 0.03% (risque individuel), si on donne ce médicament a 10° personnes, on aura 10° x
= 300 personnes qui risquent d’avoir un effet secondaire C’est, beaucoup.

3- * On doit avoir e "? > 20 Donc —np > —In2%. Donc p < 1202 ~ O1

* Pour n = 10000 on obtient p < 15o555 = 0.001%.

* Avec ce p = 0.001% (risque individuel), si on donne ce médicament & 10° personnes, on aura 10° x

= 10 personnes qui risquent d’avoir un effet secondaire. un

3 —
10000

S
100000
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72 6.11. Loi~ de la fonction factorielle T’

6.11 Loi v de la fonction factorielle I’

Cette loi sera utilisée dans le paragraphe suivant : loi du ki-2.
Pour un entier n > 1, on note :

I'(n+1) = n! (= ﬁ E=1x2x..x(n=1) xn). (6.60)
k=1

Et par convention on pose I'(1) = 0! = 1. Une propriété immédiate est pour n > 0 :
I'(n+1) = nl'(n), (6.61)

ainsi que, pour tout n > 0 entier :
o0
I'(n) :/ t" et dt.
0

En effet, par intégration par parties, fooo the~tdt = fooo nt"te~tdt + [t"et|5° quand n > 1, et on
retrouve I'(n+1) = nI'(n), avec, pour n =1, [~ t%~*dt = 1.
D’ou la généralisation de la définition aux réels positifs :

Définition 6.45 On note I' : R} — R la fonction définie par :
p(z) % / Fletar (= / ¢(==D108(0) 1 gpy. (6.62)
0 0

Et on généralise cette définition & tout complexe z de partie réelle > 0.
On vérifie par intégration par parties que, pour tout z > 0 :
I(z+1) = zI'(2). (6.63)

En particulier, on trouve, pour n > 1 :

P(3) = V. Dnt3) = (n—3)(n—3)-5 5

5 5 2)...55\/7?, (6.64)

car f(;)o \/ize_t dt = OOO 56_1‘/227; dy = Qf()oo ey’ dy = ffooo eV’ dy = /7.

Définition 6.46 Soit o > 0 et z € C de partie réelle > 0. La loi 7,,. dite “loi gamma d’indice o
et 2” est la loi de densité v, . : R — R, définie par :

t*7lem o §it >0,
Ya,:(t) =< T(2) (6.65)

0 sit<O.

Exercice 6.47 Vérifier que fR+ Ya,2(t) dt =1 pour a > 0.

A o OCZ e z—1 —at az o Yyz—1 — dy n
Réponse. / Ya,z(t) dt = / " e M dt = / () eV = =1. =n
0 I'(2) Ji=o I'(2) y=0 & «

En particulier :

1
M:(t) = 5 t7 e g, (1) (6.66)

Proposition 6.48 Pour toutt >0 :

(Yay * Yo, 2) (1) = Ya,y+2(1)- (6.67)
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78 6.12. Loi de X2, loi du x? (loi du ki-2 = loi du chi-2 = loi de Pearson a n degrés de liberté)

Preuve. Les fonctions étant nulles pour ¢ < 0, on a d’une part :

[e.°]

(Yo * Yo2)() = / oy (P s (t—7) dr = / (1) dr

T=—00

:/t LﬁTy—l(t_T)Z—le—aT—a(t—r) dr
7=0 F(y)r(z)

¥tz t
= 4efo‘t/ v t—r)* "t dr
z) .

L'(y)T( =0
r=tu_Q¥TE ytz—l /1 y—1 -1
— (e} z 1_ z
Tore” L T
(y+2) /1 -1 -1
= Yoy (1) =24 Y7 (1—u)* " du.
Toowt ( )F(?/)F(Z) ufou (1) "

D’autre part avec Fubini, les fonctions étant positives :

/ (')/ay*’}/az / / ’Yay "}/az(t T)dtd’l’
t=—o0 =—00 Jt=—00

:(/Tz_w%x,y( )dT)(/ Va,z(u)du) =1x1=1.

u=—00

0o 4 . 1 — [
Comme [~ _ ~ay+:(t)dt =1, on en déduit [, _ u¥'(1—u)* " du = FF(E»/y)JFrZ) , d’ott (6.67). n

6.12 Loi de X?, loi du x? (loi du ki-2 = loi du chi-2 = loi de Pearson a
n degrés de liberté)

[Chi-square distribution.|
Soit X7, ..., X, sont n v.a.r. sur un méme espace probabiliseé (Q2, T, P). On note X = (X1, ..., X;,)
(un vecteur aléatoire sur (2,7, P)), et on note :

§2 = |1 X)) L S X2, (6.68)

=1

Ainsi S? : Q — R est la fonction (la v.a.r.) définie sur (Q, T, P) par, pour tout w € § :

=Y XwP (= IR )R fZXQ (6.69)

Remarque 6.49 S? correspond & une énergie (ou encore & la somme des carrées des erreurs
= dispersion des résultats), et peut étre dérivée (voir également la méthode des moindres carrés).
Alors que pour la somme des valeurs absolues, > ., | X;|, la dérivation (et la recherche du minimum

de Derreur) n’est pas possible en X = 0 (alors que le minimum est justement en X = 0). n
Définition 6.50 Lorsque toutes les v.a.r. X;, i = 1,...,n, sont indépendantes et de méme loi
2
normale centrée réduite (toutes de densité p(t) = % e~'T), on appelle fonction ki-2 la fonction :
$2 RO ) (= X, (6.70)

Et on appelle loi du x? (loi du “ki deux™) & n degrés de liberté : la loi de la v.a.r. x?(n) :

P,

x2(n) = loi du ki-2. (671)

Proposition 6.51 Cas n=1. Soit X une v.a.r. de loi Px normale centrée réduite. La loi de
X2 =R10t€ 2(1) egt Ja loi Py2 = Py2(1) de densité plg, ou, pourt >0 :

1 1
p(t) :7%,%@) (= E W)

cf. (6.63) avec z = 3 et v = 3.
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74 6.13. Loi de Cauchy

Et si X est une v.a.r. de loi Px normale de moyenne m et écart type o, alors la loi de
(X —m)? —noté x2(1,0) est la loi Pix_my> = Py2(1,0) de densité plg, ot, pourt >0 :

t
t"2e 307), (6.73)

cf. 665) avec z = § et a0 = 503
Preuve. On a (avec t = y? quand t > 0) :

P(X —m)?<t) = (|X—m|<\/_ = (X—me[—\/ Vi) = Px_m([—Vt, V1)

202 dr

e 202 dr =

ovV2T Jr=— a\/27r = 0
t
Yy 1 Y
- p y Ze 27 dy = / p(y) dy.
oV 27r/ 0 2\/_ oV2m /y_() y=0

Proposition 6.52 Soient X1, ..., X,, n lois indépendantes normales centrées réduites (moyenne

nulle et écart type o = 1). La loi de ||X||2, =10 x2(n) est la loi P g2, = Py2(n) de densité
RN

plgr, ou, pourt >0 :

1 n_1 _t
pt) =71(t) (= 25T(2) e (6.74)
En particulier, pour n pair, notant n = 2m, on a p(t) = 427,%%_1)! t"m e 2

Soient X1, ..., X, n lois indépendantes normales de moyenne m; et toutes de méme écart type o.
La loi de Y7 1(X —m;)? est la loi Py2(, » de densité plg, ou, pourt >0 :

p(t) =71, 2 (1) (6.75)

25272

Preuve. On verra, cf. (BX1), que, lorsque les v.a.r. X et Y sont indépendantes, pour des loi de
densiteés, dPx (z) = px(z) dx et dPy(x) = py(z) dz, la loi Pxty est la loi de densité dPxty (x) =
(px * py)(x) dz. Et on a, pour tout ¢ >0 :

(’Ya,y *Ya,z)(t) = 'Ya,erZ(t)a

cf. [667). D’oi quand X; et X» sont deux lois normales centrées indépendantes de méme va-
: 2
riance o

APz xz(t) = (Y1, 1 ¢ 71, 1)) dE =y, 4 () dt,

12 25272

d’ou ([6.74). Puis la formule par récurrence. n

6.13 Loi de Cauchy

C’est la loi de densité définie sur R par :

1 1
dP(z) = p(z) = — 7 = (6.76)
(On vérifie que [, p(x) dz = [arctan]>, = 1.) .
C’est une loi qui n’admet pas d’espérance ( fo I +12 dx = o0), contrairement aux lois présen-

tées avant.

Exemple 6.53 Un phare face & la mer. Soit :

P’émission (uniforme) de lumiére suivant ’angle 6, Pangle § = 0 correspondant & ’axe perpendi-
culaire & la cote (faire un dessin). Soit une droite paralléle & la cote située “dans la mer” & une

distance 1. Soit 2 = X () le point d’impact de la lumiére sur cette droite : tan(f) = T = .
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La fonction de répartition est F(x) = Px(] — 0o,z[) = P(X <z)=P({0: X(0) < z}), i.e.:

arctan x 1
F(z) = / q(0)dfd = — arctan(x) +
0

=—00 m

N =

Et F'(r) = £ L5 = p(z) : la probabilité d’atteindre le point 2 est une probabilité continue de

T 14+x2
densité la loi de Cauchy. =
Exercice 6.54 Soit du(x) = Zdx la densité de probabilité uniforme sur ] — Z, Z[. Montrer que la

loi de Cauchy est la densité de la loi image v = p o arctan.

Réponse. On prend un peu d’avance, voir paragraphe 13l Il s’agit de montrer, cf. [@I3), que v(g) =
p(gotan) = L [ g(y) 11#7 pour une fonction mesurable g. On a :

just

ulgotan) = [ _ oltan(z) du(x) = /

<3

g(tarl(ﬂﬁ))%cl%:/oo g(y)1 dy =/oo g(y) dP(y),

Yy=—00 ;1 +y27 =—00

4 l’aide du changement de variable y = tanz qui donne dy = (1 + tan® z) dz. n

7 Processus stochastiques

7.1 Définitions

7.1.1 Définition d’un processus

Soit I un ensemble (d’indices) donné (par exemple [0, n]y, N*, [a, ], R,...).
Soit E un ensemble muni d’une tribu 7.

Définition 7.1 Une famille (X;);c; de var. X; : Q — FE toutes définies sur un méme espace
probabilisé (€2, Tq, P) est appelé un processus stochastique.

Si I = [1,n]y ou N* (ou plus généralement un ensemble au plus dénombrable), alors (X;);er
est un processus discret (ou & temps discret).

Si I =10,T] ou Ry, alors (X¢)ter est un processus continu (ou & temps continu).

Définition 7.2 E D ImX; est appelé ’ensemble des états (fini ou non).

Exemple 7.3 Processus de Bernoulli (processus discret) (X;)ien- : I'univers est {a,b}, et

X;(J) = w; pour & = (w1,ws,...). Iei X; = m; la projection sur la i-éme coordonnée. ==

Exemple 7.4 Cas continu. I = [0,7] (ou I = Ry). Soit {c¢1} 'ensemble constitué d’un capteur

(une cible). Pour t € [0,T], soit S; le nombre de particules qui sont arrivées sur le capteur ¢; dans

lintervalle [0,¢] (idem pour compter les voitures passant un péage donné, le nombre de clients

passant par une caisse...). Ainsi (S});c[o,7] est un processus continu a valeurs discrétes, les Sy étant

définies sur F([0,T];N) (plus précisément sur le sous-espace des fonctions croissantes nulles en 0).
Donc avec §; la masse de Dirac :

St(W) = (St(OJ), i.e. St = 5,5. (71)

Si on dispose de plusieurs capteurs ¢;, i = 1,...,m, on dispose des processus (S, t)¢c[o,7], Ol
Seit 1 Q=F(0,T],N) :

Se; t(w) = w(t) = nb de particules captées par ¢; dans [0, t]. (7.2)

Et pour une suite strictement croissante (t;);=1,... n, les suites (S, ¢,) je[1,n], Sont des processus
discrets.

7.1.2 Processus i.i.d.

Définition 7.5 Un processus discret (X;) est dit i.i.d. = “independant identically distributed
random sequence” ssi les X; sont indépendantes et de méme loi (Px, = Px, pour tout ).

Exemple 7.6 Les X; du processus de Bernoulli forme un processus i.i.d.. u
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7.1.3 Trajectoires

Soit un processus (X;);er, ou X; : Q — E.

Définition 7.7 A w € Q fixé, la fonction :

I - F
X, : { aef ' (7.3)
i = X,(i) = Xi(w) (= X(i,w)),

est appelée la trajectoire de w. Et son image ImX,, = X, (I) est également appelée la trajectoire
de w (attention au contexte).

Exemple 7.8 Processus discret, voir § suivant. u

Exemple 7.9 Processus continu de 'exemple [T4] : w : t — w(t) est la trajectoire de w au cours

du temps. Le graphe de w est la trajectoire géométrique. =

Exemple 7.10 Le processus de Bernoulli a été décrit au paragraphe 6.3 page un

7.1.4 Application : marche aléatoire (ou promenade aléatoire)

Soit, Z = (Zy)nen un processus de Bernoulli (une suite vérifiant (6.7)).

L’univers est Q = {a,b}".
Définition 7.11 Une marche aléatoire est un processus X = (X, )nen- & valeurs dans {—1,1}
défini par, pour tout n :

1 siw, =a,
Xp=2Zp—1, Xo(@) = Pen = (7.4)
—1 siw, =0>,
on avance (si pile) ou recule (si face) de 1 au temps n. L’ensemble des états est E = {0, 1}.
Définition 7.12 Si la marche aléatoire (X,,) est i.i.d. avec, pour tout n :
Px,(1)=p (= P{d: Xpn(&) = wn =1}),
- - (7.5)
Px (-1)=1-p (= PH{&: Xn(&) = w, = —1}).

ou p €]0, 1], alors la marche aléatoire (X,,) est appelée marche aléatoire de paramétre p.
Sip=q= %, la marche est dite symétrique, ou appelée promenade aléatoire.

On pose :

S, = Z X,. (7.6)

i=1
Exemple 7.13 Avec r = 5 et @ = (a,b,b,a,b) (résultat d’une suite de 5 tirages) : X (&) =
(1,-1,—1,1,—1) et donc S, (&J) = S5(J) = —1. wa

Proposition 7.14 Soit (X, )nen- une marche aléatoire de paramétre p. Alors, b(r,p) étant la loi
binomiale, cf. paragraphe[6.3, on a, si k € [—r,r]y :

r+k rhk gk r—k
= b(——; =C,? 1-p)72 , sir+k pair,
Py (k) = ( 5 Ty D) p = (1-p) =2 si r+k pair (77)
=0, sinon.

Preuve. Notons T, = Z:=1 Z; la somme (Z6) correspondant & la suite de Bernoulli Z;. Avec S,
donné par (T6), ona S, =\ | X;=>"_,(2Z; — 1) =2Z,—r.

Dott P(S, = k) = P(2T,—r = k) = P(T, = &), of. ©12).

Donc si k+r est impair alors P(S, = k) = 0, et si k+r est pair alors P(S, = k) = b(“LE; 7, p).
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7.1.5 Probabilités de transition
Soit un processus (X;)icr, ou X; : Q — E. Soit Tg une tribu de E.

Définition 7.15 Dans le cas I C R, comme I est alors ordonné, si t € I, et si At > 0 est tel que
t + At € I, alors, pour By, By € Tg, le réel (probabilité conditionnelle) :

Px,ep, (Xt4at € B2) (= P(Xeyat € B2 | Xy € Br)) (7.8)

est appelée la probabilité de transition de By & By entre ¢ et ¢t + At (probabilité d’étre dans Bs a
linstant ¢ + At sachant qu’on était dans B; & 'instant ¢).

7.2 Processus discrets et chaines de Markov a temps discrets
7.2.1 Définition

Soit (tn)nen une suite strictement croissante de réels. Soit (X, )nen un processus discret, les
X, : Q@ — E étant a valeurs dans un ensemble d’états discret E = {xg,x1, ..., Tn, ...} et vérifiant,
pour tout ¢, et tout xz; :

P(X;, =x;) #0, soit P& : Xp(&) =x4)}) #0. (7.9)
(Toutes les fonctions X,, sont surjectives et P(X,, (z;)) # 0 pour tout n et tout i.)
Définition 7.16 Le processus (X¢, )nen posséde la propriété de Markov ssi pour tout n € N* :
P(xyy=aignXe, =z, ) Xta=Ti,) = P(x,, | =ai, ) (Xe.=%i,), (7.10)

soit P(th:xin Xtozxiov ~-~7th71:=fcin71> = P(th::Cin thflz:cinfl)'
Et (X, )y est alors appelée une chaine de Markov.

Interprétation en génétique : ¢, = n correspond a la n-iéme génération, et (ZI0) indique que
les propriétés de la n-iéme génération (génération enfants) ne dépend que de la génération n—1
(génération parents) et pas des générations précédentes (génération grands-parents et plus).

Remarque 7.17 Cas des X;, indépendantes : alors Px, =z, )(Xt,=2i,) = P(Xy,=25,) :

on dispose également d’une chaine de Markov, mais ce cas est exclu en général. =
Définition 7.18 La chaine de Markov est dite homogéne ssi, pour tout n > 1 et pour tout i, j :

]D\(th_l =x;) (th :mj) = P|Xt0 =x; (th :l‘j)7 (7.11)
soit P(X¢, =25 Xe, ,=xi) = P(Xy, =25 Xy, =1:).
Interprétation en génétique : les propriétés sont conservées de génération en génération.

Remarque 7.19 Dans le cas d’une chaine de Markov homogéne, on appelle loi de la chaine de
Markov issue de I’état i, i.e. la probabilité :

Py = Pix, —s.- (7.12)

Définition 7.20 La matrice de transition d’une chaine de Markov homogéne est la matrice [p;;]
définie pour i,5 € N par :

noté

Dij = -P\(Xt[):a;q,)(Xn:xj) = p(xi, ij)~ (7.13)
Proposition 7.21 Pour une chaine de Markov homogéne, on a, pour tout n :
P((Xt,=0) N ... N (X, =Tn)) = P(Xt,=%0) Po1 P12 --- Pn—1n, (7.14)

ou seules interviennent la loi de Xy, et la matrice de transition [p;;].

Preuve. Dans le cas d’une chaine de Markov la régle de multiplication (B.I3)) page [39 s’énonce
simplement :

P(Xt[):xo, ceey th:xn) = P(Xt():xo) P‘(Xto:mo)(th:xl) P\(th,l:xna)(th:mn)'
Et (m) donne (m) an
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7.2.2 Matrice stochastique et matrice de transition

Définition 7.22 Soit I un ensemble au plus dénombrable. Une matrice stochastique sur I est un
tableau matriciel [p;;]ier tel que :
jeI

Vi,jel, pi; >0, et Vi€l Y pj=L (7.15)
jEI
(La somme sur chaque ligne vaut 1.) Px, |(x, =z:)-)

Proposition 7.23 La matrice de transition [p;;] d’une chaine de Markov homogéne est une matrice
stochastique : pour tout i € N :

Zpij = P|(Xt0:xi)(9) =1 (7.16)
jel

Preuve. A i fixe, Ujej{thzmj} est une partition de {2, et P(x, —.,) est une probabilité. Donc
ZJGI P‘(Xto:xi)(thzmj) =1 s

Exemple 7.24 Cas particulier Xy, et Xy, indépendantes de méme loi (cas exclu en général dans
létude de Markov) : p;; = P(Xy,=z;) = pg; pour tout i,k,j : les colonnes de [p;;] sont toutes

égales. =

Exemple 7.25 Marche aléatoire (Sp)n, cf. (TH) : soit X, v.a.r. t.q. Px, (1) =pet Px, (—1) =
g =1—p, pour n € N. Soit S, = So+ > 11 X, = Sp_1+ X, ot Sp est un entier donné. Hypothése
de Markov homogéne pour S, pour n > 1 :

psij =i+l
Pis,—i(Sn+1=J) = Pjs,=i(S2=j) = pij = { qsi j=i-1
0 sinon

Exemple 7.26 Chaine & deux états a et b (ou on-off, ou pile-face).
Intervalle de temps [0,¢1[U[t1, t2[U... U [tn, tnt1] (par exemple ¢; = la i-éme seconde), et ligne
téléphonique :
X;. =0 si ligne libre au temps t;,
t; ' g ] ps i; (717)
X:, =1 siligne occupée au temps t;.
Ici {x1,22} = {0,1} est Pensemble des états de la ligne.
Soit po1 la probabilité pour que la ligne soit “libre & ¢; et occupée a t;11” (probabilité indépen-
dante de 7), et soit p1o la probabilité pour que la ligne soit “occupée a t; et libre & ¢;41” :

-P\(th =0) (th+1:1> = Po1 (: P(th+1:1|th:0>>a (7 18)
P(x,,=1)(Xt,,,=0) =p1o (= P(X3,,,=0|X¢,=1)).
(T.I6) donne :
P|(X,,n =0) (th+1:0) = 1-po1 = poo (: P(Xt,,L+1:0|th:0>)a (7 19)
Px,, =1yP(Xt,,,=1) = 1-p1o = pn1 (= P(Xy, ., =1|X;,=1)). .
La matrice de transition est donc <1—p01 po1 )
Pio 1—p1o
N.B. : attention : la somme sur les lignes donnent 1, pas la somme sur les colonnes en général :
prendre po; = 1/2 et p1g = 9/10. o

Exercice 7.27 Dans I’exemple [[26] précédent, supposant que Px, (0) est indépendant de n, mon-
trer que :
D10 1—piwo
Px, (0)= ——— et Py, (1)=—"",
w0 Do1 + P1o o (D) Do1 + P1o
probabilités que la ligne soit libre ou occupée a t,.
Réponse. Posons a = P(X;,=0) et 3 = P(X,,=1) pour tout n (avec donc o + 3 = 1) (processus i.i.d).
On a P(Xq,,,=0) = P(Xs,,,=0|X, =0)P(X,,=0) + P(X,,,=0|X:,=1)P(X;,=1) (Bayes) et donc

a = (1—po1)a+ p1oB, soit poia = p1of. Ayant a+ 3 = 1 on obtient pora = p1o(1—a), dott = ﬁpﬁ. an
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Exemple 7.28 Chaine a 3 états (file d’attente simplifiée). On reprend ’exemple auquel on
ajoute ’état d’attente noté état 2 : si la ligne est occupée a l'instant ¢; et qu’un appel arrive, il est
mis en attente (état 2) (et si un second appel arrive, il est perdu). Ici {z1,22,23} = {0,1,2} est
I’ensemble des états de la ligne.

On suppose qu’un seul appel peut étre détecter—libérer par intervalle de temps, ce qui donne :

* etat initial libre :
P(Xy,,,=1|X¢,=0) = p = po1, P(X:
P(Xy,,,=0[Xy,=0) = 1—p = poo,

* état initial en attente :
P(th+1:0|th:2) =0= P20, P(th’+1:1|th:2) =q = p21, d’ou
P(th+1:2|th:2> =1—q = paa,

* état initial occupé :
p1o = P(Xy,,,=0/X,=1) = q(1—p) (deux possibilités : libération de la ligne, ou pas de nouvel
appel, événements supposés indépendants),
p12 = P(X;,.,=2|Xy,=1) = p(1—q) (deux possibilités : nouvel appel, ou pas de libération de ligne,
événements supposés indépendants), d’ou
pu = P(Xy,,.,=1|X;,=1) =1 —pio — p12.

:2|Xt”:0) = 0 = Po2, d’Ofl

n+1

1-p P 0
La matrice de transition est | ¢(1-p) 1—q(1-p)—p(1—q) p(1—q) |. (Attention aux nota-
0 q 1—q
tions : ici p 4+ ¢ # 1 en général.) a

7.2.3 Modéle génétique simplifié (Wright et Fisher)

Modéle génétique simplifié (modeéle de Wright et Fisher). On suppose que les caractéristiques
d’une future génération ne dépend que des caractéristiques de la génération présente.

Remarque 7.29 Rappels rapides de génétique.

Chromosome (46 pour I’étre humain) : structure constituée de molécules d’ADN. Les chromo-
somes sont regroupés par paires (23 pour 1’étre humain, dont 22 paires commune pour ’homme et
la femme, et une paire XX chez la femme et XY chez ’homme).

Caryotype (caractéristique d’une espéce) = nombre de paires de chromosomes d’une espéce,
classées par ordre de taille décroissante.

Géne : sous-structure sur un chromosome donné (une séquence d’ADN) qui renferme le patri-
moine héréditaire. L’ensemble des génes constitue le génotype. =n

On suppose ici que les génes ne sont que de deux types notés a et b.
Soit m le nombre de paires de génes, donc de type {a,a}, {a,b} ou {b,b}, et n = 2m est le
nombre de génes présents pour une population donnée.
Soit En ’éprouvette contenant les paires de génes de la génération V.
On note :
Xn = nombre de génes de type a dans Ey.

Passage En & Engy ¢

1- on extrait au hasard une paire de génes de I’éprouvette Ey (parents), on fait une copie d’un
des génes choisi au hasard, et on remet la paire de génes dans I’éprouvette En (qui contient donc
toujours m paires de génes).

2- On recommence une seconde fois la manipulation 1-..

3- On construit une paire de génes & ’aide des deux copies obtenues en 1- et 2- : on a obtenu
une paire de génes “enfant”, et on met cette paire dans I'éprouvette Fn11 (enfants).

4- On recommence m fois la démarche 1-; 2-, 3- : I’éprouvette En 1 contient m paires de génes.

Comme X, ne s’intéresse pas aux paires de génes mais aux génes individuels, les hypothéses
équivalent & : on fait n tirages (avec remise) indépendants d’un géne dans Ey, donc :
J 1—— n—j
P12y,
car n est le nombre de génes dans E,, et, quand Xy=t, i est la probabilité de présence du géne a
dans Ey.

Donc p;; est indépendant de N : on est dans le cas d’une chaine de Markov homogene. La
matrice de transition est la matrice [p;;]en . Par exemple, dans le cas équiprobable i = %, p = 1

i€EN*

2
et pij = (3)"C3.

1, noté

Pl(xy=i)(Xnt1=]) = b(j;n, 5) =" pij (=Ci(=

n
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7.3 Probléme de ruine du joueur
7.3.1 Position du probléme

Soit k € N* le capital initial du joueur, k > 1 (sinon le jeu ne peut pas commencer).

Soit N € N* la somme d’argent totale en jeu, avec N > k+1, sinon I'adversaire n’a pas d’argent
et le jeu ne peut pas commencer.

A chaque étape on ajoute 1 si le joueur gagne et on retire 1 si le joueur perd. La probabilité de
gain est notée p.

Le jeu s’arréte quand le joueur on son adversaire n’a plus d’argent

7.3.2 Modélisation

Soit 1'univers Q@ = {—1,1}". Une issue est une suite & = (W, )nen- O Wy, —noté Xn(0) €
{—1,1} donne le résultat de la n-éme partie. Ainsi (X, )y+ est une marche aléatoire, cf. (T4).
L’hypothése est : (X, )y~ est une marche aléatoire de paramétre p €]0, 1], cf. (C3), avec ¢ = 1—p :

Py, (1)=p (=P{&: Xn(@) =w, =1}), (7.20)
Px,(-1)=q (=P{d: Xn(d) =wn =—1})
Soit S, : 2 — R la v.a.r. argent du joueur & I’étape n € N :
n
Sn =Op-1+ Xn = SO + ZX’" avec SO = k?, (7.21)

i=1

donc, pour une issue & € Q, on a Sy, (&) = Sp—1(&) + wp, avec Sp(J) = k.
Pour une issue & donnée, la suite (S, (&))y donne argent du joueur aprés le n-éme tirage.
S’il existe n € N t.q. S, = 0, on dit que le joueur est ruiné (et que l'adversaire a gagné), et s’il
existe n € N t.q. S,, = N, on dit que le joueur a gagné (et que l’adversaire est ruiné)

Définition 7.30 Le “temps d’arrét” d’une issue & est par définition “I’entier éventuellement infini” :

ten(@) = inf{n e N*, k4w +... +w, =00u N}

. - - noté - (7.22)
= inf{n € N*, S,,(&J) =0o0u N, So(&) =k} "= nan(d).

(Vaut +oo pour k =2, N =4 et la série alternée o = ((—1)")n+ par exemple).
Donc le jeu s’arréte dés que 'un des joueurs est ruiné : c’est le cas ot ng, (&) € N (est fini). Et,
pour & € €2 donné, on ne considérera que la suite (S, (&))n=0,... nga(@)-

Le processus (la suite de v.a.r. aléatoire) qui nous intéresse est la suite (Sp)n.
L’ensemble des états du processus (Sp)n est E = {zo,21,...,2n} = {0,1,..., N} (les sommes
d’argent possibles pour le joueur), cf. définition

Hypothése : (S,)n est un processus de Markov homogéne :

P(Sn-l—l:xn-‘rl | Sn:x’ru ...751:.%1) = P(STL+1:m’rL+1 | STL:I‘")

7.23
- P(Slzmn-i-l | SOZmn) = p($m$n+1)- ( )
La matrice de transition est
1 0
g 0 p 0
0 g 0 p O
(7.24)
g 0 p
. 0 1

la premiere ligne correspond & Pj(s,—o) (le joueur n’a pas d’argent) : donc Pj(s,—0y(S1 = 0) = 1.

La deuxieme ligne correspond & Pjg,—1) (le joueur a 1 au début), et donc p(1,0) =
]D\(Sozl) (51:0) =q (perte)a p(L 1) = ]D\(Sozl)(slzl) =0 (impossible), p(la 2) = P|(50:1) (51:2) =
p (gain), P(g,=1)(S1 > 2) = 0 (impossible)...
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81 7.3. Probléme de ruine du joueur

De maniére générique, pour 1 < i < N—1 (correspond a la ligne i, la “premiére” ligne étant la
ligne 0) :
p(i,5) = P(sy=i)(S1=J) = @0i j+1 +pdij—1 (= Ps,=i)(Snt1=J)), (7.25)

perte quand j+1 =4 (donc j = i—1), gain quand j—1 =4 (donc j = i+1), impossible sinon.
Et la derniére ligne quand Sy = N : le jeu ne peut pas commencer, donc Pjg,—n) (51 = N) = 1.

7.3.3 Probabilité de ruine du joueur

Soit N fixé (somme totale en jeu). Soit Ag ’événement “ruine du joueur possédant le capital
initial £ :
A ={d : nan (&) < 00} = {d : tg, N (&) < 0}, (7.26)
cf. (Z22). On note :

def

Qx P(Ay) = probabilité de ruine du joueur (7.27)

= P({&J: In € N*, ng, (&) = n}.
On ajoute les hypothéses :

Qo=1 (= Pi(sy=0)(S1 =0)),
{ Qn =0, (=1- -P\(S():N)(S1 = N)), (7.28)

i.e. cas du joueur qui commence alors qu’il est déja ruiné (perte certaine : le joueur a perdu avant de
commencer), et cas de 'adversaire ruiné (victoire certaine : le joueur a gagné avant de commencer).

Proposition 7.31 Pour k € N* :

Qr = qQr-1+pQr41, (7.29)

équation aux différences d’ordre 2 résoluble avec (7.28).

Preuve. Soit n € N fixé. On a (S,=0) = {& : nan(J) = n}. Donc Qr = P(Uy(S»=0)|So=k) =
Yoie ) P(S,=0[So=k).
La formule de Bayes (3.19) page B0 donne, pour k > 1 :

P(S,=0|So=k) = Z P(S,=0[((So=Fk) N (S1=y4)) P(S1=4|So=k)
j=kE1 (7.30)
= P(5,=0|(S1=k=1) N (So=F)) Px, (=1) + P(S,=0|(S1=k+1) N (So=k)) Px, (1)

Et (S1=k—1) C (So=k), donc (S1=k—1) N (So=k) = (S1=k—1), idem avec k+1, d’ou :
P(S,=0|So=k) = P(S,=0|(S1=k—1)) ¢ + P(S,=0|(S1=k+1)) p,
d’Ofl (m) I.I

Proposition 7.32 (Probabilités de ruine des joueurs.)
Sip=q= 3 (jeu équilibré), alors :

k
kal—ﬁ, (7.31)
. q
ets1p:2—77é1,alors:
1_pk pk_pN
-1 =L ), 7.32
Q=110 (5= (7.32)

Et on vérifie que si Py est la probabilité de victoire du joueur qui a un capital initial k (probabilité
de ruine de I'adversaire), on a :
P+ Qr =1, (7.33)

et donc tét au tard le joueur va gagner ou perdre : la probabilité d’atteindre un bord est Py + Qy
et vaut 1. Ou encore le temps d’arrét ti, n (&) est presque surement fini.

Ou encore, comme Py, est la probabilité de ruine de ’adversaire, tot ou tard I'un des deux
joueurs va étre ruiné.
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Preuve. Rappel : solution (Qf)ren pour 'équation ([T29) avec conditions initiales (T.28) :

* Cas ¢ # p : deux suites solutions indépendantes de (Z.29)) sont données par la suite constante
(1) et la suite ((2)* = p*)ren (puisque ¢(2)*~! +p(L)*H = p(2)* +¢(4)*F = (£)*), et la forme
générale des solutions est donnée par la suite (Qy)ren vérifiant Qi = a1+ p*, avec a et 3 données

par les conditions initiales. Ici les conditions initiales sont données par (Z28)), donc Qny = 0 =
al+BpY donne o = —BpV, et Qo =1 = a+F donne B(1—pV) =1. D’ott Qy = —ﬁ%-ﬁ-ﬁpk,
d’on (Z32);

* Cas ¢ = p = 1 : deux solutions indépendantes de (Z.29) sont données par la suite constante (1)
et la suite (k)ren (puisque 3(k— 1)+ 1(k+ 1) = k), et la forme générale des solutions est donnée
par la suite (Qk)ren vérifiant Qr = a1+ Sk, avec « et 8 données par les conditions initiales.
Ici (Z28) donne Qp =1 =, et Qn =0 =a + N3 donne 3 = —=, d’ou (Z31).

Et Py est la probabilité de ruine de ’adversaire qui a un capital initial de N—k et les probabilités

respectives ¢ et p de gagner +1 ou —1 & chaque étape, dousip=qona P, =1 — % = %, et
1\N—k_(1\N "
sip#qona P, = (p)l,(;)gvp) - ;’lel. Donc Py + Qr =1, i.e. (33).
P

(Autre démonstration : ici p = ¢ = 1 : écrire (T29) comme (p + ¢)Qr = ¢Qr—1 + p Qr+1,
donc p(Qr+1 — Qx) = ¢(Qr — Qr—1), donc (Qr+1 — Q) = %(Qk — Qk-1), suite géométrique, donc

(Qr+1 — Qr) = (%)k(Ql — Qo). Donc Qn — Qo = kN;Ol(%)k(Ql — Qo). Et les conditions initiales
donnent Qn — Qo = —1...) ==

Proposition 7.33 Cas limite N — oo (le joueur adversaire est infiniment riche = cas du casino).
On a alors, pour k fixé :
p<gq = Q=1 (ruine certaine),

q 7.34
p>q = Qr=(>)" (739
p
P 0 i — 0,etd ip= Qr — 1
reuve. Ona — — 0,etdoncsip=qonaQy — L
Sip>gqgalorsp=%2<1etp” — 0,etdoncQ, — pr.
P N—)% N—o0
Sip<qalorsp:;1—)>1etkaZ—NzlauvoisinagedeN:oo. oa

7.3.4 Espérance de gain du joueur

k et N sont fixés.

Corollaire 7.34 Le gain du joueur a la fin de la partie est une v.a.r. G qui prend la valeur N—Fk
avec la probabilité P, = 1-Qy, (gain de N—k), et la valeur —k avec la probabilité Qy, (perte de k) :

P(G=-k) = Qy, P(G=N-k) = P. (7.35)
Preuve. C’est la probabilité de ruine du joueur ou de son adversaire. u

Corollaire 7.35 L’espérance de gain du joueur est :

Eqg= — ka + (N*k)Pk

(7.36)
= NP, — k,

Et si on note Eq¢ = Eg(p) l'espérance de gain pour la probabilité p, alors E¢ est une fonction
croissante de p, avec alors Eq(3) = 0 (I'espérance de gain est nulle quand le jeu est équilibré).

Preuve. Le joueur perd k avec probabilité Q et gagne N — k avec probabilité P, = 1 — @y, d’ou
Ec =Qr(—=k)+ Pu(N —k)=—k(1 — P) + (N — k)P, d’ou ([Z36)).
Si p =g = 3 alors (.31) donne E(G) = 0.
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Sinon, comme Fg varie comme Py, étudions Py : p — Pi(p) sur ]0,1[ (on exclu les cas triviaux

p=0et 1). On a, cf. (C32) :

(3)" 1 z(p) —1 noté N
P= i = g D e, o B= 150,
et ou : ) 1
v -p
f(y) = W et x(p) — (T)k > 0.

Montrons que f et x sont décroissantes (f’ < 0 et 2’ < 0), et on aura bien Py croissante (car
Pi(p) = f'(z(p))a’(p) > 0). On a pour y € R, :

10 = o
ou :
gy) =y —1-(y-1D)A+8) =By + 1+ 8y — 1.
Donc :

g'(y)=-BA+B)Y +B1+ By =B1+8)y H1-y).

Donc ¢’ est positive sur [0, 1] et négative sur |1, 00[, avec g(1) = 0, donc g est négative sur R,
donc f’ est négative sur R, donc f est décroissante sur Ry. On a p €]0,1[ donc % > 1 et donc :

k1
/ k—1
z'(p) = ——(==1)"" <0
p>'p
Donc Py est croissante comme fonction de p. Donc E¢g est croissante comme fonction de p. u

7.3.5 Durée moyenne de la partie

Soit N fixé. Pour k € [1, N—1], on dispose de la v.a.r. ¢ def te, N : 2 — [0, 00] donnant le temps
d’arrét, cf. (22). Notons Ty, = E(ty) la durée moyenne de la partie pour le capital initial k € N*
(Pespérance de la v.a.r. tg).

Proposition 7.36 La durée moyenne T}, de la partie vérifie 'équation aux différences :

Ty = qTh—1 + pTh1 + 1, Ty =Tn = 0. (7.37)
D’ou : 1
Ty = k(N — k), si P=4q4=3,
T, = 1 (k— N - (?_)k ), sinon (739
T 1o 1= (N7 '

Preuve. On prend de I'avance : voir le § 10.4] pour les espérances de v.a.r..
Si k =0 alors tx = 0, donc T, = 0 : la partie ne commence pas. Idem pour k = N.
On a:

P(tp_1=i) = P{&: nan (@) = i})
= P{&: inf{m : k—1+wi+...4wm =0 ou N} =i}) (7.39)
= P{&:inf{m : k=14 X1 (J)+.. 4+ Xn(J) =0 ou N} =i}),
Et, cf. (I07) :
E(te1) = Y i P(tr1=i) (7.40)
i>k—1
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Et, les v.a.r. X; étant indépendantes :

P(ty=j, X;=-1)
=P{&: X1(d) =—1et inf{n: k—14+Xo(&)+..+Xp(J)=0 ou N} = j})
=P{d: X1(@) =—-1}) P{& : inf{n : k—1+Xo(J)+...4+ X, (J) =0 ou N} = j})
=g P{&: inf{n: k—1+X;(J)+...4+X,—1(&) =00ou N} = j})
=q P{&: 14+ inf{n—1:k-14+X1(J)+...+X,,—1(J) =0 ou N} = j})
=¢q P{&:inf{n—1: k—1+X;(J)+..+X,_1(J) =00u N} = j—1})
=q P({&J :inf{m : k—1+X1(J)+.. 4+ Xn(d) =00ou N} = j—1})
(

D'ou, cf. (I03) et (I3.3) :

E(tg|X1=—1) = Pix,——1)(tx) Z] Pix,=—1)(tk=7)

j>k
tk ]aXI**
= P(tp_1=j—1
= 3 e 5 Pl )
ji>k >k
= Y (i+1) P(tp1=i) = B(ty—1) + 1.
i>k—1

De méme E(t;|X1=+1) = E(tg+1) + 1. D’ou, cf. (I37) :

B(ty) = E(ty|X1=—1) P(X1=—1) + E(t|X1=+1) P(X1=+1)

= q(E(tk—1) + 1) + p(E(ths1) + 1) (7.41)

D’ou (Z37).
Cas p = % = ¢ : une solution particuliére est —k2. En effet —q(k—1)? — p(k+1)%2 +1 = —k2.
D’oi1 la solution générale Ty = o + Bk — k2. Puis Ty = 0 donne a = 0, et T = 0 donne 3 = N.

Cas p # % (donc ¢ — p =1 —2p # 0) : une solution particuliére est _—k En effet —q15; —
pll”zlp +1= %. D’ou la solution générale Ty, = o + 6( L % PUIS TO = 0 donne oo = — 3,
et Ty = 0 donne S(( W —1) = 2p wn

7.4 Processus continus de comptage

Soit T' > 0 et soit Punivers Q = F([0, T]; R), ’ensemble des fonctions w : ¢t € [0,7] — w(t) € R.
Soit P une probabilité sur (R, Tr).

Soit (X¢)e[o,r) un processus stochastique continu (famille de v.a.r.  — R).

Exemple X; = ¢, ot donc X;(w) = w(t), cf. (TI), qui donnera un processus de comptage.

On suppose Xy = 0.

7.4.1 Processus a accroissements indépendants

Définition 7.37 Pour un processus (X¢)c[o,r] avec Xo = 0, et pour 2 > 0, la v.a.r. Xpyp — Xy
est appelée Paccroissement du processus sur |¢, t+h].
(Et % est la v.a.r. taux d’accroissement du processus.)

Soit E = {x1,...,&n, ...} = (zi)ien+ 'ensemble des états (ensemble discret de réels) du processus,
ot donc ImX; C F pour tout ¢ : pour tout ¢t € [0,T] et tout w € Q il existe i € N t.q. X¢(w) = ;.

Définition 7.38 Le processus (X;);>0 est & accroissements indépendants (processus sans mé-
moire) ssi, pour tout ¢, h, k > 0, les v.a.r. d’accroissement X,y — X; et X; — X;_j sont indépen-
dantes (accroissements indépendants). Autrement dit, pour tout ¢, h, k > 0 et tout m,n € N* :

Px,—x, r=an Xipn—Xi=1n) = P(Xi1n—Xi = 1), (7.42)

Exemple 7.39 Marche aléatoire. u
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85 7.4. Processus continus de comptage

7.4.2 Hypothése de Markov en temps continu, espace d’états discret

L’hypothése de Markov “en temps continu”, est, pour tout ¢, h, k > 0 et tout z;,z;, 2, € E :

Pl(xi=as, Xoor=am) (Xten=125) = P(x,=a,) (Xt1n=1;), (7.43)
soit P(Xirn=r;|Xi=x;i, Xi—x=0m) = P(X¢yn=1;|Xi=x;). Donc ne dépend pas des temps < t.
Et le processus est homogene ssi, pour tout t,h > 0 et tout z;,z; € E :
P(x,=20)(Xt10=25) = P(xg=a;)(Xn=2;), (7.44)
soit P(Xt+h:l‘j|Xt:l‘i) = P(X}L:l‘j|X0:l‘i).
On note alors, pour tout ¢, j,¢ :

pij(t) = Pl(xo=2)) (Xe=7j) (= P(Xi=x;|Xo=1;)). (7.45)

Remarque 7.40 Soit (X;) un processus de Markov en temps continu homogene, cf. (T.44)). Dis-
crétisons [0,77] en intervalles égaux : soit n € N*, soit h = % et soit t; = ih pour i = 0, ...,n. Et
soit (X¢,)ie[o,n]y le processus discret défini & partir du processus continu homogeéne ci-dessus. On a

alors :

noté
]D|(Xf,k =wq,)(XtA-+1:xj) = ]Dl(X():wq,)(Xh:x]') = Pij (h> = Pij, (746)

et on retrouve un processus de Markov homogeéne & temps discret avec sa matrice de transition [p;;],
Cf. (m) I.I
7.4.3 Fonction et processus de comptage

Définition 7.41 Une fonction de comptage est une fonction N : Ry — N croissante, en escalier
(& valeurs discrétes), continue & droite (donc N(t4) = N(t) pour tout t), avec N(0) = 0, et telle
que les sauts valent 1 (on monte une marche a la fois).

Donc N est une fonction de comptage ssi il existe n € N* il existe 0 =g < t1 < ... < t, =T
(donc [0,T] = Up_, [tk — tr—1]), il existe ng € NU{-1} t.q. :

n—1
N@E) =Y milp, e =notk. (7.47)
k=1

Exemple 7.42 N(t) est le nombre de particules qui sont détectées par un capteur donné pendant
lintervalle de temps [0, ¢]. Ou le nombre d’appels téléphoniques & un standard dans cet intervalle.

Ou le nombre de clients & un guichet dans cet intervalle... =

Définition 7.43 Soit (X;):er un processus continu d’ensemble des états £ = N. C’est un pro-
cessus (stochastique) de comptage ssi pour tout w € § la trajectoire de w est une fonction de
comptage. Donc, pour tout w € € :

N ]R+ — N
X, : _ d6f est une fonction de comptage. (7.48)
t = X,(t) = Xi(w)
En particulier, pour tout w € 2 :
X, (0) =0 = Xo(w), (7.49)
et la fonction X est la fonction nulle.

7.4.4 Processus de comptage stationnaire

Définition 7.44 Un processus de comptage (X;):cr+ est stationnaire (ou & homogénéité tempo-
relle) ssi, pour tout ¢, h > 0, les lois de probabilités des v.a.r. X;1p, — X; et X — X (= X)) sont
les mémes : pour tout t,h >0 :

Px,-x, = Px,-x, (= Px,) (7.50)
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86 7.4. Processus continus de comptage

7.4.5 Processus de Poisson

Définition 7.45 Un processus de comptage (X¢)ier~ est dits & événements rares ssi :

P(X, > 1
lim P(X,>1)=0 et P >1)

h—0+ - hs0+ P(X,=1) =0 (7.51)

Définition 7.46 Un processus de comptage (X¢)ier+ est un processus de Poisson (simple) ssi il
est :

(i) & accroissements indépendants,

(ii) stationnaire, et

(iii) & événements rares.

Proposition 7.47 Dans la définition précédente, il est équivalent de remplacer (iii) par :
(iii)’ la loi de la variable aléatoire X; est la loi de Poisson de paramétre \t :

M
e (7.52)

IAN>0tq V¢t >0, Vk €N, Px,(k) =

Preuve. Supposons (iii)’ et montrons (iii). En particulier Py, (0) = e~*!, et donc —;_,o 1. Donc
P(Xt > 0) =1- PXt(O) *)t*)()oj i.e. ml'
Puis Px, (0) = e =1 -\t +o(t) au voisinage de t=0 avec Px, (1) = Me ' = X\t(1— At +o(t))

P(Xn,>1

au voisinage de t=0, d’out P(X; > 1) = 1— Px,(0)— Px, (1) = A\*t*+0(t?). D’ott li}& ﬁ
h au voisinage de 0.

Réciproquement supposons (i)+(ii)+(iii) et montrons (iii)’.

Posons fi(t) = Px, (k) (= P(X¢=k)). Il s’agit de montrer que fx(t) = ’\Z,tke A, On a, avec les
hypotheéses (i) et (ii) :

k
felt +h) = P(Xepn=k) =Y P(Xeyn=k) N (X;=i)) ZP (X;=0) N (Xysn=k))

1=0 1=0

k
ZP Xp=i) N (Xepn—Xe=k—i)) = Y P((Xy—Xo=i) N (X¢1n—Xi=k—i))
=0 1=0
k

= Y P(Xy—Xo=i) P(Xp—Xo=k— ZP v=i)P(Xp=k—i)

=0 1=0

k
= > i) fri(h)

=0

(7.53)

En particulier pour £ = 0 (un seul terme avec i = 0) on a fo(t + h) = fo(¢) fo(h). Donc il existe
a € R t.q. fo(t) = e, voir exercice suivant

Et comme f est définie sur R} a valeurs dans [0,1] et est non nulle, on a a < 0. On pose
A=—a>0.

Montrons par récurrence que fi(t) = %e’/\t. C’est, vrai pour k = 0, et supposons-le jusqu’a k.
Montrons que fiy1 vérifie 'équation différentielle :

i L+ h) = fria (2)

Frn () + Mrgr(t) = Mfi(t),  ie - = A(fr(t) = fria (D). (7.54)

Avec (C33) on a :

h—0

k+1

fenr(t+h) = > filt) frr1-i(h)

=0

k-1
= Z [i@®) fer1—i(h) + fre(@®) f1(h) + frr1 () fo(h).

Bt (5D, donne, pour m > 2, () = P(Xy=m) = o P(Xn=1)) = o{f: (h), o -
fer1(t+h) = fu@)fr(h) + frr1(t) fo(R) + o(f1(R)).
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Et fo(h) = Px,(0) =1 - P(X,>1) =1 - P(X}=1) 4+ o(P(Xs=1)) =1 — fi(h) + o(f1(h)). Dot :
ferr(t+h) = fiu@) f1(h) + fe1 @) (1 = fi(R) + o(f1(R))) + o(f1(R)).

Donc :

et +h) — fe () fl( ) f1(h)'

(fr(®) = ferr (@) +0(1)] = (fu(t) = fr+1(2)) lim

h h—0 -0 h
Avec fi1(h) = P(Xp=1)=1—- P(Xp=1) — P(Xp,>1) =1 — fo(h) + f1(h)o(1), voir ci-dessus, donc
1=foh) . filh)(1+o Y . Jo(h) -1 .,
}Lli% . = }1zl—>0 - . Comme fo(h) = e ", on a }1ll_>mo Y = fp(0) = =X,
d’otu limy,_,0 fl(h) = \. D’ou (C34), qu’on résout par la méthode de variation de la constante, voir
exercice sulvant [49, d’ou (iii)’. ua

Exercice 7.48 Montrer : une fonction continue strictement positive f : R — R vérifie f(0) =1 et
fle+y) = f(x)f(y), pour tout z,y € R, ssi il existe a € R tel que f(x) = e**

Réponse. <. Si a = 0 alors f = 1 vérifie bien f(z+y) = f(x)f(y), et si a # 0 on a bien e*(*+¥) = a7,

=. Supposons f > 0 sur R. On pose g(z) = log(f(x)). Montrons que g est linéaire. Pour n € N* on a
g(nz) = log(f(z)") = nlog(f(x)) = ng(z), et en particulier on a g(0) = 0g(0) = 0. Et avec z = + on a
Lg(1) = g(2), soit g(£) = Lg(1) donc pour tout m € N* on a g(2) = Zg(1). Donc pour tout r € Q on a
g(r) =rg(1). Et g est continue car f et log le sont, donc g(z) = zg(1) pour tout z € R. Donc g est linéaire,
donc de la forme g(z) = az. Et tout a € R* convient. =n

Exercice 7.49 Résoudre 'équation différentielle u'(¢) + Au(t) = A %e‘“ sur R.

Réponse. 1- Solution homogene uy (t) = e~ : on a bien u} (t) + Aun(t) = 0.

2- Solution particuliére : wu,(t) cherchée sous la forme u,(t) = c(t)e”*. Donc uj(t) + up(t) =
ki k k+1 k+1_k+1
A ’\k, e ™ donne ¢/(t) = A2~ D’ot (a une constante pres) c(t) = 24 - fot ™dr = % D’oit
up(t) = %e"\t est une solution particuliére.

3- Solution générale : u(t) = cun(t) + up(t) ot ¢ € R (fixée par la donnée d’une condition initiale). wm

8 Loi de sommes et de produits

8.1 Loi d’une somme : convolution discréte si indépendance
8.1.1 Loi d’une somme : cas discret

On rappelle que, pour f,g: Z — R, le produit de convolution discret f * g est défini pour z € Z
par, quand il a un sens :

2 EES™ fyg—k) = S Flk)ge). (8.1)
kEZ hiLen

Le produit de convolution est trivialement commutatif (quand il est défini).

Par exemple (f *¢)(0) = >, oz f(k)g(—k)

Proposition 8.1 Soient X et Y deux v.a.r. a valeurs dans 7 définies sur un méme espace pro-
babilisé (Q, T, P), de lois respectives Px et Py. Alors X+Y est une v.a.r. & valeurs dans Z sur
Pespace probabilisé (Q, T, P) de loi Pxy donnée par, pour z € Z :

Pxyy(2) =Y P((X=k) N (Y=2-k)). (8.2)
keZ

Si de plus X et Y sont indépendantes alors :

Px,y = Px x Py, quand X et Y indépendantes, (8.3)
i.e. pour tout z € Z :
Pxiy(2) =Y Px(k)Py(z—k) (= (Px = Py)(2)). (8.4)
keZ
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88 8.1. Loi d’une somme : convolution discréte si indépendance

Preuve. Soit z € Z. Soit I’événement A, = {w € Q@ : (X+Y)(w) = z}. Soit P(A,) = Pxt+y(2)

sa probabilité. Ona A, ={w e Q: 3k € Z, X(w) =k, Y(w ) = z—k}, soit A, = ez (X=k)N

(Y=z—k)). C’est une union d’ensembles dlsJomts d’ou P(A;) = ,cp P(X=k) N (Y=2-k)).
Et quand les v.a.r. sont indépendantes, on obtient (8.4). ua

Exemple 8.2 On lance deux fois un dé, X donne la valeur du premier lancer et Y celle du second
lancer. X et Y étant supposées indépendantes, on a Pxyy (3) = Px(1)Py(2) + Px(2)Py (1) = 32—6
Détails : ici 2 = [1,6]3, Px(k) = P({& = (w1,w2) : w1 = k})... wa

8.1.2 Loi d’une somme : cas continu

Pour f,g: R — R, le produit de convolution est défini formellement par :
(fxg)(x) = . f(t)g(z—t)dt. (8.5)
te

Soit X,Y : Q2 — R deux v.a.r. de loi de probabilité de densité px et py. Ainsi :

b
Py (Ja. b)) = / px(B)dt (= P(X €la,b])),

ol px : R — R est positive et intégrable telle que fR px(t)dt = 1. De méme pour Y.
Proposition 8.3 Si X et Y sont indépendantes, la loi Pxy de X+Y est la loi de densité :
PXLY = PX * Py, quand X et Y indépendantes (8.6)

(convolution des densités), soit, pour tout t € R :

prav (0) = (ox )0 = | px(py (1) . (8.7)
En particulier :
b b
Pear(ot)= [ oxoa=[ [ pxmpri-nara (88)

Preuve. On a Pxyy(Ja,b]) = P(X +Y € [a,b]), et
(X+Yed)={weQ:z=Xw)eR, y=Y(w) €R, v+ y € [a,b]}
={we:z=Xw)eR, y=Y(w) € [a—z,b— x|}
={(X,Y)e D, D={(x,y) :z €R, y € [a—x,b — x|},

D étant la “bande oblique” de R2 limité par les droites y = a—x et y = b—=z, faire un dessin. D’ot,
les v.a.r. X et Y étant indépendantes et avec Fubini (les densités sont positives) :

Px+y(]a,b[) ny( (PX@Py)(ICE]R ye[afx b*IC])

/ _Oo/y z)py (y )dyde*/ _Oo/t aPX z)py (t — x) dt dx

/t a/_,oo z)py (t — z) du dt = /:a(PX*pY)(t)dt.

Remarque 8.4 De maniére générique, étant donnée une mesure p, le produit de convolution de
deux fonctions f et g relativement a p est formellement défini par (f * g)( ft R f@®)g(x—t) du,

soit :
(f*9)(@) = pu(f729) (8.9)
mesure de la fonction produit de f par 7,§ ou, pour une fonction h générique, h(t) —def h(-t)
(symétrie par rapport a Paxe vertical) et 7, h(t) —def h(t—z) (translation).
Ainsi (7,9)(t) = §(t — ) = g(z —1).
Ici la mesure y était soit la mesure de comptage p = » ;. 0x pour le cas discret, soit la mesure
de Lebesgue p = dx pour le cas continu. =n
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89 8.1. Loi d’une somme : convolution discréte si indépendance

8.1.3 Convolution de deux mesures

On renvoie 4 un cours de théorie de la mesure pour les détails, ou bien au cours de distribution
(§ convolution de distributions), les mesures étant des distributions particuliéres (celles d’ordre 0).
Soit la fonction somme :
S(z,y) =z +y. (8.10)
Définition 8.5 Si p et v sont deux mesures sur une tribu 7 de R, leur convolution p * v est
formellement 'image de la mesure produit u ® v par S, cf. (£3) :
prv=(nev)oST (8.11)
soit, pour tout ensemble B € T :

(s )(B) (o v)({(2.y) R : 2 +y € BY). (8.12)

Définition alternative sur les fonctions (en passant par les fonctions en escalier, voir remarque
suivante B7]) :

Définition 8.6 Si i et v sont deux mesures, leurs convolution pu * v est formellement définie par,
si f est une fonction mesurable :

(nxv)(f) = (nev)(fo ), (8.13)

encore noté :
[ 1@ dws@ = [[ s vty (8.14)

Remarque 8.7 Pour passer de la définition a la définition :
On pose (pu*v)(1p) —def (u*v)(B) ou B est un intervalle quelconque de R (ou de maniére
plus générale un borélien). Et ainsi on obtient avec (81T :

(nxv)(1p) = (@ v)(S~H(B)) = (n®v)(1poS),

ot 1p la fonction indicatrice d'un borélien B de R, car 1p 0 S = 1g-1(py, cf. (LI0). Puis & partir
des fonctions indicatrices, on passe aux fonctions en escalier puis aux fonctions mesurables. =

Exemple 8.8 On retrouve le calcul des distributions : §p (masse de Dirac en 0 donnée par do(g) =
g(0) pour g continue en 0) est élément neutre pour le produit de convolution : g * 1 = p* dg = p.
En effet, avec I’abus de notation usuel cf. cours de distribution,

(G0 * p)(f) = (do @ p)(f 0 8) = (do(@)1u(y), f(x+Y))awdy = (1(Y). (0(@), f(2+Y))dz)dy
par Fubini qui est toujours vrai au sens des distributions (donc ici pour toute fonction f C* a
support compact). Donc (8o * ) (f) = (1(v), f(y))ay = u(f), pour toute fonction f C* & support
compact. ==

Corollaire 8.9 Si X et Y sont deux v.a.r. de lois Px et Py, alors, toujours avec S la fonction
somme donnée en (810) :
Pxiy = P(X,Y) o Sil, (815)
i.e. Pxyy est la mesure image de P x y) par S.
Si X et'Y sont deux v.a.r. indépendantes de lois Px et Py, alors :

Px+y :PX *Py, (816)

i.e., dans ce cas, la loi de X+Y est la convolée des deux lois.

Preuve. Ona So(X,Y) = X +Y définie de Q dans R. Et donc Px 1y = Pso(x,v) = Px,v) oS,

Et quand X et Y sont indépendantes, on applique (I5) avec p(z,y) = S(z,y) =x +y. o=

Exercice 8.10 Retrouver le résultat de la sommation des mesures discrétes.

Réponse. On a Pxiy({z}) = Pixv)(S7'({z})) avec S™'({z}) = {(z,y) : z+y = 2z} = E. (droite du
plan R?). D’ot Px4y ({2}) = (Px®Py)(E.) =Y. ,er2 Px(2)Py(y) quand X et Y sont indépendantes. s

rt+y=z
Exercice 8.11 Retrouver le résultat de la sommation des mesures continues.
Réponse. On a Pxiy({[a,b]}) = Px,v) (S~ ({[a,b]})) avec S™'({[a,b]}) = {(z,v) : z+y € [a,b]} = Eu
(bande oblique du plan R?). Donc, quand X et Y sont indépendantes : Px1y ({[a,b]}) = (Px ® Py )(Eu) =
I eperz px(x)py (v) dady = f;:a [.er px(x)py (2—2) dzdz, et Pxiy({[a,b]}) est la mesure de densité
1

z+y€Ela,b
u

px1v(2) = [cg px ()py (=) dz = (px * py)(2). -
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8.2 Loi d’un produit

Soient X,Y :  — R deux v.a.r. sur un méme espace probabilisé (Q, T, P) de lois respectives
Px et Py. La fonction produit XY : w € Q — X (w)Y (w) € R est une v.a.r. (car le produit de deux
fonctions mesurables est une fonction mesurable) de loi Pxy définie par Pxy (I) = P((XY)~ (1))
pour tout I € Tg.

8.2.1 Loi d’un produit : cas discret

Ici Q = {w1,...,wn, ...} ensemble fini ou dénombrable.

On note X(Q) = {z; : i € I} et Y(Q) = {y; € I}, ou I, I, sont des ensembles finis ou
dénombrables.

Quitte & renuméroter et & étendre, on prend I, = Z = I, en imposant éventuellement des
probabilités nulles aux points non définis précédemment.

On note, pour k € Z :

pr = Px (), ak = Py (yr), (8.17)

et donc Px = ) .y Prlz;, €t Py = 3,00 qudy,.
Exemple 8.12 Q = [1, 6]y, X (i) = i =1 2, et Y (i) =7 — i ="°% 4. pour tout i € Q.

Ona X(Q)={z1,..,26} et Y(Q) = {y1, ..., ¥6}-

Et on se donne des points zj et yi pour k € Z — [1, 6]y auxquels on attribue une probabilité

nulle.
Et XY : Q — R est donnée, pour i € Q, par (XY)(i) =i(7—1i) € (XY)(Q2) = {6,10,12}. du

Proposition 8.13 La loi Pxy est la loi discréte donnée par, pour z € R :

Pxy(z) = P(XY =z2)= Y P((X=z) N (Y=y)). (8.18)

k,L€z2
TRYL=%

Si de plus X et Y sont indépendantes alors :

Pxy(2)= > pete= ) Pr@ed e (8.19)
= k,tez
TRYp=2

Ol Oz y,.» €5t le symbole de Kronecker (=1 si xyy,=z, et =0 sinon). Autrement dit :
Pxy(z) = (Px @ Py)(H.),

o H, = {(z,y) € R? : xy = 2} est 'hyperbole “ry = 2" dans R? (pour z # 0).
Avec F = (XY)(Q) ={z € R:3(k,l) € Z*, 2 =zpys}, on a:

Pxy =) 1.0, o r.= > pia.

zEF k,e€z?
TRYL=E

(On vérifie que :

pry(z)zsz(l‘k)zpy(yg):1. (820)

zEF keZ ez
Autrement dit, si on fait la somme sur toutes les hyperboles, dont les hyperboles dégénérées (les
axes), on fait la somme sur R?, et la probabilité (Px ® Py)(R?) = 1.)

Preuve. Soit z € Z. On s’intéresse a 'ensemble A, = {w € Q : (XY)(w) = 2z} et & sa valeur
P(AZ) = ny(z,’). On a:

A ={w: Tk L€ Z, X(w) =ap, Y(w) =yret apye=2}= (] (X=ax) N (Y=pr))

k,0ET
TRYL=2

union d’ensembles disjoints. D’ou :
Pxy(2) = P(A.) = Y P((X=xzx) N (Y=y)).

k,Lcz
TRYp=z

En particulier, pour X et Y indépendantes on obtient (819).
Et 3 cr Pxy(2) = Zk,éez > ocr Oxpye,2PkQe = Zk,éez Prde =D ez Ph D pez de = 1. =
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91 8.2. Loi d’un produit

Exemple 8.14 On lance une dé équilibré deux fois. X donne la valeur X (i) = x; au premier
lancer si le dé donne i, et de méme et Y (i) = y; pour le second lancer. Ici Px(x;) = p; =
Py (y;) = ¢; (dé équilibré et lancers indépendants). Comme X et Y sont indépendantes, on a

Pxy(2) = Y neepa2 prge non nul pour 2 € F,ou F =, ;. ¢{ziy;}-
TpYp=z2
Par exemple avec X (i) =i = Y (i) et p; = ¢; = %, on a Pxy (6) = Px(1)Py (6) + Px (2)Py (3) +
Px (3)Py(2) + Px(G)Py(l) = % un

8.2.2 Loi d’un produit : cas continu
Soit ¢ : R? = R :
¥(z,y) = zy,
la fonction produit. Si ¢ € R*, I’ensemble ¥~ ({c}) C R? est constitué¢ des deux branches de
I’hyperbole “y = =7, branches dans le ler et le 3éme quadrant si ¢ > 0, et branches dans le 2nd et

4éme quadrant si ¢ < 0. Et pour ¢ = 0, 'ensemble )~ ({c}) C R? est constitué des axes z=0 et
y=0.

Corollaire 8.15 Toujours avec X et Y indépendantes, on déduit : pour tout fonction f mesurable
telle que f o est Px ® Py intégrable, on a :

Pxy(f) = (Px @ Py)(f o¢), (8.21)

/ F(2)dPyy (2 // F(zy) dPx (2)dPy (). (8.22)

En particulier en considérant la fonction tronquee ey ¢

/ £(2)dPyy (2 //{Mweab (2y) dPx (2)dPy (y). (8.23)

(Dessin de {(z,y) : zy € [a,b]} ; union d’hyperboles.)
En particulier pour Px et Py probabilités de densités px et py :

encore noté :

/ F(2) dPyy (= // oy JEex @y ) ey (8.24)

Le domaine d’intégration du membre de droite est A = {(x,y) € R? 5 xy € [a,b]} : c’est 'union
des hyperboles du plan comprises entre les hyperboles y = % et y = 2, faire un dessin.
Preuve. On applique (@I0) avec ¢(x,y) = ¥(z,y) = zy. oa

Corollaire 8.16 Quand X et Y sont indépendantes et de loi de densité px et py, la loi de Pxy
est la loi de densité pxy donnée par, pour z # 0 :

pxy(2) = / _ px@ov () lela (3.25)

Preuve. Soit z > 0. Soit € < z et soient a = z—e > 0 et b = z+¢ > 0 (donc a et b sont positifs).

Dans (824) on prend f = 1p,; on fait le changement de variables x : (z) — x(z,y) =

(j _ xy) La matrice jacobienne de y est (y 2 de déterminant = x. Et le domaine A (union

d’hyperboles) est transformé par x en le domaine (bande) D = R x [a, b] — {0} x [a, b], ot {0} x [a, b]
est négligeable pour la mesure de Lebesgue. D’ou avec (B24) :

b
z
[ =[] o @y () ] dad
z=a (z,2)ERX[a, b] €

_ / [aﬁ](/ﬁeRpX( D)oy (5)al da) dz,

I’application du théoréme de Fubini étant légitime pour les fonction positives, voir cours d’intégra-
tion. Méme démarche quand z < 0. =
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9 Proposition de la mesure image

Ce paragraphe reprend le paragraphe[d.2.3l On insiste car la proposition de la mesure image est
souvent mal comprise, alors qu’elle est essentielle & la compréhension de I'espérance entre autres.

9.1 Changement de variables dans les intégrales : proposition de la me-
sure image

9.1.1 Rappel : mesure et intégration d’une fonction (au sens de Legesgue)

Soit (E,Tg,p) un espace mesuré. Si A C E vérifie A € Tp (i.e. A mesurable), la réel positif
#(A) a un sens dans Ry = [0, oo].

Notation. Soit i définie sur les fonctions indicatrices 14 pour A € Tg par :

o def _ té té
A(la) € p(4),  a1a) "EC /1Adu note /Adu. (9.1)

Interprétation pour la mesure de Lebesgue : “I’aire sous la courbe 14 est ’aire du rectangle de
base A et de hauteur 1”.

Puis on impose a fi d’étre “linéaire” sur ’ensemble des fonctions indicatrices : pour tout n € N*
et tout ¢, ...,c, ER:

A eta) Y aala) (= Y anlAn), 9.2)

Puis on impose & fi de passer a la limite sous le signe fi pour les fonctions en escalier positives :
pour tout (c¢;)n+ suite dans Ry :

ji( lim ;CinlAm) = lim_ ;Cinﬂ(lAq,n) € [0,09). 9.3)

Une fonction mesurable positive f: E — R étant limite simple de fonctions en escalier, on a ainsi
deéfini fi(f) pour toute fonction f mesurable positive.
Puis on dit qu’une fonction positive est u-intégrable ssi (elle est mesurable et) f(f) < oo (i.e.

si fi(f) € [0, 00).

Et on dit qu’une fonction f est p-intégrable ssi fi et f_ sont p-intégrables, ou fi et f_ sont
les fonctions positives définies par fi = sup(f,0) et f— =sup(—f,0) (avec donc f = fy — f_). Et
on note :

() = / fdp. (9.4)

Puis, on note (abusivement), le contexte levant les ambiguités, i = yu :
- noté
O = [ raw. (9.5)

9.1.2 Changement de variables dans les intégrales

Q=[a,b] — V=[e,d]
v { noté }
=" z(w)

w e r=pw) =

Soit :

un diffeomorphisme (fonction bijective C! d’inverse C! = “un changement de variables”).
La formule générique de changement de variables dans les intégrales est, lorsque lorsque g :
V — R est intégrable sur ¢(9) :

L NG / o) ()] do (9.6)

(la valeur absolue pour tenir compte du cas ¢ décroissante, les notations Q = [a,b] et p(2) =
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93 9.1. Changement de variables dans les intégrales : proposition de la mesure image

[c,d] =V imposant implicitement a < b et ¢ < d). Soit donc ici :

d b
| owde= [ glat)la’ @) de. (9.7)
En vue de la proposition de la mesure image, on pose :
du(w) = ¢’ (W)|dw (= |2/ (w)] dw), (9-8)
et ([@8) s’écrit alors aussi :
[o@de= [ (gop)w) duw) 99)
v e~ H(V)

De méme (ici ¢ est inversible) :

@do= [ (fop i) d)  ou )= V(@ de  (0.0)
weN zEP(§)

Remarque 9.1 Rappel. Ici bien str dz et dw sont les mesures de Lebesgue sur R : si uy est la
mesure de Lebesgue, on commence par écrire ([@.6) sous la forme p(1,0)9) = pre(la(g o v)|¢']),
soit :
[ @ du@ = [ gew) @] dute).
zEP(§) weN
Et 'usage fait que, pour la mesure de Lebesgue, on oublie d’écrire i, et ainsi on écrit duy(z) = dx
et dug(w) = dw, d’ou Pécriture (O.6]). wa

9.1.3 Proposition de la mesure image sur les fonctions

Soit (2, 7q) et (V,Tv) deux ensembles mesurables.

Soit ¢ : @ — V une fonction mesurable (non nécessairement inversible).
Soit p: To — R4 une mesure sur €.

Soit v : Ty — R4 la mesure image de p: 7o - Ry par ¢ : Q — V :

v=popt (9.11)

cf. (@3), ot donc v(B) = u(p~1(B) pour B ensemble mesurable.

En particulier v(V) = u(p 1(R)) = pu(2) = 1, ainsi que v(V) = u(o~H(¢(Q))) = 1.

Le passage aux mesures de fonctions est basé sur p(14) —def w(A), cf. @J), et sur (TI0) qu’on
rappelle :

1f*1(B) = ].BOf. (912)

Proposition 9.2 Si g: V — R, est mesurable positive on a,

v(g) = mgo ), (9.13)
noté encore :
[ gta)av) = [ gelw) dute) (9.14)
\4 Q

(A comparer avec (@.9) relative a la mesure de Lebesgue et aux fonctions inversibles.)

(@.I3) reste vraie si g € L'(V,v) (i.e. [, |g(x)dv < c0).
(@13) reste vraie si g est bornée dans le cas v mesure bornée.
Et pour tout B € Ty (la fonction 159 étant alors mesurable) :

/ o(x) dv(x) = / (90 @) (w) du(w). (9.15)
B

e~ 1(B)

Et on retrouve ({.I1) (pagelZl) sig = 15.
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9 9.2. Application aux probabilités

Preuve. La mesure de la fonction indicatrice de B € Ty est définie par v(1p) —def v(B), cf. @I).
En particulier (ZI1)) peut étre réécrite avec (@12 :

Aev 1p(z)dv(z) = /wEQ Loy (w) dp(w) = /weg(lB o p)(w) du(w), (9.16)

ce qui donne ([@.T3) dans le cas g = 1. D’ou, par linéarité de lintégrale :

N N
/V ;CilBi (x) dv(z) = /Q((Zz_; cilp,) o p)(w) du(w), (9.17)

pour tout N € N, ¢; € Ry et B; € Ty. D’ou (@18) dans le cas g fonction en escalier.

Et les fonctions g : V' — R mesurables positives étant limites de combinaisons linéaires de
fonctions en escalier positives, on obtient (@15) dans R, pour les fonctions mesurables positives.

Puis si |g| est v-intégrable, alors ¢ = g — g avec g4 et g_ positives, et avec g et g_
satisfaisant (@I5), et v(g) = v(g+) — v(g-).

Puis si g est bornée et v est bornée, alors |g| est v-intégrable (de valeur < ||g||eov(V)), donc g
est, v-intégrable. =n

Exemple 9.3 Si ¢ : Q — V est un diffeomorphisme (est C! inversible d’inverse C), et si u est
une mesure de densité p,, i.e. du(w) = pu(w)dw, on obtient :

dv(y) = (pu o™ )W) [(0™) (v)] dy, (9.18)
i.e. v est une mesure de densité (p, o 1)(y) |[(¢71) (y)|. En particulier, si p est la mesure de
Lebesgue, avec donc p,, = lq, on retrouve dv(y) = |(p~1) (y)| dy, cf. @I0). o

Exemple 9.4 Soit p une mesure finie. Soit a < b, soit yo € R fixé, et soit ¢ : @ = V =R la
fonction constante :

¢ = Yola, (9.19)
Q siyeB
Ici () = {yo} (singleton). Donc, pour B € Tg, on a ¢~ (B) = S% Yo Done -
@ S1 Yo ¢ B
_ w(Q)siyo € B
v(B) = ulp™'(B)) = . . donc v = pu(Q)dy,, (9.20)
0 siyo ¢ B

et v est une mesure ponctuelle. Et (g o ¢)(w) = g(yo), soit g o ¢ = g(yo)1lq, donc :

v(g) = u(§2)dy,(9) = n(2)g(vo), (9.21)

et (g o) = p(g(yo)la) = g(yo)u(le, = v(g) comme il se doit.

Remarque 9.5 Si f = g o ¢ est une fonction, f o ¢! n’est pas une fonction quand ¢ n’est pas

bijective. Dans ce cas (@I4)) est bien défini, mais par contre fQ fdu= fv(f 0 1) dv ne 'est pas :
la proposition de la mesure image ne marche “que dans un sens” quand ¢ n’est pas bijective. o=

Exemple 9.6 Voir exercice [6.54 =

9.2 Application aux probabilités
9.2.1 Probabilité image

Soit R muni de sa tribu borélienne Tg. Soit P une probabilité sur un espace mesurable (€2, 7q).
Soit X : @ — V C R une v.a.r. (une fonction mesurable), ou V = X (). On dispose de la

mesure image :
Px=PoX™! (9.22)

Proposition 9.7 Py est une mesure de probabilité.
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95 9.2. Application aux probabilités

Preuve. On a Px(R) = P(X}(R)) = P(Q2) = 1. w
Et (@13) donne :
Px(g) = P(go X), (9.23)
soit :
| swapca = [ glxw) dpe) (9.24)
zeV weN
Et quitte & remplacer g par 1pg ou B € Tg (la fonction g tronquée), avec (@12 :
[ s@ars@ = [ 9(X (@) dP(w). (9.25)
zeB weX—1(B)
En particulier, avec g = id I'identité :
/ xdPx(x) = X(w)dP(w)=P(X) ( note E(X) = espérance de X). (9.26)
zcV weN

9.2.2 Cas discret

Exemple : Q = {w1,wa, ...,wy}, et P la mesure atomique :
P=> g, (9.27)
i=1

ol les g; sont positifs et > 1, ¢; = 1.
Soit X : Q — R une fonction donnée. Soit V = X () = {1, ..., 2 } 'image (avec donc m < n).
La mesure image Px est donnée par Px(B) = P(¢~!(B)) pour tout B C R. C’est donc la
mesure :

m
Px = Zpiéx” on  p;= Z q4j-
=1 {jeN: w;eX~H{x:i}}
Et pour toute fonction g : R — R, on a :

m

Px(g) = Zpi g(xi) = Z(h 9(X (wi))- (9.28)

i=1
En particulier E(X) = P(X) =>", ¢; X(w;) = Px(id) = "I | p; x; est I'espérance.
Exemple 9.8 Soit X la fonction constante X = 36 (et n’est donc pas inversible). Donc m = 1,

V=X(Q) ={36} = {21}, et doncp1 =377, ¢; = 1.
Et Px(id) = p19(36) =136 =36 = E(X) = P(X) (attendu). o

9.2.3 Cas continu
Exemple : Q = R, et P la mesure continue de densité ¢ :
dP(w) = q(w) dw, (9.29)

ou [ q(w) dw = 1.
Soit X : Q — R une fonction dérivable donnée. Ici V = X (Q) C R.
On a Px(g) = pe(g o X).

Exemple 9.9 Soit X la fonction constante X = 36 (et n’est donc pas inversible). Donc V =
X(Q) = {36} = {x1}, et donc p1 = >°7_, ¢; = 1.
Et Px(g) = p19(36) = g(36), donc Px = d36 est une mesure discréte.

Et Px(id) = 36 = P(X) = [, 36 ¢(w) dw est 'espérance. o=
Exemple 9.10 X est un difféomorphisme 2 — V. Px est une mesure de densité “dPx = p(z) dz” :
Px(g) = / g(x)p(x)de = / (90 X)(w) ¢(w) dw, (9.30)
p% weX—1(V)
a comparer & (@2]), avec :
p(a) = q(XH2) (XY ()], (9.31)
Cf. (m) I.I
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10 Espérance, écart type, variance, moments d’une v.a.r.

Soit un espace probabilisé (2,7, P). Soit une v.a.r. (une fonction mesurable) X : w € Q —
X (w) =R 2 ¢ R, et soit Px = P o X! sa loi de probabilité.

10.1 Moment d’ordre 0 : la masse unité

Px(R) = P(Q2) = 1 est appelée la masse de X, et on note :

100

P — Py =1=1 = . 10.1
/Qd /RdX 00% = 100 (10.1)

(Toute la masse est dans .) Donc, respectivement dans les cas discret et continu :

dopi=1 et /Rp(x) dr =1. (10.2)

icl

10.2 Moment d’ordre 1 : I’espérance

(Espérance = [Expectation].)

10.2.1 Définition

Dictionnaire Larousse : espérance = sentiment qui porte & considérer ce que ’on désire comme
réalisable ; confiance, certitude.

Ici Pespérance aura le sens suivant : si on recommence “le méme jeu” (la méme expérience) de
nombreuses fois, quel est la moyenne des gaings ?

En mécanique, 'espérance est le centre de gravité : si on doit fixer un objet & ’aide d’un seul
point pour qu’il reste en équilibre, ce point est le centre de gravité.

Définition 10.1 L’espérance X d’une v.a.r. X est le réel P(X) = mesure de la fonction X par la
mesure P :
déf

X X py) nete

E(x)"2e X(@)dP() note /Q X dP, (10.3)
we

lorsque [ X dP existe dans R. Egalement noté Ep(X) s’il y a un doute sur la probabilité.
Faire un dessin : laire sous la fonction constante X 1q est égale & ’aire sous la fonction X.

Donc : o
cas X v.a.r. discréte, X=EX)= ZX(W)%, (10.4)
Q

ou ¢, = P({w}) est la “fréquence” d’obtention de 'issue w. Et :
cas X v.a.r. continue, X =E(X)= / X(w) q(w)dw, (10.5)
Q

P étant la mesure de densité dP(w) = g(w)dw.

Remarque 10.2 Voir annexe[I3 En particulier, comme P(Q2) = 1, cette valeur E(X) est le centre
de gravité de X. Rappel : le centre de gravité =, relativement & une mesure y est le réel vérifiant

T4 (fQ du(w)) = [o X(w)du(w), soit zg = [, X(w)di(w) on dfi, = IS’;L“ZZ)) est une mesure de
probabilité : [, di(w) = 1.

Exemple 10.3 On lance 2 fois une piéce équilibrée. Ici & = P(pile) = P(face) est la “fréquence
moyenne” d’obtention de l’issue pile ou de face. Supposons qu’on gagne 1 si pile et 10 si face,
soit X (pile) = 1 et X (face) = 10. En moyenne on gagne X = X (pile) P(pile) + X (face) P(face) =
1% % + 10 * % = 5,5 (si on fait une infinité de lancers, en moyenne on gagne 5, 5).

On lance 2 fois une piéce déséquilibrée avec P(pile) = p et P(face) = ¢q. On gagne X (pile) = z,
si pile et X (face) = z, si face. En moyenne on gagne X = X (pile)P(pile) + X (face)P(face) =

Tp* P+ xg*q. =
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Exercice 10.4 Un éléve obtient 12 sur 20 en matiére mq, 15 sur 20 en en matiére mo, et 4 sur 10
en matiére ms. La matiére m; a pour coeflicient 1, mo a pour coefficient 2, mg a pour coefficient 3.
Donner la moyenne de ’éléve.

Réponse. Valeur pour chaque matiére : X(mq) = %7 X(m2) = %, X(m1) = 14_0 = %.
Coefficients des matiéres : c¢(m1) = 1, c¢(m2) = 2, ¢(ms) = 3.
Somme des coefficients : C' = ¢(m2) + ¢(m3) + c(ms) = 6
Poids relatifs des matiéres : P(my) = C(Jyg—) =k
= 3 5 . .
X =3 X(mi)P(my) = % * é + ;—0 * %—1— 14—0% = % % = %, donc 11 sur 20. an

Exercice 10.5 A la fin d’une année scolaire, on fait la moyenne des n notes affectées des coeffi-
cients ¢;. Un éléve & la note ]2\% a la i-éme matiére. Calculer sa moyenne sur 20. Une erreur s’est
produite sur la j-éme note : au lieu d’avoir eu Nj, il a eu N; + e;. De combien de points cela
modifie-t-il sa moyenne 7 Application numérique : )" ¢; = 50 avec e; = 2.
Réponse. Soit C' =" | ¢.

Moyenne initiale M, = Y1 | Ji4 = LLS" N,
Moyenne corrigée Mo = 21—0% Z.L:l(Ni + e;)ci, oll e; est Perreur pour la i-éme matiére.

My — My = 555" ciei. Sie; =0 pour tout i # j, alors My — My = 55 Ze;.

AN.: My — My = 5522~ o=, donc 0,04 point sur 20 de plus sur la moyenne générale. e
Exemple 10.6 Si X = 14 avec A ensemble mesurable (donc X est la v.a.r. “on-off” X (w) =1 si

we Aet X(w)=0siwé¢ A),alors X = [14dP = P(A) =10 E(A).

10.2.2 Calcul a ’aide de la mesure image : le moment d’ordre 1

On a P(go X) = Px(g), cf. (@23), donc avec g = id = l'identité (id(x) = x).
Corollaire 10.7 Soit X : Q — R. A I’aide de la mesure image Px = Po X!, on a également :

X =FEX)= /GR:chX(a:) = Px(id), (10.6)

Ainsi P(X) = E(X) = [z dPx(z) est le moment d’ordre 1 par rapport 0 (l'origine des x)
relativement a la mesure Px (voir annexe §[15.3).

Donc :
Px = priém proba discréte — X = Z i Pi, (10.7)
iel il
et :
dPx = p(x) dz proba continue = X = / x p(x) dz. (10.8)
z€R

Exemple 10.8 On lance 2 fois une piéce. Soit p = P(pile) et ¢ = P(face). Supposons qu’on gagne
X (pile) = z), si pile et X (face) = x4 si face. En moyenne on gagne :

X = x,Px () + 24Px(z,) = Tpxp+ 74 % q. (10.9)
C’est le barycentre des points x1 et xo affectés des coordonnées barycentriques p; et po. =

Exemple 10.9 Si X = 14 avec A ensemble mesurable. Ici X(Q) = 14(Q) = {0,1} = {zo, 21}
ensemble (des états) discret des valeurs de 14. Ici Px est une probabilité discréte avec Px (1) =
P(1,1(1)) = P(A) =10 py et Px(0) = P(1;'(0)) = P(AC) =" py. Donc X = 0 po+ 1#p; =
P1 = P(A) e

Exemple 10.10 Jeux type “roue de la fortune”, ot X (w) = le gain écrit sur le “secteur angulaire w”.
Et F(X) donne ’espérance de “gain moyen”. wa

Exemple 10.11 Lancers d’un dé équilibré (& 6 faces) : on gagne 1 si résultat pair et -1 si résultat
impair. En moyenne, on gagne F = 3% + 3% =0. u

Exemple 10.12 Lancers d’un dé équilibré : on gagne k si le dé donne k. En moyenne, on gagne
E=Y, kit=1t+2l4  +6i=2=I=35.
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98 10.2. Moment d’ordre 1 : [’espérance

Exercice 10.13 On lance un dé, et on attribue les valeurs 1,3,5,7,9,11 aux éventualités 1,2,3,4,5,6,
et on suppose le dé équilibré. Calculer 'espérance.
Réponse. Ici X (i) =2i — 1 = et donc E(X) =3, zig = (2 SO i—6)= 1(42-6) = 6.

On vérifie que Y, (zi — 6)g = 0, i.e. que 6 est le centre de gravité. =n

Exemple 10.14 On considére n familles f; et on note n; le nombre d’enfants de la famille 7. Le
nombre moyen d’enfants par famille est ¥ =3 m%

Ici implicitement X est la v.a.r. qui & une famille f; associe le nombre d’ enfants X(fi)=n; et
pi = + la probabilité de choisir la famille f;. Et E(X) =3, X(fi)pi = >, ni~. -~

Exercice 10.15 Soit ¢ : R? — R une v.a.r., et soit X,Y : Q — R deux v.a.r.. On note ¢(X,Y) =
po(X,Y) lav.a.r. sur ©Q donnée par ¢(X,Y)(w) = p(X(w),Y (w)). Si X et Y sont indépendantes,

montrer E(¢(X,Y)) = E(f(X)) = E(g(Y)), ot f(z) = E(p(2,Y)) et g(y) = E(p(X,y)).
Réponse. X et Y étant indépendantes, on a (B.10)) :

/ z2dPyx,vy(2 // (z,y) dPx (z)dPy (y / / z,y) dPx (x))dPy (y). (10.10)
z€ER (z,y) €R2

10.2.3 V.a.r. centrée
Définition 10.16 La v.a.r. X est dite centrée ssi E(X) = 0, i.e. ssi X = 0.

Exemple 10.17 Dans l'exercice [0.13] la v.a.r. Y = X — 6 1o est centrée : ?_: 0 (vérification
immédiate), ou on applique la proposition suivante (linéarité de F) : Y =X —61o=6—6=0. ou

10.2.4 Premiéres propriétés

Proposition 10.18 L’espérance définie par (I0.3) est une application linéaire sur I’espace vecto-
riel des fonctions X : Q@ — R Riemann intégrables (au sens de Riemann t.q. [ X (w)dP(w) < 00),
et sur Pensemble des fonctions Lebesgue intégrables (mesurables au sens de Lebesgue et t.q.
J1X (w)]dP(w) < c0).

Preuve. La linéarité E(X + \Y) = E(X) + AE(Y) est immédiate avec (I0.3) puisque P est une

mesure. un

Proposition 10.19 I- Toute v.a.r. constante X = clg, ou ¢ € R, a une espérance qui vaut
E(X) = ¢, i.e. X = c. Autrement dit, si la seule valeur possible est ¢, on est str d’obtenir c :
E(clq) = cE(lq) = ¢P(lq) = ¢cP(Q) = ¢, cf. (@) (une fonction constante est une fonction
déterministe : une seule issue).

2- Pour toute v.a.r. X qui admet une espérance X = E(X) finie, on a :

X = BE(X) = E(X10) "¢ B(X). (10.11)

Bt donc la v.a.r. X—X 1o =10 XX est centrée (centre de gravité en 0) :

E(X-X1g)=0, et E(X-Xlg) "2 px-X). (10.12)

Preuve. 1- Soit X = clq (fonction constante sur ). Ona E(X) = [, X (w) dP(w) = [, cdP(w) =
¢ JodP(w) = ¢ : donc E(X) = c est “la valeur de X”.

2- Par linéarité de E on a B(X — X1g) = B(X) — XE(lg) = BE(X) - X =0.

Remarque 10.20 N.B. : attention aux notations, voir § 3.0 page @ Ici X est & la fois :
(i) la notation d’un réel dans I’égalité E(X) = X, et
(if) la notation de la fonction constante X 1 =10t X
Ainsi la notation usuelle F(X) est la notation abusive de E(X1q) (espérance de la fonction
constante X 1g), de méme que la notation usuelle £(X —X) est la notation abusive de E(X — X 1q)

(espérance de la fonction X — X1g). wn
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99 10.2. Moment d’ordre 1 : [’espérance

10.2.5 Généralisation

P(go X) = Px(g) donne :

Corollaire 10.21 Si X € L'(Q.P) et si g € L'(R; Px) (ie. si [o|X(w)|dP(w) < oo et si
Jg lg(x)| dPx (x) < 00), alors on a :

E(go X) = Px(g),  soit E(goX):/ o) dPx(x) noté /g dPx., (10.13)

mesure de la fonction g par Px. (En particulier g = i ('identité) redonne 'espérance de X .)

Donc dans le cas Px discret :

= f(@)ps (10.14)
Jj€I
et dans le cas Px continu :
E(foX)= / f(z) p(z) dx. (10.15)
z€R
Exemple 10.22 Dans le cas discret, on retrouve le résultat :
E(foX)= > [f(x;)Px(x). (10.16)
xj GX(Q)

En effet, on sommant par “paquets” (les paquets X ~!(z;) = {w: X(w) = z;} pourles z; € X (Q2)) :

E(foX)= Y f(X(w))Pw)= Y, Z f @) P(wi)
w; €EQ z;€EX(Q) wieX~1(xj)
= > fapC Y] = Y fa) P(X=x;})= > fla;)Px(x)
z;€X(Q) wieXfl(;cJ) z;€X(Q) z;€X(Q)

Ce calcul est licite dés que la sommation par paquets ’est, ce dont on est sir si la suite (f(z;))n
est Px-sommable, i.e. si >, |f(z;)| < oo. o=

Exemple 10.23 La fonction f o X1q est la fonction constante f(X1g) = f(X)lq (puisque
f(X1g(w)) = f(X) pour tout w € Q). Donc :

P(f o X10) = B(f 0 X1o) = B(f(X)10) = [ f(X)aP = (%) [ ap = f(X). (107

Et, comme Py, = Py, = P o (f(X)1g)~ ! = x> of. @I9) et (A.20), c’est bien égal & :
Pfo?h, (id) = 5f(f) (id) = Zd(f(Y» = f(y)v (10.18)
Cf. (m) I.I
10.2.6 Espérance d’un produit : cas de v.a.r. indépendantes
L’espérance ('intégrale) étant linéaire, ’espérance d’une somme est la somme des espérances :
EX+Y)=EX)+E®Y). (10.19)

Pour le produit : on se donne deux v.a.r. X et Y sur un méme espace probabilisé (2, T, P).
La fonction produit XY : w € Q@ — (XY)(w) = X(w)Y(w) est une v.a.r. (c’est une fonction
mesurable).

Proposition 10.24 Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes. On a :

E(XY)=EX)EY) quand indépendance. (10.20)
(C’est évidemment faux si X et Y ne sont pas indépendantes : prendre Y = X # 0 avec E(X) =0
et £(X?)>0.)
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100 10.3. Ezemples des lois usuelles

Preuve. Quand X et Y sont indépendantes, on dispose de (.10) page Bl qui donne, avec f = :

E(XY) :/szPXy // a2y dPx (z)dPy (y) = /deX( )/yydPy(y) = E(X)E(Y).

Exercice 10.25 Réécrire la démonstration dans les cas de probabilités discrétes et continues.

Réponse. Cas discret et v.a.r. indépendantes, avec (819) :

Pxy({z}) = Z Px (zi) Py (y;) Z Px (i) Py (y)02,y, ({2})-

iy T,y
Tiyj=z

Dot, notant F = (XY)(Q) = {z € R : 3(4,5) € Z*, 2 = my;, = € X(Q),w € Y(Q)}, et avec
P(go XY) = Pxy (g) (cf. (.23) :

= Z z Pxy (id) = Z z Z Px (z:) Py (y;)02,2,4; = Z Px (z:) Py (y5) Z 2 02,5y

zeF zEF  x;,y; i,y zeF
= > @y Px(@) Py (y;) = O x:dPx ()Y y; dPy (y))-
TiYj z4 Yj

Cas continu et v.a.r. indépendantes de lois continues avec avec ¢(z,y) = zy et (BI4]), et avec (RB2Z4)), :

P(XY) = Pxy (id) = (Px @ Py)(idoy) = /( )eR?

wwﬂ@w@®@=/ wﬂ@m/ yov (y) dy.
TzER yER

10.3 Exemples des lois usuelles
10.3.1 Alternative simple et loi binomiale

Alternative simple : P(X=1) =p et P(X=0) = 1—p : on obtient E(X)=1xp+0x (1-p) :
E(X) = p. (10.21)

C’est la position du centre de gravité d’une tige horizontale sans masse de longueur 1 & laquelle
on a mis & droite (“en 17) le poids p et & gauche (“en 0”) le poids 1—p. En particulier, si p = % le
centre de gravité est au milieu, et si p = 1 le centre de gravité est & droite (& ’endroit de la seule
masse présente).

Meéme espérance pour X = 1p (fonction caractéristique de 'ensemble F' C Q) lorsque P(F) = p
(et P(FC) =1-p).

Espérance de la loi binomiale b(n,p). Ici P(X=k) = b(k;n,p) = Px(k) : on obtient avec
qg=p-1l:

:ka;b(k;np ZkﬁCs}?kqn g Zkk; 'pq B
—0

n
(TL — 1) k—1 _n—k

- ”pzzj (k— D)I((n—1) — (k—1)!

n—1 n—1
_ (nil)' n—1l-m __ m n—1—m n—1
= ) i —1—my? ¥ =Y Cilip™ =np(p+aq)" ",

m=0

et donc :
E(X)=np (espérance de la loi b(n,p)). (10.22)
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10.3.2 Loi géométrique

oo
Exercice 10.26 Montrer que kak = LQ pour |p| < 1.

= (1-p)
Réponse. S(p) = > 7o OplC est une série entiére de rayon de convergence R = 1. On peut donc dériver
sous le signe Y pour |p| < 1. On obtient S"(p) = 3°72, kp*~' = £ 3727 kp®. Et comme 3202 p* = 1,
on a aussi S’(p) = (1717)2. Donc > S kpt = (1717)2. un

Ici P(X=k) = (1-p)p*. D'ont E(X) = Y22 k(1—p)p* = (1—p) Yopey kp* = (1-p) X5, kp*.
Donc :
B(X)=——0!. (10.23)

10.3.3 Loi gaussienne

Soit X la v.a.r. gaussienne de loi N'(m,0?), i.e. Px de densité p(z) = s7s¢ @ swR

1 (w m)2
/ T e dx
R 2T

E(X)

1 (w—m)?
= dachm ——e 202 dx 10.24
oV 27r/ R OV 2T ( )
1 9 _(z= m)2 oo
= ——=[-0%e 27 | _+m.
21T
Donc :
E(X)=m. (10.25)

Exercice 10.27 Soit X la v.a.r. gaussienne de loi A'(m,o?). Montrer que, pour A € R :

‘202

E(eMY) = Xt T (10.26)

Réponse
1 w 1 2
E(M) = / X dp(w) = / e dPx (z) = / e e dx = ™™ / e~ 224
( ) w ( ) x ( ) T oV 2T y oV 2w Y
1 _w=o?N? 2222 AZo2 / 1 =2
Am + A Am+
=e 202 dy=e¢ 2 e 202z,
/y oV 27T V= . oV2T

la deuxiéme égalité par définition de la mesure image. .

20_‘2
Exercice 10.28 Montrer que si pour tout A € R on a E(e*X) = e’ +23~ alors X est de loi
N(m, 0'2). .

10.3.4 Loi de Poisson
Loi de Poisson Px (k) = e"\’\k—’: pour ke Net A >0:

[e.°]

,/\>\ Y >‘k —A
Zke [ =e Z T = e Z

k=0 k=0

10.3.5 Exercices

Exercice 10.29 Un berger trie un groupe de n chévres dont m ne sont pas vaccinées, 0 < m < n.
Les chévres rentrent une & une dans un sas. Le berger repére, a chaque passage d’une chévre, si
elle est vaccinée ou non. On note X la v.a. indiquant le rang d’apparition de la derniére chévre
non vaccinée.

1. Donner 'univers €, son cardinal, et 'image X ().

2. Calculer P(X=Fk) pour tout k € [m, n]y. Vérifier que ), P(X=k) =

3. Montrer que F(X) = (7:41-)1”1
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102 10.3. Ezemples des lois usuelles

Réponse. 1. Q est I'ensemble des n-uplets ordonnés & = (w1, ...,wn) olt w; est I'une des chévres. || = nl.
Et X(Q) C {m,m+1,..,n} (avec X(&) = m si & a ses m premiéres composantes = les chévres non
vaccinées, et X (J) = n si & a sa derniére composante = une chévre non vaccinée).

2. Déterminons le cardinal de (X=k) : la m-iéme (la derniére) est passée en k-iéme position, soit m
possibilités ; les m—1 chévres restantes non vaccinées sont passées parmi les k—1 premiéres, soit AZ‘_‘ll =
=T
possibilités. Dot mA;" L (n—m)! est le nombre de n-uplets possibles. D’oi :

possibilités ; et les n—m chévres vaccinées sont mises dans les n—m positions restantes, soit (n—m)!

mAm__ll(n*m)! m(k — 1)!(n—m)! k— DIm!(n—m)! Cm__ll
P(X=k) = —= nl - ((kz—zn()!n! k- ((k—m))!(m(—l)!zz! - (Ii*;p ' (10.27)

Bt Y Cpol=Cn, cof. (TZD), done 3, P(X=k) = L.
k=m
3.

= 3 RPOR) = g RO = g S i = 2

omtL _ m!(n —m)! (n+1)! _m(n+1)
- om Zok o Ot = n! (m+Dl(n-—m)  (m+1)°

" k=m

Exercice 10.30 Deux archers s’affrontent au tir & ’arc. La cible est constituée de quatres zones
A, B, C et D, qui rapportent respectivement 10, 5, 1 et 0 point(s). Le jeu consiste & tirer trois
fleches et le score final est la somme des trois résultats (les tirs sont indépendants). Le jeu est
répété un grand nombre de fois.

Le premier archet, M. Flute, tire dans A 6 fois sur 10, dans B 1 fois sur 10, dans C 1 fois sur 10.
Le deuxiéme archet, M. Saxo, tire dans A 5 fois sur 10, dans B 3 fois sur 10, dans C 1 fois sur 10.

1- Quelle est ’espérance du score de M. Flute pour le tir d’une fléeche?

2- Quelle est Pespérance du score final obtenu (3 fleches) par M. Flute ?

3- Mémes questions pour M. Saxo.

4- M. Flute et M. Saxo tirent chacun une fléche. Remplir le tableau ci-dessous :

Flute \ Saxo | 10 | 5 | 1 | 0 | Total
10
5
1
0
Total

dans lequel la case intersection de la ligne i et de la colonne j donne la probabilité pour que M. Flute
obtienne 7 points et M. Saxo obtienne j points (on précisera ’hypothése qu'il est nécessaire de faire
pour justifier cette probabilité). La “colonne Total” doit donner, & la ligne i la probabilité pour
que M. Flute obtienne i points, indépendamment du résultat de M. Saxo; et la “ligne Total” doit
donner, & la colonne j la probabilité pour que M. Saxo obtienne i points, indépendamment du
résultat de M. Flute.

5- Quelle est la probabilité que M. Flute ait un score identique & celui de M. Saxo aprés un seul
tir de fleche ?

6- Quelle est la probabilité que M. Flute ait un score strictement plus élevé que M. Saxo aprés
un seul tir de fleche ?

7- Quelle est la probabilité que M. Flute ait un score identique ou plus élevé que M. Saxo aprés
un seul tir de fleche ?

8- Quelle est la probabilité que M. Flute ait un score identique ou plus élevé que celui de M.
Saxo, conditionnellement au fait que les deux archers n’ont pas tiré hors zone ?

Réponse. 1- Soit Pr la loi de probabilité de M. Flute : Pr(A) = &, Pp(B) = 15, Pr(C) = &, Pr(D) =
2. Donc E(F) = 10Pp(A) + 5Pr(B) + 1Pp(C) + 0Pr(D) = 1015 4+ 515 + 145 + 0 = S (espérance de
résultat = 6,6 points).

2- Espérance ﬁnale (3 tirs independants) 3E(F) = 128 (espérance de résultat = 19, 8 points).

3- Ps(A) = &, Ps(B) = &, Ps(C) = 15, Ps(D) = 5. Donc E(S) =105 +55 + 115 +0 = % et
3E(S) = %. Méme résultat : les deux tireurs peuvent espérer un méme score.
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103 10.4. Variance et écart type

4- Résultat rapide : Le tableau donne le produit des probabilités en supposant que les tirs sont indé-
pendants : soit P((F=z) N (S=y)) = P(F=z)P(S=y) :

Flute \ Saxo | 10 5 1 0 Total

10 30 18 6 6 60
100 100 100 100 100

5 ) 3 1 1 10
100 100 100 100 100

1 ) 3 1 1 10
100 100 100 100 100

0 10 6 2 2 20
100 100 100 100 100
50 30 10 10 100
Total — = = | = | =
100 100 100 100 100

Et P(F = z) = P(F=z N S=10) + P(F=z N S=5) + P(F=z N S=1) + P(F=x N S=0) donne la somme
sur une ligne.

Résultat détaillé : univers Q = {A, B,C,D}* = {(wr,ws) € {A, B,C,D}*} ensemble des couples
donnant un résultat de Flute et Saxo. La probabilité sur Q2 est Q((F,S)=(z,y)) = P(F=xz)P(S=y) =
Pr(2)Ps(y) donne la valeur dans le tableau au croisement de la ligne x et de la colonne y.

5- Résultat rapide : Diagonale : P(F=S) = P((F=A) N (S=A)) + P((F=B)N(S=B)) + P((F=C)n
(5=C)) + P((F=D) N (S=D)) = 3043142 — 36 et Ja probabilité que les tireurs aient le méme score.

Reésultat détaillé : Pensemble (F > S) est ensemble {(wr,ws) : wr > ws. Dot Q(F > S) = somme
des termes de la matrice supérieure stricte.

6- P(F > S) = P((F=10) N (S=5U S=1U S=0)) + ... = sur-diagonale stricte = 18+0+0+tI+1+1 — 33
pour un score strictement plus élevé de M. Flute. (Sous-diagonale stricte : W = % pour un
score strictement plus élevé de M. Saxo.)

-P(F>8)=34 58 =5

8 P(F €[1,10]US € [1,10]) = 20H18+6+543+ 1454341 _ 72

100 100°
P((F>S)N(FE[1,10]USE(1, 3041846434141
PF > SI(F € [110)US € [1,10)) = SUERATRRRA - =2

100

10.4 Variance et écart type

[Variance and standard deviation.]

10.4.1 Définitions

Définition 10.31 Soit X une v.a.r. sur Q et soit £(X) = X € R son espérance (on suppose
qu’elle existe). Sa variance Var(X) est (quand elle existe) :

Var(X) = P((X-X10)?) "2¢ (X -X10)?) "2 B(x-X)?), (10.28)
soit :
Var(x) = [ X@-X) dP@) = IX-X1allfao,p) (10.29)
C’est “I’énergie” de la v.a.r. centrée X —X 1q =10té X _ ¥ relativement & la mesure P.
Définition 10.32 L’écart type est :
o(X) = /Var(X) = || X=X||2(.p), (10.30)

homogéne & une “norme’=longueur, contrairement & la variance qui est homogéne au “carré d’une
norme” = surface = énergie.

Donc :
Var(X) = o(X)2. (10.31)

Définition 10.33 Si o(X) =1 alors la v.a.r. X est dite réduite.
Définition 10.34 Si E(X) =0 et si 0(X) =1 alors la v.a.r. X est dite centrée réduite.

Proposition 10.35 Var(X) = 0 <= X est une fonction constante (presque surement). (On est
dans le cadre “déterministe”.)

Preuve. Var(clg) = P(0) = 0 : la variance s’annule sur les fonctions constantes. Réciproquement,

si Var(X) = 0, alors (I029) donne : X (w)—X = 0 P-presque surement, donc X est une fonction

constante P-presque surement (i.e. pour P-presque tout w). ua
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104 10.4. Variance et écart type

10.4.2 Avec la loi image

Proposition 10.36 Soit X une v.a.r. qui admet une espérance et une variance, et Px = Po X!
la loi de probabilité de la v.a.r. X.

Alors la variance est le moment d’inertie de la mesure Px par rapport a X (oit Px est considérée
comme distribution de masse) :

Var(X) = / L @T dPe(a), (10.32)

i.e. moment d’ordre 2 de I'identité id par rapport & X pour la mesure Px, cf. (I5.16). o
On dit que la variance donne une idée de la “dispersion” autour de la valeur moyenne X .

Preuve. On applique (3.24) : [, g(x)dPx = fweX_l(R) (9(X (w)) dP, proposition de la mesure
image. Soit g(x) —def (z—X)? : on a donc posé g = (id — X1g)*. On a g(X(w)) = (X (w) — X)?,
d’ot [ p(x=X)?dPx(z) = [ (X (w)=X)?dP(w), dou (I0.32) grace a ([0.29). .
Donc :
1- dans le cas discret Px =), pi0s, :
Var(X) = Y (2 — X)’pa, = 0°(X), (10.33)
icl

2- dans le cas continu dPx = p(z) dx :

Var(X) = /GR(x - X)?p(x) dr = o*(X). (10.34)

10.4.3 Propriétés
Soit, :
L*(Q,P)={X: Q= Rtq P(X)<oo} ={X:Q—Rtq / X (w)?dP(w) < 0o} (10.35)
wenN
Pensemble des fonctions (mesurables) de carré P-intégrable (fonctions d’énergie finie). C’est un
sous-espace vectoriel de (F(Q;R), +,.) (immédiat par linéarité de Uintégrale).

Proposition 10.37 La forme bilinéaire (-,-)p : (X,Y) — (X,Y)p définie par :

XV ¥ exy)y= [ X(w)Yw)dPw). (10.36)
weN

est un produit scalaire dans L?(Q, P).

Preuve. (-,-)p : (X,Y) — (X,Y)p est trivialement bilinéaire et symétrique. et [ X?(w)dP =0
implique X2 nulle P-presque surement, donc X nulle P-presque surement, donc X est nulle au

sens L2, voir cours d’intégration. o

On note :
1X1lp = V(X, X)p = |IX|l120),p = [|X]]2 = ( / [X|2dP) = (P(X?))? = (BE(X?)% (10.37)

la norme associée.

Proposition 10.38 Soit X € L%(Q, P), i.e. soit X une v.a.r. telle que X? admette une espérance
(X est dans espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure P). Alors :

1. Ona L?(Q,P) C LY(Q,P) :si X € L*(Q, P) alors X € L*(Q, P). (Reste vraie si on remplace P
par une mesure finie.) Et :

[B(X)| < B(X|) < VE(X?). (10.38)
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2. X admet une variance et on a :

2

Var(X) = BE(X?) - (E(X))? (=X2-(X)"). (10.39)

(Réciproquement, si Var(X) existe, ce qui nécessite I'existence de X, alors F(X?) existe, i.e.
X e L*(Q,P).)

3. Sio(X) =0, alors X est une fonction constante : la fonction constante X 1 :
Var(X) =0 <+= X =Xlqg. (10.40)

Dans ce cas X est une v.a.r. bien déterminée (on rentre dans le cas déterministe : il n’y a plus
de “dispersion” autour de la valeur moyenne).

(Réciproque immédiate : si X est une fonction constante alors Var(X) = 0, cf. (10.29).)

4. Sio(X) #0, alors la v.a.r. f(_XY) est centrée réduite. En particulier :

X-X
Vi =1. 10.41
() (10.41)
5. SibeR, alors la v.a.r. X+blg =10% X 1b admet une variance et :
Var(X +b) = VarX, (10.42)

et la variance (qui est une “mesure de la dispersion”) ne dépend pas de b. En particulier :
Var(X — X) = VarX. (10.43)
6. Si a € R, alors la v.a.r. aX admet une variance et :
Var(aX) = a*Var(X), (10.44)
ou encore o(aX) = |a|o(X). D’ou si a,b € R :
Var(aX +b) = o*Var(X). (10.45)
7. Pour tout a € R :
IX —all3 = [IX = X[ + (a = X)?, (10.46)

(propriété des moments d’inertie) et en particulier, pour tout a € R :
X — all > |1 X — X2, (10.47)

i.e. le moment d’inertie autour d’un point a est minimal si on prend a le centre d’inertie = le
centre de gravité.

Preuve.
1. Cest Cauchy Schwarz dans L*(, P) : |(1o,|X|)p| < |[1allpl|X]|p, soit | [, |X(w)|dP] <

([, X (w)?dP)?. Idem en remplacant | X| par X.
2. Comme (X — X) = X2 - 2XX + X’ , chaque terme du membre de droite admettant une
espérance, la linéarité de E' donne Dexistence de Var(X) = E(X?) — 2X° + X~ = B(X?) - X_.
3. Si 0(X) =0, alors | X—X1g]||% = 0, donc X — X1 = 0 presque surement.

4. Sinon, avec la linéarité de F, Var(f(;g) = E(Q;Ig;?) = E<Ej§(X)§> ) — Vazr(())(()) =1

5. (X+b) — E(X+b) =X +b— E(X) - b= X — X, d’ot le résultat.
(Sans abus de notation : (X+4blg) — E(X+blq)lg = X +blg — E(X)1qg — E(blg)lg = X +
blo — BE(X)1lg — blg = X — E(X)1g.)

6. BE((aX)?—(E(aX))?) = E(a®?X? - (aE(X))?) = E(a?X? - a?E(X)?) = a?E(X?) — a?E(X)?
par linéarité de F.

— (X — -a), et donc
(( —X)?) + (X—a)* +0.

H +
E
|
><|
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106 10.4. Variance et écart type

10.4.4 Exemples

Exemple 10.39 Loi de Bernoulli pour X : {a,b} — {0,1} avec X(a) = 1 (succés) et X(b) =
0 (échec), et avec P(X=1) = Px(1) = p, P(X=0) = Px(0) = 1-p="9% ¢ On a B(X) =
X(a)Px (1) + X(b)Px(0) =1xp+ 0% q = p (déja vu). D’ou :

Var(X) = B((X-p)?) = (1-p)*Px (1) + (0-p)*Px (0) = (1-p)°p + p*(1-p) (10.48)
= p(1-p) = pyq.

En particulier Var(X) < 1 car p(1—p) < 1 (cf. tableau de variations de f(p) = p(1-p)). L
Exercice 10.40 Loi de Bernoulli généralisée : X(a) = «, X(b) = 8, P(X=a) = Px(a) = p,
P(X=p) = Px(f) = 1—p ="°% ¢ Calculer E(X) et Var(X).

Réponse. On a E(X) = aPx(a) + Px(B) =ap+ g =B+ (1 — a)p.
On a E(X?) = o*Px(a) + 2Px(B) = o*p + f%¢q. D'otr :

Var(X) = o’p + 82q — (ap+ Bq)* = & (p — p°) + B*(a — ¢°) — 20Bqp
= pa(a— B)™.

En particulier Var(X) < 1(a — b)>. un

(10.49)

Exemple 10.41 Loi gaussienne de moyenne m et d’écart type o, cf. [6.44), i.e. loi Py sur R de

_ (z=m)?

densité p(z) = — 1%6 222 . Son espérance est m, cf. ((0.24).
(x—m)? (x=m)?
Et (z—m)%e” 222 = (x—m)((x—m)e” 222 ) “= uv"” donne par intégration par parties :

z—m)? 0 Rl 9 _(w—m)2
202 |+ oce” 27 dx).

oV 2T oo

Var(X) = ! /}R(acfm)Qe_(m;amf)2 dzx = ! ([~o?(z—m)e”

oV 2w

Donc Var(X) =0+ 02 =02 et :
o(X)=o. (10.50)

Quand m = 0 la loi gaussienne est centrée, et quand o = 1 la loi gaussienne est réduite. Et elle est
2

donc centrée et réduite quand p(x) = \/%767%

Exercice 10.42 Soit un troupeau de n chévres. Les chévres peuvent indifféremment restées dehors,
noté Ap, ou aller dans un des deux abris A; et As, chaque abris étant assez grand pour abriter
toutes les chévres. Soit Y la v.a. donnant le nombre de chévres dans ’abris A1 et Z la v.a. donnant
le nombre d’abris vides.

11- Donner la loi P(Y = k) de Y, et en particulier P(Y = 0) et P(Y =n).

12- Donner ’espérance et la variance de Y.

13- Donner "univers sur lequel agit Y et donner Im(Y").

21- Que vaut I’événement (Y=0) N (Z=0)7

22- Que vaut P((Y=0)N(Z=2))?

23- En déduire que P((Y=0) N (Z=1)) = 23—_1

24- Les lois de Y et Z sont-elles indépendantes ?

25- Donner l'univers sur lequel agit Z et Im(Z).

31- Calculer P((Y=k)N (Z=2)) pour k =1,...,n.

32- Vérifier que P((Y=k)N (Z=1)) = Sk pour k=1,...,n.
33- En déduire que P((Y=k) N (Z=0)).
41- Donner la loi de Z : commencer par donner P(Z = 2) puis P(Z = 1).

42- Calculer I'espérance de Z.

Réponse.
11- La probabilité qu’une chévre soit dans A; est p = %, etgq=1—p= % est la probabilité qu’'une
chévre aille ailleurs (dans Ao ou Az). La loi de Y est donc la loi binomiale B(n,p) = B(n, 3). Ainsi

P(Y = k) = B(k;n,p) = Ckp*(1 —p)"* = Cﬁ%;k} pour k € [0,n]y. En particulier P(Y = 0) = g%
(chaque chévre & la probabilité 2 d’aller ailleurs que dans A;), et P(Y = n) = 3+ (chaque chévre a la
probabilité % d’aller dans A;).

12- Donc E(Y) =np =% et V(Y) =npq = %*, cf. loi binomiale.

13- Soit C = {c1,...,cn} I'ensemble des chévres. L’univers de Y est suggéré par la loi binomiale. on
fait n lancers, le i-éme correspondant au choix de c¢;, d’issue a = A; et b = ailleurs. Donc 'univers est
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107 10.4. Variance et écart type

Q = {a,b}". Et pour @ = (w1,...,wn) € {a,b}"”, on a Y(J) = le nombre de composante w; = A, soit
Y =220 Ly (wi).

Et Y(Q) = [0, n)x.

21- Z=0 indique qu’aucun abris n’est vide : en particulier A; n’est pas vide; et Y=0 indique que A;
est vide : Pévénement (Y'=0) N (Z=0) est impossible.

22- Z=2 indique toutes les chévres sont dehors, et Y=0 indique que A; est vide, cette derniére infor-
mation étant inutile. Donc P((Y=0) N (Z=2)) = P(Z=2) est la probabilité que toutes les chevres sont
dehors, chaque chévre ayant la probabilité % d’étre dehors. Donc P((Y=0) N (Z=2)) = P(Z=2) = 3n'

23- P(Y =0) = P((Y=0)N(Z=0)) + P((Y=0)N(Z=1)) +P((Y 0)N(Z=2)), avec P(Y = 0) 3",
car chaque chévre a la probablhte 2 de ne pas aller dans A;. Donc 2 = 0+ P((Y=0)N(Z=1))+

P((Y=0) N (2=1)) = L=,

24- P((Y=0) N (Z=2)) = P(Z=2) = 5= est différent de P((Y=0))P((Z=2)) car P(Y=0) # 1 : les v.a.
Y et Z ne sont pas indépendantes.

25- Z a méme ensemble de définition que Y (sinon (Y = 0) N (Z = 0) n’a pas de sens). Mais on a un
probléme avec 'univers de Y défini précédemment.

Changeons 'univers de Y en posant 2 = ({Ao, A1, A2})" I'ensemble des issues possibles. Et on pose
Y : Q — [0,n]y définie par Y (J) = D1 ; 1{a,}(w:i) (compte le nombre de chévres dans A;).

Et on pose Z : Q — {0,1,2} définie par :

Z(©B) =2ssiVi=1,..,n0naw; = Ag (les abris sont vides),

Z(&) =0ssi 3i,j € [1,n]n t.q. w; = A1 et w; = Ay (aucun abris n’est vide),

Z(&) = 1 sinon (il existe w; t.q. w; # Ao et notant Ay,, avec k; = 1 ou 2, ’abris dans lequel se trouve
w;, alors pour tout j # i on a w;j # Agou £ =3 — k;).

31- Z = 2 indique que toutes les chévres sont dehors, donc aucune dans A;, donc pour £ > 1 on a
P((Y=k)Nn(Z=2))=0.

32- Soit k € [1, n]n. P((Y=k)N(Z=1)) impose donc k chévres dans A; parmi n, soit C¥ issues possibles,
les autres étant dans Ap, soit une issue possible. Et le nombre total d’issues est le nombre de fonctions
C — {Ai1, Az, A3}, soit 3". Donc P((Y=k) N (Z=1)) = 3” pour k =1,.

33- Donc P((Y=k)N (Z=0)) = P(Y=k) — P((Y=k) N (Z=1)) — (( ) (Z=2)) = C’“";#

4l- P(Z=2) = }_;_, P((Y=Fk) N (Z=2)) = P((Y=0) N ( 2)) + 3y P(Y=k) N (Z=2)) = 5z +0.

P( 1) = koo ((Y—k) (Zz=1)) = P((Y=0) N (Z=1)) + 3;_, P(Y=k) N (Z=1)) = =1 +
S - Suavec Yp_, om = L (=Cl4+ YO8y = L(— 1+( +1)") = 7L Donc P(Z=1) = 72 +

on _ on+l_o

3n , donc

371 3n
P(Z=0)=1— P(Z=1) — P(7=2) = ¥=21-1

42- E(Z) = 0P(Z=0) + 1P(Z=1) + 2P(2=2) = 0 +

2n+1_2 gn+1

2 _ _ 2\n [ ]
+ 5% = =2(3)" un

Exercice 10.43 Soit n articles aq, ..., a,, avec n > 2, de prix respectifs a1, ..., a,,. Un client achéte
aléatoirement k articles (0 < k < n). Soit S le prix payé par ce client. But : calculer ’espérance et
la variance de S.

Pour ce : On note Y la v.a. qui donne le nombre d’articles achetés par le client (donc entre 0
et n). On suppose que la loi de probabilité de la v.a. Y est la loi uniforme. On note X; la v.a. qui
vaut 1 si le client achéte a; et 0 sinon.

10- Donner l'univers € sur lequel sont définis Y et X, ainsi que |(].

11- Donner P(Y'=k), puis déterminer P.

12- Calculer P(X;=1|Y=k).

13- En déduire que P(X;=1) = -

14- Calculer E(X;) et V(X;).

21- Exprimer S en fonction des X; et des ay.

22- Calculer E(S) en fonction des ;.

3- Soit (i,7) € [1,n]3 avec i # j.

31- Calculer P((X;=1) N (X;=1)|Y=k) pour k=0, ...,n

32- En déduire que P((X;=1)N(X,=1)) = % Les v.a. X; et X; sont-elles indépendantes ?

33- Calculer la covariance cov(X;, X;) et le coefficient de corrélation.
n n

1 1
34- En déduire V(S) = 12(2 a;)? + 6 Za?.
i=1

=1

Réponse. 10- Soit E = {a1, ..., an} Pensemble des articles.
L’ensemble des issues est 2 = P(E) I’ensemble des sous-ensembles de E (articles achetés par un client),
de cardinal 2".
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Y est Z sont définies sur l'espace probabilisé (2, P(€2), P), oit P est & définir grace & hypothése Py
uniforme.

Y : Q — [0,n]y avec, pour F' C E, Y(F) = |F| cardinal de F'.

Xi : Q2 —{0,1} avec, pour F' C E, Xi(F) = dq,(F) = 1r(as).

1
11- Pour k =0, ...,n (avec k = 0 si le client n’achéte rien), on a Py (k) = p—— (loi uniforme).

Et Py = PoY ', donc Py (k) = P({F C Q: |F| = k}) = 5.
On suppose I'équiprobabilité du choix d’'un méme nombre d’articles, i.e. P(F) = P(G) quand |F| = |G|.
Et il y a C¥ sous-ensembles de cardinal |F| = k, parmi 2" sous-ensembles de 2. Donc la probabilité
1 k
d’un choix de k éléments donnés est ?g_n = P(F) pour un F C Q tel que |F| = k. C’est la loi P de

probabilité cherchée.
12 ((X5=1|Y'=k)) est 'ensemble des sous-ensembles de taille k qui contiennent a;. Pour k> 1, il y a
C*~1 tels sous-ensembles parmi les C* sous-ensembles de taille k (puisque a; est fixé), donc en proportion

Ciol  (n=1)E(n—k)! k&

ilyaP((X;=1Y=k)) = CF = =Dl = (hypothése d’équiprobabilité du choix d’un méme

nombre d’articles).

Et pour k = 0, comme (Y=0) signifie que le client n’achéte rien, (X;=1) est incompatible avec (Y'=0),
P((X;=1 Y=

done P(X,=1]y=0) = LUX:=D 10 (Y=0))

= 0. Donc la formule = f est vrai pour tout £ =0,...,n

P(Y=k)
- Calcul en se servant de la définition d’une probabilité conditionnelle : pour 1 < £k < n :
1 OnTh
v (PUXED N (Y=R) ek
P(X,=1|Y=k) = PY—R) ===
P
k1 1 nm+1) 1
13- P(X;=1) P(X;=1Y=k)P(Y=k) = - = ==,
Z | JP( ) —nn+1 nn+1) 2 2

14- E(X;) = 0P(X;=0) + 1P(X;=1) =0+ % = = (loi de Bernoulli).

E(X?) = 0*P(X;=0) + 1*P(X;=1) = %
V(X)) = E(X?) — E(Xy)* = % _ (%)2 _ i
21- Pour F C Q: S(F ZX

22- B(S ZE Z—QZ%

31-On a P((Xl—l) ( J—1)|Y 0) = 0= P((X:=1) N (X;=1)|Y=1) = 0 (car on achéte strictement
moins de 2 articles).

. o, Chs
Soit k € [2,n]y et ¢ # j. On a P((X;=1) N (X;=1)|[Y=k) = P{F : ai,a; € F}) = CﬁQ =
(n=2)k!(n=k)! _ k(k—-1)
(k=2)!(n—k)!n! ~ n(n—1)
32- P((Xi=1)N(X;= —0+ZP X;=1)n j:1)|Y:k)P(Y:k):WZkk 1) =
1 = 1 n(n+1)(2n+1) n(n+1) 1 2n4+1-3 1
SNkl = - - _—
n(n—l)(n—i—l)kg (k=1) n(n—l)(n+1)( 6 2 ) n—1 6 3
Comme % %%, les v.a. ne sont pas mdependantes
33- B(X,X,) = 0+ 1P((X,=1) N (X,=1)) = L.
Doi cov(X;, X;) = E(XiX;) — E(Xi)E(X;) = £ — 1 = & (et les v.a. ne sont effectivement pas
indépendantes).
cov(Xi, X;) 1
Dot p(X;, X;) = o2t 23) 32 o -
ou p( ’ J) O'(XZ)O'(X7) i 3
34-V(S) = V(Z Xi(w)oy) = Za?V(Xi)Jr Z ajaeov(Xi, Xj) Zaz Z .
1<i<j<n 1<i<j<n
Comme(izzlom Zal+21<§<nazaﬁonaV( - Z +12 ZO‘Z avec -1 =1

10.5 Moments d’ordre p
10.5.1 Définition des moments d’ordre p

On généralise les définitions précédentes :
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Définition 10.44 Si p € N, le moment d’ordre P de la v.a.r. X est :

ex?) ¥ pxry (= /Q XP(w) dP(w)). (10.51)

On a donc également (proposition de la mesure image) :
E(X?) = Px () (= / 2P dPx (x)). (10.52)
R

10.5.2 Inégalité de Jensen

Définition 10.45 Une fonction ¢ : R — R est convexe ssi, pour tout ¢ € [0, 1] et tous z1,z2 € R :
p(tzy + (1-t)z2) < tp(z1) + (1-t)p(22). (10.53)

Autrement dit, entre les points (z1,¢(z1)) et (x2,¢(x2)), le graphe de la fonction ¢ est sous le
segment de droite joignant ces points. Faire un dessin.

Lemme 10.46 Si f : R — R est affine, alors :

E(foX) = f(E(X)). (10.54)
Preuve. f est de la forme f(z) = ax + b. Dot :

/f(X(w))dP(w) - /(aX(w)—i—b) dP(w) :a/ X (w)dP(w) + b = aB(X) + b = F(E(X)).
Q Q Q

Proposition 10.47 Si ¢ : R — R est convexe, si X et po X —noteé

P(E(X)) < E(e(X)) :

(X)) a une espérance, alors

p convexe — (E(X)) < E(p(X)). (10.55)

En particulier, ¢ : © — |z|P étant convexe pourp > 1 :

Vpe N*, |BE(X)P < E(XP) (10.56)

Preuve. Soit A, ’ensemble des fonctions affines inférieures & ¢. Donc pour tout = € R on a
(z) > f(x) pour tout f € A,, et donc, pour tout f € A, :

/ P(X (@) dP(w) > / F(X()) dP(w) = f(E(X)),
Q Q
X)) =

of. (B D'on B(p o X) > supjes (f(E(X))) = p(B(X)).

10.6 Intervalle de confiance
10.6.1 Définition et exemple d’intervalle de confiance

But : estimer la “précision” par rapport & la moyenne X. On se servira de I’écart type qui donne
une idée de la “dispersion” par rapport a la valeur moyenne.
Soit 7 €]0,100], et v% = 1{5 un pourcentage. Soit un réel A, qui vérifie :

P(X € [X-A, X+A)) > 1% (= 1%). (10.57)

Définition 10.48 Le plus petit des réels A, est I'écart a la moyenne a %.
Et l'intervalle [X —A., X+A,] est alors I'intervalle de confiance & v%.

(Si A =0et Px(X)>~% > 0, alors Px ne peut pas étre une mesure diffuse.)

Exemple 10.49 Siy = 95, alors 'intervalle [X—A., X+A,] est un intervalle de confiance & 95% :
la probabilité pour que 'éventualité w ait sa valeur X (w) dans lintervalle [X—A., X+A.] est
de 95% un
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(z—m)?
Exemple 10.50 Cas Px la loi normale, loi de densité p(z) = oS de moyenne m et

écart-type o. On veut calculer un réel A, tel que :

/'rn-ﬁ-Ae 1 (5 —m)?
e 222 dx > 95%,
z=m—A, V 27

ie., avecy = @ tel que
Ac

E B
o e” = dy > 95%,
/y:—Af V2T V= ’

2
. . Y » . P
i.e tel que, la fonction e~ = étant paire, le reste vérifie :

o 1

y="2e / 21

La valeur minimale de A, est donnée dans les tables de lois normales, tables qui donnent les valeurs

_y? 1 1
ez dy < —5%=—2.5%.
20 o

2
de la fonction z — [* e~ dy.

v2r y=1.96 \/TTT@—% dy ~1—
0.975 = 0.025 = 2.5%; l'intervalle de confiance de 5% pour la loi normale centrée réduite est ~
[—1.96, 1.96] (intervalle dans lequel on trouve ne moyenne 95 tirs sur 100 quand la loi de probabilité
du tir est la loi normale centrée réduite). un

96 y2 %)
Par exemple, les tables donnent fi;f) ——e~"2 dy ~ 0.975, et donc |, 1

10.6.2 Formule de Bienaymé—Tchebytcheff et intervalle de confiance

Tchebytcheff s’écrit aussi Chebichev, Chebyshev... (traduction du cyrillique).
En fonction de o il s’agit de connaitre la probabilité d’étre & plus d’une certaine distance de
Pespérance (= le centre de gravité).

Lemme 10.51 (Inégalité de Markov). Si X est une v.a.r. (fonction mesurable) qui admet une
espérance alors, pour tout a > 0 :

P(X)

P(X>a) < (= ). (10.58)

Plus généralement, si f est une fonction mesurable croissante et f o X admet une espérance, alors

pour tout a € R :
P(foX) > f(a) P(X>a), (10.59)

ce résultat étant trivial pour les a t.q. f(a) < 0. En particulier si f(a) >0 :

P(X>a) < % (10.60)

Preuve. Pour f croissante, on a f(z) > f(a) pour tout z > a, et donc f(X(w)) > f(a) pour tout
w t.q. X(w) > a, i.e. pour tout w t.q. w € (X > a) —def X~Y([a, 00]), d’ot :

P(foX)= [ f(X()dP(w)> / f(a) dP(w) = f(a) P(X > a),

weN we(X>a)
d’otu (I0L59), d’ou (I058) avec f = dd. wn

Corollaire 10.52 (Formule de Bienaymé-Tchebycheff.) Soit X € L*(2, P) une v.a.r. qui admet
donc une espérance X = E(X) et une variance 0(X)? = E((X — X)?). On a, pour tout 7 > 0 :

E(X?)

P(X|27) £ 25,

(10.61)

et ainsi il est peu probable (probabilité inférieure 4 1%) qu’une v.a.r. X soit en valeur absolue 10

fois supérieure a sa norme /E(X?2) (prendre 7 = 10/E(X?)).
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Quitte & considérer la v.a.r. X — X, on a également :

o(X)?

2 Y

P(X-X|>7) <

10.62
- (10.62)
et ainsi il est peu probable (probabilité inférieure a 1%) qu’une v.a.r. X soit éloignée de sa moyenne
de plus de plus de 10 fois son écart type o(X).

(N.B. : quand 7 < o(X) c’est évident puisqu’une probabilité est toujours inférieure a 1. Dans
ce cas la formule ne donne aucune information.)

Preuve. C’est (IL60) avec I = [0,00] et f(z) = a2, oa

Corollaire 10.53 1
P(IX-X|<70(X)) > 1- . (10.63)
Preuve. on a P(|X—X| < 70(X)) + P(|X—-X| > 70(X)) = 1, d’ot (I0.63) avec (I0.62). o

[@063) peut servir a grossiérement établir des intervalles de confiance :
— — 1

PX€X —70,X +710[) > 1- = (10.64)

soit : ,
Px(X —710,X +710[) > 1— - (10.65)

Remarque 10.54 La formule de Bienaymé—Tchebytcheff est trés grossiére : elle est valable quelle
que soit la probabilité, et sa démonstration est basée sur 1| x|>, < )a(—; pour @ > 0 (i.e. sur 1 < ﬁ—z
quand x > a > 0).

Si on connait la loi de probabilité de X, on ne se sert pas la formule de Bienaymé—Tchebytcheff :
on fait un calcul direct de P(|X—X| > 70). .

22
Exemple 10.55 Avec la loi normale réduite centrée (de densité p(z) = \/%76_7) : la formule de

Tchebytcheff et % = 5%, i.e. avec 7 = /120 = /20 ~ 4.7, donne Px ([X — 7, X + 7]) > 95%.

Ici 7 ~ 4.7 donne une estimation trés grossiére de A, voir exemple [[0.50) ot 7 ~ 1.96 convient

aussi. un

10.7 Fonction génératrice d’une v.a.r. discréte

Définition 10.56 Si (a,)y est une suite de réels, alors la fonction :

G:s—G(s) = Z ans" (10.66)

n=0
est appelée la fonction génératrice de la suite (ay,)n-

La fonction génératrice permet en particulier de transformer une série (somme discréte sur N)
en une série entiére (fonction C*° sur | — R, R[ ou R est le rayon de convergence).

Exemple 10.57 Si a,, = 1 pour tout n, alors G(s) = > -, s" est la série entiére de Neumann
définie pour s €] — 1, 1[ (de rayon de convergence R = 1) et G(s) = 1.
Si a,, = -, alors G(s) = e* (rayon de convergence infini).

Si ar, = C* pour 0 < k < n et ar = 0 pour k > n, alors G(s) = (1+ s)". wa

En particulier si X : Q — R est une v.a.r. a valeurs discrétes x,,, i.e. X(2) est une suite (z,)y
(ie. Vw € Q, In € N, X(w) = z,), notant Px laloi de X, alors :

G(s) = ans”, ou p,=P(X=x,) = Px(z,), (10.67)

n=0

est la fonction génératrice de la suite (p,,)y. Comme ) p, = 1, le rayon de la série entiére G est
R>1,etonaG(1l)=>"" p,=1.
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112 10.7. Fonction génératrice d’une v.a.r. discréte

Proposition 10.58 Cas particulier X () = N et x,, = n pour tout N. Soit R le rayon de conver-
gence de la série entiére G (fonction génératrice). Si 1 €] — R, R[, alors G'(1) existe et :

G'(1) = E(X). (10.68)
De plus G" (1) existe et :
G'1)=BE(X(X-1)=E(X?-EX) e Var(X)=G"(1)+G'(1)— (G'(1)* (10.69)

Plus généralement :
GP (1) = B(X(X —1)...(X —k+1)). (10.70)

Preuve. Pour s €] — R, R[ la dérivée k-iéme est obtenue par dérivation sous . Donc :

o0 o0 o0
"(s) = Z nppt™ G"(s) = Z n(n—1)pps" Z n*pps"” Z npn s
n=1 n=2 n=2
Donc si 1 €] — R, R[ alors G'(1) = .07 np,, = E(X) (car , = n pour tout n), d’ou ([0.68), et

G'1)=E(X(X—-1) =Yl on?pp — >0 onpn = > ne 02pn — D ooy npp, d’ott (IL6Y). Idem
pour (I070). wa

Exercice 10.59 4. Loi uniforme sur [1, n|y. Montrer que G(s) = %5((11:2))
2. Loi binomiale B(n, p). Montrer que G(s) = (sp+1—p)™.
3. Loi géométrique. Montrer que G(s) = ————.
1—-(1-p)s
4- Loi de Poisson. Montrer que G(s) = e*(*71),
Puis donner les espérances et variances.
Réponse. 1. G(s) = Yop_, A" = 2 Y070 sh = 21t — st
G'(s) =31, Tllksk =1 :; 10(m+1) Do G'(1) = L 30 k= 1rnth — ndl - p(X).
G'(s) = 230 lm(mH) - Dot G"(1) = 302 Cm(mt1) = %(an;ll m? + 3 0m) =

%(("*1)"6(2" 1) + "(" 1)) _n 71 Dot Var( ): ni;l
2. G(s) = X1 " Clp* (1= )" = ((sp) + (1=p)" = (sp + 1 — )"
D’oit G'(s) =np(sp+1—p)" et G"(s) =n(n—1)p*(sp+1—p)" 2 (pour n > 2).
D ot B(X) = G'(1) = np, Var(X) = G"(1) + G'(1) = (G'(1))* = n(n = 1)p* + np — (np)* = np(1 - p).
G(s) = Yrlos"d"  'p=ps ) o(s0)* " =ps=.

Doty G'(s) = PApuskipen — b p(1 — s) =% et G"(s) = 2pq(1 - gs)

D’OflE(X):G/( ): l Var( ):G//(1)+G/(1)*(G/(1))2:p%«k%fp%:217(1*1;%2*17:11)—_217
G(s) = EZO:O Ske _ e—)\ Ek o ()\]:!)k _ e_xeks_

D'oit G/ (s) = Ae*e™1) et G (s) = A2er—D

Dod B(X) = G'(1) = A, Var(X) = G"(1) + G'(1) = (G'(1))* = X + A= X* =\

b
p2
ﬁ

Proposition 10.60 Soit s > 0. La fonction sX = €°8()X . O — R étant définie par (s¥)(w) =
$X@) Z log()X(@) op 4 1
G(s) = E(s¥) (10.71)

Si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes de méme Ioi (v.a.r. i.i.d.) a valeurs dans N, alors s*

et s¥ sont indépendantes et, pour s # 0 :
Gx+y(8) = Gx(S)Gy(S). (10.72)
Preuve. Sachant X(w) = k € N (v.ar. & valeurs entiéres), on a F(s¥) —def P(s%)

ZkeNSkP(X k) = G(s).
P((r* =) 1 (¥ =) = P(EX"¥0=2) 0 (500~y) = PUX=RiEH 0 (=g =

) =
P(X:llgig“:)) )P(Y =12 ))), car X et Y sont indépendantes, donc = P(sX=x)P(s¥ =y), et sX et s¥

sont indépendantes
Dot Gx1y(s) = BE(sXtY) = E(sXsY) = E(sX)E(sY) car sX et s¥ sont indépendantes. o
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11 Vecteur aléatoire, suite aléatoire, fonction aléatoire
Soit (2, T, P) un espace probabilisé.
On reprend des notions déji vues en partie, avec un vocabulaire différent.

11.1 Vecteur aléatoire dans R"”, loi conjointe

Soit R™ = R x ... x R muni de sa base canonique (El, - E,L). On note 7; : R™ — R la projection
sur la i-éme composante, cf. [234) :

T = thﬁz — ﬂi(f) = Z;. (11.1)

Soit X : Q — R™ une fonction & valeurs vectorielles. :
Q -2R"=Rx..xR

X1

v ngté . X i Xl(w)
B (RS B PR (P RC RS A5l EEE

Xa(w)
la notation en “vecteur colonne” par utilisation implicite de la base canonique de R™.

Définition 11.1 Lorsque les X; sont des v.a.r. (fonctions P-mesurables), X = (X1, ..., X,,) est
appelé un vecteur aléatoire dans R™ (un couple dans R?) de variables aléatoires réelles.

Définition 11.2 Les composantes X; = m; o X de X sont appelées les v.a.r. marginales de X.
Notons Tgn la tribu borélienne de R2.
Définition 11.3 La fonction Py : Tg» — [0, 1], appelée loi de probabilité de X, définie par :

Py e pox1, (11.3)

est également appelée la loi conjointe des X;. Donc, pour tout ensemble D € Tgn :

Pe(D) ¥ p(X D), (11.4)

soit Pg(D) = P()Z‘l(D)) =P{we: (X1(w),..., Xn(w)) € D}).
Autrement dit, c’est la loi définie par, pour tous les intervalles Iy, ..., I, de R :

Pe(ly x . x I,) = P(X € 1 x... x I,) = P(X "Y1 x ... x I,))
= PlweQ:Xw)el, x ..}
=P{weQ: Xi(w) €, Xo(w) €I, ...}
=PweQ:weX M I)NX; Y (L)N..} (11.5)
=P(X1€L,X2 € I,..) = P, x,,. (1 x I>...)

noté
- P(X1=X27»n)(117 I, ...),

avec les notations déja vu, cf. (53] et (B.6).

11.2 Lois marginales

Les lois marginales de mesures de probabilités P : Tgan — [0,1] (ou il n’est pas question de
v.a.r.) ont été définies & la définition 28T page B3] : ainsi :

Pi(a,b) = P(a, b xR x ...) (= (PoxrY)(a,b])). (11.6)

Soit X = (Xi,..., X,,) un vecteur aléatoire sur un espace probabilisé (Q, 7, P), et soit Py =
Pix,.... x,) saloi, cf. (IT4).
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114 11.3. Ezemple : couple de v.a.r. (ou vecteur aléatoire dans R?)

Définition 11.4 Les lois Px, = Po X;l des v.a.r. marginales X; : Q@ — R de X sont appelées les
lois marginales de X.

Ayant (Xl EI) = (Xl EIl)ﬂ(XQ ER)Q(XP, ER)H... :

Proposition 11.5 Les relations entre les lois marginales Px, et Py sont données par, pour i =
1,...,n:
Px,=PoX; !, (11.7)

soit, pour tout intervalle I de R, pouri=1,2 :

Px,(I) = P(X7'(I)) (= P({w e Q: X;(w) e I})), (11.8)

K2

Donc, pour tout intervalle I de R, par exemple :
Px,(I)= Pg(I xR  soit  P(X;el)=P(X e IxR"™}). (11.9)

Preuve. Pg(I x R") = P(X € I xR 1) = P(X; € [,X; e R X3 €R,...) = P(X; € I) =
Px, (I). Idem pour X; pour i = 2,...,n. un

11.3 Exemple : couple de v.a.r. (ou vecteur aléatoire dans R?)
11.3.1 Cas discret : matrice de la loi

Dans R" = R2, X = (X1, X). Soit Q = {;, i € I} ou I est ensemble fini ou dénombrable. On
note :

pij = Pg(xi,y5) ou donc Z pij =1, (11.10)
ijel
soit (loi discréte) :
Pg =D PijOwu,) (11.11)
ijel

Définition 11.6 La matrice [p;;]c: est appelée matrice de la loi Pg.
jeI

(Ce n’est pas une matrice stochastique : & i fixé (une ligne) on n’a pas >, p;; = 1.)

On donne souvent p;; sous forme matriciel (tableau), pour X = (X,Y) :

Y
X Y1 Y2
X1 P11 | P12
X2 D21 | P22
€3 P31 | P32
ou I a été redéfini en {1,...,n,...}.
Exemple 11.7 Voir exercice [0.30 =

Définition 11.8 Notations. Pour tout ¢,j € I, on note p;. et p ; les réels définis par :

déf . . déf . .
pi = Pe({i} xR) = Px,(i) et p; = Pg(Rx{j}) = Px,(j). (11.12)
On a immédiatement :
JjerI el

soit relativement & la matrice [p;;] :

p;. = somme sur la ligne 4 et p.; = somme sur la colonne j. (11.14)
Et on a trivialement :
b= pi=1 (= pij) (11.15)
icl jel i,jel
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115 11.4. Remarque

Exemple 11.9 On lance deux piéces. Soit X : Q — {a,b} x {¢,d}, avec donc X(w) =
(X1(w), Xo(w)) € {a,b} x {c,d}, avec donc X3 : @ — {a,b} et X5 :  — {¢,d}. Pour des lancers
indépendants et un tirage équiprobable, la loi de Pg est donnée par le tableau :

X5
c | d
X,
T T
= -
b 1il13

Donc Pz = ié(%c) + %5(%@ + %5(;,70) + %5(;,7@, ou encore, pour tout (z,y) € {a,b} x {c,d} :
1
Pg(z,y) = P(Xi=z, Xo=y) = 7. (11.16)

Etplx:i-i-i:%:p.j. an

Exemple 11.10 Soit Y : Q — {a, b} x {c,d}. On définit sa loi & I’aide du tableau :

Y,
Y, c|d
a 0| o
b 510

ot a, 8> 0et a+ =1 Donc Py = ad(g,q) + Bp,c), s0it :
Pgy(a,c) =0= Py(b,d), Py (a,d) = a, Py (b, c) = 8. (11.17)
Et p1. =a =pa, et po. = =pa. o

11.3.2 Cas continu

La loi de X est continue quand elle est de la forme, pour D € T2 :
Pe(D) = [[ plavy) dsay,
D

ol p : R2 — R est une fonction positive dans R? telle que // p(z,y) dedy = 1.
R2

Exemple 11.11 Soit A un borélien et soit p(z,y) = ce™¥14(x,y) ot ¢ € R est une constante telle

que [[, p(z,y) dedy = 1. i
On notera :
@) =pxle)= [ plendn mo)=pa) = [ ) de (11.18)

11.3.3 Fonction de répartition
Définition 11.12 On appelle fonction de répartition F' du couple (X,Y), ou fonction de réparti-
tion conjointe, la fonction F : R? — [0, 1] donnée par :

Fla,y) = P((X €] - o0,a]) N (Y €] — o0,y)) = P(X <aet ¥ <)

— Py(] - oo, a]x] — o0, 4]). (1L19)

11.4 Remarque

Proposition 11.13 1- Si on connait la loi Py on en déduit les lois marginales.

2- La réciproque est fausse : on peut avoir des lois marginales identiques qui appartiennent a
des vecteurs aléatoires différents.

3- N.B. : on peut avoir Px,, ..., Px, des lois densités, alors que Py n’est pas une loi de densité.
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116 11.5. Lois marginales indépendantes

Preuve. 1- Si P existe, alors les lois marginales sont données par (IL.8).

2- La réciproque est fausse : reprenons les exemples [1.9 et I1.10 avec o = 8 = % :on a
Pg # Py (par exemple Pg(a,c) = 1 et Py(a,c) = 0).

Et Px, = Py, et Px, = Py, sont les lois équiprobables. En effet, on a Px, (a) = Pg¢({a},R) =
Pg(a,c) + Pg(a,d) = 3 (somme sur la ligne a), et Px, (b) = 1 (somme sur la ligne b). De méme
Px,(c) = 1 = Px,(d) (somme sur la colonne adéquat).

Et ]Dy1 (a) = % = ]Dy1 (b), et PY2 (C) = % = PY2 (d)

Donc les Px, et Py, sont les lois équiprobables, mais Py # Pg.

3- Soit A = {(z,7) : * € R} la diagonale de R?. Soit P : R? — R, la probabilité de densité
linéique notée Sap(z,y)drdy avec da la mesure de Dirac le long de A :si D C R?, P(D) =
fxeR:(I x)er(:c,:c) dx. P n’est pas une loi de densité (“volumique”) dans R? (c’est une “densité

linéique’ )

Soit, X la fonction identité, X (z,y) = (z,y), de composantes X, et X; données par Xi(z,y) ==
et Xa(z,y) = y. On a donc Pg([a,b] x [¢,d]) = P(X € [a,b] x [¢,d]) = P([a,b] x [¢,d]).

Et on a Py, ([a,b]) = (P o X7 Y)([a,b]) = P(X; € [a,b]}) = P(X € [a,b] X R) = f:p(:r,:r) dzx,
et donc Py, est la loi de densité pi(z) = p(z, ). De méme pour Xo. wa

11.5 Lois marginales indépendantes
11.5.1 Définition

Définition 11.14 Le vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xp) définit des v.a.r. indépendantes ssi :

P)? :]Dxl®...®ljxn7 (11.20)
i.e. ssi pour tous les intervalles I, ..., I, de R :
Pg(Iy,....1,) = Px,(I1)...Px, (In). (11.21)

Proposition 11.15 Dans le cas d’indépendance, les lois marginales déterminent de maniére
unique la loi de la variable vectorielle.

Preuve. La loi Py est définie de maniére unique par (I1.20). wn
Exemple 11.16 Cas discret et indépendance : Pg = Zij Pijl0z,y; avec nécessairement p;; =
Px, (i)Px,(j) (car indépendance). n

Exemple 11.17 Retour sur la proposition [[T.13| et le contre-exemple de la démonstration : X de-
finit des v.a.r. indépendantes, mais pas Y.

En effet, on doit avoir (le ® Pz,)(21,22) = Pz,(21)Pz,(22) = § pour tout 21, 22, vérifié pour
7 = X et faux quand Z=Y. .

Exemple 11.18 Les lois X7, X» relatives a I’échantillon dans une population, avec ([6.16), défi-
nissent un vecteur aléatoire X = (X7, X2) ou lois marginales ne sont pas indépendantes pulsque
X14+Xo=n (lien entre X; et X5). Voir les calculs plus loin exemple [T.211 un

11.5.2 Cas discret et exemples
Proposition 11.19 Dans le cas discret Py =3, i1 Dij(z,.y;), cf. (LLII), on a :

X1 = Zpi~ Oz bi- = Zpijv
J

icl
< (11.22)
=Y Py, Pi= ) Pis
JeI i
Et les variables aléatoires X, et X, sont indépendantes ssi Py (x;,1;) = Px, (x:)Px, (y;) :
X1 et Xy indépendantes <= p;; =pip; Vi, . (11.23)
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117 11.5. Lois marginales indépendantes

Et on a alors :

E(X1) =Y mp. (=P(Xy)= /Xl dpP = /x dPx, (x)),

(11.24)
B2 = uws (= POt = [ XadP = [y Py, )
Preuve. (I1.9) donne :
PXl(xi) :P(X1:IZ> :P(Xlizi,XQ ER) = Pi-, (1125)
Px,(y;) = P(Xo=y;) = P(X1€R, Xo=y;) = p,

i.e. (2. D'ou (L)

Exemple 11.20 On fait deux lancers d’une piéce équilibrée. L’espace des résultats est Q =
{a,b}? = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)} et P(J) = % pour tout & = (wy,ws) € Q.

Soit X7 : © — R v.a.r. relative au premier lancer, qui donne la valeur « si on a obtenu a et la
valeur f si on a obtenu b. Donc ici X;1(a,a) = Xi(a,b) = a et X1(b,a) = X1(b,b) = 8.

Soit X5 : 2 — R v.a.r. relative au second lancer, qui donne la valeur v si on a obtenu a et la
valeur ¢ si on a obtenu b. Donc ici X3(a,a) = Xa(b,a) = v et Xa(a,b) = Xa(b,b) = 9.

La piéce étant équilibrée, on a Px, (o) = Py, (8) = & = Px,(v) = Px,(6).

Soit X = (X1, Xa) : X(a,a) = (j) X(a,b) = (f;) X(b,a) = (f) ot X(b,b) = (g)

Avec les notations précédentes 1 = o, 22 = 8, y1 =7, y2 =9, et [ = {1,2}.

Et p11 = P)}(Zla yl) - PX(Q77> - P((X1:a> n (XQ:’.Y)) - P({(av a)a (av b)}ﬂ{(a, a)a (bv a)}> =
P({a,a}) = ;.

Et po1 = P)}‘(x27y1> - P({(ba a)v (ba b)}ﬂ{(a, a)v (ba a)}) - P(ba a) = ia et de méme p12 = poa =
1. La matrice stochastique est donc la matrice [p;;]i—12 = 1 (1 1)

j=1,2

D’ot1, en sommant sur les lignes, p;. = % et po. = 5 donnent ’équiprobabilité pour le ler lancer,
et en sommant sur les colonnes, p1 = % et po = % donnent I’équiprobabilité pour le 2nd lancer.

Ici les v.a.r. X1 et Xo sont indépendantes : on vérifie que p;; = p;p,; (= %)

N.B. : ici les événements sont indépendants, et cela ne donne pas une matrice diagonale : une
matrice stochastique n’est pas une matrice de covariance, voir plus loin. u
Exemple 11.21 Voir proposition page Soit une population S = {ay,...,a,} et soit un
X1 . Qr 2
X, ) S" - N
le vecteur aléatoire dont la premiére composante X;() donne le nombre de personnes de S;
présentes dans l’échantillon &, et la seconde composante Xo(&) le nombre personnes de So. (On a
X1(&) + X2(&) = r et donc X; et X, sont liées).

Soient k1, ko € N deux entiers. Calculons :

def
Py (k1 ko) S

échantillon de taille r avec replacement. Donc ici Q = S". Et soit X =

(X = (ki k2)) = P(X 7 (k1 ka)).

Si k1 + ko # r alors Px(k1,k2) = 0 (par hypothéses les échantillons contiennent exactement r
individus). Supposons k1 + ke = 7. On a :
> déf 5_ - . . - _

Xk ko) E X (k) x {ko}) = {@ € S X1(@) = k1, Xo(@) =K1} = X7 ' (ky)
puisque k1 + ko = r et que l'information sur X5 est inutile : ici {X1=k;} N{Xo=ka} = {X1=k1} et
donc P({X1=k1} N {X2=ks}) = P({X1=Fk1}). La loi de X est donc “celle de X;” au sens, quand
kg =Tr— kl :

7!
Pg(ki, k) = Py (kn) = blkisr,p) = O p™ (1-p)™ = p™ g,

ol p = % et ¢ = 1—p. En particulier, si P(Xo=ka) # 1, alors P({X1=k1} N {Xo=ko}) #
Px, (kl)PXz
r— X1(d)".

(Calcul direct : Px, (k1)Px, (k2) = #zp" (1-p)* =hi=¢" (1—¢)* avec ¢ = 1—p, et donc
Px, (k1)Px, (k2) = (kl’!']!czlpquk?)2 # Px(k1,k2) = Px, (k1) en général.) un

(k2) : les lois ne sont pas indépendantes, ce qu’on savait déja avec la relation “ X (&) =

117



118 11.6. Fonction aléatoire

11.5.3 Cas continu

Ici Pg : Tre — [0,1] (avec Tg2 la tribu borélienne de R?) est définie par une densité p(z,y) :
pour tout D domaine (mesurable) de R? :

Pg(D) = // p(z,y) dedy. (11.26)
D
Comme :
Py () =Pgax®) = [[ pedsdy= [ ([ poydy)d (11.27)
AXR A MyeR

la premiére loi marginale Px, est la loi de densité p; :

Py (4) = [ px@de  ou px(@)= [ ple)dy (11.28)
A yeR

Et la seconde loi marginale est la loi Py, de densité pa(y) = [, . p(2,y) dz.

Si p est une fonction & variables séparées, i.e. de la forme p(z,y) = ¢1(x)g2(y), alors les lois
de X1 et X3 sont indépendantes. En effet, dans ce cas on a bien (IT.20) :

PetaxB) = [ pamydedy = [ w@is [ w@ay=Po@Pu®. 1129

car fyeRp(x,y) dy = fyeR q1(7)q2(y) dy = q1(x) est bien la densité de la premiére loi marginale,
cf. (IT.28). Idem pour ¢s.

11.6 Fonction aléatoire

Dans le cas des fonctions 2 — F oul E est un espace de fonctions, on parle de fonction aléatoire :

Définition 11.22 Soit (2,7, P) un espace probabilisé et F un espace de fonctions muni d’une
topologie et de la tribu engendrée. Une fonction mesurable :

Q = F
X
w — X(w)
est appelée une fonction aléatoire.
C’est le cas des fonctions (mesurables) dépendant d’un parameétre :
Exemple 11.23 Soit X; : « € [a,b] = X¢(z) € R une fonction dépendant du paramétre ¢ € [0, T.
Soit = [0, 7] muni de la tribu borélienne, et soit X : ¢t € Q@ — X; € F ou E = Fu([a,b];R)
est I’ensemble des fonctions mesurables. un
12 Espérance d’un vecteur aléatoire réel, covariance

Soit (£2, T, P) un espace probabilisé.

12.1 Espérance

X1
Soit X = : un vecteur aléatoire réel (fonction 2 — R™ mesurable & valeurs vectorielles).
Xn
Xi(w) 1
On note Z = X (w) = : = | : | €R" l'image d’un point w € Q par X.
Xn (W ) Tn
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Définition 12.1 L'espérance de X (quand elle existe) est, avec E(X;) = P(X;) :

IO A
I N S S N e e} (12.1)
E(Xn) 7'rL
ou bien avec d’autres notations :
Jo X1(w) dP(w)
E(X) = / X(w)dP(w) = : . (12.2)
Q
Joy Xo(w) dP(w)
Proposition 12.2 Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire. On a :
Jg 21 dPx, (z1)
E(X) = : (12.3)
f]R Tn dPXn (xn)

Si de plus les v.a.r. X; sont indépendantes, alors P¢ = Px, ® ... ® Px,, et :
E(X) = / # dPg.
Cest alors le centre de gravité E(X) = Jgn T dp(Z) de la répartition de masse i = Pg.

Preuve. Chaque v.a.r. X; admet une loi de probabilité Px, = Po XZ-_1 : T — [0, 1], et on applique
la proposition de la mesure image.

Supposons de plus les X; indépendantes. Alors pour la lére composante de T, ayant Py =
PX1 R...&Q PXW :

/n z1dPg(21) = /n x1dPx, (z1)...dPx, (z,) = /

x1 dPx, (:cl)/dPXz(xg).../dPX”(:rn)
R R R
2/331 dPx, (z1),

R

i 21 4Py
et avec (TZ3) on obtient E(X) = = Jgn T dPg. -
fRn Tn dPg
Soit M = [M;j]i=1...m une matrice aléatoire réelle sur (2,7, P) (une fonction w — M(w)

J
mesurable dans R™").

Définition 12.3 L’espérance de la fonction M est :

E(M) =[BE(M;j)]i=1...n = / M(w)dP = [/ M;j(w)dP]i=1,....m . (12.4)
j=1,...,n Q Q j=

Remarque 12.4 En dimension finie, une matrice m * n peut étre considérée comme un vecteur

de R™™ Técriture usuelle consistant & mettre toutes les colonnes de la matrice les unes a la suite

des autres pour former un “vecteur colonne”. u

—

Remarque 12.5 On peut rendre la définition de E(X) intrinséque, i.e. ici indépendante du choix
de la base (€;) sur laquelle X = Xq€1 + ... + X, €, est représenté. Pour ce on utilise la démarche
usuelle : si F' est un espace vectoriel de dimension n (précédemment F = R™), on considére son
dual F* = L(F;R), ensemble des formes linéaires sur F', et pour une fonction X : Q — F donnée et
( € F* on regarde ((X) —defpo ¥ .0 R, donc donnée par £(X)(w) = £(X (w)) (précédemment

on avait considéré les ¢ = m; définis par m;(Z) = x;). Comme £(X) est une v.a.r., son espérance a
un sens déja défini.

On définit alors le vecteur E(X) € F par ((E(X)) = E({(X)) pour tout £ € F*, car on sait
qu’un vecteur ¥ est entiérement déterminé par ’ensemble des valeurs (£(7))sec p+. Il suffit d’ailleurs
de se contenter de n formes linéaires de base dans F*, et la définition précédente (IZ]) a été

donnée dans le cas F' = R™ muni de sa base canonique et F* de la base duale (m;). un
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120 12.2. Covariance de deuz v.a.r.

Lemme 12.6 Si X est un vecteur aléatoire dans R™ alors, pour tout i € R™ :
E@".X) =i E(X). (12.5)

(Permet de se ramener aux v.a.r. dans R.)

Preuve. 7. X = 3", y; X, et E linéaire donne E(§7.X) = Y", 5 B(X;) = 7. E(X). "

12.2 Covariance de deux v.a.r.
12.2.1 Définition

On considére deux v.a.r. X et Y sur un méme espace probabilisé (2, 7, P), et on considére le
vecteur aléatoire X = (X,Y) (le couple de v.a.r.).

Définition 12.7 Au couple (X,Y") on associe le réel :
cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) (= /XYdP— /XdP/YdP), (12.6)

appelé la covariance de X et de Y.

En particulier :

cov(X, X) = Var(X). (12.7)
Pour une probabilité discréte P = ", . qu,;0.,;, On a :
cov(X,Y) Z X(w)Y (wi)quw, — Z X (wi)quw,) Z Y (wi)qw,), (12.8)
ieN~ ieN~ iEN~

et COV(Xv X) Var( ) ZteN* X(Wi>2qwi - (ZieN* X(wi>qwi>2'
Pour une probabilité continue donnée par dP(w) = g(w)dw, on a :

COV(X,Y):/QX(w)Y(w) q(w)dw—/QX(w)q(w)dw/QY(w) q(w)dw), (12.9)

et cov(X, X) = Var(X) = [, X(w)! q(w)dw — ([, X (w) g(w)dw)?.

Exemple 12.8 Soit un dé équilibré & 3 faces de valeurs 1, 2 et 3, soit X et Y les résultats respectifs
de deux lancers successifs. Ici X et Y sont deux v.a.r. indépendantes & valeurs dans [1, 3]y de méme
loi de probabilité Px = Py =3 45, Ona E(X)=E(Y)=Y it =%=2.
Ona XY :we{l,2,3} > {reR:3ie[l,3]y t.q. r:X(') ()} =1{1,2,3,4,6,9},
avec la probabilité ¢ = %, Q2 = %, q3 = %, qs = %, g6 = 9, q9 = 9 (falre le produit matriciel
1 1 2 3
2|.(1 2 3)=[2 4 6| et compter le nombre de 1, de 2...) D’ou E(XY) =15 + 22 +
3 3 6 9
3% + 4% + 6% + 9% = 4. D’ot cov(X,Y) =4 — 22 =0. On verra que si X et Y sont 1ndependantes
(ce qui est le cas ici), on a nécessairement cov(X,Y) = 0. n

Exercice 12.9 Voir § [641l Population S = {a1,a9,a3} de taille 3. Tirages équiprobables avec
replacement et échantillons de taille r=2. Sous populations S; = {a1} et So = {ag,a3}. Pour
un échantillon (résultat de deux tirages avec remise) & = (w1, ws) € §, soit X;(&J) le nombre de
composantes qui sont dans Si, et soit Xo(&) = 2 — X;(dJ) le nombre de composantes qui sont
dans Ss. Calculer cov(X7, X5). (Ici X7 et X3 ne sont pas indépendantes : X7 + X5 = 2.)

Réponse. La probabilité d’obtenir un élément de Si lors d’un tirage est p1 = % = % (équiprobabilité),
et la probabilité d’obtenir un élément de S» lors d’un tirage est p» = “‘?“ = 2 (équiprobabilit¢). On a

Px, = b(]S|,ps), cf. @I7), donc E(X;) = |S|pi, cf. @022), d’on E(X1) = 31 =1let Px, = 32 =2.
On a Xz =2 — X1, donc X1 X2 =2 X1 — X; avec X;(&) € {0, 1,2}, donc (X1 X2)(W) € {O 1}, et :
PX1X2(O) = P({(a17a1)7 (a27a2)7 (a27a3)7 (a37a2) (a37a3)} = §
Px,x,(1) = P({(a1,a2), (a1, as), (a2, a1), (as, a1)} = g
Donc E(XlXQ) =0 g =+ 1% = g

Donc cov(X1, X2) = E(X1X2) — E(X1)E(X2) = —1%2= -4
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121 12.2. Covariance de deuz v.a.r.

12.2.2 Bilinéarité de la covariance (semi-produit scalaire)

Proposition 12.10 La covariance cov : (X,Y) — cov(X,Y) est une forme bilinéaire symétrique
positive sur L?(Q, P) : c¢’est un semi-produit scalaire. Et donc cov vérifie I'inégalité de Cauchy—
Schwarz [cov(X,Y)| < y/cov(X, X)\/cov(Y,Y), soit :

lcov(X,Y)| < o(X)a(Y). (12.10)

Et c’est une produit scalaire sur le sous-espace de L?(Q2, P) des v.a.r. de moyenne nulle.

Preuve. Si X,Y € L?(Q, P) alors XY € LY(Q, P) et X,Y € LY(Q, P) (car P mesure finie implique
L%(Q, P) C L}(Q, P)). Donc cov(X,Y) est bien défini sur L?(Q, P).

La symétrie cov(X,Y) = cov(Y, X) et la bilinéarité sont immeédiates avec (IZ.8).

Et une forme bilinéaire symétrique positive vérifie I'inégalité de Cauchy—Schwarz.

Puis cov(X, X) = Var(X) > 0. Et Var(X) = 0ssi X = X (presque surement). Et le sous-espace
de L%(€, P) des v.a.r. de moyenne nulle est un sous-espace vectoriel. o

PO . s .o _ (cov(X,X) cov(X,Y)
Définition 12.11 La matrice 2 x 2 symétrique positive K = <cov(Y,X) cov(Y,Y) est la
matrice de covariance du couple (X,Y).

Plus généralement, étant donné un vecteur aléatoire X = (X1, ..., X,,), la matrice n x n définie

par K = [cov(X;, Xj)]i=1....n est la matrice de covariance du vecteur aléatoire X.

12.2.3 Propriétés
Proposition 12.12 ([I2.6) est équivalent a (définition alternative), dans L*(2, P) :

cov(X,Y) = B(X-X)(Y-Y)) (= P(X-X)(Y-Y))), (12.11)

ce qui s’écrit aussi :

cov(X,Y) = /Q (X (w)-X)(Y (w)-T) dP(w) = (X=X, Y =Y) 2 (.p). (12.12)

Et on a, pour tout a,b € R :
cov(X—a,Y—b) =cov(X,Y). (12.13)

Preuve. E(X-X)(Y-Y))=E(XY) - XE(Y)-YE(X)+XY = E(XY) - XY = cov(X,Y)
par linéarité de F.

Puis X —a— E(X —a) = XX, par linéarité de E, d’ott cov(X —a,Y —b) = E((X-X)(Y-Y)) =
cov(X,Y), i.e. (I2I3). n

Donc, cas discret, :
cov(X,Y) = 3 (X (w) = )Y (@) = V) o = 3 (@ = )i = ) s (12.14)
iEN* iEN*
et dans le cas continu :

cov(X,Y) = /(X(w) —X)(Y(w) = Y) q(w) dw. (12.15)

w

Proposition 12.13 On a pour X,Y € L?(Q, P) :
X etY indépendantes = cov(X,Y)=0. (12.16)

(Orthogonalité relative au semi-produit scalaire cov.) La réciproque est fausse.
En particulier, dans le sous-espace vectoriel de L?(2, P) des fonctions de moyenne nulle, X et
Y indépendantes implique X 1Y au sens L?(Q, P).

Preuve. Si les v.a.r. sont indépendantes, on a E(XY) = E(X)E(Y), cf. (I0.20), d’on (IZI16). Et
prenant X =Y =14 on a cov(X,Y) = 0 alors que X et Y ne sont pas indépendantes pour A t.q.

P(A) #0,1, car alors P((14 € {0}) N (14 € {0})) # P(14 € {0})P(14 € {0}), cf. @]) et ETD).
Voir également exercice u
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122 12.2. Covariance de deuz v.a.r.

(m=mp)?
1 202

Exemple 12.14 Si les X}, indépendantes ont pour loi dPx, = p—orid k dr (gaussiennes
cf. (@ZI)), alors cov(X, Xo) = 0, donc E(X1X,) = E(X,)E(X>), cf. (IZ6), donc :

1 -2 / 1 -5
E(X1X,) = T e *1dx e *2dy)—0=0.
(00 = ([ o T an)(| g T )

(Les intégrants sont des fonctions impaires.) wa

Exercice 12.15 Soit X et Y deux v.a.r. gaussiennes. Donner un exemple ot cov(X,Y) = 0 bien
que X et Y sont dépendantes.

(En revanche : le vecteur aléatoire X = (X,Y) est gaussien <= cov(X,Y) = 0, car, par
deéfinition d’un vecteur gaussien, le vecteur (X,Y") est gaussien ssi aX + Y gaussien pour tout
a,fB.)

Réponse. Soit X =idd:w €R — 2z = X(w) = w € R. On suppose que la loi de X est la loi AV(0,1), soit loi

de densité px(z) = \/% exp(fé) (ici Px = Po X ' = P). Soit a > 0 (qu’on va choisir ultérieurement),
+X s |X|<a +X(w) si X(w) € |[—a,a

et soit Y la v.a.r. donnée par Y = ) X1 < , donc Y (w) = (@) ) @) €l ] .
—Xsi|X|>a —X(w) sinon

Montrons que la loi de Y est la loi N(0,1). Pour b > a on a On a P(Y< —b) = P((—X)<-b)
P(X>b) = P(X<—b) par symeétrie de la gaussienne centrée. Et donc P(Y € [a,b]) = P(—X € [a,b]) =
P(X € [-b,—a]) = P(X € [a,b]) par symétrie de la gaussienne centrée. Puis pour b € [0,a] on a P(Y €
[—a,b]) = P(X € [—a,b]). Donc Y et X ont la méme fonction de répartition : Py = Px = N(0,1).

On a XY = X? sur X !([~a,a]) et XY = —X? sur X ' (R — [~a,a]). Donc E(XY) = P(XY) =

fwe[_%a] X?(w)dP(w) — fweR_[_a’a] X?(w)dP(w) = R 2?dPx (z) — facER—[—a,a] % dPx (z), cf. loi
image avec X = .
On choisi a t.q. fze[ia’a] z?*dPx (z) = fzeRi[ia@] 2?dPx(x) : donc E(XY) = 0. Et comme E(X) =

Px (id) = 0 (gaussienne centrée), on a cov(X,Y) = 0.
Montrons que X et Y ne sont pas indépendantes. P(X € [—a,a]|N (Y € [a,a]) = P(X € [—a,a]) #
P(X € [~a,d])? = P(X € [~a,a])P(Y € [a,a]) (car a > 0).
Ici les v.a.r. sont non corrélées mais sont dépendantes.
(Iei X +Y = 2X1,x|<, n’est pas gaussien : le vecteur X = (X,Y) n’est pas gaussien.) =n

Exercice 12.16 Montrer que :

cov(aX + b,cY 4+ d) = accov(X,Y). (12.17)

Réponse. E(aX + blg) = aFE(X) + b par linéarité de E, Donc aX + b — E(aX +b) = a(X — X). Idem
pour Y. Donc (aX +b— E(aX +b))(cY +d— E(cY +d)) = ac(X — X)(Y —Y). Ayant (IZI1) et F linéaire

on en déduit le résultat. an

12.2.4 Coeflicient de corrélation

Définition 12.17 Soit X et Y deux v.a.r. définies sur un méme espace probabilisé.
Quand o(X) # 0 et o(Y) # 0 (les v.a.r. ne sont pas constantes), le coefficient de corrélation
des deux v.a.r. X et Y est le réel “adimensionnel” :

déf cov(X,Y)

. 12.18
Y X (Y) (1219
Comme [cov(X,Y)| < o(X)o(Y), cf. Cauchy-Schwarz (IZI0), on a toujours :
lpxy| < 1. (12.19)
Et avec cov(X,Y) = cov(XfY, Yf?) et la bilinéarité de cov, on a également :
X-XY-Y X-X Y-Y
PXY — E( (12.20)

o(X) oY) )= o(X) oY) Jr2(2.p);

i.e. c’est le produit scalaire des v.a.r. centrées réduites (appelées unitaires) dans ’espace L%(S2, P)
(ici on suppose donc X,Y € L?(Q, T, P)).
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123 12.2. Covariance de deuz v.a.r.

Proposition 12.18 Quand K ; est définie positive et quand les v.a.r. ne sont pas constantes :
pxy =1 <=  3F(a,b,c) eR* xR* xR : aX +bY = ¢ presque surement, (12.21)

i.e. X et Y sont dépendantes de maniére affine.

Preuve. =. On a cov(X,Y) = (X-X,Y— Y)L2(Q p), cf. (I2I2), donc (Cauchy-Schwarz)
cov(X,Y) < o(X)o(Y) avec égalité ssi X—X est paralléle & Y—Y, ie. ssi Ja,b € R t.q.
a(X—X) +b(Y-Y) = 0, avec I'un des deux non nuls. Donc ici les deux non nuls (sia = 0
alors b # 0, donc Y =Y et o(Y) = 0, cas exclu, idem si b = 0).

<. 81 aX +bY = ¢, avec a et b non nuls, alors ¥ = 3(c — donc (X—X)(Y-Y) =

5 X),
F(X=X)(c—aX—ct+aX) = 4(X-X)?, dou E(X-X)(Y %)) %E(( ~X)?), et Var(Y) =
Var( (¢ —aX)) = (%)*Var(X), dou pxy = *1. wa

12.2.5 Approximation linéaire d’une v.a.r par une autre

Soit X et Y deux v.a.r. sur un méme espace probabilisé. But : trouver la meilleure approximation
(au sens des moindres carrés) de Y par la fonction aX + b :

trouver a,b € R qui réalisent le minimum de ||Y — (aX +b)||3 = B((Y — (aX +b))?). (12.22)
Proposition 12.19 Le minimum est réalisé pour :

~ cov(X,Y) B
a= Nar(X) b=E(Y)—-aE(X). (12.23)

Preuve. (Y — (aX +1))?2 =Y? —2aXY — 2bY + a%2X? + 2abX + b?, d’ou E((Y (aX + b))g) =
E(Y?)—2aE(XY)—-20E(Y)+a*E(X?)+2abE(X)+b2 ="0% f(a,b), donc % (a,b) = —2E(XY)+

2aE(X?) + 2bE(X) et &L (a,b) = —2B(Y) + 2aE(X) + 2b. On veut 9L (a,b) = %L (a,b) = 0, donc
b=E(Y)—aE(X) puis —2E(XY) + 2aE(X?) +2E(Y)E(X) — 2aE(X)? = 0.

12.2.6 Variance d’une somme

Proposition 12.20 On a, pour des v.a.r. X et Y sur un méme espace probabilisé (Q, T, P) :
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 cov(X,Y). (12.24)

Et de maniére plus générale, pour n v.a.r. X; :

n n n
Var(z Xi) = ZVar(X,-) +2 Z cov(X;, X;). (12.25)
i=1 i=1

Q=1
i<j

En particulier, dés que les v.a.r. X; sont indépendantes (covariances croisées nulles), la variance
de la somme est égale & la somme des variances.

Preuve. cov(X+Y,X+Y) = cov(X, X)+2cov(X,Y) +cov(Y,Y) car cov est une forme bilinéaire

symétrique. D’ot (I2.24)). De méme pour (IZ.20). o B
Calcul direct :on a (X +Y) — E(X +Y))? = (X—X) + (Y-Y))2 Donc :

Var(X +Y) = / (X(w)-X)*dP + / (Y(w)-Y)*dP +2 / (X (w)=X)(Y(w)-Y) dP.
Et Var(3X07) Xi+ X,,) = Var(3X1)! Xi) + Var(X,,) + 2cov(31) Xi, X,,), d’ou, avec la bilinéarité
et la symétrie de cov, et par récurrence :

n—1

n—1 n—1 n—1
Var(d  Xi + Xp) = > Var(X;) +2 »  cov(Xy, X;) + Var(X,,) +2 ) cov(Xi, X,),
=1 =1 i,j=1 =1
1<j

SOit (m) . I.I
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12/ 12.3. Matrice de covariance

12.3 Matrice de covariance
X1 X1 (w)
Soit X1,..., Xn : Q = R n v.ar.. Soit X = tweE N — )?(w) = e R" le
X, X, (@)

vecteur aléatoire associé.

Définition 12.21 La matrice de covariance (ou de dispersion) du vecteur aléatoire X est la ma-
trice n X n :

cov(X1,Xy) ... cov(Xy,X,)
. . noté

K ¢=[cov(Xy, Xj)] = : : = [Kz,l- (12.26)
cov(X,, X1) ... cov(X,, X,)

. , vV o . .

Exemple 12.22 Suite de 'exemple [12.8: Kxy = 0 v ) Oou V = Var(X) = Var(Y). wn
Vv, -1

Exemple 12.23 Suite de 'exemple[12.9: Kx y = ( 14 V9 ), ou V; = Var(X;). oa

- 2

Si 7 € R, on note §7.X la v.a.r. w — ng)Z(w) = Z;Lzl y; X;(w), et on note ng.K)z.gj' la v.a.r.
w—= (K¢ (w) = QT)Z(W)g =i yiK)?,ij(W)yj-
Lemme 12.24 Pour tout ¥ € R™ on a :
§' K ¢ = Var(g7 . X). (12.27)

(Permet de se ramener aux v.a.r..)

Preuve. Var(§".X) = Var(3[L, 4: X)) = cov(3i, viXi, 20— 43 X5) = 220 o1 vicov(Xi, X;)y;
par bilinéarité de cov. =

Proposition 12.25 Une matrice de covariance est symétrique positive.

Preuve. C’est la symétrie et la positivité de cov, cf. proposition =

Proposition 12.26 Si les composantes X; € L?(€, P) de X sont indépendantes alors la matrice
de covariance est diagonale :

les X; indépendantes — K = diag(Var(X;)). (12.28)

(La réciproque est fausse, voir proposition [12.13)

Preuve. Cf. (IZI0) : cov(X;, X,) = 0 dans ce cas. wn
Y1

Soit [Y] = : | la notation générique de la matrice (colonne) représentant Y dans la base
Y,

canonique de R", et [?]T sa matrice (ligne) transposée. Ainsi on dispose de la matrice n X n donnée
par Y.YT = [V;Y;]; j=1,....n dont la trace vaut Tr(Y.Y7T) = 3" | V2 = [|V]|%

Proposition 12.27 Pour X € L*(Q, P)" on a :

Kg=B(X-X.[X-X]") = B(X.XT) - E(X)E(X)"

o _ o (12.29)
= B([(Xi—X)(X;—X)]ij) = E([XiX;liz) — [XiX]ij,

Et la matrice de covariance K y est symétrique et positive (elle est donc diagonalisable et toutes
ses valeurs propres sont positives ou nulles). Et on a :

Tr(Kg) = B(|X — BX)|P). (12.30)

Et si M est une matrice m x n (en particulier si M est une matrice n x n de changement de
base) :

K, 3=MKgM". (12.31)

M.X
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125 12.4. Ezemple : probléeme d’échantillonnage

i — X)X,

Puis L}Z - BX)LX - EX))T = XXT - X.EX)" - BE(X).X" + E(X).@(X)TL avec
E(XLZ(X_)'T) = E([Xt)gj]u) = [E(_‘ in)]iJ = XjEEXg) ij = [)SJXI)J}J = E(X)E(X]T =
E(E(X).XT) Dou E([X — E(X)].[X — E(X)]T) = E(X.XT - EBE(X)E(X T — K. =n

Remarque 12.28 Autre introduction de la matrice de covariance : comme matrice d’'une forme
quadratique dans une base orthonormée (lien usuel forme bilinéaire symétrique b : R™ x R — R
et forme quadratique associée ¢ : R — R définie par ¢(Z) = b(Z, %)) :

On note (-, -)ga le produit scalaire euclidien de R<. Soit X : Q - R? un vecteur aléatoire. Si
77 € R? est un vecteur, alors ()?, P)ra : 2 — R est la fonction (v.a.r.) définie par :

— —

(X, P)re (@) = (X (@), §)re-
(Connaitre X c’est connaitre tous les (X (w), 7)ga.) Soit U : RY — R définie par :

d
Ve () = Var(X, §)za) (= Var(3_ yiX0)).

=1

(Cette fonction de ¢ est indépendante du choix de la base de RY, elle ne dépend que du choix du
produit scalaire, ici le produit scalaire euclidien).
Soit une base orthonormée de R (relativement au produit scalaire euclidien), dans laquelle

—

X = (Xy,..., Xy) (fonction) et 7 = (y1,...,ya) (vecteur). Comme E((X,7)pa) = EQQviXs) =
> viE(X;),ona:

d d d
V(@) = BE(Q_ui(Xi—X)*) = B iy (Xi—X)(X;—X;)) = > viyjeov(Xi, X;)
i=1 i,j=1 i,j=1
=yl K.
Ainsi U ; est une forme quadratique et K ¢ est la matrice de ¥ ¢ dans la b.o.n. choisie. =

12.4 Exemple : probléme d’échantillonnage

N.B. : comme souvent, le probléme de compréhension réside dans les notations.

"1
Cadre initial. Population S = {a1,...,a,}. Tirage équiprobable : probabilité¢ P = Z —0q,,
n
i=1
1
i.e. la probabilité d’obtention de a; est P(a;) = — pour tout .
n

Soit f : S — R la v.a.r. qui donne la valeur d’une caractéristique de a;, par exemple f(a;) est
la taille de a;. La valeur moyenne (espérance) de f et sa variance sont :

(12.32)

On souhaite estimer cette moyenne et cette variance a ’aide d’un échantillon de taille r < n.

Cadre des échantillons. Tirage de taille r avec replacement.
L’univers des échantillons est S” de cardinal |S"| = n".
Pour un échantillon & = (w1, ...,w,) € S” (considéré comme une population), avec hypothése

T
1
d’équiprobabilité d’obtention des w;, la probabilité est P, 5 = E —dy,, i-e. la probabilité d’obten-
’ r
i=1

1
tion de w; est P, 5(w;) = — pour tout ¢ = 1, ...,r. L’espérance (“valeur moyenne”) et la variance de
’ r
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126 12.4. Ezemple : probléeme d’échantillonnage

f sur cet échantillon & sont :

def 1 t -
Eo(f) S Pra(f) = =D flw) "E° By (@),
) =t (12.33)
1
Var, 5(f) = - > (flw)) = Era(f))*
j=1
On a ainsi en particulier défini la v.a.r. X =00 £, .
S =R
X=FE.;:{ . _. def 1« 12.34
T 6 = B @ B e =2 ), (1234
j=1

qui a un échantillon de taille r associe la valeur moyenne sur cet échantillon. (Exemple : E, (&) =

taille moyenne de I’échantillon.)
n”

On suppose que les échantillons sont équiprobables : probabilité ) = Z dz, Ol on a noté

i=1
1
W = (w1, ...,wr) € " un échantillon (ot donc w; € S est le résultat du i-eme tirage), i.e. Q(J) = —
n
pour tout & € S”.

Proposition 12.29 L’espérance de la v.a.r. X = E, ¢ est :

(Q(Ers) =) E(E.)=E() (=P(), (12.35)

i.e. la moyenne de “la moyenne sur chaque échantillon” est égale & la moyenne sur la population.

Preuve. Il y a n” échantillons possibles. on peut ordonner ’ensemble des échantillons possibles.
Notons (j) = (v1(y),...,vr(3)) € S" le j-éme, j = 1,...,n". Pour ¢ € [1,r]y notons v; : j €
[1,n"]y = vi(j) € S. Les v; sont des v.a.r. 1ndependantes et toutes distribuées suivant la loi
uniforme sur S, & savoir P,, = Pov; ' =37 | L5,,,ie. P, (ax) = P(v; "(ax)) = P({j € [1,n"]n

vi(j) = ak}) = 3)-

Les tirages d’échantillons étant supposés équiprobables, la moyenne sur ’ensemble des n” = |S”|
échantillons distincts possibles est donc :

Q(Enf):Zn Tf& Z Erflj‘ Z ZfI/Z = Zn72fl/z

oesr

Et, pour j = 1,...,n", v;(j) prend la valeur a; un nombre n"~! fois, pour k = 1,...,n. D’oi,

pouri=1,..,r
LS i) =
nr 4 i\J)) =
J=1

Dow E(E, ;) =¥ Q(B,.;) = 17 P(f) = P(f) ="°% E(f). )

> flax) = P(f). (12.36)

k=1

S|

Proposition 12.30 Notons m = E(f) = E(E, ). L'écart type o(Er ) = (E((Ers — m)?)z =
||[Er; —ml||p2(q,p) (I'erreur quadratique moyenne) est :

o(f)
\/7_/‘ )

ot o(f) est écart type de f, cf. (I232). Et cette erreur est d’autant plus faible que I’échantillon
est grand, la “qualité de I'approximation” étant en %

o(Eryp) = (12.37)
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127 12.5. Méthode des moindres carrés : notations probabilistes

Preuve. Quitte & changer f en f —m, prenons m = 0. Et :

B = 3 Lm0 = 30 2 (A3 r)) (A 3 s
j=1 i=1 k=1

Jj=1

Avec, les v.a.r. v; étant indépendantes, il en est de méme des v.a.r. f(v;), cf. (10), d’ou :

0= cov(f(v), f(vi)) = E(f o 1i)(f o 13)) Z SO FG) siiAg (12.38)

5
5
—~
SN—

|
ol =
2|~
™
Kﬁ
—
X
S
5
N—
I
ol =
Y
kﬁ
||

= Z Z% Y = - Var(f),

I’avant derniére égalité comme pour la preuve précédente. =

12.5 Meéthode des moindres carrés : notations probabilistes

Soit X € L*(€, P) muni du produit scalaire (f,g)r2 = [, f(z)g(x) dP(x) = P(fg).
(Si Q@ = [0,1] et dP = dx la mesure de Lebesgue on retrouve methode des moindres carrées
usuelle.)

Soit V3, C L?(2, P) un sous-espace vectoriel de dimension finie n (par exemple V;, = P; = les
fonctions continues affines par morceau sur un maillage donné). Ce sous-espace est fermé (car de
dimension finie), donc pour un X € L2(f2, P) donné, il existe une unique fonction X € Vj, telle
que :

X-X = min [|[X -Y; .
X = Xalls = puin [|X = Yillz»

(On dit que X}, réalise le minimum.) C’est le théoréme de projection orthogonal, 'opérateur my, :
X — X, étant 'opérateur de projection orthogonal sur Vj, relativement au produit scalaire (-, )2 :

L*(Q,P) =V,
Th (12.39)
X *)Xhiﬁh(X) t.q. (X*Xh,Yh)Lz =0, YY,eV,,

soit fQ(X—Xh)Y;L dP = 0, pour tout Y, € V},. Autrement dit, avec la notation F de I’espérance,
X}, est caractérisé par :

(P((X—X}L)Yh) :) E((X—X}L)Yh) =0, VY,eV,.

Supposons qu’on connaisse un ensemble de générateurs de V4, i.e. une famille (@1, ..., on,) de
v.a.r. telle que Vj, = Vect{1, ..., om }. La famille (¢1, ..., om) n’est pas nécessairement libre : les ¢;
sont par exemple donnée par l'expérience “passée”. (Si on en extrait une famille libre, alors cette
famille forme une base de V},.)

On va supposer que V}, contient les fonctions constantes.

Calcul : matrice de covariance o
La notation X = E(X) représente le réel “valeur moyenne” ainsi que la fonction constante X 1q.

Proposition 12.31 On suppose que la famille (1, 1, ..., om) est génératrice de Vj, (il n’est pas
exclu que 'une des ; soit une fonction constante : la famille n’est pas supposée libre). Pour X
une v.a.r., on a :

X}L ZW}L(X) — E(X}L) :E‘(AX)7 (12.40)
et posant X, = > ajp; on a:

Xp — E(Xp) = Z%’(%’ — E(p5)), (12.41)

ot les a; sont une solution du systéme linéaire :

m

Z[COV(% p;)]-a; = cov(X, i), (12.42)
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128 12.5. Méthode des moindres carrés : notations probabilistes

i.e. les a; sont une solution du systéme linéaire :

ay cov(X, 1)

S
Il

Kgi=b ou Kg=cov[(pi,e;), a=1| : |, (12.43)

m cov(X, ©n)

Et dans ce cas “le carré de I'erreur” commise en approchant X par X, est appelée “variance
résiduelle” (lerreur au carrée) et vaut :

|| X —X3||32 = Var(X) — Var(Xp), (12.44)

soit : R
E((X—X3)?) = Var(X) — (a@,b)gm+1. (12.45)

Si de plus les ¢; forment une famille libre, alors K est inversible et @ = K ;1.5.

Preuve. 1g € Vi, et (Xp,1q)r2 = (X, 1q) 2 s’écrit aussi E(X}) = E(X), i.e. (IZ40).
La famille (1q,¢1,...,om) étant génératrice dans Vj, il en est de méme de la famille

(g, v1—211a, s ©m—P,10) —noté (1, 91=P1, s Pm—Py,) (trivial). Donc il existe des a; t.q.
Xn =aglg + Z;ll aj(goj —Gj), et donc X, = ag (: X)

Puis p;—p; € V}, donne les m équations (Xp, v;i—9;)r2 = (X, v;—9;) 2, pour tout i = 1, ..., m,
soit :

0+ > a;(pi—; 0i—Bi)r2 = (X, 0i—F,)12 = (X = X, 0:—B,) 12, (12.46)

e. (I2X42)) qui se réécrit matriciellement sous la forme (I2:43).
Puis Perreur au sens des moindres carrés est || X — Xp||r2 = / E((X — Xp)?), avec :

1X=Xnll2e = X=X =Xn—Xnll2> = IX=X|I22 — [|Xpn—Xnll72,

car X X}L et ||X X Xh X}LHLQ = ||X X|| —2(X X X}L Xh)L2 + ||X}L Xh||L2 avec
2(X—X, Xpn—Xn)r2 = 2(Xp—Xn, Xp—Xp)r2 = 2||Xn—X4l||2., puisque (X, Xp) 2 = (X, Xn)r2,
cf. (D}Z{Q])avethth D’ou (IZ44). Et :

Var(Xp) = [|Xp=Xnl[72 = O ailpi=9,), > a;(0;=8;)12 = Y aiajeov(p;, @) = @' -Kg.d.
£ pt

ij=1

d’ot (I243) puisque b = K z.d.

Et si les v.a.r. ¢; forment une famille libre, alors la matrice des covariances est inversible. an

Remarque 12.32 Quand (lq, @1, ..., ¢m) est une famille libre, alors K = (pi—®;, 0;—@;) L2 est
une matrice de masse, donc positive, et donc Var(Xy,) = a7 .Kz.d = a’.b >0, et (TZ4) donne :

|1 X—X3l|%, .

VT(,X) S 1, (12.47)

rapport adimensionnel de ’erreur au carré sur la variance, rapport qui est d’autant plus petit que
X est “proche” de 'espace V},, et qui s’annule si X appartient & Vj,. =

Corollaire 12.33 Dans le cas ou V}, est espace vectoriel Vect{lq, p1} avec p1 non constante
(dimV}, = 2 et cas m = 1 de la proposition précédente correspond au probléme de “meilleure
approximation par une fonction affine” quand ¢, est affine), la meilleure approximation de X (au
sens des moindres carrés) est la v.a.r. X, = ap; + 8 donnée par :

Xp = %(%E(%)) + B(X), (12.48)

et lerreur commise est donnée par (au carré) :
E((X — X3)?) = Var(X)(1 - pX x, ), (12.49)

ol pxyy = % est le coefficient de corrélation, cf. (IZ18).
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Preuve. Avec (I246)), on a a; Var(¢1) = cov(X, ¢1), d’ott a; = C(\);’“)(;f)l), et (I241) donne (IZ48).
Et a7.b = aT.Kz.@ = a?Var(p) = %.
Comme X}, = ag + a1 on a Var(Xy,) = afVar(p1) et cov(X, Xp) = arcov(X, 1), et donc
_ aicov(X,p1) _ cov(X,p1)
PXXn = @a(X)aler) — a(X)aler)”

Donc Var(X)p% x, = % = a".b. D'ou (IZ45) donne (1Z49). -

13 Espérance conditionnelle de Y sachant X

13.1 Loi conditionnelle P x¢;

Soit (£2, T, P) un espace probabilisé, et soit X une v.a.r. sur .
Si I € Tr est tel que P(X€I) # 0, on rappelle que P xc; est définie par, cf. (33),si B € T :

P(BN(Xel))  P(BNX—LI)
P(xel)  P(X-'(1)

noté noté dP(w)
of AP e r(w) "2 / _dPw)
/WEB xerl@) =0 ) e POX € D)

Dans le cas discret = {wy, : kK € K} ou K est au plus dénombrable, on a donc :

P(B|X€l) = Pxcr(B) =
(13.1)

P(B|X€l)=Pxci(B) = Y Pxerlws)= >, %. (13.2)
wrE€EB wrEBN(X€EI)

Dong, si B € T, toujours quand P(X€l) #0 :

P(1alxen @ Ry in) = [  1@)dRxeie) = 5ap / ey P,

et donc, par linéarité et passage a la limite, pour Y v.a.r. définie sur (2,7, P) :

Pvixen ¥ p )= [ Y(@)dPxer(w) =

o w w) = W/MEXI(I)Y@)CZP(W). (13.3)

Dans le cas discret Q = {wy, : k € K} ou K est au plus dénombrable, toujours quand P(Xel) #0:

P(Y|XED) = Px_1(Y) = > Y(w)Px—q(wy) = % > Y(wr)P(wr).  (13.4)
keK wreX (1)

13.2 Espérance conditionnelle E(Y|X€l) = Px¢(Y)

Définition 13.1 SiY est une v.a.r. sur Q, si P(X€I) # 0, 'espérance conditionnelle de Y sachant
X € I est espérance de Y relativement a la loi P xer :

B(YIXeD) ¥ Per(V) = POYIXED "2 [ Y(w)dPxer @) (13.5)

cf. (I33). En particulier dans le cas discret E(Y|X€I) est donné par (I3.4).
Cas discret : soit X le sous-ensemble de R défini par :

Koo W e e X(Q): Pe(e) 20} (= {2 € X(Q): P(X=1) #0}). (13.6)

Proposition 13.2 (Probabilités totales). Pour une probabilité discréte sur Q = {wy, : k € K} ou
K est au plus dénombrable :

Y Pix=en (Y)P(X=a1). (13.7)

kEX4q
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130 13.8. Loi conditionnelle image (P xcr)y = Py|xer = Pixer© y-1

Preuve.

P(B)=Y P(BN(X=z))= » PBN(X=w))= Y Pxy, (B)P(X=1),
keK kEX 4o kEX 4o

la deuxiéme égalité car si k ¢ X4 alors P(X=x) =0 et BN (X=xy) C (X=xy).
Done P(1p) = > e, Plx=s, (15)P(X=xy), dott (I3D). -

Exemple 13.3 Soit 2 = {aq,...,a,} et P une probabilité sur la tribu discréte de .
Soit X : Q — {x1,...,2x} (une v.a.r. discréte), k > 1, t.q. P(X=x;)) # 0 pour tout i.
Soit Y : Q@ = {y1, ..., ym} (une v.a.r. discréte), m > 1.

Alors, pour i € [1,n]y

B0 = Ran¥) = Lo sy () (= 3o D=, 9

13.3 Loi conditionnelle image (Pxer)y = Py|xer = PxesoY ™!
La loi image d’une loi de probabilité a été définie en ([@3)).

Définition 13.4 Si X et Y sont deux v.a.r. sur Q, si I € Tg, si P(X€I) # 0, alors la loi image de
la loi Pxer par Y est notée Py |xer :

déf _ note
(Pxer)y = PxeroY ™! Py xer- (13.9)
Définition 13.5 Pour J € 7 on note :
noté
Pyixer(J) =" Pyix(JII) (= Pxer(YeJ) = P(YeJ|Xe)). (13.10)

Donc : pour tout J € Tg :
P((YeJ)N (Xel))

P J|I) = 13.11
Et, avec la notation intégrale :
1
| we(Yed) xe P(XGI) (XeIl)n(yed)
En particulier on a bien Py |x¢r(R) = 1, car (YER) = €.
Et la proposition de la mesure image donne, pour toute v.ar. g : R — R :
Prixer@) = | adPrixern) = [ oV @)dPixer) (13.13)
ye we

Corollaire 13.6 L’espérance conditionnelle de Y sachant X € I vaut, quand P(X€I) #0 :

B(YIX€D) = Fixer(¥) = Prixer@d) = [ wdPrixer(u). (13.14)

Preuve. C’est la proposition de la loi image (I3.13)) appliquée & (I3.3). ua

Exercice 13.7 Soit s € N*. Une urne contient initialement s boules rouges, s boules vertes et 2s
boules bleues, les boules étant indiscernables au touché. On effectue n tirages successifs selon le
protocole suivant :

- si la boule tirée est rouge, on ne la remet pas, mais on la remplace par une boule bleue.

- si la boule tirée est bleue, on ne la remet pas, mais on la remplace par une boule rouge.

- si la boule tirée est verte, on la remet.

On note X}, la v.a.r. qui donne le nombre de boules rouges dans 'urne aprés le k-éme tirage.
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131 13.4. La v.a.r. espérance E(Y|X) : cas discret

On note Ry ’événement “la k-iéme boule tirée est rouge”, Vi, I’événement “la k-iéme boule tirée
est verte”, By ’événement “la k-iéme boule tirée est bleue”.

1- Déterminer la loi de X;. Calculer son espérance et sa variance.

2- On suppose n > 2s. Justifier que X,,(Q) c {0,1, ..., 3s}.

3- Soit k € [1,3s — 1]n.

31- Quelle est la composition de I'urne quand (X,, = k) vient de se réaliser 7 Justifier que les 3
couleurs sont présentes avant d’effectuer le n+1-iéme tirage.

k
= E sih=Fk— 1,
= —ssih =k,
32- Justifier Px,—x)(Xnt1=h) = P(Xpp1=h)[(Xp,=k)) = 45 -
3s—k .
= sih=k+1,
4s
= 0 sinon

Px., .. 1x, (h|k) qui donne la loi de probabilité conditionnelle P x, —)-
1
33- En déduire E(Xp+1|(Xn=k)) = (1 — 2—) k+ % Vérifier que ’égalité est encore vérifiée
s
pour k =0et k = 3s.
34- En déduire B(X,11) = (1 — &) BE(X,,) + 2.
41- Calculer E(X,,) en fonction de n, s et E(2s
42- En déduire lim,, o, F(X,,).

), pour n > 2s.

Réponse. 1- P(X; = i) = 0 pour tout ¢ # s,s+ 1,s — 1 puisqu’aprés le premier tirage il y a soit s + 1,
soit s, soit s — 1 boule rouge.

La probabilité de tirer une boule rouge ou une boule verte est ;= = i et la probabilité de tirer une
boule bleue est 22 = 1. Donc P(X; = s—1) = 1 (on a tiré une boule rouge), P(X; = s) = 1 (on a tiré
une boule verte), P(X; = s+1) = 1 (on a tiré une boule bleue).

Donc E(X1) = (s—1): +s1+ (s+1)s =s+ 1.

B V(X)) = B — s — DY) = (<374 + (- 174+ (37} = hBss —

2- n > 2s. Si une suite de tirages donne des boules rouges et aucune boule bleue, X peut prendre
toutes les valeurs dans [0, s]. Et on ne peut pas avoir de valeurs de X5 < 0. Si une suite de tirages donne
des boules bleues et aucune boule rouge, X; peut prendre toutes les valeurs dans [2,3n]. Si pour un k
donné X = 3n, alors il n’y a plus de boule bleue, et donc X ne peut que décroitre en fonction de k. Donc
XA (Q) C [0, 3s].

31- k € [1, 3s—1]n. Quel que soit n, au n-iéme tirage l'urne contient s boules vertes. Et pour (X,, = k)
il y a k boules rouges, donc 3s — k boules bleues. Et comme k > 1, et k£ < 3s — 1, les trois couleurs sont
présentes.

32- P((Xn+1=k—1)|(X»=k)) : on a tiré une boule rouge alors qu’il y avait k boules rouges sur 4s :
probabilité de tirage = f

P((Xn+1—k)|(X =k)) : on a tiré une boule verte alors qu’il y avait s boules vertes sur 4s : probabilité
de tirage = ;.

P((Xnt+1=k+1)|(Xn=Ek)) : on a tiré une boule bleue alors qu'’il y avait 3s — k boules bleues sur 4s :

1oy L . _ 3s—k
probabilité de tirage = =5=.

Autres cas impossibles.
-k kK —k+ks+3k kafk
33 B(Xno1|(Xnu=k)) = (k — 1) = +l<:— +(k+ )3848 _ + 8+34 s+ 3s
41- Soit n > 2s. La suite (E(Xn))n>25 est une suite arithmético-géométrique de point fixe A donné
par A = (1 — =) A+ 3, soit A = 2. Donc la suite (E(Xn) — A)n>2. est une suite geometrlque de raison
(1- QI—Q)7 de premier terme E(Xss). Dot pour n > 2s on a E(X,) = (1 — 2—) (B(X2s) — g) + 32—5

42- Donc limy— o0 B(X,) = 2.

@

13.4 La v.a.r. espérance E(Y|X) : cas discret

13.4.1 La v.a.r. espérance FE(Y|X) sur ’espace probabilisé (R, Tg, Px)
On suppose ici que X () est discret (et donc Px est une probabilité discréte).
On reprend l'ensemble Xy = {x € X(Q) : Px(z) # 0} défini en (I3.6).

Définition 13.8 Soit X et ¥ deux v.ar : Q@ — R. La fonction E(Y|X) : X9 — R définie sur
Xzo, cf. (13.6), par :

def

EY|X)(x) = E(Y[X=z) (= Px=2(Y)) (13.15)

est appelée espérance conditionnelle de Y sachant X (ou par rapport & X).
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132 13.5. Loi conditionnelle : cas continu

Donc E(Y|X)(z) est I'espérance de Y pour la probabilité P/ x_,, soit :
EY|X)(x) (13.16)
, donc :

Proposition 13.9 L’espérance de la fonction E(Y|X) dans I'espace probabilisé image (R, Tr, Px)
vérifie :
E(E(Y|X)) = E(Y). (13.17)

Preuve. La fonction E(Y|X) est définie sur (X, Tr, Px), donc :

E(E(Y|X)) = Px(E(Y|X)) = ) E(Y[X)@)Px(x)= )Y BE(Y|X=2)P(X=z)=E(Y),
r€EX 40 TE€EX 40

cf. (I370). n

13.4.2 Notations

Pour X : Q - RetY :Q — R des v.ar., on note X(Q) = (;)i=1,...n €t Y(Q) = (¥)j=1,....m
(avec éventuellement n ou m = o).
On reprend la notation (IT.I0). Ainsi :

P((Y=yj) N (X=xi)) _ Pg(@iy) _pi

PO=nlX=r) = = px=) = Pxtw) m

= Pix=z;,(Y=Yj) = Py|x=z,(Y;)-

Et done Py|x—,, = Py|x(:|7;) est une loi discréte donnée par :

Prixee =D 000y, (= D Prixes (3)0,). (13.18)
i v J
Et on note : o
Prix(ile) S Pyixea (y;) (= Z—) (13.19)

Et 'espérance conditionnelle de Y sachant X = x; est le réel :

. Pij
E(Y|X)(2:) = E(Y|X=1:) = Px—,(Y) = Py|x—,(id) = > _y; p—7~ (13.20)

j "
Exemple 13.10 (Loi binomiale.) Si X = n est le nombre de tirages et Y=Fk le nombre de succes,
on a P(Y:k|X:n> - b(k;nvp> - -P\in(Y:k)a voir (m: et E(Y|X:n) = -P\in(Y) = np,
Cf. (m) I.I

Remarque 13.11 Dans le cas ou les lois marginales sont indépendantes, on trouve bien sir

Py|x—z, = Py. En effet, notant P(Y=y;) = p; = Py(y;j), on a dans ce cas p;; = p;.p.; et

done Py |x—g,(y;) = Dby _ p.; = Py (y;) : la loi conditionnelle est donc inconditionnelle (cas des
i

v.a.r. indépendantes). wa

13.5 Loi conditionnelle : cas continu

Soit P une probabilité continue sur 2 de densité dP = p(w)dw. Soit X une v.a.r. sur €, et la
probabilité image Py = P o X ! est également supposée étre une probabilité de densité :

dPx = px(z)dx. (13.21)
Donc dans ce cas Px(z) = P(X=x)
E(Y|X=2) = Px—(Y), puisque e = 3.

On va servir de la loi P¢ = P(xy) du couple X = (X,Y), dont on suppose que c’est une loi
continue :

0 , et on n’a pas l'espoir de définir brutalement

=l

dPg(z,y) = px(z,y) dzdy. (13.22)
et Pg(I,J) =¥ Po(I < J) = P(Xel,Ye) = [, 1 pz(n.y) dudy.
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133 13.5. Loi conditionnelle : cas continu

13.5.1 Définition de la loi conditionnelle Py |x_,
On a (I3TI) ici sous la forme, toujours pour Px(I) #0 :

Pe(L,J)  Jyes JoerPx(a,y) dedy pote
P = A o e e =" P I
Y‘XGI(J) PX(I) ferpX(x) dz Y‘X(J| )

[ () do (13.23)

Joerpx(@)de
et donc Py |x¢r est la loi continue de densité py|xe;. (On a pu appliquer le théoréme de Fubini

car les densités sont des fonctions positives.)
Pour définir py|x—,, on remarque que pour I = [x,x+h[et h<<lona:

/ Pyixer(y)dy, ol Dyxer(y) =
yeJ

z+h
_ i pgty)dt  hpg(e,y) note
pY\Xe[x,erh[(y) = = =

[hpx@ydt — hex(x)

T

Py|x=« (y)

D’ou la définition (ce n’est pas un résultat, juste une définition) :

Définition 13.12 Quand px(z) # 0 (la densité p, est non nulle en x), on définit la loi Py x—,
comme étant la loi de densité py|x—, définie par :

_rg@y)  pxy(z,y) noté

=z = = z), 13.24
Py|x (?/) px(2) px (@) pY\X(?J| ) ( )
soit donc dPy|x—z(y) = py|x==(y) dy. Donc, pour tout J € Tr, quand px(z) # 0 :
1
Prix=elD) = | prixedy=— [ plem)in (13.25)
yeJ px (@) Jyes

(Comme fyeRp(:c, y) dy = px(x), on vérifie en particulier que Py|x—,(R) = 1.)
Remarque 13.13 Dans le cas ot pg(x,y) = px(z)py (y), cas des lois marginales sont indépen-
dantes, on trouve bien sir py|yec; = Py = Py|xer- ua
13.5.2 Définition de I’espérance conditionnelle E(Y|X = )
Définition 13.14 Y étant une v.a.r. définie sur (2, 7o, P), 'espérance conditionnelle E(Y|X = x)

est 'espérance associée & la probabilité de densité py|x—, définie sur R en (I3.24) :

E(Y|X =1z) = Py|x=.(i) :/ ]Rypyp(:x(y) dy, (13.26)

cf. (13.25).

(Voir (I3T4) : ici on se sert essentiellement du fait que Px est une mesure de densité, cf. (I3:24).)

13.5.3 La fonction espérance conditionnelle F(Y|X)
Définition 13.15 C’est la fonction R — R donnée par :
EY|X)(z) =EY|X = x). (13.27)
Proposition 13.16 L’espérance de la v.a.r. E(Y|X) relativement a la probabilité Px vérifie :
E(E(Y|X)) = E(Y). (13.28)
Preuve. Par définition, cf. (I04), on a, E(Y|X) étant une v.a.r. sur (R, 7g, Px) :

E(E(Y|X)) = Py (E(Y|X)) = / E(Y|X)(2) px () de = / / PV xe () dypx(a)da

z€R

_ /yeRy/ggeR%pX(x)dmy/yeRy(LeRpf(x’y>dw’dy

= /eRpr(y) dy = E(Y),

puisque / pg(z,y) dr = py(y).
zeR
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134 18.6. * Loi conditionnelle : cas général

13.6 * Loi conditionnelle : cas général

Une difficulté essentielle de la notion de v.a.r. E(Y|X) est : quand X,Y : Q@ — R sont deux
v.a.r. sur , alors E(Y]|X) : X(2) C R — R est une v.a.r. sur R (sur 'espace image X (Q2)). Et
donc, pour la définition de E(Y|X) a 'aide de X et Y (définies sur ) on va devoir se ramener
a limage réciproque X ~}(R) C Q, plus précisément travailler avec la tribu engendrée par X qui
correspond & la contrainte “sachant X”. Ce cadre général permet de traiter indifféremment les cas
discrets et continus. Ce § peut étre omis en premiére lecture.

13.6.1 Pull-back

Définition 13.17 Soit X : @ — R une v.a.r,, soit g : R — R une fonction définie sur X (). La
fonction f = go X : Q2 — R est appelée le pull-back de ¢g par X :

£ ¥ @), vwex () (13.29)

Le pull-back, comme son nom l'indique, est la fonction qui raméne a ’espace initial €.

13.6.2 Retour sur le cas discret

Cas discret : le pull-back de g = E(Y'|X) par X est défini pour les w € X ~!(z) quand x € X
par :

fw)=EY|X)(x), Ywe X ), (13.30)
avec donc :
fw)=EYX)(X(), YweX (), (13.31)
soit, : .
W) = ———r Y dP, Vw e X (). 13.32
1= px= | € X'(x) (13.32)
Et la proposition de la mesure image Px de P par X donne, cf. ([@.24) :
E(E(Y|X)) = / E(Y|X)(x) dPx (z) = /Q F(w) dP(w) = E(f). (13.33)

Le calcul de Pespérance de E(Y|X) dans R a été ramené a un calcul dans .
Iei : E(E(Y]X)) est calculé dans espace probabilisé (R, Tg, Px), et E(f) est calculé dans
Pespace probabilisé (2, T, P).

Avec [I3:32)), cas discret, on voit que la mesure E(f) = P(f) ne dépend de X qu’au travers des
ensembles (X=z) = X () :

si X et X sont deux v.a.r. engendrant la méme tribu 7(X) = 7(X), donc avec les mémes
ensembles A; = X 1(z;) = X 1(2}) quand X(Q) = (;)i=1....n et X(Q) = (})i=1....n, alors si

7

f=E{Y|X)oX et f/=E(Y|X)oX, on a, pour tout w € A; :

.....

1 ~
o / | V() dPw) = fe).

i.e. f = f(les pull-back sont égaux). Autrement dit les v.a.r. X et X sont indistinguables lors du
calcul de E(f) : on construit donc naturellement une classe d’équivalence.

flw) =

13.6.3 Espérance E(Y|A4): Q >R

Définition 13.18 Soit A € T tel que 0 < P(A) < 1, et soit T(A4) = {0, A, A°, Q} la tribu
engendré par A. On appelle espérance conditionnelle de Y sachant A la v.a.r. A-mesurable définie
par :

E(Y|T(A)(w) = E(Y|A)14(w) + E(Y]|A)1 40 (w). (13.34)

Et si X = 14, la tribu engendrée par X étant 7 (A) on note également :

E(Y|T(14)) = E(Y|T(A)). (13.35)
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135 18.6. * Lot conditionnelle : cas général

On a donc pour cette tribu simple, si w € A alors :

EYI|T(A)(w) = E(Y|A)(w) = ﬁ /tGAY(t) dP(t), (13.36)
et si w e AC alors :
E(V]A)(w) = B(Y]AS)(w) = % /t _Y(hap) (13.37)

On généralise cette définition aux sous-tribus quelconques :

Proposition 13.19 et définition. Soit Y : & — R une v.a.r. (fonction T-mesurable) qui est
P-intégrable (ou positive), i.e. Y € LY(Q, T, P) (ouY >0).

Soit A une sous-tribu de T .

Alors il existe unique une fonction Z : Q — R qui est A-mesurable et P-intégrable (ou positive)
sur la tribu A telle que :

VA € A, /YdP:/ZdP. (13.38)
A A

L’égalité (I3.38) définie la relation d’équivalence : Z ~Y ssi, VA€ A, P(Y14) = P(Z1y4).
Et un représentant de la classe de Y est noté :

E(Y]A), (13.39)

et est appelé espérance conditionnelle de Y par rapport a A.

Preuve. 0- Visualisation du probléme. Cas L2(Q),7,P) : on se restreint aux v.a.r. dans
L?(Q, T, P) : alors (I3.38) s’écrit : pour toute fonction U € L?(Q2, A, P) (une telle fonction est
A-mesurable et donc limite de combinaisons linéaires de fonctions indicatrices) on a :

/ (Y — Z)UdP = 0. (13.40)
Q

Donc Y — Z € L%*(Q, A, P)* (dans Porthogonal a L2(f, A, P) dans L?(, T, P). Comme Z €
L?(Q, A, P), on a : Z est la projection orthogonale de Y sur L?(Q, A, P). A condition que la
projection existe, i.e. que L?(Q2, A, P) soit fermé dans L?(Q, T, P), ce qui est le cas par “stabilité
de la tribu A”.

Démonstration de la proposition.
1- Unicité : si Z et Z’ vérifient (I3.38), alors 'ensemble A = {Z < Z'} étant dans la tribu A

on a:
/ YdP:/ ZdP:/ Z'dP,
{z<2z2'} {z<2'} {z<2'}

et donc f{Z—Z/<0}(Z —Z")dP =0, et donc (Z — Z')11z_z/<0y = 0 p.s., donc P(Z —Z' <0) =0
pour la probabilité restreinte & 4. De méme P(Z' < Z) = 0. Donc Z = Z’ p.s. sur la tribu A.

2- Existence. Par hypothése Y € L1(Q2, T, P). Quitte & poser Y =Y, —Y_, supposons Y > 0.
Soit Y, = inf(Y,n). Alors on a Y,, € L? puisque borné (on a [Y,2dP < [nY,dP <n [Y dP.)

Posons Z,, le Z trouvé au cas 0- relativement & Y,. La suite (Y;,) est croissante vers Y et
J1YndP = [, Z,dP pour tout n et tout A € A, qui donne [, Z,41—Z,dP > 0 pour tout n
et tout A. Donc la suite (Z,,) est croissante. De plus elle est positive car Y,, > 0 et donc 0 =
on<0 Y,dP = on<0 ZndP et donc Z,1z, <9 = 0. Et le théoréme de convergence monotone

indique que la suite croissante et positive Z,, est convergente vers une v.a.r. Z avec lim f 4 Zn dP =
fAlimanP:fAZdP. un

13.6.4 Espérance E(Y|X)

Soit A = T(X) la tribu engendrée par X : on vient de définir E(Y|7(X)). Placons-nous dans
Pespace R D Im(X) sur lequel on dispose de la loi Px image de P par X.
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136 18.6. * Lot conditionnelle : cas général

Définition 13.20 On appelle espérance conditionnelle de Y sachant X (ou relativement a X)
un élément de la Px-classe d’équivalence des fonctions z : R — R qui sont Tg mesurables telles
que leur pull-back f = z o X vérifient z o X € classe de E(Y|T(X)). Et on note E(Y|X) un tel
élément 2.

Avec ([I3:3%) et 2 = E(Y|X) on a donc, pour tout A € T(X) :

/ (0 X)(w) dP(w) = / Y (w) dP(w), (13.41)
A A

soit de maniére équivalente : pour tout I € Tg :
/z(:c) dPx (z) :/ Y (w) dP(w), (13.42)
I X=1(I)

soit, comme 1x-1(r) = 17 0 X, pour tout I € T :

/Rz( )1r(x) dPx (x /Y )(1r o X)(w)dP(w) = /IELyeRydPXy(m,y). (13.43)

Exemple 13.21 Dans le cas discret, la tribu 7(X) est engendrée par les ensembles discrets A; =
X ~Y(z;) pour les z; € X(Q) (tribu dite atomique, les atomes étant les A; = X ~1(z;) pour z; €
Xx0). Un élément Z € E(Y|T (X)) vérifie, pour tout 4, pour z = E(Y|X) :

/Xl(m Y (w) dP(w) = /Xl(m Z(w) dP(w) = / +(2) Py,
avec Py =Y, P(A;)05,. On retrouve bien, pour tout i :
(i) = ﬁ//{v Y (w) dP(w) = E(Y|X)(x:).

13.6.5 Loi conditionnelle Py x_,

Définition 13.22 On dit que Y admet une loi conditionnelle relativement & X (ou sachant X) si
pour tout = € R il existe une loi de probabilité v, sur R telle que : pour toute fonction ¢ : R — R
mesurable et bornée, de pull-back par Y I'application ¢ o Y, ’application :

zix— o(y) dvz(y)
yeR

est dans la classe de E(p o Y|X).

Donc ([I3:42) donne, pour tout I € T :

el yGR el yER

Exemple 13.23 Cas discret. Vérifions que v,, = Zj ‘;—11(5 = Py|x—,, convient. D’une part,

comme Px =Y. p;d,,,0na:
Pij
/ / y) dvz(y) dPx () = p; / L e dva (v) =i > o) = > pije(y)),
ye j 4. j
et d’autre part on a :

//: : eRw(y)dPXvY(va:Zso(yj)pm,

et on a bien égalité. =
Exemple 13.24 Cas continu. On vérifie immédiatement que la loi v, de densité u,(y) = p,’,‘;(—yfﬁf) =
Py|x=z convient, i.e. vérifie (I3.44). .
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14 Lois des grands nombres

Soit (2, T, P) un espace probabilisé.

14.1 Convergence en probabilité (convergence stochastique)

Ce paragraphe est de fait un paragraphe sur la mesure et 'intégration, avec pour mesure une
mesure de probabilité. Voir polycopié intégral de Lebesgue.

Définition 14.1 Une suite (Y,)nen- de v.a.r. est dite converger en probabilité (ou converger
stochastiquement) vers la v.a.r. Y ssi :

Ve >0, P(|Y,~Y|>¢e) —s 0, (14.1)

n—oo

i.e., avec la notation intégrale, ssi :

Ve > 0, / dP(w) — 0. (14.2)
{wi] Yo () =Y (w)[>e} nee
Et on note : , i
Y, — Y, ou encore Y, —Y, (14.3)
n—oo

la derniére notation quand il n’y a pas d’ambiguité.

Exemple 14.2 Soit (X;);en+ un processus de Bernoulli de paramétre p, cf. (67). Soit Y, =

L5 | X; (valeur moyenne des résultats des n premiers tirages). On verra que Y, i p (loi faible
des grands nombres). n

Remarque 14.3 La convergence en probabilité est importante en statistique : Y étant une v.a.r.
inconnue qu’on souhaite estimer & l’aide de v.a.r. Y, moyenne des résultats d’une “méme” expé-
rience, la probabilité P(|Y,, — Y| > ¢) représente la probabilité de se tromper & € prés quand on
affirme que Y,, est une approximation de Y. Voir la loi faible des grands nombres. =

Proposition 14.4 Soit m € N*. SiY,, — Y dans L™ (), P) (convergence dans L™), alors Y, By
(convergence en probabilité).

En particulier la convergence en moyenne (cas m=1) et la convergence quadratique (cas m=2)
impliquent la convergence en probabilité.

n— oo

Preuve. Hypothése : P(|Y,,—Y|™) = ||V, - Y| = / |Y,, (w (w)|™ dP(w) — 0 pour m > 1.
D’ot, pourm > 1lete >0:

P(|Yn*Y| > 5) = P(|Yn*Y|m > Em) < P(|Yn*Y|m > 0) = P(|Yn*Y|m) — 0.

n—oo

Exercice 14.5 Donner un exemple ou la réciproque est fausse.

Réponse. Cas m = 1 et L'([0,1],dz), P = dx mesure de Lebesgue sur [0,1]; soit (Y,)n+ la suite de

fonctions Yn = nlp 1. Cette suite converge en probabilité vers la fonction nulle, car, avec ¢ > 0 on a
P(|Yn — 0| > ¢) = P({z € [0,1] : Ya(z) > £}) = P([0, £]) = L dés que n est assez grand.
Mais [ [Yn(z) —0|dz =n fO% dx =1/ 0 : la suite ne converge pas dans L' ([0, 1], dz) vers la fonction

nulle. (La suite (Y;,) converge a 'extérieur de L'([0, 1]) vers la masse de Dirac.) un

Exercice 14.6 Montrer que la convergence P-p.p. entraine la convergence en probabilité (alors
que la convergence P-p.p. n’entraine pas la convergence en norme L').
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138 14.1. Convergence en probabilité (convergence stochastique)

Réponse. Le lemme de Fatou (cours d’intégration) indique, pour une suite (f,) de fonctions positives
mesurables :

p(liminf f,) < lminf(u(fn)). (14.4)

n— o0 n— oo
Soit, (Y5 )n une suite de v.a.r. qui converge P-p.p. vers Y. Soit € > 0. Soit A, = (|[Yo—Y| < €). On pose

fn =1a,. Comme P(A,) = P(1a4, ), On obtient :

P(liminf(|Yan| < 5)) < 1iminf(P(|Yan| < 6)) (14.5)

n— o0 n— oo
Comme (Y, )y converge p.p. vers Y, il existe B t.q. P(B) = 0 et pour tout w € B on a limy—co |Yn(w) —
Y (w)| =0, donc il existe N € N t.q. pour tout n > N on a |V, (w) — Y(w)| < e. Donc P(|Y, = Y| <¢) =
P(B®) = 1. Donc liminf,, (P(|Yan| < s)) = 1. Donc lim inf, (P(|Yan| > s)) =0. =n
Exercice 14.7 Montrer que la réciproque est fausse : la convergence en probabilité n’entraine

pas la convergence P-p.p. D’ailleurs on peut avoir la convergence en probabilité tout en ayant la
divergence en tout point.

Réponse. Soit @ = [0, 1], soit dP(w) = dw (mesure de Lebesgue). Soit n € N* et soit k 'unique entier tel
que 2% < n < 2" (soit k < log,(n) < k+1 et k est la partie entiére de log,(n)). Puis soit j = n — 2" €
[0, 2F]. Posons :

Alors Y,, — 0 en probabilité, car pour les 0 <e <1 on a
it1
P(Ya =0 > ) = P(Yal > €)= [ 2 dw= e = 57 < 2.
2

Par contre la suite (Y;,) ne converge en aucun point de [0, 1]. En effet, si elle converge au point ¢, ayant
Yo(t) =10u0, on alimy,—o Yn(t) = 1 ou 0, et elle est nécessairement stationnaire : a partir d’un certain
rang N, on a, soit pour tout n > N Y, (¢) = 1, soit pour tout n > N Y, (¢) =0. Or :

1- si Y, (t) = 1, alors Y,41(t) = 0. En effet, pour n < 2%, on a soit n+1 < 2* et les intervalles

k k k k .. . . _ok _ok
[”;,3 ,”+;,€_2 [ et [”+;,€_2 ,”+§k—2 [ sont disjoints, soit n+1 = 2F et les intervalles ["2—5,%[ et

[0, 5757 [ sont disjoints.

2-Si Yo(t) = 0,0onat ¢ [ L= [”;?k, "+;;2k [ Ayant t € [0,1[, soit I'unique entier a €
{0,1,..., 2511} tel que t € [5%7, sirr[- Posons b = a 4+ 2°*! € N, avec donc t € [”_5#7 %[ :
on a Yy(t) =1, avec b > n.

Donc la suite (Y, (t)) n’est pas stationnaire : il n’y a convergence ponctuelle en aucun point. .

Exercice 14.8 Montrer : si Y, — Y en probabilité, alors il existe une sous-suite extraite
n—oo

(Ya, Jken- telle que Y,,, kjoy P-p.p.

Réponse. Soit k € N fixé. On a P(|Yn7Y|>%) — 0, ie.:
n— oo

1
Ve > 07 HNk,E € N, Vn > Nk,s, P(|Yn_Y|>E) <e.

En particulier c’est vrai avec € = 5. Soit nx = n(k) = Ni.. Alors la suite (Y, )x;nn= est telle que la

oo
1
série Z P(|Y"k,_Y|>E) est convergente (car majorée par » ., 2% < 00).
k=1

oo
Soit alors Z = » [V, —Y| (var.). On a P(Z) = P(Y 32, [Ya, =Y ]) = 302, P([Va,—Y|>4) < o0
k=1
(passage a la limite sous la mesure a I’aide du théoréme de convergence monotone de Beppo-Lévi, ici pour
la suite (Zn)n+ ot Zn = > _, |Yn, =Y, la suite (Z,)n= étant une suite croissante de fonctions positives,
qui donne P(limeo(Zn)) = limeo (P(Zn)), soit P(3_po; [Ya, —Y]) =lime (37—, P(|Ya, —Y)))).
Donc Z € L*(,P) (on a Z > 0 et P(|Z]) = P(Z) < o). Donc pour presque tout w € Q on a
Z(w) < oo (sinon on prend A non négligeable tel que Z = oo sur A et P(Z) = oo, absurde).
Donc |Yn, —Y|(w) e 0 pour presque tout w. =n

Exercice 14.9 (Suite de I'exercice[[Z3l) Montrer que dans L' la réciproque de la proposition T44]
est “presque vraie” sous ’hypothése de domination :

Si Y, — Y en probabilité et si 37 € LY(Q, P), Vn € N*, |Y,,| < Z, alors on peut extraire une
sous-suite qui converge vers Y dans L'.

Réponse. Résultat de 'exercice [[4.8] : comme Y,, — Y en probabilité, on peut extraire une sous-suite
(Yn,) qui converge p.p. vers Y.
On applique alors le théoréme de convergence dominée : la sous-suite (Y5, ) étant de plus dominée, elle

converge vers Y dans L' : P(|Y;,, Y] P 0. =n
— 00
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139 14.2. Loi faible des grands nombres et théoréme de Bernoulli

Exercice 14.10 Soit (Y;,)n~ une suite de v.a.r. & deux états 0 et 1 : Im(Y;,) = {0, 1}pour tout n.
On suppose les Y, indépendantes et chaque Y,, suit une loi de Bernoulli de paramétre p,,. Montrer
pour la convergence en probabilité :

Y, 250 = p. — 0, (14.6)

et pour la convergence presque surement (P-presque partout) :
o
Y, n:ZOO p.s. — an < 00. (14.7)
n=1

(La différence entre les deux types de convergence est flagrante.)

Réponse. P(|Y,—0| > ) = P(|Ys| > ) = P(|Yn| = 1) = pn, Aot (ILH).
Pour (I47) : pour w fixé, Y, (w) € {0,1} et Y, (w) —n—oo 0 implique que Y,, = 0 & partir d’un certain n
(la suite (Y;,) est stationnaire a partir d’un certain n). Donc, avec (340) :

{w:Yn(w) — 0} = {w: Y,(w) = 0 a partir d’un certain n}

U (m {w: Yi(w) = 0}) = liminf A,, = (limsup A45),

neN* k>n

ott A, = {w : Yi(w) = 0}, avec P(Ay) = 1—py, et P(AS) = ps.

D’ou (IZ7) < : le lemme de Borel-Cantelli (théoréme[3:60) indique que, cf. (F43) : si Y, P(AS) < oo,
alors P(limsup AS) = 0. Donc B = limsup A est P-négligeable, avec B = ({w : Yn(w) —n00 01 :
Pensemble des points w t.q. Y, (w) ne converge pas vers 0 est négligeable.

Et (I47) = : on applique le lemme de Borel-Cantelli (théoréme B60), avec (B44) : les A, étant
indépendants, si >, P(AS) = oo alors P(limsup AS) = 1. Donc P((limsup AS)Y) = 0 = P(liminf Ay,).
Donc C' = {w : Yn(w) —n—o0 0} est P-négligeable : 'ensemble des points w t.q. Y, (w) converge vers 0 est

négligeable. Donc si Y, —n 100 0 presque surement, alors ) P(Ag) < 00. an

14.2 Loi faible des grands nombres et théoréme de Bernoulli

La convergence en probabilité a été définie en (I4.1).

Théoréme 14.11 Loi faible des grands nombres. Soit (X,,),cn+ une suite de v.a.r. indépen-
dantes dans L*(Q, P), les X,, ayant toutes la méme moyenne et le méme écart type :

VneN,  EX,)=m, oX,)=o0. (14.8)

Pour n € N*, soit :

Y, = , 14.9
- - (14.9)
la moyenne partielle. Alors :
E(Y,) =m, (14.10)
et :
oY) = = (14.11)
Dot : p

Ainsi, Y,, converge en probabilité vers la v.a.r. constante mlq, car o(Y,) = % —n—oo 0 (donc

Y, est de “moins en moins aléatoire”).

N.B. : ainsi I’écart type de la moyenne de n termes indépendants n’est pas la moyenne des
écarts types (n’est pas constant) : il décroit comme ﬁ Dans ce cas de v.a.r. indépendantes, les
valeurs positives et négatives des X,—X., dont les valeurs absolues au carré sont mesurées par o>

(mesure de la dispersion), se “compensent partiellement” dans Y,,, pour n “grand”.
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140 14.3. Loi forte des grands nombres

E(X .+ E(X, . .
Preuve. E(Y,,) = (Xy) + . + E(Xn) = (linéarité de F). D’ou :
n n

Xl—m T Xn—m

Var(Y;,) :/(Yn—m)Q dP:/( )2dP

" Xi—m Xi—m X;—m
_ ATy Lo AiTm AjTm,
;21 Var( - )+ E cov( , )

Les v.a.r. X; étant indépendantes, il en est de méme des &;ﬂ, cf. (BI1), et donc les covariances
sont nulles. Et([T0.45) donne, pour i € N* :

Xifm 1 1 2
Var( ) = ﬁV&I‘(X»J = EO' .
n 1 1
D’ott Var(Y;,) = EOQ = 502, d’ou (IZIT). Dot Var(Y,) — 0, soit IYa—mlalli2 o p) — 0,

i=1
i.e. (I412),, donc Y,, — mlg dans L?(2, P). D’ott (Y,,) converge en probabilité vers mlgq cf. pro-
n—oo

position [[4.41 .

Théoréme 14.12 (Bernoulli). (Corollaire.) Soit (X,,)n« une suite de v.a.r. indépendantes de
méme loi de Bernoulli de paramétre p (= (E(X,)). Alors, pour e >0 :

P(Y, |2 ) < 1oy (14.13)
Preuve. La formule de Bienaymé—Tchébytcheff (I0.61) donne, avec (ILI0) et (41T :
E(|Yn *p|2) U(Yn>2 o’
P(|Y, —p|>¢) < = =—.
(¥ —pl > ) < 22 2 _ 2
Et pour la loi de Bernoulli, cf. (I0.48), 0 = pq = p(1—p) < i. un

Exemple 14.13 Lancers d’une piéce de coté a = pile et b = face. Soit ¢ la fonction gain donnée
par g(a) = « (gain si a) et g(b) = 5 (gain si b). On note Py(a) = p et P,(8) = 1—p. Gain moyen
m = E(g) = aPy(a) + BPy(8) = ap + B(1—p).

Lancers de cette piéce une infinité de fois. Soit Q = {a,b}"". Soit X,, la v.a.r. qui donne le gain
du tirage n : X, : & = (wi,w2,...) € Q@ = X, (&) = f(wn) € {o, B}, avec Px, (a) = Py(a) = p
et Px, (8) = Py(8) = 1—p. Alors (Y,)n+ = (&%)N* tend vers la v.a.r. constante mlg, ol
m = E(X1) = aPy(a) + BP,(8) : c’est le gain qu’on peut espérer aprés de trés nombreux tirages.
Par exemple si a = pile donne @ = 10 et b = face donne 5 = 0 alors m = 10 * p, gain moyen
qu’on peut espérer aprés n lancers, pour n “grand”. Et pour ¢ = 1072, l'erreur en probabilité
sera P(|Y, —m| > ¢) < % pour n > % = 25000, cf. (TZI3) (on rappelle que 'inégalité de
Bienaymé-Tchébytcheff est grossiére). un

14.3 Loi forte des grands nombres

La loi forte des grands nombres est une loi de convergence “en moyenne quadratique” et presque
stirement (presque partout au sens de la mesure P).

Théoréme 14.14 Soit (X, )nen- une suite de v.a.r. de carré P-intégrable (suite dans L?(Q, P)).
On suppose :

1- Im e R, Vi € N*, E(X;) = m (toutes les v.a.r. ont méme espérance),
2-3C > 0, Vi € N*, Var(X;) < C (les variances sont uniformément bornées), et
3- cov(X;, X;) = 0 pour tout i,j (en particulier vrai si les X; sont indépendantes).
Alors les moyennes partielles Y,, = 2277:)(’ comme en (I4.9), vérifient E(Y,) = m et convergent

a la fois en moyenne quadratique et au sens presque sirement (convergence ponctuelle) vers la
fonction constante mlq :

n—oo n—oo

E(Y,) =m, /|Y,L—m|2dP — 0, et Y, — m P-ps.
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141 14.3. Loi forte des grands nombres

N.B. : en particulier les hypothéses sont vérifiées quand les X; sont indépendantes, et ont toutes
meéme espérance (finie) et méme variance (finie) (hypothéses de la loi faible des grands nombres).

Preuve. Supposons m = 0, ce qui revient & considéré X;—m au lieu de X;, ce qui ne modifie pas
les hypotheéses, cf. (I2.13)), mais allége les écritures.
Avec (I225), on a, avec ’hypothése cov(X;, X;) = 0 pour tout ¢ # j :

Var(X—+ +— ZVar Z +O*Z Var(X

et donc, avec ’hypothése 2- :

I/\
zIQ

8

0 < Var(y, ini

D’ou la convergence en moyenne quadratique vers m = 0.
Montrons Yn2 — 0 P-p.p., ce qui montrera que Y,, — 0 P-p.p..
n—oo n—o0

Considérons la suite extraite (Zx)ren = (Yi2)gen+. On a:

iVar(Zk) = iVar(Ykz i k;g = C— < 00,
k=1 k=1 k=1

et donc la série Y - | Var(Zy,) converge dans R.

Et E(Z,) = 0 pour tout n car F(Xy) = 0 pour tout k, donc Var(Z,) = E(Z7) = P(Z}) =
Jo Z2(w) dP. D’ou, Vinversion des signes Y- et [ étant verlﬁee pour les suites croissantes de fonc-
tlons posmves (theoreme de convergence monotone de Beppo-Lévi), ici avec la suite des fonctions

Sy = Zgzl ZZ, ona:
lim (/ SNdP):/( lim Sy)dP
- Q Q

N—oo N—o0
On obtient :
7T2 oo [ee]
OO>C-ZZV&T(Zk):Z(/ Zk( / sz P,
6 k=1 k=1 /% Q k=1

D’ou la série de fonctions Z/ii1 Z,% est bornée P-p.p., voir lemme suivant [ZI5 D’ou Z7 —0
P-p.p.sur Q, dout Z, — 0 P-p.p. sur €.
Retour & (Y;,). Soit n donné. Et soit ¢, = max{k € N*: k> <n}. On a :

n X; o2 X; n X, o X, 02 X; o2 X,
Yo—Zp, =Yo-Ya =) =3 =0 -2 "0+Q_=-> 5)
i=1 =1 " i=1 i=1 i=1 i=1 "

TTL Uf 3

Pour le deuxiéme terme U,, de la somme on a :

|Un|—|Z Z£2|—|Z———§j£2|_|z )iz,

Comme la suite extraite (Zj)ren+ converge P-p.p. vers 0, on déduit U, —, 00 0 P-p.p..

n

X
Pour le premier terme T,, = Z ~ de la somme, de moyenne nulle, on a, avec I’hypothése 3- :

211
C 2 1 _
Var(T, Z Var(X n—2(n —02)< C(n_% + F> =O0(n=%?),
i=£2 41

car (¢,+1)? > n donne ¢2 + 20, +1>n,donc n — €2 < 20, +1<2\/n+ 1.
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142 14.4. Théoréme de la limite centrale (convergence vers la loi de Gauss)

Donc la série > ° | Var(T},,) converge dans R, avec (Fubini pour les fonctions positives) :

iVar( Z/TTQLdP:/ Z

n=1 n=1 n=1

Donc la fonction Y 7 | T2 est finie P-p.p., cf. lemme [4.15] i.e. > 7, T?(w) < oo pour P-p.p. w.
D’ou T2—>0Ppp surQ d’ott T, —p—00 0 P-p.p. sur .
Donc, |Y,,—Yp2 | < |T,|+|Un| — 0 P-p.p.. Avec Y2 — Zy, P-p.p..DoncY,, — 0 P-p.p..sn
" n—00 ™ n—o0o n—00

Lemme 14.15 Toute fonction intégrable est finie presque partout : si (2, Tq, ) est un espace
mesuré, si f € F(Q;R) est mesurable et p-intégrable (i.e. u(|f]|) < oo) alors f est finie u-presque
partout :

u({f = oo}) = 0, (14.14)
ie,siZ ={w: f(w) = o0}, alors u(Z) =0, i.e., pour tout w € Q@ — Z on a f(w) < 0.

Preuve. Supposons f > 0. Soit n € N* et A, = {f >n} (={we Q: f(w) >n} = f(n,o0]).

1
Onaly, < - f, car vrai si w € A, et vrai si w € AS (on a supposé f > 0).

Donc p(A,) < %u(f)TH—go 0. Comme (A4,) est une suite décroissante et p(A;) < u(f) < oo,
on a nlgrgo(u(An)) = u(nlgrréo Ap), donc u(nlgrréo Ap) =0, donc pu({f = o0}) =0.

Et si f 2 0, on pose fy = sup(0,f) > 0, dot u({f+ = oo}) = 0. Idem on pose f_ =
sup(0, —f) > 0, doi p({f_ = 00}) = 0. Bt f = f1 — £, ot pu({f = o}) = 0.

Remarque 14.16 On garde la convergence p.p. sans supposer l’existence de la constante C (hypo-
thése 2.), & condition de supposer que les v.a.r. sont indépendantes (toujours toutes de moyenne m).

Voir par exemple Métivier [§]. wn

Remarque 14.17 Soit (X;)i=1,... » une suite de v.a.r. indépendantes toutes la méme loi, loi qu’on
ne connait pas. On peut cependant estimer la valeur moyenne m = E(X;) a aide de “I’algorithme
stochastique” suivant, calculer & l'issue du n+1-iéme tirage :

1
Yn+1 Y + n+ 1(Xn+1 - Yn)

(puisque (n+1)Y, 41 = Z”H Xiet (n+1)Y, + Xpy1 — Y =nY, + Xy = Z”H X5).
On a: (Y,,) tend vers la fonction constante = m (loi forte des grands nombres). oa
14.4 Théoréme de la limite centrale (convergence vers la loi de Gauss)

Théoréme Central Limite (TCL).

14.4.1 Convergence étroite et convergence en loi

(La convergence étroite est la convergence des distributions, voir cours de distributions, les
mesures étant les distributions d’ordre 0.)

Soit U un ouvert dans R (méme démarche dans R"), et soit C?(U;R) I’ensemble des fonctions
continues a support compact dans U.

Définition 14.18 On se place dans un espace mesurable (U, T). Soit x4 une mesure bornée, et soit
(4n )N une suite de mesures bornées. La suite (u, )y converge étroitement vers la mesure p ssi :

Vf € CAUR), pn(f) — p(f),  noté  pn = p, (14.15)

n—oo

appelée également convergence simple (convergence en chaque point f), ou convergence faible.

Autre notation : par définition, (u,)n converge étroitement vers la mesure p ssi :

Vf € C2U;R), hm/fdunf/fdu (= /f lim dpu.,), (14.16)

n—oo n—oo

i.e. on peut passer & la limite sous le signe |.
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143 14.5. Démonstration du théoréme de la limite centrale

Exemple 14.19 La probabilité de loi normale P, = N(0,02) converge étroitement vers P =
N(0,0?%) quand la suite (o, )y converge vers o (appliquer le théoréme de convergence dominée). d'a

Définition 14.20 Quand la suite (u,=Px, )y est une suite de lois de v.a.r.X,, et que la limite
u=Px est la loi d’une v.a.r. X, on dit que (X,,) converge en loi vers la loi de X :

— Px <d:ef> (Xy) converge en loi vers la loi de X. (14.17)

n—oo

Px

n

Donc (X,,) converge en loi vers la loi de X ssi :

vf € C2(U;R), Px, () =2 Px(f), (14.18)
soit :
Vf e CUU;R), lim / f(z) dPx, (z) = / f(z) dPx(z). (14.19)
n—=o Jreu zeU

14.4.2 Théoréme de la limite centrale (convergence vers la loi de Gauss)

Soit (2,7, P) un espace probabilisé. On se restreint au cas simple L?(Q, P) (fonction de carré
P-intégrable).

Théoréme 14.21 (Cas simple.) Soit (Xi)pen~ € L*(Q, P)N' une suite de v.a.r. ii.d. (indépen-
dantes identiquement distribuées), i.e. les X}, sont de carré intégrable, sont indépendantes et ont
toutes la méme loi Px, = Px, pour tout k € N*.

On note m = E(X,) = E(Xy) et 0 = 0(X;) = 0(X},), valeurs indépendantes de k.

_\\"" _ Sn o i X .
On note S,, = > ;" X; la somme, Y,, = 2= = === [a moyenne, comme en (I4.9), et :

Yo—m S, —nm

Ly = = 14.20
= (14.20)

la v.a.r. centrée réduite associée. Alors :
Py, — N(1,0) (convergence en loi), (14.21)

n—o0

m2
i.e. la loi converge étroitement vers la loi de Gauss centrée réduite N'(1,0) de densité \/%76_7.

Ainsi Py, ~ N (m, ‘:L—Z) et Ps, ~ N(nm,no?) quand n — oo.

La démonstration est donnée au paragraphe suivant [I4.5

14.5 Démonstration du théoréme de la limite centrale

L’ingrédient essentielle est la transformée de Fourier des mesures (transformée de Fourier des
distributions d’ordre 0) que les probabilistes appellent fonction caractéristique.

Pourquoi passer par la transformée de Fourier ?

Parce que la transformée de Fourier de toute mesure de probabilité est une mesure de densité,
voir proposition suivante [4.33] ce qui simplifie.

Et que la gaussienne centrée réduite est conservée par Fourier (& une constante multiplicative
prés). Résultat essentiel pour la suite : c’est “le point central” du “théoréme de la limite centrale”.

Les résultats :

1- I’exponentielle &€ — €**¢ transforme “la somme &1 + ... + &, en le produit e**¢t...e?*é”, et

2- par Fourier un produit de convolution se transforme en produit simple,
permettent de démontrer le théoréme central limite : convergence vers le centre = la gaussienne
centrée réduite.

On rappelle que, dans le cas de v.a.r. indépendantes, la loi Px,+. 1+x, est la loi image de
Px, ® ... ® Px, par lapplication somme (21, ...,2,) = 21 + ... + T, et qu’alors Px, 4. yx, =
Px, #...x Px,_ (a un sens car les mesures Px, sont bornées). Et donc que pour toute fonction f
intégrable on a :

/Rf(y) (@Ps, 5o P )0) = [ f(o1+ ot ) dPx o0)dPx, (02).
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144 14.5. Démonstration du théoréme de la limite centrale

14.5.1 Transformée de Fourier d’une fonction

Soit f € L(R;C) ="°% L(R). On prend ici comme définition : la transformée de Fourier de f

est la fonction F(f) note f:R — C donnée par :

F()() "L Flo) X / e~ f(a) d "L (=€ 1) eC. (14.22)
rz€R

ntégrale qui dépend du parameétre £ € R.
I 1 id dd EeR
(N.B. : Méme si f : R — R est a valeurs réelles, sa transformée de Fourier f : R — C est

a valeurs complexes puisque e~ = cos(y) — isin(y) : on ne peut pas se contenter de travailler
dans R.)

Exemple 14.22 Exemple fondamental de la gaussienne centrée réduite :

po,1(z) = \/12—7r T — F(pon)(€) = T ngtém(g), (14.23)

voir plus loin ([I432)) : la gaussienne centrée réduite est conservé a la constante v/ 27 prés (la masse
n’est pas conservée : la mesure de probabilité da masse 1 est transformée en une mesure finie de
masse v/27). Cette gaussienne réduite est le “point central” du théoréme central limite. un

Remarque 14.23 Si on prend la définition F.(f)(v) = [,cpe > f(t) dt de la transformée de

Fourier (celle du traitement du signal), la gaussienne conservée par F. est ¢ — e~ Et les
modifications & apporter pour la démonstration du théoréme central limite sont simples. u

Proposition 14.24 Si f € L'(R;C) alors fest bornée et continue.
Et la transformée de Fourier F : L'(R;C) — L*°(R; C) est linéaire.

Preuve. |¢| = 1 donne |f(¢)| < Joer | f(2)] dz =||f]|L1 < oo pour tout £ € R : f est bornée.
L’intégrant (r,€) — e~ %% f(x) est continu en ¢ et borné par |f(z)| (indépendamment de &)
avec f € LY(R), donc [ est continue (théoréme de convergence dominée).
La linéarité est immédiate. un

On rappelle que = f —def idf ou id est la fonction identité et x le nom imposé de la variable :

of =30 idf o o (af) (@) =3 (idf) (@) = o (2).

Lemme 14.25 1- Si f € L' et de plus zf € L' alors f € C! et, pour tout £ €R :

—

() (©) = —i(zf)()- (14.24)
2- Si f € L' vérifie f' € L' alors, pour tout £ €R :
Fr(©) = icf(e). (14.25)

3-Si feLl,simeR, sit,f estla translaté de m, i.e. 7, f(x) = f(z — m), alors :
T f(€) = e €M F(6). (14.26)

Preuve. ([£24) est obtenue par dérivation de (IZ22) sous [ (théoréme de convergence dominée
car zf € L').
(TZ25) est obtenue par intégration par parties :

/ e (2) do = */ (—i&) e f () da + [e7 " f ()],
z€R z€R

le terme de bord s’annulant car f et f’ dans L' donnent f s’annule en +oco (voir transformées de
Fourier, cours de distributions).

Puis ;n\f(f) = fzeR e f(x —m)dr = fyGR f(y)e=€Wtm) gy d’on (T£26). 5
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145 14.5. Démonstration du théoréme de la limite centrale

14.5.2 Transformée de Fourier inverse
La transformée de Fourier inverse est donnée par, pour h € L*(R;C) telle que he L'(R;C) :
it
27

Fm)@) %L / et h(e) de "Z (S— e €C, (14.27)
£eR

2T
cf. cours de distribution.

14.5.3 Transformée de Fourier d’une gaussienne : une gaussienne

On rappelle qu’une gaussienne est une fonction g de type, pour a > 0 et ¢ #0 :

2

g(x) =ce . (14.28)

Proposition 14.26 La transformée de Fourier d’une gaussienne est une gaussienne :

—_— 2 Y f— R
emaw(§) =4/ Te i, e~ (6) = 2/am e €, ez’ (&) = 2me ™%, (14.29)
a

2
. . . _zZ L, . .
En particulier la gaussienne 91 () = e~ = est conservée par Fourier (c’est un point central) au

facteur multiplicatif \/27 prés :

—

_z? _z? _&
T L TET()=Vome T, (14.30)
Et pour, pour o >0 :
z? /x\2 o2¢?
e 207 L T2 =V2r0e 2. (14.31)
Et plus généralement, pour m ¢ Ret 0 >0 :
_@—m? - _@—mp? e e
e 207 = e 207 (§)=e "V2moe "2 . (14.32)

Preuve. Soit g(z) = e=*" (la transformée de Fourier est linéaire : on prend ¢ = 1 pour alléger).

2
ax

On dérive : ¢'(z) = —2ax e~ soit, pour tout € R :

g (x) + 2az g(x) = 0. (14.33)

D’ou par Fourier (qui est une transformation linéaire) : (/g’\)(g) + Qa@) (&) =0, d’on, avec (IL24)
et [Z2ZH), i £G(¢) + 2aL (9)'(€) = 0, soit, pour tout £ € R :

1

9)'(€) + 5.€9(6) =0, (14.34)

2
équation similaire & (IZ33), ou a été remplacé par 4-. D’ou g(£) = ke~ est solution de (T2:34)
pour toute constante k (existence et unicité a ’aide du théoréme de Cauchy—Lipschitz). Et k =

9(0) = [ po(@)e ™ dz = [, _p e~ do = /T, cf. ([33). Dot ([4:29). D’ou (IZ30) avec a = L.
Puis avec a = 513 on a /T =270 et - = %2 , d’ou (I43T)).
Puis (I4.26) donne (I£32). wa

14.5.4 Transformée de Fourier de mesures bornées et notations

On renvoie au cours de distributions et aux transformées de Fourier de distributions tempérées,
les mesures étant des distributions d’ordre 0 (donc d’ordre fini, donc tempérées).
On note D(R) I'ensemble des fonctions C*°(R) & support compact.
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146 14.5. Démonstration du théoréme de la limite centrale

On rappelle : si f: R — C est dans L'(R), on note Ty : D(R) — C, dite distribution réguliére
associée a f, la distribution définie par, pour tout ¢ € D(R) :

Tﬂw)qgL@fﬁww@ﬂdwngé<fhw>nﬁé(ﬁw% (14.35)

la notation (.,.) du crochet de dualité étant une notation usuelle de la linéarité. Attention & la
notation abusive Ty = f : elle est & 'origine de beaucoup d’incompréhensions. Le contexte doit
levé les ambiguités.

Insistons : la difficulté essentielle est dans les notations, essentiellement la notation
Ty ="O f “au sens des distributions”,
identifiant une distribution réguliére Ty : D(R) — R (qui n’est pas une fonction R — R) avec
f: R — R (qui est une fonction R — R).
Ainsi la fonction caractéristique d’une (mesure de) probabilité P sera la fonction réguliére @ x
correspondant & la distribution réguliére P = To, (transformée de Fourier de P), et on notera
abusivement Tg, = ®x, bien que Ty, soit une mesure alors que ® x est la densité de la mesure...

On note S l’ensemble (de Schwartz) des fonctions C*°(R) & décroissance rapide (“plus rapide
que toute fraction rationnelle”, et on dit abusivement “fonction & décroissance exponentielle”). On a
besoin de S car une gaussienne v — e~9%” nlest pas dans D(R) (n’est pas a support compact),
mais est bien dans S (elle est C* & décroissance rapide).

En particulier si ¢ € S alors ¢ € LP(R) pour tout p € [1, 00].

Et les distributions tempérées sont les distributions éléments de S’ le dual de S (voir cours de
distributions).

Proposition 14.27 Si ¢ € S (est a décroissance rapide) alors p € S (est a décroissance rapide).

Preuve. Voir cours de distributions. .

Cette proposition permet de poser :

Définition 14.28 Si T € &’ (est une distribution tempérée sur R), sa transformée de Fourier est
la distribution T' € &’ définie par, pour tout p € S :

=, déf
T(p) = T(®), (14.36)
ce qui s’écrit également avec le crochet de dualité, pour tout p € S :

S def

(T, ) = (T,9). (14.37)

C’est en particulier le cas si T = u est une mesure.
On vérifie que T définie par (TZ.30) est une distribution tempérée, voir cours de distributions.

Exemple 14.29 Si y = 0y (mesure de Dirac en 0) alors, pour tout ¢ € S :

<%@®Ww@:ﬂm:/

o(z)dx = / o(x)1g(z) de = (T1,, ). (14.38)
R R

A retenir :
1- dg n’est ni une fonction ni une distribution réguliére,
2- la transformée de Fourier §y de dg est une distribution réguliére :

So=Ty, €D (R). (14.39)

Donc & est la mesure de densité 1 définie sur S, cf. l'intégrale dans (IZ38). Et on note abusive-

ment :

So note 1r (fonction constante), (14.40)

cf. (I£33)), et on dit abusivement que 5o est une fonction, alors que c’est la distribution 7, mesure

de densité donnée par dc%(:c) = 1r(z) dx = dr mesure de Lebesgue (définie sur S). wn
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147 14.5. Démonstration du théoréme de la limite centrale

Exemple 14.30 Si = 0, (mesure de Dirac en a) on a, pour tout ¢ € S :

déf

(60 0) wm¢w=aw>=/}mwa“%mn@é@ﬂww»“%é@-Wawunw, (14.41)

R

et donc : R
0q = To—ia (14.42)

est la mesure de densité z — e~ cf. lintégrale dans (A1) : dd,(z) = e~"**dx (définie sur S).
Et on note abusivement :

5ula) "L e, (14.43)
au sens (I4.47). n

Proposition 14.31 Si f € L'(R, C) alors pour tout ¢ € S :

/ f(@)3() do = / F(&)ple) de. (14.44)
R R

soit, pour les distributions réguliéres associées, pour tout @ € S :

Ty, o) =(Tre), de Tp=Tp (14.45)
Et on note abusivement Ty = f et ﬁ — f, i.e. on note abusivement (IZ.24) comme :

(F.0) = (£,8). (14.46)

Preuve. Comme f € L' on a f € L™ et toutes les quantités suivantes ont un sens : Ty est une
distribution tempérée (cours de distribution) et pour ¢ € S :

7,00 © (17, 5 / 1(6) (e de = / 1€ / e~ i dg

//f e~ de) dm—/f
— (T50) "2 (F ),

a l'aide du théoréme de Fubini : en effet la “fonction intégrant” g(z,¢) = ¢(x)f(£) e ¢ est dans
LY (R?) car |g(z,&)| < |p(x)||f(€)] (fonction & variables séparées) et ¢ et f sont dans L1(R).  u

Exemple 14.32 Soit ;1 = P mesure de probabilité de densité gaussienne p(x) = %e‘“”z,
cf. (33, a > 0, ie. :
a —ax? noté
= \F/ fl@)em*dx (7= (P, ), (14.47)
T Jzer
‘2
pour f € S. Alors fi = P est la mesure de densité gaussienne p(¢ ffe o= e i,
cf. 329) : pour he S :
~ 2 2 ~
P(h) :/ he)e sde ("L (P, h). (14.48)
FASIN
Cependant, avec (L33) :
PR) =1, alors que ﬁ(R) = /ﬁ(f) dé = 2+/am. (14.49)
R

Donc p n’est pas une densité de probabilité pour a # - 1. + la mesure P nest pas une probabilité :
c’est juste une mesure bornée. u
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148 14.5. Démonstration du théoréme de la limite centrale

14.5.5 La transformée de Fourier d’une probabilité est une mesure de densité

Proposition 14.33 Soit ;1 une mesure bornée sur R (c’est en particulier le cas d’une probabilité).
Alors la fonction p : R — R définie par :

p(€) (Léfu(e”g')m:té/ e dp(x) (= (e ) ). (14.50)

z€R

est une fonction bornée, continue, et méme uniformément continue.
Et i est la mesure de densité p (la distribution réguliére de fonction p) :

A=T,  soit dA(¢) = ple)de, (14.51)

soit, pour toute fonction ¢ € S :

i) = [ dOpOd (= @) (14.52)
£eR
Et on note abusivement (“identification” de la distribution réguliére et de sa fonction associée) :
~/ ¢\ DOLE ~ T
w(€) "="p(&) (au sens dji(€) = p(§) d¢ des distributions). (14.53)
Preuve. A ¢ fixé, la fonction f : o — f(x) = e '®¢ est mesurable et bornée (par 1), donc

u étant bornée, u(f) est bien définie. Donc p(€) est bien défini pour tout £. (De plus |p(§)| <
Joer le="¢| du(z) = p(R) < oo, et donc p est une fonction bornée).

Relativement & la mesure p, p(§) est une “intégrale” dépendant du paramétre ¢ d’intégrant
e~'®¢ qui est continu en & et est borné indépendamment de & par 1g qui est p-intégrable (car p est
une mesure bornée). Donc p est continu (théoréme de convergence dominée).

On a |1 — €2 = (1 —€)(1 — e ) = 2 — 2cosa. La fonction B(a) = 2 — 2cosa — a?
étant négative sur R (faire le tableau de variation), on obtient |1 — | < min(v/2, |a|). Donc
le™E — emWE| = |e7E(1 — e%(*=¥))| < min(v/2, |£(z—y)|), et donc, pour |z —y| <7 :

x) — 1 e wE _ o g L min
Ip() - p(y)| < | / vord )dne)| < <= /f (V2 €l) du(€).

3

L’intégrant (£,7) — min(v/2, |£|n) est borné par v/2 indépendamment de 7, donc le théoréme de

convergence dominée donne / min(v'2, |€]n) du(€) —>/ min(v/2,0) du(€) = 0. Donc, pour
€ER 170 Jeer
tout € > 0, il existe n > 0 t.q. |x —y| < n entraine |p(z) —p(y)| < € : la fonction p est uniformément

continue.
Notation : quand y est la variable, et T' une distribution tempérée, pour ¢ € S on note T'(¢)) =
(T, ) =DO% (T'(y), ¢(y))ay (pour s’y retrouver dans les noms des variables). Ainsi, pour ¢ € D(R) :

B(O). (e & (u(@), @) z/ RA( ) dp(x) = /eR(/&Rw(é) e d€) dp(x)

:/&R(/IER ~E du(x))p(€) dE = / d§ = (Tp, @),

car on peut appliquer Fubini : 'intégrant est g : (z,&) — \/%go(m)e_”& relativement & la mesure
dx® i, avec |g(z, &)] < \/%|ga(:v)| |1r ()| qui est bien dans L'(R?, dz®u) car ¢ € D(R) et p mesure
bornée. D’ot i = T), i.e. (IZE]). wa

n
Exemple 14.34 Si p est une mesure de probabilité discréte y = Zpkéxk, avec (I£42) on a :

k=1
= Zpk e %%k au sens di(€) = Yop_, pr e % d¢ des distributions. (14.54)
k=1
On retrouve u(f) = / Zpk e~k d¢ = Zpkf xr) f) (définition de f1). oa
EER
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149 14.5. Démonstration du théoréme de la limite centrale

Exercice 14.35 Soit (u,)n+ et p des distributions tempérées. Montrer que :
(pn )N+ converge étroitement vers pu <> [i,, converge étroitement vers fi. (14.55)

En déduire le théoréme de Lévy : pour (P,)n~ et P des mesures de probabilités.
(P,)n~ converge étroitement vers P < 1/3; converge simplement vers 13, (14.56)

au sens, quand d]/D\n (&) = pn(&)dE et dﬁ(g) =p(§)d¢, on a p,, — p (convergence simple).
n—oo

Réponse. (I455) : = : F : S — S est un isomorphisme, cf. cours de distributions. Donc (pn, ) — (i, P)
(hypothése de convergence étroite) donne (fin, ) — ([i, @), pour tout ¢ € S, donc (ﬁn)Nj_(;(c;lverge
étroitement vers /i. e

= (f, p) = (f, o) = (T, é)A: (T, @) ot ¢(x) = @(—z) pour p € S : cf. cours de distribution (et
transformée de Fourier inverse : $ = ¢). Et on applique =-.

(IZ358) : = : (Pn)n+ et P mesures bornées, donc admettent une transformée de Fourier mesure de densité

continue, cf. ([Z52), dPa(€) = pa(€) d€ ot dP(¢) = p(&) d€, done hypothese /R (&) (pal6) —p(E)) d 2 0

pour tout ¢ € S. Donc : p, —> p p.p- pour la mesure de Lebesgue. Comme p et p, sont continues, la
n— oo

convergence est ponctuelle.
< : on utilise 'inverse de Fourier pour les distributions. un

14.5.6 La fonction caractéristique ¢ x

__Quand la mesure bornée est la loi de probabilité Px d'une v.a.r. X, la transformée de Fourier
Px est une mesure de densité, cf. proposition [4.33] notée ®x, donnée par, pour £ fixé dans R,

of. ([Z50) et (TZ5D) :

Dx(§) =Px(e™™) = / Re_ixfdPX (z). (14.57)

Définition 14.36 La densité ®x : R — R est appelée fonction caractéristique de Px :

Py =To, " &y,  soit  dPx(€) = Bx(£)de. (14.58)

Ainsi, pour tout fonction ¢ € D(R) :

Pa(e) = [ pl©x(e)ds (14.5)
£eR
Remarque 14.37 Définition alternative, cf. (IZ57) :
Dx(€) = Pe™ %) (= EB(e%¥) = / e~ XWEaP(w)). (14.60)
wenN
. . _ _ 1 _1—m)?
Exemple 14.38 Si Px est la probabilité de densité gaussienne gy, o () = e 2 o2 alors

1/3;\( est la mesure finie de densité ®x donnée par :

RO i
Dx(§) =e e 2, (14.61)

of. ((A3).

Proposition 14.39 ®x caractérise la loi Px : si les v.a.r. X et Y ont la méme fonction caracté-
ristique, soit ®x = @y, alors Px = Py (les v.a.r. X et Y ont la méme loi).

Preuve. dPx(£) = ®x(£)d¢ = ®y (£)d¢ = dPy (€), donc Px et Py ont la méme transformée de
Fourier, donc elles sont égales (Fourier inverse). un

149



150 14.5. Démonstration du théoréme de la limite centrale

14.5.7 Deéveloppement limité de & x

Lemme 14.40 Soit X une v.a.r. qui admet un moment d’ordre k € N. Alors sa fonction caracté-
ristique ® x est dérivable k fois sur R et :

o(0) = (—)FP(X*) (= (—i)"E(XF)). (14.62)

En particulier ®x(0) = 1.

Preuve. Pour k = 0 (IZ£60) donne ®x(0) = [,dP = 1. Puis on applique le théoréme de
convergence dominée & (IZB0). Pour k = 1 on obtient & (¢) = [oea(—iX (w))em X @EaP(w)

(car |(—iX (w))e ™ @¥E| < |X(w)| avec X € L'), donc pour & = 0 on obtient CIJEI;)(O) =
(1) [ eq X (W)dP(w) = (—i)P(X). Puis récurrence sur k. "

Proposition 14.41 Pour toute v.a.r. X de carré P-intégrable (qui admet donc une moyenne et
une variance) on a, ®x € C*(R,C), et au voisinage de £ =0 :

Px(§) =1—-1E(X) - %E(XQ)f2 + 0(£2), (14.63)

et donc :
log(®x(€)) = ~iB(X)E — 30*(X)E? +0(é). (14.64)

Preuve. (I4.63) grace a (I4.62).

Et log(l—2) = —(z+ é +0(z)) au voisinage de z = 0 (par intégration de = = 142422 +.

).
Dot log(1 — (iE(X)¢ + 3B(X?)& + 0(€%)) = —(iBE(X)¢ + 3 E(X?)& + 3(1E(X)E)* + o(£?)) =

—iE(X)¢ — 2(BE(X?) — E(X)?*)&? + 0(¢€?) comme annoncé.

14.5.8 Fonction caractéristique d’une somme de v.a.r. indépendantes

Proposition 14.42 Si X4,..., X,, sont n v.a.r. indépendantes, alors pour tout £ :

cI)Xl-l‘m-‘an (f) = H (I)Xk (g) (1465)
k=1

Preuve. On a e {(X1(@+FXa (@) — TR e Xe(@)E,
Et, les v.a.r. étant indépendantes, on a Px,+. +x, = Px, *... *dPx_, et donc :

PX1+...+Xn(f) = / e f(ml + ...+ xn)dle (xl)...dPXn (l‘n),

cf. convolution de probabilités (ou convolution de distributions). D’oi1 le résultat avec f(x) = e~%¢
qui donne f(zy + ...+ zn) = [T, f(z:).

14.5.9 Démonstration du théoréme de la limite centrale

Preuve. Il s’agit de démontrer la convergence (IZ21)). On va s’intéresser & Pz, au travers de sa
transformée de Fourier Pz, = Tg, qui est plus simple (mesure de densité).

Quitte & remplacer X; par X;—m, on suppose que m=0. On a donc Z,, = ‘/’?TY
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La fonction caractéristique de la v.a.r. V;& => %\kﬁ? est donnée par, sachant Px, = Px,
pour tout k, cf. (I£69) et (I£66) (dans le lemme suivant) :

=

02,6 = [[ @ 5, (©) = @x, (=)

ov/n a\/Nn

B
Il

1

[V

Avec ici E(X;) =0 et donc E(X?) =0

log(®x, (—=)) =

ov/n

d’ou, pour £ fixé et au voisinage de n = oo :

B, (€) = exp(log(®2, (€))) = exp(nlog(®x, (#m — 2z o),

, on a, cf. (IZ64) pour ¢ fixé et au voisinage de n = oo :

1§2 §2 _52 1
—5 o tol-) = (=5 +o(1)),

D’ou, pour £ fixé et au voisinage de n = oo :
12
Dz, (&) ~e 2,

Donc la mesure Py, est transformé par Fourier en Pz, mesure de densité @, vérifiant I’équivalence
1,2¢2 N . . .
Bz (€) ~0e 27 ¢ . Dott le résultat par Fourier inverse, cf. (IZ27). wa

Lemme 14.43 Si X : Q — R est une v.a.r.,, sia > 0, si h : R — R est positive ou bien est
Px-intégrable (i.e. h € L'(R, Px), i.e. [ |h(z)|dPx < o0), alors :
ha(2) Ehar) —  Pux(h) = Px(ha). (14.66)

En particulier, si Px est une mesure de densité f alors iPa x est une mesure de densité fi1 :
1,z
dPx = f(x)de = dP,x = Ef(g)dx. (14.67)
Ou encore, si P,x est une mesure de densité g, alors Px est une mesure de densité ag,.

Preuve. Avec la proposition de la mesure image, pour a > 0 :

Pax(h) = [ 1) dPux(y) = [ M(@X)6)) dP@) = [ ha(X(@)dP() = [ ha(o)dPx (o)
D’ou (IZ66). D’ot dans le cas d’'une mesure P de densité f :
P(h) = [ hlan)f@)ds = [ o)D) L = Pux (i),

Et Px(h) = Pax(hy) = [, h(%)g(y) dy = [, h(z)g(az) a dz. w

15 Annexe : les moments

C’est un rappel d’intégration appliqué a la mécanique.

15.1 Notations

On se place dans le cas d’'un sous-ensemble B C R"™. Soit 7 une tribu sur B, et soit u une
mesure sur (B, 7). Donc (B, T, u) est un ensemble mesuré.
On considérera les cas ou :

1- p est une mesure discréte définie finie sur B = {Z; : ¢ € I'} (un ensemble de points) ou I est
un ensemble fini ou dénombrable, i.e. :

p= Y ol (15.1)
i€l
dite mesure atomique de poids p; > 0 aux points ;.
2- p est une mesure continue finie sur B C R”, i.e. mesure de densité p > 0 auquel cas on écrit

i = p(&) dr...dan "2 (&) da, (15.2)

olt day...dx, =1O% dz est la mesure de Lebesgue (dans R™).
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152 15.2. Moment d’ordre O : la masse

15.2 Moment d’ordre 0 : la masse

Définition 15.1 Pour A C T (A sous-ensemble mesurable de B) :

masse de A d:efu(A) note / dp  €R,. (15.3)
A
Donc, respectivement dans le cas discret et dans le cas continu :
pA)=Sn e )= [ p@)d (15.4)
icl

Définition 15.2 Soit f : B — R une fonction mesurable positive. Quand il existe, le moment
d’ordre 0 de f (relativement & la mesure u) est “la mesure de f” et est appelé “la masse de f” :

masse de f dﬁfu(f) noté /deu, (15.5)

encore appelée la masse de f relativement & la mesure p. (On retrouve p(1g) = p(B).)

Donc, respectivement dans le cas discret et dans le cas continu :

WO = F@e e )= /B 1) p(7) da (15.6)

15.3 Moment d’ordre 1 et le centre de gravité

Définition 15.3 Quand il existe, le moment d’ordre 1 de la mesure u par rapport & un point &
est le vecteur :

~ déf . _ || noté . o ~
v () ((-70)) "L [ (5-0) au(@). (15.7
B
(On a noté (F—) la fonction f: & — f(&) = T—%).)
Ti1
Donc, dans le cas discret, avec 7; = o], B,z (B) € R™ est le vecteur :
Tin
Zi@(ﬂfil*wm) Pi
finz,(B) = Y _(#i=70) pi = : (15.8)
el Yicr(@in—Tin) pi
x1
et dans le cas continu, avec £ = | : |, fi1.z,(B) € R" est le vecteur :
Ty,

[z (@1—201) p(Z) dz:
o (B) = [ (@) () d = ; . (15.9)
J5(@n—z0n) p(T) dz:
On a donc immédiatement, quand les moments existent :
fi1,7,(B) = fi1,0(B) — pu(B) Zo, (15.10)
encore noté :
/ (F—70) du(F) = / Fdu(F) — To / (@), (15.11)
B B B
Définition 15.4 Dans le cas u(B) < co (masse finie) et u(B) # 0 (masse non nulle), le centre de
gravité de B (ou encore point d’équilibre, ou encore centre d’inertie) est le point Z¢ tel que :
firzc(B) =0, (15.12)

i.e. ¢ est le point donné par :

fi1,0(Z) = Za p(B), ie. f@/ dp :/ Z du. (15.13)
B B
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153 15.4. Moment d’ordre 2, la variance, ’écart type

Autrement dit :

1

JuF dn _ R
w(B)

I dn

ou P est une mesure de probabilité (mesure de masse P(B) =1 = 13 = 100%).

Respectivement, dans le cas discret et dans le cas continu, le centre de gravité x¢ est donc le
point tel que :

P = /:E‘dP ot dP = (15.14)
B

2

g = E Z;
il

o= [ 229 o= [ wp(@) de 7) =0
o J, iy = [, Fe@n = T

ol p; et p(Z) sont les masses et densités de masse adimensionnées (masse totale considérée comme
étant la masse unité par changement d’unité de mesure).

S|

i - Pi
— Zip; pi =
iy = S R

(15.15)

~

Remarque 15.5 Siremplace p par ci ol ¢ est une constante > 0, la position du centre de gravité

n’est pas changée, cf. (I5.I3) ou on considére cdy au lieu de du. Ou encore dP = (ZS;@) = %.

En d’autres termes, un changement d’unité de mesure (par exemple passage des kilogrammes
aux “pounds” anglais) ne modifie pas la position du centre de graviteé.

Donc, quitte a faire un changement d’unité de mesure, pour calculer le centre de gravité on
peut remplacer p par £ ott m = u(B), ce qu’exprime dP = ﬁdu.

Cela revient a considérer des objets de masse unité (interprétation probabilistique), et dans ce
cadre, le centre de gravité est appelé I’espérance et noté ¥, = X.

Et dans le cas discret, lorsque I =1, ...,n+1 (donc n+1 points dans R™) en considérant l’objet
comme ayant une masse unité, on a Zf:ll pid; = Tg avec Z?:ll p; = 1 : le centre de gravité est le
barycentre des x; de coordonnées barycentriques les masses p;. u

Exemple 15.6 Demi-cercle supérieur I' de centre 0 et de rayon R : 22+y% = R?, y > 0. On suppose
qu’un point quelconque de ce demi-cercle peut-étre atteint de maniére équiprobable, i.e. avec une
densité de probabilité p = py constante.
L’altitude moyenne des tirs est y,, = [ yp(y)dl = po [ ydl. Ici 7 = (:c - Rcf)sa) est la
r r y = Rsind
—Rsinf
Rcosf
dl' = ||d7]| = Rdf; Aol ym = po f;zO(RSmG)(R df) = 2poR?.
D’autre part, comme pg est tel que [.podl’ = 1,0na [,_ po Rdf =1 = pomR, et donc pg = —5.
D’ou y,,, = %R. C’est I’altitude moyenne des tirs, ou encore c’est la position verticale du centre de
gravité d’une demie roue. La position moyenne horizontale est bien sir z,, = 0 (exercice). =

position d’un point du cercle, avec 8 € [0, 7], d’ot dF = ( ) df, d’ou ’élément de longueur

15.4 Moment d’ordre 2, la variance, ’écart type

Définition 15.7 Quand il existe, le moment d’ordre 2 de p par rapport & Zp, encore appelé
moment d’inertie de y par rapport & %o, est :

. noté - o
2.z (B) = (|70l ) "L /B 170 dja(x). (15.16)

(On a noté ||Z—Z||? la fonction f: & — f(&) = ||T—o|[2.)
Donc, respectivement dans le cas discret et dans le cas continu :
pozo(B) =Y ||Ti—Zo|[* pi, et paz,(B) = / ||Z—=2o|? p(T) da. (15.17)
iel B

Définition 15.8 Quand ¥y = Z¢ (centre de gravité) et p = P est une mesure de probabilité, le
moment d’ordre 2 par rapport & Z¢ est appelé variance Var(B), et sa racine carrée o = 1/ Var(B)
est appelé Iécart type :

déf R
Var(B) = o*(B) & 1y 1, = / 17— Z6 |2 dyu(z).
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154 15.5. Moment d’ordre m

Proposition 15.9 Quand la moyenne et le moment d’ordre 2 existent dans R, pour tout Zy € B
on a:

p(l|Z=o|1?) = u(l|Z—Zcl?) + |76 —Zo| *u(B), (15.18)

Et donc le moment d’inertie relativement & Ty est minimum quand ¥y = Z¢.
D’ou Ie nom de “centre d’inertie” donné au centre de gravité.

Preuve. fff() = f*fg —+ fcff(), d’Ofl ||f*f()||2 = ||f* _’G||2 —+ ||fG*f()||2 -+ Q(fffc, fG*f())]Rn.
Dot pu(||#=Zo|*) = p(llZ—7cl?) + [Fc—Zol*n(1p) + 2(Zc—To, p(F—Tc)rn, avec p(F—ic) =0
par définition de Zg. D’ou (I5.I8).

Et [I5I8) indique que u(||Z—7o|?) > u(||T—Zc||?) pour tout Zy # Zg. o

Exemple 15.10 Cas discret : Soit une tige “sans masse” sur laquelle on dispose de masses ponc-
tuelles p; aux points x; =i pour i = 1,2,3,4,5,6. Soit f = 1.

La masse de 'objet obtenu est 110(1) = p1+...+pg somme des masses ponctuelles. En particulier
si toutes les masses sont égales une méme masse ponctuelle m = p;, on a pp(l) = 6m = M la
masse totale.

Son moment, d’ordre 1 par rapport & g est mi 4, (1) = (1—x0)p1 + (2—x0)p2 + ... + (6—20) ps-
Ce moment d’ordre 1 est nul pour xg —noteé za tel que p1 +2p2 + ...6p6 = zgM. En particulier
si toutes les masses sont égales & la masse ponctuelle m, on a 21m = z¢6m, i.e. xg —noteé T =
2l = I =3,5: c’est la position du centre de gravité. Si on met au point ¢ un support sous la
tige horizontale, la tige reste en équilibre.

Son moment d’ordre 2 par rapport & g est ma (1) = (1—z0)%p1 + ... + (6—x0)?*ps. Et si on
veut faire tourner la tige sur elle méme, ce sera plus facile de le faire si on la tient en zg : c’est 1a

ou le moment d’inertie est le plus faible. u

15.5 Moment d’ordre m

Définition 15.11 Quand il existe, le moment d’ordre m > 1 de la mesure p par rapport & Ty est :

deéf
fim,z0(B) & 1

Donc, respectivement dans le cas discret et dans le cas continu :

(I[Z=Zo[|™). (15.19)

b
o (B) = STl pss et i, (B) = [ lF-50l" p(@)
i a

Remarque 15.12 Le moment us .. (B) d’ordre 3 permet de savoir si les masses sont disposées
“symétriquement par rapport au centre de gravité”. Si cette disposition est symétrique on a immé-
diatement ps . (B) = 0.

Exemple : 2 masses m; = 1 au point 1 et mo = 1 au point 2 ont pour centre de gravité le point
z¢ = 3(1%1+2%1) = 3 et pour moment 13, (1) = 0 : la disposition des masses est “symétrique”
par rapport au centre de gravité.

Exemple : 2 masses my = 1 au point 1 et mo = 2 au point 2 ont pour centre de gravité le point
2 =3(1x1+2%2) =2 et pour moment i34, (1) = (FZ)** 1+ (3)3%2 = 5* # 0 : la disposition
des masses n’est pas “symétrique” par rapport au centre de gravité. u

Remarque 15.13 Le moment d’ordre 4 permet de mesurer “I’aplatissement”. S’il est grand la

distribution est étalée, s’il est petit elle est concentré. On général on regarde v = Mz qu’on
2,xq

compare a la distribution de Gauss (loi normale). On a v = 3 pour la distribution de Gauss, et

pour v > 3, on est plus étalé, et pour v < 3 on est plus concentré. u
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