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Entre 
ro
het [...℄ [square bra
ket℄ on donne la tradu
tion anglaise.

1 Préambule

1.1 Les di�érentes probabilités

Les probabilités servent à dé
rire une expérien
e dont le résultat est impossible à prévoir ave



ertitude. On distingue :

1- probabilité expérimentale = 
onnaissan
e a posteriori. Exemple : dans une population, on

prend en 
ompte tous les habitants, et on en déduit le pour
entage (= proportion) d'hommes.

2- Probabilité théorique = 
onnaissan
e a priori. Exemple, on lan
e une piè
e équilibrée, et

la probabilité d'obtenir pile est

1
2 (une 
han
e sur deux). La probabilité théorique est en général

di�érente de la probabilité expérimentale, mais on montre que si on re
ommen
e 
ette expérien
e du

lan
er un très grand nombre de fois, alors les probabilités théoriques et expérimentales s'a

ordent.

2'- Probabilité dédu
tive. Exemple, on fait un sondage sur une �petite� partie de la population,

d'où une vraie 
onnaissan
e a posteriori sur 
e sondage, et on essaie d'en déduire un résultat théo-

rique pour toute la population. Ce 
as de probabilité dédu
tive rentre dans le 
adre des probabilités

théoriques.

La démar
he des probabilités est : si on �reproduit� un très grand nombre de fois une �expérien
e

aléatoire� (exemple un lan
er de pile ou fa
e), on peut en déduire des propriétés (exemple piè
e

équilibrée ou pas, et plus pré
isément donner le pour
entage moyen de pile obtenues). (Il est 
lair

que si on ne lan
e la piè
e que deux ou trois fois, on ne pourra pas quanti�er 
ette information de

manière ��able�.)

D'où l'importan
e de la �loi des grand nombres� et du �théorème 
entral limite� qui sont dé-

montrés à la �n du poloy
opié.

1.2 Di�
ultés liées au vo
abulaire

Les di�
ultés liées au vo
abulaire sont souvent liées à des motivations historiques, et sont

souvent sour
es de 
onfusion, d'in
ompréhension, de dé
ouragement...

Ainsi 
ertaines expressions qui se veulent �illustratives� semblent être employées �à 
ontresens�.

Un exemple �agrant est l'expression : �une variable aléatoire� (v.a.r.) : qui n'est ni variable,

ni aléatoire... : une variable aléatoire réelle X est une fon
tion à valeurs réelles X : Ω → R bien

déterminée. (L'ensemble de dé�nition Ω est l'ensemble qui 
ontient tous les résultats possibles

d'une expérien
e aléatoire.)

Exemple : on prend deux dés (à 6 fa
es numérotées de 1 à 6). On les lan
e. L'ensemble des

résultats possibles est l'ensemble Ω = {(i, j) ∈ [1, 6]N × [1, 6]N} des 
ouples résultats des lan
ers.

(Exemple : le premier donne 2 et le se
ond dé donne 5, don
 le résultat est (2, 5) ∈ Ω.) Et on

s'intéresse à la somme des résultats. On note X : R× R → R la fon
tion somme ; X(a, b) = a+ b.
Cette fon
tion X est parfaitement dé�nie : 
e n'est pas une variable (
'est une fon
tion), et elle n'a

rien d'aléatoire (elle est parfaitement dé�nie). Mais X sera appelée �variable aléatoire� par
e que

le 
ouple (i, j) auquel on s'intéresse lorsqu'on 
al
ule X(i, j), est issue d'une expérien
e aléatoire

(le lan
er de deux dés).

Ainsi si on obtient (1, 1) (le double 1) alorsX(1, 1) = 2 (parfaitement déterminé), et si un se
ond

lan
er donne le résultat (4, 5) alorsX(4, 5) = 9 (parfaitement déterminé). Comme les éléments (1, 1)
et (4, 5) de Ω sont dits �aléatoires� (i.e. résultats issus d'une expérien
e aléatoire), la fon
tion X est

appelée variable aléatoire... De fait, 
e n'est pas 
ette fon
tion X qui nous intéressera dire
tement,

mais sa �loi� de probabilité PX , i.e. la probabilité que, pour 
ette fon
tion, on obtienne un résultat

donné après un lan
er de dés (exemple PX(2) = 1
36 
ar il n'y a qu'un 
ouple sur 36 qui donne

somme = 2).
De plus la valeur d'une v.a.r X est prise en ω et est notée x = X(ω)... (usuellement la valeur

d'une fon
tion f est prise en x et est notée y = f(x)...)
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6 1.3. Quelques rappels fon
tionnels

Autres exemples de vo
abulaire qui peut s'avérer déroutant : loi marginale (paragraphe 2.10),

�probabilité 
onditionnelle� (voir remarque 3.3 page 34)...

Tout 
e
i peut dé
ourager... jusqu'à 
e qu'on �s'imprègne� des dé�nitions.

N.B. : la théorie des probabilités est basée sur la théorie des ensembles pour laquelle on emploie

des synonymes relatifs aux noms déjà 
onnu. Exemples :

- un sous-ensemble = un événement ;

- l'ensemble vide = l'événement impossible ;

- l'ensemble tout entier = l'événement 
ertain ;

- le 
omplémentaire d'un sous-ensemble = l'événement 
ontraire ;

- un élément d'un ensemble = un événement élémentaire = une éventualité...

En Français, un événement s'é
rit aussi évènement (depuis 1990), et se pronon
e dans les deux


as évènement.

Dans le jeu de �pile ou fa
e�, les mots pile et fa
e sont tous deux féminins (une pile et une fa
e).

1.3 Quelques rappels fon
tionnels

1.3.1 Complémentaire

Si E est un ensemble, on note P(E) l'ensemble des sous-ensembles de E. Don
 :

A ∈ P(E) ⇐⇒ A ⊂ E.

En parti
ulier l'ensemble vide, noté ∅, est dans P(E).
Si A ⊂ E on note AC = E −A son 
omplémentaire :

AC = E −A = {x ∈ E : x /∈ A}.

Proposition 1.1 Si (Ai)i∈I est une famille de sous-ensembles de E (ave
 I ensemble quel
onque),

on a :

(
⋃

i∈I

Ai)
C =

⋂

i∈I

AC
i , (

⋂

i∈I

Ai)
C =

⋃

i∈I

AC
i . (1.1)

(Faire un dessin ave
 I = {1, 2}.)

Preuve. x ∈ (
⋃

i∈I Ai)
C ⇔ x /∈ ⋃

i∈I Ai ⇔ ∀i ∈ I, x /∈ Ai ⇔ ∀i ∈ I, x ∈ AC
i ⇔ x ∈ ⋂

i∈I A
C
i .

x ∈ (
⋂

i∈I Ai)
C ⇔ x /∈ ⋂

i∈I Ai ⇔ ∃i ∈ I, x /∈ Ai ⇔ ∃i ∈ I, x ∈ AC
i ⇔ x ∈ ⋃

i∈I A
C
i .

1.3.2 Fon
tion ré
iproque et fon
tion inverse

On se donne deux ensembles E et F . Soit f : E → F une fon
tion. La fon
tion ré
iproque de f
est la fon
tion f−1

dé�nie par :

f−1 :

{P(F ) → P(E)

B 7→ f−1(B)
déf

= {x ∈ E : f(x) ∈ B} (⊂ E),
(1.2)

et pour B ⊂ E, le sous-ensemble f−1(B) de E est appelé l'image ré
iproque de B par f .

Exemple 1.2 Exemple fondamental : voir � 1.3.3 et remarque 1.6.

Abus de notation. Quand B = {y} (
as B est un singleton), on note :

f−1({y}) noté= f−1(y). (1.3)

Et si f est bije
tive, alors f−1(y) est un singleton {x}, et on note :

f−1 :

{
F → E

y 7→ x = f−1(y) quand y = f(x),
(1.4)

et f−1
est appelée fon
tion inverse de f (quand f est bije
tive).

6



7 1.3. Quelques rappels fon
tionnels

Remarque 1.3 L'utilisation de la même notation f−1
pour (1.2) (dé�nie sur les ensembles) et

pour (1.4) (dé�nies sur les points) ne doit pas prêter à 
onfusion : le 
ontexte lève les ambiguïtés.

En probabilité, la notation f−1
est surtout utilisée sous la forme ensembliste (1.2) : une pro-

babilité est une mesure d'ensembles.

Don
, si on ne fait pas allusion à la bije
tivité (
omme dans 
e poly
opié en général), quand on

utilise f−1
, 
'est de la fon
tion ré
iproque (1.2) dont il s'agit (pas de la fon
tion inverse).

Proposition 1.4 La fon
tion ré
iproque f−1 : P(F ) → P(E) 
ommute ave
 les opérations de


omplémentation, d'union et d'interse
tion : si B ⊂ F , si I est un ensemble �ni non vide et Bi ⊂ F
pour tout i ∈ I, alors :

f−1(BC) = (f−1(B))C ,

f−1(
⋂

i∈I

Bi) =
⋂

i∈I

(f−1(Bi)),

f−1(
⋃

i∈I

Bi) =
⋃

i∈I

(f−1(Bi)).

(1.5)

Preuve. Montrons (1.5)1. Il faut montrer f−1(BC)
⋂
(f−1(B)) = ∅ et f−1(BC)

⋃
(f−1(B)) = E.

On a F = B ∩BC
est partition de F , don






{x ∈ E : f(x) ∈ BC}
⋂

{x ∈ E : f(x) ∈ B} = ∅,

{x ∈ E : f(x) ∈ BC}
⋃

{x ∈ E : f(x) ∈ B} = E.





Montrons (1.5)2.

⊂ : si f−1(
⋂

iBi) = ∅ 
'est trivial. Sinon, soit x ∈ f−1(
⋂

iBi) : don
 f(x) ∈
⋂

iBi, don
 f(x) ∈ Bi

pour tout i, don
 x ∈ f−1(Bi) pour tout i, don
 x ∈ ⋂
i f

−1(Bi).
⊃ : si

⋂
i(f

−1(Bi)) = ∅ 
'est trivial. Sinon, soit x ∈ ⋂
i(f

−1(Bi)) : don
 x ∈ f−1(Bi) pour tout i,
don
 f(x) ∈ Bi pour tout i, don
 f(x) ∈

⋂
iBi, don
 x ∈ f−1(

⋂
iBi).

Montrons (1.5)3.

⊂ : si f−1(
⋃

iBi) = ∅ 
'est trivial. Sinon, soit x ∈ f−1(
⋃

iBi) : don
 f(x) ∈
⋃

iBi, don
 il existe i
tel que f(x) ∈ Bi, don
 il existe i tel que x ∈ f−1(Bi), don
 x ∈ ⋃

i(f
−1(Bi)).

⊃ : si

⋃
i(f

−1(Bi)) = ∅ 
'est trivial. Sinon, soit x ∈ ⋃
i(f

−1(Bi)) : don
 il existe i t.q. x ∈ f−1(Bi),
don
 il existe i t.q. f(x) ∈ Bi, don
 f(x) ∈

⋃
iBi, don
 x ∈ f−1(

⋃
iBi).

On rappelle que, pour A ⊂ E :

f(A)
déf

= {y ∈ F t.q. ∃x ∈ A, y = f(x)}. (1.6)

En parti
ulier f(E) =noté Im(f).

Proposition 1.5 Si f : E → F et g : F → G, alors :

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1. (1.7)

Preuve. g ◦ f : E → G. Don
 (g ◦ f)−1 : G → E. Pour C ⊂ G on a (g ◦ f)−1(C) = {e ∈ E : (g ◦
f)(e) ∈ C} = {e ∈ E : g(f(e)) ∈ C} = {e ∈ E : f(e) ∈ g−1(C)} = {e ∈ E : e ∈ f−1(g−1(C))}

1.3.3 Fon
tion indi
atri
e

Pour A un sous-ensemble d'un ensemble E, on note 1A la fon
tion indi
atri
e de A (ou fon
tion


ara
téristique, suivant les auteurs), i.e. la fon
tion 1A : E → R dé�nie par :

1A(x) =

{
1 si x ∈ A,

0 si x /∈ A.
(1.8)

(Faire un dessin.)

N.B. : la fon
tion indi
atri
e de A est aussi appelée 
ara
téristique en analyse, suivant les

auteurs. En probabilité la fon
tion 
ara
téristique sera la transformée de Fourier de la mesure.

Remarque 1.6 Ainsi 1−1
A ({x}) = ∅ pour tout x 6= 0, 1, et 1−1

A ({1}) = A = 1−1
A (R∗), et 1−1

A ({0}) =
AC = 1−1

A (R−{1}), et 1−1
A ({0, 1}) = E = 1−1

A (R)...

7



8 1.3. Quelques rappels fon
tionnels

Proposition 1.7 Si A,A1, A2 ⊂ E alors :

1AC = 1− 1A, 1A1∩A2 = 1A11A2 , 1A1∪A2 = 1A1 + 1A2 − 1A1∩A2 . (1.9)

Faire un dessin. Si f : E → F est une fon
tion, si B ⊂ F , alors f−1(B) ⊂ E et :

1f−1(B) = 1B ◦ f. (1.10)

(La fon
tion 1f−1(B) est dé�nie sur E et la fon
tion 1B est dé�nie sur F .)

Preuve. (1.9) : immédiat. Pour (1.10) : on a {x ∈ E : f(x) ∈ B} = {x ∈ E : x ∈ f−1(B)}, d'où
pour x ∈ E on a :

(1B ◦ f)(x) = 1B(f(x)) =

{
1 si f(x) ∈ B

0 sinon

}
=

{
1 si x ∈ f−1(B)

0 sinon

}
= 1f−1(B)(x). (1.11)

Proposition 1.8 Pour A ⊂ E on a :

A ⊂ f−1(f(A)), (1.12)

l'in
lusion inverse étant fausse en général.

Preuve. Soit x ∈ A, et soit y = f(x). Dnn
 x ∈ f−1({y}), ave
 f−1({y}) ⊂ f−1(f(A)), don

x ∈ f−1(f(A)).

La ré
iproque est fausse : soit f : R → R donnée par f = 1[0,1]. En parti
ulier f(]−1, 2[) = {0, 1},
et f−1(f(]− 1, 2[)) = f−1({0, 1}) = R )]− 1, 2[.

1.3.4 Mesure (ou masse) de Dira
 sur les ensembles

Pour a ∈ E, la mesure de Dira
 (ou masse de Dira
) δa est la fon
tion δa :

{
P(E) → R

A 7→ δa(A)

dé�nie par :

δa(A)
déf

=

{
1 si a ∈ A,

0 si a /∈ A,
don
 = 1A({a}). (1.13)

Don
 δa est dé�nie sur les ensembles. En parti
ulier, δa({x}) =
{
1 si x=a

0 si x6=a .

1.3.5 Mesure (ou masse) de Dira
 sur les fon
tions

Puis on dé�nit la mesure de Dira
 δ̃a sur les fon
tions en 
ommençant par la dé�nition sur les

fon
tions 
ara
téristiques : pour A ⊂ E on dé�nit :

δ̃a(1A)
déf

= δa(A), puis δ̃a(1A)
noté

= δa(1A). (1.14)

Attention : on abuse des notations : on utilisera le même symbole δa pour désigner la mesure d'un

ensemble et la mesure d'une fon
tion. Le 
ontexte lève les ambiguïtés de notation.

Puis, par linéarité, on dé�nit la mesure de Dira
 d'une fon
tion en es
alier [simple fun
tion℄ :

si f =
∑n

i=1 ci1Ai alors :

δa(f) = δa(

n∑

i=1

ci1Ai)
déf

=

n∑

i=1

ciδa(Ai) =

n∑

i=1

ci1Ai(a), don
 δa(f) = f(a). (1.15)

D'où, pour toute fon
tion f : E → R et tout a ∈ E, voir 
ours �intégrale de Lebesgue� :

δa(f) = f(a). (1.16)
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9 1.3. Quelques rappels fon
tionnels

1.3.6 Abus de notation fon
tionnelle

Soit id : R → R l'appli
ation identité :

id : x→ id(x) = x, (1.17)

et soit f : x ∈ R → f(x) ∈ R une fon
tion donnée. La fon
tion produit :

id f : x→ (id f)(x) = id(x)f(x) = xf(x), (1.18)

est notée :

id f
noté

= xf. (1.19)

Ainsi xf : R → R est dé�nie par :

(xf)(x)
déf

= xf(x). (1.20)

Sous-entendu, quand on utilise 
ette notation, le nom de la variable est x (attention aux notations !).
Sans abus de notation, xf est la fon
tion produit idf .

Remarque 1.9 Attention : x joue i
i deux r�les, 
elui usuel de variable et 
elui abusif de fon
tion

(abusif mais pratique). Le 
ontexte doit lever toute ambiguïté.

Exemple 1.10 ωf est la fon
tion ω → ωf(ω).
Sans abus de notation, 
'est la fon
tion produit idf : ω → id(ω)f(ω) = ωf(ω).

Et on 
ontinue à abuser des notations en notant :

(id−x01R)f noté

= (x−x0)f, (1.21)

i.e. (x−x0)f est la fon
tion de x→ ((x−x0)f)(x) donnée par :

((x−x0)f)(x) déf= (x−x0)f(x).

Exemple : la fon
tion X − X, qui à la fon
tion X retran
he sa valeur moyenne, est un abus

de notation usuel : on aurait dû noter X −X1R 
ette fon
tion, di�éren
e des fon
tions X et X1R
(fon
tion 
onstante). On a don
 (X −X)(x) = X(x)−X.

Cela paraît trivial, mais la 
onfusion entre un réel et une fon
tion 
onduit à 
ertaines in-


ompréhensions 
omme la 
onfusion entre une fon
tion et ses valeurs. Dans le doute (et dans les

démonstrations), il faut revenir aux notations non abusives.

1.3.7 Dénombrement de fon
tions

Soit F(E;F ) l'ensemble des fon
tions f : E → F .

Proposition 1.11 Si E et F sont des ensembles �nis non vides, de 
ardinal |E| = m et |F | = n,
alors F(E;F ) est un ensemble �ni de 
ardinal |F(E;F )| = nm

.

En parti
ulier |F({1, 2, ...,m}; {a, b})| = 2m quand a 6= b.

Preuve. NotonsE = {a1, ..., am}, F = {b1, ..., bn}, et f : E → F . Pour f(a1) on a n 
hoix possibles.
Pour f(a2) on a n 
hoix possibles... Pour f(am) on a n 
hoix possibles. Au total n∗n∗ ...∗n = nm


omme annon
é.

Exemple 1.12 Ave
 un alphabet de n lettres (de 
ardinal 26 en français), 
ombien de �mots�

(ayant un sens ou pas) de k lettres peut-on former ?

Réponse. Si F est l'ensemble des n lettres de l'alphabet (de 
ardinal 26 en français), on a n possibilités

pour la 1ère lettre, n possibilités pour la 2ème lettre,..., don
 au total nk
possibilités (soit 26k en français).

C'est le 
ardinal de F({1, 2, ..., k};F ) (le 
ardinal de F({1, 2, ..., k}; {a, b, ..., z}) en français).

9



10 1.4. Quelques rappels 
ombinatoires

1.3.8 Cardinal de P(Ω)

Proposition 1.13 Soit Ω est un ensemble �ni de 
ardinal |Ω| = n ≥ 0. Le 
ardinal de P(Ω) = 2n.

Preuve. On donne 2 démonstrations usuelles de P(Ω) = 2n.
1- Par ré
urren
e. Vrai pour Ω = ∅ (de 
ardinal n=0) puisque P(Ω) = {∅}. Vrai pour Ω = {a}

(de 
ardinal n=1) puisque P(Ω) = {∅, {a}}. Supposons que 
e soit vrai pour Ω = {a1, ..., an}
de 
ardinal n. Alors pour Ω = {a1, ..., an+1} de 
ardinal n+1, l'ensemble P(Ω) 
ontient tous les
sous-ensembles ne 
ontenant pas an+1, au nombre de 2n, et tous 
eux 
ontenant an+1, qui sont les

pré
édents auquel on a ajouté an+1, don
 au nombre de 2n. Au total 2n + 2n = 2n+1
.

2- Cal
ul dire
t, à l'aide des 
ombinaison Ck
n=

(
n
k

)
, 
f. � suivant. P(Ω) 
ontient ∅ (don
 1 = C0

n

élément), 
ontient les singletons (don
 n = C1
n éléments), les sous-ensembles de 2 éléments (don


C2
n éléments),.... , don
 au total

∑n
k=0 C

k
n = (1 + 1)n = 2n.

1.4 Quelques rappels 
ombinatoires

1.4.1 Arrangements Ak
n = (n)k

On rappelle que �n fa
toriel� [n fa
torial℄ est l'entier n! = n × (n−1) × ... × 2 × 1 pour tout

n ∈ N∗
, et qu'on pose 0! = 1. (Motivation pour dé�nir 0! = 1 : voir la formule du bin�me de

Newton 
i-dessous équation (1.25).)

Question 1- : soit n objets x1, ..., xn deux à deux distin
ts (ave
 n ≥ 1). Combien y-a-t-il de ma-

nières de les arranger entre eux, i.e. 
ombien de n-uplets ordonnés [permutations℄ (xϕ(1), ..., xϕ(n))
peut-on former ? Autrement dit, 
ombien y-a-t-il de bije
tions ϕ entre [1, n]N et lui-même ?

Réponse : n!.

Démonstration par ré
urren
e : 
'est vrai pour n = 1. Puis supposons que 
e soit vrai pour n
objets. Prenons un ensemble de n+1 objets. Il y a n+1 possibilités pour le 
hoix du premier objet,

et il reste alors n objets, ave
 n! possibilités de les arranger par hypothèse de ré
urren
e. Don
 au
total (n+1)n! = (n+1)! possibilités.

Remarque 1.14 An
n = n! est le nombre de bije
tions entre un ensemble de n éléments et un

autre ensemble de n éléments. Ou en
ore le nombre de bije
tions entre {1, ..., n} et {x1, ..., xn}. Ou
en
ore le nombre de bije
tions entre {x1, ..., xn} et lui même, une telle bije
tion étant de la forme

(x1, ...xn) → (xϕ(1), ..., xϕ(n)) ave
 ϕ bije
tion entre {1, ..., n} et {1, ..., n}.

Question 2- : soit n objets x1, ..., xn deux à deux distin
ts (ave
 n ≥ 1). Soit k ∈ [1, n]N. Combien

de k-uplets ordonnés [permutations℄ (xϕ(1), ..., xϕ(k)) peut-on former ? Autrement dit, 
ombien y-

a-t-il d'inje
tions ϕ [permutations℄ de [1, k]N dans [1, n]N ?

Réponse : 
'est le nombre d'arrangements de �k objets parmi n� [number of ordered arrange-

ments of k obje
ts taken from n℄ :

Ak
n
déf

=
n!

(n− k)!
= n× (n−1)× ...× (n−k+1). (1.22)

En parti
ulier An
n = n!.

English Ak
n = (n)k = �n down k� = �n lower k� = P (n, k) (permutations).

Démonstration par ré
urren
e. C'est vrai pour n = 1 et k = 1 puisque A1
1 = 1!

(1−1)! = 1. Si

n = 2 et k = 1, alors 2 = A1
2 est le nombre de manières de 
hoisir 1 objet parmi 2, et pour k = 2,

1 = A2
2 est le nombre de manières de 
hoisir 2 objets parmi 2.

Supposons que la formule est établie pour n−1 ≥ 1 et tout k ∈ [1, n−1]N. Passons à n objets. Si

k = 1 alors n = A1
n est le nombre de manières de 
hoisir 1 objet parmi n. Supposons que la formule

soit vrai pour k objets ave
 1 ≤ k ≤ n−1. Passons à k+1 objets. Il y a n manières de 
hoisir le

premier, et il reste n−1 objets parmi lesquels on doit en prendre k (en tenant 
ompte de l'ordre),

don
 Ak
n−1 manières de les arranger. Don
 au total nAk

n−1 = n (n−1)!
(n−1−k)! =

n!
(n−(k+1))! = Ak+1

n .

En parti
ulier pour k = n on retrouve le 
as de la question 1- : An
n = n!. (Pour k = 0 la question

2- n'a pas de sens.)

10



11 1.4. Quelques rappels 
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Exemple 1.15 (Tier
é dans l'ordre.) Parmi 20 
hevaux, 
ombien de triplets (ordonnés) peut-on

former ? Réponse : A3
20 = 20!

17! = 18 ∗ 19 ∗ 20 = 6840.

Exer
i
e 1.16 On dispose des lettres B E E I L R T. En les tirant su

esivement au hasard, ave


quelle probabilité forme-t-on LIBERTE?

Réponse. L : 1/7, I : 1/6, B : 1/5, E : 2/4, R :1/3, T : 1/2, E : 1/1. Don
 probabilité P = 2
7!
. En termes

d'arrangements : il y a 7! arrangements possibles (nombre de mots possibles). Et il 2 possibilités pour

tirer E (deux mots possibles indi�éren
iables).

Remarque 1.17 An arrangement where order is important is 
alled a permutation. An arrange-

ment where order is not important is 
alled 
ombination.

1.4.2 Combinaisons Ck
n =

(
n
k

)
et 
oe�
ients binomiaux

Question 3- : soit n ∈ N∗
et soit k ∈ [1, n]N. Combien y-a-t-il de manières de 
hoisir k objets

parmi n, sans tenir 
ompte de l'ordre ?

Autrement dit, si E = {x1, ..., xn} est l'ensemble des n objets, 
ombien y-a-t-il de sous-

ensembles de E 
ontenant k objets ?

Autrement dit, 
ombien y-a-t-il de partitions U1

⋃
U2 de E tel que |U1| = k ?

Réponse : 
'est le nombre de 
ombinaisons |
ombinations℄ de k objets parmi n [number of ways

of sele
ting k obje
ts from n, or number of subpopulations of size k in a population of size n℄ :

Ck
n
noté

=

(
n

k

)
déf

=
n!

k!(n−k)! =
n× (n−1)× ...× (n−k+1)

k!
(=

Ak
n

k!
), (1.23)

et Ck
n est un 
oe�
ient binomial (voir la formule du bin�me de Newton 
i-dessous équation (1.25)).

(Ck
n =

(
n
k

)
= �n 
hoose k� = C(n, k).)

Démonstration ave
 les arrangements. Ak
n est le nombre de k-uplets ordonnés, et pour un 
hoix

de k éléments, il y a k! manières de les arranger. Don
 k!Ck
n = Ak

n.

Démonstration par ré
urren
e. C'est vrai pour n = 1 et k = 1 puisque C1
1 = 1!

1!0! = 1. Pour
n = 2 et k = 1, on a 2 = C1

2 est le nombre de manières de 
hoisir 1 objet parmi 2, et pour k = 2,
1 = C2

2 est le nombre de manières de 
hoisir 2 objets parmi 2.
Supposons que la formule est établie pour n ≥ 1 et tout k ∈ [1, n]N. Passons à n+1 objets.

C'est vrai pour k = 1 puisqu'il y a n+1 singletons et C1
n+1 = (n+1)!

1!n! = n+1. Supposons que 
e

soit vrai pour k ave
 1 ≤ k ≤ n. Passons à k+1 objets. Regardons les sous-ensembles ne 
ontenant

pas x1 : on doit 
hoisir k+1 objets parmi n, soit Ck+1
n possibilités. Regardons les sous-ensembles


ontenant x1 : il reste k objets à prendre parmi n, soit Ck
n possibilités. Au total Ck

n+C
k+1
n = Ck+1

n+1,

voir lemme suivant.

Remarque 1.18 Comme Ck
n =noté

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! , il est immédiat que :

Ck
n = Cn−k

n =

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
, et Cn

n+k = Ck
n+k =

(
n+ k

k

)
=

(
n+ k

n

)
.

Lemme 1.19 (Formule du triangle de Pas
al.) Pour n ∈ N∗
et k ∈ [1, n]N on a :

Ck
n + Ck+1

n = Ck+1
n+1, (1.24)

soit

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

Preuve.

n!

k!(n−k)! +
n!

(k + 1)!(n−k−1)!
=
n!(k + 1) + n!(n− k)

(k + 1)!(n−k)! =
n!(n+1+k−k)

(k + 1)!(n+1−(k+1))!
.

Exemple 1.20 (Tier
é dans le désordre.) Parmi 20 
hevaux, 
ombien d'ensembles de 3 
hevaux

peut-on formés ? Réponse : C3
20 = 20!

3!17! =
18.19.20

2.3 = 1140.

11
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Question 4- : n lan
ers d'une piè
e ave
 résultat p=pile ou f=fa
e. Combien de résultats


ontiennent exa
tement k fois p, pour k ∈ [1, n]N.
Réponse : Ck

n.

Par ré
urren
e. Pour n = 1, l'ensemble des résultats possibles est {p, f}. Et pour k = 0 et k = 1
on a C0

1 = 1 = C1
1 : la formule est vraie.

Supposons que la formule est établie pour n ≥ 1 et tout k ∈ [0, n]N. Passons à n+1 objets.

C'est vrai pour k = 0 
ar C0
n+1 = 1 (le seul résultat est (f, f, , ..., f)). C'est vrai pour k = 1 
ar

C1
n+1 = n+1 (les tirages ou p ne sort qu'une fois, soit (p, f, f, ...), (f, p, f, f, ...),... , (f, ..., f, p)).
Supposons que 
e soit vrai pour k ave
 k < n. Passons à k+1. Si le premier lan
er donne p

alors il reste k p à tirer sur les n−1 lan
ers suivant, soit Ck
n−1 possibilités. Si le premier lan
er

donne f alors il reste k+1 p à tirer sur les n−1 lan
ers suivant, soit Ck+1
n−1 possibilités. Don
 au

total Ck
n−1 + Ck+1

n−1 = Ck+1
n , 
f (1.24).

Exemple 1.21 Dans un alphabet à 2 lettres a et b, Ck
n est le nombre de mots de longueur n qui


ontiennent exa
tement k fois la lettre b (exemple n = 8 et k = 3 : mot 
omme aababbaa). C'est le

as de la question 4 où pile et fa
e ont été rempla
és par a et b.

Exer
i
e 1.22 Soit un groupe de n personnes. Combien de paires mathématiques (non ordonnées

appelées 
ouples dans la vie 
ourante) peut-on former ? Combien de 
ouples mathématiques (paires

ordonnées) peut-on former ?

Réponse. Paires : C2
n. Ou dire
tement : ave
 la �1ère� personne on peut en faire (n−1), puis ave
 la

�2ième� (n−2) di�érentes, ..., au total 1 + 2 + ...+ (n−2) + (n−1) = n(n−1)
2

(
f. matri
e n ∗ n symétrique,

on 
ompte les éléments �supérieurs stri
ts�).

Couples : la 1ère personne peut en faire n−1, la se
onde (n−1), ..., la n-ième (n−1) : au total n(n−1)

(
f. matri
e n ∗ n, on 
ompte les éléments �hors diagonale�).

Exer
i
e 1.23 Jeu de 52 
artes. On tire au hasard 4 
artes. Quelle 
han
e a-t-on d'avoir exa
te-

ment 2 rois ?

Réponse. Une main = 4 
artes. Nombres de mains = C4
52. Nombre de main ave
 2 rois = C2

4 ×C2
48 (2 rois

parmi 4, et 2 autres parmi 48). Don
 probabilité =

C2
4C

2
48

C4
52

= 4!
2!2!

48!
2!46!

4!48!
52!

= 6× 47× 24× 6
49×50×51×13

≃
0.025 ≃ 2.5%.

Exemple 1.24 Voir plus loin (2.30) page 30.

1.4.3 Formule du bin�me (Newton)

Proposition 1.25 (Formule du bin�me.) Pour x, y ∈ R (ou ∈ C) et n ∈ N∗
, on a :

(x+ y)n =

n∑

k=0

Ck
nx

kyn−k, en parti
ulier 2n =

n∑

k=0

Ck
n. (1.25)

Preuve. Pour (1.25)1 : par ré
urren
e sur n. Vrai pour n = 1 
ar C0
1 = 1 = C1

1 . Puis

(x+ y)n+1 = x(x+ y)n + y(x+ y)n =

n∑

k=0

Ck
nx

k+1yn−k +

n∑

k=0

Ck
nx

kyn+1−k

= xn+1 +

n−1∑

k=0

Ck
nx

k+1yn−k + yn+1 +

n∑

k=1

Ck
nx

kyn+1−k

= xn+1 + yn+1 +
n∑

k=1

(Ck−1
n + Ck

n)x
kyn+1−k

= xn+1 + yn+1 +
n∑

k=1

Ck
n+1x

kyn+1−k =
n+1∑

k=0

Ck
n+1x

kyn+1−k.

Puis x = y = 1 donne (1.25)2.

12
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Exemple 1.26 Vers la loi binomiale.

(x+ y)2 = (x+ y)(x+ y) = x2 + xy + yx+ y2 : pour tirer x et y, on peut tirer d'abord x puis

y (résultat xy dans la formule), ou tirer d'abord y puis x (résultat yx dans la formule), don
 au

total deux possibilités (i
i 2xy = C1
2xy).

(x+ y)3 = (x2+xy+ yx+ y2)(x+ y) = x3+x2y+xyx+xy2+ yx2+ yxy+ y2x+ y3 : pour tirer
2 fois x et 1 fois y, on peut tirer d'abord deux fois x et une fois y (résultat x2y dans la formule),

ou tirer x puis y puis x (résultat xyx dans la formule), ou tirer y puis deux fois x (résultat yx2

dans la formule), don
 au total trois possibilités (3x2y = C1
3x

2y = C2
3x

2y).
(x + y)4 = (x3 + x2y + xyx + xy2 + yx2 + yxy + y2x + y3)(x + y) = ... + x2y2 + ... + xyxy +

... + xy2x + ... + yx2y + ... + yxyx + ... + y2x2 + ... : pour tirer 2 fois x et 2 fois y, on a 6 = C2
4

possibilités.

1.4.4 Triangle de Pas
al et formules pour les 
oe�
ients binomiaux

Soit n ≥ 1 et k ∈ [0, n]N. On a :

Ck+1
n+1 =

n+ 1

k + 1
Ck

n. (1.26)

En e�et

(n+1)!
(k+1)!(n+1−(k+1))! =

(n+1)n!
(k+1)k!(n−k)! .

Pour trouver les 
oe�
ients de (x + y)n+1
à partir des 
oe�
ients de (x + y)n, on utilise le

triangle de Pas
al (faire dessin) grâ
e à la formule (1.24).

On déduit de (1.24), pour k ≤ n : Ck
k + Ck

k+1 + ...+ Ck
n = Ck+1

n+1, soit, pour k ≤ n :

n∑

j=k

Ck
j = Ck+1

n+1, soit

n∑

j=k

(
j

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
. (1.27)

Démonstration par ré
urren
e : Pour n = 1 et k = 1 on a C1
1 = C2

2 = 1, et pour n = 1 et k = 0
on a C0

0 + C0
1 = 1 + 1 = C1

2 .

Supposons que 
e soit vrai pour n ≥ 1, et tous les k ∈ [0, n]N. Passons à n+1.

Pour k = n+1 on a

∑n+1
j=n+1 C

n+1
j = Cn+1

n+1 .

Pour k ≤ n on a

∑n+1
j=k C

k
j =

∑n
j=k C

k
j + Ck

n+1 = Ck+1
n+1 + Ck

n+1 = Ck+1
n+2, 
f. (1.24).

Exer
i
e 1.27 Notons (1 + x + ... + xr)n = αn,0 + αn,1 + ... + αn,r−1x
r−1 + αn,rx

r + ..., pour
n ≥ 1 et r ≥ 0. Montrer que αn,j = Cn−1

j+n−1 pour 0 ≤ j ≤ r.

Réponse. Pour n = 1 on lit dire
tement α1,r = 1 pour tout r ≥ 0.
Puis ré
urren
e : on suppose que 
'est vrai pour n donné et tout r ≥ 0. Passons à n+1.
On a (1 + x+ ...+ xr)n+1 = (1 + x+ ...+ xr)n(1 + x+ ...+ xr), don
 :

(1 + x+ ...+ xr)n+1 = (αn,0 + αn,1x+ ...+ αn,r−1x
r−1 + αn,rx

r + ...)(1 + x+ ...+ xr−1 + xr),

polyn�me dont le 
oe�
ient devant xj
pour j ≤ r vaut immédiatement αn+1,j = αn,0 +αn,1 + ...+αn,j =

Cn−1
n−1 +Cn−1

n + ...+ Cn−1
j+n−1 = Cn

j+n, 
f. (1.27).

1.4.5 Coe�
ients multinomiaux

Question 5- : soit ℓ ≥ 1 et soit E = {a1, ..., aℓ} un ensemble de ℓ objets.

Exemple 1.28 E est une alphabet 
onstitué de ℓ lettres, ave
 ℓ = 26 en Fran
e.

Soit n ≥ 1 et soit k1, ..., kℓ ∈ [0, ℓ]N tels que k1 + ...+ kℓ = n (exemple : on s'intéresse au �mots�

de longueur n é
rits à l'aide de l'alphabet E).
Combien y-a-t-il de �mots� de longueur n 
ontenant ki fois la lettre ai ave
 k1 + ...+ km = n ?

(Autrement dit quel est le nombre de partitions U1 ∪ ... ∪ Uℓ de E
n
où Ui 
ontient ki fois ai ?)

Exemple 1.29 Les mots de longueur n = 1 qui 
ontiennent une fois k1 sont au nombre de 1 (le

seul mot a1).
Le nombre de mots de longueur 2 tels que k1 = 2 est 1 (le seul mot a1a1). Le nombre de mots

de longueur 2 tels que k1 = 1 et k2 = 1 est 2 (les mots a1a2 et a2a1).

13



14 1.4. Quelques rappels 
ombinatoires

Réponse :

n!

k1!...kℓ!
, (1.28)

appelé 
oe�
ient multinomial, voir formule (1.30) du multin�me de Newton, 
i-dessous.

Démonstration 1- rapide. Soit A ⊂ En
l'ensemble des mots de longueur n 
ontenant ki fois la

lettre ai pour i = 1, ..., ℓ, ave
 ki ∈ [0, n]N et k1 + ...kℓ = n. Son 
ardinal vaut, 
f. (1.23) :

|A| = Ck1
n Ck2

n−k1
Ck3

n−(k1+k2)
...Ckℓ

n−(k1+...+kℓ−1)

=
n!

k1!(n− k1)!

(n− k1)!

k2!(n− k1 − k2)!
... =

n!

k1!k2!...kℓ!
,

(1.29)

= le nombre de 
ombinaisons d'avoir k1 fois a1 dans un ensemble de n objets, multiplié par le

nombre de 
ombinaisons d'avoir k2 fois a2 dans l'ensemble de n−k1 objets restants, multiplié par...

Démonstration 2- par ré
urren
e. Pour ℓ = 1 (une lettre), don
 un seul mot a1....a1 de lon-

gueur n, don
 k1 = n, et don
 n!
k1!

= 1.

Pour ℓ = 2 (deux lettres), k1 + k2 = n, formule du bin�me : Ck1
n mots 
ontenant k1 fois la

lettre a1, et don
 k2 fois la lettre a2, et C
k1
n = n!

k1!k2!
.

Supposons que 
e soit vrai pour ℓ ≥ 1. Passons à ℓ+1 (alphabet de ℓ+1 lettres).

Pour n = 1 (mot de longueur 1), si k1 = 1 alors les autres ki = 0 (on a le seul mot a1), et
n!

k1!k2!...kℓ!
= 1!

1!0!...0! = 1. Idem si 
'est ki qui est non nul, pour i ∈ [1, ℓ]N.
Supposons que de soit vrai pour n ≥ 1, et passons à n+1. au moins un des ki est non nul.

Quitte à renuméroter, supposons k1 6= 0. La formule du bin�me donne Ck1
n+1 manière de pla
er k1.

Il reste ℓ lettres à pla
er parmi n+1 − k1, soit
(n+1−k1)!
k2!...kℓ+1!

par hypothèse de ré
urren
e. Don
 au

total Ck1
n+1

(n+1−k1)!
k2!...kℓ+1!

= [n+1)!
k1!...kℓ+1!

.

Exemple 1.30 Jeu �des 
hi�res et des lettres�. m = 26, n = 9, k1 + ... + km = n, où les ki ∈ N.
Le nombre de mots de longueur 9 qui 
ontiennent k1 fois a1, ..., km fois am est

9!
k1!...km! .

1.4.6 Formule du multin�me (Newton)

Corollaire 1.31 (Formule du multin�me.) Pour x, y ∈ R (ou ∈ C), pour n ∈ N et pour m ∈ N∗
,

on a :

(x1 + ...+ xm)n =
∑

(k1,...,km)∈Nm

k1+...+km=n

n!

k1!...km!
xk1
1 ...x

km
m . (1.30)

Preuve. Par ré
urren
e. C'est vrai pour m = 1, 
e pour tout n : trivial.

C'est vrai pour m = 2, 
e pour tout n : formule du bin�me.

Supposons que 
e soit vrai pour m, 
e pour tout n. Passons à m+ 1 :

(x1 + ... + xm+1)
n

= (x1 + ...+ (xm+xm+1))
n

=
∑

k1+...+km−1+K=n

n!

k1!...km−1!K!
xk1
1 ...x

km−1

m−1 (xm+xm+1)
K

=
∑

k1+...+km−1+K=n

n!

k1!...km−1!K!
xk1
1 ...x

km−1

m−1

∑

km+km+1=K

K!

km!km+1!
xkm
m x

km+1

m+1

=
∑

k1+...+km−1+K=n,

∑

km+km+1=K

n!

k1!...km−1!K!

K!

km!km+1!
xk1
1 ...x

km−1

m−1 x
km
m x

km+1

m+1 .
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15 1.5. Gaussienne et sa masse

1.5 Gaussienne et sa masse

On rappelle qu'une gaussienne est une fon
tion de type, pour a > 0, m ∈ R et c 6= 0 :

g(x) = c e−a(x−m)2. (1.31)

Et la gaussienne réduite est la fon
tion x→ e−
x2

2
.

Proposition 1.32 On a (masse de la gaussienne réduite = aire sous sa 
ourbe) :

∫

R

e−
x2

2 dx =
√
2π, (1.32)

et plus généralement, pour a > 0 et m ∈ R :

∫

R

e−a(x−m)2 dx =

√
π

a
. (1.33)

En parti
ulier

∫

R

e−πx2

dx = 1.

(Et

∫

R

e−
x2

4ε dx = 2
√
επ pour ε > 0, en posant a = 1

4ε . Et on montre, voir 
ours de distribution

que la fon
tion x → 1
2
√
επ
e−

x2

4ε
, de masse unité, tend vers la masse de Dira
 δ0 quand ε → 0, au

sens des distributions. On s'en servira pour la démonstration du théorème 
entral limite.)

Preuve. L'astu
e 
onsiste à passer en 
oordonnées polaires, 
ar r → re−r2
a une primitive, à

savoir r → − 1
2e

−r2
. Ave
 r =

√
x2 + y2 on a :

(

∫

R

e−ax2

dx)2 =

∫∫

R2

e−ax2

e−ay2

dxdy =

∫ ∞

r=0

∫ 2π

θ=0

e−ar2rdrdθ

= (

∫ ∞

r=0

re−ar2dr)(

∫ 2π

θ=0

dθ) = [
−1

2a
e−ar2 ]∞0 2π =

π

a
.

(Puis en remplaçant a par

1
4ε ,

√
π
a devient

√
π
1
4ε

= 2
√
επ.)

Et pour

∫
R
e−a(x−m)2 dx on fait le 
hangement de variable y = x−m, don
 dy = dx.

1.6 Rappels sur les séries

On aura besoin des séries

∑
N∗ un pour 
al
uler des valeurs moyennes (espéran
es), on en
ore

lorsque l'hypothèse un −→n→∞ 0 ne sera pas su�sante alors que l'hypothèse

∑
N∗ |un| < ∞ sera

su�sante (penser à

∑
N∗

1
n = ∞).

1.6.1 Dé�nitions et premières propriétés

On note K le 
orps R des réels ou C des 
omplexes. Un élément de K est appelé un s
alaire.

(On aura besoin de se pla
er dans C quand on utilisera les séries ou intégrales de Fourier, 
f. le

théorème 
entral limite.) On a 
hoisi i
i N∗

omme ensemble dénombrable. Tout autre ensemble

dénombrable 
onvient (ensemble en bije
tion ave
 N∗
).

Dé�nition 1.33 Soit (un)N∗
une suite de s
alaires (une suite de réels ou de 
omplexes).

• ∑
n∈N∗ un =noté

∑
N∗ un est la série de terme un.

• La série partielle, ou somme partielle, d'ordre n est la somme �nie Sn =
∑n

i=1 ui.
• (Sn)N∗

est la suite des sommes partielles.

• La série

∑
N∗ un est 
onvergente dans K ssi la suite (Sn)N∗

est 
onvergente dans K (don



onverge vers une limite �nie). Sinon elle est divergente.

• Quand (Sn)N∗
est 
onvergente dans K, le s
alaire S = lim∞ Sn est noté S =

∑
N∗ un et est

appelé la somme de la série. Don


∑

n∈N∗

un
déf

= lim
n→∞

(

n∑

i=1

ui) quand la limite existe.

• La série

∑
N∗ un est absolument 
onvergente (ou sommable) ssi

∑
N∗ |un| <∞.

15



16 1.6. Rappels sur les séries

(�Absolument 
onvergente� = �sommable� = �Lebesgue intégrable pour la mesure de 
omptage�,

voir 
ours d'intégration)

• La série

∑
N∗ un est semi-
onvergente ssi elle est 
onvergente mais n'est pas absolument


onvergente, i.e. ssi

∑
N∗ un ∈ K et

∑
N∗ |un| = ∞.

• Extension du vo
abulaire : dans R, quand
∑

N∗ un est t.q. un ≥ 0 pour tout n, la suite (Sn)N∗

est alors 
roissante, et on dit que la série 
onverge, au sens où elle 
onverge dans R+ : elle 
onverge

dans R+ ou vers +∞.

Proposition 1.34 1- Si

∑

N∗

un 
onverge, alors un −→
n→∞

0.

2- Si

∑

N∗

un et

∑

N∗

vn 
onvergent, si λ ∈ R, alors
∑

N∗

(λun + vn) 
onverge, et
∑

N∗

(λun + vn) =

λ
∑

N∗

un +
∑

N∗

vn.

3- Si

∑
N∗ |un| < ∞ (série absolument 
onvergente), alors

∑
N∗ un 
onverge. La ré
iproque est

fausse.

Preuve. 1- Sn =
∑n

i=1 ui ∈ K et soit S =
∑

N∗ un ∈ K (la série 
onverge). Autrement dit

Sn −→n→∞ S. Don
 pour n ≥ 2 on a un = Sn − Sn−1 −→
n→∞

S − S = 0.

2- Soit Sn =
∑n

i=1 ui, S =
∑

N∗ ui, et Tn =
∑n

i=1 vi, T =
∑

N∗ vi. Alors |(λS+T )−(λSn+Tn)| ≤
|λ| |S − Sn| + |T − Tn| −→n→∞ λ0 + 0 = 0, don
 la suite (λSn + Tn)N∗ = (

∑n
i=1(λui + vi))N∗

est


onvergente de limite λS + T .
3- On suppose

∑
N∗ |un| ∈ R+. Soit m ≤ n. On a |Sn − Sm| = |∑n

i=m ui| ≤
∑n

i=m |ui| ≤∑∞
i=m |ui| −→m→∞ 0, don
 (Sn)N∗

est de Cau
hy dans K 
omplet. Don
 (Sn)N∗
est 
onvergente

dans K.

La ré
iproque est fausse : prendre un = (−1)n

n : on a

∑
N∗ un =

∑
N∗

(−1)n

n = ln(2), voir

exer
i
e 1.42, mais

∑
N∗ |un| =

∑
N∗

1
n diverge 
ar

∑n
i=1

1
n ≥

∫ n

1
1
x dx = ln(n), faire un dessin.

1.6.2 Séries absolument 
onvergentes

On note, dans R :

u+n = max(0, un) (≥ 0) et u−n = −min(0, un) (≥ 0), (1.34)

ave
 don
 :

un = u+n − u−n et |un| = u+n + u−n . (1.35)

Proposition 1.35 Si

∑

n∈N∗

|un| <∞ (série absolument 
onvergente), alors pour tout sous-ensemble

I ⊂ N∗
on a

∑

i∈I

|ui| <∞ (toute série partielle est absolument 
onvergente), ave
 :

∑

n∈N∗

|un| =
∑

i∈I

|ui|+
∑

j∈N∗−I

|uj |, et

∑

n∈N∗

un =
∑

i∈I

ui +
∑

j∈N∗−I

uj. (1.36)

En parti
ulier :

∑

N∗

|un| =
∑

N∗

u+n +
∑

N∗

u−n , et

∑

N∗

un =
∑

N∗

u+n −
∑

N∗

u−n . (1.37)

Preuve. Soit vi = ui si i ∈ I, et vi = 0 sinon. Alors
∑n

i=1 |vi| ≤
∑n

i=1 |ui| ≤
∑

N∗ |ui|. Don
 la suite
(Tn =

∑n
i=1 |vi|)N∗

est une suite 
roissante bornée, don
 
onvergente, don
 la série

∑
i∈N∗ |vi| =∑

i∈I |ui| est 
onvergente.
Idem pour wi = ui si i ∈ N∗−I, et wi = 0 sinon.

Et ui = vi + wi (immédiat) et |ui| = |vi| + |wi| (immédiat), d'où

∑n
i=1 |ui| =

∑n
i=1 |vi| +∑n

i=1 |wi|, d'où
∑

N∗ |ui| =
∑

N∗ |vi|+
∑

N∗ |wi|. D'où
∑n

i=1 ui =
∑n

i=1 vi+
∑n

i=1 wi donne
∑

N∗ ui =∑
N∗ vi +

∑
N∗ wi, 
f. proposition 1.34,3-.

C'est en parti
ulier vrai pour I ⊂ N∗
t.q. i ∈ I ⇔ ui ≥ 0.

16



17 1.6. Rappels sur les séries

Proposition 1.36 (Sommation par paquets.) Soit

∑
N∗ |un| < ∞ (une série absolument 
onver-

gente), soit I ⊂ N∗
(sous-ensemble �ni ou dénombrable), et soit Ii ⊂ N∗

pour tout i ∈ I, t.q.⋃

i∈I
Ii = N∗

est une partition (�nie ou dénombrable) de N∗
. Notons Si =

∑

j∈Ii

uj ∈ R pour tout i ∈ I.

Alors on a (
as des séries absolument 
onvergentes) :

S =
∑

i∈I
Si, soit

∑

n∈N∗

un =
∑

i∈I
(
∑

j∈Ii

uj). (1.38)

C'est en parti
ulier vrai si la sommation se fait dans un ordre quel
onque :

∑
n∈N∗ un =

∑
i∈N∗ uϕ(i)

pour toute bije
tion ϕ : N∗ → N∗
.

C'est faux si

∑
N∗ un est semi-
onvergente.

Preuve. Si I est �ni on peut prendre I = [1, n]N, et on développe la démonstration de la propo-

sition 1.35 (ré
urren
e).

Supposons I in�ni. Soit j ∈ N∗
et soit ij ∈ N∗

t.q. j ∈ Iij (possible 
ar

⋃
i∈N∗ Ii est une

partition). Soit m ∈ N∗
et soit Jm =

⋃m
j=1 Iij (union �nie). En parti
ulier [1,m] ⊂ Jm.

Soit Km = N∗−Jm. En parti
ulier si n ∈ Km alors n > m. Don


∑
n∈Km

|un| ≤
∑

n>m |un|.
La série étant absolument 
onvergente, pour ε > 0 donné, il existe M ∈ N∗

t.q. pour tout

n ≥M on a

∑
i>n |un| < ε.

Don


∑
n∈KM

|un| ≤
∑

n>M |un| < ε. Ave

∑

j∈JM
|uj |+

∑
k∈KM

|uk| =
∑

N∗ |un|, 
f. proposi-
tion 1.35. Don


∣∣∑
N∗ |un| −

∑
JN

|un|
∣∣ < ε. Don


∑
j∈Jn

|uj|
∣∣−→n→∞

∑
N∗ |un|.

En parti
ulier vrai en remplaçant un par u+n et par u−n . D'où (1.38).

Contre-exemple pour une série semi-
onvergente : voir exer
i
e 1.44.

Dé�nition 1.37 Une famille (amn)(m,n)∈N∗2
est une suite double (l'espa
e N∗ × N∗

est dénom-

brable). Et

∑
m,n∈N∗ amn est une série double.

Proposition 1.38 (Fubini�Tonelli). Soit

∑
N∗×N∗ amn une série double. Si pour tout n ∈ N∗

on a∑

m∈N∗

|amn| < ∞ et si

∑

n∈N∗

(
∑

m∈N∗

|amn|) < ∞, alors pour tout m ∈ N∗
on a

∑

n∈N∗

|amn| < ∞ et

∑

n∈N∗

(
∑

m∈N∗

|amn|) =
∑

m∈N∗

(
∑

n∈N∗

|amn|). Idem en inversant les r�les de m et n.

C'est faux si on oublie les valeurs absolues.

Preuve. Voir poly
opié �Intégrale de Lebesgue�.

1.6.3 Séries semi-
onvergentes

Proposition 1.39 Si

∑
N∗ un est une série réelle semi-
onvergente, alors pour tout s ∈ R, il existe

alors une bije
tion k : N∗ → N∗
telle

∑
N∗ uk(n) = s (on peut réordonner la série pour avoir

n'importe quel réel s 
omme résultat de la somme).

(Pour un exemple voir exer
i
e 1.44.)

Preuve. Soit U+ = {ui > 0} et U− = {ui ≤ 0}.
1- On a U+ et U− in�nis, sinon

∑
N∗ un est absolument 
onvergente (immédiat). On note ϕ et

ν les inje
tions N∗ → N∗

roissantes t.q. U+ = {uϕ(n)} et U− = {uν(n)}. Quitte à 
hanger (un)N∗

en (−un)N∗
, on suppose ϕ(1) = 1 (et don
 le premier terme u1 est positif).

2- Soit S+ =
∑

N∗ uϕ(n) et S− =
∑

N∗ uν(n) : montrons que S+ = +∞ et S− = −∞.

Sinon, quitte à 
hanger les un en les −un, on a S+ =
∑

N∗ uϕ(n) < ∞. Pour n ∈ N∗
soit

jn t.q. ϕ(jn) ≤ ν(n) ≤ ϕ(jn + 1) ; on a

∑jn
i=1 uϕ(i) +

∑ν(n)
i=1 (−uν(i)) ≤

∑ν(n)
i=1 |ui| ≤

∑jn+1
i=1 uϕ(i) +∑n

i=1(−uν(i)).
Don
 si S− > −∞ on a

∑ν(n)
i=1 |ui| = S+ + S− < ∞, 
ontraire à l'hypothèse

∑
N∗ un semi-


onvergente. Don
 S− = −∞. Don
 S+ = +∞ : sinon

∑
N∗ un = −∞, 
ar

∑ν(n)
i=1 ui ≤

∑jn+1
i=1 uϕ(i)+∑n

i=1 uν(i) ≤ S+ −∑n
i=1 uν(i) → −∞.

3- D'où la 
onstru
tion de la bije
tion k : on part de u1. Soit s un réel. Supposons u1 ≤ s (
as
u1 ≥ s similaire). On ajoute les termes su

essifs uϕ(i) et on s'arrête dès que la somme devient > s,
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18 1.6. Rappels sur les séries


e qui est possible 
ar S+ = ∞. Puis on ajoute les termes su

essifs uν(i) et on s'arrête dès que

la somme devient < s, 
e qui est possible 
ar S− = −∞. Et on itère. On a ainsi 
onstruit notre

bije
tion k :

(x1, x2, ...) = (xϕ(1), ..., xϕ(p1), xν(1), ..., xν(n1), xϕ(p1+1), ..., xϕ(p2), xν(n1+1), ...),

suite alternée de paquets positifs et négatifs.

4- Véri�ons que

∑
N∗ uk(n) = s. Comme

∑
N∗ un est 
onvergente, on a un → 0. Soit ε > 0 et

soit N t.q. pour tout n ≥ N on a |uϕ(n)| < ε et |uν(n)| < ε. Par 
onstru
tion de la bije
tion, on a

|∑n
i=1 uk(i) − s| < ε pour n ≥ N .

Proposition 1.40 Soit une appli
ation ϕ :

{
N∗ → N∗

i → ϕ(i)

}
stri
tement 
roissante ave
 ϕ(1) = 1.

Soit vn = uϕ(n) + ...+ uϕ(n+1)−1 =

ϕ(n+1)−1∑

i=ϕ(n)

ui (un �paquet de termes 
onsé
utifs�).

• 1 : si

∑
N∗ un 
onverge alors

∑
N∗ vn 
onverge et

∑
N∗ vn =

∑
N∗ un (i
i on ne réordonne pas

la série).

Et la ré
iproque est fausse en général. Elle est vraie, i.e.

∑
N∗ vn 
onverge implique

∑
N∗ un


onverge, par exemple dans les 
as suivants :

• 20 : la série est absolument 
onvergente (proposition 1.36).

• 21 : s'il existeM ∈ N∗
t.q. ϕ(n+1)−ϕ(n) ≤M pour tout n ∈ N∗

(�
haque paquet 
ontient au

plus M termes�), si un −→
n→∞

0, et si
∑

N∗ vn 
onverge, alors

∑
N∗ un 
onverge et

∑
N∗ un =

∑
N∗ vn.

• 22 : si
ϕ(i+1)−1∑

n=ϕ(i)

|un| −→
i→∞

0, et si
∑

N∗ vn 
onverge, alors

∑
N∗ un 
onverge et

∑
N∗ un =

∑
N∗ vn.

• 23 : si à l'intérieur de �
haque paquet� Ii = {n ∈ [ϕ(i), ϕ(i+1)− 1]N} les un ont même signe,

et si

∑
N∗ vn 
onverge, alors

∑
N∗ un 
onverge et

∑
N∗ un =

∑
N∗ vn.

Preuve. • 1 : soit Sn =
∑n

i=1 ui. Alors
∑n

i=1 vi =
∑ϕ(n+1)−1

i=1 ui = Sϕ(n+1)−1. Comme (Sn) est

onvergente vers S, il en est de même de toute sous-suite extraite. En parti
ulier (Sϕ(n+1)−1)n∈N∗


onverge vers S.
La ré
iproque est fausse : par exemple prendre un = (−1)n et ϕ(i) = 2i− 1 : on a vk = 0 pour

tout k ≥ 1 don


∑
N∗ vn = 0 alors que

∑
N∗ un est divergente.

• 21 : Notons T =
∑

N∗ vn. Soit N ∈ N∗
et i ∈ N∗

t.q. ϕ(i) ≤ N ≤ ϕ(i+ 1)− 1. Alors :

|
N∑

n=1

un − S| = |
ϕ(i)−1∑

n=1

un − T +

ϕ(i+1)∑

n=ϕ(i)

un| ≤ |
i∑

n=1

vi − T |+
ϕ(i+1)−1∑

n=ϕ(i)

|un|. (1.39)

Le premier terme tend vers 0 par dé�nition de T , et le se
ond est une somme d'au plus M termes

qui tend vers 0 (on a ϕ(i + 1) − ϕ(i) ≤ M et un → 0, don

∑ϕ(i+1)

n=ϕ(i)+1 |un| ≤ Mε dès que i est

assez grand pour avoir |un| ≤ ε quand n ≥ ϕ(i)).
• 22 : on a (1.39), et la 
on
lusion est immédiate.

• 23 :

∑
N∗ vn existe, don
 vn → 0, et |vn| = |∑ϕ(i+1)−1

n=ϕ(i) un| =
∑ϕ(i+1)−1

n=ϕ(i) |un| 
ar le signe est

onstant dans 
haque paquet, don


∑ϕ(i+1)−1
n=ϕ(i) |un| → 0. On 
on
lut ave
 • 22.

1.6.4 Exemples

Exer
i
e 1.41 Soit (un)N∗
une suite t.q. un = (−1)n+1|un| pour tout n (suite alternée 
om-

mençant par un terme positif). Montrer que si (|un|)N∗
est dé
roissante et un −→

n→∞
0 alors

S2 ≤ S2n ≤ S2n+2 ≤ S2n+1 ≤ S2n−1 ≤ S1 pour tout n, et don
 que
∑

N∗ un est 
onvergente.

Réponse. 1- On a u2n+1 ≥ 0 et u2n ≤ 0 pour tout n. D'où S2n+2−S2n = u2n+1+u2n+2 = u2n+1−(−u2n+2)
ave
 |u2n+1| ≥ |−u2n+2| 
ar (|un|) est dé
roissante, d'où S2n+2−S2n ≥ 0, pour tout n. Et S2n+1−S2n−1 =
u2n+u2n+1 = −(−u2n−u2n+1) ave
 |u2n| ≤ |−u2n+1| 
ar (|un|) est dé
roissante, d'où S2n+1−S2n−1 ≤ 0,
pour tout n. Et S2n+2 − S2n+1 = u2n+2 ≤ 0 pour tout n.

2- D'où 21- (S2n)N∗
est 
roissante et bornée don
 
onvergente, 22- (S2n−1)N∗

est dé
roissante et bornée

don
 
onvergente, 23- S2n − S2n−1 = u2n → 0 
ar un → 0, et don
 24- limS2n = limS2n+1, don


= limSn.
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Exer
i
e 1.42 Montrer que

∞∑

n=1

(−1)n+1 1

n
= ln(2).

Réponse. ln(1 + x) =
∑∞

n=1(−1)n+1 xn

n
pour x ∈]− 1, 1] (développement en séries entières).

Exer
i
e 1.43 Montrer que

∞∑

n=1

1

n(2n− 1)
= 2ln(2). On notera γ = lim

N→∞

(
(

N∑

n=1

1

n
)− ln(N)

)
= la


onstante d'Euler, i.e. γ = lim
N→∞

(
(

N∑

n=1

1

n
)− (

∫ N

1

dx

x
)
)
, faire un dessin.

Réponse.

1

n(2n− 1)
=

2

2n− 1
− 1

n
(dé
omposition en éléments simples). D'où (sommes �nies) :

N∑

n=1

1

n(2n− 1)
=

N∑

n=1

2

2n− 1
−

N∑

n=1

1

n
= 2

N∑

n=1

1

2n− 1
+ 2

N∑

n=1

1

2n
−

N∑

n=1

2

2n
−

N∑

n=1

1

n
= 2

2N∑

n=1

1

n
− 2

N∑

n=1

1

n
.

Ave


N∑

n=1

1

n
= ln(N)+γ+o(1) quandN → ∞. D'où

N∑

n=1

1

n(2n− 1)
= 2(ln(2N)−ln(N)+o(1)) = 2ln(2)+o(1)

au voisinage de N = ∞.

Exer
i
e 1.44 Donner un exemple d'une série

∑
N∗ un 
onvergente et d'une bije
tion k : N∗ → N∗

telles que

∑
n∈N∗ un 6= ∑

n∈N∗ uk(n) (
as parti
ulier de la proposition 1.39).

Réponse. Soit (un)N∗
la suite alternée un = (−1)n+1

n
. On a

∞∑

n=1

un = ln(2), voir exer
i
e 1.42. On modi�e

l'ordre de la suite (un) en posant :

v1 = +1, v2 =
−1

2
, v3 =

−1

4
, v4 =

+1

3
, v5 =

−1

6
, v6 =

−1

8
, v7 =

+1

5
, v8 =

−1

10
, v9 =

−1

12
, ...,

soit don
 pour tout k ∈ N∗
:

v3k−2 =
+1

2k − 1
= u2k−1, v3k−1 =

−1

4k − 2
= u4k−2, v3k =

−1

4k
= u4k.

Don
 :

2(v3k−2 + v3k−1 + v3k) = 2(
1

4k − 2
+

−1

4k
) =

1

2k − 1
+

−1

2k
= u2k−1 + u2k. (1.40)

Don
 2
∑∞

i=1 vi =
∑∞

i=1 ui : don

∑∞

i=1 vi 6=
∑∞

i=1 ui.

(Ou en
ore 2(v3k−2 + v3k−1 + v3k) =
1

2

1

k(2k − 1)
donne 2

∞∑

i=1

vi =
1

2

∞∑

n=1

1

n(2n− 1)
= ln(2) ave


l'exer
i
e 1.43.

Exer
i
e 1.45 Une somme �nie est asso
iative et 
ommutative. Donner un exemple ou 
'est faux

pour une somme in�nie.

Réponse. Soit un = (−1)nln(1 + 1
n
). Ave
 l'exer
i
e 1.41, la série

∑
N∗ un est 
onvergente 
ar (un) est

alternée et de terme général dé
roissant (immédiat) t.q. un → 0 (immédiat).

On a ln(1 + 1
n
) = ln(n+1

n
) = ln(n+1)− ln(n). Et :

∞∑

n=1

un =

∞∑

n=1

(−1)n(ln(n+1) − ln(n)) = (ln(1)− ln(2)) + (ln(3)− ln(2)) + (ln(3)− ln(4)) + ...

6= − 2ln(2) + 2ln(3) + ... =

∞∑

n=1

(−1)n+12ln(n),

non égalité 
ar la série

∑∞
n=1(−1)n+12ln(n) est divergente (terme général 2ln(n) → ∞).

2 Espa
e probabilisé

Les probabilités �permettent de mettre à jour les régularités qui se 
a
hent derrière 
es phéno-

mènes apparemment gouvernés par le hasard�, 
itation prise dans [18℄.
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20 2.1. Univers et événements, premières dé�nitions

2.1 Univers et événements, premières dé�nitions

Une expérien
e [an experiment℄ est dite aléatoire [random℄ si, répétée dans les �mêmes� 
ondi-

tions, elle peut donner des résultats di�érents.

Exemple 2.1 Lan
ers répétés d'une piè
e, durée de vie de lampes parmi un lot de 1000 lampes,

durée d'attente à une 
aisse de supermar
hé, défaut on non d'une piè
e à la sortie d'une 
haîne de

fabri
ation...

Dé�nition 2.2 Soit Ω l'ensemble de tous les résultats possibles (les observations possibles) d'une

expérien
e aléatoire [the results of an experiment, or observations℄. Cet ensemble Ω est appelé

l'univers (ou univers des possibles, ou ensemble fondamental) [sample spa
e℄.

Exemple 2.3 On lan
e une piè
e [we toss a 
oin, we �ip a 
oin, we play heads or tails℄. Si on note

p = pile [tails℄ et f = face [heads℄, on a Ω = {p, f}. Et on 
her
hera à déterminer la probabilité

d'obtenir pile ou fa
e (probabilité dans Ω), probabilité notée P (ω) quand ω = p ou f . Par exemple,

pour une piè
e équilibrée on a P (p) = P (f) = 1
2 , soit P (ω) =

1
2 pour ω ∈ Ω.

Exemple 2.4 Pour deux lan
ers su

essifs d'une piè
e, on a, l'ordre étant pris en 
ompte, Ω =
{(p, p), (p, f), (f, p), (f, f)} =noté {pp, pf, fp, ff} : 
onsidéré alors 
omme l'ensemble des mots de

longueur 2 
ontenant les lettres p et f (l'ordre est pris en 
ompte).

Et si l'ordre ne 
ompte pas (un lan
er de deux piè
es), on a Ω = {{p, p}, {p, f}, {f, f}}.

Exemple 2.5 Pour la mesure d'un bruit pendant le temps [a, b], on a Ω = L2([a, b];R) l'ensemble

des fon
tions d'énergie �nie.

Exemple 2.6 On mesure le temps d'attente à un feu rouge : Ω = R+.

Exemple 2.7 Résultat d'un tir sur une 
ible : Ω = R2
.

Exemple 2.8 Prix d'une a
tion en bourse : Ω = C([t1, t2],R+) (fon
tions 
ontinues) sur un inter-

valle de temps [t1, t2].

On notera |Ω| le 
ardinal de l'univers Ω (on s'en sert dans le 
as Ω ensemble �ni) :

|Ω| = card(Ω). (2.1)

Dé�nition 2.9 Un élément ω de Ω (un résultat possible) est appelé une éventualité, ou un évé-

nement élémentaire, ou une issue [a simple event, or inde
omposable event, or sample point℄.

Don
 Ω est l'ensemble des éventualités (ensemble des événements élémentaires).

Dé�nition 2.10 Un sous-ensemble A ⊂ Ω est appelé un événement (ou événement aléatoire) [an

event, or 
ompound event, or de
omposable event, or aggregate of sample points℄. Un événement

est don
 un ensemble d'éventualités.

Dans un espa
e probabilisable, on verra que l'ensemble des événements 
onstitue la tribu (la

σ-algèbre).

Dé�nition 2.11 L'événement Ω et appelé événement 
ertain (on est 
ertain que le résultat est

dans Ω par dé�nition de l'univers Ω).
L'événement ∅ est appelé événement impossible (après un tirage on a au moins un résultat).

L'événement 
ontraire de A est l'événement AC = Ω−A (
omplémentaire de A dans Ω).

Remarque 2.12 Cette dé�nition d'un événement suggère que l'ensemble des événements est

P(Ω) = l'ensemble de tous les sous-ensembles de Ω. On a�nera 
ette dé�nition au paragraphe

suivant : on ne 
onsidèrera que les événements mesurables, événement qu'on pourra alors mesurer

(ave
 une mesure de probabilité).

Dé�nition 2.13 Après une expérien
e donnant un résultat ω, on dit qu'un événement A est réalisé

si ω ∈ A.
Deux événements A et B sont in
ompatibles si A∩B = ∅ (dans 
e 
as, un résultat ne peut pas

être à la fois dans A et dans B).
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21 2.2. Tribu et événement : dé�nitions mathématiques

Exemple 2.14 (Alternative simple.) On lan
e une piè
e de monnaie, et on s'intéresse uniquement

au résultat pile=p ou fa
e=f : Ω = {p, f} est l'ensemble des résultats possibles. Les éventualités

sont {p} et {f}. Les événements sont ∅, {p}, {f} et Ω. Et si le résultat d'un lan
er est pile, les

événements {p} et Ω sont réalisés, alors que les événements ∅ et {f} ne le sont pas.

Les événements {p} et {f} sont in
ompatibles.

Exemple 2.15 On lan
e une piè
e deux fois (en tenant 
ompte de l'ordre de sortie). L'univers est

Ω = {p, f}2 = {(p, p), (p, f), (f, p), (f, f)} = l'ensemble des 4 résultats possibles de l'expérien
e. Et

{(f, f)} est l'événement 
onstitué du singleton (f, f) qui est une éventualité.

Exemple 2.16 On lan
e une piè
e n fois (en tenant 
ompte de l'ordre de sortie). L'univers est

Ω = {p, f}n l'ensemble des 2n résultats possibles de l'expérien
e. Chaque éventualité ω ∈ Ω est

une suite �nie ω = (ω1, ..., ωn) où ωi ∈ {p, f} pour tout i = 1, ..., n. Autrement dit, une éventualité

ω un est mot de longueur n ne 
ontenant que les lettres p, f , et un événement est un ensemble de

mots.

Exemple 2.17 (Alternative généralisée.) On lan
e un dé [we throw a di
e℄ : Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}=
l'ensemble des résultats possibles, et les événements possibles sont les sous-ensembles de Ω, i.e. tout
ensemble A ∈ P(Ω), où P(Ω) est l'ensemble des ensembles de Ω. Par exemple 4 est une éventualité,
et {4} et {1, 2, 5} sont des événements.

2.2 Tribu et événement : dé�nitions mathématiques

(Voir poly
opié �Intégrale de Lebesgue�.)

Quand Ω est �ni ou dénombrable, on prendra généralement P(Ω) 
omme ensemble des événe-

ments, i.e. on pourra mesurer la probabilité de tout sous-ensemble de Ω.
En revan
he, quand Ω n'est pas �ni ou dénombrable (exemple Ω = R+), P(Ω) pourra être trop

grand : un sous-ensemble A de Ω pourrait être trop �pathologique� pour pouvoir être mesuré de

manière usuelle (i.e. ave
 la �longueur usuelle� = la mesure de Lebesgue).

On va dé�nir �le plus grand sous-ensemble possible� de P(Ω), la tribu ou σ-algèbre [σ-�eld or σ-
algebra℄, qui ex
lu les sous-ensembles �pathologiques�. Une telle tribu sera stable par les opérations

d'union, d'interse
tion, de 
omplémentation.

Dé�nition 2.18 Une tribu ou σ-algèbre [σ-algebra, σ-�eld℄ T sur Ω est un sous-ensemble de P(Ω)
tel que :

1- ∅,Ω ∈ T ,
2- Si A ∈ T alors son 
omplémentaire AC = Ω−A est dans T ,
3- T est stable pour toute union ou interse
tion �nie ou dénombrable. I.e., si I est un ensemble

�ni ou dénombrable, si (Ai)i∈I est une famille d'éléments de T , alors

⋃

i∈I

Ai ∈ T et

⋂

i∈I

Ai ∈ T .

Remarque 2.19 Le point 2- 
ar on voudra : si on peut déterminer la probabilité P (A) de A alors

né
essairement on peut déterminer la probabilité de AC
: 
'est P (AC) = 1− P (A).

Le point 3- 
ar on voudra : si (An)N est suite 
roissante dans T (ensembles emboités), alors

lim
n→∞

P (An) = P ( lim
n→∞

A), et on a don
 besoin de lim
n→∞

A =
⋃

n∈N

An ∈ T . Idem pour une suite

dé
roissante.

Remarque 2.20 La dé�nition fait apparaître des redondan
es : il su�t de supposer 1- ∅ ∈ T ,

2- idem, 3- T est stable pour toute union �nie ou dénombrable. Les autres propriétés dé
oulent

de 2-.

Dé�nition 2.21 Un ensemble Ω muni d'une tribu T (i.e. sur lequel on se donne une tribu) est

appelé un espa
e mesurable et est noté (Ω, T ), ou simplement Ω si la tribu est impli
ite.

Dé�nition 2.22 Et dans un espa
e mesurable (Ω, T ), un sous-ensemble A ⊂ Ω tel que A ∈ T est

appelé un événement (ou événement réalisable, ou événement aléatoire).

N.B. : on a don
 restreint le sens donné à la dé�nition 2.10 de manière à ex
lure les sous-

ensembles �pathologiques� de Ω.

21



22 2.3. Tribu engendrée

Exemple 2.23 Pour Ω quel
onque, T = {∅,Ω} est toujours une tribu, appelée la tribu grossière.

Dans la suite, on ne 
onsidèrera pas 
ette tribu.

Exemple 2.24 Si A ⊂ Ω ave
 A 6= ∅ et A 6= Ω, l'ensemble T = {∅, A,AC ,Ω} est une tribu. En

e�et, les 
onditions 1-, 2- et 3- sont trivialement satisfaites.

Cette tribu sera utilisée pour l'espéran
e 
onditionnelle E(Y |X) d'une variable aléatoire par

une autre.

Exemple 2.25 Pour Ω quel
onque, T = P(Ω) est toujours une tribu, appelée la tribu dis
rète.

C'est le 
as des exemples de lan
ers de piè
es et de dés du paragraphe pré
édent, ou de statis-

tiques sur une population.

Exemple 2.26 Dans Ω = R, on dé�nit la tribu borélienne TR 
omme étant la tribu engendrée par

tous les intervalles ouverts (et don
 aussi par tous les intervalles fermés, par 
omplémentation).

Ainsi les événements pourront être mesurés ave
 la mesure de Lebesgue (ou plus généralement ave


les mesures �de densité�).

Cette tribu borélienne est très grande, à tel point que, pour un ingénieur, elle ne se di�éren
ie

pas vraiment de P(Ω) au sens où on ne 
onnaît pas de sous-ensemble expli
ite de R appartenant

à P(R)− TR : il faut faire appel à l'axiome du 
hoix pour montrer qu'il existe des sous-ensembles

de R qui n'appartiennent pas à la tribu borélienne de R (voir poly
opié �Intégrale de Lebesgue�).

Don
 à retenir : on introduit les tribus pour que dans la suite le raisonnement mathématique ne

soit pas mis en défaut (on ex
lut les sous-ensembles pathologiques) ; et dans la pratique ingénieur,

quand on �verra� un sous-ensemble de Ω, il sera dans la tribu (
e sera un événement).

Exemple 2.27 Si Ω = R et si on s'intéresse aux �valeurs pon
tuelles�, on 
onsidèrera T =P (Ω).
Mais on peut également prendre T = TR.

Dans les deux 
as on pourra 
onsidérer les mesures dis
rètes 
omme les mesures δx de Dira


par exemple, 
f. (1.13), que l'on prenne A dans P(R) ou dans TR (( P(R)).

2.3 Tribu engendrée

Soit (Ai)i∈I une famille de sous-ensembles de Ω.

Dé�nition 2.28 La plus petite tribu 
ontenant tous les Ai (i.e. l'interse
tion de toutes les tribus


ontenant tous les Ai) est appelée la tribu engendrée par les Ai, et est notée σ((Ai)i∈I).

Exemple 2.29 La tribu T = {∅, A,AC ,Ω} est la tribu engendrée par A, tribu notée σ(A).

Exemple 2.30 La tribu borélienne TR est par dé�nition engendrée par les intervalles de R.

Dé�nition 2.31 Si f : (Ω, T ) → R est une fon
tion mesurable (i.e. t.q. f−1(]a, b[) ∈ T pour tout

a, b ∈ R, voir plus loin), alors on appelle tribu engendrée par f la tribu notée σ(f) engendrée par
tous les ensembles �images ré
iproques� A = f−1(]a, b[), pour tout a, b ∈ R.

Exer
i
e 2.32 Montrer que pour A ∈ T et f = 1A, on a σ(1A) = {∅, A,AC ,Ω} = σ(A).

Réponse. On a 1A(x) = 1 si x ∈ A, et = 0 sinon. En parti
ulier f(Ω) = {0, 1}. Don
 :
si ]a, b[⊃ {0, 1}, alors f−1(]a, b[) = Ω,
si ]a, b[∩{0, 1} = ∅, alors f−1(]a, b[) = ∅,
si ]a, b[∋ 1 et ]a, b[6∋ 0, alors f−1(]a, b[) = A,

si ]a, b[∋ 0 et ]a, b[6∋ 1, alors f−1(]a, b[) = AC
.

2.4 Probabilité

But : 
onnaître le �pour
entage de 
han
e� (= la probabilité) qu'un événement a de se réaliser.
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23 2.4. Probabilité

2.4.1 Dé�nition des mesures (d'ensembles)

Soit (Ω, T ) un ensemble mesurable (un ensemble muni d'une tribu).

Dé�nition 2.33 Une appli
ation :

µ :

{
T → R+

A → µ(A)
(2.2)

est une mesure dans l'espa
e mesurable (Ω, T ) ssi :

1. µ(∅) = 0.

2. - µ est σ-additive [
ountable additive℄, i.e. si I est un ensemble �ni ou dénombrable, si (Ai)i∈I ∈
T I

est une famille (au plus dénombbrable) d'événements 2 à 2 disjoints, alors la mesure de

l'union est la somme des mesures :

si ∀i, j ∈ I t.q. i 6= j on a Ai ∩ Aj = ∅ alors µ(
⋃

i∈I

Ai) =
∑

i∈I

µ(Ai). (2.3)

Et µ(A) est alors appelée la mesure de l'ensemble A (quand A ∈ T ).

3. On ajoute souvent la propriété (sauf en probabilités) : µ doit être σ-�nie, i.e. Ω est réunion �nie

ou dénombrable d'ensembles Ai ⊂ T de mesure �nie (voir 
ependant la proposition 4.23 de la

mesure image où 
ette propriété ne sera pas supposée).

Exemple 2.34 Mesure µℓ de Lebesgue sur R : µℓ(]a, b[) = b − a pour a ≤ b, faire un dessin.

Dé�nition 2.35 Un espa
e mesurable (Ω, T ) muni d'une mesure µ est noté (Ω, T , µ) et est appelé
un espa
e mesuré.

Exer
i
e 2.36 Soit (Ω, T , µ) un espa
e mesuré, et A,B deux événements. Montrer :

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) − µ(A ∩B), (2.4)

é
riture équivalente à :

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B). (2.5)

Réponse. Faire un dessin. Notons A′ = A−(A∩B). On a A′∩(A∩B) = ∅, don
 µ(A) = µ(A′)+µ(A∩B),

don
 µ(A′) = µ(A) − µ(A ∩ B). De même, ave
 B′ = B − (A ∩ B), µ(B′) = µ(B) − µ(A ∩ B). Et

A ∪ B = A′ ∪ (A ∩ B) ∪ B′
, les ensembles A′

, B′
et A ∩ B étant disjoints 2 à 2. D'où µ(A ∪ B) =

µ(A′) + µ(A ∩B) + µ(B′) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩ B).

Exer
i
e 2.37 Si (Ai)i∈[1,n] est une famille d'événements, n ∈ N∗
, montrer la formule du 
rible :

µ(

n⋃

i=1

Ai) =
∑

i

µ(Ai)−
∑

i<j

µ(Ai∩Aj)+
∑

i<j<k

µ(Ai∩Aj∩Ak)+ ...+(−1)n+1µ(A1∩ ...∩An). (2.6)

Réponse. Par ré
urren
e.

2.4.2 Première propriété

Rappel : une suite (An)n∈N∗
dans P(Ω) est dite 
roissante (resp. dé
roissante) ssi pour tout

n ∈ N∗
on a An ⊂ An+1 (resp. An+1 ⊂ An). Et une suite (An)n∈N∗

est dite monotone ssi elle est

soit 
roissante, soit dé
roissante.

De plus, si (An)N∗
est 
roissante, on note :

∞⋃

k=1

An
noté

= sup
n∈N∗

An
noté

= lim
n→∞

An, (2.7)

et si (An)N∗
est dé
roissante, on note :

∞⋂

k=1

An
noté

= inf
n∈N∗

An
noté

= lim
n→∞

An. (2.8)
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Proposition 2.38 Si (Ω, T , µ) est un espa
e mesuré, si (An)N∗
est une suite 
roissante d'ensembles

mesurables, alors :

µ( lim
n→∞

An) = lim
n→∞

µ(An) dans [0,∞]. (2.9)

On peut passer à la limite sous le signe µ pour les suites 
roissante. On dit que µ est 
roissante.

Idem si (An)n∈N∗
est dé
roissante telle que µ(A1) <∞ (toujours vrai pour une mesure �nie).

Preuve. Exer
i
e (ou voir poly
opié intégration).

Remarque 2.39 Si (An) est dé
roissante, l'hypothèse µ(A1) < ∞ est né
essaire : sinon prendre

An = [n,∞[, où µ(An) = ∞ et limAn = ∅ qui donne lim(µ(An)) 6= µ(limAn).

2.4.3 Probabilité = mesure de probabilité

Soit (Ω, T , µ) un espa
e mesuré.

Dé�nition 2.40 La mesure µ est bornée ssi µ(Ω) <∞ (masse totale �nie).

Dé�nition 2.41 La mesure µ est une �mesure de probabilité� (ou plus simplement une �probabi-

lité�) ssi 
'est une mesure bornée de masse totale 1 = 100% :

µ
notée

= P :

{
T → [0, 1]

A 7→ P (A)

}
mesure telle que P (Ω) = 1. (2.10)

Ainsi l'événement Ω a pour probabilité 1 = 100
100 = 100%, i.e. 100% de �
han
e d'être réalisé� (un

résultat est né
essairement dans Ω par dé�nition de Ω : Ω est l'événement 
ertain).

Dé�nition 2.42 (Ω, T , P ) est alors un espa
e probabilisé.

�Toute expérien
e aléatoire se dé
rit mathématiquement par la donnée d'un espa
e probabilisé�.

Dé�nition 2.43 Un événement A ∈ T tel que P (A) = 1 est dit presque sûr.

(Il est sûr �à un ensemble négligeable près relativement à la mesure P �, voir 
ours d'intégration :

l'ensemble B = Ω − A véri�e P (B) = ∅, i.e. B est invisible pour la mesure B, et la mesure P ne

voit pas de di�éren
e entre A et Ω.)

Notation abusive. Quand A = {a} est un singleton, on note :

P ({a}) noté= P (a). (2.11)

2.5 Equiprobabilité

Dé�nition 2.44 Dans le 
as Ω = {ωi : i ∈ I} ensemble �ni, quand P ({ωi}) = 1
|Ω| est indépendant

de i (même probabilité pour tous les singletons), on dit que P est une probabilité équiprobable ou

probabilité uniforme (sur Ω) : elle est don
 dé�nie par, pour tout A ⊂ Ω :

P (A) =
|A|
|Ω| , (2.12)

pour
entage du nombre d'éléments de A dans Ω.

Exemple 2.45 Lan
er d'une piè
e équilibrée : Ω = {p, f}, |I| = 2, et P (p) = P (f) = 1
2 . (Si la

piè
e n'est pas équilibrée, la probabilité asso
iée n'est pas équiprobable.)

Exer
i
e 2.46 On lan
e une piè
e équilibrée deux fois de suite. Donner la probabilité d'obtenir

�deux fa
es�, ou �deux piles�, ou �une fa
e et une pile�.

Réponse. I
i Ω = {(p, p), (p, f), (f, p), (f, f)} est l'ensemble des résultats possibles équiprobables. On a

|Ω| = 4, don
 P (f, f) = P (f, p) = P (p, f) = P (p, p) = 1
4
. La probabilité d'obtenir deux fa
es ou deux piles

est don


1
4
et la probabilité d'obtenir une fa
e et une pile est P ({p, f}) = P (p, f) + P (f, p) = 1

2
.
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25 2.5. Equiprobabilité

Exemple 2.47 On s'intéresse au résultat du lan
er d'un dé équilibré : l'ensemble des résultats est

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} =noté [1, 6]N, ave
, pour tout i ∈ Ω, P (i) = 1
6 = pi.

La probabilité d'obtenir l'événement {1, 3} est P ({1, 3}) = P ({1} ∪ {3}) = P (1) + P (3) = 2
6

(probabilité d'obtenir 1 ou 3).

Exemple 2.48 Contre-exemple ave
 un dé équilibré. On lan
e un dé deux fois et on s'intéresse à la

somme des résultats des lan
ers. On note X : [1, 6]2
N
→ R la fon
tion somme X(a, b) = a+ b quand

a, b ∈ [1, 6]N. On note ΩX = [2, 12]N l'ensemble des sommes possibles (l'univers des résultats). Pour

n ∈ ΩX , on note PX(n) la probabilité que la somme soit n. On suppose les dés équilibrés, i.e. on

suppose que PX(2) = 1
36 = PX(12) (1 façon d'avoir le résultat), PX(3) = 2

36 = PX(11) (2 façons

d'avoir le résultat), PX(4) = 3
36 = PX(10) (3 façons d'avoir le résultat), PX(5) = 4

36 = PX(9)
(4 façons d'avoir le résultat), PX(6) = 5

36 = PX(8) (5 façons d'avoir le résultat), PX(7) = 6
36

(6 façons d'avoir le résultat). La probabilité d'obtenir l'événement {6, 7, 8} est

2∗5+6
36 = 8/18. On

véri�e que PX(ΩX) = 2∗(1+2+3+4+5)+6
36 = 1.

I
i la probabilité PX n'est pas équiprobable : PX(2) 6= PX(3).
I
i tout se passe 
omme si on avait un dé à 11 fa
es (numérotées de 2 à 12), dé qui n'est pas

équilibré.

Exer
i
e 2.49 Soit n ≥ 2. Dans un groupe de n personnes toutes nées la même année (365 jours),

quelle est la probabilité qu'au moins deux personnes soient nées le même jour (on suppose que les

naissan
es sont réparties régulièrement dans l'année = équiprobabilité) ? Quel nombre minimal n
de personnes donne une probabilité ≥ 1

2 ? Et ≥ 99% ?

Réponse. On prend 
omme univers l'ensemble Ω = [1, 365]nN de toutes les dates d'anniversaire possibles,

i.e. l'ensemble des n-uplets ~ω = (a1, ..., an), où ai ∈ [1, 365]N est un jour possible de naissan
e de la

personne i. Don
 |Ω| = 365n.
Intéressons-nous à la probabilité �toutes les personnes sont nées un jour di�érent�. Le nombre de n-

uplets (a1, ..., an) t.q. ai 6= aj pour tout i 6= j est An
365 = 365∗364∗ ...∗(365−n+1) (nombre d'arrangements

= nombre d'inje
tions de [1, n]N dans [1, 365]N). Don
 la probabilité pour que pour que toutes les personnes

soient nées un jour di�érent est q =
An

635
|Ω| = 365

365
∗ 364

365
∗ ... ∗ (365−n+1)

365
. Et la probabilité pour qu'au moins

deux personnes soient nées le même jour est p = 1− q.
On trouve p > 50% pour n ≥ 23, et p > 99% pour n ≥ 57.

(Si n = 2 on a q = 364
365

, don
 p = 1
365

.)

Exemple 2.50 On lan
e un dé (équilibré) 4 fois de suite. Quelle probabilité a-t-on d'obtenir au

moins une fois un 6 ?

Réponse. 5/6 
han
e d'obtenir un autre numéro lors d'un lan
er, don
 (5/6)4 
han
e d'obtenir un autre

numéro lors de 4 lan
ers, don
 1− (5/6)4 ≃ 52/100 de 
han
e d'obtenir au moins un 6.

Exemple 2.51 On lan
e deux dés (équilibrés) n fois de suite. Quel est le n minimum pour avoir

plus d'une 
han
e sur deux d'avoir un double 6 ?

Réponse. 35/36 
han
e d'obtenir un autre double lors d'un lan
er, don
 (35/36)n 
han
e d'obtenir un

autre double lors de n lan
ers, don
 1 − (35/36)n de 
han
e au moins un double 6 après n lan
ers. Don


n = 25 pour une probabilité ≥ 1
2
.

Exer
i
e 2.52 Suite. 1- Probabilité qu'une personne soit née le 14 juillet ? Née un autre jour ?

2- Probabilité que deux personnes soient nées le 14 juillet ? Toutes les deux nées un autre jour ?

Une seule sur deux le 14 juillet ?

3- Probabilité qu'au moins une personne parmi n soit née le 14 juillet ? Pour quelle valeur de n

ette probabilité est ≥ 50% ?

Réponse. 1- Probabilité qu'une personne soit née le 14 juillet :

1
365

. Non née e 14 juillet :

364
365

.

2- Les 2 nées le 14 juillet : ( 1
365

)2. Les 2 non nées un autre jour : ( 364
365

)2. Une seule née le 14 juillet :

1
365

364
365

+ 364
365

1
365

. On véri�e que ( 1
365

)2 + ( 364
365

)2 + 2 1
365

364
365

= 1.

3- Au
une personne parmi n née le 14 juillet : ( 364
365

)n. Don
 pour qu'au moins une personne soit née le

14 juillet : 1− ( 364
365

)n. Et pour n ≥ 253 
ette probabilité est ≥ 50%.

Exer
i
e 2.53 On voit 3 portes. Un objet est 
a
hé derrière une des portes de manière équipro-

bable. On vous demande de 
hoisir une des portes. Puis, parmi les deux portes restantes, on retire

une porte derrière laquelle l'objet ne se trouve pas. On vous redemande de 
hoisir une porte (parmi

les deux restantes). Avez-vous plus de 
han
e de gagner l'objet si vous persistez dans votre 
hoix

de porte ou si vous 
hanger de porte ?
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Réponse. 1ère réponse : à l'issue du premier 
hoix, il y avait 1 
han
e sur 3 de gagner l'objet, don
 2


han
es sur 3 de ne pas le gagner. La se
onde manipulation est a posteriori. Si on ne 
hange pas de porte,

on a toujours 1 
han
e sur 3, don
 si on 
hange de porte, on a 2 
han
es sur 3 de gagner l'objet (la porte


hoisie pèsera toujours

1
3
, alors qu'après avoir retiré une porte �vide�, �la� porte restante pèsera

2
3
: elle


orrespond aux 2 portes non 
hoisies).

2ème réponse : univers des possibilités initiales : Ω1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. On ne va pas

se servir de 
et univers Ω1. On retire une porte vide : l'univers des nouvelles possibilités : Ω2 =
{(1,−, 0)(1, 0,−), (−, 1, 0), (0, 1,−), (−, 0, 1), (0,−, 1)}, où − désigne la porte manquante (l'univers a


hangé), et |Ω2| = 6. Un 
hoix dans Ω2 est équiprobable. Hypothèse : on garde la porte i ; dans Ω2 il

y a exa
tement 2 éventualités où 1 est en i, don
 la probabilité d'avoir l'objet derrière i est = 2
6
= 1

3
. Et

probabilité

4
6
= 2

3
que l'objet soit derrière une autre porte.

3ème réponse : après avoir vu les probabilités 
onditionnelles. Portes numérotées 1, 2, 3. On fait deux


hoix (un à 
haque question). Univers Ω3 = {1, 2, 3}2 l'ensemble des 
ouples (i, j) pour 1 ≤ j ≤ 3,

de 
ardinal |Ω3| = 9. À la première étape, pour i = 1, 2, 3 (�xé) la probabilité des 
ouples (i, ∗),
où ∗ est quel
onque dans {1, 2, 3}, est de

1
3

(équiprobabilité). À la deuxième étape on note A =

{(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 1), (3, 2)} le sous-ensemble de Ω3 (les 
ouples) 
orrespondant aux 2 portes

restantes (après avoir enlevé une porte). Le 
ardinal de A est |A| = 6, nombres de 
ouples possibles. Soit

B1 = {(1, 1), (1, 2), 1, 3)} l'évènement �on garde la 1ère porte�. Le 
ardinal de A∩B1 est |A∩B1| = 2. Don


P (B1|A) = P (A∩B1)
P (A)

=
2
9
6
9

= 1
3
. On véri�e que P (B1|A) +P (B2|A)+P (B3|A) = 1 (formule de Bayes), soit

P (A ∩ B1) + P (A ∩ B2) + P (A ∩ B3) = P (A) ; en e�et les Bi sont disjoints et leur union est Ω3, et don


P (A ∩B1) + P (A ∩B2) + P (A ∩ B3) = P ((A ∩B1) ∪ (A ∩ B2) ∪ (A ∩B3)) = P (A ∩ Ω3) = P (A).

2.6 Probabilités dis
rètes et 
ontinues

Soit (Ω, T , P ) un espa
e probabilisé.

2.6.1 Probabilités dis
rètes

Dé�nition 2.54 Si l'univers Ω est �ni ou dénombrable et si la tribu 
onsidérée est T = P(Ω),
alors une probabilité P sur l'ensemble mesurable (Ω, T ) est dite probabilité dis
rète. Et (Ω, T , P )
est un espa
e probabilisé dis
ret.

Soit I un ensemble �ni ou dénombrable. Soit l'ensemble Ω = {ωi : i ∈ I}, où don
 les ωi sont

deux à deux distin
ts.

Proposition 2.55 Soit P et Q deux probabilités dis
rètes sur Ω.
On a P = Q ssi P ({ωi}) = Q({ωi}) pour tout i ∈ I.

Preuve. Si P = Q alors P ({ωi}) = Q({ωi}) pour tout i ∈ I.
Ré
iproquement. Supposons P ({ωi}) = Q({ωi}) pour tout i ∈ I, et il s'agit de montrer que

P (A) = Q(A) pour tout A ∈ P(Ω). Soit J ⊂ I et AJ =
⋃

j∈J{ωj}, Don
 AJ est une union

disjointe, don
 P (AJ) =
∑

j∈J P ({ωi}), et Q(AJ ) =
∑

j∈J Q({ωi}), don
 P (AJ) = Q(AJ ) pour
tout AJ ∈ P(Ω). Don
 P = Q.

Soit P une probabilité dis
rète sur Ω. Pour ωi ∈ Ω on note :

pi = P ({ωi}) noté= P (ωi), (2.13)

la probabilité d'obtenir ωi.

Proposition 2.56 On a :

∑

i∈I

pi = 1 (= P (Ω)) et P =
∑

i∈I

piδωi , (2.14)

où δωi est la masse de Dira
 en ωi. Et don
, pour J ⊂ I, et AJ = {ωi : i ∈ J} ⊂ Ω (événement),

on a P (AJ ) =
∑

i∈J pi.

Preuve. P étant une probabilité, 1 = P (Ω) = P (
⋃

i∈I{ωi}) =
∑

i∈I P ({ωi}) =
∑

i∈I pi.
Soit Q =

∑
i∈I piδωi . Montrons que Q est une probabilité. On a Q(∅) =

∑
i∈I piδωi(∅) = 0.

Soit AJ = {ωi : i ∈ J} ∈ P(Ω) où J ⊂ I. On a Q(AJ ) =
∑

i∈I piδωi(AJ ) =
∑

i∈J pi. En parti
ulier
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Q(Ω) = 1. Et si A,B ∈ P(Ω) véri�ent A ∩ B = ∅, ave
 A =
⋃

j∈J ({ωj}) et B =
⋃

k∈K({ωk}), où
don
 J ∩K = ∅, alors Q(A∪B) = Q(

⋃
j∈J∪K(ωj)) =

∑
j∈J∪K pj =

∑
j∈J pj +

∑
j∪K pj = Q(A)+

Q(B). Et Q est σ-�nie puisque Q(Ω) =
∑

i∈I Q({ωi}) =
∑

i∈I pi ave
 I au plus dénombrable. Don


Q est une probabilité.

Et Q({ωi} = pi = P ({ωi}) pour tout i ∈ I. Don
 Q = P .

Exemple 2.57 Lan
e d'un dé équilibré, pi =
1
6 pour tout i. On a P ({2, 5}) = ∑6

i=1 piδi({2, 5}) =
p1 ∗ 0+ p2 ∗ 1+ p3 ∗ 0+ p4 ∗ 0+ p5 ∗ 1+ p6 ∗ 0 = p2 + p5 = 2

6 = 1
3 est la probabilité d'obtenir 2 ou 5

(une 
han
e sur trois d'obtenir 2 ou 5).

2.6.2 Probabilités 
ontinues sur R

Soit TR la tribu borélienne de R (la tribu engendrée par les intervalles de R). Soit µℓ = dω la

mesure de Lebesgue dans R, voir 
ours d'intégration, i.e., si a < b :

µℓ(]a, b[) = b− a
noté

=

∫ b

ω=a

dω.

Soit Ω ⊂ R ave
 Ω ∈ TR (mesurable), et soit TΩ la tribu TR restreinte à Ω :

TΩ = {A ∩Ω : A ∈ TR}.

On véri�e immédiatement que TΩ est bien une tribu : 1- ∅ et Ω sont dans TΩ ; 2- si B = A∩Ω ave


A ∈ TR alors AC ∈ TR, don
 AC ∩ Ω ∈ TΩ, i.e. le 
omplémentaire (A ∩ Ω)C ∩ Ω de B dans Ω est

bien dans TΩ ; 3-

⋂
I(Ai

⋂
Ω) = (

⋂
I Ai)

⋂
Ω) ∈ TΩ et

⋃
I(Ai

⋂
Ω) = (

⋃
I Ai)

⋂
Ω) ∈ TΩ, pour I au

plus dénombrable. Ainsi (Ω, TΩ) est un espa
e mesuré.

Dé�nition 2.58 Soit Ω un ouvert dans R, soit TΩ la tribu borélienne restreinte à Ω, et soit P
un probabilité sur (Ω, TΩ). La probabilité P est dite 
ontinue sur Ω ssi il existe une fon
tion

p : Ω → R+ positive intégrable sur Ω pour la mesure de Lebesgue, dite densité, telle que pour

]a, b[∈ Ω où a < b :

P (]a, b[) =

∫ b

ω=a

p(ω) dω, où don


∫

Ω

p(ω) dω = 1. (2.15)

On dit aussi que P est une mesure di�use, de masse unité sur Ω.

On note :

dP (ω) = p(ω) dω, dP = p dω. (2.16)

Ainsi :

P ([a, b]) =

∫ b

ω=a

p(ω) dω
noté

=

∫ b

ω=a

dP (ω)
noté

=

∫ b

a

dP. (2.17)

Exemple 2.59 Densité uniforme sur Ω = [a, b] : p(ω) = 1
b−a .

Exemple 2.60 Tir gaussien 
entré sur R : p(ω) = 1
σ
√
2π
e−

ω2

2σ2
.

2.6.3 Probabilités 
ontinues sur Rd

Dé�nition 2.61 Soit TRd la tribu borélienne de Rd
, soit Ω ∈ TRd , soit TΩ la tribu TRd restreinte

à Ω, et soit P une probabilité sur TΩ.
On note ~ω = (ω1, ..., ωd) un point dans Ω.
On note dω = dω1...dωd = dΩ la mesure de Lebesgue sur Rd

, où don
 dω(]a1, b1[×...×]ad, bd[) =∏d
i=1(bi − ai) = volume du pavé ]a1, b1[×...×]ad, bd[, où ai < bi pour tout i.
La probabilité P est dite 
ontinue sur Ω ssi P est dé�nie par une densité p, i.e. ssi il existe

p : Ω → R+ une fon
tion positive intégrable sur Ω pour la mesure de Lebesgue telle que, pour tout

A ∈ TΩ :

P (A) =

∫

~ω∈A

p(~ω) dΩ, où don


∫

~ω∈Ω

p(~ω) dΩ = 1. (2.18)

On dit aussi que P est une mesure di�use de masse unité.
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Et on dit que P est donné par :

dP (~ω) = p(~ω) dω = p(~ω) dΩ, dP = p dω = p dΩ. (2.19)

Exemple 2.62 Cas R2
. Densité uniforme sur Ω = [a, b]× [c, d] : p(ω) = 1

(b−a)(c−d) .

Exemple 2.63 Tir gaussien 
entré dans R2
: p(~ω) = 1

σ22π e
−ω2

1+ω2
2

2σ2
.

2.6.4 Approximation d'une probabilité 
ontinue par une probabilité dis
rète

Soit P = p dω une probabilité 
ontinue de densité p sur (Ω, T ), où Ω est un ouvert borné

dans Rd
. On note Ω la fermeture de Ω.

On �maille� (on fait un maillage de) Ω en

⋃n
i=1 Ωi où n ∈ N et les Ωi sont des ouverts de Rd

vé-

ri�ant

⋂n
i=1 Ωi = ∅ et ⋃n

i=1 Ωi = Ω. (On utilise souvent abusivement l'expression : on �partitionne�

(on fait une partition de) Ω, 
e qui n'est pas la dé�nition usuelle de partition en mathématiques).

Notons :

pi =

∫

Ωi

p(~ω) dω = la �masse� de p sur Ωi, (2.20)

les pi véri�ant don

∑n

i=1 pi = 1 (masse totale 1 = 100% = 100
100 ).

Pour i ∈ [1, n]N, on 
hoisit ~ωi ∈ Ωi un point �xé dans Ωi, et on note :

P̃ =

n∑

i=1

piδ~ωi
. (2.21)

Alors P̃ est une probabilité dis
rète sur

⋃
i∈[1,n]N

{~ωi} (immédiat), probabilité qui �appro
he� P .

Interprétation. Soit |Ωi| =
∫
Ωi
dω le volume de Ωi. Soit :

qi =
pi
|Ωi|

(=

∫
Ωi
p(ω) dω∫
Ωi
dω

).

On appro
he p par la fon
tion en es
alier :

q =
∑

i

qi1Ωi ,

fon
tion 
onstante sur 
haque Ωi. (En éléments �nis, on dit que q est une approximation P0 de p.)
On a :

∫

Ω

q dω =
∑

i

qi

∫

Ω

1Ωi dω =
∑

i

qi|Ωi| =
∑

i

pi =
∑

i

∫

Ωi

p(ω) dω =

∫

Ω

p(ω) dω = 1,

et q est une densité de probabilité : notons :

dQ = q dω. (2.22)

Q n'est pas une mesure de probabilité dis
rète puisque Q({~ωi}) = 0 pour tout point ~ωi ∈ Ωi :


'est une probabilité 
ontinue de densité p̃ dis
ontinue (en es
alier). Une probabilité dis
rète a été

obtenue juste avant, 
f. (2.21).

Remarque 2.64 Don
 attention au vo
abulaire : i
i Q est bien une probabilité 
ontinue : elle est

donnée par la densité q qui est une fon
tion �en es
alier�. Don
 probabilité 
ontinue (i
i Q) n'est
pas synonyme de densité 
ontinue (i
i q est en es
alier).

2.6.5 Autres probabilités

Il y a d'autres types de probabilités : par exemple sur R, soit p une densité positive telle que∫
R
p(ω) dω = 1

2 , et soit la probabilité donnée par P = p dω+ 1
2δ0. I
i P est la somme d'une mesure

di�use et d'une mesure pon
tuelle.

On appelle d'ailleurs probabilité mixte sur R une probabilité telle que ∃J ⊂ N, p1, ..., pJ ∈ R+

et p : R → R+ intégrable telle que P (A) =
∑

i∈J piδωi(A)+
∫
A
p(x) dx, où

∑
i∈J pi+

∫
R
p(x) dx = 1.
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2.7 Fon
tion de répartition d'une probabilité

[Cumulative distribution fun
tion.℄

2.7.1 Dé�nition

Rappel. Si f est une fon
tion dé�nie dans un voisinage d'un réel t à valeurs dans R, on note :

f(t−)
déf

= lim
s→t
s<t

f(s)
noté

= lim
s→t−

f(s) (2.23)

la limite à gau
he en t. De même f(t+)
déf

= lim
s→t
s>t

f(s)
noté

= lim
s→t+

est la limite à droite en t.

Dé�nition 2.65 Cadre : espa
e probabilisé (R, TR, P ). On appelle fon
tion de répartition de la

probabilité P la fon
tion F dé�nie par, pour t ∈ R :

F (t)
déf

= P (]−∞, t]). (2.24)

Si on se pla
e sur l'espa
e probabilisé (Ω, TΩ, P ) ave
 Ω ouvert de R, on 
ontinue à utiliser (2.24)

ave
 la 
onvention P nulle à l'extérieur de Ω.

Proposition 2.66 La fon
tion de répartition F d'une probabilité P est une fon
tion qui véri�e

(faire un dessin) :

(i) F (−∞) = 0 et F (+∞) = 1.
(ii) F (t) = F (s) + P (]s, t]) pour tout s < t.
(iii) F : R → [0, 1] est 
roissante, en parti
ulier F (t−) ≤ F (t) pour tout t.
(iv) F (t−) = P (]−∞, t[).
(v) P (t) = F (t)− F (t−).
(vi) F : R → [0, 1] est 
ontinue à droite, i.e. F (t) = F (t+) pour tout t.
(vii) La fon
tion de répartition détermine 
omplètement P .

Preuve. (i) Comme P (∅) = 0 et P (R) = 1, ave
 (2.9) on déduit F (−∞) = 0 et F (∞) = 1.
(ii) On a ] − ∞, t] =] − ∞, s]∪]s, t], ave
 ] − ∞, s]∩]s, t] = ∅, et P est une probabilité, d'où

P (]−∞, t]) = P (]−∞, s]) + P (]s, t]).
(iii) Le (ii) implique F 
roissante 
ar P ≥ 0. Et F est 
roissante et bornée (par 1), don
 la

limite F (t−) existe pour tout t, et F 
roissante donne F (t−) ≤ F (t).
(iv) On applique (2.9) : ave
 An =] − ∞, t− 1

n [ suite 
roissante, F (t−) = limn→∞ P (An) =
P (limn→∞An) = P (]−∞, t[)

(v) ]−∞, t] =]−∞, t[∪{t}, d'où F (t) = F (t−) + P (t).
(vi) On a F (u) = F (t) + P (]t, u]) pour tout u > t, ave
 limu→t+]t, u] = ∅, et don
 F (t+) =

F (t) + 0, 
f. (2.9).
(vii) P (]s, t]) = F (t)− F (s) pour tout s < t, don
 si on 
onnaît F , alors on 
onnaît P sur tout

intervalle ouvert, don
 on 
onnaît P sur toute la tribu (borélienne).

2.7.2 Fon
tion de répartition en es
alier

Cas parti
ulier P probabilité dis
rète : notant Ω = {ωi : i ∈ I, t.q. ωi < ωj ∀i < j} ave


I ⊂ N∗
, I �ni ou dénombrable, et ave
 P ({x}) = 0 si x /∈ Ω et P (Ω) = 1, alors la fon
tion de

répartition est une fon
tion en es
alier, donnée par

F (ωj) =
∑

i≤j

P ({ωi}). (2.25)

Immédiat.

Exer
i
e 2.67 Montrer que si F : R → [0, 1] est une fon
tion 
roissante qui est 
ontinue à

droite (i.e. F (t) = F (t+) pour tout t) ave
 F (−∞) = 0 et F (∞) = 1, alors il existe une unique

probabilité P sur les boréliens de R telle que F soit la fon
tion de répartition de P .

Réponse. On a né
essairement P (]−∞, t]) = F (t). On véri�e que P ainsi dé�ni est une probabilité.
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tion à l'é
hantillonnage

2.7.3 Fon
tion de répartition absolument 
ontinue

Soit P une probabilité de densité p : Ω → R+, où p est Lebesgue-intégrable positive de masse 1.
Ainsi :

F (x) =

∫ x

−∞
p(t) dt. (2.26)

Don
 F est 
ontinue.

Et même absolument 
ontinue, i.e. primitive d'une fon
tion intégrable, et p est appelée la dérivée
généralisée de FX (
'est la dérivée 
lassique si F est dérivable). Voir 
ours intégrale de Lebesgue.

2.8 Introdu
tion à l'é
hantillonnage

Le 
adre de l'é
hantillonnage est : l'ensemble Ω =noté S = {a1, ..., an} est appelé une population
(�nie) de taille n = |S| ; la tribu est T = P(S) (l'ensemble des sous-populations) ; et P est une

probabilité dis
rète. Les éléments ai sont appelés les individus.

2.8.1 Introdu
tion à l'é
hantillonnage 1

On 
onsidère l'expérien
e d'extraire un élément de S. Et on répète l'expérien
e r fois. L'issue
de l'expérien
e est souvent l'un des types suivant :

Dé�nition 2.68

1- Tirage ave
 remise, on tient 
ompte de l'ordre.

À l'issue de 
haque tirage on remet l'élément tiré dans la population : l'ensemble des résultats

de l'expérien
e est :

Ω1(n, r) = Sr = S × S × ...× S (r-fois), |Ω1(n, r)| = nr, (2.27)

et un résultat de l'expérien
e est appelé un é
hantillon (ordonné) de taille r ave
 repla
ement.

C'est aussi le nombre de �mots� de longueur r dans un alphabet de n lettres. Voir plus loin les lois

binomiale paragraphe 6.3 et multinomial paragraphe 6.5.

2- Tirage sans remise, on tient 
ompte de l'ordre.

À l'issue de 
haque tirage on ne remet pas l'élément tiré dans la population. I
i né
essairement

r ≤ n. L'ensemble des résultats de l'expérien
e est :

Ω2(n, r) = {(ai1 , ..., air ) ∈ Sr, aij 6= aik , ∀j 6= k}, |Ω2(n, r)| = Ar
n, (2.28)

et un résultat de l'expérien
e est appelé un é
hantillon (ordonné) de taille r sans repla
ement. Voir

plus loin la loi hypergéométrique paragraphe 6.6.

3- Tirage sans remise, on ne tient pas 
ompte de l'ordre.

À l'issue de 
haque tirage on ne remet pas l'élément tiré dans la population. I
i né
essairement

r ≤ n. Et on ne tient pas 
ompte de l'ordre du tirage :

Ω3(n, r) = {{ai1, ..., air} ⊂ Sr, aij 6= aik , ∀j 6= k}, |Ω3(n, r)| = Cr
n =

(
n

r

)
. (2.29)

Autrement dit, on tire une sous-population de r éléments (on ne tient pas 
ompte de l'ordre). Voir

plus loin la loi hypergéométrique paragraphe 6.6.

Dans 
e dernier 
as, une sous-population est souvent appelé un é
hantillon...

Et un sondage est une étude sur une sous-population.

4- Tirage ave
 remise, on ne tient pas 
ompte de l'ordre.

On remet l'élément tiré dans la population et on ne tient pas 
ompte de l'ordre du tirage. On

note ij ∈ [0, n]N le nombre de répétitions de l'individu aj , ave
 par 
onvention �ij = 0 quand

aj n'est pas tiré�. L'univers est (
onstitué des sous-ensembles de r éléments) :

Ω4(n, r) = {{a1, ..., an}, i1 + ...+ in = r}, |Ω4(n, r)| = Cr
n+r−1 =

(
n+ r − 1

r

)
. (2.30)

(Si ij = 0 alors aj n'est pas pas l'événement {a1, ..., an}, et si ij > 0 alors {a1, ..., an} 
ontient ij
fois aj).) Démonstration : voir exer
i
es 2.72 et 2.73.
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Et Ω4(n, r) est l'espa
e (improprement appelé) des sous-populations de S de taille r ∈ N∗
ave


répétition.

4-bis- Statistique de Bose�Einstein. Autre interprétation de 4-.

Soit S un ensemble de n 
ases a1,...,an (la population). On doit pla
er r boules (indistinguables)
dans les n 
ases (mettre une boule dans une 
ase revient à tirer une 
ase au hasard). Une 
ase

peut être vide, et on peut mettre plusieurs boules dans une 
ase (une même 
ase peut être tirée

plusieurs fois).

Ou en
ore on doit pla
er r parti
ules (indistinguables) dans n états d'énergie (Bose�Einstein).

On retrouve Ω4(n, r) et don
 |Ω4(n, r)| = Cr
n+r−1.

Exemple 2.69 Deux boules p et f et deux tirages : 
orrespond à S = {p, f}, n = 2, et r = 2.
Ordonné ave
 remise : Ω1(2, 2) = S2 = {(p, p), (p, f), (f, p), (f, f)}, et |Ω1(2, 2)| = 22 = 4.
Ordonné sans remise : Ω2(2, 2) = {(p, f), (f, p)}, et |Ω2(2, 2)| = A2

2 = 2.
Non ordonné sans remise : Ω3(2, 2) = {{p, f}}, et C2

2 = 1.
Non ordonné ave
 remise : Ω4(2, 2) = {{p}, {p, f}, {f})}, et C2

2+2−1 = C2
3 = 3.

Exemple 2.70 Trois boules a1, a2, a3 et deux tirages : 
orrespond à S = {a1, a2, a3}, n = 3, et
r = 2.

Ordonné ave
 remise : Ω1(3, 2) = S2 = {(a1, a1), (a1, a2), ..., (a3, a3)} de 
ardinal 32 = 9.
Ordonné sans remise : Ω2(3, 2) = {(a1, a2), (a1, a3), (a2, a1), (a2, a3), (a3, a1), (a3, a2)} de 
ardi-

nal A2
3 = 3!

1! = 6.

Non ordonné sans remise : Ω3(3, 2) = {{a1, a2}, {a1, a3}, {a2, a3}} de 
ardinal C2
3 = 3!

2!1! = 3.
Non ordonné ave
 remise : Ω4(3, 2) = {{a1}, {a1, a2}, {a1, a3}, {a2}, {a2, a3}, {a3}} de 
ardinal

C2
3+2−1 = C4

2 = 4!
2!2! = 6.

Exer
i
e 2.71 Un panier 
ontient 5 boules noires et 3 boules rouges, les boules étant indistin-

guables au tou
hé. On fait un premier tirage, on ne remet pas la boule tirée, et on fait un se
ond

tirage. Quelle est la probabilité : 1- la première boule tirée est noire et la se
onde boule tirée est

noire ? 2- la première boule tirée est noire et la se
onde boule tirée est rouge ? 3- la première boule

tirée est rouge et la se
onde boule tirée est noire ? 4- la première boule tirée est rouge et la se
onde

boule tirée est rouge ? 5- les boules tirées sont rouge et noire ?

Réponse. Première réponse. Pour avoir un boule noire suivie d'une boule noire : boule noire au 1er

tirage : 5 
han
es sur 8, et boule noire au 1er tirage : 4 
han
es sur 7, d'où P (N,N) = 5
8

4
7
= 20

56
. De même

P (N,R) = 5
8

3
7
= 15

56
, P (R,N) = 3

8
5
7
= 15

56
, P (R,R) = 3

8
2
7
= 6

56
. On véri�e que P (N,N) + P (N,R) +

P (R,N) + P (R,R) = 1.
D'où P ({N,R}) = P ((N,R) ∪ (R,N)) = P (N,R) + P (R,N) = 30

56
.

Deuxième réponse : population S = {N1, ..., N5, R1, ...R3} = {ai : i = 1, ..., 8}. On est dans le 
as 2-

ave
 Ω2(8, 2) = {(ai, aj), i 6= j ∈ [1, 8]N}. Et don
 |Ω2(8, 2)| = A2
8 = 56 (nombre d'issues possibles). D'où

P (N,N) =

5∑

i=1

5∑

j=1
j 6=i

P (Ni, Nj) =

5∑

i=1

5∑

j=1
j 6=i

1

56
= 20

1

56
. De même P (N,R) =

5∑

i=1

3∑

k=1

P (Ni, Rk) = 15
1

56
...

Exemple 2.72 (Statistique de Bose�Einstein.) Soit S un ensemble de n 
ases a1,...,an. On doit

pla
er r boules (indistinguables) dans les n 
ases. Une 
ase peut être vide, et on peut mettre

plusieurs boules dans une 
ase. Ou en
ore on doit pla
er r parti
ules (indistinguables) dans n états

d'énergie (Bose�Einstein). Exemple : si n = 1 on a une seule 
ase, et les r boules vont dans la seule

ase, ave
 don
 Ω4(1, r) = 1 (pour r ≥ 0).

Si on note B une boule, une 
on�guration est de type B|BB|||B|BB... où les barres verti
ales

sont les séparations des 
ases. Et on a r+ n− 1 objets �les r boules et les n− 1 séparations�. Pour

les r boules on a don
 Cr
n+r−1 manières de les distribuer dans les 
ases. Pour les n−1 séparations

on a don
 Cn−1
n+r−1 = Cr

n+r−1 manières de séparer les boules Cr
n+r−1.

Exer
i
e 2.73 Soit Ω4(n, r) donné en (2.30)1. Montrer par ré
urren
e que |Ω4(n, r)| = Cn−1
r+n−1 =

(r+n−1)!
r!(n−1)! pour n ≥ 1 et r ≥ 1.

Réponse. On prend l'interprétation 4-bis-. Pour n = 1 (une seule 
ase), alors toutes les boules sont

né
essairement dans 
ette 
ase : Ω4(1, r) = {i1 ∈ N : i1 = r} est le singleton {r} (pour r ≥ 1). Don

|Ω4(1, r)| = 1 = C0

r . Don
 le résultat est vrai pour n = 1.
Ré
urren
e : hypothèse : soit n ≥ 1 et supposons |Ω4(n, r)| = Cn−1

r+n−1 pour tout r ≥ 1. Soit ω =
(i1, ..., in, in+1) ∈ Ω4(n+1, r).
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Si in+1 = 0 alors le nombre de ω possible est |Ω4(n, r)| = Cn−1
r+n−1 par hypothèse de ré
urren
e.

Si in+1 = 1 alors le nombre de ω possible est |Ω4(n, r − 1)| = Cn−1
r+n par hypothèse de ré
urren
e.

...

Si in+1 = r − 1 alors le nombre de ω possible est |Ω4(n, 1)| = Cn−1
n par hypothèse de ré
urren
e.

Si in+1 = r alors le nombre de ω possible est 1 = Cn−1
n−1 puisque toutes les boules sont dans la dernière


ase.

Don
 |Ω4(n+ 1, r)| = Cn−1
n−1 + Cn−1

n + ... +Cn−1
r+n−1 = Cn+1−1

r+n−1+1 = Cn
r+n, 
f. (1.27).

2.8.2 * Introdu
tion à l'é
hantillonnage 2

On part toujours d'une population S = {a1, ..., an} de taille n = |S|, et on fait r tirages. On


onsidère 
ette expérien
e en termes de fon
tions (observation d'une suite de r tirages ) :

ω :

{ {1, ..., r} → S

i 7→ ω(i)
noté

= ωi est l'élément de S obtenu au i-ème tirage.
(2.31)

Soit F({1, ..., r};S) l'ensemble des fon
tions de [1, r]N à valeurs dans S, identi�able à l'ensemble

des suites �nies ω = (ωi)i=1,...,r de taille r. Une expérien
e est don
 un élément ω ∈ F({1, ..., r};S).
1- Un é
hantillon de taille r ave
 repla
ement est l'ensemble Ω1(n, r) = F({1, ..., r};S),
2- Un é
hantillon de taille r sans repla
ement est un élément de l'ensemble Ω2(n, r) des inje
-

tions, sous-ensemble de Ω1.

3- Une sous-population de taille r est un élément de l'ensemble Ω3(n, r) des 
lasses de fon
tions :
identi�
ation des inje
tions f et g à l'aide de la relation d'équivalen
e sur l'ensemble d'arrivée

donnée par les permutations : f ≃ g ⇔ ∃σ une permutation t.q. f(i) = g(σ(i)) pour tout i. Et
quand on parlera de ω ∈ Ω3, on aura extrait un élément de la 
lasse d'équivalen
e ω (axiome du


hoix), élément qu'on notera abusivement ω.

2.9 Espa
e produit et produit de probabilités

Dé�nition 2.74 Soit (Ω1, T1, P1) et (Ω2, T2, P2) deux espa
es probabilisés. On dé�nit l'espa
e

produit (Ω, T , P ) par :
1- Ω = Ω1 × Ω2,

2- T est la tribu sur Ω engendrée par les éléments de T1×T2 (i.e. la plus petite tribu 
ontenant

tous les pavés A1 ×A2 ∈ T1 × T2),
3- P est la probabilité qui restreinte aux événements de type B = A1 × A2 (�re
tangles�) est

donnée par :

P (A1 ×A2) = P1(A1)P2(A2) (2.32)

(�aire du re
tangle = produit des longueurs des 
�tés�).

Proposition 2.75 P ainsi dé�ni est bien une mesure de probabilité.

Preuve. P (Ω1 × Ω2) = P1(Ω1)P2(Ω2) = 1 ∗ 1 = 1. Puis voir 
ours d'intégration.

On note :

P = P1 ⊗ P2. (2.33)

Exemple 2.76 On lan
e une piè
e deux fois. On note Z = {face, pile} l'ensemble des résultats

possibles d'un tirage. On dé�nit la probabilité p sur Z par p(pile) = p et p(face) = q. On dé�nit P
la probabilité sur Ω = Z × Z (produit 
artésien) par P (x, y) = p(x)p(y) quand (x, y) ∈ Z2

. Don


P donné par

× p q

p pp pq

q qp qq

On véri�e que pp+ pq + qp+ qq = p(p+ q) + q(p+ q) = p+ q = 1.

Exemple 2.77 Tir gaussien sur une 
ible plane : on suppose que la densité de probabilité de tirer

en x est p1(x) =
1√
2π
e−

x2

2
et en y par p2(y) =

1√
2π
e−

y2

2
. Ainsi la densité de probabilité de tirer en

un point (x, y) de la 
ible est p(x, y) = 1
2π e

−x2+y2

2
. Ainsi la probabilité de tirer dans un domaine

D de R2
est P (D) =

∫
D

1
2π e

− x2+y2

2 dxdy. En parti
ulier, la probabilité pour que le tir soit à moins

d'une distante r ≤ R du 
entre de la 
ible est (i
i D est le disque de 
entre 0 et de rayon R)

P (r ≤ R) =
1

2π

∫ 2π

θ=0

∫ R

r=0

e−
r2

2 rdrdθ = [−e− r2

2 ]Rr=0 = (1 − e
−R2

2 ).
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et lois marginales

Exer
i
e 2.78 Exer
i
e 2.71 ave
 les probabilités produits. Un panier 
ontient 
inq boules noires

et trois boules rouges. On fait un premier tirage, on ne remet pas la boule tirée, et on fait un se
ond

tirage. Quelle est la probabilité pour que les deux boules obtenues soient noires ? Soient noires ?

Soient rouge et noire ?

Réponse. Pour les boules noires : 
onsidérer qu'on fait deux tirages indépendants, ave
 deux paniers

distin
ts, l'un Ω1 qui 
ontient 5 boules noires et 3 boules rouges, et l'autre Ω2 qui 
ontient 4 boules noires

et 3 boules rouges. I
i p1(N) = 5
8
pour le premier panier et p2(N) = 4

7
pour le se
ond panier. D'où

P (N,N) = p1(N)p2(N) = 20
56
.

Pour les boules rouges, p1(R) = 3
8
pour le premier panier et q2(R) = 2

7
pour le se
ond panier. D'où

P (R,R) = p1(R)q2(R) = 6
56
.

Pour le 
ouple (N,R) on obtient

5
8

3
7

= 15
56

et pour le 
ouple (R,N) on obtient

3
8

5
7

= 15
56
, et don


P ({R,N}) = 15
56

+ 15
56

= 30
56
.

2.10 Cas Ω ⊂ Rd
et lois marginales

On 
onsidère le 
as Ω ⊂ Rd
. Soit πi : Rd → R la proje
tion sur la i-ème 
omposante :

πi(~x) = xi quand ~x = (x1, ..., xd). (2.34)

On a :

π−1
i ([a, b]) = Ri−1 × [a, b]× Rd−i,

la �bande� de Rn
de i-ème 
�té limité par a et b.

Exemple 2.79 Cas Ω = R2
, πi : R2 → R, et :

π−1
1 ([a, b]) = [a, b]× R, π−1

2 ([c, d]) = R× [c, d],

sont les bandes �verti
ales� et �horizontales�. Faire un dessin.

Exemple 2.80 Soit Ω = {p, f}2 = {(p, p), (p, f), (f, p), (f, f)} ⊂ R2
, πi : Ω → R :

π−1
1 (p) = {(p, p), (p, f)}, π−1

1 (f) = {(f, p), (f, f)},

et π−1
2 (p) = {(p, p), (f, p)}, π−1

2 (f) = {(p, f), (f, f)}.

On 
onsidère Ω = Rd
muni de sa tribu borélienne TRd . Soit P une probabilité sur TRd qui fait

de (Ω, TRd , P ) un espa
e probabilisé.

Dé�nition 2.81 La i-ème loi marginale de P : TRd → [0, 1] est la fon
tion Pπi : TR → [0, 1] donnée
par :

Pπi

déf

= P ◦ π−1
i . (2.35)

(C'est un 
as parti
ulier des lois de probabilités PX = P ◦X−1
d'une v.a.r. X , voir plus loin.)

Exemple 2.82 Tir gaussien sur une 
ible plane, 
f. example 2.77 : on s'intéresse aux tirs dans la

bande verti
ale [a, b] :

Pπ1([a, b]) = P ([a, b]× R) =

∫ b

x=a

(

∫

y∈R

p(x, y) dy)dx i
i =

∫ b

x=a

1√
2π
e−

x2

2 dx,

et Pπ1 est don
 la loi normale 
entrée. Idem pour Pπ2 .

Proposition 2.83 Les Pπi sont des probabilités.

Preuve. On a Pπi(R) = P (π−1
i (R)) = P (Rd) = 1, et Pπi(

⋃
i∈I Ai) = P (Ri−1 × (

⋃
i∈I Ai)×Rd−i),

et si les (Ai)i∈I sont disjoints 2 à 2 dans R, il en est de même des (Ri−1 ×Ai ×Rd−i)i∈I dans Rn

(les bandes sont parallèles et distin
tes).

Exer
i
e 2.84 Dans R2
. Montrer que si P = P1 ⊗ P2, 
f. (2.33), alors Pπi = Pi.

Réponse. (P ◦ π−1
1 )(]a, b[) = P (]a, b[×R) = (P1 ⊗ P2)(]a, b[×R) = P1(]a, b[)P2(R) = P1(]a, b[)...
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Exer
i
e 2.85 Dans R2
. Donner un exemple de probabilité P t.q., notant Pπi =

déf P ◦π−1
i , on a

P 6= Pπ1 ⊗ Pπ2 .

Réponse. Suite de l'exemple 2.80, et P : Ω → R donné par :

P p f

p 0

1
2

f

1
2

0

(soit P (p, p) = 0, P (p, f) = 1
2
,

P (f, p) = 1
2
, P (f, f) = 0). Don
 Pπ1(p) = (P ◦ π−1

1 )(p) = P ({(p, p), (p, f)}) = 0 + 1
2
= 1

2
, et Pπ1(f) =

(P ◦ π−1
1 )(f) = P ({(f, p), (f, f)}) = 1

2
+ 0 = 1

2
, et de même P2(p) = P2(f) =

1
2
. Et Pπ1 ⊗ Pπ2 est donnée

par

Pπ1 ⊗ Pπ2 p f

p

1
4

1
4

f

1
4

1
4

, don
 P 6= Pπ1 ⊗ Pπ2 .

3 Probabilité 
onditionnelle P|A

3.1 Exemple

On reprend i
i l'exemple donné par Feller [3℄ [
onditional probability℄.

Soit Ω un ensemble de N personnes. Soit H le sous-ensemble de Ω 
onstitué des hommes, et

soit Dal le sous-ensemble de Ω 
onstitué des daltoniens [
olor-blind℄. On a :

P (H) =
|H |
|Ω| , P (Dal) =

|Dal|
|Ω| ,

pour
entages (probabilités) respe
tifs dans la population Ω. Et la probabilité, dans Ω, de 
hoisir

au hasard une personne qui est à la fois homme et daltonien est le pour
entage :

P (Dal ∩H) =
|Dal ∩H |

|Ω| .

Question : parmi les hommes, quel est le pour
entage de daltoniens ?

Réponse : le nombre d'hommes daltonien est |Dal ∩ H |, don
 le pour
entage (la probabilité)


her
hé est :

|Dal ∩H |
|H |

noté

= P|H(Dal)
noté

= P (Dal|H). (3.1)

Dé�nition 3.1 P|H(Dal) est appelée probabilité d'être dans Dal sa
hant qu'on se restreint à H ,

ou en
ore probabilité 
onditionnelle deDal sa
hantH (probabilité d'être dansDal sous la 
ondition
d'avoir été préalablement 
hoisi dans H).

Don
 on a :

P|H(Dal) =

|Dal∩H|
|Ω|
|H|
|Ω|

(=
P (Dal ∩H)

P (H)
), (3.2)

égalité qui nous donnera la dé�nition générique.

Remarque 3.2 Interprétation : se restreindre à la population H 
'est don
 : poser P|H(H) =
1 = 100% (tout l'intérêt est porté sur l'ensemble H) et P|H(HC) = 0 (au
un intérêt pour HC

) ;

autrement dit, on a �redimensionné� le poids des ensembles : le nouveau poids de H est 1 = 100%,

et le nouveau poids de HC
est 0, quand on se sert de l'instrument de mesure P|H .

Remarque 3.3 Le vo
abulaire utilisé, probabilité 
onditionnelle, n'est pas très expli
ite. Feller

é
rit à 
e propos : �... it is unfortunate that its great simpli
ity is somewhat obs
ured by a singularly


lumsy terminology...�.

Exer
i
e 3.4 Soit Ω = population française. On a P (H) ≃ 48% et P|H(Dal) ≃ 8%, pour
entage

de daltoniens parmi les hommes. Et on a P|HC (Dal) ≃ 0.5%, pour
entage de femmes qui sont

daltoniennes.

1- Si on tire au hasard une personne dans la population française, qu'elle est la probabilité de

tirer un homme daltonien ?

2- Donner la probabilité d'être daltonien en Fran
e.

3- Cal
uler P|Dal(H), la probabilité, parmi le sous-ensemble des daltoniens, de tirer un homme.
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Réponse. 1- On 
her
he P (H ∩Dal). On a P (H ∩Dal) = P|H(Dal)P (H) ≃ 8
100

48
100

= 3,84
100

= 3, 84%.

2- On 
her
he P (Dal). On a Dal = (Dal ∩ H) ∪ (Dal ∩ HC) union disjointe, don
 P (Dal) =
P|H(Dal)P (H)+P|HC (Dal)P (HC). Ave
 P (Dal∩H) = P|H(Dal)P (H) et P (Dal∩HC) = P|HC (Dal)P (HC)

Don
 P (Dal) ≃ 8
100

48
100

+ 0.5
100

52
100

≃ 4.1%.

3- P|Dal(H) = P (H∩Dal)
P (Dal)

≃
3,84
100
4.1
100

≃ 94%.

Remarque 3.5 Autre appro
he : la probabilité d'être dans H est P (H) ∈ R. Et la probabilité

d'être à la fois dans H et dans Dal est P (H ∩Dal) ∈ R. Et il existe un réel α tel que :

P (H ∩Dal) = αP (H),

ave
 α ∈ [0, 1] 
ar P (H ∩Dal) < P (H), puisque (H ∩Dal) ⊂ H . Ce réel α est noté α = P|H(Dal).

C'est le rapport PH(Dal) = P (H∩Dal)
P (H) .

Remarque 3.6 La notation P|H n'est pas la restri
tion usuelle de P au sous-ensemble H . La

restri
tion usuelle P|H usuelle : S ∈ P(H) → P|H usuelle(S) ∈ R a pour ensemble de dé�nition P(H).
Alors que PH : A ∈ P(Ω) → PH(A) ∈ R a pour ensemble de dé�nition P(Ω), 
f. (3.2).

3.2 Dé�nition d'une probabilité 
onditionnelle P|A

Soit (Ω, TΩ, P ) un espa
e probabilisé. S'inspirant de (3.2) :

Dé�nition 3.7 Pour A ∈ TΩ tel que P (A) 6= 0, la probabilité 
onditionnelle sa
hant A est :

P|A :





TΩ → [0, 1],

B 7→ P|A(B)
déf

=
P (B ∩ A)
P (A)

noté

= P (B|A).
(3.3)

Et P|A(B) est appelé probabilité 
onditionnelle de B sa
hant A (probabilité pour que la propriété

dé
rite par B se réalise sa
hant que le 
hoix du tirage est restreint à A).

En parti
ulier :

P|Ω = P, P|A(A) = 1 = P|A(Ω), P|A(A
C) = 0, P|A(B) = P|A(B ∩A).

On a attribué une probabilité de 100% à A, et une probabilité nulle à l'extérieur de A, et seule la
partie B ∩ A de B nous intéresse (i.e. B ∩ AC

ne nous intéresse pas), faire un dessin.

Notations. P|A =noté P (·|A) =noté P (·/A). Don
, pour tout B ∈ TΩ :

P|A(B) = P (B|A) = P (B/A) (=
P (B ∩ A)
P (A)

). (3.4)

Exemple 3.8 Paragraphe 3.1.

Exer
i
e 3.9 Au 
ours d'une épidémie (don
 un très grand nombre de malades), on 
onstate que,

sur quinze malades, deux personnes avaient été va

inées. Trans
rire 
ette donnée en termes de

probabilité 
onditionnelle.

Réponse. Soit V l'ensemble des va

inés et M l'ensemble des malades.

Proportion de va

inés parmi les malades : P|M (V ) = 2
15

= P (V ∩M)
P (M)

= P (V |M) = P (V/M).

Exer
i
e 3.10 On lan
e 2 dés. La somme est 5. Cal
uler la probabilité qu'un des résultats soit 2.

Réponse. L'univers est Ω = [1, 6]2N. On se restreint à A = {(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)} (la somme est 5).

Don
 P (A) = |A|
|Ω| = 4

36
. Soit B = {(2, i), (j, 2) : i, j ∈ [1, 6]} l'événement �un des résultat est 2�. Don


B ∩ A = {(2, 3), (3, 2)}, et don
 P (A ∩B) = 2
36
. Don
 P|A(B) =

2
36
4
36

= 1
2
: on a une 
han
e sur 2.

Exer
i
e 3.11 Jeu de 52 
artes. 1- Tirages ave
 remise : 
al
uler la probabilité que la 2ème 
arte

tirée soit un as rouge, sa
hant que la 1ère 
arte tirée est un as noir.

2- Tirage sans remise : même question.
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Réponse. Soit A l'événement �la 1ère 
arte tirée est un as-noir� (et la 2ème 
arte quel
onque). Soit B
l'événement �la 2ème 
arte tirée est un as-rouge� (et la 1ère 
arte quel
onque).

1- Ave
 remise. Les tirages sont indépendants, don
 P (B|A) = 2
52

= P (B) (il y a deux as rouges). Cal
ul
exhaustif : l'univers est l'ensemble Ω des 
ouples de 
artes possibles. |Ω| = 522. Don
 P (A) = 2∗52

522
= 2

52
et

P (B) = 52∗2
522

= 2
52

= P (A). Et A ∩B est l'ensemble des 
ouples (as-noir,as-rouge) possibles de 
ardinal 4.

D'où P (A ∩ B) = 4
522

. P|A(B) =
4

522
2
52

= 2
52

= P (B).

2- Sans remise. 1ère 
arte tirée noire : il reste 51 
artes 
ontenant les 2 as-rouge. Don
 P (B|A) = 2
51
.

Cal
ul exhaustif : l'univers Ω a pour 
ardinal |Ω| = A2
52 = 52!

50!
= 52 ∗ 51. Et P (A) = 2∗51

52∗51 = 2
52
. Et

P (A ∩B) = 2∗2
52∗51 . Don
 P|A(B) =

2∗2
52∗51

2
52

= 2
51
.

I
i P (B) = 50∗2+1∗2
52∗51 = 2

52
(
ar 50 ∗ 2 
ouples (non-rouge,rouge) et deux 
ouples (rouge-rouge)). Don


P|A(B) 6= P (B) (les événements A et B ne sont pas indépendants).

Exer
i
e 3.12 Urne ave
 10 boules Blan
hes, 20 boules Noires et 30 boules Rouge. Cal
uler la

probabilité pour que la 1ère boule soit blan
he et la 2èmes soit noire.

Réponse. Soit A l'événement la 1ère boule est blan
he et B l'événement la 2ère boule est noire. On veut

P (A∩B). On a P (A∩B) = P (B|A)P (A) ave
 P (A) = 10
60

= 1
6
et P (B|A) = 20

59
. Don
 P (A∩B) = 1

6
20
59
.

Exer
i
e 3.13 QCM ave
 10 questions, 
haque question ayant 2 réponses possibles. On gagne si

on a au plus 1 question fausse. On perd sinon (au moins 2 réponses fausses). En supposant qu'on

réponde au hasard :

1- Cal
uler la probabilité de gagner.

2- Cal
uler la probabilité de perdre.

3- Cal
uler la probabilité de perdre à la 5ième question sa
hant qu'on a perdu.

Réponse. Il y a 210 réponses possibles.

1- Soit G l'événement �gagné� : soit toutes les réponses sont bonnes (1 possibilité), soit une des réponses

est fausse (10 possibilités). Don
 P (G) = 11
210

= 11
1024

≃ 1%.

2- Don
 P (GC) = 1− 11
210

≃ 99%.

3- Soit A l'événement : on a perdu à la 5ième question : don
 2 réponses fausses sur 5, don
 C2
5 = 10 
as

possibles pour les 5 premières questions et 25 réponses possibles pour les 5 dernières. Don
 P (A) = 10∗25
210

=
10
25

≃ 16%. On 
her
he P (A|GC) : 
omme A ∩GC = A, on a P (A|GC) = P (A∩GC)

P (GC)
= P (A)

P (GC )
≃ 16%.

3.3 Premières propriétés

Proposition 3.14 Soit A ∈ TΩ tel que P (A) 6= 0.
1- P|A = P (·|A) est bien une probabilité sur Ω, i.e. P|A : TΩ → R véri�e la dé�nition 2.41.

2- Si A ∩ B = ∅, alors P|A(B) = P (B|A) = 0 : si les événements sont in
ompatibles (i.e.

disjoints), la probabilité 
onditionnelle de B sa
hant A est nulle. En parti
ulier P|A(A
C) = 0.

3- On a toujours, 
f. (3.3) :

P|A(B) ≥ P (A ∩B). (3.5)

4- Pour tout B ∈ TΩ, on a :

P|A(B
C) = 1− P|A(B), (3.6)

autrement dit, P|A(B
C) + P|A(B) = 1 (
ar P|A est une probabilité).

5- Si B ⊂ A, on a P|A(B) = P (B)
P (A) ; et si B ⊃ A, on a P|A(B) = 1.

Preuve. Immédiat.

Exer
i
e 3.15 Montrer que si B1 ∩B2 = ∅ alors P|A(B1 ∪B2) = P|A(B1) +P|A(B2), et que dans
le 
as général P|A(B1 ∪B2) = P|A(B1) + P|A(B2)− P|A(B1 ∩B2).

Réponse. Soit le démontrer dire
tement à l'aide de (3.3), soit appliquer la proposition pré
édente : P|A
est une probabilité.

Proposition 3.16 Soit A ∈ TΩ tel que P (A) 6= 0, et soit TA la tribu de Ω restreinte à A, i.e.
TA = {B ∩A : B ∈ TΩ}.

P|A = P (·|A) restreinte à TA est une probabilité sur (A, TA).
P|A restreinte à TA est proportionnelle à P : si C ∈ TA alors P|A(C) =

1
P (A)P (C).
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Preuve. Immédiat ave
 (3.3).

Exer
i
e 3.17 On lan
e un dé deux fois de suite. Donner la probabilité que la somme donne l'une

des deux valeurs 4 ou 8, sa
hant qu'au premier lan
er on a obtenu 1.

Réponse. Univers Ω = [1, 6]2N (les résultats des lan
ers).

Notre 
ondition : être dans l'événement A = {(1, 1), ..., (1, 6)} (au premier lan
er on a obtenu 1). On a

P (A) = 6
36

= 1
6
.

Et l'événement B �somme = 4 ou 8� est B = {(1, 3), (2, 2), (3, 1), (2, 6), (3, 5), ..., (6, 2)}. On a A ∩B =
{(1, 3)} et don
 P (A ∩B) = 1

36
.

D'où P|A(B) =
1
36
6
36

= 1
6
.

Exer
i
e 3.18 Loto simpli�é : 3 boules di�érentes 1, 2, 3. On pro
ède à un premier tirage, puis

sans remettre la boule tirée, on pré
ède à un se
ond tirage. Cal
uler la probabilité d'obtenir au

se
ond tirage la boule 2 sa
hant qu'au premier tirage on a obtenu la boule 1.

Réponse. 1- Réponse rapide (sans utiliser les probabilités 
onditionnelles) : on veut 
al
uler P (2|1). Au
se
ond tirage, il y a une 
han
e sur 2 de tirer la boule 2 sa
hant que la boule 1 a déjà été tirée : P (2|1) = 1

2
.

2- Réponse détaillée (probabilités 
onditionnelles). L'univers Ω est :

Ω = {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 1), (3, 2)}, |Ω| = A2
3 = 6.

L'événement �la première boule tirée est 1� est l'ensemble A = {(1, 2), (1, 3)} de probabilité P (A) = |A|
|Ω| =

2
6
= 1

3
. L'événement �la se
onde boule tirée est 2� est l'ensemble B = {(1, 2), (3, 2)}. D'où A∩B = {(1, 2)}

et P (A ∩ B) = |A∩B|
|Ω| = 1

6
. D'où P (B|A) =

1
6
1
3

= 1
2
est la probabilité 
onditionnelle 
her
hée.

3- Mise en garde au sujet de la réponse rapide 1- : 
ette réponse ne doit pas laisser supposer que

l'univers est S = {1, 2, 3} l'ensemble des 3 boules. Si on s'était pla
é dans S, pour P|A l'événement A serait

A = {1}. Et l'événement B est B = {2}. Don
 A ∩ B = ∅, don
 P|A(B) = 0 : 
'est visiblement absurde.

On ne peut don
 pas se 
ontenter de travailler dans S : pour pouvoir 
onsidérer A∩B il est indispensable

de se pla
er dans Ω ⊂ S × S qui est l'ensemble des résultats de l'expérien
e �on fait deux tirages�.

Exer
i
e 3.19 (Cf. exer
i
e 2.71 page 31.) Un panier 
ontient 
inq boules noires et trois boules

rouges. On fait un premier tirage, on ne remet pas la boule tirée, et on fait un se
ond tirage. Quelle

est la probabilité d'avoir une boule noire au se
ond tirage sa
hant qu'on a eu une boule noire au

premier tirage ?

Réponse. 1- Réponse rapide. On note A l'événement �on a obtenu une boule noire au premier tirage�. On

note B l'événement �on a obtenu une boule noire au se
ond tirage�. Sa
hant qu'on a tiré une boule noire

au premier tirage, il reste 4 boules noires sur les 7 : on a P (B|A) = 4
7
. C'est le résultat 
her
hé.

2- Réponse détaillée. Soit Z = {N,R} l'ensemble des résultats possibles d'un tirage. On a Ω = Z2 =
{(N,N), (N,R), (R,N), (R,R)} l'ensemble des résultats possibles après les deux tirages (puisqu'après le

premier tirage on est sûr d'avoir en
ore les 2 
ouleurs).

On note A l'événement �on a obtenu une boule noire au premier tirage� : on a A = {(N,N), (N,R)},
don
 ave
 P (A) = 5

8
4
7
+ 5

8
3
7
= 35

56
, 
f exer
i
e 2.71.

On note B l'événement �on a obtenu une boule noire au se
ond tirage� : on a B = {(N,N), (R,N)}.
On a don
 A ∩B = {(N,N)}, et P (A ∩B) = 5

8
4
7
= 20

56
, 
f exer
i
e 2.71. Et don
 P (B|A) = P (A∩B)

P (A)
=

20
35

= 4
7
. C'est le résultat 
her
hé.

3- Mise en garde au sujet de la réponse rapide 1- : 
ette réponse ne doit pas laisser supposer qu'on

s'est pla
é dans Z = {N,R} l'ensemble des résultats possibles d'un seul tirage : noire ou rouge. Si on


'était pla
é dans Z, l'événement A serait alors A = {N}. Et l'événement B étant également B = {N},
on aurait B = A, don
 P (A ∩ B) = P (A) et don
 P (B|A) = P (A)

P (A)
= 1, i.e. on est 
ertain d'obtenir une

se
onde boule noire : 
'est visiblement absurde. On ne peut don
 pas se 
ontenter de travailler dans Z :

pour pouvoir 
onsidérer A ∩ B il est indispensable de se pla
er dans Ω ⊂ Z × Z qui est l'ensemble des

résultats de l'expérien
e �on a fait deux tirages�.
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3.4 Relation entre P|B(A) et P|A(B)

Proposition 3.20 Si A,B ∈ T sont des événements de probabilité non nulle, on a :

P|A(B)P (A) = P|B(A)P (B) (= P (A ∩B)), (3.7)

en
ore noté :

P (B|A)P (A) = P (A|B)P (B) (= P (A ∩B)). (3.8)

Soit en
ore, première formule de Bayes, dans les 
as où on ne divise pas par 0 :

P|B(A)

P|A(B)
=
P (A)

P (B)
, ou en
ore P|B(A) = P|A(B)

P (A)

P (B)
, (3.9)

en
ore noté :

P (A|B)

P (B|A) =
P (A)

P (B)
, ou en
ore P (A|B) = P (B|A)P (A)

P (B)
. (3.10)

Preuve. On a P|B(A)P (B) = P (A ∩B) = P (B ∩ A) = P|A(B)P (A).

Exer
i
e 3.21 Suite de l'exemple 3.9. Le tiers d'une population a été va

iné 
ontre une maladie.

Au 
ours d'une épidémie, on 
onstate que, sur 15 malades, il y a 2 personnes va

inées.

11- Comparer la proportion de malades parmi les va

inés et la proportion globale de malade.

12- Comparer la proportion de gens malades et va

inés et la proportion globale de malade.

13- Comparer la proportion de malade parmi les non-va

inés et la proportion globale de malade.

On suppose de plus que sur 100 personnes va

inées, 8 sont malades.

21- Quelle est la proportion de gens dans la population qui sont malades ?

22- Quelle est la proportion de gens dans la population qui sont à la fois va

iné et malade ?

23- Quelle est la proportion de gens malade parmi les non va

inés ?

Réponse. Soit V la population des va

inés et M 
elle de malades. Les hypothèses sont, P (V ) = 1
3
(un

tiers de la population est va

inée) et P|M (V ) = 2
15

≃ 13% (proportion de va

inés parmi les malades), 
f.

exer
i
e 3.9.

11- Ave
 (3.10) on a P|V (M) =
P|M (V )

P (V )
P (M) =

2
15
1
3

P (M) = 2
5
P (M) = 40%P (M).

12- P (V ∩M) = P|M (V )P (M) = 2
15
P (M) ≃ 13%P (M).

13- P|V C (M) = P (M∩V C)

P (V C)
= P (M)−P (M∩V )

1−P (V )
= 3

2
P (M)(1 − 2

15
) = 13

10
P (M) = 1.3P (M) : il est plus

probable de faire partie des malades quand on n'est pas va

iné.

On suppose de plus que sur 100 personnes va

inées, 8 sont malades : P|V (M) = 8
100

= 8% (proportion

de malade parmi les va

inés).

21- Ave
 (3.10) on a P (M) = P (V )
P|V (M)

P|M (V )
= 1

3
2
25

15
2

= 1
5
, i.e. 20% de la population est malade.

22- Puis P (M ∩ V ) = P|V (M)P (V ) = 2
25

1
3
= 2

75
≃ 2, 66% (bien égal à P|M (V )P (M) = 2

15
1
5
) : moins

de 3% de la population est à la fois malade et va

iné.

23- P|V C (M) = 13
10
P (M) = 13

10
1
5
= 13

50
= 26%, à 
omparer au 8% = P|V (M).

Exer
i
e 3.22 En Belgique, il y a 6 millions de belges qui parlent le néerlandais et il y a 4 millions

de wallons. On sait que 7% des wallons parlent néerlandais. Parmi les habitants qui parlent le

néerlandais, 
ombien sont wallons ?

(Chi�res approximatifs de l'an 2000, donnés pour faire un exer
i
e, et on ne tient pas 
ompte

des ≃1.5% de germanophones et des ≃1.5% d'autres 
ommunautés.)

Réponse. On note Ω l'ensemble des belges, ΩW l'ensemble des wallons, ΩN l'ensemble des belges qui

parlent néerlandais. On a 7% = P (ΩN |ΩW ), proportion parmi les wallons de 
eux qui parlent néerlandais.

D'où, 
f. (3.10), P (ΩW |ΩN ) = 7%P (ΩW )
P (ΩN )

= 7
100

4
|Ω|
6

|Ω|
= 14

3
% ≃ 4.7%.

Exer
i
e 3.23 Pris dans Jolion [4℄. Deux ma
hines M1 et M2 produisent respe
tivement 100 et

200 objets. M1 produit 5% de piè
es défe
tueuses et M2 en produit 6%. Les objets sont mélangés.

Quelle est la probabilité pour qu'un objet défe
tueux ait été fabriqué par la ma
hine M1 ? Et par

la ma
hine M2 ?

Réponse. Il s'agit de 
al
uler P (M1|A) et P (M2|A) où A est l'ensemble de piè
es défe
tueuses (on tire un

objet défe
tueux : quelle est son origine ?). Le nombre total de piè
es produites est 300, d'où P (M1) =
1
3
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et P (M2) =
2
3
sont les probabilités qu'une piè
e ait été fabriquée par M1 et M2. Et la proportion de piè
es

défe
tueuses est :

P (A) =
100 5

100
+ 200 6

100

300
=

17

300
.

Et par hypothèse on a P (A|M1) =
5

100
et P (A|M2) =

6
100

. On obtient :

P (M1|A) =
P (A|M1)P (M1)

P (A)
=

5
100

1
3

17
300

=
5

17
≃ 0.29.

De même :

P (M2|A) =
P (A|M2)P (M2)

P (A)
=

2
3

6
100
17
300

=
12

17
≃ 0.71.

On véri�e que la somme donne bien 1.

3.5 Règle de multipli
ation (formule de probabilités 
omposées)

Corollaire 3.24 Règle de multipli
ation. Si A,B,C sont des événements t.q. P (A∩B) 6= 0, on a :

P (A ∩B ∩C) = P (A)P|A(B)P|A∩B(C), (3.11)

soit :

P (A ∩B ∩C) = P (A)P (B|A)P (C|A ∩B). (3.12)

Et plus généralement, quand P (A1 ∩ ... ∩An−1) 6= 0 :

P (A1 ∩ ... ∩ An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩ A2)...P (An|A1 ∩ ... ∩An−1). (3.13)

Preuve. Si P (A ∩B) 6= 0, alors P (A) 6= 0 (
ar P (A) ≥ P (A ∩B)), et P (B|A) et P (C|A ∩B) ont
un sens, et (3.12) a un sens.

On a P ((A ∩B) ∩ C) = P (A ∩B)P (C|A ∩B) et P (A ∩B) = P (A)P (B|A).
Puis ré
urren
e laissée au le
teur.

Représentation sous la forme d'un arbre. Dans une population S on étudie le 
omportement

en probabilité des individus.

1p1

11

p1|1

12

p2|1

121p1|12

122

p2|12

123

p3|12
2

p2

Et par exemple P (123) = P (1)P (2|1)P (3|12) est la probabilité d'aboutir à 123 
onnaissant les

probabilités 
onditionnelles pré
édentes.

3.6 Partition et formule de Bayes (probabilités totales et probabilités

des 
auses)

Si A,B ∈ T , 
omme A = (A ∩B) ∪ (A ∩BC) (partition), on a :

P (A) = P (A ∩B) + P (A ∩BC), (3.14)

et don
, si P (B) 6= 0, 1 :

P (A) = P|B(A)P (B) + PBC (A)P (BC) (= P (A|B)P (B) + P (A|BC)P (BC)). (3.15)

De manière plus générale :

Théorème 3.25 Soit I un ensemble �ni ou dénombrable. Si

⋃
i∈I Bi est une partition de Ω, alors

pour tout événement A t.q. P (A) 6= 0 on a :

P (A) =
∑

i∈I

P (A ∩Bi). (3.16)

D'où, supposant de plus P (Bi) 6= 0 pour tout i :

P (A) =
∑

i∈I

P|Bi
(A)P (Bi) (=

∑

i∈I

P (A|Bi)P (Bi) =
∑

i∈I

P (A ∩Bi)), (3.17)

appelé théorème (ou formule) des probabilités totales.
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40 3.7. Exemples

Et don
, pour tout i ∈ I :

P|A(Bi) =
P|Bi

(A)P (Bi)∑
j∈I P|Bj

(A)P (Bj)
(=

P|Bi
(A)P (Bi)

P (A)
), (3.18)

appelée formule de Bayes. Soit P (Bi|A) = P (A|Bi)P (Bi)∑
j∈I P (A|Bj)P (Bj)

(= P (A|Bi)P (Bi)
P (A) ).

Et pour un événement C :

si ∀i ∈ I P (Bi ∩C) 6= 0 alors P|C(A) =
∑

i∈I

P|Bi∩C(A) P|C(Bi), (3.19)

soit P (A|C) = ∑
i∈I P (A|Bi ∩C) P (Bi|C).

Preuve. On a A =
⋃

i∈I(A ∩ Bi) ave
 (A ∩ Bi) ∩ (A ∩ Bj) = ∅ quand i 6= j, 
ar (Bi)i∈I est une

partition de Ω, d'où P (A) =
∑

i∈I P (Bi ∩A) =
∑

i∈I P (A|Bi)P (Bi).

Puis P (Bi|A) = P (A|Bi)
P (Bi)
P (A) .

Puis

∑
I P (A|C∩Bi) P (Bi|C) =

∑
I

P (A∩C∩Bi)
P (C∩Bi)

P (C∩Bi)
P (C) =

∑
I

P (A∩C∩Bi)
P (C) = P (A∩C)

P (C) , 
ar (Bi)I
est une partition de Ω.

Interprétation : probabilité des 
auses. Soit A un événement 
onséquen
e de n �
auses� Bi

disjointes deux à deux de probabilité P (Bi). Sa
hant que A s'est réalisé, quelle est la probabilité

que Bi en soit la 
ause ? La formule de Bayes donne le 
al
ul à réaliser :

P (Bi|A) =
P (A|Bi)P (Bi)∑n

j=1 P (A|Bj)P (Bj)
(=

P (A|Bi)P (Bi)

P (A)
).

3.7 Exemples

Exemple 3.26 On fait 3 lan
ers d'une piè
e (pile ou fa
e). I
i Ω = {p, f}3, don
 |Ω| = 23 = 8.
Soit A l'événement : on obtient plus de piles que de fa
es :

A = {(p, p, p), (p, p, f), (p, f, p), (f, p, p)}.
Soit B1 l'événement l'événement �le premier lan
er est pile� :

B1 = {(p, p, p), (p, p, f), (p, f, p), (p, f, f)},
et soit l'événement B2 �le premier lan
er est fa
e� :

B2 = {(f, p, p), (f, p, f), (f, f, p), (f, f, f)}.
On a B1 ∪B2 partition de Ω.

Soit u la probabilité 
onditionnelle d'être dans A sa
hant que le premier lan
er donne pile,

i.e. u = P (A|B1) =
P (A∩B1)
P (B1)

. Et soit v la probabilité 
onditionnelle d'être dans A sa
hant que le

premier lan
er donne fa
e, i.e. v = P (A|B2) =
P (A∩B2)
P (B2)

.

I
i A ∩B1 = {(p, p, f), (p, p, p), (p, f, p)} et A ∩B2 = {(f, p, p)}
Et le théorème nous dit que :

P (A) = uP (B1) + vP (B2),


e qu'on véri�e :

P (A∩B1)
P (B1)

P (B1) +
P (A∩B2)
P (B2)

P (B2) = P (A ∩B1) + P (A ∩B2) = P (A).

Exemple 3.27 (Grâ
e à la formule de Bayes, 
onnaître une probabilité à partir des probabilités


onditionnelles). On dispose de 3 urnes U1, U2, U3 qu'on 
hoisit ave
 des probabilités p1, p2, p3, les
urnes 
ontenant des boules rouges R en proportion α1, α2, α3.

Les hypothèses sont don
 P (Ui) = pi et P (R|Ui) = αi.

Après avoir 
hoisi une urne, on tire une boule b (ave
 équiprobabilité des tirages). But : 
onnaître
la probabilité �b est rouge�, i.e. 
onnaître P (R) la probabilité de tirer une boule rouge.

La formule de Bayes (3.17) donne :

P (R) =

3∑

i=1

αipi. (3.20)
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Exer
i
e 3.28 Donner les détails du 
al
ul de l'exemple pré
édent : 
ommen
er par donner l'uni-

vers Ω et les événements en question.

Réponse. Cal
ul détaillé : Soit E = {U1, U2, U3} l'ensemble des urnes et soit F = {R,N} l'ensemble

des 
ouleurs qui nous intéresse, à savoir �Rouge� et �Non rouge�. L'univers est Ω = E × F , l'ensemble des


ouples �(urne,
ouleur)�, muni d'une probabilité P . Traduisons les hypothèses permettant d'exprimer 
ette

probabilité.

On note Ui = {Ui} × F l'événement �l'urne Ui est 
hoisie� (quelle soit la 
ouleur), et R = E × {R}
l'événement �la 
ouleur rouge est obtenue� (quelle que soit l'urne).

Les hypothèses réé
rites sont P (Ui) = pi et P (R|Ui) = αi (
e sont les bonnes hypothèses pour pouvoir

donner un sens à P (R∩ Ui)). Et la formule de Bayes donne :

P (R) =
3∑

i=1

αipi,

réé
riture non abusive de (3.20) : R au lieu de R.

Exemple 3.29 (Probabilité des 
auses.) Suite de l'exemple pré
édent. On se pla
e dans le 
as :

la boule tirée est rouge.

Qu'elle est la probabilité d'avoir 
hoisi l'urne Ui ?

I
i on veut 
onnaître P (Ui|R) (probabilité d'avoir 
hoisi l'urne Ui sa
hant que la boule est

rouge). On a :

P (Ui|R) = P (R|Ui)
P (Ui)

P (R)
=

αipi∑
j αjpj

.

3.8 Exer
i
es

Exer
i
e 3.30 Soit un lot de 10000 piè
es, dont 9000 sont bonnes et 1000 sont fausses. Ces piè
es

sont reparties dans trois boîtes : B1 = 5000 piè
es dont n1 = 200 fausses, B2 =3000 piè
es dont

n2 = 100 sont fausses, et B3 =2000 piè
es dont n3 = 700 sont fausses.

1- Avant de mettre les piè
es dans une boîte, donner la probabilité de pio
her une piè
e fausse.

2- On a mis les piè
es dans les boîtes. Donner la probabilité pour qu'en tirant une piè
e, après

avoir 
hoisi une boîte, elle soit fausse.

Réponse. 1- Réponse rapide : 11- Soit Z l'ensemble des piè
es, et F l'ensemble des piè
es fausses, F ⊂ Z.
Avant de mettre les piè
es dans une boîte, la probabilité de pio
her une piè
e fausse est

|F |
|Z| =

1000
10000

= 10%.

12- Puis on met les piè
es dans les boîtes. Par hypothèse, P (F |B1) =
200
5000

, P (F |B2) =
100
3000

, P (F |B3) =
700
2000

, ave
 P (Bi) =
1
3
(
hoix équiprobable), et don
 (théorème de Bayes des probabilités totales) :

P (F ) =

3∑

i=1

P (F |Bi)P (Bi) =
1

3
(
2

50
+

1

30
+

7

20
) ≃ 14.1%.

On a plus de 
han
e de tirer une piè
e fausse si on les met dans 3 boîtes 
omme indiqué que si on les laisse

dans une seule boîte.

2- Réponse détaillée : par dé�nition, P (F |Bi) =
P (F∩Bi)
P (Bi)

. Que veut dire F ∩Bi ?

Pour donner un sens, il faut que les événements F et Bi appartiennent à un même univers.

On dé�nit Ω1 = {b1, b2, b3} l'ensemble des boîtes.

On dé�nit Ω2 = {f, v}, f pour faux et v pour vrai (les deux résultats possibles lors d'un tirage).

D'où l'univers Ω = Ω1 × Ω2 = {(b1, f), (b1, v), (b2, f), (b2, v), (b3, f), (b3, v)}.
Pour i = 1, 2, 3, on note Bi = {(bi, f), (bi, v)} = l'événement la boîte i.
Soit F = {(b1, f), (b2, f), (b3, f)} l'événement des piè
es fausses.

Don
 Bi ∩ F a un sens, et Bi ∩ F = {(bi, f)}
21- Avant de mettre les piè
es dans les boîtes, notons P0 la probabilité d'avoir une piè
e fausse :

P0(F ) = 1000
10000

= 10%.

22- Après avoir mis les piè
es dans les boîtes, notons P la probabilité d'avoir une piè
e fausse. Les

hypothèses sont : P (F |B1) =
200
5000

, P (F |B2) =
100
3000

, P (F |B3) =
700
2000

. On suppose que le 
hoix d'une boîte

est équiprobable, soit P (Bi) =
1
3
. Don
 P (B1 ∩ F )) = P|B1

(F )P (Bi) =
200
5000

1
3
. Idem pour B2 et B3. Don


P (F ) =
∑3

i=1 P (Bi ∩ F )) =
∑3

i=1 P|Bi
(F )P (Bi) =

1
3
( 2
50

+ 1
30

+ 7
20
) ≃ 14.1%.
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Exer
i
e 3.31 On observe : on a une panne dans 1% des 
as. On observe : une panne est déte
tée

dans 98% des 
as. On observe : s'il n'y a pas de panne, l'alerte est donnée dans 5% des 
as (fausse

alerte). Si l'alerte est donnée, qu'elle est la probabilité de panne ?

Réponse. Hypothèses. Soit A l'événement �panne� : P (A) = 0.01. Don
 AC
est l'événement �pas de

panne�, P (AC) = 0.99. Soit B l'événement alerte. On a P|A(B) = 0.98 et P|AC (B) = 0.05.

On veut P|B(A). On a P|B(A) =
P|A(B)P (A)

P|A(B)P (A)+P|AC (B)P (AC )
= 0.98∗0.01

0.98∗0.01+0.05∗0.99 ≃ 17%. (C'est faible.)

Exemple 3.32 Soit 3 maladies ex
lusives A1, A2 et A3, en proportion p1 = 1
2 , p2 = 1

4 et p3 = 1
4 ,

donnant de la �èvre F ave
 les probabilité p1|1 = P (F |A1) = 0.7, p1|2 = P (F |A2) = 0.8, p1|3 =
P (F |A1) = 0.9, voir le tableau suivant :

A1

p1

Fp1|1

Fp2|1

A2
p2

Fp1|2

Fp2|2

A3

p3

Fp1|3

Fp2|3

où F désigne l'absen
e de �èvre.

Cal
uler les p2|i et 
al
uler la probabilité de �èvre en 
as d'une des 
es trois maladies.

Réponse. On a p2|i = 1− p1|i 
ar F ∩ F = ∅ et p2|i + p1|i =
P (F∩Ai)
P (Ai)

+ P (F∩Ai)
P (Ai)

= 1.

Puis P (F ) =
∑

i P (F ∩Ai) =
∑

i P (F |Ai)P (Ai) = 0.7 1
2
+ 0.8 1

4
+ 0.9 1

4
= 0.775.

3.9 Prévalen
e, sensibilité et spé
i�
ité d'un test

Vo
abulaire médi
al. Soit une population Ω, et soit M la sous-population d'individus infe
tés

par un virus, ou plus généralement ayant un problème pouvant être testé (M pour malade).

Dé�nition 3.33 La prévalen
e est P (M) = |M|
|Ω| = le pour
entage d'individus infe
tés par le virus

rapporté à la population totale.

Soit un test de déte
tion du virus ; on note T+ l'événement �le test est positif�.

Dé�nition 3.34 La sensibilité du test est la probabilité pour une personne infe
tée d'être testée

positive :

sensibilité = Se = P|M (T+) = P (T+|M) (=
P (M ∩ T+)
P (M)

). (3.21)

La spé
i�
ité du test est la probabilité pour une personne non infe
tée d'être testée négative :

spé
i�
ité = Sp = P|MC (TC
+ ) = P (TC

+ |MC) (=
P (MC ∩ TC

+ )

P (MC)
). (3.22)

Interprétation.

Un test diagnostique parfait a une sensibilité et une spé
i�
ité de 1.

Un test ave
 une bonne sensibilité sera positif 
hez presque toutes les personnes infe
tées.

Un test ave
 une bonne spé
i�
ité sera négatif 
hez presque toutes les personnes non infe
tées.

Dé�nition 3.35

La valeur prédi
tive positive (VPP) est la probabilité d'être malade quand on est testé positif :

V PP = P|T+
(M) = P (M |T+). (3.23)

La valeur prédi
tive négative (VPN) est la probabilité d'être non malade quand on est négatif :

V PN = P|TC
+
(MC) = P (MC |TC

+ ). (3.24)
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Tableau des interse
tions : soit, relativement au test :

V P = probabilité vrai positif P (T+ ∩M) (infe
té testé positif),
V N = probabilité vrai négatif P (TC

+ ∩MC) (non infe
té testé négatif),

FP = probabilité faux positif P (T+ ∩MC) (non infe
té testé positif),

FN = probabilité faux négatif P (TC
+ ∩M) (infe
té testé négatif),

∩ M MC

T+ V P FP
TC
+ FN V N

Alors on a par ligne, puisque M ∩MC = ∅ :

P (T+) = V P + FP, P (TC
+ ) = FN + V N, (3.25)

et par 
olonnes, puisque T+ ∩ TC
+ = ∅ :

P (M) = V P + FN, P (MC) = FP + V N. (3.26)

D'où :

Se =
V P

V P + FN
, Sp =

V N

V N + FP
, (3.27)

et :

V PP =
V P

V P + FP
, V PN =

V N

V N + FN
(3.28)

Exer
i
e 3.36 Dans une population on a une proportion de 10−4 = 1
10000 = 0, 01% grippés. On

dispose d'un test de déte
tion 
ara
térisé par :

1- sa sensibilité de 99%,

2- sa spé
i�
ité de 99, 9%,

Sa
hant que le test est positif, qu'elle est la probabilité pour que l'individu soit e�e
tivement

grippé ? Le test est-il bon ? Quelle est la probabilité que le test soit positif ?

Réponse. But : trouver P|T+
(M) = P (M |T+).

Hypothèses : On a P (M) = 0, 01%, don
 P (MC) = 99, 99%, on a Se = P (T+|M) = 99%, et on a

Sp = P (TC
+ |MC ) = 99, 9%, don
 P|MC (T+) = 0, 1%. D'où :

P|MC (T+) =
P (M ∩ T+)

P (T+)
=

P (T+|M)P (M)

P (T+|M)P (M) + P (T+|MC)P (MC)

=
0, 99× 10−4

0, 99× 10−4 + 0, 001 × 0, 9999
≃ 0, 09 = 9%.

Le test est �mauvais� : P|T+
(M) = P (M |T+) est trop grand.

Et P (T+) = P|M (T+)P (M) + P|MC (T+)P (MC) = 0, 99 × 10−4 + 0, 001 × 0, 9999 = 0, 0011 = 0, 11%

est la probabilité d'avoir un test positif. C'est �grand relativement à� 0, 01% = le nombre de grippés.

Exer
i
e 3.37 (Pris dans Suquet [15℄.)

1- Un test sanguin a une probabilité de 95% de déte
ter un virus donné (et don
 5% des 
as ne

sont pas déte
tés). Quelle est sa sensibilité ?

2- Le test donne un faux résultat positif pour 1% des personnes. Quelle est la spé
i�
ité ?

3- Si 0.5% de la population est porteuse du virus, quelle est la probabilité qu'une personne ait

le virus sa
hant qu'elle a un test positif ? Le test est-il �able ?

4- Si 50% de la population est porteuse du virus, quelle est la probabilité qu'une personne ait

le virus sa
hant qu'elle a un test positif ? Le test est-il �able ?

5- Pour un 
ritère de �abilité de 95%, quel pour
entage de la population doit être tou
hé par

le virus pour que le 
ritère soit jugé �able ?

Réponse. Soit V = {personnes qui ont réellement le virus} et soit T+ = {personnes testées positives}.
1- 95% = P|V (T+) = Se = sensibilité : parmi les personnes qui ont le virus, 95% ont un test positif.

2- On donne 1% = P|V C (T+) : parmi les personnes qui n'ont pas le virus, 1% a un test positif.

Don
 P|V C (TC
+ ) = 1− P|V C (T+) = 99% = Sp = spé
i�
ité.

3- But : trouver P|T+
(V ) = P (V |T+) (parmi les personnes dont le test est positif, quelles sont 
elles

qui ont le virus). Soit α = P (V ) et don
 P (V C) = (1−α). On applique la formule de Bayes :

P|T+
(V ) =

P|V (T+)P (V )

P (T+)
=

P|V (T+)P (V )

P|V (T+)P (V ) + P|V C (T+)P (V C)
=

0.95 ∗ α
0.95 ∗ α+ 0.01 ∗ (1−α)

,

α = 0.5% = 0.005 de la population est porteuse du virus : P|T+
(V ) ≃ 32%. Con
lusion : le test n'est

pas �able : si la personne est malade, elle n'a qu'une 
han
e sur 3 d'être testée positive.

4- α = 50% = 0.5 de la population est porteuse du virus : PP|T+
(V ) = 0.95∗.5

0.95∗.5+0.01∗0.5 ≃ 99%, et le
test est �able si le 
ritère de �abilité demande plus 98% de réussite.

5- On 
her
he α t.q. PP|T+
(V ) ≥ 0.95. Don
 α ≥ 0.95 ∗ α+ 0.01 ∗ (1−α), Don
 α ≥ 0.01

0.06
. Don
 si au

moins 17% de la population est porteuse du virus, le test est jugé �able.
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3.10 Indépendan
e de 2 événements

Dé�nition 3.38 Les événements A et B sont dits indépendants ssi :

P (A ∩B) = P (A)P (B). (3.29)

(En parti
ulier, si P (A) 6= 0 et P (A) 6= 1, alors A n'est pas indépendant de lui-même.)

Proposition 3.39 Si A et B sont indépendants, alors B et A sont indépendants.

Si P (A) = 0 alors A et B sont indépendants (idem si P (B) = 0).
Quand P (A) 6= 0, les événements A et B sont indépendants ssi :

P|A(B) = P (B) (= P (B|A)), (3.30)

i.e. la probabilité de B n'est pas 
onditionnée par A : la probabilité d'avoir la propriété B est la

même dans A que dans tout l'univers.

Preuve. A et B jouent des r�les symétriques.

Si P (A) = 0, 
omme A ∩B ⊂ A on a aussi P (A ∩B) = 0, don
 (3.29) est véri�ée.
Si P (A) 6= 0 et P (A ∩ B) = P (A)P (B) (les événements sont indépendants) alors, ave
 (3.3),

P|A(B) = P (A)P (B)
P (A) = P (B). Ré
iproquement, si P|A(B) = P (B), alors P (A∩B)

P (A) = P (B), don
 les

événements sont indépendants, 
f. (3.29).

Exemple 3.40 Daltonisme, 
f. exer
i
e 3.4 : Dal et H ne sont pas indépendants : P|H(Dal) = 8%
alors que P (CB) = 4, 1%.

Proposition 3.41 Si les événements A et B sont indépendants ssi AC
et B sont indépendants.

Ainsi :

P (A ∩B) = P (A)P (B) ⇐⇒ P (AC ∩B) = P (AC)P (B)

⇐⇒ P (AC ∩BC) = P (AC)P (BC)
(3.31)

Et don
 si P (AC) 6= 0, on a aussi :

P|A(B) = P (B) ⇐⇒ P|AC (B) = P (B) (= P (B|AC)). (3.32)

Preuve. ⇒ : si A et B sont indépendants, alors P (AC ∩ B) = P (B) − P (A ∩ B) = P (B) −
P (A)P (B) = P (B)(1 − P (A)) = P (B)P (AC). Puis on rempla
e B par BC

.

⇐ : on applique (AC)C = A.

Exer
i
e 3.42 Montrer que les tirages de l'exemple 3.18 ne sont pas indépendants.

Réponse. 1- Réponse rapide. Il y a une 
han
e sur trois de tirer une boule quel
onque : probabilité

P ({2}) = 1
3
. Or exer
i
e 3.18 on a vu que P (2|1) = 1

2
don
 6= 1

3
= P (2) : les tirages ne sont pas

indépendants.

2- Réponse détaillée. On reprend les notations de l'exer
i
e 3.18. P (A) = 1
3
= P (B), et P (A∩B) = 1

6
,

d'où P (A)P (B) = 1
9
6= 1

6
= P (A ∩ B) : les tirages ne sont pas indépendants.

Exer
i
e 3.43 On lan
e un dé une fois. Trouver une probabilité pour laquelle les événements

A = {1, 2} et B = {2, 3} sont indépendants, et une autre pour laquelle ils ne le sont pas.

Réponse. Dé équilibrée : probabilité P équiprobable, i.e. donnée par P (i) = 1
6
pour un lan
er. Don


P (A) = 1
3

= P (B). Et P (A ∩ B) = P ({2}) = 1
6

6= P (A)P (B) : les événements A et B ne sont pas

indépendants. Cette probabilité ne répond pas à la question.

Dé déséquilibré : probabilité P donnée par P (1) = P (2) = 1
2
, et P (i) = 0 pour i = 3, 4, 5, 6. On a

P (A) = 1
2
+ 1

2
= 1, P (B) = 1

2
+ 0 = 1

2
, P (A ∩ B) = P (2) = 1

2
= P (A)P (B).

Exer
i
e 3.44 Jeu de 52 
artes. A = {dame}, B = {
oeur}.
1- On suppose le jeu non truqué. A et B sont-ils indépendants ?

2- Jeu truqué : soit V = {valet de pique}. Soit la probabilité P donnée par P (V ) = 1
2 et

P ({x}) = 1
2

1
51 = 1

102 la probabilité de toute autre 
arte. A et B sont-ils indépendants ?

Réponse. 1- P (A) = 4
52
, P (B) = 13

52
, P (A ∩B) = 1

52
; on a don
 P (A)P (B) = P (A ∩B) : indépendan
e.

2- P (A) = 4
102

, P (B) = 13
102

, P (A∩B) = 1
102

. on a don
 P (A)P (B) 6= P (A∩B) : non indépendan
e.
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Proposition 3.45

1- Si A ⊂ B et P (A) 6= 0 et P (B) 6= 1, alors A et B sont dépendants.

2- Soit A,B tels que A ∩ B = ∅ (événements in
ompatibles) et P (A) 6= 0 et P (B) 6= 0 : ils ne

sont jamais indépendants (on a B ⊂ AC
).

3- Un événement A est indépendant de lui-même ssi 
'est l'événement impossible ou l'événement


ertain. (Don
 attention au vo
abulaire.)

Preuve. 1- A ⊂ B donne A∩B = A. Don
 i
i P (A∩B) = P (A) ; et P (A) = P (A∩B) = P (A)P (B)
ssi P (A) = 0 ou P (B) = 1, 
as ex
lus.

2- Cas A∩B = ∅. On a P (A∩B) = 0 6= P (A)P (B) quand P (A) 6= 0 et P (B) 6= 0. Ou en
ore :

A ⊂ BC
, P (A) 6= 0 et P (BC) 6= 1, et on applique le point pré
édent.

3- P (A) = P (A ∩ A) = P (A)2 ssi P (A) = 0 ou 1.

Exer
i
e 3.46 On lan
e un dé. Soit A l'événement le lan
er est pair, et soit B l'événement le

lan
er est ≤ 3. Les événements A et B sont-ils indépendants ?

Réponse. A = {2, 4, 6}, P (A) = 1
2
. B = {1, 2, 3}, P (B) = 1

2
. A ∩ B = {2}, P (A ∩ B) = 1

6
. Et

1
6
6= 1

2
1
2
.

Don
 A et B ne sont pas indépendants.

Ou en
ore P|A(B) est la probabilité d'être ≤ 3 sa
hant qu'on est pair, soit P|A(B) = P (B∩A)
P (A)

=
1
6
1
2

= 1
3

qui est 6= P (B) = 1
2
.

Ou en
ore P|AC (B) est la probabilité d'être ≤ 3 sa
hant qu'on est impair, soit P|AC (B) = P (B∩AC )

P (AC )
=

2
6
1
2

= 2
3
qui est 6= P (B) = 1

2
.

3.11 Indépendan
e de n événements

Soit I un ensemble quel
onque.

Dé�nition 3.47 Une famille (Ai)i∈I d'événements est (mutuellement) indépendante ssi :

pour toute sous-famille �nie (Aik )k=1,...,n, où n ≤ |I|, on a :

P (Ai1 ∩ ... ∩ Ain) = P (Ai1 )...P (Ain). (3.33)

(À 
omparer à l'indépendan
e de v.a.r., 
f. (5.16) plus loin.)

Exemple 3.48 Pour une famille (A,B,C) de trois événements, ils sont don
 indépendants ssi les

4 
onditions suivantes sont réalisées :

P (A ∩B ∩C) = P (A)P (B)P (C), et (3.34)

P (A ∩B) = P (A)P (B), P (B ∩ C) = P (B)P (C), P (A ∩ C) = P (A)P (C). (3.35)

Voir remarques suivantes 3.49 et 3.50.

Remarque 3.49 N.B. : si la famille est indépendante, alors les Ai sont deux à deux indépendants

(immédiat : prendre toutes les sous-familles de 2 éléments).

Mais la ré
iproque est fausse : si les éléments sont 2 à 2 indépendants, la famille n'est pas

né
essairement indépendante.

Exemple : soit Ω = {1, 2, 3, 4} et tirage équiprobable ; soit les événements A = {1, 2}, B =

{1, 3} et C = {1, 4}, ave
 don
 ave
 P (A) = |A|
|Ω| = 1

2 = P (B) = P (C) : on a bien (3.35), i.e.

P (A ∩B) = P (B ∩C) = P (C ∩ A) = P ({1}) = 1
4 (les événements sont 2 à 2 indépendants), mais

on n'a pas (3.34) 
ar P (A ∩B ∩C) = P ({1}) = 1
4 6= 1

8 = P (A)P (B)P (C).

Remarque 3.50 N.B. : si (3.34) est vraie, on n'a pas né
essairement (3.35). Comme A,B,C
jouent le même r�le, 
ela revient à dire qu'on peut avoir (3.34) et P (A ∩B) 6= P (A)P (B), i.e. on
peut avoir (3.34) alors que les événements A et B ne sont pas indépendants. Exemple :
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Tirage équiprobable à 4 boules numérotées 1, 2, 3, 4, et 2 tirages su

essifs sans remise où on

tient 
ompte de l'ordre. L'univers est :

Ω = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), ..., (4, 1), (4, 2), (4, 3)},

de 
ardinal |Ω| = 12 (= A2
4 = 4!

2! 
f. (2.28)). Soit A l'événement �la première boule tirée est 1 ou 2� :

A = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 3), (2, 4)},

de 
ardinal |A| = 6. D'où P (A) = |A|
|Ω| =

1
2 . (Dessiner les points dans N× N.)

Soit B l'événement �la deuxième boule tirée est 3 ou 4� :

B = {(1, 3), (2, 3), (4, 3), (1, 4), (2, 4), (3, 4)},

de 
ardinal |B| = 6. D'où P (B) = |B|
|Ω| =

1
2 . En parti
ulier P (A)P (B) = 1

4 .

On a A ∩ B = {(1, 3), (2, 3), (1, 4), (2, 4)} d'où P (A ∩ B) = 4
12 = 1

3 6= 1
4 = P (A)P (B) : les

événements A et B ne sont pas indépendants.

Et soit C l'événement �les boules tirées sont 1 et 2 ou bien 1 et 3 : C = {(1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1)}.
On a P (C) = |C|

|Ω| =
1
3 et P (A)P (B)P (C) = 1

12 ave
 A ∩ B ∩ C = {(1, 3)} don
 P (A ∩ B ∩ C) =
1
12 = P (A)P (B)P (C). On a bien (3.34) sans avoir (3.35).

Exemple 3.51 (ωi)i=1,...,N suite de N tirages de �pile ou fa
e� : ωi = p ou f . I
i l'univers est

Ω = ({p, f})N . Une éventualité est un ~ω = (ω1, ..., ωN ) = (ωi)i=1,...,N ∈ Ω (une suite �nie de

longueurN). Soit (~ωk)k∈N∗
une suite (dénombrable) d'éventualités. La famille ({~ωk})k∈N∗


onstitue

une famille indépendante d'événements.

Proposition 3.52 Si (Ai)i∈I est une famille d'événements (mutuellement) indépendants, alors la

famille des 
omplémentaires (AC
i )i∈I est une famille d'événements (mutuellement) indépendants.

Preuve. Ré
urren
e. Hypothèse : si (Ai)i=1,...,n famille indépendante alors (AC
i )i=1,...,n famille

indépendante.

Vrai pour n = 2, 
f proposition 3.41. Supposons que 
e soit vrai pour un n ∈ N∗
.

Soit (Ai)i=1,n+1 famille indépendante. Par hypothèse, toute sous famille (Ai1 , ..., Aik) de taille
k ≤ n de (Ai)i=1,n+1 véri�e (AC

i1 , ..., A
C
ik
) est indépendante.

Considérons la famille (Ai)i=1,...,n+1 supposée indépendante. En parti
ulier An+1 et (
⋃

i≤n Ai)

sont indépendants, don
 AC
n+1 et (

⋃
i≤n Ai)

C
sont indépendants, 
f. proposition 3.41, soit P (AC

n+1∩
(
⋃

i≤nAi)
C = P (AC

n+1)P ((
⋃

i≤nAi)
C)) = P (AC

n+1)P (
⋂

i≤n A
C
i )) = P (AC

n+1)P (A
C
1 )...P (A

C
n ) (hy-

pothèse de ré
urren
e). On a véri�é (3.33).

3.12 Lemme du zéro-un de Borel�Cantelli

3.12.1 lim sup et lim inf

Dé�nition 3.53 Si (An)n∈N∗
est une suite de sous-ensembles de Ω, on note :

lim sup
n→∞

(An) =
⋂

n∈N∗

(
⋃

k≥n

Ak) et lim inf
n→∞

(An) =
⋃

n∈N∗

(
⋂

k≥n

Ak), (3.36)

les sous-ensembles de Ω appelés limite supérieure et limite inférieure de la suite (An)N∗
.

Soit, pour n ∈ N∗
:

Bn =
⋃

k≥n

Ak et Cn =
⋂

k≥n

Ak. (3.37)

Proposition 3.54 Les suites (Bn)N∗
et (Cn)N∗

sont respe
tivement dé
roissantes et 
roissantes,

et les limsup et liminf d'une suite (An)n∈N∗
existent toujours dans P(Ω) :

lim sup
n→∞

(An) = lim
n→∞

(
⋃

k≥n

Ak) =
⋂

N∗

Bn et lim inf
n→∞

(An) = lim
n→∞

(
⋂

k≥n

Ak) =
⋃

N∗

Cn. (3.38)
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Preuve. Bn =
⋃

k≥n Ak = Ak

⋃
(
⋃

k≥n+1 Ak) = Ak

⋃
Bn+1 ⊃ Bn+1, don
 (Bn) est dé
roissante,

don
 
onvergente dans P(Ω) de limite

⋂
N∗ Bn = limn→∞Bn. Et lim supn→∞(An) =

déf

⋂
N∗ Bn.

Cn =
⋂

k≥n Ak = Ak

⋂
(
⋂

k≥n+1 Ak) = Ak

⋂
Cn+1 ⊂ Cn+1, don
 (Cn) est 
roissante, don



onvergente dans P(Ω) de limite

⋃
N∗ Cn = limn→∞ Cn. Et lim infn→∞(An) =

déf

⋃
N∗ Cn.

Interprétation :

lim sup
n→∞

(An) =
⋂

n∈N∗

Bn = {ω : ∀n ∈ N∗, ω ∈ Bn}

= {ω : ∀n ∈ N∗, ∃k ≥ n, ω ∈ Ak}
= {ω : ω appartient à une in�nité de Ak}.

(3.39)

Et :

lim inf
n→∞

(An) =
⋃

n∈N∗

Cn = {ω : ∃n ∈ N∗, ω ∈ Cn}

= {ω : ∃n ∈ N∗, ∀k ≥ n, ω ∈ Ak}
= {ω : ∃n ∈ N∗, ω appartient à tous Ak pour k ≥ n},
= {ω : il n'existe qu'un nombre �ni de Ak t.q. ω /∈ Ak}.

(3.40)

Proposition 3.55 On a :

lim sup
n→∞

(An) ⊃ lim inf
n→∞

(An). (3.41)

Preuve. Il s'agit de montrer que

⋂
n∈N∗(Bn) ⊃

⋃
m∈N∗(Cm), i.e. ∀n ∈ N∗

, Bn ⊃ ⋃
m∈N∗(Cm), i.e.

∀n ∈ N∗
, ∀m ∈ N∗

, Bn ⊃ Cm, i.e. ∀n ∈ N∗
, ∀m ∈ N∗

,

⋃
k≥nAk ⊃ ⋂

ℓ≥mAℓ.

Comme

⋂
ℓ≥mAℓ ⊂ ⋂

ℓ≥1Aℓ, il su�t de véri�er : ∀n ∈ N∗
,

⋃
k≥n Ak ⊃ ⋂

ℓ∈N∗ Aℓ, 
e qui est

trivial 
ar, ∀n ∈ N∗
,

⋂
ℓ∈N∗ Aℓ ⊂ An ⊂ ⋃

k≥n Ak.

Exemple 3.56 Soit (an)N∗
la suite de réels dé�nie par a2n = 1 + 1

2n et a2n+1 = 0.
Soit An = {an} (singleton).

Alors Bn = {0, 1 + 1
2n , 1 +

1
2(n+1) , ...}, don
 lim sup(An) =

⋂
N∗ Bn = {0}.

Et Cn = ∅, don
 lim inf(An) = ∅.
N.B. : ne pas 
onfondre ave
 les limsup et liminf des suites : i
i la limite sup de la suite (an)N∗

est lim sup(an) = infn∈N∗(supk≥n an) = 1 (la plus grande valeur d'adhéren
e), et la limite inf de

la suite (an)N∗
est lim inf(an) = supn∈N∗(infk≥n an) = 0 (la plus petite valeur d'adhéren
e).

Proposition 3.57 Si la suite (An)N∗
est monotone (
roissante ou dé
roissante) dans P(Ω), alors

lim sup(An) = lim(An) = lim inf(An).

Preuve. Si (An) est 
roissante, i.e. An ⊂ An+1 pour tout n, notons A∞ = limn→∞An =
⋃

N∗ An,


f. (2.7). Et don
 Bn =
⋃

k≥nAk = A∞, et Cn =
⋂

k≥nAk = An. Don

⋂

N∗ Bn = A∞ =
⋃
Cn.

Si (An) est dé
roissante, i.e. An ⊃ An+1 pour tout n, notons A∞ = limn→∞An =
⋂

N∗ An,


f. (2.8). Et don
 Bn =
⋃

k≥nAk = An, et Cn =
⋂

k≥n Ak = A∞. Don


⋂
N∗ Bn = A∞ =

⋃
Cn.

Proposition 3.58 On a (relation entre lim sup et lim inf) :

(lim sup
n→∞

(An))
C = lim inf

n→∞
(AC

n ). (3.42)

Preuve. lim inf
n→∞

(AC
n ) =

⋃

N∗

(
⋂

k≥n

AC
k ) =

⋃

N∗

((
⋃

k≥n

Ak)
C) =

⋃

N∗

(BC
n ) = (

⋂

N∗

Bn)
C = (lim sup

n→∞
An)

C
.

Exemple 3.59 Suite de l'exemple 3.56 : don
 (lim supn→∞(An))
C = R− {0}.

Et AC
2n = R− {1 + 1

2n} et AC
2n+1 = R− {0}. Don
 ⋂

k≥n A
C
k = R− {0, 1 + 1

2n , 1 +
1

2(n+1) , ...},
don
 lim inf(AC

n ) = R− {0}.
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3.12.2 Lemme du zéro-un

Théorème 3.60 (dit lemme du zéro-un de Borel�Cantelli.)

Soit (Ω, T , µ) un espa
e mesuré, et soit (An)N ∈ T N
une suite d'ensembles mesurables.

1- On a :

si

∑

n∈N

µ(An) <∞ alors µ(lim sup
n→∞

An) = 0, (3.43)

i.e. si la série de terme générale �la mesure de An� est 
onvergente alors la mesure de la limite

supérieure est nulle, et

1'- Cas parti
ulier µ = P mesure de probabilité : si

∑
n∈N

P (An) < ∞ alors la probabilité

qu'une in�nité de An se réalise est nulle ; ou en
ore, ave
 une probabilité égale à 1 au plus un

nombre �ni d'événements An se réalise.

Et dans (3.43) il n'est pas su�sant de supposer limn→∞ µ(An) → 0 pour que : ave
 une

probabilité égale à 1, au plus un nombre �ni d'événements An se réalise.

2- Si P est une mesure de probabilité, et si (An)N est une suite d'événements indépendants,

on a :

si

∑

n∈N

P (An) = ∞ alors P (lim sup
n→∞

An) = 1, (3.44)

i.e., si les An sont indépendants et si

∑
n∈N

P (An) = ∞, alors une in�nité d'événements An sont

né
essairement réalisés. On peut réé
rire (3.44) 
omme, la famille (An)N étant indépendante :

si

∑

n∈N

P (An) = ∞ alors ∀n ∈ N, P (
⋃

k≥n

Ak) = 1. (3.45)

Preuve. 1- Soit Bn =
⋃

k≥n

Ak. On a µ(Bn) ≤
∑

k≥n

µ(Ak) reste d'une série 
onvergente, don


µ(Bn) −→
n→∞

0.

Et (Bn)n∈N est une suite dé
roissante, don
 (µ(Bn))N est une suite dé
roissante ; ave
 µ(B1) <
∞, don
 lim

n→∞
µ(Bn) = µ( lim

n→∞
Bn), 
f. proposition 2.38 page 24. Don
 0 = lim

n→∞
µ(Bn) =

µ(
⋂

n∈N

Bn) = µ(lim supAn). D'où (3.43).

Et il n'est pas su�sant de supposer µ(Ak) →k→∞ 0 : prendre Ω = [0, 1] et µmesure de Lebesgue,

A0 = [0, 1] =noté Af0 , puis A1 = [0, 12 ], A2 = [ 12 , 1] =
noté Af1 , puis A3 = [0, 13 ], A4 = [ 13 ,

2
3 ],

A5 = [ 23 , 1] =
noté Af2 , puis... (faire un dessin). On a f0 = 0, f1 = f0 + 2 = 2, f2 = f1 + 3 = 5, ...,

fn = fn−1+n+1 (don
 suite 
roissante), on a Bn = [0, 1] pour tout n, d'où µ(lim supAn) = 1, bien
que |Afk | = 1

k et don
 limk→∞ µ(Ak) → 0. (I
i
∑

n∈N
µ(An) ≥

∑
n∈N

µ(Afn) ≥
∑

n∈N∗
1
n = ∞.)

2- P (
⋃

k≥n

Ak) = 1−P (
⋂

k≥n

AC
k ) = 1−

∞∏

k=n

P (AC
k ), 
ar les A

C
k sont indépendants (puisque les Ak

le sont, 
f. proposition 3.52), soit P (Bn) = 1−
∞∏

k=n

(1− P (Ak)) ≥ 1−
∞∏

k=n

e−P (Ak)

ar 1−x ≤ e−x

.

Don
 P (Bn) ≥ 1 − e−
∑∞

k=n P (Ak) = 1 
ar

∑∞
k=n P (Ak) = ∞ (
'est le reste d'une série positive

divergente). D'où (3.44), don
 (3.45).

Puis soit Ai tel que P (Ai) 6= 0, et supposons que Ai ne soit réalisé qu'un nombre �ni de fois.

Soit N sa dernière réalisation. Alors pour tout n > N on a 1 = P (Ai ∪ Bn) = P (Ai) + P (Bn),
don
 P (Bn) = 1−P (Ai) ne 
onverge pas vers 1. Contraire au résultat, don
 Ai est né
essairement

réalisé une in�nité de fois.

Exemple 3.61 Répétition dans un jeu de pile ou fa
e.

On lan
e 2 fois une piè
e équilibrée. L'univers est Ω = {p, f}2. Et pour un résultat ~ω ∈ Ω, par
exemple ~ω = (p, p), on a P (~ω) = 1

4 .

On répète une in�nité de fois 
ette expérien
e. Soit (~ωn)n∈N∗ ∈ ΩN
∗
une suite in�nie de résultats

indépendants, ave
 ~ωk =noté (ωk1 , ωk2) ∈ Ω. Soit An = {~ωn} (le singleton (ωn1 , ωn2)). Soit Bn =⋃

k≥n

An =
⋃

k≥n

{~ωk} =
⋃

k≥n

{(ωk1 , ωk2)} ⊂ Ω. Et le lemme donne P (Bn) →n→∞ 1, 
ar les ωk sont

indépendants et

∑∞
n=1

1
4 = ∞.
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Ainsi, de manière presque 
ertaine (ave
 une probabilité 1), on va retrouver tout événement ~ωn

(i
i l'un des 4 événements possibles) une in�nité de fois dans la suite(~ωn)n∈N∗
.

De même, étant donné un mot M de longueur donnée, en tapant au hasard une in�nité de fois

des mots de même longueur, on est 
ertain d'avoir tapé le mot M , et 
e une in�nité de fois.

Exer
i
e 3.62 Exer
i
e sur les suites : dans la démonstration du théorème 3.60 on a la suite

fn = fn−1 + n+ 1 pour n ≥ 1. Donner fn en fon
tion de n.

Réponse. f1 = f0 + 2, f2 = f1 + 3, ..., fn = fn−1 + n + 1. On ajoute pour obtenir : f1 + ... + fn =

f0 + ...+ fn−1 + 1 + 2 + ...+ (n+1), et il reste fn = f0 +
(n+1)(n+2)

2
.

4 Variable aléatoire réelle et loi d'une v.a.r.

[real-valued random variable℄

4.1 Dé�nition

4.1.1 Rappel : fon
tion mesurable

Voir poly
opié �intégrale de Lebesgue�.

Soit (E, TE) un espa
e mesurable et soit (R, TR) l'espa
e des réels muni de sa tribu borélienne.

Dé�nition 4.1 Une fon
tion f : E → R est mesurable ssi pour tout a ∈ R on a f−1(]−∞, a]) ∈ TE ,
i.e. ssi l'image ré
iproque de tout intervalle ]−∞, a] est dans la tribu TE de E

(Dé�nition équivalente : une fon
tion f : E → R est mesurable ssi pour tout I borélien de R
on a f−1(I) ∈ TE .)

Exemple 4.2 Si TE = P(E) alors toute fon
tion f : E → R est mesurable.

Remarque 4.3 La notion de fon
tion mesurable n'est don
 pertinente que quand TE ( P(E),

omme dans le 
as pour (E, TE) = (R, TR) où TR est la tribu borélienne, voir poly
opié �intégrale

de Lebesgue�.

Dans la pratique ingénieur usuelle, �toutes� les fon
tions f : (R,P(R)) → R sont mesurables,


f. exemple 2.26 page 22. (Ce n'est pas le 
as mathématiquement, voir exemple suivant.)

Exemple 4.4 Soit E muni d'une tribu TE quel
onque. La fon
tion f = 1A est mesurable ssi

A ∈ TE . En e�et :

si a < 0 alors 1−1
A (]−∞, a]) = ∅,

si a ∈ [0, 1[ alors 1−1
A (]−∞, a]) = AC

,

si a ≥ 1 alors 1−1
A (]−∞, a]) = E,

et AC ∈ TE ssi A ∈ TE .

Dé�nition 4.5 Plus généralement : soit (E, TE) un ensemble mesurable, soit (F,OF ) un ensemble

muni d'une topologie OF . Une fon
tion f : E → F est mesurable ssi pour tout U ∈ OF (ouvert

de F ) on a f−1(U) ∈ TE (son image ré
iproque est mesurable dans E).

Proposition 4.6 et dé�nition. Soit TF la tribu engendrée par la topologie OF .

Si f : (E, TE) → (F, TF ) est mesurable, alors posant :

f−1(TF ) = {A = f−1(B) : B ∈ TF },

le sous-ensemble f−1(TF ) =noté σ(f) de P(E) est une tribu, sous-tribu de TE , appelée tribu en-

gendrée par f .

Preuve. On véri�e fa
ilement les 
onditions de la dé�nition 2.18 à l'aide de (1.5).

Exemple 4.7 Pour A ∈ TE et f = 1A : E → R la fon
tion indi
atri
e de A, on a σ(1A) =
1−1
A (TR) = {∅, A,AC , E}, l'ensemble des ensembles pertinents pour 1A.
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50 4.1. Dé�nition

4.1.2 Variable aléatoire réelle (v.a.r.)

Dé�nition 4.8 En probabilité, une fon
tion mesurable f : Ω → R est appelée une variable aléa-

toire réelle (v.a.r.).

Don
, si (Ω, TΩ, P ) un espa
e probabilisé, alors f est une v.a.r. ssi f est mesurable, i.e. ssi, pour

tout a ∈ R on a f−1(]−∞, a[) ∈ TΩ.
(Don
, en pratique ingénieur, une v.a.r. est une fon
tion.)

Dé�nition 4.9 Cas parti
ulier : une v.a.r. est dite déterministe ssi f est une fon
tion 
onstante

(une seule possibilité de résultat, soit une seule issue).

Et en probabilité on note souvent f =noté X une v.a.r. :

f
noté

= X :

{
Ω → R,

ω 7→ x = X(ω).

Remarque 4.10 Une variable aléatoire est utilisée pour donner une �valeur� à un résultat ω.

Dé�nition 4.11 Une v.a.r. X est dite dis
rète ssi X(Ω) est dis
ret (i.e. est de 
ardinal �ni ou

dénombrable).

Une v.a.r. X est dite 
ontinue ssi Im(X) = X(Ω) est un intervalle ouvert non vide de R.

Exemple 4.12 Jeu de pile ou fa
e, X(pile) = a et X(face) = b, ave
 a la valeur du �gain� quand

on a obtenu pile, et ave
 b la valeur du �gain� quand on a obtenu face. On voudra 
onnaître la

probabilité de gagner a, i.e. on voudra 
onnaître PX(a) = P ({ω : X(ω) = a} =noté P (X = a),
probabilité pour que la valeur de X soit a.

Exemple 4.13 On lan
e deux dés, résultat ~ω = (ω1, ω2), on s'intéresse à la somme S = X(~ω) =
ω1 + ω2, On voudra 
onnaître la probabilité PX(4) d'obtenir la somme 4. I
i :

PX(4) = P ({~ω : X(~ω) = 4} = P ((1, 3)) + P ((2, 2)) + P ((3, 1)) = 3
36 = 1

12 =noté P (X = 4),
probabilité pour que la valeur de X soit 4 (pour des dés équilibrés).

4.1.3 Notations ensemblistes {X ∈ I} et {X = x}
Dé�nition 4.14 Si X : Ω → R est une v.a.r. et I ∈ TR, on note :

{X ∈ I} déf= X−1(I) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ I} (⊂ Ω) (4.1)

l'ensemble des éventualités ω ∈ Ω t.q. la valeur X(ω) prise par ω est dans I.
Et {X ∈ I} est l'événement de Ω appelé �X prend ses valeurs dans I�.

Dé�nition 4.15 Et dans le 
as parti
ulier I = {x}, on note :

{X = x} déf= {X ∈ {x}} (= X−1({x}) = {ω ⊂ Ω : X(ω) = x}), (4.2)

appelé l'événement �X prend la valeur x�.

Remarque 4.16 Cette notation {X = x} ne doit pas 
réer de 
onfusion : X est bien une fon
tion

et non une valeur. Et {X = x} est un ensemble : 
'est le sous-ensemble X−1({x}) de Ω.

Exemple 4.17 A ∈ TΩ et X = 1A. Alors
{1A = 1} = A,
{1A = 0} = AC = {1A([−1, 12 ]),
{1A ∈ [2, 3]} = ∅...

Exemple 4.18 Alternative simple pile ou fa
e : soit X : Ω = {p, f} → R donnée par X(f) = +1
et X(p) = −1 (gain de 1 euro si 
'est fa
e, et perte de 1 euro si 
'est pile).

Cas d'une piè
e équilibrée : P (X=1) = P (f) = 1
2 est la probabilité de gagner 1 euros ; et

P (X=− 1) = P (p) = 1
2 est la probabilité de perdre 1 euros ; et P (X ∈ [2, 3]) = P (∅) = 0.
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51 4.2. Loi (de probabilité) d'une variable aléatoire : les probabilités images

Exemple 4.19 On lan
e deux dés et on s'intéresse à la somme. I
i l'univers est Ω = [1, 6]2
N

(l'ensemble des 
ouples (n,m) résultats des lan
ers). Soit S : Ω → R la fon
tion somme sur Ω,
S(n,m) = n+m. Par exemple :

{S = 11} = S−1(11) = {(n,m) ∈ [1, 6]2
N
: n+m = 11} = {(5, 6), (6, 5)}. (4.3)

Ainsi, pour un dé équilibré :

P (S = 11) = P ({(5, 6), (6, 5)}) = P ({(5, 6)}) + P ({(6, 5)}) = 2

36
, (4.4)

soit une 
han
e sur dix-huit d'obtenir 11. Et on notera P (S = 11) =noté PS(11).

4.2 Loi (de probabilité) d'une variable aléatoire : les probabilités images

[Law of a random variable, or, image measure of a random variable.℄

Soit (Ω, T , P ) un espa
e probabilisé.

4.2.1 Loi d'une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire réelle sur (Ω, T ) (i.e. soit X : Ω → R une fon
tion mesurable).

Dé�nition 4.20 La loi de la v.a.r.X (la distribution de la v.a.r.X) est la fon
tion PX : TR → [0, 1]
dé�nie sur la tribu borélienne de R par :

PX
déf

= P ◦X−1, (4.5)

i.e., pour tout I intervalle de R (ou tout I borélien de R) :

PX(I)
déf

= P (X−1(I)) = P (X ∈ I) (= P ({ω ∈ Ω : P (ω) ∈ I})). (4.6)

C'est la probabilité de l'événement �X prend ses valeurs dans I�.

Et dans le 
as parti
ulier I = {x} (singleton) on note :

PX(x)
déf

= PX({x}) don
 = P (X = x) = P ({ω ∈ Ω : P (ω) = x}). (4.7)

Exemple 4.21 Suite de l'exemple 4.19 (lan
er de deux dés, somme S) : PS(11) =
2
36 .

Exemple 4.22 Soit X = 1A où A ∈ TΩ. Alors :

P1A({1}) = P (A). (4.8)

En e�et P1A({1}) = P (1A ∈ {1}) = P ({ω : 1A(ω) = 1}) = P (A).

4.2.2 Proposition de la mesure image

Pour montrer que PX est une probabilité, on 
ommen
e par la proposition de la mesure image :

Soit (E, TE) un espa
e mesurable, soit (F,OF ) un espa
e topologique, soit TF la tribu engendrée

par OF . Soit ϕ : E → F une fon
tion mesurable.

Soit µ : TE → R+ une mesure sur l'espa
e mesurable (E, TE).

Proposition 4.23 et dé�nition. Alors la fon
tion ν : TF → R+ dé�nie par :

ν
déf

= µ ◦ ϕ−1
(4.9)

est une mesure sur (F, TF ). De plus, si µ est une mesure �nie (telle que µ(E) < ∞) alors ν est

également �nie.

Cette mesure ν est appelée mesure image de µ par ϕ. Elle est don
 donnée par, pour tout

B ∈ TF :

ν(B) = µ(ϕ−1(B)) (= µ({ω : ϕ(ω) ∈ B}) = µ(ϕ ∈ B)), (4.10)

en
ore noté :

∫

x∈B

dν(x) =

∫

ω∈ϕ−1(B)

dµ(ω), ou bien

∫

B

dν =

∫

ϕ−1(B)

dµ. (4.11)

51



52 4.2. Loi (de probabilité) d'une variable aléatoire : les probabilités images

Preuve. Il s'agit pour ν de véri�er les points 1-et 2-, mais pas le point 3-, de la dé�nition 2.33

page 23.

1- On a ν(∅) = µ(ϕ−1(∅)) = µ(∅) = 0 
ar µ est une mesure.

2- Soit (Bi)i∈N une famille dans TF telle que Bi ∩Bj = ∅ pour tout i 6= j. Véri�ons ν(
⋃

iBi) =∑
i ν(Bi).
Posons Ai = ϕ−1(Bi) ; Ai ∈ TE 
ar ϕ est mesurable. On a ν(Bi) = µ(Ai) par dé�nition de ν.
Pour i 6= j, ayant Bi ∩Bj = ∅ on a Ai ∩ Aj = ∅ (proposition 1.5).

D'où, µ étant une mesure,

∑
i ν(Bi) =

∑
i µ(Ai) = µ(

⋃
iAi), d'où

∑
i ν(Bi) = µ(

⋃
i ϕ

−1(Bi)) =
µ(ϕ−1(

⋃
iBi)) (proposition 1.5), don
 = ν(

⋃
iBi).

Cas µ mesure �nie : ayant ϕ−1(F ) ⊂ E, on a ν(F ) = µ(ϕ−1(F )) ≤ µ(E) <∞.

Exemple 4.24 µ = dx mesure de Lebesgue sur R et ϕ = 1R+ : R → R. Soit ν = µ ◦ ϕ−1
. Pour

B ∈ TR on a 1−1
R+

(B) = soit ∅, soit R∗
−, soit R+, soit R. Don
 ν(B) = µ(1−1

R+
(B)) = 0 ou = ∞.

Noter que ν n'est pas σ-�nie (le point 3- de la dé�nition 2.33 n'est pas véri�é).

4.2.3 Probabilité image PX (ou loi de X, ou distribution de X)

Corollaire 4.25 Soit (Ω, T , P ) un espa
e probabilisé, et soit (R, TR) l'espa
e mesurable R muni

de sa tribu borélienne TR. Si X : Ω → R est une v.a.r., alors la fon
tion :

PX = P ◦X−1
(4.12)

est une (mesure de) probabilité sur l'espa
e mesurable (R, TR).

Preuve. P étant une mesure, PX était également une mesure, 
f. proposition 4.23. Et on a PX(R) =
P (X−1(R)) = P (Ω) = 1 
ar P est une probabilité. Don
 PX est une probabilité (mesure de

masse 1).

Dé�nition 4.26 La mesure image PX (de la probabilité P par la v.a.r. X) est appelée la loi de

probabilité de la v.a.r. X , en
ore appelée la loi de X , ou la distribution de X .

Don
, 
f. notation (4.11) :

∫

x∈B

dPX(x) =

∫

ω∈X−1(B)

dP (ω), ou bien

∫

B

dPX =

∫

X−1(B)

dP. (4.13)

Exer
i
e 4.27 Soit X : Ω → R une fon
tion 
onstante : don
 il existe c ∈ R t.q. pour tout ω ∈ Ω
on a X(ω) = c =noté X (la valeur de X). Autrement dit X = X1Ω.

Montrer que la loi de X est la loi dis
rète qui est la mesure de Dira
 en X, i.e. montrer :

X = X1R =⇒ PX = δX , (4.14)

soit en
ore PX(X) = 1, et PX(x) = 0 pour tout x 6= X ; soit en
ore, pour I ∈ TR :

{
PX(I) = 1 si X ∈ I,

PX(I) = 0 si X /∈ I.

Réponse. On a PX(I) = P (X−1(I)) = P ({ω : X(ω) ∈ I}), ave
 i
i Im(X) = {X} ; don
 pour I donné, si

I ∩ Im(X) ⊃ {X}, i.e. si X ∈ I alors PX(I) = P (Ω) = 1, et si X /∈ I alors PX(I) = P (∅) = 0.

Exemple 4.28 Voir exemple 2.48 page 25.

Exemple 4.29 Voir exemple 4.21.

4.2.4 Fon
tion de répartition de la loi d'une variable aléatoire

On reprend le paragraphe 2.7 où la probabilité 
onsidérée est maintenant PX .

Dé�nition 4.30 On appelle fon
tion de répartition de la variable aléatoire X [
umulative dis-

tribution fun
tion of a real-valued random variable X , or distribution fun
tion of X ℄ la fon
tion

FX : R → R de répartition de la probabilité PX :

FX(t) = PX(]−∞, t]) (= P (X−1(]−∞, t])). (4.15)

(Intervalle fermé en t.) Autrement dit FX(t) = P (X ≤ t), soit FX(t) = P ({ω : X(ω) ≤ t}).
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53 4.2. Loi (de probabilité) d'une variable aléatoire : les probabilités images

4.2.5 Variable aléatoire de loi dis
rète

Dé�nition 4.31 La v.a.r. X est dite de loi dis
rète ssi PX est une probabilité dis
rète, i.e. de la

forme :

PX =
∑

i∈I

piδxi , (4.16)

où I est un ensemble �ni ou dénombrable, où xi 6= xj pour tout i 6= j, où pi ≥ 0 pour tout i, et où∑
i∈I pi = 1. En parti
ulier PX(xi) = pi est la probabilité que X prenne la valeur xi.

Proposition 4.32 Cas Ω = {ω1, ..., ωn, ...} ensemble �ni ou dénombrable, et X : Ω → R une

fon
tion mesurable : 
'est né
essairement une v.a.r. de loi dis
rète.

Preuve. Im(X) ⊂ {X(ω1), ..., X(ωn), ...} = {x1, ..., xk, ...} =noté (xk)k∈K où K = |Im(X)| (le

ardinal) est don
 �ni ou dénombrable.

On pose pk = PX(xk) = P (X−1(xk)) = P ({ωi : X(ωi) = xk}), et on a imédiatement PX =∑
k∈K pkδxk

.

Exemple 4.33 On lan
e deux dés équilibrés : on a Ω = [1, 6]N × [1, 6]N. Soit S(i, j) = i+ j. Alors

sur R on a PS =
∑12

i=2 piδi où p2 = PS(2) = P (1, 1) = 1
36 , p3 = PS(3) = P{(1, 2), (2, 1)} = 2

36 , ...

La loi de la somme est une loi dis
rète.

Exemple 4.34 Voir exer
i
e 4.27.

Proposition 4.35 Soient N+1 réels a0, a1, ..., aN ∈ R t.q. ai−1 < ai pour tout i = 1, ..., N , et

[a0, aN [=
⋃N

i=1[ai−1, ai[ (partition). Soit P une probabilité sur Ω = [a0, aN [. On note :

pi = P ([ai−1, ai[). (4.17)

Soit x1, ..., xN ∈ R et soit X : Ω → R la fon
tion en es
alier donnée par :

X =

N∑

i=1

xi1[ai−1,ai[. (4.18)

Alors la loi de X est la loi dis
rète :

PX =

N∑

i=1

piδxi , ave
 PX(xi) = pi. (4.19)

Preuve. On a X(ω) =
∑N

i=1 xi1[ai−1,ai[(ω), don
 X(ω) = xi ssi ω ∈ [ai−1, ai[, don
 X
−1(xi) =

[ai−1, ai[. Don
 PX(xi) = P (X−1(xi)) = P ([ai−1, ai[) = pi.

Et si x 6= xi pour tout i alors PX(x) = 0. D'où PX =
∑N

i=1 P ([ai−1, ai[)δxi .

Exer
i
e 4.36 Montrer : la fon
tion de répartition FX : R → R d'une v.a.r. dis
rète est la fon
tion


roissante en es
alier donnée par, ave
 (4.16) :

FX =
∑

i∈I

pi1[xi,∞[


ontinue à droite, don
 donnée par FX(x) =
∑

i∈I pi1[xi,∞[(x). Faire un dessin : on ajoute une

mar
he de hauteur pi en 
haque point xi.

Réponse. On a 1]−∞,x](xi) = 1[xi,∞[(x) (vaut 1 ssi xi ≤ x et vaut 0 sinon).

Don
 FX(x) = PX(]−∞, x]) =
∑

i∈I piδxi(]−∞, x]) =
∑

i∈I pi1]−∞,x](xi) =
∑

i∈I pi1[xi,∞[(x).
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4.2.6 Variable aléatoire 
ontinue et sa loi

Dé�nition 4.37 La v.a.r.X : Ω → R est une loi de probabilité PX 
ontinue ssi FX est absolument


ontinue, i.e. ssi �dPX(x) = pX(x) dx�, i.e. ssi :

PX([a, b]) =

∫ b

a

pX(x) dx, (4.20)

où p : R → R+ est une fon
tion positive (une densité) de masse unité :

∫

R

pX(x) dx = 1.

En parti
ulier on a dans 
e 
as :

PX([a, b]) = PX(]a, b[) = PX(]a, b]) = PX([a, b[). (4.21)

Exemple 4.38 Loi normale 
entrée réduite sur R : p(x) = 1√
2π
e−

x2

2
.

Exemple 4.39 Loi uniforme sur un intervalle [α, β] (ave
 α < β) : p(x) = 1
β−α .

Exemple 4.40 p fon
tion en es
alier : p(x) =
∑n

i=1
pi

xi−xi−1
1]xi−1,xi[ (ave
 xi−1 < xi pour tout i),

où les pi ≥ 0. (Ave
 don
 p nulle en dehors de [x0, xn]), et où né
essairement

∑
pi = 1 puisque∫

R
p(x) dx = 1 s'é
rit

∑n
i=1

pi

xi−xi−1

∫ xi

xi−1
dx = 1.) I
i p (la densité) n'est pas 
ontinue, mais FX est

absolument 
ontinue : on est dans le 
adre de la dé�nition 4.37.

5 Dépendan
e et indépendan
e de variables aléatoires

5.1 Notations f ⊗ g, f(X) et f − c

Notation : Si f : A→ R et g : B → R sont des fon
tions, alors f ⊗ g : A×B → R est la fon
tion

de deux variables, dit fon
tion à variables séparées, dé�nie par, pour tout (a, b) ∈ A×B :

(f ⊗ g)(a, b) = f(a)g(b). (5.1)

Et f ⊗ g est appelé produit tensoriel de f et g.
(Une fon
tion h : A×B → R est dite à variables séparées ssi il existe f : A→ R et g : B → R

t.q. h = f ⊗ g.)

Notation : Si f : R → R et X : Ω → R est une v.a.r, on note f ◦X =noté f(X). Don
 :

f(X)
déf

= f ◦X :

{
Ω → R

ω → f(X)(ω) = f(X(ω)).
(5.2)

Attention : 
ette notation est sour
e de 
onfusion : X n'est pas une variable dans (5.2), 
'est bien

une fon
tion. Dans les démonstrations, on utilisera f ◦X pour lever les ambiguïtés.

Abus de notation : pour c ∈ R (une 
onstante), on fait l'abus de notation usuel 
onsistant à

noter c la fon
tion 
onstante c1Ω :

c1Ω
noté

= c. (5.3)

Don
 on fait jouer à c deux r�les : 
elui d'un réel et 
elui d'une fon
tion, le 
ontexte devant lever

toute ambiguïté. Ainsi, si f : Ω → R est une fon
tion :

f − c1Ω
noté

= f − c. (5.4)

Attention : 
et abus de notation (5.3) est sour
e de 
onfusion. Dans les démonstrations, on utilisera

c1Ω pour lever les ambiguïtés.
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5.2 Dépendan
e et indépendan
e de 2 variables aléatoires

Soient 2 variables aléatoires réelles X1, X2 : Ω → R dé�nies sur même un espa
e probabilisé

(Ω, T , P ). On note, pour tous les intervalles Ii ⊂ R, i = 1, 2 (ou pour tous les boréliens) :

P (X1 ∈ I1, X2 ∈ I2)
déf

= P ((X1 ∈ I1) ∩ (X2 ∈ I2))

= P ({ω ∈ Ω : X1(ω) ∈ I1 et X2(ω) ∈ I2}),
(5.5)

la probabilité que X1 ∈ I1 et X2 ∈ I2 soient simultanément réalisés.

Notations :

P (X1 ∈ I1, X2 ∈ I2)
noté

= P ((X1, X2) ∈ I1 × I2)

noté

= P(X1,X2)(I1 × I2)

noté

= P(X1,X2)(I1, I2).

(5.6)

Remarque 5.1 Dans la suite on notera

~X = (X1, X2) : Ω → R2
le �ve
teur aléatoire réel� (la

fon
tion mesurable à valeurs ve
torielles) donné par

~X(ω) = (X1(ω), X2(ω)).

Exemple 5.2 On lan
e deux fois une piè
e équilibrée. Soit g : {p, f} → R la fon
tion

�gain�, g(p) = a et g(f) = b. Pour i = 1, 2 on note Xi le gain du i-ème lan
er. On a

P (X1∈{a}, X2∈{a}) =noté P (X1=a,X2=a) =
noté P(X1,X2)(a, a) la probabilité du gain a au pre-

mier et au se
ond lan
er, qui vaut 1/4 pour une piè
e équilibrée et lan
ers �indépendants�.

Détails : i
i Ω = {(p, p), (p, f), (f, p), (f, f)} est l'univers des résultats des deux lan
ers, et si on

note πi : ~ω = (ω1, ω2) ∈ Ω → πi(ω) = ωi la proje
tion usuelle, on a Xi : Ω → {a, b} donné par

Xi = g ◦ πi, soit Xi(~ω) = g(ωi) = a ou b gain du i-ème lan
er.

Dé�nition 5.3 Les v.a.r. X1 et X2 dé�nies sur Ω sont dites indépendantes ssi, pour tous les

intervalles Ii ⊂ R, i = 1, 2 :

P (X1 ∈ I1, X2 ∈ I2) = P (X1 ∈ I1)P (X2 ∈ I2). (5.7)

I.e. la probabilité d'être dans l'interse
tion est égale au produit des probabilités.

Autrement dit, X1 et X2 sont indépendantes ssi leurs lois véri�ent, pour tout I1, I2 :

P(X1,X2)((I1, I2)) = PX1 (I1)PX2(I2), (5.8)

i.e. ssi (
f. (5.1)) :

P(X1,X2) = PX1 ⊗ PX2 . (5.9)

Don
 X1 et X2 sont indépendantes ssi la loi P(X1,X2) du 
ouple (X1, X2) est le produit tensoriel

PX1 ⊗ PX2 des lois.

Exemple 5.4 On lan
e deux fois un dé équilibré (sans tri
her), Xi donnant le gain du i-ème

lan
er, 
f. exer
i
e pré
édent. Pour x, y ∈ {a, b}, on a P (X1=x,X2=y) = P (X1=x)P (X2=y), et
les lois sont indépendantes.

Exer
i
e 5.5 On 
onsidère deux tirages su

essifs de boules numérotés 1 à 3, sans repla
ement

de la première boule tirée. Xi donnant le résultat du i-ème tirage. Montrer que X1 et X2 ne sont

pas indépendantes.

Réponse. I
i Ω = {(m,n) ∈ [1, 3]2 t.q. m 6= n} = {((1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 1), (3, 2)} est l'univers

des résultats, et |Ω| = A2
3 = 6. Et, pour des tirages non biaisés, la probabilité P sur Ω est donnée par

P ((m,n)) =
1

card(Ω)
=

1

6
si (m,n) ∈ Ω et = 0 sinon.

X1 = π1 est la proje
tion sur la première variable : X1(m,n) = m, et

X2 = π2 est la proje
tion sur la se
onde variable : X2(m,n) = n.

P (X1=x) =
card{(m,n) ∈ Ω : m=x}

card(Ω)
=

2

6
=

1

3
pour x ∈ [1, 3]N, et

P (X2=y) =
card{(m,n) ∈ Ω : n=y}

card(Ω)
=

2

6
=

1

3
pour y ∈ [1, 3]N.

Ainsi PX1 = PX2 (les lois de X1 et X2 sont identiques).
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Et P (X1=x,X2=y)) = card{(m,n)∈Ω: m=x, n=y}
card(Ω)

= 1
6
pour tout (x, y) ∈ Ω.

Et P (X1=x)P (X2=y) = 1
9
6= 1

6
= P (X1=x,X2=y)) pour tout (x, y) ∈ [1, 3]N : (5.7) n'est pas véri�ée :

les lois ne sont pas indépendantes.

D'ailleurs : P (X1=x|X2=y) = P|X2=y(X1=x) = 1
2
si x 6= y et = 0 si x = y (quand x, y ∈ [1, 6]N), alors

que P (X1=x) = 1
3
pour tout x ∈ [1, 3]N, voir (3.30), don
 P|X2=y(X1=x) 6= P (X1=x).

Proposition 5.6 Si X et Y sont des v.a.r. indépendantes, alors pour toutes fon
tions f, g : R → R
mesurables, les v.a.r. f(X) = f ◦X et g(Y ) = g ◦ Y (
f. (5.2)) sont indépendantes :

P(X,Y ) = PX ⊗ PY =⇒ P(f(X),g(Y )) = Pf(X) ⊗ Pg(Y ). (5.10)

En parti
ulier (toujours dans le 
asX et Y indépendantes), pour tout a, b ∈ R et tout α, β ∈ R∗
,

la v.a.r. αX−a1Ω =noté αX−a et la v.a.r. βY−b1Ω =noté βY−b (
f. (5.4)) sont indépendantes :

P(X,Y ) = PX ⊗ PY =⇒ P(αX−a,βY−b) = PαX−a ⊗ PβY−b. (5.11)

Preuve. Si I ∈ TR on a (f ◦X ∈ I) = {ω : f(X(ω)) ∈ I} = {ω : X(ω) ∈ f−1(I)}, ave
 f−1(I) ∈ TR

ar f est mesurable. Don
 (f(X) ∈ I) = (X ∈ f−1(I)).

Don
 si X et Y sont indépendantes et si I, J ∈ TR, alors :

P (f ◦X ∈ I, g ◦ Y ∈ J) = P (X ∈ f−1(I), Y ∈ g−1(J)) = P (X ∈ f−1(I))P (Y ∈ g−1(J)),


f. (5.7). Comme (X ∈ f−1(I)) = {ω : X(ω) ∈ f−1(I)} = {ω ∈ X−1(f−1(I)) = (f ◦ X)−1(I)},
idem pour Y , on déduit :

P(f◦X,g◦Y )(I, J) = Pf◦X(I)Pg◦Y (J),

et les v.a.r. f ◦X et g ◦ Y sont indépendantes.

Ave
 f(x) = αx − a, on obtient (f ◦X)(ω) = αX(ω)− a don
 f(X) =déf f ◦X = αX − a1Ω,
d'où (5.11).

Notation. Soit ϕ : R2 → R une v.a.r. (tribus boréliennes de R2
et de R). Si X,Y : Ω → R sont

deux v.a.r. sur un même espa
e probabilisé (Ω, T , P ), on note ϕ(X,Y ) : Ω → R la v.a.r. :

ϕ(X,Y )
déf

= ϕ ◦ (X,Y ), don
 ϕ(X,Y )(ω) = ϕ(X(ω), Y (ω)), ∀ω ∈ Ω. (5.12)

Proposition 5.7 Si X et Y sont v.a.r. indépendantes et si ϕ : R2 → R est mesurable, alors :

Pϕ(X,Y ) = (PX ⊗ PY ) ◦ ϕ−1, quand X et Y indépendantes, (5.13)

i.e. Pϕ(X,Y ) est la mesure image par ϕ de (PX ⊗ PY ).
Don
, toujours ave
 X et Y indépendantes, pour tout fon
tion f mesurable telle que f ◦ ϕ est

PX ⊗ PY intégrable, on a :

Pϕ(X,Y )(f) = (PX ⊗ PY )(f ◦ ϕ), (5.14)

en
ore noté : ∫

z∈R

f(z) dPϕ(X,Y )(z) =

∫∫

(x,y)∈R2

f(ϕ(x, y)) dPX(x)dPY (y). (5.15)

Preuve. Pour B ∈ TR, on a :

Pϕ◦(X,Y )(B)
déf

= P ((ϕ ◦ (X,Y ))−1(B)) = P (((X,Y )−1 ◦ ϕ−1)(B))

= P ((X,Y )−1(ϕ−1(B)) = P(X,Y )(ϕ
−1(B)),

et X et Y étant indépendantes on a P(X,Y ) = PX ⊗ PY , 
f. (5.9), d'où (5.13).

(Exemple : Pϕ◦(X,Y )(R) = (PX ⊗ PY )(ϕ
−1(R)) = (PX ⊗ PY )(R2) = PX(R)PY (R) = 1.)

Pour passer aux fon
tions, on se sert de (1.10) : (5.13) donne :

Pϕ(X,Y )(1B) = (PX ⊗ PY )(1ϕ−1(B)) = (PX ⊗ PY )(1B ◦ ϕ),

d'où (5.14) pour f mesurable (limite d'une 
ombinaison linéaire

∑
i ci1B1).
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5.3 Dépendan
e et indépendan
e de plusieurs v.a.r.

Soient n variables aléatoires réelles X1, ..., Xn dé�nies sur un espa
e probabilisé (Ω, T , P ), ave

n ∈ N∗

. On note, pour des intervalles Ii ⊂ R, i = 1, ..., n (ou pour tous les boréliens) :

P (X1 ∈ I1, ..., Xn ∈ In)
déf

= P ((X1 ∈ I1) ∩ ... ∩ (Xn ∈ In))

= P ({ω ∈ Ω : ∀i = 1, ..., n, Xi(ω) ∈ Ii}
noté

= P ((X1, ..., Xn) ∈ (I1 × ...× In))

noté

= P(X1,...,Xn)(I1 × ...× In)

la probabilité que tous les résultats (Xi ∈ Ii) = {ω : Xi(ω) ∈ Ii} soient simultanément réalisés.

Dé�nition 5.8 Les variables aléatoires réelles X1, ..., Xn sont dites indépendantes ssi, pour tous

les intervalles Ii ⊂ R, i = 1, ..., n :

P (X1 ∈ I1, ..., Xn ∈ In) = P (X1 ∈ I1)...P (Xn ∈ In), (5.16)

i.e. la probabilité d'être dans l'interse
tion est égale au produit des probabilités, i.e. ssi :

P(X1,...,Xn)(I1 × ...× In) = PX1(I1)...PXn(In), (5.17)

Don
, les v.a.r. sont indépendantes ssi :

P(X1,...,Xn) = PX1 ⊗ ...⊗ PXn , (5.18)

(Quand n = 2, on retrouve (5.8).)

Proposition 5.9 Les variables aléatoires réelles X1, ..., Xn sont indépendantes ssi les événements

{X1 ∈ I1}, ..., {Xn ∈ In} sont (mutuellement) indépendants pour tout I1, ..., In ∈ TR (
f. (3.33)).

Preuve. Supposons (5.16) satisfaite (pour tous les intervalles). Notons Ai = X−1
i (Ii) ∈ Ω (les

événements {Xi ∈ Ii}). Il s'agit de montrer que 
es événements sont mutuellement indépendants,


f (3.33), i.e. que P (Ai1 , ..., Aik) = P (Ai1 )...P (Aik ) pour toute sous-famille �nie (i1, ..., ik) de

{1, ..., n}.
Quitte à renuméroter les intervalles, 
'est vrai pour k = n (équation (5.16)).

Prenant In = R, ayant {Xn ∈ R} = Ω, on en déduit que P (X1 ∈ I1, ..., Xn−1 ∈ In−1) =
PX1 (I1)...PXn−1(In−1). Quitte à renuméroter les intervalles, 
ela reste vrai pour tout sous-famille

�nie (i1, ..., in−1). Puis, idem pour toute sous-famille de taille ≤ n−2.
La ré
iproque est immédiate.

5.4 V.a.r. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)

[i.i.d. = independant identi
ally distributed random sequen
e℄

Dé�nition 5.10 Une famille (Xi)i∈I de v.a.r. toutes dé�nies sur un même espa
e probabilisé

(Ω, TΩ, P ) est dite famille de v.a.r. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) si les Xi

sont des v.a.r. indépendantes qui ont toutes la même loi : PXj = PX1 pour tout j ∈ I.

Exemple 5.11 Soit Xi la v.a.r. donnant le résultat du i-ème lan
er d'une piè
e équilibrée :

PXi (p) =
1
2 = PXi (f) pour tout i. La famille (Xi)N∗

est une famille de v.a.r. i.i.d..

Détails : n lan
ers, Ω = {p, f}n l'univers, Xi = πi la i-ème proje
tion usuelle, soir Xi(~ω) = ωi

quand ~ω = (ω1, ..., ωn). Alors P ~X = PX1 ⊗ ...⊗ PXn où

~X =déf (X1, ..., Xn) : Ω → Rn
.

5.5 * Indépendan
e de tribus

On aura besoin de 
ette notion lors de l'étude de l'espéran
e 
onditionnelle d'une v.a.r. relati-

vement à une autre.
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5.5.1 Indépendan
e de v.a.r. versus indépendan
e d'événements

Il y a ainsi une très grosse di�éren
e dans la véri�
ation de �n événements sont indépendants�

et de �n v.a.r. sont indépendantes�, voir dé�nition 3.47 équation (3.33) :

* dans le 
as des variables aléatoires, on a vu que si l'équation (5.16) est satisfaite, alors 
ette

équation est automatiquement satisfaite pour toute sous-famille (Ii)i=1,...,k de taille k ≤ n (il su�t

de prendre Ii = R pour les i > k),
* alors que 
e n'est pas le 
as pour les événements, 
f. remarque 3.50.

Considérons le 
as très parti
ulier des n v.a.r. 1A1 , ..., 1An (fon
tions indi
atri
es ave
 Ai ∈ TΩ
pour tout i), et 
omparons l'indépendan
e de 
es v.a.r. 1Ai et l'indépendan
e des événements Ai.

Proposition 5.12 Les n événements Ai sont indépendants ssi les n v.a.r. 1Ai sont indépendantes.

Preuve. Pour d∈[1, n]N et pour I1, ..., Id∈TR, on s'intéresse aux probabilités des ensembles :

A1 ∩ ... ∩ Ad et (1A1∈I1, ..., 1Ad
∈Id). (5.19)

⇒ : supposons les n événements Ai indépendants ; don
 les AC
i sont indépendants, ainsi que

toutes les 
ombinaisons Ai, A
C
j . On a 1−1

Ai
(Ii)∈{∅, Ai, A

C
i ,Ω} (uniquement 4 possibilités). Et on a

P (1Aj∈Ij) = P ({ω : 1Aj (ω) ∈ Ij} = ∅,Aj ,A
C
j , R suivant les 
as 0, 1/∈Ij , 1∈Ij et 0/∈Ij , 0∈Ij et 1/∈Ij ,

0, 1∈Ij . Don
 P (1A1∈I1, ..., 1An∈In) = P (1−1
A1

(I1) ∩ ... ∩ 1−1
An

(In)) = P (1−1
A1

(I1))...P (1
−1
An

(In)) =
P (1A1∈I1)...P (1An∈In) : les v.a.r. sont indépendantes.

⇐ : supposons les n v.a.r. (1Ai)i=1,...,n indépendantes. On a 1−1
Ai

({1}) = Ai pour tout i. Don


P (Ai1 )...P (Aid) = P (1−1
Ai1

({1}))...P (1−1
Aid

({1})) = P (1−1
Ai1

({1})∩...∩1−1
Aid

({1})) = P (Ai1∩...∩Aid ),


e pour tout inje
tion i : [1, d]N → [1, n]N : on a véri�é (3.33).

5.5.2 Indépendan
e de tribus et indépendan
e de v.a.r.

On a vu que T (1A) = {∅, A,AC ,R} est la tribu engendrée par A, i.e. la tribu obtenue à partir

de la fon
tion 1A, 
f. exemple 2.29 et exer
i
e 2.32.

Dé�nition 5.13 Dans l'espa
e probabilisé (Ω, T , P ), une famille de sous-tribus (Ti)i=1,...,n de T
est dite indépendante ssi pour tout Ai ∈ Ti, i = 1, ..., n, on a :

P (A1 ∩ ... ∩ An) = P (A1)...P (An). (5.20)

La proposition 5.12 pré
édente s'énon
e don
 également :

Proposition 5.14 Les v.a.r. 1Ai sont indépendantes ssi les tribus T (1Ai) sont indépendantes.

Plus généralement :

Proposition 5.15 n v.a.r. Xi sont indépendantes ssi les n tribus T (Xi) sont indépendantes.
L'étude de l'indépendan
e des fon
tions Xi peut ainsi être ramenée à l'étude d'indépendan
e

de familles d'ensembles.

Preuve. C'est vrai pour les fon
tions indi
atri
es, et une v.a.r. est une limite d'une suite de

fon
tions étagées (somme de fon
tions indi
atri
es), voir 
ours d'intégration, et on dispose de la

proposition 5.12 et de (1.5) page 7.

6 Exemples de lois

6.1 Loi uniforme

Sur un ensemble �ni Ω 
'est la loi 
onstante :

P (ω) =
1

|Ω| , (6.1)

don
 P = 1
|Ω|

∑
ω∈Ω δω.
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Cas Ω = [a, b] intervalle �ni de R : 
'est la loi de densité 
onstante, pour tout ω ∈ Ω :

p(ω) =
1

|b− a| , (6.2)

don
 P (A) =
∫ b

a
1A(t)

1
|b−a|dt, pour A ∈ TR la tribu borélienne.

Exer
i
e 6.1 Une urne 
ontient n jetons numérotés de 1 à n indi�éren
iables au tou
hé. On en

extrait p. On note Xi la v.a.r. qui donne le numéro du i-ème jeton extrait, 1 ≤ i ≤ p. On pose

S = X1 + ...+Xp. Les tirages se font ave
 remise.

11. Donner l'univers et son 
ardinal.

12. Montrer que la variable Xi, suit une loi uniforme à dé�nir.

13. Montrer que les variables Xi et Xj sont indépendantes pour i 6= j.
14. Cal
uler E(Xi), E(S), E(X2

i ), V (X) et V (S) (dé�nitions plus loin...).

Réponse. 11. Soit J = {j1, ..., jn} l'ensemble des jetons, le jeton ji 
orrespondant au numéro i. L'univers
est Ω = [1, n]p (ensemble des résultats des tirages) et |Ω| = np

. La v.a.r. Xi : Ω → R est donnée par

Xi(~ω) = ωi, où ~ω = (ω1, ..., ωp) ∈ [1, n]p est le résultat d'un tirage. Et n = |ImXi| 
ardinal de l'image

de Xi.

12. L'hypothèse d'indi�érentiabilité au tou
hé (une 
han
e sur n au i-ème tirage) donne, pour i = 1, ..., p
et k = 1, ..., n :

PXi(k) =
1

|ImXi|
=

1

n
(= P (Xi = k) = P (ωi = k) = P ((X−1

i (k))).

Résultat indépendant de k : don
 la loi PXi de Xi est la loi uniforme

1
n
. Ou en
ore, pour appliquer (6.1) :

PXi(k) = P ({~ω t.q. ωi = k}) = 1 ∗ np−1

P (Ω)
=

1

n
, k = 1, ..., n,


ar 1 seule possibilité pour ωi et n possibilités pour les ωj où j 6= i.
13. Pour j 6= i et h, k ∈ [1, n]N, on a :

P ((Xi=k) ∩ (Xj=h)) = P ({ω : ωi = k et ωj = h} =
np−2

P (Ω)
=

1

n2
= P (Xi=k)P (Xj = h).

Don
 les variables sont indépendantes.

14. Soit i ∈ [1, n]N �xé.

E(Xi) =
∑

xj∈[1,n]N

xjPXi(xj) =

n∑

j=1

jPXi(j) =

n∑

j=1

j
1

n
=

1

n

n(n+ 1)

2
=

(n+ 1)

2
.

E(S) = E(X1) + ...+ E(Xp) =
p(n+ 1)

2
.

E(X2
i ) =

∑

xj∈[1,n]N

x2
jPXi(xj) =

n∑

j=1

j2
1

n
=

1

n

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

V (Xi) = E(X2
i )−E(Xi)

2 =
(n+ 1)(2n+ 1)

6
− (n+ 1)2

4
=

n+ 1

12
(4n+2−3n−3) =

n+ 1

12
(n−1) =

n2 − 1

12
.

V (S) =

p∑

i=1

V (Xi)−
∑

i,j=1,...,p
i6=j

cov(Xi, Xj) = p
n2 − 1

12
− 0,


ar cov(Xi, Xj) = 0 quand i 6= j, les variables aléatoires étant indépendantes.

Exer
i
e 6.2 Même énon
é qu'à l'exer
i
e pré
édent 6.1, sauf qu'on suppose maintenant les ti-

rages sans remise (don
 i
i p ≤ n).
21. Donner l'univers et son 
ardinal.

22. Montrer que la variable Xi suit une loi uniforme à dé�nir.

23. Véri�er que, pour h, k ∈ [1, n]N et i 6= j, P ((Xi=k) ∩ (Xj=h)) =





0 si k = h,

1

n(n− 1)
si k 6= h

.

Les variables Xi et Xj sont-elles indépendantes ?

24. Cal
uler E(Xi) et V (Xi).
25. Cal
uler cov(Xi, Xj) et V (S).
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60 6.2. Epreuve de Bernoulli et loi de Bernoulli

Réponse. 21. Ω est l'ensemble des résultats des tirages sans remise, cardΩ = Ap
n = n!

(n−p)!
.

22. Pour k ∈ [1, n]N :

P ({ω : Xi(ω) = k} =
A1

1A
n−1
p−1

An
p

=
1 ∗ (n−1)!

(n−p)!

n!
(n−p)!

=
1

n
= PXi(k).

23. Pour h = k, le tirage étant sans remise, on ne peut pas avoir Xi = k en même temps que Xj = k,
don
 P ((Xi=k) ∩ (Xj=k)) = P (∅) = 0 6= P (Xi=k)P (Xj=k). Don
 les v.a. ne sont pas indépendantes.

Pour h 6= k on a :

P ((Xi=k) ∩ (Xj=h)) =
An−2

p−2

An
p

=

(n−2)!
(n−p)!

n!
(n−p)!

=
1

n(n− 1)
( 6= 1

n2
).

(On véri�e de nouveau que les v.a. ne sont pas indépendantes.)

24. Même 
al
uls que pré
édemment :

E(Xi) =
n+ 1

2
, E(X2

i ) =
(n+ 1)(2n+ 1)

6
, V (Xi) =

n2 − 1

12
.

25. On a cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj), ave
, pour i 6= j :

E(XiXj) =
∑

h,k=1,...,n

hkP ((Xi=k) ∩ (Xj=h)) =
1

n(n− 1)

∑

h,k=1,...,n
h6=k

hk =
1

n(n− 1)

n∑

k=1

k(
∑

h=1,...,n
h6=k

h),

ave


∑

h=1,...,n
h6=k

h = (
∑

h=1,...,n

h)− k =
n(n+ 1)

2
− k. D'où :

E(XiXj) =
1

n(n− 1)
(
n(n+ 1)

2

n∑

k=1

k −
n∑

k=1

k2) =
1

n(n− 1)
(
n(n+ 1)

2

n(n+ 1)

2
− n(n+ 1)(2n+ 1)

6
)

=
n+ 1

n− 1

3n2 + 3n− 4n− 2

12
=

n+ 1

n− 1

3n2 − n− 2

12
=

n+ 1

n− 1

(n− 1)(3n+ 2)

12
=

(n+ 1)(3n+ 2)

12
.

D'où, pour i 6= j :

cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj) =
(n+ 1)(3n+ 2)

12
− (n+ 1)2

4

=
(n+ 1)(3n+ 2− 3n− 3)

12
= −n+ 1

12
( 6= 0).

D'où :

V (S) =

p∑

i=1

V (Xi) +
∑

i,j=1,...,p
i6=j

cov(Xi, Xj) = p
(n+ 1)(n− 1)

12
− p(p− 1)

n+ 1

12
=

p(n+ 1)(n− p)

12
,

résultat di�érent du pré
édent.

6.2 Epreuve de Bernoulli et loi de Bernoulli

Correspond à un lan
er de pile ou fa
e pour une piè
e équilibrée ou non.

Dé�nition 6.3 Une épreuve de Bernoulli est une expérien
e à deux issues (distin
tes) dites su

ès

et é
he
.

Soit a et b les issues d'une épreuve de Bernoulli, a 
orrespondant au su

ès et b à l'é
he
, a 6= b.
I
i Ω = {a, b} est l'univers des issues.

Dé�nition 6.4 Soit p ∈]0, 1[. La probabilité P : Ω → R dé�nie par :

P (a) = p, P (b) = 1−p noté= q. (6.3)

est appelée loi de Bernoulli. (Il est immédiat que P = pδa + qδb est une probabilité sur Ω.)
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61 6.3. Pro
essus de Bernoulli

Soit X : Ω → R la v.a.r. dé�nie par, ave
 α 6= β :

X(a) = α, X(b) = β, (6.4)

α (resp. β) étant le �gain� 
orrespondant au résultat a (resp. b).

Dé�nition 6.5 L'ensemble E = {α, β} est appelé l'ensemble des états.

La loi de Bernoulli s'exprime au travers de la v.a.r. X par :

PX(α) = p (= P (X=α)) et PX(β) = q (= P (X=β)). (6.5)

Dé�nition 6.6 Cas parti
ulier α = 1 (gain en 
as de su

ès) et β = 0 (gain en 
as d'é
he
) :

PX(1) = p, PX(0) = 1−p noté= q. (6.6)

Ce 
as parti
ulier est appelé �l'épreuve de Bernoulli�.

6.3 Pro
essus de Bernoulli

On renouvelle la même expérien
e de Bernoulli r fois, où r ∈ N∗
(éventuellement in�ni), 
haque

expérien
e donnant pour résultat soit 1 (dit su

ès) soit 0 (dit é
he
). L'univers des résultats (des

r tirages ave
 remise) est Ω = {0, 1}r (ou bien {0, 1}N∗
). Pour i ∈ [1, r]N (ou bien pour i ∈ N∗

) on

note :

Xi :





Ω → {0, 1} ⊂ R

~ω = (ω1, ω2, ...) → Xi(~ω) = ωi =

{
1 si ωi = 1,

0 si ωi = 0,

(6.7)

la v.a.r. donnant le résultat du i-ème tirage (l'opérateur de proje
tion sur la i-ème 
omposante).

I
i l'ensemble des états est E = {0, 1}.
Exemple 6.7 r = 4 : le 4-uplet ~ω = (1, 0, 1, 1) ∈ Ω est une issue (un ve
teur à 4 
omposantes), et

X2(~ω) = 0, X3(~ω) = 1...

On suppose que la suite (Xi)i=1,...,r (ou bien (Xi)i∈N∗
) est i.i.d., i.e. est une suite de v.a.r.

indépendantes identiquement distribuées, i.e. indépendantes toutes de même loi : il existe p ∈]0, 1[
t.q. pour tout i = 1, ..., r (ou bien i ∈ N∗

) :

PXi(1) = p = P ({~ω : ωi = 1}) et PXi (0) = 1−p noté= q = P ({~ω : ωi = 0}), (6.8)

ave
 p = probabilité dite de su

ès, et q = 1−p = probabilité dite d'é
he
s.

Dé�nition 6.8 Soit I = [1, r]N ou I = N∗
. Le pro
essus (Xi)i∈I est alors appelé pro
essus de

Bernoulli de paramètre p.

6.4 Loi binomiale et tirages ave
 remise

But : 
ompter le nombre de su

ès d'un pro
essus de r épreuves de Bernoulli d'issues a et b
(par exemple a = pile et b = face).

On note πi la proje
tion sur la i-ème 
omposante :

πi :

{
Rr → R

~x = (x1, ..., xr) → πi(~x) = xi.
(6.9)

Sur Ω = {a, b}r on dé�nit :

Xi = 1{a} ◦ πi, don
 Xi(~ω) = 1{a}(ωi) =

{
= 1 si ωi = a,

= 0 si ωi = b,

}
(6.10)

et :

Sr :





Ω → N

~ω 7→ Sr(~ω)
déf

=

r∑

i=1

Xi(~ω) = le nombre de su

ès,
(6.11)

on dit aussi que Sr(~ω) est le �nombre de visites en a� de l'issue ~ω. En parti
ulier Sr(~ω) ∈ [0, r]N.
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62 6.4. Loi binomiale et tirages ave
 remise

Exemple 6.9 Pour r = 4 et ~ω = (1, 0, 1, 1), on a S4(~ω) = 3.

Exemple 6.10 On lan
e r fois une même piè
e : a = pile et b = face.

Exemple 6.11 Émetteur de parti
ules, ave
 a la zone 
ible et b la zone hors 
ible. Et Sr donne

le nombre de parti
ules, parmi r, ayant atteint la 
ible

Exemple 6.12 Contr�le qualité : on extrait r objets d'une produ
tion donnée, ave
 a si l'objet

est bon et b si l'objet est défe
tueux. Et Sr donne le nombre de bons produits parmi r.

On veut 
al
uler la probabilité PSr (k) = P (Sr=k) d'avoir k su

ès après r tirages.

Proposition 6.13 et dé�nition. Si p ∈ [0, 1] est la probabilité d'obtenir a quand on fait une

expérien
e (un tirage), alors la loi de Sr est donnée par, pour k ∈ [0, r]N :

PSr (k) = Ck
r p

k(1−p)r−k noté

= b(k; r, p). (6.12)

La loi de Sr est notée :

PSr = b(r, p) (6.13)

et appelée loi binomiale de paramètres r, p. Ainsi b(k; r, p) = b(r, p)(k) est la valeur de la loi

binomiale pour k su

ès.

En parti
ulier PS1 = b(1, p) est la loi de Bernoulli.

Autrement dit, si q = 1−p (probabilité d'obtenir b pour un tirage), on a :

b(k; r, p) = Ck
r p

kqr−k.

Ce sont les termes du développement du bin�me (p+ q)r , d'où le nom de 
ette loi.

Preuve. La loi de Sr est une loi dis
rète à valeurs dans [0, r]N, et don
 entièrement déterminée si

on 
onnaît les PSr ({k}) =noté PSr (k) pour tout k ∈ [0, r]N.
Ck

r est le nombre de possibilités pour que dans ~ω ∈ {a, b}r on ait k fois a. Et pour 
ha
une de

es possibilités, la probabilité est pkqr−k

(on a k fois a don
 r−k fois b).

Exemple 6.14 Cas r lan
ers d'une piè
e équilibrée (p= 1
2 ) : on a b(k; r,

1

2
) =

1

2r
r!

k!(r−k)! En

parti
ulier b(r; r,
1

2
) =

1

2r
, probabilité d'obtenir r piles de suite.

6.4.1 Appli
ation aux statistiques : é
hantillons de taille r ave
 repla
ement.

On 
onsidère le 
as d'une population S = {a1, ..., an} de taille |S| = n. On suppose S = S1∪S2

ave
 S1 ∩S2 = ∅ (la population est partitionnée en deux sous-populations distin
tes S1 et S2). On

note n1 = |S1|, et on note :

p1 =
n1

n
(6.14)

la proportion de la population qui se trouve dans S1, i.e., la probabilité pour qu'un tirage équipro-

bable donne un élément de S1.

On s'intéresse aux �é
hantillons de taille r ave
 repla
ement� (
f. dé�nition 2.68 page 30) :

notre univers est Ω = Sr
, et ~ω = (ω1, ..., ωr) ∈ Ω est un résultat possible (une suite de r tirages),

la valeur ωi étant l'élément tiré au i-ème tirage, ave
 don
 ωi soit dans S1 soit dans S2.

On dé�nit la variable aléatoire :

X1 :

{
Ω → N

~ω 7→ X1(~ω) = le nombre de 
omposantes de ~ω qui sont dans S1,
(6.15)

i.e. X1(~ω) est le nombre de personnes appartenant à S1 dans l'é
hantillon ~ω.
De même on dé�nit X2 relatif à S2, ave
 don
 :

X1(~ω) +X2(~ω) = r, (6.16)

pour tout ω.
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63 6.5. Loi multinomiale

Proposition 6.15 La loi de X1 est la loi binomiale b(r, p1), 
f. (6.13) :

PX1 = b(r, p1). (6.17)

Autement dit : pour 0 ≤ k ≤ r :

PX1(k) = b(k; r, p1) (= Ck
r p

k
1(1−p1)r−k). (6.18)

Idem, la loi de X2 est PX2 = b(r, p2) où p2 = 1−p1 est la proportion de la population qui se trouve

dans S2.

Preuve. Soit ~ω ∈ Sr
; ~ω = (ωi)i=1,...r est une suite �nie (ordonnée).

L'événement (X1=k) = {~ω ∈ Sr : X1(~ω) = k} est l'ensemble des suites ~ω dont k termes sont

dans S1 : son 
ardinal est le nombre de 
ombinaison Ck
r , 
f. paragraphe 1.4.2. Et la probabilité de

tirer un élément ~ω dans (X1=k) est p
k
1(1−p1)r−k

. Don
 PX1(k) = Ck
r p

k
1(1−p1)r−k = b(k; r, p1).

Exer
i
e 6.16 Montrer que les lois X1 et X2 ne sont pas indépendantes.

Réponse. C'est évident ave
 le lien de dépendan
e (6.16). Cal
ul : si k, ℓ ∈ [0, r]N et k + ℓ 6= r, alors

P (X1=k,X2=ℓ) = 0, alors que P (X1=k) et P (X2=ℓ) sont non nuls, 
f. (6.18).

6.5 Loi multinomiale

Plut�t que de lan
er r fois une piè
e à 2 
�tés, on lan
e r fois un objet à ℓ 
�tés, ℓ ≥ 2. Soit :

V = {a1, ..., aℓ} (6.19)

l'ensemble des ℓ valeurs (résultats) possibles. (Le 
as ℓ = 2 vient d'être traité.)

Exemple 6.17 On lan
e r fois un dés à ℓ=6 fa
es, et V = [1, 6]N.

Soit r tirages ave
 repla
ement : l'univers est :

Ω = V r, (6.20)

et un ~ω ∈ Ω (un événement) est de la forme ~ω = (ω1, ..., ωr), où ωi ∈ V pour tout i = 1, ..., r.
Soit pi la probabilité d'apparition de ai (après un lan
er) pour i = 1, ..., ℓ. On note :

~p = (p1, ..., pℓ), p1+...+pℓ = 1. (6.21)

Soient les v.a.r., pour i = 1, ..., ℓ :

Xi :

{
V r → N

~ω 7→ Xi(~ω) = le nombre de 
omposantes de ~ω qui valent ai.

On dit aussi �le nombre d'éléments de la suite ~ω� qui valent ai.
Exemple : pour ~ω = (2, 5, 1, 5, 6, 3) on a X4(~ω) = 0 et X5(~ω) = 2.
En parti
ulier (longueur de la suite ~ω) :

X1(~ω)+...+Xℓ(~ω) = r. (6.22)

On notera :

~X = (X1, ..., Xℓ) :





Ω → Nℓ

~ω → ~X(ω) = (X1(~ω), ..., Xℓ(~ω))
noté

=



X1(~ω)

.

.

.

Xℓ(~ω)




(6.23)

le �ve
teur aléatoire� de 
omposantes les Xi (v.a.r.). On dispose de la notation :

P ( ~X = (k1, ..., kℓ)) = P ((X1=k1) ∩ ... ∩ (Xℓ=kℓ))

noté

= P ~X(k1, ..., kℓ),
(6.24)

probabilité d'obtenir un tirage 
ontenant exa
tement ki fois ai pour i = 1, ..., ℓ.
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64 6.6. Loi hypergéométrique : tirages sans remise, ave
 ou sans ordre

Proposition 6.18 et dé�nition. Pour

~k = (k1, ..., kℓ) ∈ Nℓ
, quand k1 + ...+ kℓ = r, la loi de

~X
est donnée par :

P ~X(k1, ..., kℓ) =
r!

k1!...kℓ!
pk1
1 ...p

kℓ

ℓ
noté

= b(~k; r, ~p). (6.25)

La loi de X est notée :

P ~X = b(r, ~p), (6.26)

appelée la loi multinomiale de paramètres r, ~p. Ainsi P ~X(~k) = b(r, ~p)(~k) = b(~k; r, ~p) est la valeur de

la loi pour le résultat

~k.

Preuve. On applique (1.28).

Exemple 6.19 On 
onsidère le 
as d'une population S de taille |S| = n, et on s'intéresse aux

é
hantillons de taille r ave
 repla
ement.

On suppose la population divisée en ℓ sous-populations distin
tes S1,...,Sℓ (par exemple en

�
lasses d'age�), et on note pi =
|Si|
|S| ∈ [0, 1] la proportion de la population qui se trouve dans Si.

On note ~ω = (ω1, ..., ωn) ∈ Sr
un résultat de r tirages. On dé�nit les variables aléatoires, pour

i = 1, ..., ℓ :

Xi :

{
Ω → N

~ω 7→ Xi(~ω) = le nombre de 
omposantes de ~ω qui sont dans Si.

Soit

~X(~ω) le ve
teur de 
omposantes les Xi(~ω). Alors la loi de

~X est la loi multinomiale b(r, ~p),

f. (6.26), donnée par (6.25).

Exer
i
e 6.20 Loi trinomiale (
as (6.25) ave
 ℓ = 3). Montrer lorsque a2 = a3 (
es résultats sont

indistinguables) que la loi trinomiale se réduit à la loi binomiale b(r, p) où p = p1 (et q = 1−p1).
Réponse. Il n'y a que deux issues possibles. On pose p = p1 et q = p2+p3 = 1−p. On pose Y (~ω) = X1(ω)
= le nombre de 
omposantes de ~ω qui valent a1, P (Y = k1) = b(k1; r, p) = r!

k1!(r−k1)!
pk1qr−k1

. Véri�ons

que :

P (Y = k1) =
∑

k2+k3=r−k1

P (X1=k1, (X2, X3)=(k2, k3)).

Ave
 (6.25), pour k1 �xé, on a :

∑

k2+k3=r−k1

P (X1=k1, (X2, X3)=(k2, k3)) = pk1
1

r!

k1!

r−k1∑

k2=0

1

k2!(r − k1 − k2)!
pk2
2 pr−k1−k2

3 .

Il faut don
 véri�er :

1

(r − k1)!
(p2 + p3)

r−k1 =

r−k1∑

k2=0

1

k2!(r − k1 − k2)!
pk2
2 pr−k1−k2

3

=
1

(r − k1)!

r−k1∑

k2=0

(r − k1)!

k2!((r − k1)− k2)!
pk2
2 pr−k1−k2

3 ,

OK.

6.6 Loi hypergéométrique : tirages sans remise, ave
 ou sans ordre

6.6.1 Cas de 2 issues

C'est la loi 
orrespondant aux tirages sans remise où on tient ou pas 
ompte de l'ordre, 
f. (2.28)

et (2.29) : 
e sera la même loi dans les deux 
as.

Cadre : soit S une population de 
ardinal n ≥ 2.
Soit S = S1 ∪ S2 une partition de S. On note :

|S| = n, |S1| = n1, |S2| = n2 = n− n1, ~n = (n1, n2). (6.27)

Exemple 6.21 S est un ensemble de piè
es, S1 est l'ensemble des piè
es défe
tueuses.

S est l'alphabet, S1 est le nombre de voyelles.
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65 6.6. Loi hypergéométrique : tirages sans remise, ave
 ou sans ordre

On suppose les tirages équiprobables. On note :

p1 =
n1

n
, p2 =

n2

n
= 1− p1, ~p = (p1, p2). (6.28)

Soit Ω ⊂ Sr
, où Ω est l'univers des tirages de taille r ∈ [1, n]N sans remise, ordonnés ou non.

Don
 un é
hantillon est un élément ~ω = (ω1, ..., ωr) si on tient 
ompte de l'ordre, et un élément

~ω = {ω1, ..., ωr} si on ne tient pas 
ompte de l'ordre, où ωi ∈ S1 ∪ S2 et ωi 6= ωj pour tout i 6= j.
On dé�nit les variables aléatoires, pour i = 1, 2 :

Xi :

{
Ω → N

~ω 7→ Xi(~ω)
déf

= le nombre de 
omposantes de ~ω qui sont dans Si.
(6.29)

Exemple 6.22 X1 
ompte le nombre de piè
es défe
tueuses dans l'é
hantillon de taille r, et don

X2 
ompte le nombre de piè
es 
orre
tes.

X1 
ompte le nombre de voyelles dans un mot de r lettres.

But : Connaître la probabilité pour que X1(~ω) = k1, pour k1 ∈ [0, n1]N, i.e. on veut 
onnaître

PX1 (k1), i.e. on veut 
onnaître la loi PX1 de X1. (Remarque : si k1 > n1 alors PX1 (k1) = 0.)

Exemple 6.23 Connaître la probabilité qu'il y ait k1 piè
es défe
tueuses dans l'é
hantillon ~ω.
Connaître la probabilité qu'il y ait k1 voyelles dans le mot ~ω.
Remarque : on s'attend (intuitivement) à 
e que la probabilité � ~ω 
ontient k1 fois un élément

de S1 � ne dépend pas du fait qu'on tienne 
ompte, ou pas, de l'ordre d'apparition des k1 éléments :


e qui 
ompte 
'est qu'on en ait obtenu k1.

Proposition 6.24 et dé�nition. Soit k1 ∈ [0, n1]N, et soit k2 = r− k1. On suppose k2 ∈ [0, n2]N.

On note

~k = (k1, k2). La loi de X1 est donnée par :

PX1 (k1) =
Ck1

n1
Ck2

n2

Cr
n

noté

= H(~k;~n, r, ~p), (6.30)

et H(~n, r, ~p) est appelée la loi hypergéométrique de paramètres ~n = (n1, n2), r et ~p = (p1, p2),
quand n = n1 + n2.

Et PX1 (k1) = H(~n, r, ~p)(~k) =noté H(~k;~n, r, ~p), aussi égal à PX2 (k2).

Preuve. r tirages sans remise dans une population de taille n.
1- L'ordre dans l'é
hantillon est pris en 
ompte. Le nombre total d'arrangements dans la popu-

lation S est Ar
n. Le nombre d'arrangements possibles dans la population Si est A

ki
ni

(
ar ki tirages
dans une population de taille ni) . Et il y a Ck1

r 
ombinaisons possibles de distributions de k1
éléments parmi r. D'où :

P (X1 = k1) = Ck1
r

Ak1
n1
Ak2

n2

Ar
n

=
r!

k1!k2!

n1!

(n1 − k1)!

n2!

(n2 − k2)!

(n− r)!

n!
=
Ck1

n1
Ck2

n2

Cr
n

.

2- L'ordre dans l'é
hantillon n'est pas pris en 
ompte. Le nombre total de 
ombinaisons est Cr
n.

Le nombre de 
ombinaisons possibles pour les éléments de Si est C
ki
ni
. D'où :

P (X1 = k1) =
Ck1

n1
Ck2

n2

Cr
n

.

Exemple 6.25 Population S = {R1, R2, N} = S1∪S2, où S1 = {R1, R2} 
ontient les deux boules

rouges et S2 = {N} la boule noire. On extrait su

essivement 2 boules (tirage sans remise), et on

s'intéresse à P (X1 = 1).

1- Cas où on tient 
ompte de l'ordre. L'univers est

Ω = {(R1, R2), (R1, N), (R2, R1), (R2, N), (N,R1), (N,R2)} de 
ardinal A2
3 = 6,

et P (X1 = 1) = P ({(R1, N), (R2, N), (N,R1), (N,R2)}) = 4
6 = 2

3 . On véri�e que

C1
2C

1
1

C2
3

= 2
3 .

2- Cas où on ne tient pas 
ompte de l'ordre. L'univers est

Ω = {{R1, R2}, {R1, N}, {R2, N}} de 
ardinal C2
3 = 3,

et P (X1 = 1) = P ({{R1, N}, {R2, N}}) = 2
3 .
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66 6.6. Loi hypergéométrique : tirages sans remise, ave
 ou sans ordre

Exemple 6.26 Jeu de 
artes S = {s1, ..., s52} de 52 
artes, 4 joueurs et 13 
artes distribuées

par joueur (= une main). On veut 
onnaître la probabilité d'avoir 0, 1, 2, 3 ou 4 as dans une

main. I
i S = les 52 
artes, n = |S| = 52, S1 = les 4 as, n1 = 4, ~n = (4, 48). Une main est

notée ~ω = (ω1, ..., ω13) (13 
artes). (L'univers Ω des mains possibles a pour 
ardinal |Ω| = C13
52 .)

Don
, pour k1 ∈ [0, 4], on a P (X1 = k1) = H(~n, 13, ~k) =
Ck

4C
13−k
48

C13
52

= 4!48!13!39!
k!(4−k)!(13−k)!(35+k)!52! . Don


P (X1 = 0) ≃ 0.30, P (X1 = 1) ≃ 0.44, P (X1 = 2) ≃ 0.21, P (X1 = 3) ≃ 0.04, P (X1 = 4) ≃ 0.003.
Même résultat si on prend en 
ompte l'ordre des 
artes dans une main.

Proposition 6.27 (Convergen
e de la loi hypergéométrique vers la loi binomiale.)

Quand on fait tendre n→ ∞ (la taille de la population est in�niment grande), si le rapport :

p1 =
n1

n
= 
onstant ∈]0, 1[ (6.31)

(le pour
entage de piè
es défe
tueuse ne dépend pas du nombre de piè
es fabriquées), alors :

H(~n, r, ~p) −→
n→∞

b(r, p1). (6.32)

Et le résultat est 
onservé quand on rempla
e

n1

n = p1 
onstant par : ∃p ∈]0, 1[ t.q. limn→∞
n1

n = p1.

Autrement dit, notant p1,n =déf p1

n et p2,n = 1−p1,n, si p1,n−→n→∞ p1, alors, pour k1 ∈ [0, r]N
et k2 = r − k1 ave
 k1 ≤ n1 et k2 ≤ n2, on a :

Ck1
p1,n

Ck2
p2,n

Cr
n

−→
n→∞

Ck1
r pk1

1 p
k2
2 . (6.33)

Et dans 
e 
as, on peut rempla
er le 
al
ul (6.30) (
oûteux) de la loi hypergéométrique par le 
al
ul

de la loi binomiale.

Preuve. I
i, 
omme 0 < p1 < 1 on a n1, n2 → ∞ quand n → ∞. Fixons r et k1 (qui eux ne

tendent pas vers l'in�ni), puis k2 = r − k1 :

Ck1
n1
Ck2

n2

Cr
n

=
n1!

k1!(n1 − k1)!

n2!

k2!(n2 − k2)!

r!(n− r)!

n!

=
r!

k1!k2!

n1!

(n1 − k1)!

n2!

(n2 − k2)!

(n− r)!

n!

∼
n=∞

r!

k1!k2!

nk1
1 n

k2
2

nr
= Ck1

r (
n1

n
)k1 (

n2

n
)k2 .

6.6.2 Cas ℓ issues

Plus généralement, soit un entier ℓ ≥ 2 et soit une partition S = S1 ∪ ... ∪ Sℓ de S. On note :

n = |S|, ni = |Si|, pi =
ni

n
, (6.34)

où don
 pi est la probabilité de présen
e dans Si (tirage équiprobable), et
∑ℓ

i=1 pi = 1.

Exemple 6.28 S un ensemble de piè
es, ℓ = 3, S1 l'ensemble des piè
es sans défaut, S2 l'ensemble

des piè
es ave
 défaut mais vendables à prix réduit, S3 l'ensemble des piè
es invendables.

Soit r ∈ N∗
et soit Ω l'univers des suites de r tirages ordonnés ou non. Don
 un élément de Ω

est une suite ~ω = (ω1, ..., ωr).
On dé�nit le ve
teur aléatoire (la variable aléatoire à valeurs ve
torielles) :

~X :





Ω → Nℓ

~ω 7→ ~X(~ω) =



X1(~ω) = le nombre de 
omposantes de ~ω qui sont dans S1

.

.

.

Xℓ(~ω) = le nombre de 
omposantes de ~ω qui sont dans Sℓ


 .

(6.35)
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67 6.7. Loi géométrique (nombre d'é
he
s su

essifs, ou temps d'attente)

Proposition 6.29 Soit (k1, ...kℓ) ∈ Nℓ
t.q. k1 + ...+ kℓ = r et ki ≤ ni pour tout i = 1, ..., ℓ. La loi

de

~X est donnée par :

P ( ~X = (k1, ..., kℓ)) =
Ck1

n1
...Ckℓ

nℓ

Cr
n

, (6.36)

et 
ette loi est appelée loi hypergéométrique H(~n, r, ~p) (ou loi polygéométrique), où on a noté

~n = (n1, ..., nℓ) et ~p = (p1, ..., pℓ), ainsi que n = n1 + ...+ nℓ.

Preuve. Même démar
he que la démonstration de la proposition 6.24.

Exemple 6.30 Soit S un ensemble de boules de k 
ouleurs di�érentes, k ≥ 2. On pose S =
S1 ∪ ...∪Sk, où les sous-populations Si sont disjointes 2 à 2. On pose n = |S|, ni = |Si| et pi = ni

n .

Pour un tirage sans remise dem boules, on pose Pm1,...,mk
la probabilité de tirerm1 boules de S1,...

, mk boules de Sk (ave
 don
 m = m1 + ...+mk si on veut une probabilité non nulle). On a :

Pm1,...,mk
=
Cm1

n1
...Cmk

nk

Cm
n

. (6.37)

6.7 Loi géométrique (nombre d'é
he
s su

essifs, ou temps d'attente)

On 
onsidère n épreuves de Bernoulli, n ≥ 1, de résultats a ou b.
On pourra interpréter a 
omme un su

ès et b 
omme un é
he
.

Soit p = P (a) et q = 1−p = P (b). Soit X la v.a.r. qui donne le premier tirage où on obtient a
(on obtient le premier su

ès) :

X :





[a, b]n → N,

~ω = (ω1, ..., ωn) 7→ X(~ω) =

{
i où ωi est le premier a si i existe,

n+1 si ~ω = (b, ..., b),

(6.38)

Don
, pour k ∈ [1, n]N :

X(~ω) = k ⇐⇒ ∀j = 1, ..., k−1, ωj = b, et ωk = a. (6.39)

Don
 :

PX(1) = p, PX(2) = qp, PX(3) = q2p, ..., PX(k) = qk−1p, PX(n+1) = qn. (6.40)

Dé�nition 6.31 La loi géométrique de paramètre p est la loi de probabilité P dé�nie sur N∗
(
as

d'une in�nité d'épreuves de Bernoulli) par, pour p ∈]0, 1[, notant q = p−1 :

P ({k}) = qk−1p (= (1−p)k−1p). (6.41)

(La suite (uk)k∈N = (P ({k}))k∈N est une suite géométrique de raison q et de premier terme p.)
Autrement dit :

P =

∞∑

k=1

qk−1p δk, (6.42)

où δk est la masse de Dira
 en k. (On véri�e que P (N) =
∑∞

k=1 q
k−1p = p

∑∞
k=0 q

k = p 1
1−q = 1.)

Proposition 6.32 Pour la loi géométrique, quand 0 < p < 1 et q = 1−p, on a :

P (X > k) = qk, (6.43)

i.e. la probabilité d'au moins k é
he
s su

essifs est qk ; et don
 P (X ≤ k) = 1 − qk (probabilité

d'avoir au moins un su

ès après k tirages).

Et le premier su

ès arrive de façon presque 
ertaine après un nombre �ni k d'épreuves (mais

on peut attendre longtemps...). Autrement dit P (X=∞) = 0.

Preuve. P (X > k) = P (X ∈ [k+1,∞]) = qkp+ qk+1p+ ... = qkp
∑∞

k=0 q
k = qkp 1

1−q = qk. (Et on

véri�e que P (X ≤ k) = p
∑k−1

j=0 q
j = p 1−qk

1−q = 1− qk).

Et P (X = k+1) = pqk −→
k→∞

0 donne lim
k→∞

P (X=k) = 0, soit P (X=∞) = 0 ave
 (2.9).

(Ou en
ore, pour tout ε > 0 on a P (X = k) < ε dès que k est assez grand.)
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68 6.8. Loi normale (gaussienne) N (m, σ2)

6.8 Loi normale (gaussienne) N (m, σ2)

Dé�nition 6.33 Soit m ∈ R et soit σ > 0. Soit p : R → R donnée par :

p(t) =
1

σ
√
2π
e−

(t−m)2

2σ2 . (6.44)

La probabilité P de densité p est appelée �loi de gauss de moyenne m et d'é
art type σ�, et notée :

P = N (m,σ2), (6.45)

en
ore appelée �loi normale de moyenne m et d'é
art type σ�. (On verra plus loin qu'e�e
tivement

m = la valeur moyenne, et σ = l'é
art type).

Quand m = 0, la loi P = N (0, σ2) est dite 
entrée.
Quand m = 0 et σ = 1, la loi P = N (0, 1) est dite �loi normale standard� : la densité de

probabilité est alors donnée par la gaussienne 
entrée réduite :

dP = p(t) dt où p(t) =
1√
2π
e−

t2

2 . (6.46)

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
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σ=1/4 

σ=1/2 

σ=1 

Figure 6.1 � Densités de probabilités gaussienne 
entrée N(0, σ2) pour σ = 1, σ = 1
2 et σ = 1

4 .

Et P ([−ασ, ασ]) = aire sous la 
ourbe entre les abs
isses t = −ασ et t = ασ. Voir tables de loi de
la gaussienne.

La loi P = N (m,σ2) est don
 donnée par :

P ([a, b]) =
1

σ
√
2π

∫ b

a

e−
(t−m)2

2σ2 dt. (6.47)

On véri�e que

∫
R
p(t) dt = 1, 
f. (1.33), et P est bien une probabilité.

On montre que P −→
σ→0

δm la masse de Dira
 en m, voir 
ours de distribution.

Notation : on pose pour m ∈ R et σ = 0 :

N (m, 0) = δm. (6.48)

Remarque 6.34 Si X est une v.a.r. on notera PX = P ◦X−1
la loi de X . Et dire que PX suit

la loi N (m, 0) signi�era PX = δm, don
 la valeur m est la valeur 
ertaine pour X . Autrement dit

PX = N (m, 0) ssi X est la v.a.r. 
onstante X = m1R (fon
tion déterministe).

Proposition 6.35 Soit X : Ω=R → R une v.a.r. de loi N (m,σ2), où m ∈ R et σ > 0. Alors
Y = 1

σ (X − m) est une v.a.r. de loi N (0, 1) (loi normale standard = loi de densitée gaussienne


entrée réduite).

Et plus généralement, si PX = N (m,σ2), où m ∈ R et σ > 0, alors toute translatée-dilatée

Z = α+ βX est de loi gaussienne, pour α, β = 0.
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69 6.9. Loi exponentielle (durée de vie d'une parti
ule radioa
tive)

Preuve. Y −1([c, d]) = {ω : X(ω)−m
σ ∈ [c, d]} = X−1([m+σc,m+σd]).

Don
 PY ([c, d]) = P (Y −1([c, d])) = P (X−1([m+σc,m+σd])) =
∫m+σd

x=m+σc
1

σ
√
2π
e−

(x−m)2

2σ2 dx =
∫ d

y=c
1√
2π
e−

(y2

2 dy.

Démonstration similaire dans le 
as général quand β 6= 0. Et si β = 0, alors Z = α est une

v.a.r. 
onstante (fon
tion déterministe) de loi N (α, 0) = δα.

6.9 Loi exponentielle (durée de vie d'une parti
ule radioa
tive)

Dé�nition 6.36 Soit λ > 0. La probabilité sur R+ de densité p : R+ → R donnée par :

p(t) = λe−λt, (6.49)

est appelée loi exponentielle de paramètre λ. C'est don
 la probabilité donnée sur Ω = R+ par :

P ([a, b]) =

∫ b

a

λe−λt dt (= e−λa − e−λb). (6.50)

Sa fon
tion de répartition est (immédiat), pour t ≥ 0 :

(P ([0, t]) =) F (t) = 1− e−λt
(6.51)

Cette loi est une très bonne modélisation de la désintégration d'une parti
ule radioa
tive au


ours du temps : on note X : t ∈ R+ → X(t) la (quantité de) radioa
tivité d'une parti
ule au

temps t. On note τ = 1
λ appelé �temps 
ara
téristique� (dimension d'un temps, et ainsi P ([a, b])

est sans-dimension : 
'est un pour
entage). Alors :

FX(T ) = PX([0, T ]) =

∫ T

0

1

τ
e−

t
τ dt = 1− e−

T
τ

(6.52)

est la probabilité de désintégration de la parti
ule dans l'intervalle [0, T ] (ave
 FX la fon
tion de

répartition de PX ). En parti
ulier PX(R+) = 1, et la parti
ule a perdu, de manière 
ertaine, toute

sa radioa
tivité au bout d'un temps in�ni.

Et :

GX(t)
déf

= P (]t,∞[) = 1− FX(t) = e−
t
τ

(6.53)

est la fon
tion dé
roissante (de 1 = 100% vers 0) qui mesure la quantité de radioa
tivité restante

à l'instant t, ave
 pour unité de mesure : radioa
tivité = 1 à l'instant t = 0.
La demie durée de vie de radioa
tivité est le temps t1/2 tel que :

PX([0, t1/2]) =
1

2
. (6.54)

Comme PX([0, t1/2]) = 1− e−
t1/2
τ
, on a t1/2 = −τ ln(12 ), soit :

t1/2 = τ ln(2) ≃ 0.69 τ, (6.55)

d'où la signi�
ation du temps 
ara
téristique τ = 1
λ =

t1/2
ln(2) ≃ 1.44 t1/2.

Exer
i
e 6.37 Soit X : R+ → R+ v.a.r t.q. P (X > s) > 0 pour tout s > 0. Montrer que X a la

�propriété de non vieillissement� :

∀s, t ∈ R∗
+, P (X > t+s |X > t) = P (X > s) ⇐⇒ X suit une loi exponentielle. (6.56)

Réponse. ⇐. Hypothèse pX(t) = λe−λt
. On a P (X > t+s |X > t) = P ((X>t+s))∩(X>t))

P (X>t)
= P (X>t+s)

P (X>t)
=

1−F (t+s)
1−F (t)

= e−λ(t+s)

e−λ(t) = e−λs
.

⇒. Hypothèse P (X > t+s |X > t) = P (X > s), pour tout s, t > 0. Don
 P ((X > t+s)) ∩ (X > t)) =

P (X > t)P (X > s), soit P (X > t+s)) = P (X > t)P (X > s), soit G(t+s) = G(t)G(s) où G(s) = 1−F (s).

Ave
 F est 
roissante (fon
tion de répartition), don
 G dé
roissante. Ave
 hypothèse P (X > s) > 0 pour

tout s > 0, don
 G est non nulle. Don
 il existe λ ∈ R∗
+ t.q. G(s) = e−λs

. Don
 F (s) = 1− e−λs
. Don
 P

a pour densité F ′(s) = λe−λs
.
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70 6.10. Loi de Poisson (ou loi des événements rares)

Lien ave
 la loi géométrique : soitX une v.a.r. telle que PX suit la loi géométrique de paramètre

p ∈]0, 1[, et on pose q = 1 − p, et soit Y une v.a.r. telle que PY suive la loi exponentielle de

paramètre λ. Don
, 
f. (6.43) et (6.53) :

P (X > n) = qn = en log q = e−n(− log q), et P (Y > n) = e−nλ.

Si :

λ = − log q,

alors la loi de probabilité géométrique dis
rète PX peut servir à appro
her la loi de probabilité

exponentielle 
ontinue PY , au sens où P (X > n) = P (Y > n) pour tout entier n.

Remarque 6.38 Le temps 
ara
téristique τ est en fait l'espéran
e (le 
entre de gravité) de la loi

exponentielle : par intégration par parties :

E =

∫ ∞

0

t p(t) dt =
1

τ

∫ ∞

0

t e−
t
τ dt = +

∫ ∞

0

e−
t
τ dt− [t e−

t
τ ]∞0 = [−τe− t

τ ]∞0 − 0 = τ.

Et le moment d'ordre 2 est = τ2 : par intégration par parties :

∫ ∞

0

t2 p(t) dt = τ2.

Don
 τ = 1
λ �est vraiment� une grandeur 
ara
téristique de la loi exponentielle.

6.10 Loi de Poisson (ou loi des événements rares)

(Siméon Denis Poisson, 1781�1840.)

Dé�nition 6.39 Cas Ω = N et tribu P(N). Soit λ > 0. La loi de Poisson de paramètre λ est la loi

de probabilité P dé�nie pour k ∈ N par :

P ({k}) = λk

k!
e−λ noté

= p(k;λ). (6.57)

(On véri�e que P (N) =
∑

N
P ({k}) = e−λ

∑
N

λk

k! = e−λeλ = 1.)
La loi de Poisson est appelée la loi des événements rares, voir proposition 6.40 et remarque 6.41.

Proposition 6.40 Soient n épreuves de Bernoulli identiques d'issues a ou b. Soit λ > 0 �xé. On a,

pour k ∈ N :

lim
n→∞

b(k;n,
λ

n
) = e−λλ

k

k!
. (6.58)

En parti
ulier (au
un événement ne se produit pour 
ette loi) :

lim
n→∞

b(0;n,
λ

n
) = e−λ. (6.59)

(Appeler 
onvergen
e étroite : la mesure Pn 
onverge vers la mesure P .)

Preuve. Soit λ �xé. Notons pn = λ
n . On a b(k;n, pn) =

n!
k!(n−k)!p

k
n(1−pn)n−k

.

Pour k = 0 on a b(0;n, pn) = (1−pn)n (que des é
he
s), soit b(0;n, pn) = (1− λ
n )

n −→n→∞ e−λ
.

Pour k ∈ N∗
on a

n!
(n−k)!p

k
n = n(n−1)...(n−k+1)(λn )

k ∼ λk quand n→ ∞.

Et (1−pn)n−k = e(n−k)ln(1− λ
n ) = e(n−k)(− λ

n+o( 1
n )) = e−λ+k λ

n+o( 1
n )) ∼ e−λ

quand n→ ∞.

Remarque 6.41 - Interprétation - On 
onsidère n tirages pour n �très grand�, et on s'intéresse

au 
as d'une loi de Bernoulli b(n, p) pour p≪ 1 (su

ès �très rare�). Posant λ = pn, la probabilité

b(k;n, λn ) d'obtenir k fois un su

ès est �bien approximée� par la valeur e−λ λk

k! quand k ≪ n
(l'équation (6.58) suppose k �xé et n→ ∞) : 
ela permet d'éviter le 
al
ul de b(k;n, p) = Ck

np
kqn−k

di�
ile à faire (essayer ave
 B(2; 1000, 1
500 ). Et même pour k = 0, le 
al
ul de b(0;n, p) = qn est

di�
ile à faire (essayer ave
 n = 1000 et p = 1
500 ).

70



71 6.10. Loi de Poisson (ou loi des événements rares)

Exemple 6.42 Soit n ∈ N∗
, n ≫ 1, et la partition

⋃n
i=1[

i−1
n , i

n [ de [0, 1[ en n intervalles, 
haque

intervalle 
orrespondant à un 
apteur de parti
ules.

Soit m ∈ N∗
un nombre �xé (petit) de parti
ules.

Soit pn la probabilité que l'intervalle [ i−1
n , i

n [ 
ontienne au moins un point, probabilité supposée

indépendante de i. Soit α > 0 �xé, on pose :

pn =
α

n
,

On s'intéresse au 
as pn ≪ 1, modélisé par pn → 0 quand n→ ∞.

Soit X la v.a.r. qui 
ompte le nombre d'intervalles o

upés par lesm parti
ules : on suppose que

PX(k) = b(k;n, pn) (probabilité pour que m points distribués au hasard soient dans k intervalles).

En parti
ulier :

PX(0) = b(0;n, pn) = (1−pn)n (∼
∞
e−α)

est la probabilité �toutes les parti
ules sont à l'extérieur de [0, 1[� (au
une parti
ule n'a été déte
tée
dans [0, 1[). Cette probabilité tend vers la limite �nie e−α


onstante, probabilité pour que les

parti
ules à déte
ter ne parviennent pas aux 
apteurs.

Don
 f(α) = 1− e−α
est la probabilité d'avoir au moins un point [0, 1[.

Et b(k;n, pn) ≃ e−α αk

k! = p(k;α) quand n→ ∞, 
f. (6.58).

Exer
i
e 6.43 Soit une population de n = 500 personnes. On souhaite 
onnaître 
onnaître la

probabilité que zéro, une, deux,..., personnes soient nées le 14 juillet. Cal
uler 
ette probabilité.

Réponse. I
i b(k;n, p) = b(k; 500, 1
365

) est la probabilité pour que k personnes soient nées le 14 juillet, en

supposant l'équiprobabilité des naissan
es (p = 1
365

est la probabilité de naître le jour j).
Le 
al
ul exa
te par exemple de b(2; 500, 1

365
) = C2

500(
1

365
)2( 364

365
)498 ne peut pas être fait sur une petite


al
ulatri
e de manière évidente.

Un résultat appro
hé peut être 
al
ulé par la loi de Poisson à l'aide de (6.58) : i
i λ = np = 500
365

.

I
i k = 0, 1, 2, 3, 4 ≪ n = 500, et λ = pn = 500
365

≪ 500 = n rentrent dans le 
adre de l'approximation :

PX(k) ≃ e−λ λk

k!
. Et don
 PX(0) ≃ 25%, PX(1) ≃ 35%, PX(2) ≃ 24%, PX(3) ≃ 11%, PX(4) ≃ 4%,

PX(5) ≃ 1%...

(Pour 333 personnes ≃ population d'élèves de l'ISIMA : PX(0) ≃ 40%, PX(1) ≃ 37%, PX(2) ≃ 17%,

PX(3) ≃ 5%, PX(4) ≃ 1%...)

Exer
i
e 6.44 On 
onsidère un médi
ament. Soit p la probabilité (le risque individuel) qu'une

personne ait un e�et se
ondaire. On suppose p≪ 1.
On prend un groupe de n personnes, n≫ 1.
1- Soit X la v.a.r. qui 
ompte le nombre de personnnes qui présente l'e�et se
ondaire.

Donner la loi deX , puis P0 = P (X=0) et P1 = P (X=1) et P (X≥2). Cal
uler P0 pour p =
1

10000
et n = 10000.

2- On ne 
onnaît pas p.
On applique la règle 1 : pour P0 ≥ 5% il est raisonnable de penser observer des e�ets se
ondaires.

* Quel est le risque individuel p ?
* Que vaut p pour n = 10000 ?
* Si 
e médi
ament est donné à 106 personnes, 
ombien de personnes risquent d'avoir un e�et

se
ondaire ?

3- On applique la règle 2 : pour P0 ≥ 90% il est raisonnable de penser observer des e�ets

se
ondaires. Mêmes questions.

Réponse. 1- La loi de X est la loi binomiale b(n, p). Ainsi P (X=k) = Ck
np

k(1−p)n−k
, et P (X=0) = P0 =

(1−p)n = (1 − pn

n
) ≃ e−np

quand n ≫ 1 (on a posé λ = np dans (6.59)), probabilité de ne pas observer

d'e�ets se
ondaire dans le groupe de n personnes.

Pour p = 1
10000

et n = 10000 on obtient P0 = e−1 ≃ 0.37, probabilité qu'au
une personne n'ait d'e�et
se
ondaire. Et P1 ≃ e−np(np) = 0.37. D'où P (X≥2)1− 0.37− 0.37 = 0.26.

2- * On doit avoir e−np ≥ 5
100

= 1
20
. Don
 −np ≥ ln 1

20
= −ln(20). Don
 p ≤ ln(20)

n
≃ 3

n
.

* Pour n = 10000 on obtient p ≤ 3
10000

= 0.03%.

* Ave
 
e p = 0.03% (risque individuel), si on donne 
e médi
ament à 106 personnes, on aura 106 ×
3

10000
= 300 personnes qui risquent d'avoir un e�et se
ondaire. C'est beau
oup.

3- * On doit avoir e−np ≥ 90
100

. Don
 −np ≥ −ln 90
100

. Don
 p ≤ ln0.9
n

≃ 0.1
n
.

* Pour n = 10000 on obtient p ≤ 1
100000

= 0.001%.

* Ave
 
e p = 0.001% (risque individuel), si on donne 
e médi
ament à 106 personnes, on aura 106 ×
1

100000
= 10 personnes qui risquent d'avoir un e�et se
ondaire.
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72 6.11. Loi γ de la fon
tion fa
torielle Γ

6.11 Loi γ de la fon
tion fa
torielle Γ

Cette loi sera utilisée dans le paragraphe suivant : loi du ki-2.

Pour un entier n ≥ 1, on note :

Γ(n+1) = n! (=
n∏

k=1

k = 1× 2× ...× (n−1)× n). (6.60)

Et par 
onvention on pose Γ(1) = 0! = 1. Une propriété immédiate est pour n ≥ 0 :

Γ(n+1) = nΓ(n), (6.61)

ainsi que, pour tout n > 0 entier :

Γ(n) =

∫ ∞

0

tn−1e−t dt.

En e�et, par intégration par parties,

∫∞
0 tne−t dt =

∫∞
0 ntn−1e−t dt+ [tne−t]∞0 quand n ≥ 1, et on

retrouve Γ(n+1) = nΓ(n), ave
, pour n = 1,
∫∞
0 t0e−t dt = 1.

D'où la généralisation de la dé�nition aux réels positifs :

Dé�nition 6.45 On note Γ : R∗
+ → R la fon
tion dé�nie par :

Γ(z)
déf

=

∫ ∞

0

tz−1e−t dt (=

∫ ∞

0

e(z−1) log(t)e−t dt). (6.62)

Et on généralise 
ette dé�nition à tout 
omplexe z de partie réelle > 0.

On véri�e par intégration par parties que, pour tout z > 0 :

Γ(z+1) = zΓ(z). (6.63)

En parti
ulier, on trouve, pour n ≥ 1 :

Γ(
1

2
) =

√
π, Γ(n+

1

2
) = (n−1

2
)(n−3

2
)...

3

2

1

2

√
π, (6.64)


ar

∫∞
0

1√
t
e−t dt =

∫∞
0

1
y e

−y2

2y dy = 2
∫∞
0 e−y2

dy =
∫∞
−∞ e−y2

dy =
√
π.

Dé�nition 6.46 Soit α > 0 et z ∈ C de partie réelle > 0. La loi γα,z dite �loi gamma d'indi
e α
et z� est la loi de densité γα,z : R → R+ dé�nie par :

γα,z(t) =





αz

Γ(z)
tz−1e−αt

si t > 0,

0 si t ≤ 0.

(6.65)

Exer
i
e 6.47 Véri�er que

∫
R+
γα,z(t) dt = 1 pour α > 0.

Réponse.

∫ ∞

0

γα,z(t) dt =
αz

Γ(z)

∫ ∞

t=0

tz−1e−αt dt =
αz

Γ(z)

∫ ∞

y=0

(
y

α
)z−1e−y dy

α
= 1.

En parti
ulier :

γ1,z(t) =
1

Γ(z)
tz−1e−t1R+(t). (6.66)

Proposition 6.48 Pour tout t ≥ 0 :

(γα,y ∗ γα,z)(t) = γα,y+z(t). (6.67)
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, loi du χ2

(loi du ki-2 = loi du 
hi-2 = loi de Pearson à n degrés de liberté)

Preuve. Les fon
tions étant nulles pour t ≤ 0, on a d'une part :

(γα,y ∗ γα,z)(t) =

∫ ∞

τ=−∞
γα,y(τ)γα,z(t−τ) dτ =

∫ t

τ=0

γα,y(τ)γα,z(t−τ) dτ

=

∫ t

τ=0

αy+z

Γ(y)Γ(z)
τy−1(t−τ)z−1e−ατ−α(t−τ) dτ

=
αy+z

Γ(y)Γ(z)
e−αt

∫ t

τ=0

τy−1(t−τ)z−1 dτ

τ=tu
=

αy+z

Γ(y)Γ(z)
e−αt ty+z−1

∫ 1

u=0

uy−1(1−u)z−1 du

= γα,y+z(t)
Γ(y + z)

Γ(y)Γ(z)

∫ 1

u=0

uy−1(1−u)z−1 du.

D'autre part ave
 Fubini, les fon
tions étant positives :

∫ ∞

t=−∞
(γα,y ∗ γα,z)(t) dt =

∫ ∞

τ=−∞

∫ ∞

t=−∞
γα,y(τ)γα,z(t−τ) dtdτ

= (

∫ ∞

τ=−∞
γα,y(τ) dτ)(

∫ ∞

u=−∞
γα,z(u) du) = 1× 1 = 1.

Comme

∫∞
t=−∞ γα,y+z(t) dt = 1, on en déduit

∫ 1

u=0 u
y−1(1−u)z−1 du = Γ(y)Γ(z)

Γ(y+z) , d'où (6.67).

6.12 Loi de X2
, loi du χ2

(loi du ki-2 = loi du 
hi-2 = loi de Pearson à

n degrés de liberté)

[Chi-square distribution.℄

SoitX1, ..., Xn sont n v.a.r. sur un même espa
e probabilisé (Ω, T , P ). On note ~X = (X1, ..., Xn)
(un ve
teur aléatoire sur (Ω, T , P )), et on note :

S2 = || ~X||2 déf=
n∑

i=1

X2
i . (6.68)

Ainsi S2 : Ω → R est la fon
tion (la v.a.r.) dé�nie sur (Ω, T , P ) par, pour tout ω ∈ Ω :

S2(ω) =

n∑

i=1

Xi(ω)
2 (= || ~X||2(ω) déf= || ~X(ω)||2Rn =

n∑

i=1

X2
i (ω)). (6.69)

Remarque 6.49 S2

orrespond à une énergie (ou en
ore à la somme des 
arrées des erreurs

= dispersion des résultats), et peut être dérivée (voir également la méthode des moindres 
arrés).

Alors que pour la somme des valeurs absolues,

∑n
i=1 |Xi|, la dérivation (et la re
her
he du minimum

de l'erreur) n'est pas possible en

~X = ~0 (alors que le minimum est justement en

~X = ~0).

Dé�nition 6.50 Lorsque toutes les v.a.r. Xi, i = 1, ..., n, sont indépendantes et de même loi

normale 
entrée réduite (toutes de densité p(t) = 1√
2π
e−

t2

2
), on appelle fon
tion ki-2 la fon
tion :

S2 noté= χ2(n) (= || ~X||2). (6.70)

Et on appelle loi du χ2
(loi du �ki deux�) à n degrés de liberté : la loi de la v.a.r. χ2(n) :

Pχ2(n) = loi du ki-2. (6.71)

Proposition 6.51 Cas n=1. Soit X une v.a.r. de loi PX normale 
entrée réduite. La loi de

X2 =noté χ2(1) est la loi PX2 = Pχ2(1) de densité p1R+ où, pour t > 0 :

p(t) = γ 1
2 ,

1
2
(t) (=

1√
2π

t−
1
2 e−

t
2 =

1√
2πtet

). (6.72)


f. (6.65) ave
 z = 1
2 et α = 1

2 .
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hy

Et si X est une v.a.r. de loi PX normale de moyenne m et é
art type σ, alors la loi de

(X−m)2 =noté χ2(1, σ) est la loi P(X−m)2 = Pχ2(1,σ) de densité p1R+ où, pour t > 0 :

p(t) = γ 1
2σ2 , 12

(t) (=
1

σ
√
2π

t−
1
2 e−

t
2σ2 ), (6.73)


f. (6.65) ave
 z = 1
2 et α = 1

2σ2 .

Preuve. On a (ave
 t = y2 quand t ≥ 0) :

P ((X −m)2 ≤ t) = P (|X −m| ≤
√
t) = P (X −m ∈ [−

√
t,
√
t]) = PX−m([−

√
t,
√
t])

=
1

σ
√
2π

∫ √
t

τ=−
√
t

e−
τ2

2σ2 dτ =
2

σ
√
2π

∫ √
t

τ=0

e−
τ2

2σ2 dτ

=
2

σ
√
2π

∫ t

y=0

e−
y

2σ2
dy

2
√
y
=

1

σ
√
2π

∫ t

y=0

y−
1
2 e−

y

2σ2 dy =

∫ t

y=0

p(y) dy.

Proposition 6.52 Soient X1, ..., Xn n lois indépendantes normales 
entrées réduites (moyenne

nulle et é
art type σ = 1). La loi de || ~X||2
Rn =noté χ2(n) est la loi P|| ~X||2

Rn
= Pχ2(n) de densité

p1R+ où, pour t > 0 :

p(t) = γ 1
2 ,

n
2
(t) (=

1

2
n
2 Γ(n2 )

t
n
2 −1e−

t
2 ). (6.74)

En parti
ulier, pour n pair, notant n = 2m, on a p(t) = 1
2m(m−1)! t

m−1e−
t
2
.

Soient X1, ..., Xn n lois indépendantes normales de moyennemi et toutes de même é
art type σ.
La loi de

∑n
i=1(Xi −mi)

2
est la loi Pχ2(n,σ) de densité p1R+ où, pour t > 0 :

p(t) = γ 1
2σ2 ,n2

(t). (6.75)

Preuve. On verra, 
f. (8.7), que, lorsque les v.a.r. X et Y sont indépendantes, pour des loi de

densités, dPX(x) = ρX(x) dx et dPY (x) = ρY (x) dx, la loi PX+Y est la loi de densité dPX+Y (x) =
(ρX ∗ ρY )(x) dx. Et on a, pour tout t ≥ 0 :

(γα,y ∗ γα,z)(t) = γα,y+z(t),


f. (6.67). D'où quand X1 et X2 sont deux lois normales 
entrées indépendantes de même va-

rian
e σ2
:

dPX2
1+X2

2
(t) = (γ 1

2σ2 , 12
∗ γ 1

2σ2 , 12
)(t) dt = γ 1

2σ2 ,1(t) dt,

d'où (6.74). Puis la formule par ré
urren
e.

6.13 Loi de Cau
hy

C'est la loi de densité dé�nie sur R par :

dP (x) = p(x) =
1

π

1

1 + x2
. (6.76)

(On véri�e que

∫
R
p(x) dx = 1

π [arctan]
∞
−∞ = 1.)

C'est une loi qui n'admet pas d'espéran
e (

∫∞
0 x 1

1+x2 dx = ∞), 
ontrairement aux lois présen-

tées avant.

Exemple 6.53 Un phare fa
e à la mer. Soit :

q(θ) =
1

π
1]−π

2 ,π2 [(θ)

l'émission (uniforme) de lumière suivant l'angle θ, l'angle θ = 0 
orrespondant à l'axe perpendi-


ulaire à la 
�te (faire un dessin). Soit une droite parallèle à la 
�te située �dans la mer� à une

distan
e 1. Soit x = X(θ) le point d'impa
t de la lumière sur 
ette droite : tan(θ) = x
1 = x.
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La fon
tion de répartition est F (x) = PX(]−∞, x[) = P (X ≤ x) = P ({θ : X(θ) ≤ x}), i.e. :

F (x) =

∫ arctanx

θ=−∞
q(θ) dθ =

1

π
arctan(x) +

1

2
.

Et F ′(x) = 1
π

1
1+x2 = p(x) : la probabilité d'atteindre le point x est une probabilité 
ontinue de

densité la loi de Cau
hy.

Exer
i
e 6.54 Soit dµ(x) = 1
πdx la densité de probabilité uniforme sur ]− π

2 ,
π
2 [. Montrer que la

loi de Cau
hy est la densité de la loi image ν = µ ◦ arctan.
Réponse. On prend un peu d'avan
e, voir paragraphe 9.1.3. Il s'agit de montrer, 
f. (9.13), que ν(g) =
µ(g ◦ tan) = 1

π

∫
R
g(y) dy

1+y2 , pour une fon
tion mesurable g. On a :

µ(g ◦ tan) =
∫

x∈R

g(tan(x)) dµ(x) =

∫ π
2

x∈−π
2

g(tan(x))
1

π
dx =

∫ ∞

y=−∞
g(y)

1

π

dy

1 + y2
,=

∫ ∞

y=−∞
g(y)dP (y),

à l'aide du 
hangement de variable y = tan x qui donne dy = (1 + tan2 x) dx.

7 Pro
essus sto
hastiques

7.1 Dé�nitions

7.1.1 Dé�nition d'un pro
essus

Soit I un ensemble (d'indi
es) donné (par exemple [0, n]N, N∗
, [a, b], R+,...).

Soit E un ensemble muni d'une tribu TE .

Dé�nition 7.1 Une famille (Xi)i∈I de va.r. Xi : Ω → E toutes dé�nies sur un même espa
e

probabilisé (Ω, TΩ, P ) est appelé un pro
essus sto
hastique.

Si I = [1, n]N ou N∗
(ou plus généralement un ensemble au plus dénombrable), alors (Xi)i∈I

est un pro
essus dis
ret (ou à temps dis
ret).

Si I = [0, T ] ou R+, alors (Xt)t∈I est un pro
essus 
ontinu (ou à temps 
ontinu).

Dé�nition 7.2 E ⊃ ImXi est appelé l'ensemble des états (�ni ou non).

Exemple 7.3 Pro
essus de Bernoulli (pro
essus dis
ret) (Xi)i∈N∗
: l'univers est {a, b}N∗

, et

Xi(~ω) = ωi pour ~ω = (ω1, ω2, ...). I
i Xi = πi la proje
tion sur la i-ème 
oordonnée.

Exemple 7.4 Cas 
ontinu. I = [0, T ] (ou I = R+). Soit {c1} l'ensemble 
onstitué d'un 
apteur

(une 
ible). Pour t ∈ [0, T ], soit St le nombre de parti
ules qui sont arrivées sur le 
apteur c1 dans

l'intervalle [0, t] (idem pour 
ompter les voitures passant un péage donné, le nombre de 
lients

passant par une 
aisse...). Ainsi (St)t∈[0,T ] est un pro
essus 
ontinu à valeurs dis
rètes, les St étant

dé�nies sur F([0, T ];N) (plus pré
isément sur le sous-espa
e des fon
tions 
roissantes nulles en 0).
Don
 ave
 δt la masse de Dira
 :

St(ω) = δt(ω), i.e. St = δt. (7.1)

Si on dispose de plusieurs 
apteurs ci, i = 1, ...,m, on dispose des pro
essus (Sci,t)t∈[0,T ], où

Sci,t : Ω = F([0, T ],N) :

Sci,t(ω) = ω(t) = nb de parti
ules 
aptées par ci dans [0, t]. (7.2)

Et pour une suite stri
tement 
roissante (tj)j=1,...,n, les suites (Sci,tj )j∈[1,n]N sont des pro
essus

dis
rets.

7.1.2 Pro
essus i.i.d.

Dé�nition 7.5 Un pro
essus dis
ret (Xi) est dit i.i.d. = �independant identi
ally distributed

random sequen
e� ssi les Xi sont indépendantes et de même loi (PXi = PX1 pour tout i).

Exemple 7.6 Les Xi du pro
essus de Bernoulli forme un pro
essus i.i.d..
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7.1.3 Traje
toires

Soit un pro
essus (Xi)i∈I , où Xi : Ω → E.

Dé�nition 7.7 À ω ∈ Ω �xé, la fon
tion :

Xω :

{
I → E

i → Xω(i)
déf

= Xi(ω) (= X(i, ω)),
(7.3)

est appelée la traje
toire de ω. Et son image ImXω = Xω(I) est également appelée la traje
toire

de ω (attention au 
ontexte).

Exemple 7.8 Pro
essus dis
ret, voir � suivant.

Exemple 7.9 Pro
essus 
ontinu de l'exemple 7.4 : ω : t → ω(t) est la traje
toire de ω au 
ours

du temps. Le graphe de ω est la traje
toire géométrique.

Exemple 7.10 Le pro
essus de Bernoulli a été dé
rit au paragraphe 6.3 page 61.

7.1.4 Appli
ation : mar
he aléatoire (ou promenade aléatoire)

Soit

~Z = (Zn)n∈N un pro
essus de Bernoulli (une suite véri�ant (6.7)).

L'univers est Ω = {a, b}N∗
.

Dé�nition 7.11 Une mar
he aléatoire est un pro
essus

~X = (Xn)n∈N∗
à valeurs dans {−1, 1}

dé�ni par, pour tout n :

Xn = 2Zn − 1, Xn(~ω) =

{
1 si ωn = a,

−1 si ωn = b,
(7.4)

on avan
e (si pile) ou re
ule (si fa
e) de 1 au temps n. L'ensemble des états est E = {0, 1}.

Dé�nition 7.12 Si la mar
he aléatoire (Xn) est i.i.d. ave
, pour tout n :

{
PXn(1) = p (= P ({~ω : Xn(~ω) = ωn = 1}),
PXn(−1) = 1− p (= P ({~ω : Xn(~ω) = ωn = −1}). (7.5)

où p ∈]0, 1[, alors la mar
he aléatoire (Xn) est appelée mar
he aléatoire de paramètre p.
Si p = q = 1

2 , la mar
he est dite symétrique, ou appelée promenade aléatoire.

On pose :

Sr =

r∑

i=1

Xr. (7.6)

Exemple 7.13 Ave
 r = 5 et ~ω = (a, b, b, a, b) (résultat d'une suite de 5 tirages) :

~X(~ω) =
(1,−1,−1, 1,−1) et don
 Sr(~ω) = S5(~ω) = −1.

Proposition 7.14 Soit (Xn)n∈N∗
une mar
he aléatoire de paramètre p. Alors, b(r, p) étant la loi

binomiale, 
f. paragraphe 6.3, on a, si k ∈ [−r, r]N :

PSr(k) =





= b(
r + k

2
; r, p) = C

r+k
2

r p
r+k
2 (1−p) r−k

2 , si r+k pair,

= 0, sinon.
(7.7)

Preuve. Notons Tr =
∑r

i=1 Zi la somme (7.6) 
orrespondant à la suite de Bernoulli Zi. Ave
 Sr

donné par (7.6), on a Sr =
∑r

i=1Xi =
∑r

i=1(2Zi − 1) = 2Zr−r.
D'où P (Sr = k) = P (2Tr−r = k) = P (Tr =

k+r
2 ), 
f. (6.12).

Don
 si k+r est impair alors P (Sr = k) = 0, et si k+r est pair alors P (Sr = k) = b( r+k
2 ; r, p).
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7.1.5 Probabilités de transition

Soit un pro
essus (Xi)i∈I , où Xi : Ω → E. Soit TE une tribu de E.

Dé�nition 7.15 Dans le 
as I ⊂ R, 
omme I est alors ordonné, si t ∈ I, et si ∆t > 0 est tel que

t+∆t ∈ I, alors, pour B1, B2 ∈ TE , le réel (probabilité 
onditionnelle) :
P|Xt∈B1

(Xt+∆t ∈ B2) (= P (Xt+∆t ∈ B2 | Xt ∈ B1)) (7.8)

est appelée la probabilité de transition de B1 à B2 entre t et t+∆t (probabilité d'être dans B2 à

l'instant t+∆t sa
hant qu'on était dans B1 à l'instant t).

7.2 Pro
essus dis
rets et 
haines de Markov à temps dis
rets

7.2.1 Dé�nition

Soit (tn)n∈N une suite stri
tement 
roissante de réels. Soit (Xtn)n∈N un pro
essus dis
ret, les

Xtn : Ω → E étant à valeurs dans un ensemble d'états dis
ret E = {x0, x1, ..., xn, ...} et véri�ant,

pour tout tn et tout xi :

P (Xtn=xi) 6= 0, soit P ({~ω : Xn(~ω) = xi)}) 6= 0. (7.9)

(Toutes les fon
tions Xn sont surje
tives et P (X−1
n (xi)) 6= 0 pour tout n et tout i.)

Dé�nition 7.16 Le pro
essus (Xtn)n∈N possède la propriété de Markov ssi pour tout n ∈ N∗
:

P|(Xt0=xi0 ,...,Xtn−1
=xin−1

)(Xtn=xin) = P|(Xtn−1
=xin−1

)(Xtn=xin), (7.10)

soit P (Xtn=xin |Xt0=xi0 , ..., Xtn−1=xin−1) = P (Xtn=xin |Xtn−1=xin−1).
Et (Xtn)N est alors appelée une 
haine de Markov.

Interprétation en génétique : tn = n 
orrespond à la n-ième génération, et (7.10) indique que

les propriétés de la n-ième génération (génération enfants) ne dépend que de la génération n−1
(génération parents) et pas des générations pré
édentes (génération grands-parents et plus).

Remarque 7.17 Cas des Xti indépendantes : alors P|(Xtn−1
=xin−1

)(Xtn=xin) = P (Xtn=xin) :

on dispose également d'une 
haîne de Markov, mais 
e 
as est ex
lu en général.

Dé�nition 7.18 La 
haîne de Markov est dite homogène ssi, pour tout n ≥ 1 et pour tout i, j :

P|(Xtn−1
=xi)(Xtn=xj) = P|Xt0=xi

(Xt1=xj), (7.11)

soit P (Xtn=xj |Xtn−1=xi) = P (Xt1=xj |Xt0=xi).

Interprétation en génétique : les propriétés sont 
onservées de génération en génération.

Remarque 7.19 Dans le 
as d'une 
haîne de Markov homogène, on appelle loi de la 
haîne de

Markov issue de l'état i, i.e. la probabilité :

Pi = P|Xt0=xi
. (7.12)

Dé�nition 7.20 La matri
e de transition d'une 
haîne de Markov homogène est la matri
e [pij ]
dé�nie pour i, j ∈ N par :

pij = P|(Xt0=xi)(Xt1=xj)
noté

= p(xi, xj). (7.13)

Proposition 7.21 Pour une 
haîne de Markov homogène, on a, pour tout n :

P ((Xt0=x0) ∩ ... ∩ (Xtn=xn)) = P (Xt0=x0) p01 p12 ... pn−1,n, (7.14)

où seules interviennent la loi de Xt0 et la matri
e de transition [pij ].

Preuve. Dans le 
as d'une 
haine de Markov la règle de multipli
ation (3.13) page 39 s'énon
e

simplement :

P (Xt0=x0, ..., Xtn=xn) = P (Xt0=x0) P|(Xt0=x0)(Xt1=x1) ... P|(Xtn−1
=xn−1)(Xtn=xn).

Et (7.11) donne (7.14).
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7.2.2 Matri
e sto
hastique et matri
e de transition

Dé�nition 7.22 Soit I un ensemble au plus dénombrable. Une matri
e sto
hastique sur I est un

tableau matri
iel [pij ] i∈I
j∈I

tel que :

∀i, j ∈ I, pij ≥ 0, et ∀i ∈ I,
∑

j∈I

pij = 1. (7.15)

(La somme sur 
haque ligne vaut 1.) PXt1 |(Xt0=xi).)

Proposition 7.23 La matri
e de transition [pij ] d'une 
haîne de Markov homogène est une matri
e

sto
hastique : pour tout i ∈ N :

∑

j∈I

pij = P|(Xt0=xi)(Ω) = 1. (7.16)

Preuve. À i �xé,
⋃

j∈I{Xt1=xj} est une partition de Ω, et P|(Xt0=xi) est une probabilité. Don
∑
j∈I P|(Xt0=xi)(Xt1=xj) = 1.

Exemple 7.24 Cas parti
ulier Xt1 et Xt2 indépendantes de même loi (
as ex
lu en général dans

l'étude de Markov) : pij = P (Xt1=xj) = pkj pour tout i, k, j : les 
olonnes de [pij ] sont toutes
égales.

Exemple 7.25 Mar
he aléatoire (Sn)N, 
f. (7.5) : soit Xn v.a.r. t.q. PXn(1) = p et PXn(−1) =
q = 1−p, pour n ∈ N. Soit Sn = S0+

∑n
i=1Xn = Sn−1+Xn, où S0 est un entier donné. Hypothèse

de Markov homogène pour Sn, pour n ≥ 1 :

P|Sn=i(Sn+1=j) = P|S1=i(S2=j) = pij =





p si j = i+1

q si j = i−1

0 sinon




.

Exemple 7.26 Chaîne à deux états a et b (ou on-o�, ou pile-fa
e).

Intervalle de temps [0, t1[∪[t1, t2[∪... ∪ [tn, tn+1[ (par exemple ti = la i-ème se
onde), et ligne

téléphonique : {
Xti = 0 si ligne libre au temps ti,

Xti = 1 si ligne o

upée au temps ti.
(7.17)

I
i {x1, x2} = {0, 1} est l'ensemble des états de la ligne.

Soit p01 la probabilité pour que la ligne soit �libre à ti et o

upée à ti+1� (probabilité indépen-

dante de i), et soit p10 la probabilité pour que la ligne soit �o

upée à ti et libre à ti+1� :

{
P|(Xtn=0)(Xtn+1=1) = p01 (= P (Xtn+1=1|Xtn=0)),

P|(Xtn=1)(Xtn+1=0) = p10 (= P (Xtn+1=0|Xtn=1)).
(7.18)

(7.16) donne :

{
P|(Xtn=0)(Xtn+1=0) = 1−p01 = p00 (= P (Xtn+1=0|Xtn=0)),

P|(Xtn=1)P (Xtn+1=1) = 1−p10 = p11 (= P (Xtn+1=1|Xtn=1)).
(7.19)

La matri
e de transition est don


(
1−p01 p01
p10 1−p10

)
.

N.B. : attention : la somme sur les lignes donnent 1, pas la somme sur les 
olonnes en général :

prendre p01 = 1/2 et p10 = 9/10.

Exer
i
e 7.27 Dans l'exemple 7.26 pré
édent, supposant que PXn(0) est indépendant de n, mon-

trer que :

PXtn
(0) =

p10
p01 + p10

et PXtn
(1) =

1− p10
p01 + p10

,

probabilités que la ligne soit libre ou o

upée à tn.

Réponse. Posons α = P (Xtn=0) et β = P (Xtn=1) pour tout n (ave
 don
 α+ β = 1) (pro
essus i.i.d).

On a P (Xtn+1=0) = P (Xtn+1=0|Xtn=0)P (Xtn=0) + P (Xtn+1=0|Xtn=1)P (Xtn=1) (Bayes) et don


α = (1−p01)α+p10β, soit p01α = p10β. Ayant α+β = 1 on obtient p01α = p10(1−α), d'où α = p10
p01+p10

.
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Exemple 7.28 Chaîne à 3 états (�le d'attente simpli�ée). On reprend l'exemple 7.26 auquel on

ajoute l'état d'attente noté état 2 : si la ligne est o

upée à l'instant ti et qu'un appel arrive, il est

mis en attente (état 2) (et si un se
ond appel arrive, il est perdu). I
i {x1, x2, x3} = {0, 1, 2} est

l'ensemble des états de la ligne.

On suppose qu'un seul appel peut être déte
ter�libérer par intervalle de temps, 
e qui donne :

* état initial libre :

P (Xtn+1=1|Xtn=0) = p = p01, P (Xtn+1=2|Xtn=0) = 0 = p02, d'où
P (Xtn+1=0|Xtn=0) = 1−p = p00,

* état initial en attente :

P (Xtn+1=0|Xtn=2) = 0 = p20, P (Xtn+1=1|Xtn=2) = q = p21, d'où
P (Xtn+1=2|Xtn=2) = 1−q = p22,

* état initial o

upé :

p10 = P (Xtn+1=0|Xtn=1) = q(1−p) (deux possibilités : libération de la ligne, ou pas de nouvel

appel, événements supposés indépendants),

p12 = P (Xtn+1=2|Xtn=1) = p(1−q) (deux possibilités : nouvel appel, ou pas de libération de ligne,

événements supposés indépendants), d'où

p11 = P (Xtn+1=1|Xtn=1) = 1− p10 − p12.

La matri
e de transition est




1−p p 0
q(1−p) 1−q(1−p)−p(1−q) p(1−q)

0 q 1−q



. (Attention aux nota-

tions : i
i p+ q 6= 1 en général.)

7.2.3 Modèle génétique simpli�é (Wright et Fisher)

Modèle génétique simpli�é (modèle de Wright et Fisher). On suppose que les 
ara
téristiques

d'une future génération ne dépend que des 
ara
téristiques de la génération présente.

Remarque 7.29 Rappels rapides de génétique.

Chromosome (46 pour l'être humain) : stru
ture 
onstituée de molé
ules d'ADN. Les 
hromo-

somes sont regroupés par paires (23 pour l'être humain, dont 22 paires 
ommune pour l'homme et

la femme, et une paire XX 
hez la femme et XY 
hez l'homme).

Caryotype (
ara
téristique d'une espè
e) = nombre de paires de 
hromosomes d'une espè
e,


lassées par ordre de taille dé
roissante.

Gène : sous-stru
ture sur un 
hromosome donné (une séquen
e d'ADN) qui renferme le patri-

moine héréditaire. L'ensemble des gènes 
onstitue le génotype.

On suppose i
i que les gènes ne sont que de deux types notés a et b.
Soit m le nombre de paires de gènes, don
 de type {a, a}, {a, b} ou {b, b}, et n = 2m est le

nombre de gènes présents pour une population donnée.

Soit EN l'éprouvette 
ontenant les paires de gènes de la génération N .

On note :

XN = nombre de gènes de type a dans EN .

Passage EN à EN+1 :

1- on extrait au hasard une paire de gènes de l'éprouvette EN (parents), on fait une 
opie d'un

des gènes 
hoisi au hasard, et on remet la paire de gènes dans l'éprouvette EN (qui 
ontient don


toujours m paires de gènes).

2- On re
ommen
e une se
onde fois la manipulation 1-..

3- On 
onstruit une paire de gènes à l'aide des deux 
opies obtenues en 1- et 2- : on a obtenu

une paire de gènes �enfant�, et on met 
ette paire dans l'éprouvette EN+1 (enfants).

4- On re
ommen
e m fois la démar
he 1-, 2-, 3- : l'éprouvette EN+1 
ontient m paires de gènes.

Comme Xn ne s'intéresse pas aux paires de gènes mais aux gènes individuels, les hypothèses

équivalent à : on fait n tirages (ave
 remise) indépendants d'un gène dans EN , don
 :

P|(XN=i)(XN+1=j) = b(j;n,
i

n
)
noté

= pij (= Cj
n(
i

n
)j(1 − i

n
)n−j)),


ar n est le nombre de gènes dans En et, quand XN=i, i
n est la probabilité de présen
e du gène a

dans EN .

Don
 pij est indépendant de N : on est dans le 
as d'une 
haîne de Markov homogène. La

matri
e de transition est la matri
e [pij ] j∈N∗
i∈N∗

. Par exemple, dans le 
as équiprobable i = n
2 , p =

1
2 ,

et pij = (12 )
nCj

n.
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7.3 Problème de ruine du joueur

7.3.1 Position du problème

Soit k ∈ N∗
le 
apital initial du joueur, k ≥ 1 (sinon le jeu ne peut pas 
ommen
er).

Soit N ∈ N∗
la somme d'argent totale en jeu, ave
 N ≥ k+1, sinon l'adversaire n'a pas d'argent

et le jeu ne peut pas 
ommen
er.

À 
haque étape on ajoute 1 si le joueur gagne et on retire 1 si le joueur perd. La probabilité de

gain est notée p.
Le jeu s'arrête quand le joueur on son adversaire n'a plus d'argent

7.3.2 Modélisation

Soit l'univers Ω = {−1, 1}N∗
. Une issue est une suite ~ω = (ωn)n∈N∗

où ωn =noté Xn(~ω) ∈
{−1, 1} donne le résultat de la n-ème partie. Ainsi (Xn)N∗

est une mar
he aléatoire, 
f. (7.4).

L'hypothèse est : (Xn)N∗
est une mar
he aléatoire de paramètre p ∈]0, 1[, 
f. (7.5), ave
 q = 1−p :

{
PXn(1) = p (= P ({~ω : Xn(~ω) = ωn = 1}),
PXn(−1) = q (= P ({~ω : Xn(~ω) = ωn = −1}). (7.20)

Soit Sn : Ω → R la v.a.r. argent du joueur à l'étape n ∈ N :

Sn = Sn−1 +Xn = S0 +

n∑

i=1

Xi, ave
 S0 = k, (7.21)

don
, pour une issue ~ω ∈ Ω, on a Sn(~ω) = Sn−1(~ω) + ωn, ave
 S0(~ω) = k.
Pour une issue ~ω donnée, la suite (Sn(~ω))N donne l'argent du joueur après le n-ème tirage.

S'il existe n ∈ N t.q. Sn = 0, on dit que le joueur est ruiné (et que l'adversaire a gagné), et s'il

existe n ∈ N t.q. Sn = N , on dit que le joueur a gagné (et que l'adversaire est ruiné)

Dé�nition 7.30 Le �temps d'arrêt� d'une issue ~ω est par dé�nition �l'entier éventuellement in�ni� :

tk,N (~ω) = inf{n ∈ N∗, k + ω1 + ...+ ωn = 0 ou N}

= inf{n ∈ N∗, Sn(~ω) = 0 ou N, S0(~ω) = k} noté= nfin(~ω).
(7.22)

(Vaut +∞ pour k = 2, N = 4 et la série alternée ~ω = ((−1)n)N∗
par exemple).

Don
 le jeu s'arrête dès que l'un des joueurs est ruiné : 
'est le 
as où nfin(~ω) ∈ N (est �ni). Et,

pour ~ω ∈ Ω donné, on ne 
onsidèrera que la suite (Sn(~ω))n=0,...,nfin(~ω).

Le pro
essus (la suite de v.a.r. aléatoire) qui nous intéresse est la suite (Sn)N.
L'ensemble des états du pro
essus (Sn)N est E = {x0, x1, ..., xN} = {0, 1, ..., N} (les sommes

d'argent possibles pour le joueur), 
f. dé�nition 7.2.

Hypothèse : (Sn)N est un pro
essus de Markov homogène :

P (Sn+1=xn+1 | Sn=xn, ..., S1=x1) = P (Sn+1=xn+1 | Sn=xn)

= P (S1=xn+1 | S0=xn) = p(xn, xn+1).
(7.23)

La matri
e de transition est




1 0 ...
q 0 p 0 ...
0 q 0 p 0 ...
.

.

.

.

.

.

... q 0 p
... 0 1




(7.24)

la première ligne 
orrespond à P|(S0=0) (le joueur n'a pas d'argent) : don
 P|(S0=0)(S1 = 0) = 1.
La deuxième ligne 
orrespond à P|(S0=1) (le joueur a 1 au début), et don
 p(1, 0) =

P|(S0=1)(S1=0) = q (perte), p(1, 1) = P|(S0=1)(S1=1) = 0 (impossible), p(1, 2) = P|(S0=1)(S1=2) =
p (gain), P|(S0=1)(S1 > 2) = 0 (impossible)...
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De manière générique, pour 1 ≤ i ≤ N−1 (
orrespond à la ligne i, la �première� ligne étant la

ligne 0) :
p(i, j) = P|(S0=i)(S1=j) = qδi,j+1 + pδi,j−1 (= P|(Sn=i)(Sn+1=j)), (7.25)

perte quand j+1 = i (don
 j = i−1), gain quand j−1 = i (don
 j = i+1), impossible sinon.

Et la dernière ligne quand S0 = N : le jeu ne peut pas 
ommen
er, don
 P|(S0=N)(S1 = N) = 1.

7.3.3 Probabilité de ruine du joueur

Soit N �xé (somme totale en jeu). Soit Ak l'événement �ruine du joueur possédant le 
apital

initial k� :
Ak = {~ω : nfin(~ω) <∞} = {~ω : tk,N (~ω) <∞}, (7.26)


f. (7.22). On note :

Qk
déf

= P (Ak) = probabilité de ruine du joueur

= P ({~ω : ∃n ∈ N∗, nfin(~ω) = n}.
(7.27)

On ajoute les hypothèses :

{
Q0 = 1 (= P|(S0=0)(S1 = 0)),

QN = 0, (= 1− P|(S0=N)(S1 = N)),
(7.28)

i.e. 
as du joueur qui 
ommen
e alors qu'il est déjà ruiné (perte 
ertaine : le joueur a perdu avant de


ommen
er), et 
as de l'adversaire ruiné (vi
toire 
ertaine : le joueur a gagné avant de 
ommen
er).

Proposition 7.31 Pour k ∈ N∗
:

Qk = qQk−1 + pQk+1, (7.29)

équation aux di�éren
es d'ordre 2 résoluble ave
 (7.28).

Preuve. Soit n ∈ N �xé. On a (Sn=0) = {~ω : nfin(~ω) = n}. Don
 Qk = P (
⋃

N
(Sn=0)|S0=k) =∑∞

i=1 P (Sn=0|S0=k).
La formule de Bayes (3.19) page 40 donne, pour k ≥ 1 :

P (Sn=0|S0=k) =
∑

j=k±1

P (Sn=0|((S0=k) ∩ (S1=j)) P (S1=j|S0=k)

= P (Sn=0|(S1=k−1) ∩ (S0=k)) PXn(−1) + P (Sn=0|(S1=k+1) ∩ (S0=k)) PXn(1)

(7.30)

Et (S1=k−1) ⊂ (S0=k), don
 (S1=k−1) ∩ (S0=k) = (S1=k−1), idem ave
 k+1, d'où :

P (Sn=0|S0=k) = P (Sn=0|(S1=k−1)) q + P (Sn=0|(S1=k+1)) p,

d'où (7.29).

Proposition 7.32 (Probabilités de ruine des joueurs.)

Si p = q = 1
2 (jeu équilibré), alors :

Qk = 1− k

N
, (7.31)

et si ρ =
q

p
6= 1, alors :

Qk = 1− 1− ρk

1− ρN
(=

ρk − ρN

1− ρN
). (7.32)

Et on véri�e que si Pk est la probabilité de vi
toire du joueur qui a un 
apital initial k (probabilité

de ruine de l'adversaire), on a :

Pk +Qk = 1, (7.33)

et don
 t�t au tard le joueur va gagner ou perdre : la probabilité d'atteindre un bord est Pk +Qk

et vaut 1. Ou en
ore le temps d'arrêt tk,N (~ω) est presque surement �ni.

Ou en
ore, 
omme Pk est la probabilité de ruine de l'adversaire, t�t ou tard l'un des deux

joueurs va être ruiné.
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Preuve. Rappel : solution (Qk)k∈N pour l'équation (7.29) ave
 
onditions initiales (7.28) :

* Cas q 6= p : deux suites solutions indépendantes de (7.29) sont données par la suite 
onstante

(1) et la suite (( qp )
k = ρk)k∈N (puisque q( qp )

k−1 + p( qp )
k+1 = p( qp )

k + q( qp )
k = ( qp )

k
), et la forme

générale des solutions est donnée par la suite (Qk)k∈N véri�ant Qk = α 1+β ρk, ave
 α et β données

par les 
onditions initiales. I
i les 
onditions initiales sont données par (7.28), don
 QN = 0 =

α 1+β ρN donne α = −βρN , et Q0 = 1 = α+β donne β(1−ρN ) = 1. D'où Qk = − ρN

1−ρN + 1
1−ρN ρ

k
,

d'où (7.32) ;

* Cas q = p = 1
2 : deux solutions indépendantes de (7.29) sont données par la suite 
onstante (1)

et la suite (k)k∈N (puisque

1
2 (k − 1) + 1

2 (k + 1) = k), et la forme générale des solutions est donnée

par la suite (Qk)k∈N véri�ant Qk = α 1 + β k, ave
 α et β données par les 
onditions initiales.

I
i (7.28) donne Q0 = 1 = α, et QN = 0 = α+Nβ donne β = − 1
N , d'où (7.31).

Et Pk est la probabilité de ruine de l'adversaire qui a un 
apital initial deN−k et les probabilités
respe
tives q et p de gagner +1 ou −1 à 
haque étape, d'où si p = q on a Pk = 1 − N−k

N = k
N , et

si p 6= q on a Pk =
( 1
ρ )

N−k−( 1
ρ )

N

1−( 1
ρ )

N = ρk−1
ρN−1

. Don
 Pk +Qk = 1, i.e. (7.33).

(Autre démonstration : i
i p = q = 1 : é
rire (7.29) 
omme (p + q)Qk = q Qk−1 + pQk+1,

don
 p(Qk+1 −Qk) = q(Qk −Qk−1), don
 (Qk+1 −Qk) =
q
p (Qk −Qk−1), suite géométrique, don


(Qk+1 −Qk) = ( qp )
k(Q1 −Q0). Don
 QN −Q0 =

∑N−1
k=0 ( qp )

k(Q1 −Q0). Et les 
onditions initiales

donnent QN −Q0 = −1...)

Proposition 7.33 Cas limite N → ∞ (le joueur adversaire est in�niment ri
he = 
as du 
asino).

On a alors, pour k �xé : 



p ≤ q ⇒ Qk = 1 (ruine 
ertaine),

p > q ⇒ Qk = (
q

p
)k.

(7.34)

Preuve. On a

k

N
→

N→∞
0, et don
 si p = q on a Qk →

N→∞
1.

Si p > q alors ρ = q
p < 1 et ρN →

N→∞
0, et don
 Qk →

N→∞
ρk.

Si p < q alors ρ = q
p > 1 et Qk ≃ ρN

ρN = 1 au voisinage de N = ∞.

7.3.4 Espéran
e de gain du joueur

k et N sont �xés.

Corollaire 7.34 Le gain du joueur à la �n de la partie est une v.a.r. G qui prend la valeur N−k
ave
 la probabilité Pk = 1−Qk (gain de N−k), et la valeur −k ave
 la probabilité Qk (perte de k) :

P (G=−k) = Qk, P (G=N−k) = Pk. (7.35)

Preuve. C'est la probabilité de ruine du joueur ou de son adversaire.

Corollaire 7.35 L'espéran
e de gain du joueur est :

EG = − kQk + (N−k)Pk

= NPk − k,
(7.36)

Et si on note EG = EG(p) l'espéran
e de gain pour la probabilité p, alors EG est une fon
tion


roissante de p, ave
 alors EG(
1
2 ) = 0 (l'espéran
e de gain est nulle quand le jeu est équilibré).

Preuve. Le joueur perd k ave
 probabilité Qk et gagne N − k ave
 probabilité Pk = 1−Qk, d'où

EG = Qk(−k) + Pk(N − k) = −k(1− Pk) + (N − k)Pk, d'où (7.36).

Si p = q = 1
2 alors (7.31) donne E(G) = 0.
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Sinon, 
omme EG varie 
omme Pk, étudions Pk : p→ Pk(p) sur ]0, 1[ (on ex
lu les 
as triviaux

p = 0 et 1). On a, 
f. (7.32) :

Pk =
( qp )

k − 1

( qp )
N − 1

=
x(p)− 1

x(p)1+β − 1

noté

= f(x(p)), où β =
N

k
− 1 > 0,

et où :

f(y) =
y − 1

y1+β − 1
et x(p) = (

1− p

p
)k ≥ 0.

Montrons que f et x sont dé
roissantes (f ′ ≤ 0 et x′ ≤ 0), et on aura bien Pk 
roissante (
ar

P ′
k(p) = f ′(x(p))x′(p) ≥ 0). On a pour y ∈ R+ :

f ′(y) =
g(y)

(y1+β − 1)2
,

où :

g(y) = y1+β − 1− (y − 1)(1 + β)yβ = −βy1+β + (1 + β)yβ − 1.

Don
 :

g′(y) = −β(1 + β)yβ + β(1 + β)yβ−1 = β(1 + β)yβ−1(1− y).

Don
 g′ est positive sur [0, 1[ et négative sur ]1,∞[, ave
 g(1) = 0, don
 g est négative sur R+,

don
 f ′
est négative sur R+, don
 f est dé
roissante sur R+. On a p ∈]0, 1[ don
 1

p > 1 et don
 :

x′(p) = − k

p2
(
1

p
−1)k−1 ≤ 0.

Don
 Pk est 
roissante 
omme fon
tion de p. Don
 EG est 
roissante 
omme fon
tion de p.

7.3.5 Durée moyenne de la partie

Soit N �xé. Pour k ∈ [1, N−1], on dispose de la v.a.r. tk
déf

= tk,N : Ω → [0,∞] donnant le temps

d'arrêt, 
f. (7.22). Notons Tk = E(tk) la durée moyenne de la partie pour le 
apital initial k ∈ N∗

(l'espéran
e de la v.a.r. tk).

Proposition 7.36 La durée moyenne Tk de la partie véri�e l'équation aux di�éren
es :

Tk = qTk−1 + pTk+1 + 1, T0 = TN = 0. (7.37)

D'où : 



Tk = k(N − k), si p = q =
1

2
,

Tk =
1

1− 2p
(k −N

1− ( qp )
k

1− ( qp )
N
), sinon.

(7.38)

Preuve. On prend de l'avan
e : voir le � 10.4 pour les espéran
es de v.a.r..

Si k = 0 alors tk = 0, don
 Tk = 0 : la partie ne 
ommen
e pas. Idem pour k = N .

On a :

P (tk−1=i) = P ({~ω : nfin(~ω) = i})
= P ({~ω : inf{m : k−1+ω1+...+ωm = 0 ou N} = i})
= P ({~ω : inf{m : k−1+X1(~ω)+...+Xm(~ω) = 0 ou N} = i}),

(7.39)

Et, 
f. (10.7) :

E(tk−1) =
∑

i≥k−1

i P (tk−1=i)
(7.40)
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Et, les v.a.r. Xi étant indépendantes :

P (tk=j , X1=−1)

= P ({~ω : X1(~ω) = −1 et inf{n : k−1+X2(~ω)+...+Xn(~ω)=0 ou N} = j})
= P ({~ω : X1(~ω) = −1}) P ({~ω : inf{n : k−1+X2(~ω)+...+Xn(~ω) = 0 ou N} = j})
= q P ({~ω : inf{n : k−1+X1(~ω)+...+Xn−1(~ω) = 0 ou N} = j})
= q P ({~ω : 1 + inf{n−1 : k−1+X1(~ω)+...+Xn−1(~ω) = 0 ou N} = j})
= q P ({~ω : inf{n−1 : k−1+X1(~ω)+...+Xn−1(~ω) = 0 ou N} = j−1})
= q P ({~ω : inf{m : k−1+X1(~ω)+...+Xm(~ω) = 0 ou N} = j−1})
= q P (tk−1=j−1).

D'où, 
f. (10.3) et (13.8) :

E(tk|X1=−1) = P(X1=−1)(tk) =
∑

j≥k

j P(X1=−1)(tk=j)

=
∑

j≥k

j
P (tk=j , X1=−1)

P (X1=−1)
=

∑

j≥k

j P (tk−1=j−1)

=
∑

i≥k−1

(i+1) P (tk−1=i) = E(tk−1) + 1.

De même E(tk|X1=+1) = E(tk+1) + 1. D'où, 
f. (13.7) :

E(tk) = E(tk|X1=−1) P (X1=−1) + E(tk|X1=+1) P (X1=+1)

= q(E(tk−1) + 1) + p(E(tk+1) + 1)
(7.41)

D'où (7.37).

Cas p = 1
2 = q : une solution parti
ulière est −k2. En e�et −q(k−1)2 − p(k+1)2 + 1 = −k2.

D'où la solution générale Tk = α+ βk − k2. Puis T0 = 0 donne α = 0, et TN = 0 donne β = N .

Cas p 6= 1
2 (don
 q − p = 1 − 2p 6= 0) : une solution parti
ulière est

−k
1−2p . En e�et −q k−1

1−2p −
p k+1
1−2p + 1 = −k

1−2p . D'où la solution générale Tk = α + β( qp )
k + −k

1−2p . Puis T0 = 0 donne α = −β,
et TN = 0 donne β(( qp )

N − 1) = N
1−2p .

7.4 Pro
essus 
ontinus de 
omptage

Soit T > 0 et soit l'univers Ω = F([0, T ];R), l'ensemble des fon
tions ω : t ∈ [0, T ] → ω(t) ∈ R.
Soit P une probabilité sur (R, TR).

Soit (Xt)t∈[0,T ] un pro
essus sto
hastique 
ontinu (famille de v.a.r. Ω → R).
Exemple Xt = δt, où don
 Xt(ω) = ω(t), 
f. (7.1), qui donnera un pro
essus de 
omptage.

On suppose X0 = 0.

7.4.1 Pro
essus à a

roissements indépendants

Dé�nition 7.37 Pour un pro
essus (Xt)t∈[0,T ] ave
 X0 = 0, et pour h > 0, la v.a.r. Xt+h − Xt

est appelée l'a

roissement du pro
essus sur ]t, t+h].

(Et

Xt+h−Xt

h est la v.a.r. taux d'a

roissement du pro
essus.)

Soit E = {x1, ..., xn, ...} = (xi)i∈N∗
l'ensemble des états (ensemble dis
ret de réels) du pro
essus,

où don
 ImXt ⊂ E pour tout t : pour tout t ∈ [0, T ] et tout ω ∈ Ω il existe i ∈ N t.q. Xt(ω) = xi.

Dé�nition 7.38 Le pro
essus (Xt)t≥0 est à a

roissements indépendants (pro
essus sans mé-

moire) ssi, pour tout t, h, k > 0, les v.a.r. d'a

roissement Xt+h −Xt et Xt −Xt−k sont indépen-

dantes (a

roissements indépendants). Autrement dit, pour tout t, h, k > 0 et tout m,n ∈ N∗
:

P|Xt−Xt−k=xm
(Xt+h−Xt=xn) = P (Xt+h−Xt = xn). (7.42)

Exemple 7.39 Mar
he aléatoire.
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7.4.2 Hypothèse de Markov en temps 
ontinu, espa
e d'états dis
ret

L'hypothèse de Markov �en temps 
ontinu� , est, pour tout t, h, k > 0 et tout xi, xj , xm ∈ E :

P|(Xt=xi, Xt−k=xm)(Xt+h=xj) = P|(Xt=xi)(Xt+h=xj), (7.43)

soit P (Xt+h=xj |Xt=xi, Xt−k=xm) = P (Xt+h=xj |Xt=xi). Don
 ne dépend pas des temps < t.
Et le pro
essus est homogène ssi, pour tout t, h > 0 et tout xi, xj ∈ E :

P|(Xt=xi)(Xt+h=xj) = P|(X0=xi)(Xh=xj), (7.44)

soit P (Xt+h=xj |Xt=xi) = P (Xh=xj |X0=xi).
On note alors, pour tout i, j, t :

pij(t) = P|(X0=xi)(Xt=xj) (= P (Xt=xj |X0=xi)). (7.45)

Remarque 7.40 Soit (Xt) un pro
essus de Markov en temps 
ontinu homogène, 
f. (7.44). Dis-


rétisons [0, T ] en intervalles égaux : soit n ∈ N∗
, soit h = T

n et soit ti = ih pour i = 0, ..., n. Et
soit (Xti)i∈[0,n]N le pro
essus dis
ret dé�ni à partir du pro
essus 
ontinu homogène 
i-dessus. On a

alors :

P|(Xtk
=xi)(Xtk+1

=xj) = P|(X0=xi)(Xh=xj) = pij(h)
noté

= pij , (7.46)

et on retrouve un pro
essus de Markov homogène à temps dis
ret ave
 sa matri
e de transition [pij ],

f. (7.13).

7.4.3 Fon
tion et pro
essus de 
omptage

Dé�nition 7.41 Une fon
tion de 
omptage est une fon
tion N : R+ → N 
roissante, en es
alier

(à valeurs dis
rètes), 
ontinue à droite (don
 N(t+) = N(t) pour tout t), ave
 N(0) = 0, et telle
que les sauts valent 1 (on monte une mar
he à la fois).

Don
 N est une fon
tion de 
omptage ssi il existe n ∈ N∗
, il existe 0 = t0 < t1 < ... < tn = T

(don
 [0, T ] =
⋃n

k=1[tk − tk−1]), il existe n0 ∈ N ∪ {−1} t.q. :

N(t) =

n−1∑

k=1

nk1[tk,tk+1[, nk = n0+k. (7.47)

Exemple 7.42 N(t) est le nombre de parti
ules qui sont déte
tées par un 
apteur donné pendant

l'intervalle de temps [0, t]. Ou le nombre d'appels téléphoniques à un standard dans 
et intervalle.

Ou le nombre de 
lients à un gui
het dans 
et intervalle...

Dé�nition 7.43 Soit (Xt)t∈R un pro
essus 
ontinu d'ensemble des états E = N. C'est un pro-


essus (sto
hastique) de 
omptage ssi pour tout ω ∈ Ω la traje
toire de ω est une fon
tion de


omptage. Don
, pour tout ω ∈ Ω :

X̃ω :

{
R+ → N

t → X̃ω(t)
déf

= Xt(ω)

}
est une fon
tion de 
omptage. (7.48)

En parti
ulier, pour tout ω ∈ Ω :

X̃ω(0) = 0 = X0(ω), (7.49)

et la fon
tion X0 est la fon
tion nulle.

7.4.4 Pro
essus de 
omptage stationnaire

Dé�nition 7.44 Un pro
essus de 
omptage (Xt)t∈R∗
est stationnaire (ou à homogénéité tempo-

relle) ssi, pour tout t, h > 0, les lois de probabilités des v.a.r. Xt+h −Xt et Xh −X0 (= Xh) sont

les mêmes : pour tout t, h > 0 :

PXt+h−Xt = PXh−X0 (= PXh
). (7.50)
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7.4.5 Pro
essus de Poisson

Dé�nition 7.45 Un pro
essus de 
omptage (Xt)t∈R∗
est dits à événements rares ssi :

lim
h→0+

P (Xh ≥ 1) = 0 et lim
h→0+

P (Xh > 1)

P (Xh = 1)
= 0. (7.51)

Dé�nition 7.46 Un pro
essus de 
omptage (Xt)t∈R∗
est un pro
essus de Poisson (simple) ssi il

est :

(i) à a

roissements indépendants,

(ii) stationnaire, et

(iii) à événements rares.

Proposition 7.47 Dans la dé�nition pré
édente, il est équivalent de rempla
er (iii) par :

(iii)' la loi de la variable aléatoire Xt est la loi de Poisson de paramètre λt :

∃λ > 0 t.q. ∀t > 0, ∀k ∈ N, PXt(k) =
λktk

k!
e−λt. (7.52)

Preuve. Supposons (iii)' et montrons (iii). En parti
ulier PXt(0) = e−λt
, et don
 −→t→0 1. Don


P (Xt > 0) = 1− PXt(0)−→t→0 0, i.e. (7.51)1.
Puis PXt(0) = e−λt = 1−λt+o(t) au voisinage de t=0 ave
 PXt(1) = λte−λt = λt(1−λt+o(t))

au voisinage de t=0, d'où P (Xt > 1) = 1−PXt(0)−PXt(1) = λ2t2+o(t2). D'où lim
h→0+

P (Xh > 1)

P (Xh = 1)
∼

h au voisinage de 0.

Ré
iproquement supposons (i)+(ii)+(iii) et montrons (iii)'.

Posons fk(t) = PXt(k) (= P (Xt=k)). Il s'agit de montrer que fk(t) =
λktk

k! e
−λt

. On a, ave
 les

hypothèses (i) et (ii) :

fk(t+ h) = P (Xt+h=k) =

k∑

i=0

P ((Xt+h=k) ∩ (Xt=i)) =

k∑

i=0

P ((Xt=i) ∩ (Xt+h=k))

=

k∑

i=0

P ((Xt=i) ∩ (Xt+h−Xt=k−i)) =
k∑

i=0

P ((Xt−X0=i) ∩ (Xt+h−Xt=k−i))

=

k∑

i=0

P (Xt−X0=i)P (Xh−X0=k−i) =
k∑

i=0

P (Xt=i)P (Xh=k−i)

=

k∑

i=0

fi(t)fk−i(h).

(7.53)

En parti
ulier pour k = 0 (un seul terme ave
 i = 0) on a f0(t + h) = f0(t)f0(h). Don
 il existe

a ∈ R t.q. f0(t) = eat, voir exer
i
e suivant 7.48.
Et 
omme f est dé�nie sur R+ à valeurs dans [0, 1] et est non nulle, on a a < 0. On pose

λ = −a > 0.
Montrons par ré
urren
e que fk(t) =

λktk

k! e
−λt

. C'est vrai pour k = 0, et supposons-le jusqu'à k.
Montrons que fk+1 véri�e l'équation di�érentielle :

f ′
k+1(t) + λfk+1(t) = λfk(t), i.e. lim

h→0

fk+1(t+ h)− fk+1(t)

h
= λ(fk(t)− fk+1(t)). (7.54)

Ave
 (7.53) on a :

fk+1(t+ h) =

k+1∑

i=0

fi(t)fk+1−i(h)

=

k−1∑

i=0

fi(t)fk+1−i(h) + fk(t)f1(h) + fk+1(t)f0(h).

Et (7.51)2 donne, pour m ≥ 2, fm(h) = P (Xh=m) = o(P (Xh=1)) = o(f1(h)), d'où :

fk+1(t+ h) = fk(t)f1(h) + fk+1(t)f0(h) + o(f1(h)).
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Et f0(h) = PXh
(0) = 1− P (Xh≥1) = 1− P (Xh=1) + o(P (Xh=1)) = 1− f1(h) + o(f1(h)). D'où :

fk+1(t+ h) = fk(t)f1(h) + fk+1(t)(1− f1(h) + o(f1(h))) + o(f1(h)).

Don
 :

fk+1(t+ h)− fk+1(t)

h
=
f1(h)

h
(fk(t)− fk+1(t) + o(1)] −→

h→0
(fk(t)− fk+1(t)) lim

h→0

f1(h)

h
.

Ave
 f1(h) = P (Xh=1) = 1− P (Xh=1)− P (Xh>1) = 1− f0(h) + f1(h)o(1), voir 
i-dessus, don


lim
h→0

1− f0(h)

h
= lim

h→0

f1(h)(1 + o(1))

h
. Comme f0(h) = e−λh

, on a lim
h→0

f0(h)− 1

h
= f ′

0(0) = −λ,
d'où limh→0

f1(h)
h = λ. D'où (7.54), qu'on résout par la méthode de variation de la 
onstante, voir

exer
i
e suivant 7.49, d'où (iii)'.

Exer
i
e 7.48 Montrer : une fon
tion 
ontinue stri
tement positive f : R → R véri�e f(0) = 1 et

f(x+ y) = f(x)f(y), pour tout x, y ∈ R, ssi il existe a ∈ R tel que f(x) = eax.

Réponse. ⇐. Si a = 0 alors f = 1R véri�e bien f(x+y) = f(x)f(y), et si a 6= 0 on a bien ea(x+y) = eaxeay.

⇒. Supposons f > 0 sur R. On pose g(x) = log(f(x)). Montrons que g est linéaire. Pour n ∈ N∗
on a

g(nx) = log(f(x)n) = n log(f(x)) = ng(x), et en parti
ulier on a g(0) = 0g(0) = 0. Et ave
 x = 1
n
on a

1
n
g(1) = g( 1

n
), soit g( 1

n
) = 1

n
g(1) don
 pour tout m ∈ N∗

on a g(m
n
) = m

n
g(1). Don
 pour tout r ∈ Q on a

g(r) = rg(1). Et g est 
ontinue 
ar f et log le sont, don
 g(x) = xg(1) pour tout x ∈ R. Don
 g est linéaire,

don
 de la forme g(x) = ax. Et tout a ∈ R∗

onvient.

Exer
i
e 7.49 Résoudre l'équation di�érentielle u′(t) + λu(t) = λ λktk

k! e
−λt

sur R.

Réponse. 1- Solution homogène uh(t) = e−λt
: on a bien u′

h(t) + λuh(t) = 0.
2- Solution parti
ulière : up(t) 
her
hée sous la forme up(t) = c(t)e−λt

. Don
 u′
p(t) + λup(t) =

λ λktk

k!
e−λt

donne c′(t) = λ λktk

k!
. D'où (à une 
onstante près) c(t) = λk+1

k!

∫ t

0
τk dτ = λk+1τk+1

(k+1)!
. D'où

up(t) =
λk+1τk+1

(k+1)!
e−λt

est une solution parti
ulière.

3- Solution générale : u(t) = cuh(t) + up(t) où c ∈ R (�xée par la donnée d'une 
ondition initiale).

8 Loi de sommes et de produits

8.1 Loi d'une somme : 
onvolution dis
rète si indépendan
e

8.1.1 Loi d'une somme : 
as dis
ret

On rappelle que, pour f, g : Z → R, le produit de 
onvolution dis
ret f ∗ g est dé�ni pour z ∈ Z
par, quand il a un sens :

(f ∗ g)(z) déf=
∑

k∈Z

f(k)g(z−k) =
∑

k,ℓ∈Z

k+ℓ=z

f(k)g(ℓ). (8.1)

Le produit de 
onvolution est trivialement 
ommutatif (quand il est dé�ni).

Par exemple (f ∗ g)(0) = ∑
k∈Z

f(k)g(−k)

Proposition 8.1 Soient X et Y deux v.a.r. à valeurs dans Z dé�nies sur un même espa
e pro-

babilisé (Ω, T , P ), de lois respe
tives PX et PY . Alors X+Y est une v.a.r. à valeurs dans Z sur

l'espa
e probabilisé (Ω, T , P ) de loi PX+Y donnée par, pour z ∈ Z :

PX+Y (z) =
∑

k∈Z

P ((X=k) ∩ (Y=z−k)). (8.2)

Si de plus X et Y sont indépendantes alors :

PX+Y = PX ∗ PY , quand X et Y indépendantes, (8.3)

i.e. pour tout z ∈ Z :

PX+Y (z) =
∑

k∈Z

PX(k)PY (z−k) (= (PX ∗ PY )(z)). (8.4)
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Preuve. Soit z ∈ Z. Soit l'événement Az = {ω ∈ Ω : (X+Y )(ω) = z}. Soit P (Az) = PX+Y (z)
sa probabilité. On a Az = {ω ∈ Ω : ∃k ∈ Z, X(ω) = k, Y (ω) = z−k}, soit Az =

⋃
k∈Z

((X=k) ∩
(Y=z−k)). C'est une union d'ensembles disjoints, d'où P (Az) =

∑
k∈Z

P ((X=k) ∩ (Y=z−k)).
Et quand les v.a.r. sont indépendantes, on obtient (8.4).

Exemple 8.2 On lan
e deux fois un dé, X donne la valeur du premier lan
er et Y 
elle du se
ond

lan
er. X et Y étant supposées indépendantes, on a PX+Y (3) = PX(1)PY (2) + PX(2)PY (1) =
2
36 .

Détails : i
i Ω = [1, 6]2
N
, PX(k) = P ({~ω = (ω1, ω2) : ω1 = k})...

8.1.2 Loi d'une somme : 
as 
ontinu

Pour f, g : R → R, le produit de 
onvolution est dé�ni formellement par :

(f ∗ g)(x) =
∫

t∈R

f(t)g(x−t) dt. (8.5)

Soit X,Y : Ω → R deux v.a.r. de loi de probabilité de densité ρX et ρY . Ainsi :

PX(]a, b[) =

∫ b

a

ρX(t) dt (= P (X ∈]a, b[)),

où ρX : R → R est positive et intégrable telle que

∫
R
ρX(t) dt = 1. De même pour Y .

Proposition 8.3 Si X et Y sont indépendantes, la loi PX+Y de X+Y est la loi de densité :

ρX+Y = ρX ∗ ρY , quand X et Y indépendantes (8.6)

(
onvolution des densités), soit, pour tout t ∈ R :

ρX+Y (t) = (ρX ∗ ρY )(t) =
∫

τ∈R

ρX(τ)ρY (t−τ) dτ. (8.7)

En parti
ulier :

PX+Y (]a, b[) =

∫ b

t=a

ρX+Y (t) dt =

∫ b

t=a

∫

τ∈R

ρX(τ)ρY (t−τ) dτ dt. (8.8)

Preuve. On a PX+Y (]a, b[) = P (X + Y ∈ [a, b]), et :

(X + Y ∈ [a, b]) = {ω ∈ Ω : x = X(ω) ∈ R, y = Y (ω) ∈ R, x+ y ∈ [a, b]}
= {ω ∈ Ω : x = X(ω) ∈ R, y = Y (ω) ∈ [a−x, b− x]}
= {(X,Y ) ∈ D, D = {(x, y) : x ∈ R, y ∈ [a−x, b− x]},

D étant la �bande oblique� de R2
limité par les droites y = a−x et y = b−x, faire un dessin. D'où,

les v.a.r. X et Y étant indépendantes et ave
 Fubini (les densités sont positives) :

PX+Y (]a, b[) = PX,Y (D) = (PX ⊗ PY )(x ∈ R, y ∈ [a− x, b− x])

=

∫ ∞

x=−∞

∫ b−x

y=a−x

ρX(x)ρY (y) dy dx =

∫ ∞

x=−∞

∫ b

t=a

ρX(x)ρY (t− x) dt dx

=

∫ b

t=a

∫ ∞

x=−∞
ρX(x)ρY (t− x) dx dt =

∫ b

t=a

(ρX ∗ ρY )(t) dt.

Remarque 8.4 De manière générique, étant donnée une mesure µ, le produit de 
onvolution de

deux fon
tions f et g relativement à µ est formellement dé�ni par (f ∗ g)(x) =
∫
t∈R

f(t)g(x−t) dµ,
soit :

(f ∗ g)(x) = µ(f τxǧ) (8.9)

mesure de la fon
tion produit de f par τxǧ où, pour une fon
tion h générique, ȟ(t) =déf h(−t)
(symétrie par rapport à l'axe verti
al) et τxh(t) =

déf h(t−x) (translation).
Ainsi (τxǧ)(t) = ǧ(t− x) = g(x− t).
I
i la mesure µ était soit la mesure de 
omptage µ =

∑
k∈Z

δk pour le 
as dis
ret, soit la mesure

de Lebesgue µ = dx pour le 
as 
ontinu.
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8.1.3 Convolution de deux mesures

On renvoie à un 
ours de théorie de la mesure pour les détails, ou bien au 
ours de distribution

(� 
onvolution de distributions), les mesures étant des distributions parti
ulières (
elles d'ordre 0).
Soit la fon
tion somme :

S(x, y) = x+ y. (8.10)

Dé�nition 8.5 Si µ et ν sont deux mesures sur une tribu T de R, leur 
onvolution µ ∗ ν est

formellement l'image de la mesure produit µ⊗ ν par S, 
f. (4.9) :

µ ∗ ν = (µ⊗ ν) ◦ S−1, (8.11)

soit, pour tout ensemble B ∈ T :

(µ ∗ ν)(B)
déf

= (µ⊗ ν)({(x, y) ∈ R2 : x+ y ∈ B}). (8.12)

Dé�nition alternative sur les fon
tions (en passant par les fon
tions en es
alier, voir remarque

suivante 8.7) :

Dé�nition 8.6 Si µ et ν sont deux mesures, leurs 
onvolution µ ∗ ν est formellement dé�nie par,

si f est une fon
tion mesurable :

(µ ∗ ν)(f) = (µ⊗ ν)(f ◦ S), (8.13)

en
ore noté : ∫

R

f(x) d(µ ∗ ν)(x) =
∫∫

R2

f(x+y) dµ(x)dν(y). (8.14)

Remarque 8.7 Pour passer de la dé�nition 8.5 à la dé�nition 8.6 :

On pose (µ ∗ ν)(1B) =déf (µ ∗ ν)(B) où B est un intervalle quel
onque de R (ou de manière

plus générale un borélien). Et ainsi on obtient ave
 (8.11) :

(µ ∗ ν)(1B) = (µ⊗ ν)(S−1(B)) = (µ⊗ ν)(1B ◦ S),
où 1B la fon
tion indi
atri
e d'un borélien B de R, 
ar 1B ◦ S = 1S−1(B), 
f. (1.10). Puis à partir

des fon
tions indi
atri
es, on passe aux fon
tions en es
alier puis aux fon
tions mesurables.

Exemple 8.8 On retrouve le 
al
ul des distributions : δ0 (masse de Dira
 en 0 donnée par δ0(g) =
g(0) pour g 
ontinue en 0) est élément neutre pour le produit de 
onvolution : δ0 ∗ µ = µ ∗ δ0 = µ.
En e�et, ave
 l'abus de notation usuel 
f. 
ours de distribution,

(δ0 ∗ µ)(f) = (δ0 ⊗ µ)(f ◦ S) = 〈δ0(x)µ(y), f(x+y)〉dxdy = 〈µ(y), 〈δ0(x), f(x+y)〉dx〉dy,
par Fubini qui est toujours vrai au sens des distributions (don
 i
i pour toute fon
tion f C∞

à

support 
ompa
t). Don
 (δ0 ∗ µ)(f) = 〈µ(y), f(y)〉dy = µ(f), pour toute fon
tion f C∞
à support


ompa
t.

Corollaire 8.9 Si X et Y sont deux v.a.r. de lois PX et PY , alors, toujours ave
 S la fon
tion

somme donnée en (8.10) :

PX+Y = P(X,Y ) ◦ S−1, (8.15)

i.e. PX+Y est la mesure image de P(X,Y ) par S.
Si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes de lois PX et PY , alors :

PX+Y = PX ∗ PY , (8.16)

i.e., dans 
e 
as, la loi de X+Y est la 
onvolée des deux lois.

Preuve. On a S ◦ (X,Y ) = X+Y dé�nie de Ω dans R. Et don
 PX+Y = PS◦(X,Y ) = P(X,Y ) ◦S−1
.

Et quand X et Y sont indépendantes, on applique (5.15) ave
 ϕ(x, y) = S(x, y) = x+ y.

Exer
i
e 8.10 Retrouver le résultat de la sommation des mesures dis
rètes.

Réponse. On a PX+Y ({z}) = P(X,Y )(S
−1({z})) ave
 S−1({z}) = {(x, y) : x+y = z} = Ez (droite du

plan R2
). D'où PX+Y ({z}) = (PX⊗PY )(Ez) =

∑
x,y∈R2

x+y=z

PX(x)PY (y) quandX et Y sont indépendantes.

Exer
i
e 8.11 Retrouver le résultat de la sommation des mesures 
ontinues.

Réponse. On a PX+Y ({[a, b]}) = P(X,Y )(S
−1({[a, b]})) ave
 S−1({[a, b]}) = {(x, y) : x+y ∈ [a, b]} = Eab

(bande oblique du plan R2
). Don
, quand X et Y sont indépendantes : PX+Y ({[a, b]}) = (PX⊗PY )(Eab) =∫∫

(x,y)∈R2

x+y∈[a,b]

ρX(x)ρY (y) dxdy =
∫ b

x=a

∫
z∈R

ρX(x)ρY (z−x) dzdx, et PX+Y ({[a, b]}) est la mesure de densité

ρX+Y (z) =
∫
z∈R

ρX(x)ρY (z−x) dz = (ρX ∗ ρY )(z).
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8.2 Loi d'un produit

Soient X,Y : Ω → R deux v.a.r. sur un même espa
e probabilisé (Ω, T , P ) de lois respe
tives

PX et PY . La fon
tion produit XY : ω ∈ Ω → X(ω)Y (ω) ∈ R est une v.a.r. (
ar le produit de deux

fon
tions mesurables est une fon
tion mesurable) de loi PXY dé�nie par PXY (I) = P ((XY )−1(I))
pour tout I ∈ TR.

8.2.1 Loi d'un produit : 
as dis
ret

I
i Ω = {ω1, ..., ωn, ...} ensemble �ni ou dénombrable.

On note X(Ω) = {xi : i ∈ Ix} et Y (Ω) = {yj ∈ Iy}, où Ix, Iy sont des ensembles �nis ou

dénombrables.

Quitte à renuméroter et à étendre, on prend Ix = Z = Iy en imposant éventuellement des

probabilités nulles aux points non dé�nis pré
édemment.

On note, pour k ∈ Z :

pk = PX(xk), qk = PY (yk), (8.17)

et don
 PX =
∑

k∈Z
pkδxk

et PY =
∑

ℓ∈Z
qℓδyℓ

.

Exemple 8.12 Ω = [1, 6]N, X(i) = i =noté xi et Y (i) = 7− i =noté yi, pour tout i ∈ Ω.
On a X(Ω) = {x1, ..., x6} et Y (Ω) = {y1, ..., y6}.
Et on se donne des points xk et yk pour k ∈ Z − [1, 6]N auxquels on attribue une probabilité

nulle.

Et XY : Ω → R est donnée, pour i ∈ Ω, par (XY )(i) = i(7− i) ∈ (XY )(Ω) = {6, 10, 12}.
Proposition 8.13 La loi PXY est la loi dis
rète donnée par, pour z ∈ R :

PXY (z) = P (XY = z) =
∑

k,ℓ∈Z2

xkyℓ=z

P ((X=xk) ∩ (Y=yℓ)). (8.18)

Si de plus X et Y sont indépendantes alors :

PXY (z) =
∑

k,ℓ∈Z

xkyℓ=z

pkqℓ =
∑

k,ℓ∈Z

pkqℓδz,xkyℓ
, (8.19)

où δxkyℓ,z est le symbole de Krone
ker (=1 si xkyℓ=z, et =0 sinon). Autrement dit :

PXY (z) = (PX ⊗ PY )(Hz),

où Hz = {(x, y) ∈ R2 : xy = z} est l'hyperbole �xy = z� dans R2
(pour z 6= 0).

Ave
 F = (XY )(Ω) = {z ∈ R : ∃(k, ℓ) ∈ Z2, z = xkyℓ}, on a :

PXY =
∑

z∈F

rzδz, où rz =
∑

k,ℓ∈Z2

xkyℓ=z

pkqℓ.

(On véri�e que : ∑

z∈F

PXY (z) =
∑

k∈Z

PX(xk)
∑

ℓ∈Z

PY (yℓ) = 1. (8.20)

Autrement dit, si on fait la somme sur toutes les hyperboles, dont les hyperboles dégénérées (les

axes), on fait la somme sur R2
, et la probabilité (PX ⊗ PY )(R2) = 1.)

Preuve. Soit z ∈ Z. On s'intéresse à l'ensemble Az = {ω ∈ Ω : (XY )(ω) = z} et à sa valeur

P (Az) = PXY (z). On a :

Az = {ω : ∃k, ℓ ∈ Z, X(ω) = xk, Y (ω) = yℓ et xkyℓ = z} =
⋃

k,ℓ∈Z

xkyℓ=z

((X=xk) ∩ (Y=yℓ))

union d'ensembles disjoints. D'où :

PXY (z) = P (Az) =
∑

k,ℓ∈Z

xkyℓ=z

P ((X=xk) ∩ (Y=yℓ)).

En parti
ulier, pour X et Y indépendantes on obtient (8.19).

Et

∑
z∈F PXY (z) =

∑
k,ℓ∈Z

∑
z∈F δxkyℓ,zpkqℓ =

∑
k,ℓ∈Z

pkqℓ =
∑

k∈Z
pk

∑
ℓ∈Z

qℓ = 1.
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Exemple 8.14 On lan
e une dé équilibré deux fois. X donne la valeur X(i) = xi au premier

lan
er si le dé donne i, et de même et Y (i) = yi pour le se
ond lan
er. I
i PX(xi) = pi =
PY (yi) = qi (dé équilibré et lan
ers indépendants). Comme X et Y sont indépendantes, on a

PXY (z) =
∑

k,ℓ∈[1,6]2

xkyℓ=z

pkqℓ non nul pour z ∈ F , où F =
⋃

i,j=1,...,6{xiyj}.
Par exemple ave
 X(i) = i = Y (i) et pi = qi =

1
6 , on a PXY (6) = PX(1)PY (6)+PX(2)PY (3)+

PX(3)PY (2) + PX(6)PY (1) =
4
36 .

8.2.2 Loi d'un produit : 
as 
ontinu

Soit ψ : R2 → R :

ψ(x, y) = xy,

la fon
tion produit. Si c ∈ R∗
, l'ensemble ψ−1({c}) ⊂ R2

est 
onstitué des deux bran
hes de

l'hyperbole �y = c
x �, bran
hes dans le 1er et le 3ème quadrant si c > 0, et bran
hes dans le 2nd et

4ème quadrant si c < 0. Et pour c = 0, l'ensemble ψ−1({c}) ⊂ R2
est 
onstitué des axes x=0 et

y=0.

Corollaire 8.15 Toujours ave
 X et Y indépendantes, on déduit : pour tout fon
tion f mesurable

telle que f ◦ ψ est PX ⊗ PY intégrable, on a :

PXY (f) = (PX ⊗ PY )(f ◦ ψ), (8.21)

en
ore noté : ∫

z∈R

f(z) dPXY (z) =

∫∫

(x,y)∈R2

f(xy) dPX(x)dPY (y). (8.22)

En parti
ulier en 
onsidérant la fon
tion tronquée f1[a,b] :

∫ b

z=a

f(z) dPXY (z) =

∫∫

{x,y : xy∈[a,b]}
f(xy) dPX(x)dPY (y). (8.23)

(Dessin de {(x, y) : xy ∈ [a, b]} ; union d'hyperboles.)

En parti
ulier pour PX et PY probabilités de densités ρX et ρY :

∫ b

z=a

f(z) dPXY (z) =

∫∫

x,y : xy∈[a,b]

f(xy)ρX(x)ρY (y) dxdy. (8.24)

Le domaine d'intégration du membre de droite est ∆ = {(x, y) ∈ R2 : xy ∈ [a, b]} : 
'est l'union

des hyperboles du plan 
omprises entre les hyperboles y = a
x et y = b

x , faire un dessin.

Preuve. On applique (5.15) ave
 ϕ(x, y) = ψ(x, y) = xy.

Corollaire 8.16 Quand X et Y sont indépendantes et de loi de densité ρX et ρY , la loi de PXY

est la loi de densité ρXY donnée par, pour z 6= 0 :

ρXY (z) =

∫

x∈R

ρX(x)ρY (
z

x
) |x| dx. (8.25)

Preuve. Soit z > 0. Soit ε < z et soient a = z−ε > 0 et b = z+ε > 0 (don
 a et b sont positifs).

Dans (8.24) on prend f = 1[a,b] on fait le 
hangement de variables χ :

(
x
y

)
→ χ(x, y) =

(
x
z = xy

)
. La matri
e ja
obienne de χ est

(
1 0
y x

)
de déterminant = x. Et le domaine ∆ (union

d'hyperboles) est transformé par χ en le domaine (bande) D = R× [a, b]−{0}× [a, b], où {0}× [a, b]
est négligeable pour la mesure de Lebesgue. D'où ave
 (8.24) :

∫ b

z=a

dPXY (z) =

∫∫

(x,z)∈R×[a,b]

ρX(x)ρY (
z

x
) |x| dxdz

=

∫

z∈[a,b]

(

∫

x∈R

ρX(x)ρY (
z

x
) |x| dx) dz,

l'appli
ation du théorème de Fubini étant légitime pour les fon
tion positives, voir 
ours d'intégra-

tion. Même démar
he quand z < 0.
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9 Proposition de la mesure image

Ce paragraphe reprend le paragraphe 4.2.3. On insiste 
ar la proposition de la mesure image est

souvent mal 
omprise, alors qu'elle est essentielle à la 
ompréhension de l'espéran
e entre autres.

9.1 Changement de variables dans les intégrales : proposition de la me-

sure image

9.1.1 Rappel : mesure et intégration d'une fon
tion (au sens de Legesgue)

Soit (E, TE , µ) un espa
e mesuré. Si A ⊂ E véri�e A ∈ TE (i.e. A mesurable), la réel positif

µ(A) a un sens dans R+ = [0,∞].

Notation. Soit µ̃ dé�nie sur les fon
tions indi
atri
es 1A pour A ∈ TE par :

µ̃(1A)
déf

= µ(A), µ̃(1A)
noté

=

∫
1A dµ

noté

=

∫

A

dµ. (9.1)

Interprétation pour la mesure de Lebesgue : �l'aire sous la 
ourbe 1A est l'aire du re
tangle de

base A et de hauteur 1�.
Puis on impose à µ̃ d'être �linéaire� sur l'ensemble des fon
tions indi
atri
es : pour tout n ∈ N∗

et tout c1, ..., cn ∈ R :

µ̃(

n∑

i=1

ci1Ai)
déf

=

n∑

i=1

ciµ̃(1Ai) (=

n∑

i=1

ciµ(Ai)). (9.2)

Puis on impose à µ̃ de passer à la limite sous le signe µ̃ pour les fon
tions en es
alier positives :

pour tout (ci)N∗
suite dans R+ :

µ̃( lim
n→∞

n∑

i=1

cin1Ain) = lim
n→∞

n∑

i=1

cinµ̃(1Ain) ∈ [0,∞]. (9.3)

Une fon
tion mesurable positive f : E → R étant limite simple de fon
tions en es
alier, on a ainsi

dé�ni µ̃(f) pour toute fon
tion f mesurable positive.

Puis on dit qu'une fon
tion positive est µ-intégrable ssi (elle est mesurable et) µ̃(f) < ∞ (i.e.

si µ̃(f) ∈ [0,∞[).
Et on dit qu'une fon
tion f est µ-intégrable ssi f+ et f− sont µ-intégrables, où f+ et f− sont

les fon
tions positives dé�nies par f+ = sup(f, 0) et f− = sup(−f, 0) (ave
 don
 f = f+ − f−). Et
on note :

µ̃(f) =

∫
f dµ. (9.4)

Puis, on note (abusivement), le 
ontexte levant les ambiguïtés, µ̃ = µ :

µ̃(f)
noté

= µ(f) (=

∫
f dµ). (9.5)

9.1.2 Changement de variables dans les intégrales

Soit :

ϕ :

{
Ω=[a, b] → V=[c, d]

ω 7→ x = ϕ(ω)
noté

= x(ω)

}

un di�éomorphisme (fon
tion bije
tive C1
d'inverse C1

= �un 
hangement de variables�).

La formule générique de 
hangement de variables dans les intégrales est, lorsque lorsque g :
V → R est intégrable sur ϕ(Ω) :

∫

x∈ϕ(Ω)

g(x) dx =

∫

ω∈Ω

g(x(ω)) |x′(ω)| dω. (9.6)

(la valeur absolue pour tenir 
ompte du 
as ϕ dé
roissante, les notations Ω = [a, b] et ϕ(Ω) =
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[c, d] = V imposant impli
itement a < b et c < d). Soit don
 i
i :

∫ d

x=c

g(x) dx =

∫ b

ω=a

g(x(ω)) |x′(ω)| dω. (9.7)

En vue de la proposition de la mesure image, on pose :

dµ(ω) = |ϕ′(ω)| dω (= |x′(ω)| dω), (9.8)

et (9.6) s'é
rit alors aussi :

∫

V

g(x) dx =

∫

ϕ−1(V )

(g ◦ ϕ)(ω) dµ(ω). (9.9)

De même (i
i ϕ est inversible) :

∫

ω∈Ω

f(ω) dω =

∫

x∈ϕ(Ω)

(f ◦ ϕ−1)(x) dν(x) où dν(x) = |(ϕ−1)′(x)| dx. (9.10)

Remarque 9.1 Rappel. I
i bien sûr dx et dω sont les mesures de Lebesgue sur R : si µℓ est la

mesure de Lebesgue, on 
ommen
e par é
rire (9.6) sous la forme µℓ(1ϕ(Ω)g) = µℓ(1Ω(g ◦ ϕ)|ϕ′|),
soit : ∫

x∈ϕ(Ω)

g(x) dµℓ(x) =

∫

ω∈Ω

g(ϕ(ω)) |ϕ′(ω)| dµℓ(ω).

Et l'usage fait que, pour la mesure de Lebesgue, on oublie d'é
rire µℓ, et ainsi on é
rit dµℓ(x) = dx
et dµℓ(ω) = dω, d'où l'é
riture (9.6).

9.1.3 Proposition de la mesure image sur les fon
tions

Soit (Ω, TΩ) et (V, TV ) deux ensembles mesurables.

Soit ϕ : Ω → V une fon
tion mesurable (non né
essairement inversible).

Soit µ : TΩ → R+ une mesure sur Ω.
Soit ν : TV → R+ la mesure image de µ : TΩ → R+ par ϕ : Ω → V :

ν = µ ◦ ϕ−1, (9.11)


f. (4.9), où don
 ν(B) = µ(ϕ−1(B) pour B ensemble mesurable.

En parti
ulier ν(V ) = µ(ϕ−1(R)) = µ(Ω) = 1, ainsi que ν(V ) = µ(ϕ−1(ϕ(Ω))) = 1.

Le passage aux mesures de fon
tions est basé sur µ(1A) =
déf µ(A), 
f. (9.1), et sur (1.10) qu'on

rappelle :

1f−1(B) = 1B ◦ f. (9.12)

Proposition 9.2 Si g : V → R+ est mesurable positive on a,

ν(g) = µ(g ◦ ϕ), (9.13)

noté en
ore : ∫

V

g(x) dν(x) =

∫

Ω

g(ϕ(ω)) dµ(ω). (9.14)

(À 
omparer ave
 (9.9) relative à la mesure de Lebesgue et aux fon
tions inversibles.)

(9.13) reste vraie si g ∈ L1(V, ν) (i.e.
∫
V
|g(x)| dν <∞).

(9.13) reste vraie si g est bornée dans le 
as ν mesure bornée.

Et pour tout B ∈ TV (la fon
tion 1Bg étant alors mesurable) :

∫

B

g(x) dν(x) =

∫

ϕ−1(B)

(g ◦ ϕ)(ω) dµ(ω). (9.15)

Et on retrouve (4.11) (page 51) si g = 1B.
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94 9.2. Appli
ation aux probabilités

Preuve. La mesure de la fon
tion indi
atri
e de B ∈ TV est dé�nie par ν(1B) =
déf ν(B), 
f. (9.1).

En parti
ulier (4.11) peut être réé
rite ave
 (9.12) :

∫

x∈V

1B(x) dν(x) =

∫

ω∈Ω

1ϕ−1(B)(ω) dµ(ω) =

∫

ω∈Ω

(1B ◦ ϕ)(ω) dµ(ω), (9.16)


e qui donne (9.15) dans le 
as g = 1B. D'où, par linéarité de l'intégrale :

∫

V

N∑

i=1

ci1Bi(x) dν(x) =

∫

Ω

((
N∑

i=1

ci1Bi) ◦ ϕ)(ω) dµ(ω), (9.17)

pour tout N ∈ N, ci ∈ R+ et Bi ∈ TV . D'où (9.15) dans le 
as g fon
tion en es
alier.

Et les fon
tions g : V → R mesurables positives étant limites de 
ombinaisons linéaires de

fon
tions en es
alier positives, on obtient (9.15) dans R+ pour les fon
tions mesurables positives.

Puis si |g| est ν-intégrable, alors g = g+ − g− ave
 g+ et g− positives, et ave
 g+ et g−
satisfaisant (9.15), et ν(g) = ν(g+)− ν(g−).

Puis si g est bornée et ν est bornée, alors |g| est ν-intégrable (de valeur ≤ ||g||∞ν(V )), don
 g
est ν-intégrable.

Exemple 9.3 Si ϕ : Ω → V est un di�éomorphisme (est C1
inversible d'inverse C1

), et si µ est

une mesure de densité ρµ, i.e. dµ(ω) = ρµ(ω)dω, on obtient :

dν(y) = (ρµ ◦ ϕ−1)(y) |(ϕ−1)′(y)| dy, (9.18)

i.e. ν est une mesure de densité (ρµ ◦ ϕ−1)(y) |(ϕ−1)′(y)|. En parti
ulier, si µ est la mesure de

Lebesgue, ave
 don
 ρµ = 1Ω, on retrouve dν(y) = |(ϕ−1)′(y)| dy, 
f. (9.10).

Exemple 9.4 Soit µ une mesure �nie. Soit a < b, soit y0 ∈ R �xé, et soit ϕ : Ω → V = R la

fon
tion 
onstante :

ϕ = y01Ω, (9.19)

I
i ϕ(Ω) = {y0} (singleton). Don
, pour B ∈ TR, on a ϕ−1(B) =

{
Ω si y0 ∈ B

∅ si y0 /∈ B

}
. Don
 :

ν(B) = µ(ϕ−1(B)) =

{
µ(Ω) si y0 ∈ B

0 si y0 /∈ B

}
, don
 ν = µ(Ω)δy0 , (9.20)

et ν est une mesure pon
tuelle. Et (g ◦ ϕ)(ω) = g(y0), soit g ◦ ϕ = g(y0)1Ω, don
 :

ν(g) = µ(Ω)δy0(g) = µ(Ω)g(y0), (9.21)

et µ(g ◦ ϕ) = µ(g(y0)1Ω) = g(y0)µ(1Ω, = ν(g) 
omme il se doit.

Remarque 9.5 Si f = g ◦ ϕ est une fon
tion, f ◦ ϕ−1
n'est pas une fon
tion quand ϕ n'est pas

bije
tive. Dans 
e 
as (9.14) est bien dé�ni, mais par 
ontre

∫
Ω
f dµ =

∫
V
(f ◦ϕ−1) dν ne l'est pas :

la proposition de la mesure image ne mar
he �que dans un sens� quand ϕ n'est pas bije
tive.

Exemple 9.6 Voir exer
i
e 6.54.

9.2 Appli
ation aux probabilités

9.2.1 Probabilité image

Soit R muni de sa tribu borélienne TR. Soit P une probabilité sur un espa
e mesurable (Ω, TΩ).
Soit X : Ω → V ⊂ R une v.a.r. (une fon
tion mesurable), où V = X(Ω). On dispose de la

mesure image :

PX = P ◦X−1
(9.22)

Proposition 9.7 PX est une mesure de probabilité.
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95 9.2. Appli
ation aux probabilités

Preuve. On a PX(R) = P (X−1(R)) = P (Ω) = 1.

Et (9.13) donne :

PX(g) = P (g ◦X), (9.23)

soit : ∫

x∈V

g(x) dPX(x) =

∫

ω∈Ω

g(X(ω)) dP (ω). (9.24)

Et quitte à rempla
er g par 1Bg où B ∈ TR (la fon
tion g tronquée), ave
 (9.12) :

∫

x∈B

g(x) dPX(x) =

∫

ω∈X−1(B)

g(X(ω)) dP (ω). (9.25)

En parti
ulier, ave
 g = id l'identité :

∫

x∈V

x dPX(x) =

∫

ω∈Ω

X(ω) dP (ω) = P (X) (
noté

= E(X) = espéran
e de X). (9.26)

9.2.2 Cas dis
ret

Exemple : Ω = {ω1, ω2, ..., ωn}, et P la mesure atomique :

P =

n∑

i=1

qiδωi , (9.27)

où les qi sont positifs et
∑n

i=1 qi = 1.
Soit X : Ω → R une fon
tion donnée. Soit V = X(Ω) = {x1, ..., xm} l'image (ave
 don
 m ≤ n).
La mesure image PX est donnée par PX(B) = P (ϕ−1(B)) pour tout B ⊂ R. C'est don
 la

mesure :

PX =
m∑

i=1

piδxi , où pi =
∑

{j∈N : ωj∈X−1{xi}}
qj .

Et pour toute fon
tion g : R → R, on a :

PX(g) =

m∑

i=1

pi g(xi) =

n∑

i=1

qi g(X(ωi)). (9.28)

En parti
ulier E(X) = P (X) =
∑n

i=1 qiX(ωi) = PX(id) =
∑m

i=1 pi xi est l'espéran
e.

Exemple 9.8 Soit X la fon
tion 
onstante X ≡ 36 (et n'est don
 pas inversible). Don
 m = 1,
V = X(Ω) = {36} = {x1}, et don
 p1 =

∑n
j=1 qj = 1.

Et PX(id) = p1 g(36) = 1 ∗ 36 = 36 = E(X) = P (X) (attendu).

9.2.3 Cas 
ontinu

Exemple : Ω = R, et P la mesure 
ontinue de densité q :

dP (ω) = q(ω) dω, (9.29)

où

∫
R
q(ω) dω = 1.

Soit X : Ω → R une fon
tion dérivable donnée. I
i V = X(Ω) ⊂ R.
On a PX(g) = µℓ(g ◦X).

Exemple 9.9 Soit X la fon
tion 
onstante X ≡ 36 (et n'est don
 pas inversible). Don
 V =
X(Ω) = {36} = {x1}, et don
 p1 =

∑n
j=1 qj = 1.

Et PX(g) = p1 g(36) = g(36), don
 PX = δ36 est une mesure dis
rète.

Et PX(id) = 36 = P (X) =
∫
Ω 36 q(ω) dω est l'espéran
e.

Exemple 9.10 X est un di�éomorphisme Ω → V . PX est une mesure de densité �dPX = p(x) dx� :

PX(g) =

∫

x∈V

g(x) p(x) dx =

∫

ω∈X−1(V )

(g ◦X)(ω) q(ω) dω, (9.30)

à 
omparer à (9.28), ave
 :

p(x) = q(X−1(x)) |(X−1)′(x)|, (9.31)


f. (9.10).
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10 Espéran
e, é
art type, varian
e, moments d'une v.a.r.

Soit un espa
e probabilisé (Ω, T , P ). Soit une v.a.r. (une fon
tion mesurable) X : ω ∈ Ω →
X(ω) =noté x ∈ R, et soit PX = P ◦X−1

sa loi de probabilité.

10.1 Moment d'ordre 0 : la masse unité

PX(R) = P (Ω) = 1 est appelée la masse de X , et on note :

∫

Ω

dP =

∫

R

dPX = 1 = 100% =
100

100
. (10.1)

(Toute la masse est dans Ω.) Don
, respe
tivement dans les 
as dis
ret et 
ontinu :

∑

i∈I

pi = 1 et

∫

R

p(x) dx = 1. (10.2)

10.2 Moment d'ordre 1 : l'espéran
e

(Espéran
e = [Expe
tation℄.)

10.2.1 Dé�nition

Di
tionnaire Larousse : espéran
e = sentiment qui porte à 
onsidérer 
e que l'on désire 
omme

réalisable ; 
on�an
e, 
ertitude.

I
i l'espéran
e aura le sens suivant : si on re
ommen
e �le même jeu� (la même expérien
e) de

nombreuses fois, quel est la moyenne des gains ?

En mé
anique, l'espéran
e est le 
entre de gravité : si on doit �xer un objet à l'aide d'un seul

point pour qu'il reste en équilibre, 
e point est le 
entre de gravité.

Dé�nition 10.1 L'espéran
e X d'une v.a.r. X est le réel P (X) = mesure de la fon
tion X par la

mesure P :

X
déf

= P (X)
noté

= E(X)
noté

=

∫

ω∈Ω

X(ω) dP (ω)
noté

=

∫

Ω

X dP, (10.3)

lorsque

∫
X dP existe dans R. Egalement noté EP (X) s'il y a un doute sur la probabilité.

Faire un dessin : l'aire sous la fon
tion 
onstante X1Ω est égale à l'aire sous la fon
tion X .

Don
 :


as X v.a.r. dis
rète, X = E(X) =
∑

Ω

X(ω) qω, (10.4)

où qω = P ({ω}) est la �fréquen
e� d'obtention de l'issue ω. Et :


as X v.a.r. 
ontinue, X = E(X) =

∫

Ω

X(ω) q(ω)dω, (10.5)

P étant la mesure de densité dP (ω) = q(ω)dω.

Remarque 10.2 Voir annexe 15. En parti
ulier, 
omme P (Ω) = 1, 
ette valeur E(X) est le 
entre
de gravité de X . Rappel : le 
entre de gravité xg relativement à une mesure µ est le réel véri�ant

xg

(∫
Ω
dµ(ω)

)
=

∫
Ω
X(ω) dµ(ω), soit xg =

∫
Ω
X(ω) dµ̃(ω) où dµ̃ω = dµ(ω)∫

Ω
dµ(ω)

est une mesure de

probabilité :

∫
Ω
dµ̃(ω) = 1.

Exemple 10.3 On lan
e 2 fois une piè
e équilibrée. I
i

1
2 = P (pile) = P (face) est la �fréquen
e

moyenne� d'obtention de l'issue pile ou de fa
e. Supposons qu'on gagne 1 si pile et 10 si fa
e,

soit X(pile) = 1 et X(face) = 10. En moyenne on gagne X = X(pile)P (pile) +X(face)P (face) =
1 ∗ 1

2 + 10 ∗ 1
2 = 5, 5 (si on fait une in�nité de lan
ers, en moyenne on gagne 5, 5).

On lan
e 2 fois une piè
e déséquilibrée ave
 P (pile) = p et P (face) = q. On gagne X(pile) = xp
si pile et X(face) = xq si fa
e. En moyenne on gagne X = X(pile)P (pile) + X(face)P (face) =
xp ∗ p+ xq ∗ q.
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97 10.2. Moment d'ordre 1 : l'espéran
e

Exer
i
e 10.4 Un élève obtient 12 sur 20 en matière m1, 15 sur 20 en en matière m2, et 4 sur 10

en matière m3. La matière m1 a pour 
oe�
ient 1, m2 a pour 
oe�
ient 2, m3 a pour 
oe�
ient 3.
Donner la moyenne de l'élève.

Réponse. Valeur pour 
haque matière : X(m1) =
12
20
, X(m2) =

15
20
, X(m1) =

4
10

= 8
20
.

Coe�
ients des matières : c(m1) = 1, c(m2) = 2, c(m3) = 3.
Somme des 
oe�
ients : C = c(m2) + c(m3) + c(m3) = 6.

Poids relatifs des matières : P (mk) =
c(mk)

C
= k

6
.

X =
∑3

k=1 X(mk)P (mk) =
12
20

∗ 1
6
+ 15

20
∗ 2

6
+ 4

10
3
6
= 1

20
12+15∗2+8∗3

6
= 11

20
, don
 11 sur 20.

Exer
i
e 10.5 A la �n d'une année s
olaire, on fait la moyenne des n notes a�e
tées des 
oe�-


ients ci. Un élève à la note

Ni

20 à la i-ème matière. Cal
uler sa moyenne sur 20. Une erreur s'est

produite sur la j-ème note : au lieu d'avoir eu Nj , il a eu Nj + ej. De 
ombien de points 
ela

modi�e-t-il sa moyenne ? Appli
ation numérique :

∑
ci = 50 ave
 ej = 2.

Réponse. Soit C =
∑n

i=1 ci.
Moyenne initiale M1 =

∑n

i=1
Ni
20

ci
C

= 1
20

1
C

∑n

i=1 Nici.
Moyenne 
orrigée M2 = 1

20
1
C

∑n

i=1(Ni + ei)ci, où ei est l'erreur pour la i-ème matière.

M2 −M1 = 1
20

1
C

∑n

i=1 ciei. Si ei = 0 pour tout i 6= j, alors M2 −M1 = 1
20

cj
C
ej .

A.N. : M2 −M1 = 1
20

1
50
2 ≃ 1

20
1
25
, don
 0, 04 point sur 20 de plus sur la moyenne générale.

Exemple 10.6 Si X = 1A ave
 A ensemble mesurable (don
 X est la v.a.r. �on-o�' X(ω) = 1 si

ω ∈ A et X(ω) = 0 si ω /∈ A), alors X =
∫
1A dP = P (A) =noté E(A).

10.2.2 Cal
ul à l'aide de la mesure image : le moment d'ordre 1

On a P (g ◦X) = PX(g), 
f. (9.23), don
 ave
 g = id = l'identité (id(x) = x).

Corollaire 10.7 Soit X : Ω → R. À l'aide de la mesure image PX = P ◦X−1
, on a également :

X = E(X) =

∫

x∈R

x dPX(x) = PX(id), (10.6)

Ainsi P (X) = E(X) =
∫
x dPX(x) est le moment d'ordre 1 par rapport 0 (l'origine des x)

relativement à la mesure PX (voir annexe � 15.3).

Don
 :

PX =
∑

i∈I

pxiδxi proba dis
rète =⇒ X =
∑

i∈I

xi pi, (10.7)

et :

dPX = p(x) dx proba 
ontinue =⇒ X =

∫

x∈R

x p(x) dx. (10.8)

Exemple 10.8 On lan
e 2 fois une piè
e. Soit p = P (pile) et q = P (face). Supposons qu'on gagne

X(pile) = xp si pile et X(face) = xq si fa
e. En moyenne on gagne :

X = xpPX(xp) + xqPX(xq) = xp ∗ p+ xq ∗ q. (10.9)

C'est le bary
entre des points x1 et x2 a�e
tés des 
oordonnées bary
entriques p1 et p2.

Exemple 10.9 Si X = 1A ave
 A ensemble mesurable. I
i X(Ω) = 1A(Ω) = {0, 1} = {x0, x1}
ensemble (des états) dis
ret des valeurs de 1A. I
i PX est une probabilité dis
rète ave
 PX(1) =

P (1−1
A (1)) = P (A) =noté p1 et PX(0) = P (1−1

A (0)) = P (AC) =noté p0. Don
 X = 0 ∗p0+1 ∗p1 =
p1 = P (A).

Exemple 10.10 Jeux type �roue de la fortune�, oùX(ω) = le gain é
rit sur le �se
teur angulaire ω�.
Et E(X) donne l'espéran
e de �gain moyen�.

Exemple 10.11 Lan
ers d'un dé équilibré (à 6 fa
es) : on gagne 1 si résultat pair et -1 si résultat

impair. En moyenne, on gagne E = 3 1
6 + 3−1

6 = 0.

Exemple 10.12 Lan
ers d'un dé équilibré : on gagne k si le dé donne k. En moyenne, on gagne

E =
∑6

k=1 k
1
6 = 1 1

6 + 2 1
6 + ...+ 6 1

6 = 21
6 = 7

2 = 3, 5.
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e

Exer
i
e 10.13 On lan
e un dé, et on attribue les valeurs 1,3,5,7,9,11 aux éventualités 1,2,3,4,5,6,

et on suppose le dé équilibré. Cal
uler l'espéran
e.

Réponse. I
i X(i) = 2i− 1 = xi et don
 E(X) =
∑

i xi
1
6
= 1

6
(2

∑6
i=1 i− 6) = 1

6
(42− 6) = 6.

On véri�e que

∑
i(xi − 6) 1

6
= 0, i.e. que 6 est le 
entre de gravité.

Exemple 10.14 On 
onsidère n familles fi et on note ni le nombre d'enfants de la famille i. Le

nombre moyen d'enfants par famille est

∑
i ni

n =
∑

i ni
1
n .

I
i impli
itement X est la v.a.r. qui à une famille fi asso
ie le nombre d'enfants X(fi)=ni et

pi =
1
n la probabilité de 
hoisir la famille fi. Et E(X) =

∑
iX(fi)pi =

∑
i ni

1
n .

Exer
i
e 10.15 Soit ϕ : R2 → R une v.a.r., et soit X,Y : Ω → R deux v.a.r.. On note ϕ(X,Y ) =
ϕ ◦ (X,Y ) la v.a.r. sur Ω donnée par ϕ(X,Y )(ω) = ϕ(X(ω), Y (ω)). Si X et Y sont indépendantes,

montrer E(ϕ(X,Y )) = E(f(X)) = E(g(Y )), où f(x) = E(ϕ(x, Y )) et g(y) = E(ϕ(X, y)).

Réponse. X et Y étant indépendantes, on a (5.15) :

∫

z∈R

z dPϕ(X,Y )(z) =

∫∫

(x,y)∈R2

ϕ(x, y) dPX(x)dPY (y) =

∫

y

(

∫

x

ϕ(x, y) dPX(x))dPY (y). (10.10)

10.2.3 V.a.r. 
entrée

Dé�nition 10.16 La v.a.r. X est dite 
entrée ssi E(X) = 0, i.e. ssi X = 0.

Exemple 10.17 Dans l'exer
i
e 10.13, la v.a.r. Y = X − 6 1Ω est 
entrée : Y = 0 (véri�
ation

immédiate), ou on applique la proposition suivante (linéarité de E) : Y = X − 6 1Ω = 6− 6 = 0.

10.2.4 Premières propriétés

Proposition 10.18 L'espéran
e dé�nie par (10.3) est une appli
ation linéaire sur l'espa
e ve
to-

riel des fon
tions X : Ω → R Riemann intégrables (au sens de Riemann t.q.

∫
X(ω) dP (ω) < ∞),

et sur l'ensemble des fon
tions Lebesgue intégrables (mesurables au sens de Lebesgue et t.q.∫
|X(ω)| dP (ω) <∞).

Preuve. La linéarité E(X + λY ) = E(X) + λE(Y ) est immédiate ave
 (10.3) puisque P est une

mesure.

Proposition 10.19 1- Toute v.a.r. 
onstante X = c1Ω, où c ∈ R, a une espéran
e qui vaut

E(X) = c, i.e. X = c. Autrement dit, si la seule valeur possible est c, on est sûr d'obtenir c :

E(c1Ω) = cE(1Ω) = cP (1Ω) = cP (Ω) = c, 
f. (9.1) (une fon
tion 
onstante est une fon
tion

déterministe : une seule issue).

2- Pour toute v.a.r. X qui admet une espéran
e X = E(X) �nie, on a :

X = E(X) = E(X1Ω)
noté

= E(X). (10.11)

Et don
 la v.a.r. X−X1Ω =noté X−X est 
entrée (
entre de gravité en 0) :

E(X−X1Ω) = 0, et E(X−X1Ω)
noté

= E(X−X). (10.12)

Preuve. 1- Soit X = c1Ω (fon
tion 
onstante sur Ω). On a E(X) =
∫
Ω
X(ω) dP (ω) =

∫
Ω
c dP (ω) =

c
∫
Ω dP (ω) = c : don
 E(X) = c est �la valeur de X�.

2- Par linéarité de E on a E(X −X1Ω) = E(X)−XE(1Ω) = E(X)−X = 0.

Remarque 10.20 N.B. : attention aux notations, voir � 1.3.6 page 9. I
i X est à la fois :

(i) la notation d'un réel dans l'égalité E(X) = X , et

(ii) la notation de la fon
tion 
onstante X1Ω =noté X.

Ainsi la notation usuelle E(X) est la notation abusive de E(X1Ω) (espéran
e de la fon
tion


onstante X1Ω), de même que la notation usuelle E(X−X) est la notation abusive de E(X−X1Ω)
(espéran
e de la fon
tion X −X1Ω).
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e

10.2.5 Généralisation

P (g ◦X) = PX(g) donne :

Corollaire 10.21 Si X ∈ L1(Ω, P ) et si g ∈ L1(R;PX) (i.e. si

∫
Ω |X(ω)| dP (ω) < ∞ et si∫

R
|g(x)| dPX(x) <∞), alors on a :

E(g ◦X) = PX(g), soit E(g ◦X) =

∫

x∈R

g(x) dPX(x)
noté

=

∫
g dPX , (10.13)

mesure de la fon
tion g par PX . (En parti
ulier g = id (l'identité) redonne l'espéran
e de X .)

Don
 dans le 
as PX dis
ret :

E(f ◦X) =
∑

j∈j

f(xj)pxj , (10.14)

et dans le 
as PX 
ontinu :

E(f ◦X) =

∫

x∈R

f(x) p(x) dx. (10.15)

Exemple 10.22 Dans le 
as dis
ret, on retrouve le résultat :

E(f ◦X) =
∑

xj∈X(Ω)

f(xj)PX(xj). (10.16)

En e�et, on sommant par �paquets� (les paquets X−1(xj) = {ω : X(ω) = xj} pour les xj ∈ X(Ω)) :

E(f ◦X) =
∑

ωi∈Ω

f(X(ωi))P (ωi) =
∑

xj∈X(Ω)

∑

ωi∈X−1(xj)

f(xj)P (ωi)

=
∑

xj∈X(Ω)

f(xj)(
∑

ωi∈X−1(xj)

P (ωi)) =
∑

xj∈X(Ω)

f(xj)P ({X=xj}) =
∑

xj∈X(Ω)

f(xj)PX(xj)

Ce 
al
ul est li
ite dès que la sommation par paquets l'est, 
e dont on est sûr si la suite (f(xi))N
est PX -sommable, i.e. si

∑
i |f(xi)| <∞.

Exemple 10.23 La fon
tion f ◦ X1Ω est la fon
tion 
onstante f(X1Ω) = f(X)1Ω (puisque

f(X1Ω(ω)) = f(X) pour tout ω ∈ Ω). Don
 :

P (f ◦X1Ω) = E(f ◦X1Ω) = E(f(X)1Ω) =

∫

Ω

f(X) dP = f(X)

∫

Ω

dP = f(X). (10.17)

Et, 
omme Pf◦X1Ω
= Pf(X)1Ω

= P ◦ (f(X)1Ω)
−1 = δf(X), 
f. (9.19) et (9.20), 
'est bien égal à :

Pf◦X1Ω
(id) = δf(X)(id) = id(f(X)) = f(X), (10.18)


f. (9.21).

10.2.6 Espéran
e d'un produit : 
as de v.a.r. indépendantes

L'espéran
e (l'intégrale) étant linéaire, l'espéran
e d'une somme est la somme des espéran
es :

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ). (10.19)

Pour le produit : on se donne deux v.a.r. X et Y sur un même espa
e probabilisé (Ω, T , P ).
La fon
tion produit XY : ω ∈ Ω → (XY )(ω) = X(ω)Y (ω) est une v.a.r. (
'est une fon
tion

mesurable).

Proposition 10.24 Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes. On a :

E(XY ) = E(X)E(Y ) quand indépendan
e. (10.20)

(C'est évidemment faux si X et Y ne sont pas indépendantes : prendre Y = X 6= 0 ave
 E(X) = 0
et E(X2) > 0.)
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100 10.3. Exemples des lois usuelles

Preuve. Quand X et Y sont indépendantes, on dispose de (5.15) page 56 qui donne, ave
 f = id :

E(XY ) =

∫

z

z dPXY (z) =

∫∫

x,y

xy dPX(x)dPY (y) =

∫

x

x dPX(x)

∫

y

y dPY (y) = E(X)E(Y ).

Exer
i
e 10.25 Réé
rire la démonstration dans les 
as de probabilités dis
rètes et 
ontinues.

Réponse. Cas dis
ret et v.a.r. indépendantes, ave
 (8.19) :

PXY ({z}) =
∑

xi,yj
xiyj=z

PX(xi)PY (yj) =
∑

xi,yj

PX(xi)PY (yj)δxiyi({z}).

D'où, notant F = (XY )(Ω) = {z ∈ R : ∃(i, j) ∈ Z2, z = xiyj , xi ∈ X(Ω), yi ∈ Y (Ω)}, et ave


P (g ◦XY ) = PXY (g) (
f. (9.23)) :

P (XY ) =
∑

z∈F

z PXY (id) =
∑

z∈F

z
∑

xi,yj

PX(xi)PY (yj)δz,xiyi =
∑

xi,yj

PX(xi)PY (yj)
∑

z∈F

z δz,xiyi

=
∑

xi,yj

xiyj PX(xi)PY (yj) = (
∑

xi

xi dPX(xi))(
∑

yj

yj dPY (yj)).

Cas 
ontinu et v.a.r. indépendantes de lois 
ontinues ave
 ave
 ϕ(x, y) = xy et (5.14), et ave
 (8.24), :

P (XY ) = PXY (id) = (PX ⊗PY )(id◦ϕ) =
∫

(x,y)∈R2

xy ρX(x)ρY (y) dxdy =

∫

x∈R

xρX(x) dx

∫

y∈R

yρY (y) dy.

10.3 Exemples des lois usuelles

10.3.1 Alternative simple et loi binomiale

Alternative simple : P (X=1) = p et P (X=0) = 1−p : on obtient E(X) = 1× p+ 0× (1−p) :

E(X) = p. (10.21)

C'est la position du 
entre de gravité d'une tige horizontale sans masse de longueur 1 à laquelle

on a mis à droite (�en 1�) le poids p et à gau
he (�en 0�) le poids 1−p. En parti
ulier, si p = 1
2 le


entre de gravité est au milieu, et si p = 1 le 
entre de gravité est à droite (à l'endroit de la seule

masse présente).

Même espéran
e pour X = 1F (fon
tion 
ara
téristique de l'ensemble F ⊂ Ω) lorsque P (F ) = p
(et P (FC) = 1−p).

Espéran
e de la loi binomiale b(n, p). I
i P (X=k) = b(k;n, p) = PX(k) : on obtient ave


q = p−1 :

E(X) =

n∑

k=0

k b(k;n, p) =

n∑

k=1

k Ck
np

kqn−k =

n∑

k=1

k
n!

k!(n− k)!
pkqn−k

= np

n∑

k=1

(n− 1)!

(k − 1)!((n−1)− (k−1)!
pk−1qn−k

= np

n−1∑

m=0

(n−1)!

m!(n− 1−m)!
pmq)n−1−m = np

n−1∑

m=0

Cm
n−1p

mqn−1−m = np(p+ q)n−1,

et don
 :

E(X) = np (espéran
e de la loi b(n, p)). (10.22)
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101 10.3. Exemples des lois usuelles

10.3.2 Loi géométrique

Exer
i
e 10.26 Montrer que

∞∑

k=1

kpk =
p

(1− p)2
pour |p| < 1.

Réponse. S(p) =
∑∞

k=0 p
k
est une série entière de rayon de 
onvergen
e R = 1. On peut don
 dériver

sous le signe

∑
pour |p| < 1. On obtient S′(p) =

∑∞
k=1 kp

k−1 = 1
p

∑∞
k=1 kp

k
. Et 
omme

∑∞
k=0 p

k = 1
1−p

,

on a aussi S′(p) = 1
(1−p)2

. Don


1
p

∑∞
k=1 kp

k = 1
(1−p)2

.

I
i P (X=k) = (1−p)pk. D'où E(X) =
∑∞

k=0 k(1−p)pk = (1−p)∑∞
k=0 kp

k = (1−p)∑∞
k=1 kp

k
.

Don
 :

E(X) =
p

1− p
. (10.23)

10.3.3 Loi gaussienne

Soit X la v.a.r. gaussienne de loi N (m,σ2), i.e. PX de densité p(x) = 1
σ
√
2π
e−

(x−m)2

2σ2
sur R.

E(X) =

∫

R

x
1

σ
√
2π
e−

(x−m)2

2σ2 dx

=
1

σ
√
2π

∫

R

(x−m)e−
(x−m)2

2σ2 dx+m

∫

R

1

σ
√
2π
e−

(x−m)2

2σ2 dx

=
1

σ
√
2π

[−σ2e−
(x−m)2

2σ2 ]∞−∞ +m.

(10.24)

Don
 :

E(X) = m. (10.25)

Exer
i
e 10.27 Soit X la v.a.r. gaussienne de loi N (m,σ2). Montrer que, pour λ ∈ R :

E(eλX) = eλm+λ2σ2

2 . (10.26)

Réponse.

E(eλX) =

∫

ω

eλX(ω)dP (ω) =

∫

x

eλxdPX(x) =

∫

x

eλx
1

σ
√
2π

e
− (x−m)2

2σ2 dx = eλm
∫

y

eλy
1

σ
√
2π

e
− y2

2σ2 dy

= eλm
∫

y

1

σ
√
2π

e
− (y−σ2λ)2

2σ2 +σ2λ2

2 dy = eλm+λ2σ2

2

∫

z

1

σ
√
2π

e
− z2

2σ2 dz,

la deuxième égalité par dé�nition de la mesure image.

Exer
i
e 10.28 Montrer que si pour tout λ ∈ R on a E(eλX) = eλm+λ2σ2

2
, alors X est de loi

N (m,σ2).

10.3.4 Loi de Poisson

Loi de Poisson PX(k) = e−λ λk

k! pour k ∈ N et λ > 0 :

E(X) =
∞∑

k=0

ke−λλ
k

k!
= λe−λ

∞∑

k=1

λk−1

(k − 1)!
= λe−λ

∞∑

k=0

λk

k!
= λ.

10.3.5 Exer
i
es

Exer
i
e 10.29 Un berger trie un groupe de n 
hèvres dont m ne sont pas va

inées, 0 < m < n.
Les 
hèvres rentrent une à une dans un sas. Le berger repère, à 
haque passage d'une 
hèvre, si

elle est va

inée ou non. On note X la v.a. indiquant le rang d'apparition de la dernière 
hèvre

non va

inée.

1. Donner l'univers Ω, son 
ardinal, et l'image X(Ω).
2. Cal
uler P (X=k) pour tout k ∈ [m,n]N. Véri�er que

∑
k P (X=k) = 1.

3. Montrer que E(X) = (n+1)m
m+1 .

101



102 10.3. Exemples des lois usuelles

Réponse. 1. Ω est l'ensemble des n-uplets ordonnés ~ω = (ω1, ..., ωn) où ωi est l'une des 
hèvres. |Ω| = n!.
Et X(Ω) ⊂ {m,m + 1, ..., n} (ave
 X(~ω) = m si ~ω a ses m premières 
omposantes = les 
hèvres non

va

inées, et X(~ω) = n si ~ω a sa dernière 
omposante = une 
hèvre non va

inée).

2. Déterminons le 
ardinal de (X=k) : la m-ième (la dernière) est passée en k-ième position, soit m
possibilités ; les m−1 
hèvres restantes non va

inées sont passées parmi les k−1 premières, soit Am−1

k−1 =
(k−1)!
(k−m)!

possibilités ; et les n−m 
hèvres va

inées sont mises dans les n−m positions restantes, soit (n−m)!

possibilités. D'où mAm−1
k−1 (n−m)! est le nombre de n-uplets possibles. D'où :

P (X=k) =
mAm−1

k−1 (n−m)!

n!
=

m(k − 1)!(n−m)!

(k −m)!n!
=

(k − 1)!m!(n−m)!

(k −m)!(m− 1)!n!
=

Cm−1
k−1

Cm
n

. (10.27)

Et

n∑

k=m

Cm−1
k−1 = Cm

n , 
f. (1.27), don


∑
k P (X=k) = 1.

3.

E(X) =
n∑

k=m

kP (X=k) =
1

Cm
n

n∑

k=m

kCm−1
k−1 =

1

Cm
n

n∑

k=m

k!

(m− 1)!(k −m)!
=

m

Cm
n

n∑

k=m

k!

m!(k −m)!

=
m

Cm
n

n∑

k=m

Cm
k =

m

Cm
n

Cm+1
n+1 = m

m!(n−m)!

n!

(n+ 1)!

(m+ 1)!(n−m)!
=

m(n+ 1)

(m+ 1)
.

Exer
i
e 10.30 Deux ar
hers s'a�rontent au tir à l'ar
. La 
ible est 
onstituée de quatres zones

A, B, C et D, qui rapportent respe
tivement 10, 5, 1 et 0 point(s). Le jeu 
onsiste à tirer trois

�è
hes et le s
ore �nal est la somme des trois résultats (les tirs sont indépendants). Le jeu est

répété un grand nombre de fois.

Le premier ar
het, M. Flute, tire dans A 6 fois sur 10, dans B 1 fois sur 10, dans C 1 fois sur 10.

Le deuxième ar
het, M. Saxo, tire dans A 5 fois sur 10, dans B 3 fois sur 10, dans C 1 fois sur 10.

1- Quelle est l'espéran
e du s
ore de M. Flute pour le tir d'une �è
he ?

2- Quelle est l'espéran
e du s
ore �nal obtenu (3 �è
hes) par M. Flute ?

3- Mêmes questions pour M. Saxo.

4- M. Flute et M. Saxo tirent 
ha
un une �è
he. Remplir le tableau 
i-dessous :

Flute \ Saxo 10 5 1 0 Total

10

5

1

0

Total

dans lequel la 
ase interse
tion de la ligne i et de la 
olonne j donne la probabilité pour que M. Flute

obtienne i points et M. Saxo obtienne j points (on pré
isera l'hypothèse qu'il est né
essaire de faire

pour justi�er 
ette probabilité). La �
olonne Total� doit donner, à la ligne i la probabilité pour

que M. Flute obtienne i points, indépendamment du résultat de M. Saxo ; et la �ligne Total� doit

donner, à la 
olonne j la probabilité pour que M. Saxo obtienne i points, indépendamment du

résultat de M. Flute.

5- Quelle est la probabilité que M. Flute ait un s
ore identique à 
elui de M. Saxo après un seul

tir de �è
he ?

6- Quelle est la probabilité que M. Flute ait un s
ore stri
tement plus élevé que M. Saxo après

un seul tir de �è
he ?

7- Quelle est la probabilité que M. Flute ait un s
ore identique ou plus élevé que M. Saxo après

un seul tir de �è
he ?

8- Quelle est la probabilité que M. Flute ait un s
ore identique ou plus élevé que 
elui de M.

Saxo, 
onditionnellement au fait que les deux ar
hers n'ont pas tiré hors zone ?

Réponse. 1- Soit PF la loi de probabilité de M. Flute : PF (A) = 6
10
, PF (B) = 1

10
, PF (C) = 1

10
, PF (D) =

2
10
. Don
 E(F ) = 10PF (A) + 5PF (B) + 1PF (C) + 0PF (D) = 10 6

10
+ 5 1

10
+ 1 1

10
+ 0 = 66

10
(espéran
e de

résultat = 6, 6 points).

2- Espéran
e �nale (3 tirs indépendants) : 3E(F ) = 198
10

(espéran
e de résultat = 19, 8 points).

3- PS(A) = 5
10
, PS(B) = 3

10
, PS(C) = 1

10
, PS(D) = 1

10
. Don
 E(S) = 10 5

10
+ 5 3

10
+ 1 1

10
+ 0 = 66

10
et

3E(S) = 198
10

. Même résultat : les deux tireurs peuvent espérer un même s
ore.
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4- Résultat rapide : Le tableau donne le produit des probabilités en supposant que les tirs sont indé-

pendants : soit P ((F=x) ∩ (S=y)) = P (F=x)P (S=y) :

Flute \ Saxo 10 5 1 0 Total

10
30

100

18

100

6

100

6

100

60

100

5

5

100

3

100

1

100

1

100

10

100

1

5

100

3

100

1

100

1

100

10

100

0

10

100

6

100

2

100

2

100

20

100

Total

50

100

30

100

10

100

10

100

100

100

Et P (F = x) = P (F=x ∩ S=10) + P (F=x ∩ S=5) + P (F=x ∩ S=1) + P (F=x ∩ S=0) donne la somme

sur une ligne.

Résultat détaillé : univers Ω = {A,B,C,D}2 = {(ωF , ωS) ∈ {A,B,C,D}2} ensemble des 
ouples

donnant un résultat de Flute et Saxo. La probabilité sur Ω est Q((F,S)=(x, y)) = P (F=x)P (S=y) =
PF (x)PS(y) donne la valeur dans le tableau au 
roisement de la ligne x et de la 
olonne y.

5- Résultat rapide : Diagonale : P (F=S) = P ((F=A) ∩ (S=A)) + P ((F=B) ∩ (S=B)) + P ((F=C) ∩
(S=C)) + P ((F=D) ∩ (S=D)) = 30+3+1+2

100
= 36

100
est la probabilité que les tireurs aient le même s
ore.

Résultat détaillé : l'ensemble (F > S) est l'ensemble {(ωF , ωS) : ωF > ωS . D'où Q(F > S) = somme

des termes de la matri
e supérieure stri
te.

6- P (F > S) = P ((F=10) ∩ (S=5 ∪ S=1 ∪ S=0)) + ... = sur-diagonale stri
te = 18+6+6+1+1+1
100

= 33
100

pour un s
ore stri
tement plus élevé de M. Flute. (Sous-diagonale stri
te :

5+5+10+3+6+2
100

= 31
100

pour un

s
ore stri
tement plus élevé de M. Saxo.)

7- P (F ≥ S) = 36
100

+ 33
100

= 69
100

.

8- P (F ∈ [1, 10] ∪ S ∈ [1, 10]) = 30+18+6+5+3+1+5+3+1
100

= 72
100

.

P (F ≥ S|(F ∈ [1, 10] ∪ S ∈ [1, 10])) = P ((F≥S)∩(F∈[1,10]∪S∈[1,10]))
P (F∈[1,10]∪S∈[1,10])

=
30+18+6+3+1+1

100
72
100

= 59
72
.

10.4 Varian
e et é
art type

[Varian
e and standard deviation.℄

10.4.1 Dé�nitions

Dé�nition 10.31 Soit X une v.a.r. sur Ω et soit E(X) = X ∈ R son espéran
e (on suppose

qu'elle existe). Sa varian
e Var(X) est (quand elle existe) :

Var(X) = P ((X−X1Ω)
2)

noté

= E((X−X1Ω)
2)

noté

= E((X−X)2), (10.28)

soit :

Var(X) =

∫

ω∈Ω

(X(ω)−X)2 dP (ω) = ||X−X1Ω||2L2(Ω,P ) (10.29)

C'est �l'énergie� de la v.a.r. 
entrée X−X1Ω =noté X −X relativement à la mesure P .

Dé�nition 10.32 L'é
art type est :

σ(X) =
√
Var(X) = ||X−X||L2(Ω,P ), (10.30)

homogène à une �norme�=longueur, 
ontrairement à la varian
e qui est homogène au �
arré d'une

norme� = surfa
e = énergie.

Don
 :

Var(X) = σ(X)2. (10.31)

Dé�nition 10.33 Si σ(X) = 1 alors la v.a.r. X est dite réduite.

Dé�nition 10.34 Si E(X) = 0 et si σ(X) = 1 alors la v.a.r. X est dite 
entrée réduite.

Proposition 10.35 Var(X) = 0 ⇐⇒ X est une fon
tion 
onstante (presque surement). (On est

dans le 
adre �déterministe�.)

Preuve. Var(c1Ω) = P (0) = 0 : la varian
e s'annule sur les fon
tions 
onstantes. Ré
iproquement,

si Var(X) = 0, alors (10.29) donne : X(ω)−X = 0 P -presque surement, don
 X est une fon
tion


onstante P -presque surement (i.e. pour P -presque tout ω).
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10.4.2 Ave
 la loi image

Proposition 10.36 Soit X une v.a.r. qui admet une espéran
e et une varian
e, et PX = P ◦X−1

la loi de probabilité de la v.a.r. X .

Alors la varian
e est le moment d'inertie de la mesure PX par rapport àX (où PX est 
onsidérée


omme distribution de masse) :

Var(X) =

∫

x∈R

(x−X)2 dPX(x), (10.32)

i.e. moment d'ordre 2 de l'identité id par rapport à X pour la mesure PX , 
f. (15.16).

On dit que la varian
e donne une idée de la �dispersion� autour de la valeur moyenne X .

Preuve. On applique (9.24) :

∫
x∈R

g(x) dPX =
∫
ω∈X−1(R)(g(X(ω)) dP , proposition de la mesure

image. Soit g(x) =déf (x−X)2 : on a don
 posé g = (id −X1R)
2
. On a g(X(ω)) = (X(ω) −X)2,

d'où

∫
x∈R

(x−X)2 dPX(x) =
∫
ω∈Ω

(X(ω)−X)2 dP (ω), d'où (10.32) grâ
e à (10.29).

Don
 :

1- dans le 
as dis
ret PX =
∑

i piδxi :

Var(X) =
∑

i∈I

(xi −X)2pxi = σ2(X), (10.33)

2- dans le 
as 
ontinu dPX = p(x) dx :

Var(X) =

∫

x∈R

(x−X)2 p(x) dx = σ2(X). (10.34)

10.4.3 Propriétés

Soit :

L2(Ω, P ) = {X : Ω → R t.q. P (X) <∞} = {X : Ω → R t.q.

∫

ω∈Ω

X(ω)2 dP (ω) <∞} (10.35)

l'ensemble des fon
tions (mesurables) de 
arré P -intégrable (fon
tions d'énergie �nie). C'est un

sous-espa
e ve
toriel de (F(Ω;R),+, .) (immédiat par linéarité de l'intégrale).

Proposition 10.37 La forme bilinéaire (·, ·)P : (X,Y ) → (X,Y )P dé�nie par :

(X,Y )P
déf

= E(XY ) =

∫

ω∈Ω

X(ω)Y ω) dP (ω). (10.36)

est un produit s
alaire dans L2(Ω, P ).

Preuve. (·, ·)P : (X,Y ) → (X,Y )P est trivialement bilinéaire et symétrique. et

∫
X2(ω) dP = 0

implique X2
nulle P -presque surement, don
 X nulle P -presque surement, don
 X est nulle au

sens L2
, voir 
ours d'intégration.

On note :

||X ||P =
√
(X,X)P = ||X ||L2(Ω),P = ||X ||2 = (

∫

Ω

|X |2 dP ) 1
2 = (P (X2))

1
2 = (E(X2))

1
2

(10.37)

la norme asso
iée.

Proposition 10.38 Soit X ∈ L2(Ω, P ), i.e. soit X une v.a.r. telle que X2
admette une espéran
e

(X est dans l'espa
e des fon
tions de 
arré intégrable pour la mesure P ). Alors :

1. On a L2(Ω, P ) ⊂ L1(Ω, P ) : si X ∈ L2(Ω, P ) alors X ∈ L1(Ω, P ). (Reste vraie si on rempla
e P
par une mesure �nie.) Et :

|E(X)| ≤ E(|X |) ≤
√
E(X2). (10.38)
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2. X admet une varian
e et on a :

Var(X) = E(X2)− (E(X))2 (= X2 −
(
X

)2
). (10.39)

(Ré
iproquement, si Var(X) existe, 
e qui né
essite l'existen
e de X , alors E(X2) existe, i.e.
X ∈ L2(Ω, P ).)

3. Si σ(X) = 0, alors X est une fon
tion 
onstante : la fon
tion 
onstante X1Ω :

Var(X) = 0 ⇐⇒ X = X1Ω. (10.40)

Dans 
e 
as X est une v.a.r. bien déterminée (on rentre dans le 
as déterministe : il n'y a plus

de �dispersion� autour de la valeur moyenne).

(Ré
iproque immédiate : si X est une fon
tion 
onstante alors Var(X) = 0, 
f. (10.29).)

4. Si σ(X) 6= 0, alors la v.a.r.

X−X
σ(X) est 
entrée réduite. En parti
ulier :

Var(
X −X

σ(X)
) = 1. (10.41)

5. Si b ∈ R, alors la v.a.r. X+b1Ω =noté X+b admet une varian
e et :

Var(X + b) = VarX, (10.42)

et la varian
e (qui est une �mesure de la dispersion�) ne dépend pas de b. En parti
ulier :

Var(X −X) = VarX. (10.43)

6. Si α ∈ R, alors la v.a.r. αX admet une varian
e et :

Var(αX) = α2Var(X), (10.44)

ou en
ore σ(αX) = |α|σ(X). D'où si α, b ∈ R :

Var(αX + b) = α2Var(X). (10.45)

7. Pour tout a ∈ R :

||X − a||22 = ||X −X||22 + (a−X)2, (10.46)

(propriété des moments d'inertie) et en parti
ulier, pour tout a ∈ R :

||X − a||22 ≥ ||X −X||22, (10.47)

i.e. le moment d'inertie autour d'un point a est minimal si on prend a le 
entre d'inertie = le


entre de gravité.

Preuve.

1. C'est Cau
hy�S
hwarz dans L2(Ω, P ) : |(1Ω, |X |)P | ≤ ||1Ω||P ||X ||P , soit |
∫
Ω
|X(ω)| dP | ≤

(1)
1
2 (

∫
Ω
X(ω)2 dP )

1
2
. Idem en remplaçant |X | par X .

2. Comme (X − X)2 = X2 − 2XX + X
2
, 
haque terme du membre de droite admettant une

espéran
e, la linéarité de E donne l'existen
e de Var(X) = E(X2)− 2X
2
+X

2
= E(X2)−X

2
.

3. Si σ(X) = 0, alors ||X−X1Ω||2P = 0, don
 X −X1Ω = 0 presque surement.

4. Sinon, ave
 la linéarité de E, Var(X−X
σ(X) ) = E( (X−X)2

σ2(X) ) = E((X−X)2)
σ2(X) = Var(X)

σ2(X) = 1.

5. (X+b)− E(X+b) = X + b− E(X)− b = X −X, d'où le résultat.

(Sans abus de notation : (X+b1Ω) − E(X+b1Ω)1Ω = X + b1Ω − E(X)1Ω − E(b1Ω)1Ω = X +
b1Ω − E(X)1Ω − b1Ω = X − E(X)1Ω.)

6. E((αX)2 − (E(αX))2) = E(α2X2− (αE(X))2) = E(α2X2−α2E(X)2) = α2E(X2)−α2E(X)2

par linéarité de E.

7. (X(ω)−a)2 = ((X(ω)−X) + (X−a))2 = (X(ω)−X)2 + (X−a)2 + 2(X(ω)−X)(X−a), et don

E((X−a)2) = E((X−X)2) + (X−a)2E(1Ω) + 2(X−a)E(X−X) = E((X−X)2) + (X−a)2 + 0.
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10.4.4 Exemples

Exemple 10.39 Loi de Bernoulli pour X : {a, b} → {0, 1} ave
 X(a) = 1 (su

ès) et X(b) =

0 (é
he
), et ave
 P (X=1) = PX(1) = p, P (X=0) = PX(0) = 1−p =noté q. On a E(X) =
X(a)PX(1) +X(b)PX(0) = 1 ∗ p+ 0 ∗ q = p (déjà vu). D'où :

Var(X) = E((X−p)2) = (1−p)2PX(1) + (0−p)2PX(0) = (1−p)2p+ p2(1−p)
= p(1−p) = pq.

(10.48)

En parti
ulier Var(X) ≤ 1
4 
ar p(1−p) ≤ 1

4 (
f. tableau de variations de f(p) = p(1−p)).

Exer
i
e 10.40 Loi de Bernoulli généralisée : X(a) = α, X(b) = β, P (X=α) = PX(α) = p,

P (X=β) = PX(β) = 1−p =noté q. Cal
uler E(X) et Var(X).

Réponse. On a E(X) = αPX(α) + βPX(β) = αp+ βq = β + (1− α)p.
On a E(X2) = α2PX(α) + β2PX(β) = α2p+ β2q. D'où :

Var(X) = α2p+ β2q − (αp+ βq)2 = α2(p− p2) + β2(q − q2)− 2αβqp

= pq(α− β)2.
(10.49)

En parti
ulier Var(X) ≤ 1
4
(a− b)2.

Exemple 10.41 Loi gaussienne de moyenne m et d'é
art type σ, 
f. (6.44), i.e. loi PX sur R de

densité p(x) = 1
σ
√
2π
e−

(x−m)2

2σ2
. Son espéran
e est m, 
f. (10.24).

Et (x−m)2e−
(x−m)2

2σ2 = (x−m)((x−m)e−
(x−m)2

2σ2 ) �= uv′� donne par intégration par parties :

Var(X) =
1

σ
√
2π

∫

R

(x−m)2e−
(x−m)2

2σ2 dx =
1

σ
√
2π

([−σ2(x−m)e−
(x−m)2

2σ2 ]∞−∞ +

∫ ∞

−∞
σ2e−

(x−m)2

2σ2 dx).

Don
 Var(X) = 0 + σ2 = σ2
et :

σ(X) = σ. (10.50)

Quand m = 0 la loi gaussienne est 
entrée, et quand σ = 1 la loi gaussienne est réduite. Et elle est

don
 
entrée et réduite quand p(x) = 1√
2π
e−

x2

2
.

Exer
i
e 10.42 Soit un troupeau de n 
hèvres. Les 
hèvres peuvent indi�éremment restées dehors,

noté A0, ou aller dans un des deux abris A1 et A2, 
haque abris étant assez grand pour abriter

toutes les 
hèvres. Soit Y la v.a. donnant le nombre de 
hèvres dans l'abris A1 et Z la v.a. donnant

le nombre d'abris vides.

11- Donner la loi P (Y = k) de Y , et en parti
ulier P (Y = 0) et P (Y = n).
12- Donner l'espéran
e et la varian
e de Y .
13- Donner l'univers sur lequel agit Y et donner Im(Y ).
21- Que vaut l'événement (Y=0) ∩ (Z=0) ?
22- Que vaut P ((Y=0) ∩ (Z=2)) ?
23- En déduire que P ((Y=0) ∩ (Z=1)) = 2n−1

3n

24- Les lois de Y et Z sont-elles indépendantes ?

25- Donner l'univers sur lequel agit Z et Im(Z).
31- Cal
uler P ((Y=k) ∩ (Z=2)) pour k = 1, ..., n.

32- Véri�er que P ((Y=k) ∩ (Z=1)) =
Ck

n

3n pour k = 1, ..., n.
33- En déduire que P ((Y=k) ∩ (Z=0)).
41- Donner la loi de Z : 
ommen
er par donner P (Z = 2) puis P (Z = 1).
42- Cal
uler l'espéran
e de Z.

Réponse.

11- La probabilité qu'une 
hèvre soit dans A1 est p = 1
3
, et q = 1 − p = 2

3
est la probabilité qu'une


hèvre aille ailleurs (dans A0 ou A2). La loi de Y est don
 la loi binomiale B(n, p) = B(n, 1
3
). Ainsi

P (Y = k) = B(k;n, p) = Ck
np

k(1 − p)n−k = Ck
n

2n−k

3n
, pour k ∈ [0, n]N. En parti
ulier P (Y = 0) = 2n

3n

(
haque 
hèvre à la probabilité

2
n
d'aller ailleurs que dans A1), et P (Y = n) = 1

3n
(
haque 
hèvre à la

probabilité

1
3
d'aller dans A1).

12- Don
 E(Y ) = np = n
3
et V (Y ) = npq = 2n

9
, 
f. loi binomiale.

13- Soit C = {c1, ..., cn} l'ensemble des 
hèvres. L'univers de Y est suggéré par la loi binomiale. on

fait n lan
ers, le i-ème 
orrespondant au 
hoix de ci, d'issue a = A1 et b = ailleurs. Don
 l'univers est
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Ω = {a, b}n. Et pour ~ω = (ω1, ..., ωn) ∈ {a, b}n, on a Y (~ω) = le nombre de 
omposante ωi = A, soit
Y =

∑n

i=1 1{a}(ωi).
Et Y (Ω) = [0, n]N.
21- Z=0 indique qu'au
un abris n'est vide : en parti
ulier A1 n'est pas vide ; et Y=0 indique que A1

est vide : l'événement (Y=0) ∩ (Z=0) est impossible.

22- Z=2 indique toutes les 
hèvres sont dehors, et Y=0 indique que A1 est vide, 
ette dernière infor-

mation étant inutile. Don
 P ((Y=0) ∩ (Z=2)) = P (Z=2) est la probabilité que toutes les 
hèvres sont

dehors, 
haque 
hèvre ayant la probabilité

1
3
d'être dehors. Don
 P ((Y=0) ∩ (Z=2)) = P (Z=2) = 1

3n
.

23- P (Y = 0) = P ((Y=0)∩ (Z=0))+P ((Y=0)∩ (Z=1))+P ((Y=0)∩ (Z=2)), ave
 P (Y = 0) = ( 2
3
)n,


ar 
haque 
hèvre à la probabilité

2
3
de ne pas aller dans A1. Don


2n

3n
= 0+P ((Y=0)∩ (Z=1))+ 1

3n
, don


P ((Y=0) ∩ (Z=1)) = 2n−1
3n

.

24- P ((Y=0)∩ (Z=2)) = P (Z=2) = 1
3n

est di�érent de P ((Y=0))P ((Z=2)) 
ar P (Y=0) 6= 1 : les v.a.

Y et Z ne sont pas indépendantes.

25- Z a même ensemble de dé�nition que Y (sinon (Y = 0) ∩ (Z = 0) n'a pas de sens). Mais on a un

problème ave
 l'univers de Y dé�ni pré
édemment.

Changeons l'univers de Y en posant Ω = ({A0, A1, A2})n l'ensemble des issues possibles. Et on pose

Y : Ω → [0, n]N dé�nie par Y (~ω) =
∑n

i=1 1{A1}(ωi) (
ompte le nombre de 
hèvres dans A1).

Et on pose Z : Ω → {0, 1, 2} dé�nie par :

Z(~ω) = 2 ssi ∀i = 1, ..., n on a ωi = A0 (les abris sont vides),

Z(~ω) = 0 ssi ∃i, j ∈ [1, n]N t.q. ωi = A1 et ωj = A2 (au
un abris n'est vide),

Z(~ω) = 1 sinon (il existe ωi t.q. ωi 6= A0 et notant Aki , ave
 ki = 1 ou 2, l'abris dans lequel se trouve
ωi, alors pour tout j 6= i on a ωj 6= Aℓ où ℓ = 3− ki).

31- Z = 2 indique que toutes les 
hèvres sont dehors, don
 au
une dans A1, don
 pour k ≥ 1 on a

P ((Y=k) ∩ (Z=2)) = 0.
32- Soit k ∈ [1, n]N. P ((Y=k)∩(Z=1)) impose don
 k 
hèvres dans A1 parmi n, soit Ck

n issues possibles,

les autres étant dans A0, soit une issue possible. Et le nombre total d'issues est le nombre de fon
tions

C → {A1, A2, A3}, soit 3n. Don
 P ((Y=k) ∩ (Z=1)) =
Ck

n
3n

pour k = 1, ..., n.

33- Don
 P ((Y=k) ∩ (Z=0)) = P (Y=k)− P ((Y=k) ∩ (Z=1)) − P ((Y=k) ∩ (Z=2)) = Ck
n

2n−k−1
3n

.

41- P (Z=2) =
∑n

k=0 P ((Y=k) ∩ (Z=2)) = P ((Y=0) ∩ (Z=2)) +
∑n

k=1 P ((Y=k) ∩ (Z=2)) = 1
3n

+ 0.

P (Z=1) =
∑n

k=0 P ((Y=k) ∩ (Z=1)) = P ((Y=0) ∩ (Z=1)) +
∑n

k=1 P ((Y=k) ∩ (Z=1)) = 2n−1
3n

+
∑n

k=1

Ck
n

3n
, ave


∑n

k=1

Ck
n

3n
= 1

3n
(−C0

n +
∑n

k=0 C
k
n) =

1
3n

(−1 + (1 + 1)n) = 2n−1
3n

. Don
 P (Z=1) = 2n−1
3n

+
2n−1
3n

= 2n+1−2
3n

.

P (Z=0) = 1− P (Z=1)− P (Z=2) = 3n−2n+1−1
3n

.

42- E(Z) = 0P (Z=0) + 1P (Z=1) + 2P (Z=2) = 0 + 2n+1−2
3n

+ 2
3n

= 2n+1

3n
= 2( 2

3
)n.

Exer
i
e 10.43 Soit n arti
les a1, ..., an, ave
 n ≥ 2, de prix respe
tifs α1, ..., αn. Un 
lient a
hète

aléatoirement k arti
les (0 ≤ k ≤ n). Soit S le prix payé par 
e 
lient. But : 
al
uler l'espéran
e et

la varian
e de S.
Pour 
e : On note Y la v.a. qui donne le nombre d'arti
les a
hetés par le 
lient (don
 entre 0

et n). On suppose que la loi de probabilité de la v.a. Y est la loi uniforme. On note Xi la v.a. qui

vaut 1 si le 
lient a
hète ai et 0 sinon.

10- Donner l'univers Ω sur lequel sont dé�nis Y et X , ainsi que |Ω|.
11- Donner P (Y=k), puis déterminer P .
12- Cal
uler P (Xi=1|Y=k).

13- En déduire que P (Xi=1) =
1

2
.

14- Cal
uler E(Xi) et V (Xi).
21- Exprimer S en fon
tion des Xi et des αi.

22- Cal
uler E(S) en fon
tion des αi.

3- Soit (i, j) ∈ [1, n]2
N
ave
 i 6= j.

31- Cal
uler P ((Xi=1) ∩ (Xj=1)|Y=k) pour k = 0, ..., n.

32- En déduire que P ((Xi=1) ∩ (Xj=1)) =
1

3
. Les v.a. Xi et Xj sont-elles indépendantes ?

33- Cal
uler la 
ovarian
e cov(Xi, Xj) et le 
oe�
ient de 
orrélation.

34- En déduire V (S) =
1

12
(

n∑

i=1

αi)
2 +

1

6

n∑

i=1

α2
i .

Réponse. 10- Soit E = {a1, ..., an} l'ensemble des arti
les.

L'ensemble des issues est Ω = P(E) l'ensemble des sous-ensembles de E (arti
les a
hetés par un 
lient),

de 
ardinal 2n.
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Y est Z sont dé�nies sur l'espa
e probabilisé (Ω,P(Ω), P ), où P est à dé�nir grâ
e à l'hypothèse PY

uniforme.

Y : Ω → [0, n]N ave
, pour F ⊂ E, Y (F ) = |F | 
ardinal de F .
Xi : Ω → {0, 1} ave
, pour F ⊂ E, Xi(F ) = δai(F ) = 1F (ai).

11- Pour k = 0, ..., n (ave
 k = 0 si le 
lient n'a
hète rien), on a PY (k) =
1

n+ 1
(loi uniforme).

Et PY = P ◦ Y −1
, don
 PY (k) = P ({F ⊂ Ω : |F | = k}) = 1

n+1
.

On suppose l'équiprobabilité du 
hoix d'un même nombre d'arti
les, i.e. P (F ) = P (G) quand |F | = |G|.
Et il y a Ck

n sous-ensembles de 
ardinal |F | = k, parmi 2n sous-ensembles de Ω. Don
 la probabilité

d'un 
hoix de k éléments donnés est

1

n+ 1

Ck
n

2n
= P (F ) pour un F ⊂ Ω tel que |F | = k. C'est la loi P de

probabilité 
her
hée.

12- ((Xi=1|Y=k)) est l'ensemble des sous-ensembles de taille k qui 
ontiennent ai. Pour k ≥ 1, il y a

Ck−1
n−1 tels sous-ensembles parmi les Ck

n sous-ensembles de taille k (puisque ai est �xé), don
 en proportion

il y a P ((Xi=1|Y=k)) =
Ck−1

n−1

Ck
n

=
(n−1)!k!(n−k)!

(k−1)!(n−k)!n!
=

k

n
(hypothèse d'équiprobabilité du 
hoix d'un même

nombre d'arti
les).

Et pour k = 0, 
omme (Y=0) signi�e que le 
lient n'a
hète rien, (Xi=1) est in
ompatible ave
 (Y=0),

don
 P (Xi=1|Y=0) =
P ((Xi=1) ∩ (Y=0))

P (Y=k)
= 0. Don
 la formule = k

n
est vrai pour tout k = 0, ..., n.

12'- Cal
ul en se servant de la dé�nition d'une probabilité 
onditionnelle : pour 1 ≤ k ≤ n :

P (Xi=1|Y=k) =
(P ((Xi=1) ∩ (Y=k))

P (Y=k)
=

1
n+1

C
k−1
n−1

2n

1
n+1

Ck
n

2n

=
k

n
.

13- P (Xi=1) =
n∑

k=0

P (Xi=1|Y=k)P (Y=k) =
n∑

k=0

k

n

1

n+ 1
=

1

n(n+ 1)

n(n+ 1)

2
=

1

2
.

14- E(Xi) = 0P (Xi=0) + 1P (Xi=1) = 0 +
1

2
=

1

2
(loi de Bernoulli).

E(X2
i ) = 02P (Xi=0) + 12P (Xi=1) =

1

2
.

V (Xi) = E(X2
i )− E(Xi)

2 =
1

2
− (

1

2
)2 =

1

4
.

21- Pour F ⊂ Ω : S(F ) =
n∑

i=1

Xi(F )αi.

22- E(S) =

n∑

i=1

E(Xi)αi =
1

2

n∑

i=1

αi.

31- On a P ((Xi=1) ∩ (Xj=1)|Y=0) = 0 = P ((Xi=1) ∩ (Xj=1)|Y =1) = 0 (
ar on a
hète stri
tement

moins de 2 arti
les).

Soit k ∈ [2, n]N et i 6= j. On a P ((Xi=1) ∩ (Xj=1)|Y=k) = P ({F : ai, aj ∈ F}) =
Ck−2

n−2

Ck
n

=

(n−2)!k!(n−k)!

(k−2)!(n−k)!n!
=

k(k − 1)

n(n− 1)
.

32- P ((Xi=1)∩(Xj=1)) = 0+
n∑

k=2

P ((Xi=1)∩(Xj=1)|Y=k)P (Y=k) =
1

n(n− 1)(n+ 1)

n∑

k=2

k(k−1) =

1

n(n− 1)(n+ 1)

n∑

k=1

k(k−1) =
1

n(n− 1)(n+ 1)
(
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− n(n+ 1)

2
) =

1

n− 1

2n+ 1− 3

6
=

1

3
.

Comme

1
3
6= 1

2
1
2
, les v.a. ne sont pas indépendantes.

33- E(XiXj) = 0 + 1P ((Xi=1) ∩ (Xj=1)) = 1
3
.

D'où cov(Xi, Xj) = E(XiXj) − E(Xi)E(Xj) = 1
3
− 1

4
= 1

12
(et les v.a. ne sont e�e
tivement pas

indépendantes).

D'où ρ(Xi, Xj) =
cov(Xi, Xj)

σ(Xi)σ(Xj)
=

1
12
1
4

=
1

3
.

34- V (S) = V (
n∑

i=1

Xi(ω)αi) =
n∑

i=1

α2
iV (Xi)+

∑

1≤i<j≤n

αiαjcov(Xi, Xj) =
1

4

n∑

i=1

α2
i +

1

12
2

∑

1≤i<j≤n

αiαj .

Comme (

n∑

i=1

αi)
2 =

n∑

i=1

α2
i +2

∑

1≤i<j≤n

αiαj , on a V (S) = (
1

4
− 1

12
)

n∑

i=1

α2
i +

1

12
(

n∑

i=1

αi)
2
, ave


1
4
− 1

12
= 1

6
.

10.5 Moments d'ordre p

10.5.1 Dé�nition des moments d'ordre p

On généralise les dé�nitions pré
édentes :
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Dé�nition 10.44 Si p ∈ N, le moment d'ordre P de la v.a.r. X est :

E(Xp)
déf

= P (Xp) (=

∫

Ω

Xp(ω) dP (ω)). (10.51)

On a don
 également (proposition de la mesure image) :

E(Xp) = PX(xp) (=

∫

R

xp dPX(x)). (10.52)

10.5.2 Inégalité de Jensen

Dé�nition 10.45 Une fon
tion ϕ : R → R est 
onvexe ssi, pour tout t ∈ [0, 1] et tous x1, x2 ∈ R :

ϕ(tx1 + (1−t)x2) ≤ tϕ(x1) + (1−t)ϕ(x2). (10.53)

Autrement dit, entre les points (x1, ϕ(x1)) et (x2, ϕ(x2)), le graphe de la fon
tion ϕ est sous le

segment de droite joignant 
es points. Faire un dessin.

Lemme 10.46 Si f : R → R est a�ne, alors :

E(f ◦X) = f(E(X)). (10.54)

Preuve. f est de la forme f(x) = ax+ b. D'où :

∫

Ω

f(X(ω)) dP (ω) =

∫

Ω

(aX(ω) + b) dP (ω) = a

∫

Ω

X(ω) dP (ω) + b = aE(X) + b = f(E(X)).

Proposition 10.47 Si ϕ : R → R est 
onvexe, si X et ϕ ◦X =noté ϕ(X) a une espéran
e, alors

ϕ(E(X)) ≤ E(ϕ(X)) :
ϕ 
onvexe =⇒ ϕ(E(X)) ≤ E(ϕ(X)). (10.55)

En parti
ulier, ϕ : x→ |x|p étant 
onvexe pour p ≥ 1 :

∀p ∈ N∗, |E(X)|p ≤ E(|X |p) (10.56)

Preuve. Soit Λϕ l'ensemble des fon
tions a�nes inférieures à ϕ. Don
 pour tout x ∈ R on a

ϕ(x) ≥ f(x) pour tout f ∈ Λϕ, et don
, pour tout f ∈ Λϕ :

∫

Ω

ϕ(X(ω)) dP (ω) ≥
∫

Ω

f(X(ω)) dP (ω) = f(E(X)),


f. (10.54). D'où E(ϕ ◦X) ≥ supf∈Λϕ
(f(E(X))) = ϕ(E(X)).

10.6 Intervalle de 
on�an
e

10.6.1 Dé�nition et exemple d'intervalle de 
on�an
e

But : estimer la �pré
ision� par rapport à la moyenne X. On se servira de l'é
art type qui donne

une idée de la �dispersion� par rapport à la valeur moyenne.

Soit γ ∈]0, 100], et γ% = γ
100 un pour
entage. Soit un réel ∆e qui véri�e :

P (X ∈ [X−∆e, X+∆e]) ≥
γ

100
(= γ%). (10.57)

Dé�nition 10.48 Le plus petit des réels ∆e est l'é
art à la moyenne à γ%.

Et l'intervalle [X−∆e, X+∆e] est alors l'intervalle de 
on�an
e à γ%.

(Si ∆e = 0 et PX(X) ≥ γ% > 0, alors PX ne peut pas être une mesure di�use.)

Exemple 10.49 Si γ = 95, alors l'intervalle [X−∆e, X+∆e] est un intervalle de 
on�an
e à 95% :

la probabilité pour que l'éventualité ω ait sa valeur X(ω) dans l'intervalle [X−∆e, X+∆e] est
de 95%.
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Exemple 10.50 Cas PX la loi normale, loi de densité p(x) = 1
σ
√
2π
e−

(x−m)2

2σ2
de moyenne m et

é
art-type σ. On veut 
al
uler un réel ∆e tel que :

∫ m+∆e

x=m−∆e

1√
2π
e−

(x−m)2

2σ2 dx ≥ 95%,

i.e., ave
 y = (x−m)
σ tel que

σ

∫ ∆e
σ

y=−∆e
σ

1√
2π
e−

y2

2 dy ≥ 95%,

i.e tel que, la fon
tion e−
y2

2
étant paire, le reste véri�e :

∫ ∞

y=∆e
σ

1√
2π
e−

y2

2 dy ≤ 1

2σ
5% =

1

σ
2.5%.

La valeur minimale de ∆e est donnée dans les tables de lois normales, tables qui donnent les valeurs

de la fon
tion z →
∫ z

−∞ e−
y2

2 dy.

Par exemple, les tables donnent

∫ 1.96

−∞
1√
2π
e−

y2

2 dy ≃ 0.975, et don

∫∞
y=1.96

1√
2π
e−

y2

2 dy ≃ 1 −
0.975 = 0.025 = 2.5% ; l'intervalle de 
on�an
e de 5% pour la loi normale 
entrée réduite est ≃
[−1.96, 1.96] (intervalle dans lequel on trouve ne moyenne 95 tirs sur 100 quand la loi de probabilité

du tir est la loi normale 
entrée réduite).

10.6.2 Formule de Bienaymé�T
hebyt
he� et intervalle de 
on�an
e

T
hebyt
he� s'é
rit aussi Chebi
hev, Chebyshev... (tradu
tion du 
yrillique).

En fon
tion de σ il s'agit de 
onnaître la probabilité d'être à plus d'une 
ertaine distan
e de

l'espéran
e (= le 
entre de gravité).

Lemme 10.51 (Inégalité de Markov). Si X est une v.a.r. (fon
tion mesurable) qui admet une

espéran
e alors, pour tout a > 0 :

P (X≥a) ≤ P (X)

a
(=

E(X)

a
). (10.58)

Plus généralement, si f est une fon
tion mesurable 
roissante et f ◦X admet une espéran
e, alors

pour tout a ∈ R :

P (f ◦X) ≥ f(a)P (X≥a), (10.59)


e résultat étant trivial pour les a t.q. f(a) ≤ 0. En parti
ulier si f(a) > 0 :

P (X≥a) ≤ E(f(X))

f(a)
. (10.60)

Preuve. Pour f 
roissante, on a f(x) ≥ f(a) pour tout x ≥ a, et don
 f(X(ω)) ≥ f(a) pour tout

ω t.q. X(ω) ≥ a, i.e. pour tout ω t.q. ω ∈ (X ≥ a) =déf X−1([a,∞[), d'où :

P (f ◦X) =

∫

ω∈Ω

f(X(ω)) dP (ω) ≥
∫

ω∈(X≥a)

f(a) dP (ω) = f(a)P (X ≥ a),

d'où (10.59), d'où (10.58) ave
 f = id.

Corollaire 10.52 (Formule de Bienaymé�T
heby
he�.) Soit X ∈ L2(Ω, P ) une v.a.r. qui admet

don
 une espéran
e X = E(X) et une varian
e σ(X)2 = E((X −X)2). On a, pour tout τ > 0 :

P (|X | ≥ τ) ≤ E(X2)

τ2
, (10.61)

et ainsi il est peu probable (probabilité inférieure à 1%) qu'une v.a.r. X soit en valeur absolue 10

fois supérieure à sa norme

√
E(X2) (prendre τ = 10

√
E(X2)).
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Quitte à 
onsidérer la v.a.r. X −X, on a également :

P (|X−X| ≥ τ) ≤ σ(X)2

τ2
, (10.62)

et ainsi il est peu probable (probabilité inférieure à 1%) qu'une v.a.r. X soit éloignée de sa moyenne

de plus de plus de 10 fois son é
art type σ(X).
(N.B. : quand τ ≤ σ(X) 
'est évident puisqu'une probabilité est toujours inférieure à 1. Dans


e 
as la formule ne donne au
une information.)

Preuve. C'est (10.60) ave
 I = [0,∞[ et f(x) = x2.

Corollaire 10.53

P (|X−X| < τσ(X)) ≥ 1− 1

τ2
. (10.63)

Preuve. on a P (|X−X| < τσ(X)) + P (|X−X| ≥ τσ(X)) = 1, d'où (10.63) ave
 (10.62).

(10.63) peut servir à grossièrement établir des intervalles de 
on�an
e :

P (X ∈]X − τσ,X + τσ[) ≥ 1− 1

τ2
, (10.64)

soit :

PX(]X − τσ,X + τσ[) ≥ 1− 1

τ2
. (10.65)

Remarque 10.54 La formule de Bienaymé�T
hebyt
he� est très grossière : elle est valable quelle

que soit la probabilité, et sa démonstration est basée sur 1|X|≥a ≤ X2

a2 pour a > 0 (i.e. sur 1 ≤ x2

a2

quand x ≥ a > 0).
Si on 
onnaît la loi de probabilité de X , on ne se sert pas la formule de Bienaymé�T
hebyt
he� :

on fait un 
al
ul dire
t de P (|X−X| ≥ τσ).

Exemple 10.55 Ave
 la loi normale réduite 
entrée (de densité p(x) = 1√
2π
e−

x2

2
) : la formule de

T
hebyt
he� et

1
τ2 = 5%, i.e. ave
 τ =

√
100
5 =

√
20 ≃ 4.7, donne PX([X − τ,X + τ ]) ≥ 95%.

I
i τ ≃ 4.7 donne une estimation très grossière de ∆e, voir exemple 10.50) où τ ≃ 1.96 
onvient
aussi.

10.7 Fon
tion génératri
e d'une v.a.r. dis
rète

Dé�nition 10.56 Si (an)N est une suite de réels, alors la fon
tion :

G : s→ G(s) =

∞∑

n=0

ans
n

(10.66)

est appelée la fon
tion génératri
e de la suite (an)N.

La fon
tion génératri
e permet en parti
ulier de transformer une série (somme dis
rète sur N)
en une série entière (fon
tion C∞

sur ]−R,R[ où R est le rayon de 
onvergen
e).

Exemple 10.57 Si an = 1 pour tout n, alors G(s) =
∑∞

n=0 s
n
est la série entière de Neumann

dé�nie pour s ∈]− 1, 1[ (de rayon de 
onvergen
e R = 1) et G(s) = 1
1−s .

Si an = 1
n! , alors G(s) = es (rayon de 
onvergen
e in�ni).

Si ak = Ck
n pour 0 ≤ k ≤ n et ak = 0 pour k > n, alors G(s) = (1 + s)n.

En parti
ulier si X : Ω → R est une v.a.r. à valeurs dis
rètes xn, i.e. X(Ω) est une suite (xn)N
(i.e. ∀ω ∈ Ω, ∃n ∈ N, X(ω) = xn), notant PX la loi de X , alors :

G(s) =

∞∑

n=0

pns
n, où pn = P (X=xn) = PX(xn), (10.67)

est la fon
tion génératri
e de la suite (pn)N. Comme

∑
N
pn = 1, le rayon de la série entière G est

R ≥ 1, et on a G(1) =
∑∞

n=0 pn = 1.
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Proposition 10.58 Cas parti
ulier X(Ω) = N et xn = n pour tout N. Soit R le rayon de 
onver-

gen
e de la série entière G (fon
tion génératri
e). Si 1 ∈]−R,R[, alors G′(1) existe et :

G′(1) = E(X). (10.68)

De plus G′′(1) existe et :

G′′(1) = E(X(X − 1)) = E(X2)− E(X) et Var(X) = G′′(1) +G′(1)− (G′(1))2. (10.69)

Plus généralement :

G(k)(1) = E(X(X − 1)...(X − k + 1)). (10.70)

Preuve. Pour s ∈]−R,R[ la dérivée k-ième est obtenue par dérivation sous Σ. Don
 :

G′(s) =
∞∑

n=1

npnt
n−1, G′′(s) =

∞∑

n=2

n(n− 1)pns
n−2 =

∞∑

n=2

n2pns
n−2 −

∞∑

n=2

npns
n−2.

Don
 si 1 ∈] − R,R[ alors G′(1) =
∑∞

n=1 npn = E(X) (
ar xn = n pour tout n), d'où (10.68), et

G′′(1) = E(X(X − 1)) =
∑∞

n=2 n
2pn −∑∞

n=2 npn =
∑∞

n=1 n
2pn −∑∞

n=1 npn, d'où (10.69). Idem

pour (10.70).

Exer
i
e 10.59 4. Loi uniforme sur [1, n]N. Montrer que G(s) = 1
n

s(1−sn)
(1−s) .

2. Loi binomiale B(n, p). Montrer que G(s) = (sp+ 1− p)n.

3. Loi géométrique. Montrer que G(s) =
ps

1− (1−p)s .

4- Loi de Poisson. Montrer que G(s) = eλ(s−1)
.

Puis donner les espéran
es et varian
es.

Réponse. 1. G(s) =
∑n

k=1
1
n
sk = s

n

∑n−1
k=0 sk = s

n
1−sn

1−s
= 1

n
s−sn+1

1−s
.

G′(s) =
∑n

k=1
1
n
ksk−1 = 1

n

∑n−1
m=0(m+1)sm. D'où G′(1) = 1

n

∑n

k=1 k = 1
n

n(n+1)
2

= n+1
2

= E(X).

G′′(s) = 1
n

∑n−1
m=1 m(m+1)sm−1

. D'où G′′(1) = 1
n

∑n−1
m=1 m(m+1) = 1

n
(
∑n−1

m=1 m
2 +

∑n−1
m=1 m) =

1
n
( (n−1)n(2n−1)

6
+ n(n−1)

2
) = n2−1

3
. D'où Var(X) = n2−1

12
.

2. G(s) =
∑n

k=0 s
kCk

np
k(1− p)n−k = ((sp) + (1−p))n = (sp+ 1− p)n.

D'où G′(s) = np(sp+ 1− p)n−1
et G′′(s) = n(n− 1)p2(sp+ 1− p)n−2

(pour n ≥ 2).
D'où E(X) = G′(1) = np, Var(X) = G′′(1) +G′(1)− (G′(1))2 = n(n− 1)p2 + np− (np)2 = np(1− p).
3. G(s) =

∑∞
k=0 s

kqk−1p = ps
∑n

k=0(sq)
k−1 = ps 1

1−qs
.

D'où G′(s) = p(1−qs)+psq

(1−qs)2
= p

(1−qs)2
= p(1− qs)−2

et G′′(s) = 2pq(1− qs)−3
.

D'où E(X) = G′(1) = p

p2
= 1

p
, Var(X) = G′′(1)+G′(1)−(G′(1))2 = 2pq

p3
+ 1

p
− 1

p2
= 2p(1−p)+p2−p

p3
= 1−p

p2
.

4. G(s) =
∑∞

k=0 s
ke−λ λk

k!
= e−λ

∑∞
k=0

(λs)k

k!
= e−λeλs.

D'où G′(s) = λeλ(s−1)
et G′′(s) = λ2eλ(s−1)

D'où E(X) = G′(1) = λ, Var(X) = G′′(1) +G′(1)− (G′(1))2 = λ2 + λ− λ2 = λ.

Proposition 10.60 Soit s > 0. La fon
tion sX = elog(s)X : Ω → R étant dé�nie par (sX)(ω) =
sX(ω) = elog(s)X(ω)

, on a :

G(s) = E(sX) (10.71)

Si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes de même loi (v.a.r. i.i.d.) à valeurs dans N, alors sX

et sY sont indépendantes et, pour s 6= 0 :

GX+Y (s) = GX(s)GY (s). (10.72)

Preuve. Sa
hant X(ω) = k ∈ N (v.a.r. à valeurs entières), on a E(sX) =déf P (sX) =∑
k∈N

skP (X=k) = G(s).

P ((sX=x) ∩ (sY =y)) = P ((eX log(s)=x) ∩ (eY log(s)=y)) = P ((X= log(x)
log(s) ) ∩ (Y= log(x)

log(s) )) =

P (X= log(x)
log(s) )P (Y= log(x)

log(s) ), 
ar X et Y sont indépendantes, don
 = P (sX=x)P (sY =y), et sX et sY

sont indépendantes.

D'où GX+Y (s) = E(sX+Y ) = E(sXsY ) = E(sX)E(sY ) 
ar sX et sY sont indépendantes.
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11 Ve
teur aléatoire, suite aléatoire, fon
tion aléatoire

Soit (Ω, T , P ) un espa
e probabilisé.

On reprend des notions déjà vues en partie, ave
 un vo
abulaire di�érent.

11.1 Ve
teur aléatoire dans Rn
, loi 
onjointe

Soit Rn = R× ...×R muni de sa base 
anonique ( ~E1, ..., ~En). On note πi : Rn → R la proje
tion

sur la i-ème 
omposante, 
f. (2.34) :

~x =
∑

i

xi ~Ei =⇒ πi(~x) = xi. (11.1)

Soit

~X : Ω → Rn
une fon
tion à valeurs ve
torielles. :

~X = (X1, ..., Xn)
noté

=



X1
.

.

.

Xn


 :





Ω → Rn = R× ...× R

ω 7→ ~X(ω) = (X1(ω), ..., Xn(ω))
noté

=



X1(ω)

.

.

.

X2(ω)


 ,

(11.2)

la notation en �ve
teur 
olonne� par utilisation impli
ite de la base 
anonique de Rn
.

Dé�nition 11.1 Lorsque les Xi sont des v.a.r. (fon
tions P -mesurables),

~X = (X1, ..., Xn) est

appelé un ve
teur aléatoire dans Rn
(un 
ouple dans R2

) de variables aléatoires réelles.

Dé�nition 11.2 Les 
omposantes Xi = πi ◦ ~X de

~X sont appelées les v.a.r. marginales de

~X .

Notons TRn
la tribu borélienne de R2

.

Dé�nition 11.3 La fon
tion P ~X : TRn → [0, 1], appelée loi de probabilité de ~X , dé�nie par :

P ~X

déf

= P ◦ ~X−1, (11.3)

est également appelée la loi 
onjointe des Xi. Don
, pour tout ensemble D ∈ TRn
:

P ~X(D)
déf

= P ( ~X ∈ D), (11.4)

soit P ~X(D) = P ( ~X−1(D)) = P ({ω ∈ Ω : (X1(ω), ..., Xn(ω)) ∈ D}).

Autrement dit, 
'est la loi dé�nie par, pour tous les intervalles I1, ..., In de R :

P ~X(I1 × ...× In) = P ( ~X ∈ I1×...× In) = P ( ~X−1(I1 × ...× In))

= P ({ω ∈ Ω : ~X(ω) ∈ I1 × I2...}
= P ({ω ∈ Ω : X1(ω) ∈ I1, X2(ω) ∈ I2, ...}
= P ({ω ∈ Ω : ω ∈ X−1

1 (I1) ∩X−1
2 (I2) ∩ ...}

= P (X1 ∈ I1, X2 ∈ I2, ...) = P(X1,X2,...)(I1 × I2...)

noté

= P(X1,X2,...)(I1, I2, ...),

(11.5)

ave
 les notations déjà vu, 
f. (5.5) et (5.6).

11.2 Lois marginales

Les lois marginales de mesures de probabilités P : TRn → [0, 1] (où il n'est pas question de

v.a.r.) ont été dé�nies à la dé�nition 2.81 page 33 : ainsi :

P1(]a, b[) = P (]a, b]× R× ...) (= (P ◦ π−1
1 )(]a, b])). (11.6)

Soit

~X = (X1, ..., Xn) un ve
teur aléatoire sur un espa
e probabilisé (Ω, T , P ), et soit P ~X =
P(X1,...,Xn) sa loi, 
f. (11.4).
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Dé�nition 11.4 Les lois PXi = P ◦X−1
i des v.a.r. marginales Xi : Ω → R de

~X sont appelées les

lois marginales de

~X.

Ayant (X1 ∈ I) = (X1 ∈ I1) ∩ (X2 ∈ R) ∩ (X3 ∈ R) ∩ ... :

Proposition 11.5 Les relations entre les lois marginales PXi et P ~X sont données par, pour i =
1, ..., n :

PXi = P ◦X−1
i , (11.7)

soit, pour tout intervalle I de R, pour i = 1, 2 :

PXi(I) = P (X−1
i (I)) (= P ({ω ∈ Ω : Xi(ω) ∈ I})), (11.8)

Don
, pour tout intervalle I de R, par exemple :

PX1 (I) = P ~X(I × Rn−1) soit P (X1 ∈ I) = P ( ~X ∈ I×Rn−1). (11.9)

Preuve. P ~X(I × Rn−1) = P ( ~X ∈ I × Rn−1) = P (X1 ∈ I,X2 ∈ R, X3 ∈ R, ...) = P (X1 ∈ I) =
PX1 (I). Idem pour Xi pour i = 2, ..., n.

11.3 Exemple : 
ouple de v.a.r. (ou ve
teur aléatoire dans R2
)

11.3.1 Cas dis
ret : matri
e de la loi

Dans Rn = R2
,

~X = (X1, X2). Soit Ω = {xi, i ∈ I} où I est ensemble �ni ou dénombrable. On

note :

pij = P ~X(xi, yj) où don


∑

i,j∈I

pij = 1, (11.10)

soit (loi dis
rète) :

P ~X =
∑

i,j∈I

pij δ(xi,yj). (11.11)

Dé�nition 11.6 La matri
e [pij ] i∈I
j∈I

est appelée matri
e de la loi P ~X .

(Ce n'est pas une matri
e sto
hastique : à i �xé (une ligne) on n'a pas

∑
j pij = 1.)

On donne souvent pij sous forme matri
iel (tableau), pour

~X = (X,Y ) :

❍
❍
❍
❍
❍

X
Y

y1 y2 . . .

x1 p11 p12
x2 p21 p22
x3 p31 p32
.

.

.

.

.

.

où I a été redé�ni en {1, ..., n, ...}.

Exemple 11.7 Voir exer
i
e 10.30.

Dé�nition 11.8 Notations. Pour tout i, j ∈ I, on note pi. et p.j les réels dé�nis par :

pi·
déf

= P ~X({i} × R) = PX1(i) et p·j
déf

= P ~X(R× {j}) = PX2 (j). (11.12)

On a immédiatement :

pi· =
∑

j∈I

pij et p·j =
∑

i∈I

pij , (11.13)

soit relativement à la matri
e [pij ] :

pi· = somme sur la ligne i et p·j = somme sur la 
olonne j. (11.14)

Et on a trivialement : ∑

i∈I

pi· =
∑

j∈I

p·j = 1 (=
∑

i,j∈I

pij). (11.15)
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Exemple 11.9 On lan
e deux piè
es. Soit

~X : Ω → {a, b} × {c, d}, ave
 don


~X(ω) =
(X1(ω), X2(ω)) ∈ {a, b} × {c, d}, ave
 don
 X1 : Ω → {a, b} et X2 : Ω → {c, d}. Pour des lan
ers
indépendants et un tirage équiprobable, la loi de P ~X est donnée par le tableau :

P
P
P
P
P
P
PP

X1

X2 c d

a 1
4

1
4

b 1
4

1
4

Don
 P~x = 1
4δ(a,c) +

1
4δ(a,d) +

1
4δ(b,c) +

1
4δ(b,d), ou en
ore, pour tout (x, y) ∈ {a, b} × {c, d} :

P ~X(x, y) = P (X1=x , X2=y) =
1

4
. (11.16)

Et pi· =
1
4 + 1

4 = 1
2 = p·j.

Exemple 11.10 Soit

~Y : Ω → {a, b} × {c, d}. On dé�nit sa loi à l'aide du tableau :

❍
❍
❍
❍
❍

Y1

Y2 c d

a 0 α
b β 0

où α, β ≥ 0 et α+ β = 1. Don
 P~Y = αδ(a,d) + βδ(b,c), soit :

P~Y (a, c) = 0 = P~Y (b, d), P~Y (a, d) = α, P~Y (b, c) = β. (11.17)

Et p1· = α = p·2, et p2· = β = p·1.

11.3.2 Cas 
ontinu

La loi de

~X est 
ontinue quand elle est de la forme, pour D ∈ T 2
R
:

P ~X(D) =

∫∫

D

p(x, y) dxdy,

où p : R2 → R est une fon
tion positive dans R2
telle que

∫∫

R2

p(x, y) dxdy = 1.

Exemple 11.11 Soit A un borélien et soit p(x, y) = cexy1A(x, y) où c ∈ R est une 
onstante telle

que

∫∫
A
p(x, y) dxdy = 1.

On notera :

p1(x) = pX1(x) =

∫

y∈R

p(x, y) dy, p2(y) = pX2(y) =

∫

x∈R

p(x, y) dx. (11.18)

11.3.3 Fon
tion de répartition

Dé�nition 11.12 On appelle fon
tion de répartition F du 
ouple (X,Y ), ou fon
tion de réparti-

tion 
onjointe, la fon
tion F : R2 → [0, 1] donnée par :

F (x, y) = P ((X ∈]−∞, x]) ∩ (Y ∈]−∞, y])) = P (X ≤ x et Y ≤ y)

= P ~X(]−∞, x]×]−∞, y]).
(11.19)

11.4 Remarque

Proposition 11.13 1- Si on 
onnaît la loi P ~X on en déduit les lois marginales.

2- La ré
iproque est fausse : on peut avoir des lois marginales identiques qui appartiennent à

des ve
teurs aléatoires di�érents.

3- N.B. : on peut avoir PX1 , ..., PXn des lois densités, alors que P ~X n'est pas une loi de densité.
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116 11.5. Lois marginales indépendantes

Preuve. 1- Si P ~X existe, alors les lois marginales sont données par (11.8).

2- La ré
iproque est fausse : reprenons les exemples 11.9 et 11.10 ave
 α = β = 1
2 : on a

P ~X 6= P~Y (par exemple P ~X(a, c) = 1
4 et P~Y (a, c) = 0).

Et PX1 = PY1 et PX2 = PY2 sont les lois équiprobables. En e�et, on a PX1(a) = P ~X({a},R) =
P ~X(a, c) + P ~X(a, d) = 1

2 (somme sur la ligne a), et PX1(b) =
1
2 (somme sur la ligne b). De même

PX2 (c) =
1
2 = PX2(d) (somme sur la 
olonne adéquat).

Et PY1(a) =
1
2 = PY1(b), et PY2(c) =

1
2 = PY2(d).

Don
 les PXi et PYi sont les lois équiprobables, mais P ~X 6= P~Y .

3- Soit ∆ = {(x, x) : x ∈ R} la diagonale de R2
. Soit P : R2 → R+ la probabilité de densité

linéique notée δ∆p(x, y)dxdy ave
 δ∆ la mesure de Dira
 le long de ∆ : si D ⊂ R2
, P (D) =∫

x∈R:(x,x)∈D
p(x, x) dx. P n'est pas une loi de densité (�volumique�) dans R2

(
'est une �densité

linéique�).

Soit

~X la fon
tion identité,

~X(x, y) = (x, y), de 
omposantesX1 et X2 données parX1(x, y) = x

et X2(x, y) = y. On a don
 P ~X([a, b]× [c, d]) = P ( ~X ∈ [a, b]× [c, d]) = P ([a, b]× [c, d]).

Et on a PX1 ([a, b]) = (P ◦X−1
1 )([a, b]) = P (X1 ∈ [a, b]}) = P ( ~X ∈ [a, b]× R) =

∫ b

a
p(x, x) dx,

et don
 PX1 est la loi de densité p1(x) = p(x, x). De même pour X2.

11.5 Lois marginales indépendantes

11.5.1 Dé�nition

Dé�nition 11.14 Le ve
teur aléatoire

~X = (X1, ..., Xn) dé�nit des v.a.r. indépendantes ssi :

P ~X = PX1 ⊗ ...⊗ PXn , (11.20)

i.e. ssi pour tous les intervalles I1, ..., In de R :

P ~X(I1, ..., In) = PX1 (I1)...PXn(In). (11.21)

Proposition 11.15 Dans le 
as d'indépendan
e, les lois marginales déterminent de manière

unique la loi de la variable ve
torielle.

Preuve. La loi P ~X est dé�nie de manière unique par (11.20).

Exemple 11.16 Cas dis
ret et indépendan
e : P ~X =
∑

ij pijδxi,yj ave
 né
essairement pij =
PX1 (i)PX2(j) (
ar indépendan
e).

Exemple 11.17 Retour sur la proposition 11.13 et le 
ontre-exemple de la démonstration :

~X dé-

�nit des v.a.r. indépendantes, mais pas

~Y .
En e�et, on doit avoir (PZ1 ⊗ PZ2)(z1, z2) = PZ1(z1)PZ2 (z2) =

1
4 pour tout z1, z2, véri�é pour

~Z = ~X, et faux quand

~Z = ~Y .

Exemple 11.18 Les lois X1, X2 relatives à l'é
hantillon dans une population, ave
 (6.16), dé�-

nissent un ve
teur aléatoire

~X = (X1, X2) où lois marginales ne sont pas indépendantes puisque

X1+X2=n (lien entre X1 et X2). Voir les 
al
uls plus loin exemple 11.21.

11.5.2 Cas dis
ret et exemples

Proposition 11.19 Dans le 
as dis
ret P ~X =
∑

i,j∈I pijδ(xi,yj), 
f. (11.11), on a :





PX1 =
∑

i∈I

pi· δxi , pi· =
∑

j

pij ,

PX2 =
∑

j∈I

p·j δyj , p·j =
∑

i

pij .
(11.22)

Et les variables aléatoires X1 et X2 sont indépendantes ssi P ~X(xi, yj) = PX1 (xi)PX2 (yj) :

X1 et X2 indépendantes ⇐⇒ pij = pi·p·j ∀i, j. (11.23)
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117 11.5. Lois marginales indépendantes

Et on a alors :





E(X1) =
∑

i

xipi· (= P (X1) =

∫
X1 dP =

∫
x dPX1(x)),

E(X2) =
∑

j

yjp·j (= P (X2) =

∫
X2 dP =

∫
y dPX2 (y)).

(11.24)

Preuve. (11.9) donne :

{
PX1(xi) = P (X1=xi) = P (X1=xi, X2 ∈ R) = pi·,

PX2(yj) = P (X2=yj) = P (X1∈R, X2=yj) = p·j ,
(11.25)

i.e. (11.22). D'où (11.24).

Exemple 11.20 On fait deux lan
ers d'une piè
e équilibrée. L'espa
e des résultats est Ω =
{a, b}2 = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)} et P (~ω) = 1

4 pour tout ~ω = (ω1, ω2) ∈ Ω.
Soit X1 : Ω → R v.a.r. relative au premier lan
er, qui donne la valeur α si on a obtenu a et la

valeur β si on a obtenu b. Don
 i
i X1(a, a) = X1(a, b) = α et X1(b, a) = X1(b, b) = β.
Soit X2 : Ω → R v.a.r. relative au se
ond lan
er, qui donne la valeur γ si on a obtenu a et la

valeur δ si on a obtenu b. Don
 i
i X2(a, a) = X2(b, a) = γ et X2(a, b) = X2(b, b) = δ.
La piè
e étant équilibrée, on a PX1 (α) = PX1 (β) =

1
2 = PX2(γ) = PX2 (δ).

Soit

~X = (X1, X2) : ~X(a, a) =

(
α
γ

)
,

~X(a, b) =

(
α
δ

)
,

~X(b, a) =

(
β
γ

)
et

~X(b, b) =

(
β
δ

)
.

Ave
 les notations pré
édentes x1 = α, x2 = β, y1 = γ, y2 = δ, et I = {1, 2}.
Et p11 = P ~X(x1, y1) = P ~X(α, γ) = P ((X1=α)∩ (X2=γ)) = P ({(a, a), (a, b)}∩{(a, a), (b, a)}) =

P ({a, a}) = 1
4 .

Et p21 = P ~X(x2, y1) = P ({(b, a), (b, b)}∩{(a, a), (b, a)}) = P (b, a) = 1
4 , et de même p12 = p22 =

1
4 . La matri
e sto
hastique est don
 la matri
e [pij ] i=1,2

j=1,2
= 1

4

(
1 1
1 1

)
.

D'où, en sommant sur les lignes, p1. =
1
2 et p2. =

1
2 donnent l'équiprobabilité pour le 1er lan
er,

et en sommant sur les 
olonnes, p.1 =
1
2 et p.2 =

1
2 donnent l'équiprobabilité pour le 2nd lan
er.

I
i les v.a.r. X1 et X2 sont indépendantes : on véri�e que pij = pi.p.j (=
1
4 ).

N.B. : i
i les événements sont indépendants, et 
ela ne donne pas une matri
e diagonale : une

matri
e sto
hastique n'est pas une matri
e de 
ovarian
e, voir plus loin.

Exemple 11.21 Voir proposition 6.15 page 63. Soit une population S = {a1, ..., an} et soit un

é
hantillon de taille r ave
 repla
ement. Don
 i
i Ω = Sr
. Et soit

~X =

(
X1

X2

)
: Sr → N2

le ve
teur aléatoire dont la première 
omposante X1(~ω) donne le nombre de personnes de S1

présentes dans l'é
hantillon ~ω, et la se
onde 
omposante X2(~ω) le nombre personnes de S2. (On a

X1(~ω) +X2(~ω) = r et don
 X1 et X2 sont liées).

Soient k1, k2 ∈ N deux entiers. Cal
ulons :

P ~X(k1, k2)
déf

= P ( ~X = (k1, k2)) = P ( ~X−1(k1, k2)).

Si k1 + k2 6= r alors PX(k1, k2) = 0 (par hypothèses les é
hantillons 
ontiennent exa
tement r
individus). Supposons k1 + k2 = r. On a :

~X−1(k1, k2)
déf

= ~X−1({k1} × {k2}) = {~ω ∈ Sr : X1(~ω) = k1, X2(~ω) = k1} = X−1
1 (k1)

puisque k1+k2 = r et que l'information sur X2 est inutile : i
i {X1=k1}∩{X2=k2} = {X1=k1} et
don
 P ({X1=k1} ∩ {X2=k2}) = P ({X1=k1}). La loi de X est don
 �
elle de X1� au sens, quand

k2 = r − k1 :

P ~X(k1, k2) = PX1(k1) = b(k1; r, p) = Ck1
r pk1(1−p)k2 =

r!

k1!k2!
pk1qk2 ,

où p = |S1|
|S| et q = 1−p. En parti
ulier, si P (X2=k2) 6= 1, alors P ({X1=k1} ∩ {X2=k2}) 6=

PX1 (k1)PX2 (k2) : les lois ne sont pas indépendantes, 
e qu'on savait déjà ave
 la relation �X2(~ω) =
r −X1(~ω)�.

(Cal
ul dire
t : PX1(k1)PX2 (k2) = r!
k1!k2!

pk1(1−p)k2 r!
k2!k1!

qk2(1−q)k1
ave
 q = 1−p, et don


PX1 (k1)PX2 (k2) = ( r!
k1!k2!

pk1qk2)2 6= PX(k1, k2) = PX1 (k1) en général.)
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11.5.3 Cas 
ontinu

I
i P ~X : TR2 → [0, 1] (ave
 TR2
la tribu borélienne de R2

) est dé�nie par une densité p(x, y) :
pour tout D domaine (mesurable) de R2

:

P ~X(D) =

∫∫

D

p(x, y) dxdy. (11.26)

Comme :

PX1(A) = P ~X(A× R) =

∫∫

A×R

p(x, y) dxdy =

∫

A

(∫

y∈R

p(x, y) dy
)
dx, (11.27)

la première loi marginale PX1 est la loi de densité p1 :

PX1(A) =

∫

A

pX1(x) dx où pX1(x) =

∫

y∈R

p(x, y) dy. (11.28)

Et la se
onde loi marginale est la loi PX2 de densité p2(y) =
∫
x∈R

p(x, y) dx.
Si p est une fon
tion à variables séparées, i.e. de la forme p(x, y) = q1(x)q2(y), alors les lois

de X1 et X2 sont indépendantes. En e�et, dans 
e 
as on a bien (11.20) :

P ~X(A×B) =

∫∫

A×B

p(x, y) dxdy =

∫

A

q1(x) dx

∫

B

q2(y) dy = PX1(A)PX2 (B), (11.29)


ar

∫
y∈R

p(x, y) dy =
∫
y∈R

q1(x)q2(y) dy = q1(x) est bien la densité de la première loi marginale,


f. (11.28). Idem pour q2.

11.6 Fon
tion aléatoire

Dans le 
as des fon
tions Ω → E où E est un espa
e de fon
tions, on parle de fon
tion aléatoire :

Dé�nition 11.22 Soit (Ω, T , P ) un espa
e probabilisé et E un espa
e de fon
tions muni d'une

topologie et de la tribu engendrée. Une fon
tion mesurable :

X :

{
Ω → E

ω 7→ X(ω)

est appelée une fon
tion aléatoire.

C'est le 
as des fon
tions (mesurables) dépendant d'un paramètre :

Exemple 11.23 Soit Xt : x ∈ [a, b] → Xt(x) ∈ R une fon
tion dépendant du paramètre t ∈ [0, T ].
Soit Ω = [0, T ] muni de la tribu borélienne, et soit X : t ∈ Ω → Xt ∈ E où E = FM ([a, b];R)

est l'ensemble des fon
tions mesurables.

12 Espéran
e d'un ve
teur aléatoire réel, 
ovarian
e

Soit (Ω, T , P ) un espa
e probabilisé.

12.1 Espéran
e

Soit

~X =



X1
.

.

.

Xn




un ve
teur aléatoire réel (fon
tion Ω → Rn
mesurable à valeurs ve
torielles).

On note ~x = ~X(ω) =



X1(ω)

.

.

.

Xn(ω)


 =



x1
.

.

.

xn


 ∈ Rn

l'image d'un point ω ∈ Ω par

~X.

118



119 12.1. Espéran
e

Dé�nition 12.1 L'espéran
e de

~X (quand elle existe) est, ave
 E(Xi) = P (Xi) :

E( ~X)
déf

=



E(X1)

.

.

.

E(Xn)


 noté

= ~X =



X1
.

.

.

Xn


 noté

= P ( ~X), (12.1)

ou bien ave
 d'autres notations :

E( ~X) =

∫

Ω

~X(ω) dP (ω) =




∫
ΩX1(ω) dP (ω)

.

.

.∫
Ω
Xn(ω) dP (ω)


 . (12.2)

Proposition 12.2 Soit

~X = (X1, ..., Xn) un ve
teur aléatoire. On a :

E( ~X) =




∫
R
x1 dPX1 (x1)

.

.

.∫
R
xn dPXn(xn)


 . (12.3)

Si de plus les v.a.r. Xi sont indépendantes, alors P ~X = PX1 ⊗ ...⊗ PXn et :

E( ~X) =

∫

Rn

~x dP ~X .

C'est alors le 
entre de gravité E( ~X) =
∫
Rn ~x dµ(~x) de la répartition de masse µ = P ~X .

Preuve. Chaque v.a.r. Xi admet une loi de probabilité PXi = P ◦X−1
i : T → [0, 1], et on applique

la proposition de la mesure image.

Supposons de plus les Xi indépendantes. Alors pour la 1ère 
omposante de ~x, ayant P ~X =
PX1 ⊗ ...⊗ PXn :

∫

Rn

x1 dP ~X(x1) =

∫

Rn

x1 dPX1 (x1)...dPXn(xn) =

∫

R

x1 dPX1(x1)

∫

R

dPX2 (x2)...

∫

R

dPXn(xn)

=

∫

R

x1 dPX1(x1),

et ave
 (12.3) on obtient E( ~X) =




∫
Rn x1 dP ~X

.

.

.∫
Rn xn dP ~X


 =

∫
Rn ~x dP ~X .

Soit M = [Mij ] i=1,...,m
j=1,...,n

une matri
e aléatoire réelle sur (Ω, T , P ) (une fon
tion ω → M(ω)

mesurable dans Rmn
).

Dé�nition 12.3 L'espéran
e de la fon
tion M est :

E(M) = [E(Mij)] i=1,...,m
j=1,...,n

=

∫

Ω

M(ω) dP = [

∫

Ω

Mij(ω) dP ] i=1,...,m
j=1,...,n

. (12.4)

Remarque 12.4 En dimension �nie, une matri
e m ∗ n peut être 
onsidérée 
omme un ve
teur

de Rmn
, l'é
riture usuelle 
onsistant à mettre toutes les 
olonnes de la matri
e les unes à la suite

des autres pour former un �ve
teur 
olonne�.

Remarque 12.5 On peut rendre la dé�nition de E( ~X) intrinsèque, i.e. i
i indépendante du 
hoix

de la base (~ei) sur laquelle ~X = X1~e1 + ... +Xn~en est représenté. Pour 
e on utilise la démar
he

usuelle : si F est un espa
e ve
toriel de dimension n (pré
édemment F = Rn
), on 
onsidère son

dual F ∗ = L(F ;R), ensemble des formes linéaires sur F , et pour une fon
tion ~X : Ω → F donnée et

ℓ ∈ F ∗
on regarde ℓ( ~X) =déf ℓ ◦ ~X : Ω → R, don
 donnée par ℓ( ~X)(ω) = ℓ( ~X(ω)) (pré
édemment

on avait 
onsidéré les ℓ = πi dé�nis par πi(~x) = xi). Comme ℓ( ~X) est une v.a.r., son espéran
e a

un sens déjà dé�ni.

On dé�nit alors le ve
teur E( ~X) ∈ F par ℓ(E( ~X)) = E(ℓ( ~X)) pour tout ℓ ∈ F ∗
, 
ar on sait

qu'un ve
teur ~v est entièrement déterminé par l'ensemble des valeurs (ℓ(~v))ℓ∈F∗
. Il su�t d'ailleurs

de se 
ontenter de n formes linéaires de base dans F ∗
, et la dé�nition pré
édente (12.1) à été

donnée dans le 
as F = Rn
muni de sa base 
anonique et F ∗

de la base duale (πi).
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Lemme 12.6 Si

~X est un ve
teur aléatoire dans Rn
alors, pour tout ~y ∈ Rn

:

E(~yT . ~X) = ~yT .E( ~X). (12.5)

(Permet de se ramener aux v.a.r. dans R.)

Preuve. ~yT . ~X =
∑n

=1 yiXi et E linéaire donne E(~yT . ~X) =
∑n

=1 yiE(Xi) = ~yT .E( ~X).

12.2 Covarian
e de deux v.a.r.

12.2.1 Dé�nition

On 
onsidère deux v.a.r. X et Y sur un même espa
e probabilisé (Ω, T , P ), et on 
onsidère le

ve
teur aléatoire

~X = (X,Y ) (le 
ouple de v.a.r.).

Dé�nition 12.7 Au 
ouple (X,Y ) on asso
ie le réel :

cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) (=

∫
XY dP −

∫
X dP

∫
Y dP ), (12.6)

appelé la 
ovarian
e de X et de Y .

En parti
ulier :

cov(X,X) = Var(X). (12.7)

Pour une probabilité dis
rète P =
∑

i∈N∗ qωiδωi , on a :

cov(X,Y ) =
∑

i∈N∗

X(ωi)Y (ωi)qωi − (
∑

i∈N∗

X(ωi)qωi)(
∑

i∈N∗

Y (ωi)qωi), (12.8)

et cov(X,X) = Var(X) =
∑

i∈N∗ X(ωi)
2qωi − (

∑
i∈N∗ X(ωi)qωi)

2
.

Pour une probabilité 
ontinue donnée par dP (ω) = q(ω)dω, on a :

cov(X,Y ) =

∫

Ω

X(ω)Y (ω) q(ω)dω −
∫

Ω

X(ω) q(ω)dω

∫

Ω

Y (ω) q(ω)dω), (12.9)

et cov(X,X) = Var(X) =
∫
ΩX(ω)1 q(ω)dω − (

∫
ΩX(ω) q(ω)dω)2.

Exemple 12.8 Soit un dé équilibré à 3 fa
es de valeurs 1, 2 et 3, soitX et Y les résultats respe
tifs

de deux lan
ers su

essifs. I
i X et Y sont deux v.a.r. indépendantes à valeurs dans [1, 3]N de même

loi de probabilité PX = PY =
∑3

i=1
1
3δi. On a E(X) = E(Y ) =

∑3
i=1 i

1
3 = 6

3 = 2.
On a XY : ω ∈ {1, 2, 3} → {r ∈ R : ∃i ∈ [1, 3]N t.q. r = X(i)Y (i)} = {1, 2, 3, 4, 6, 9},

ave
 la probabilité q1 = 1
9 , q2 = 2

9 , q3 = 2
9 , q4 = 1

9 , q6 = 2
9 , q9 = 1

9 (faire le produit matri
iel


1
2
3


 . ( 1 2 3 ) =




1 2 3
2 4 6
3 6 9




et 
ompter le nombre de 1, de 2...) D'où E(XY ) = 1 1
9 + 2 2

9 +

3 2
9 + 4 1

9 + 6 2
9 + 9 1

9 = 4. D'où cov(X,Y ) = 4− 22 = 0. On verra que si X et Y sont indépendantes

(
e qui est le 
as i
i), on a né
essairement cov(X,Y ) = 0.

Exer
i
e 12.9 Voir � 6.4.1. Population S = {a1, a2, a3} de taille 3. Tirages équiprobables ave

repla
ement et é
hantillons de taille r=2. Sous populations S1 = {a1} et S2 = {a2, a3}. Pour
un é
hantillon (résultat de deux tirages ave
 remise) ~ω = (ω1, ω2) ∈ Ω, soit X1(~ω) le nombre de


omposantes qui sont dans S1, et soit X2(~ω) = 2 − X1(~ω) le nombre de 
omposantes qui sont

dans S2. Cal
uler cov(X1, X2). (I
i X1 et X2 ne sont pas indépendantes : X1 +X2 = 2.)

Réponse. La probabilité d'obtenir un élément de S1 lors d'un tirage est p1 = |S1|
|S| = 1

3
(équiprobabilité),

et la probabilité d'obtenir un élément de S2 lors d'un tirage est p2 = |S2|
|S| = 2

3
(équiprobabilité). On a

PXi = b(|S|, pi), 
f. (6.17), don
 E(Xi) = |S|pi, 
f. (10.22), d'où E(X1) = 3 1
3
= 1 et PX2 = 3 2

3
= 2.

On a X2 = 2−X1, don
 X1X2 = 2X1 −X1 ave
 X1(~ω) ∈ {0, 1, 2}, don
 (X1X2)(~ω) ∈ {0, 1}, et :
PX1X2(0) = P ({(a1, a1), (a2, a2), (a2, a3), (a3, a2), (a3, a3)} = 5

9
,

PX1X2(1) = P ({(a1, a2), (a1, a3), (a2, a1), (a3, a1)} = 4
9
.

Don
 E(X1X2) = 0 5
9
+ 1 4

9
= 4

9
.

Don
 cov(X1, X2) = E(X1X2)− E(X1)E(X2) =
4
9
− 1 ∗ 2 = − 14

9
.
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12.2.2 Bilinéarité de la 
ovarian
e (semi-produit s
alaire)

Proposition 12.10 La 
ovarian
e cov : (X,Y ) → cov(X,Y ) est une forme bilinéaire symétrique

positive sur L2(Ω, P ) : 
'est un semi-produit s
alaire. Et don
 cov véri�e l'inégalité de Cau
hy�

S
hwarz |cov(X,Y )| ≤
√
cov(X,X)

√
cov(Y, Y ), soit :

|cov(X,Y )| ≤ σ(X)σ(Y ). (12.10)

Et 
'est une produit s
alaire sur le sous-espa
e de L2(Ω, P ) des v.a.r. de moyenne nulle.

Preuve. Si X,Y ∈ L2(Ω, P ) alorsXY ∈ L1(Ω, P ) et X,Y ∈ L1(Ω, P ) (
ar P mesure �nie implique

L2(Ω, P ) ⊂ L1(Ω, P )). Don
 cov(X,Y ) est bien dé�ni sur L2(Ω, P ).
La symétrie cov(X,Y ) = cov(Y,X) et la bilinéarité sont immédiates ave
 (12.6).

Et une forme bilinéaire symétrique positive véri�e l'inégalité de Cau
hy�S
hwarz.

Puis cov(X,X) = Var(X) ≥ 0. Et Var(X) = 0 ssi X = X (presque surement). Et le sous-espa
e

de L2(Ω, P ) des v.a.r. de moyenne nulle est un sous-espa
e ve
toriel.

Dé�nition 12.11 La matri
e 2 × 2 symétrique positive K =

(
cov(X,X) cov(X,Y )
cov(Y,X) cov(Y, Y )

)
est la

matri
e de 
ovarian
e du 
ouple (X,Y ).

Plus généralement, étant donné un ve
teur aléatoire

~X = (X1, ..., Xn), la matri
e n× n dé�nie

par K = [cov(Xi, Xj)] i=1,...,n
j=1,...,n

est la matri
e de 
ovarian
e du ve
teur aléatoire

~X.

12.2.3 Propriétés

Proposition 12.12 (12.6) est équivalent à (dé�nition alternative), dans L2(Ω, P ) :

cov(X,Y ) = E((X−X)(Y −Y )) (= P ((X−X)(Y−Y ))), (12.11)


e qui s'é
rit aussi :

cov(X,Y ) =

∫

Ω

(X(ω)−X)(Y (ω)−Y ) dP (ω) = (X−X,Y−Y )L2(Ω,P ). (12.12)

Et on a, pour tout a, b ∈ R :

cov(X−a, Y−b) = cov(X,Y ). (12.13)

Preuve. E((X−X)(Y−Y )) = E(XY )−XE(Y ) − Y E(X) +X Y = E(XY ) −X Y = cov(X,Y )
par linéarité de E.

Puis X−a−E(X−a) = X−X, par linéarité de E, d'où cov(X−a, Y−b) = E((X−X)(Y−Y )) =
cov(X,Y ), i.e. (12.13).

Don
, 
as dis
ret :

cov(X,Y ) =
∑

i∈N∗

(X(ωi)−X)(Y (ωi)− Y ) qωi =
∑

i∈N∗

(xi −X)(yi − Y ) qωi , (12.14)

et dans le 
as 
ontinu :

cov(X,Y ) =

∫

ω

(X(ω)−X)(Y (ω)− Y ) q(ω) dω. (12.15)

Proposition 12.13 On a pour X,Y ∈ L2(Ω, P ) :

X et Y indépendantes =⇒ cov(X,Y ) = 0. (12.16)

(Orthogonalité relative au semi-produit s
alaire cov.) La ré
iproque est fausse.

En parti
ulier, dans le sous-espa
e ve
toriel de L2(Ω, P ) des fon
tions de moyenne nulle, X et

Y indépendantes implique X ⊥ Y au sens L2(Ω, P ).

Preuve. Si les v.a.r. sont indépendantes, on a E(XY ) = E(X)E(Y ), 
f. (10.20), d'où (12.16). Et

prenant X = Y = 1A on a cov(X,Y ) = 0 alors que X et Y ne sont pas indépendantes pour A t.q.

P (A) 6= 0, 1, 
ar alors P ((1A ∈ {0}) ∩ (1A ∈ {0})) 6= P (1A ∈ {0})P (1A ∈ {0}), 
f. (4.8) et (5.7).
Voir également exer
i
e 12.15.
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Exemple 12.14 Si les Xk indépendantes ont pour loi dPXk
= 1

σk

√
2π
e
− (x−mk)2

2σ2
k dx (gaussiennes


f. (12.11)), alors cov(X1, X2) = 0, don
 E(X1X2) = E(X1)E(X2), 
f. (12.6), don
 :

E(X1X2) = (

∫

R

x
1

σ1
√
2π
e
− x2

2σ2
1 dx)(

∫

R

y
1

σ2
√
2π
e
− y2

2σ2
2 dy)− 0 = 0.

(Les intégrants sont des fon
tions impaires.)

Exer
i
e 12.15 Soit X et Y deux v.a.r. gaussiennes. Donner un exemple où cov(X,Y ) = 0 bien

que X et Y sont dépendantes.

(En revan
he : le ve
teur aléatoire

~X = (X,Y ) est gaussien ⇐⇒ cov(X,Y ) = 0, 
ar, par
dé�nition d'un ve
teur gaussien, le ve
teur (X,Y ) est gaussien ssi αX + βY gaussien pour tout

α, β.)

Réponse. Soit X = id : ω ∈ R → x = X(ω) = ω ∈ R. On suppose que la loi de X est la loi N (0, 1), soit loi

de densité pX(x) = 1√
2π

exp(−x2

2
) (i
i PX = P ◦X−1 = P ). Soit a > 0 (qu'on va 
hoisir ultérieurement),

et soit Y la v.a.r. donnée par Y =

{
+X si |X| ≤ a

−X si |X| > a

}
, don
 Y (ω) =

{
+X(ω) si X(ω) ∈ [−a, a]

−X(ω) sinon

}
.

Montrons que la loi de Y est la loi N (0, 1). Pour b > a on a On a P (Y < − b) = P ((−X)<−b) =
P (X>b) = P (X<−b) par symétrie de la gaussienne 
entrée. Et don
 P (Y ∈ [a, b]) = P (−X ∈ [a, b]) =
P (X ∈ [−b,−a]) = P (X ∈ [a, b]) par symétrie de la gaussienne 
entrée. Puis pour b ∈ [0, a] on a P (Y ∈
[−a, b]) = P (X ∈ [−a, b]). Don
 Y et X ont la même fon
tion de répartition : PY = PX = N (0, 1).

On a XY = X2
sur X−1([−a, a]) et XY = −X2

sur X−1(R − [−a, a]). Don
 E(XY ) = P (XY ) =∫
ω∈[−a,a]

X2(ω) dP (ω) −
∫
ω∈R−[−a,a]

X2(ω) dP (ω) =
∫
x∈[−a,a]

x2dPX(x) −
∫
x∈R−[−a,a]

x2 dPX(x), 
f. loi

image ave
 X = id.
On 
hoisi a t.q.

∫
x∈[−a,a]

x2dPX(x) =
∫
x∈R−[−a,a]

x2 dPX(x) : don
 E(XY ) = 0. Et 
omme E(X) =

PX(id) = 0 (gaussienne 
entrée), on a cov(X,Y ) = 0.
Montrons que X et Y ne sont pas indépendantes. P (X ∈ [−a, a] ∩ (Y ∈ [a, a]) = P (X ∈ [−a, a]) 6=

P (X ∈ [−a, a])2 = P (X ∈ [−a, a])P (Y ∈ [a, a]) (
ar a > 0).
I
i les v.a.r. sont non 
orrélées mais sont dépendantes.

(I
i X + Y = 2X1|X|≤a n'est pas gaussien : le ve
teur

~X = (X,Y ) n'est pas gaussien.)

Exer
i
e 12.16 Montrer que :

cov(aX + b, cY + d) = accov(X,Y ). (12.17)

Réponse. E(aX + b1Ω) = aE(X) + b par linéarité de E, Don
 aX + b − E(aX + b) = a(X − X). Idem

pour Y . Don
 (aX+ b−E(aX+ b))(cY +d−E(cY +d)) = ac(X−X)(Y −Y ). Ayant (12.11) et E linéaire

on en déduit le résultat.

12.2.4 Coe�
ient de 
orrélation

Dé�nition 12.17 Soit X et Y deux v.a.r. dé�nies sur un même espa
e probabilisé.

Quand σ(X) 6= 0 et σ(Y ) 6= 0 (les v.a.r. ne sont pas 
onstantes), le 
oe�
ient de 
orrélation

des deux v.a.r. X et Y est le réel �adimensionnel� :

ρXY
déf

=
cov(X,Y )

σ(X)σ(Y )
. (12.18)

Comme |cov(X,Y )| ≤ σ(X)σ(Y ), 
f. Cau
hy�S
hwarz (12.10), on a toujours :

|ρXY | ≤ 1. (12.19)

Et ave
 cov(X,Y ) = cov(X−X,Y−Y ) et la bilinéarité de cov, on a également :

ρXY = E(
X−X
σ(X)

Y−Y
σ(Y )

) = (
X−X
σ(X)

,
Y−Y
σ(Y )

)L2(Ω,P ), (12.20)

i.e. 
'est le produit s
alaire des v.a.r. 
entrées réduites (appelées unitaires) dans l'espa
e L2(Ω, P )
(i
i on suppose don
 X,Y ∈ L2(Ω, T , P )).
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Proposition 12.18 Quand K ~X est dé�nie positive et quand les v.a.r. ne sont pas 
onstantes :

ρXY = ±1 ⇐⇒ ∃(a, b, c) ∈ R∗ × R∗ × R : aX + bY = c presque surement, (12.21)

i.e. X et Y sont dépendantes de manière a�ne.

Preuve. ⇒. On a cov(X,Y ) = (X−X,Y−Y )L2(Ω,P ), 
f. (12.12), don
 (Cau
hy�S
hwarz)

cov(X,Y ) ≤ σ(X)σ(Y ) ave
 égalité ssi X−X est parallèle à Y−Y , i.e. ssi ∃a, b ∈ R t.q.

a(X−X) + b(Y−Y ) = 0, ave
 l'un des deux non nuls. Don
 i
i les deux non nuls (si a = 0
alors b 6= 0, don
 Y = Y et σ(Y ) = 0, 
as ex
lu, idem si b = 0).

⇐. Si aX + bY = c, ave
 a et b non nuls, alors Y = 1
b (c − aX), don
 (X−X)(Y−Y ) =

1
b (X−X)(c−aX−c+aX) = a

b (X−X)2, d'où E((X−X)(Y−Y )) = a
bE((X−X)2), et Var(Y ) =

Var(1b (c− aX)) = (ab )
2Var(X), d'où ρXY = ±1.

12.2.5 Approximation linéaire d'une v.a.r par une autre

SoitX et Y deux v.a.r. sur un même espa
e probabilisé. But : trouver la meilleure approximation

(au sens des moindres 
arrés) de Y par la fon
tion aX + b :

trouver a, b ∈ R qui réalisent le minimum de ||Y − (aX + b)||2P = E
(
(Y − (aX + b))2

)
. (12.22)

Proposition 12.19 Le minimum est réalisé pour :

a =
cov(X,Y )

Var(X)
, b = E(Y )− aE(X). (12.23)

Preuve. (Y − (aX + b))2 = Y 2 − 2aXY − 2bY + a2X2 + 2abX + b2, d'où E
(
(Y − (aX + b))2

)
=

E(Y 2)−2aE(XY )−2bE(Y )+a2E(X2)+2abE(X)+b2 =noté f(a, b), don
 ∂f
∂a (a, b) = −2E(XY )+

2aE(X2) + 2bE(X) et ∂f
∂b (a, b) = −2E(Y ) + 2aE(X) + 2b. On veut

∂f
∂a (a, b) =

∂f
∂b (a, b) = 0, don


b = E(Y )− aE(X) puis −2E(XY ) + 2aE(X2) + 2E(Y )E(X)− 2aE(X)2 = 0.

12.2.6 Varian
e d'une somme

Proposition 12.20 On a, pour des v.a.r. X et Y sur un même espa
e probabilisé (Ω, T , P ) :

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2 cov(X,Y ). (12.24)

Et de manière plus générale, pour n v.a.r. Xi :

Var(

n∑

i=1

Xi) =

n∑

i=1

Var(Xi) + 2

n∑

i,j=1
i<j

cov(Xi, Xj). (12.25)

En parti
ulier, dès que les v.a.r. Xi sont indépendantes (
ovarian
es 
roisées nulles), la varian
e

de la somme est égale à la somme des varian
es.

Preuve. cov(X+Y,X+Y ) = cov(X,X)+2cov(X,Y )+cov(Y, Y ) 
ar cov est une forme bilinéaire

symétrique. D'où (12.24). De même pour (12.25).

Cal
ul dire
t : on a ((X + Y )− E(X + Y ))2 = ((X−X) + (Y−Y ))2. Don
 :

Var(X + Y ) =

∫

ω

(X(ω)−X)2 dP +

∫

ω

(Y (ω)−Y )2 dP + 2

∫

ω

(X(ω)−X)(Y (ω)−Y ) dP.

Et Var(
∑n−1

i=1 Xi+Xn) = Var(
∑n−1

i=1 Xi)+Var(Xn)+2cov(
∑n−1

i=1 Xi, Xn), d'où, ave
 la bilinéarité
et la symétrie de cov, et par ré
urren
e :

Var(

n−1∑

i=1

Xi +Xn) =

n−1∑

i=1

Var(Xi) + 2

n−1∑

i,j=1
i<j

cov(Xi, Xj) + Var(Xn) + 2

n−1∑

i=1

cov(Xi, Xn),

soit (12.25).
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12.3 Matri
e de 
ovarian
e

Soit X1, ..., Xn : Ω → R n v.a.r.. Soit

~X =



X1
.

.

.

Xn


 : ω ∈ Ω → ~X(ω) =



X1(ω)

.

.

.

Xn(ω)


 ∈ Rn

le

ve
teur aléatoire asso
ié.

Dé�nition 12.21 La matri
e de 
ovarian
e (ou de dispersion) du ve
teur aléatoire

~X est la ma-

tri
e n× n :

K ~X=[cov(Xi, Xj)] =




cov(X1, X1) ... cov(X1, Xn)
.

.

.

.

.

.

cov(Xn, X1) ... cov(Xn, Xn)


 noté

= [K ~X,ij ]. (12.26)

Exemple 12.22 Suite de l'exemple 12.8 : KX,Y =

(
V 0
0 V

)
, où V = Var(X) = Var(Y ).

Exemple 12.23 Suite de l'exemple 12.9 : KX,Y =

(
V1 − 14

9
− 14

9 V2

)
, où Vi = Var(Xi).

Si ~y ∈ Rn
, on note ~yT . ~X la v.a.r. ω → ~yT . ~X(ω) =

∑n
j=1 yjXj(ω), et on note ~yT .K ~X .~y la v.a.r.

ω → (~yT .K ~X .~y)(ω) = ~yT . ~X(ω).~y =
∑n

i=1 yiK ~X,ij(ω)yj .

Lemme 12.24 Pour tout ~y ∈ Rn
on a :

~yT .K ~X .~y = Var(~yT . ~X). (12.27)

(Permet de se ramener aux v.a.r..)

Preuve. Var(~yT . ~X) = Var(
∑n

i=1 yiXi) = cov(
∑n

i=1 yiXi,
∑n

j=1 yjXj) =
∑n

i,j=1 yicov(Xi, Xj)yj
par bilinéarité de cov.

Proposition 12.25 Une matri
e de 
ovarian
e est symétrique positive.

Preuve. C'est la symétrie et la positivité de cov, 
f. proposition 12.10.

Proposition 12.26 Si les 
omposantes Xi ∈ L2(Ω, P ) de ~X sont indépendantes alors la matri
e

de 
ovarian
e est diagonale :

les Xi indépendantes =⇒ K ~X = diag(Var(Xi)). (12.28)

(La ré
iproque est fausse, voir proposition 12.13.)

Preuve. Cf. (12.16) : cov(Xi, Xj) = 0 dans 
e 
as.

Soit [~Y ] =



Y1
.

.

.

Yn




la notation générique de la matri
e (
olonne) représentant

~Y dans la base


anonique de Rn
, et [~Y ]T sa matri
e (ligne) transposée. Ainsi on dispose de la matri
e n×n donnée

par

~Y .~Y T = [YiYj ]i,j=1,...,n dont la tra
e vaut Tr(~Y .~Y T ) =
∑n

i=1 Y
2
i = ||~Y ||2.

Proposition 12.27 Pour

~X ∈ L2(Ω, P )n on a :

K ~X = E([ ~X− ~X].[ ~X− ~X]T ) = E( ~X. ~XT )− E( ~X)E( ~X)T

= E([(Xi−Xi)(Xj−Xj)]ij) = E([XiXj ]ij)− [X iXj ]ij ,
(12.29)

Et la matri
e de 
ovarian
e K ~X est symétrique et positive (elle est don
 diagonalisable et toutes

ses valeurs propres sont positives ou nulles). Et on a :

Tr(K ~X) = E(|| ~X − E( ~X)||2). (12.30)

Et si M est une matri
e m ∗ n (en parti
ulier si M est une matri
e n ∗ n de 
hangement de

base) :

KM. ~X =M.K ~X .M
T . (12.31)
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Preuve. Soit

~Y = ~X−E( ~X), on a YiYj = (Xi−Xi)(Xj−Xj), don
 E(YiYj) = cov(Xi, Xj), d'où

K ~X = E([ ~X− ~X].[ ~X− ~X ]T ) = E([(Xi−Xi)(Xj−Xj)]ij), d'où (12.30).

Puis [ ~X − E( ~X)].[ ~X − E( ~X)]T = ~X. ~XT − ~X.E( ~X)T − E( ~X). ~XT + E( ~X).E( ~X)T , ave


E( ~X.E( ~X)T ) = E([XiXj ]ij) = [E(XiXj)]ij = [XjE(Xi)]ij = [XjX i)]ij = E( ~X).E( ~X ]T =

E(E( ~X). ~XT ). D'où E([ ~X − E( ~X)].[ ~X − E( ~X)]T ) = E( ~X. ~XT )− E( ~X)E( ~X)T = K ~X .

Remarque 12.28 Autre introdu
tion de la matri
e de 
ovarian
e : 
omme matri
e d'une forme

quadratique dans une base orthonormée (lien usuel forme bilinéaire symétrique b : Rn × Rn → R
et forme quadratique asso
iée q : R → R dé�nie par q(~x) = b(~x, ~x)) :

On note (·, ·)Rd le produit s
alaire eu
lidien de Rd
. Soit

~X : Ω → Rd
un ve
teur aléatoire. Si

~y ∈ Rd
est un ve
teur, alors ( ~X, ~y)Rd : Ω → R est la fon
tion (v.a.r.) dé�nie par :

( ~X, ~y)Rd(ω) = ( ~X(ω), ~y)Rd .

(Connaître

~X 
'est 
onnaître tous les ( ~X(ω), ~y)Rd .) Soit Ψ ~X : Rd → R dé�nie par :

Ψ ~X(~y) = Var(( ~X, ~y)Rd) (= Var(

d∑

i=1

yiXi)).

(Cette fon
tion de ~y est indépendante du 
hoix de la base de Rd
, elle ne dépend que du 
hoix du

produit s
alaire, i
i le produit s
alaire eu
lidien).

Soit une base orthonormée de Rd
(relativement au produit s
alaire eu
lidien), dans laquelle

~X = (X1, ..., Xd) (fon
tion) et ~y = (y1, ..., yd) (ve
teur). Comme E(( ~X, ~y)Rd) = E(
∑

i yiXi) =∑
i yiE(Xi), on a :

Ψ ~X(~y) = E([

d∑

i=1

yi(Xi−Xi)]
2) = E(

d∑

i,j=1

yiyj(Xi−Xi)(Xj−Xj)) =

d∑

i,j=1

yiyjcov(Xi, Xj)

= ~yT .K.~y.

Ainsi Ψ ~X est une forme quadratique et K ~X est la matri
e de Ψ ~X dans la b.o.n. 
hoisie.

12.4 Exemple : problème d'é
hantillonnage

N.B. : 
omme souvent, le problème de 
ompréhension réside dans les notations.

Cadre initial. Population S = {a1, ..., an}. Tirage équiprobable : probabilité P =

n∑

i=1

1

n
δai ,

i.e. la probabilité d'obtention de ai est P (ai) =
1

n
pour tout i.

Soit f : S → R la v.a.r. qui donne la valeur d'une 
ara
téristique de ai, par exemple f(ai) est
la taille de ai. La valeur moyenne (espéran
e) de f et sa varian
e sont :





E(f)
déf

= P (f) =
1

n

n∑

i=1

f(ai),

Var(f) = E((f −m1S)
2) =

1

n

n∑

i=1

(f(ai)−m)2 = σ(f)2.

(12.32)

On souhaite estimer 
ette moyenne et 
ette varian
e à l'aide d'un é
hantillon de taille r < n.

Cadre des é
hantillons. Tirage de taille r ave
 repla
ement.

L'univers des é
hantillons est Sr
de 
ardinal |Sr| = nr

.

Pour un é
hantillon ~ω = (ω1, ..., ωr) ∈ Sr
(
onsidéré 
omme une population), ave
 hypothèse

d'équiprobabilité d'obtention des ωi, la probabilité est Pr,~ω =

r∑

i=1

1

r
δωi , i.e. la probabilité d'obten-

tion de ωi est Pr,~ω(ωi) =
1

r
pour tout i = 1, ..., r. L'espéran
e (�valeur moyenne�) et la varian
e de
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f sur 
et é
hantillon ~ω sont :





Er,~ω(f)
déf

= Pr,~ω(f) =
1

r

r∑

j=1

f(ωj)
noté

= Er,f (~ω),

Varr,~ω(f) =
1

r

r∑

j=1

(f(ωj)− Er,~ω(f))
2.

(12.33)

On a ainsi en parti
ulier dé�ni la v.a.r. X =noté Er,f :

X = Er,f :





Sr → R

~ω → Er,f (~ω)
déf

= Er,~ω(f) =
1

r

r∑

j=1

f(ωj),
(12.34)

qui a un é
hantillon de taille r asso
ie la valeur moyenne sur 
et é
hantillon. (Exemple : Er,f (~ω) =
taille moyenne de l'é
hantillon.)

On suppose que les é
hantillons sont équiprobables : probabilité Q =

nr∑

i=1

1

nr
δ~ω, où on a noté

~ω = (ω1, ..., ωr) ∈ Sr
un é
hantillon (où don
 ωi ∈ S est le résultat du i-ème tirage), i.e. Q(~ω) =

1

nr

pour tout ~ω ∈ Sr
.

Proposition 12.29 L'espéran
e de la v.a.r. X = Er,f est :

(Q(Er,f ) =) E(Er,f ) = E(f) (= P (f)), (12.35)

i.e. la moyenne de �la moyenne sur 
haque é
hantillon� est égale à la moyenne sur la population.

Preuve. Il y a nr
é
hantillons possibles. on peut ordonner l'ensemble des é
hantillons possibles.

Notons ~ν(j) = (ν1(j), ..., νr(j)) ∈ Sr
le j-ème, j = 1, ..., nr

. Pour i ∈ [1, r]N notons νi : j ∈
[1, nr]N → νi(j) ∈ S. Les νi sont des v.a.r. indépendantes et toutes distribuées suivant la loi

uniforme sur S, à savoir Pνi = P ◦ ν−1
i =

∑n
ℓ=1

1
nδaℓ

, i.e. Pνi(ak) = P (ν−1
i (ak)) = P ({j ∈ [1, nr]N :

νi(j) = ak}) = 1
n ).

Les tirages d'é
hantillons étant supposés équiprobables, la moyenne sur l'ensemble des nr = |Sr|
é
hantillons distin
ts possibles est don
 :

Q(Er,f ) =
∑

~ω∈Sr

1

nr
Er,f (~ω) =

nr∑

j=1

1

nr
Er,f (~ν(j)) =

nr∑

j=1

1

nr

1

r

r∑

i=1

f(νi(j)) =
1

r

r∑

i=1

(
1

nr

nr∑

j=1

f(νi(j))).

Et, pour j = 1, ..., nr
, νi(j) prend la valeur ak un nombre nr−1

fois, pour k = 1, ..., n. D'où,
pour i = 1, ..., r :

1

nr

nr∑

j=1

f(νi(j)) =
1

n

n∑

k=1

f(ak) = P (f). (12.36)

D'où E(Er,f ) =
déf Q(Er,f ) =

1
r

∑r
i=1 P (f) = P (f) =noté E(f).

Proposition 12.30 Notons m = E(f) = E(Er,f ). L'é
art type σ(Er,f ) = (E((Er,f − m)2)
1
2 =

||Er,f −m||L2(Ω,P ) (l'erreur quadratique moyenne) est :

σ(Er,f ) =
σ(f)√
r
, (12.37)

où σ(f) est l'é
art type de f , 
f. (12.32). Et 
ette erreur est d'autant plus faible que l'é
hantillon
est grand, la �qualité de l'approximation� étant en

1√
r
.
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Preuve. Quitte à 
hanger f en f −m, prenons m = 0. Et :

E(E2
r,f ) =

nr∑

j=1

1

nr
E2

r,f (~ν(j)) =

nr∑

j=1

1

nr

(1
r

r∑

i=1

f(νi(j))
)(1

r

r∑

k=1

f(νk(j))
)

Ave
, les v.a.r. νi étant indépendantes, il en est de même des v.a.r. f(νi), 
f. (5.10), d'où :

0 = cov(f(νi), f(νk)) = E((f ◦ νi)(f ◦ νk)) =
nr∑

j=1

1

nr
f(νi(j))f(νk(j)) si i 6= j. (12.38)

D'où :

E(E2
r,f ) =

1

r2

nr∑

j=1

1

nr

( r∑

i=1

f(νi(j))
2
)
=

1

r2

r∑

i=1

nr∑

j=1

1

nr
f(νi(j))

2 =
1

r2

r∑

i=1

n∑

i=1

1

n
f(ai)

2 =
1

r
Var(f),

l'avant dernière égalité 
omme pour la preuve pré
édente.

12.5 Méthode des moindres 
arrés : notations probabilistes

Soit X ∈ L2(Ω, P ) muni du produit s
alaire (f, g)L2 =
∫
Ω
f(x)g(x) dP (x) = P (fg).

(Si Ω = [0, 1] et dP = dx la mesure de Lebesgue, on retrouve méthode des moindres 
arrées

usuelle.)

Soit Vh ⊂ L2(Ω, P ) un sous-espa
e ve
toriel de dimension �nie n (par exemple Vh = P1 = les

fon
tions 
ontinues a�nes par mor
eau sur un maillage donné). Ce sous-espa
e est fermé (
ar de

dimension �nie), don
 pour un X ∈ L2(Ω, P ) donné, il existe une unique fon
tion Xh ∈ Vh telle

que :

||X −Xh||L2 = min
Yh∈Vh

||X − Yh||L2 .

(On dit que Xh réalise le minimum.) C'est le théorème de proje
tion orthogonal, l'opérateur πh :
X → Xh étant l'opérateur de proje
tion orthogonal sur Vh relativement au produit s
alaire (·, ·)L2

:

πh :

{
L2(Ω, P ) → Vh

X → Xh = πh(X) t.q. (X−Xh, Yh)L2 = 0, ∀Yh ∈ Vh,
(12.39)

soit

∫
Ω
(X−Xh)Yh dP = 0, pour tout Yh ∈ Vh. Autrement dit, ave
 la notation E de l'espéran
e,

Xh est 
ara
térisé par :

(P ((X−Xh)Yh) =) E((X−Xh)Yh) = 0, ∀Yh ∈ Vh.

Supposons qu'on 
onnaisse un ensemble de générateurs de Vh, i.e. une famille (ϕ1, ..., ϕm) de
v.a.r. telle que Vh = Vect{ϕ1, ..., ϕm}. La famille (ϕ1, ..., ϕm) n'est pas né
essairement libre : les ϕi

sont par exemple donnée par l'expérien
e �passée�. (Si on en extrait une famille libre, alors 
ette

famille forme une base de Vh.)
On va supposer que Vh 
ontient les fon
tions 
onstantes.

Cal
ul : matri
e de 
ovarian
e

La notation X = E(X) représente le réel �valeur moyenne� ainsi que la fon
tion 
onstante X1Ω.

Proposition 12.31 On suppose que la famille (1Ω, ϕ1, ..., ϕm) est génératri
e de Vh (il n'est pas

ex
lu que l'une des ϕi soit une fon
tion 
onstante : la famille n'est pas supposée libre). Pour X
une v.a.r., on a :

Xh = πh(X) =⇒ E(Xh) = E(X), (12.40)

et posant Xh =
∑m

j=1 ajϕj on a :

Xh − E(Xh) =

m∑

j=1

aj(ϕj − E(ϕj)), (12.41)

où les aj sont une solution du système linéaire :

m∑

j=1

[cov(ϕi, ϕj)].aj = cov(X,ϕi), (12.42)
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i.e. les aj sont une solution du système linéaire :

K~ϕ.~a = ~b où K~ϕ = cov[(ϕi, ϕj)], ~a =



a1
.

.

.

am


 , ~b =




cov(X,ϕ1)
.

.

.

cov(X,ϕn)


 . (12.43)

Et dans 
e 
as �le 
arré de l'erreur� 
ommise en appro
hant X par Xh est appelée �varian
e

résiduelle� (l'erreur au 
arrée) et vaut :

||X−Xh||2L2 = Var(X)−Var(Xh), (12.44)

soit :

E((X−Xh)
2) = Var(X)− (~a,~b)Rm+1 . (12.45)

Si de plus les ϕi forment une famille libre, alors K~ϕ est inversible et ~a = K−1
~ϕ .~b.

Preuve. 1Ω ∈ Vh, et (Xh, 1Ω)L2 = (X, 1Ω)L2
s'é
rit aussi E(Xh) = E(X), i.e. (12.40).

La famille (1Ω, ϕ1, ..., ϕm) étant génératri
e dans Vh, il en est de même de la famille

(1Ω, ϕ1−ϕ11Ω, ..., ϕm−ϕm1Ω) =
noté (1Ω, ϕ1−ϕ1, ..., ϕm−ϕm) (trivial). Don
 il existe des ai t.q.

Xh = a01Ω +
∑m

j=1 aj(ϕj − ϕj), et don
 Xh = a0 (= X).

Puis ϕi−ϕi ∈ Vh donne les m équations (Xh, ϕi−ϕi)L2 = (X,ϕi−ϕi)L2
, pour tout i = 1, ...,m,

soit :

0 +

m∑

j=1

aj(ϕj−ϕj , ϕi−ϕi)L2 = (X,ϕi−ϕi)L2 = (X −X,ϕi−ϕi)L2 , (12.46)

i.e. (12.42) qui se réé
rit matri
iellement sous la forme (12.43).

Puis l'erreur au sens des moindres 
arrés est ||X −Xh||L2 =
√
E((X −Xh)2), ave
 :

||X−Xh||2L2 = ||X−X−Xh−Xh||2L2 = ||X−X||2L2 − ||Xh−Xh||2L2 ,


ar X = Xh et ||X−X−Xh−Xh||2L2 = ||X−X ||2L2 − 2(X−X,Xh−Xh)L2 + ||Xh−Xh||2L2 ave


2(X−X,Xh−Xh)L2 = 2(Xh−Xh, Xh−Xh)L2 = 2||Xh−Xh||2L2 , puisque (X,Xh)L2 = (Xh, Xh)L2
,


f. (12.39) ave
 Yh = Xh. D'où (12.44). Et :

Var(Xh) = ||Xh−Xh||2L2 = (

m∑

i=1

ai(ϕi−ϕi),

m∑

j=1

aj(ϕj−ϕj))L2 =

m∑

i,j=1

aiajcov(ϕi, ϕj) = ~aT .K~ϕ.~a.

d'où (12.45) puisque

~b = K~ϕ.~a.
Et si les v.a.r. ϕi forment une famille libre, alors la matri
e des 
ovarian
es est inversible.

Remarque 12.32 Quand (1Ω, ϕ1, ..., ϕm) est une famille libre, alors K~ϕ = (ϕi−ϕi, ϕj−ϕj)L2
est

une matri
e de masse, don
 positive, et don
 Var(Xh) = ~aT .K~ϕ.~a = ~aT .~b ≥ 0, et (12.44) donne :

||X−Xh||2L2

Var(X)
≤ 1, (12.47)

rapport adimensionnel de l'erreur au 
arré sur la varian
e, rapport qui est d'autant plus petit que

X est �pro
he� de l'espa
e Vh, et qui s'annule si X appartient à Vh.

Corollaire 12.33 Dans le 
as où Vh est l'espa
e ve
toriel Vect{1Ω, ϕ1} ave
 ϕ1 non 
onstante

(dim Vh = 2 et 
as m = 1 de la proposition pré
édente 
orrespond au problème de �meilleure

approximation par une fon
tion a�ne� quand ϕ1 est a�ne), la meilleure approximation de X (au

sens des moindres 
arrés) est la v.a.r. Xh = αϕ1 + β donnée par :

Xh =
cov(X,ϕ1)

Var(ϕ1)
(ϕ1−E(ϕ1)) + E(X), (12.48)

et l'erreur 
ommise est donnée par (au 
arré) :

E((X −Xh)
2) = Var(X)(1− ρ2X,Xh

), (12.49)

où ρX,Y = cov(X,Y )
σ(X)σ(Y ) est le 
oe�
ient de 
orrélation, 
f. (12.18).
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Preuve. Ave
 (12.46), on a a1Var(ϕ1) = cov(X,ϕ1), d'où a1 = cov(X,ϕ1)
Var(ϕ1)

, et (12.41) donne (12.48).

Et ~aT .~b = ~aT .K~ϕ.~a = a21Var(ϕ1) =
cov(X,ϕ1)

2

Var(ϕ1)
.

Comme Xh = a0 + a1ϕ1 on a Var(Xh) = a21Var(ϕ1) et cov(X,Xh) = a1cov(X,ϕ1), et don


ρX,Xh
= a1cov(X,ϕ1)

a1σ(X)σ(ϕ1)
= cov(X,ϕ1)

σ(X)σ(ϕ1)
.

Don
 Var(X)ρ2X,Xh
= cov(X,ϕ1)

2

Var(ϕ1)
= ~aT .~b. D'où (12.45) donne (12.49).

13 Espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant X

13.1 Loi 
onditionnelle P|X∈I

Soit (Ω, T , P ) un espa
e probabilisé, et soit X une v.a.r. sur Ω.
Si I ∈ TR est tel que P (X∈I) 6= 0, on rappelle que P|X∈I est dé�nie par, 
f. (3.3), si B ∈ T :

P (B|X∈I) = P|X∈I(B) =
P (B ∩ (X∈I))

P (X∈I) =
P (B ∩X−1(I))

P (X−1(I))

noté

=

∫

ω∈B

dP|X∈I(ω)
noté

=

∫

ω∈B∩(X∈I)

dP (ω)

P (X ∈ I)
.

(13.1)

Dans le 
as dis
ret Ω = {ωk : k ∈ K} où K est au plus dénombrable, on a don
 :

P (B|X∈I) = P|X∈I(B) =
∑

ωk∈B

P|X∈I(ωk) =
∑

ωk∈B∩(X∈I)

P (ωk)

P (X ∈ I)
. (13.2)

Don
, si B ∈ T , toujours quand P (X∈I) 6= 0 :

P (1B|X∈I) déf= P|X∈I(1B) =

∫

ω∈Ω

1B(ω)dP|X∈I(ω) =
1

P (X∈I)

∫

ω∈(X∈I)

1B(ω)dP (ω),

et don
, par linéarité et passage à la limite, pour Y v.a.r. dé�nie sur (Ω, T , P ) :

P (Y |X∈I) déf= P|X∈I(Y ) =

∫

ω∈Ω

Y (ω)dP|X∈I(ω) =
1

P (X∈I)

∫

ω∈X−1(I)

Y (ω)dP (ω). (13.3)

Dans le 
as dis
ret Ω = {ωk : k ∈ K} où K est au plus dénombrable, toujours quand P (X∈I) 6= 0 :

P (Y |X∈I) = P|X=I(Y ) =
∑

k∈K

Y (ωk)P|X=I(ωk) =
1

P (X∈I)
∑

ωk∈X−1(I)

Y (ωk)P (ωk). (13.4)

13.2 Espéran
e 
onditionnelle E(Y |X∈I) = P|X∈I(Y )

Dé�nition 13.1 Si Y est une v.a.r. sur Ω, si P (X∈I) 6= 0, l'espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant

X ∈ I est l'espéran
e de Y relativement à la loi P|X∈I :

E(Y |X∈I) déf= P|X∈I(Y ) = P (Y |X∈I) noté=

∫

Ω

Y (ω)dP|X∈I(ω), (13.5)


f. (13.3). En parti
ulier dans le 
as dis
ret E(Y |X∈I) est donné par (13.4).

Cas dis
ret : soit X6=0 le sous-ensemble de R dé�ni par :

X6=0
déf

= {x ∈ X(Ω) : PX(x) 6= 0} (= {x ∈ X(Ω) : P (X=x) 6= 0}). (13.6)

Proposition 13.2 (Probabilités totales). Pour une probabilité dis
rète sur Ω = {ωk : k ∈ K} où

K est au plus dénombrable :

P (Y ) =
∑

k∈X 6=0

P|(X=xk)(Y )P (X=xk). (13.7)
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130 13.3. Loi 
onditionnelle image (P|X∈I )Y = PY |X∈I = P|X∈I ◦ Y −1

Preuve.

P (B) =
∑

k∈K

P (B ∩ (X=xk)) =
∑

k∈X 6=0

P (B ∩ (X=xk)) =
∑

k∈X 6=0

P|X=xk
(B)P (X=xk),

la deuxième égalité 
ar si k /∈ X6=0 alors P (X=xk) = 0 et B ∩ (X=xk) ⊂ (X=xk).
Don
 P (1B) =

∑
k∈X 6=0

P|X=xk
(1B)P (X=xk), d'où (13.7).

Exemple 13.3 Soit Ω = {a1, ..., an} et P une probabilité sur la tribu dis
rète de Ω.
Soit X : Ω → {x1, ..., xk} (une v.a.r. dis
rète), k ≥ 1, t.q. P (X=xi)) 6= 0 pour tout i.
Soit Y : Ω → {y1, ..., ym} (une v.a.r. dis
rète), m ≥ 1.
Alors, pour i ∈ [1, n]N :

E(Y |X=xi) = P|X=xi
(Y ) =

m∑

j=1

yj P|(X=xi)(Y=yj) (=

m∑

j=1

yj
P ((Y=yj) ∩ (X=xi))

P (X=xi)
). (13.8)

13.3 Loi 
onditionnelle image (P|X∈I)Y = PY |X∈I = P|X∈I ◦ Y −1

La loi image d'une loi de probabilité a été dé�nie en (4.5).

Dé�nition 13.4 Si X et Y sont deux v.a.r. sur Ω, si I ∈ TR, si P (X∈I) 6= 0, alors la loi image de

la loi P|X∈I par Y est notée PY |X∈I :

(P|X∈I)Y
déf

= P|X∈I ◦ Y −1 noté= PY |X∈I . (13.9)

Dé�nition 13.5 Pour J ∈ TR on note :

PY |X∈I(J)
noté

= PY |X(J |I) (= P|X∈I(Y ∈J) = P (Y ∈J |X∈I)). (13.10)

Don
 : pour tout J ∈ TR :

PY |X(J |I) = P ((Y ∈J) ∩ (X∈I))
P (X∈I) . (13.11)

Et, ave
 la notation intégrale :

PY |X(J |I) =
∫

ω∈(Y∈J)

dP|X∈I(ω) =
1

P (X∈I)

∫

(X∈I)∩(Y ∈J)

dP. (13.12)

En parti
ulier on a bien PY |X∈I(R) = 1, 
ar (Y ∈R) = Ω.

Et la proposition de la mesure image donne, pour toute v.a.r. g : R → R :

PY |X∈I(g) =

∫

y∈R

g(y)dPY |X∈I(y) =

∫

ω∈Ω

g(Y (ω))dP|X∈I(ω). (13.13)

Corollaire 13.6 L'espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant X ∈ I vaut, quand P (X∈I) 6= 0 :

E(Y |X∈I) = P|X∈I(Y ) = PY |X∈I(id) =

∫

R

y dPY |X∈I(y). (13.14)

Preuve. C'est la proposition de la loi image (13.13) appliquée à (13.5).

Exer
i
e 13.7 Soit s ∈ N∗
. Une urne 
ontient initialement s boules rouges, s boules vertes et 2s

boules bleues, les boules étant indis
ernables au tou
hé. On e�e
tue n tirages su

essifs selon le

proto
ole suivant :

- si la boule tirée est rouge, on ne la remet pas, mais on la rempla
e par une boule bleue.

- si la boule tirée est bleue, on ne la remet pas, mais on la rempla
e par une boule rouge.

- si la boule tirée est verte, on la remet.

On note Xk la v.a.r. qui donne le nombre de boules rouges dans l'urne après le k-ème tirage.
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On note Rk l'événement �la k-ième boule tirée est rouge�, Vk l'événement �la k-ième boule tirée

est verte�, Bk l'événement �la k-ième boule tirée est bleue�.

1- Déterminer la loi de X1. Cal
uler son espéran
e et sa varian
e.

2- On suppose n ≥ 2s. Justi�er que Xn(Ω) ⊂ {0, 1, ..., 3s}.
3- Soit k ∈ [1, 3s− 1]N.
31- Quelle est la 
omposition de l'urne quand (Xn = k) vient de se réaliser ? Justi�er que les 3


ouleurs sont présentes avant d'e�e
tuer le n+1-ième tirage.

32- Justi�er P|(Xn=k)(Xn+1=h) = P ((Xn+1=h)|(Xn=k)) =





=
k

4s
si h = k − 1,

=
s

4s
si h = k,

=
3s− k

4s
si h = k + 1,

= 0 sinon ,

=

PXn+1|Xn
(h|k) qui donne la loi de probabilité 
onditionnelle P|(Xn=k).

33- En déduire E(Xn+1|(Xn=k)) = (1 − 1

2s
) k +

3

4
. Véri�er que l'égalité est en
ore véri�ée

pour k = 0 et k = 3s.
34- En déduire E(Xn+1) = (1 − 1

2s ) E(Xn) +
3
4 .

41- Cal
uler E(Xn) en fon
tion de n, s et E(2s), pour n ≥ 2s.
42- En déduire limn→∞ E(Xn).

Réponse. 1- P (X1 = i) = 0 pour tout i 6= s, s + 1, s − 1 puisqu'après le premier tirage il y a soit s + 1,
soit s, soit s− 1 boule rouge.

La probabilité de tirer une boule rouge ou une boule verte est

s
4s

= 1
4
et la probabilité de tirer une

boule bleue est

2s
4s

= 1
2
. Don
 P (X1 = s−1) = 1

4
(on a tiré une boule rouge), P (X1 = s) = 1

4
(on a tiré

une boule verte), P (X1 = s+1) = 1
2
(on a tiré une boule bleue).

Don
 E(X1) = (s− 1) 1
4
+ s 1

4
+ (s+ 1) 1

2
= s+ 1

4
.

Et V (X1) = E((X1 − s− 1
4
)2) = (− 5

4
)2 1

4
+ (− 1

4
)2 1

4
+ ( 3

4
)2 1

2
= 1

16
25+1+18

4
= 11

16
.

2- n ≥ 2s. Si une suite de tirages donne des boules rouges et au
une boule bleue, Xk peut prendre

toutes les valeurs dans [0, s]. Et on ne peut pas avoir de valeurs de Xk < 0. Si une suite de tirages donne
des boules bleues et au
une boule rouge, Xk peut prendre toutes les valeurs dans [2, 3n]. Si pour un k
donné Xk = 3n, alors il n'y a plus de boule bleue, et don
 X ne peut que dé
roître en fon
tion de k. Don

Xn(Ω) ⊂ [0, 3s].

31- k ∈ [1, 3s−1]N. Quel que soit n, au n-ième tirage l'urne 
ontient s boules vertes. Et pour (Xn = k)
il y a k boules rouges, don
 3s − k boules bleues. Et 
omme k ≥ 1, et k ≤ 3s − 1, les trois 
ouleurs sont
présentes.

32- P ((Xn+1=k−1)|(Xn=k)) : on a tiré une boule rouge alors qu'il y avait k boules rouges sur 4s :

probabilité de tirage = k
4s
.

P ((Xn+1=k)|(Xn=k)) : on a tiré une boule verte alors qu'il y avait s boules vertes sur 4s : probabilité
de tirage = s

4s
.

P ((Xn+1=k+1)|(Xn=k)) : on a tiré une boule bleue alors qu'il y avait 3s − k boules bleues sur 4s :

probabilité de tirage = 3s−k
4s

.

Autres 
as impossibles.

33- E(Xn+1|(Xn=k)) = (k − 1)
k

4s
+ k

s

4s
+ (k + 1)

3s− k

4s
=

k2 − k + ks+ 3ks+ 3s− k2 − k

4s
.

41- Soit n ≥ 2s. La suite (E(Xn))n≥2s est une suite arithméti
o-géométrique de point �xe λ donné

par λ = (1 − 1
2s
) λ + 3

4
, soit λ = 3s

2
. Don
 la suite (E(Xn) − λ)n≥2s est une suite géométrique de raison

(1− 1
2s
), de premier terme E(X2s). D'où pour n ≥ 2s on a E(Xn) = (1− 1

2s
)n(E(X2s)− 3s

2
) + 3s

2
.

42- Don
 limn→∞ E(Xn) =
3s
2
.

13.4 La v.a.r. espéran
e E(Y |X) : 
as dis
ret

13.4.1 La v.a.r. espéran
e E(Y |X) sur l'espa
e probabilisé (R, TR, PX)

On suppose i
i que X(Ω) est dis
ret (et don
 PX est une probabilité dis
rète).

On reprend l'ensemble X6=0 = {x ∈ X(Ω) : PX(x) 6= 0} dé�ni en (13.6).

Dé�nition 13.8 Soit X et Y deux v.a.r : Ω → R. La fon
tion E(Y |X) : X6=0 → R dé�nie sur

X6=0, 
f. (13.6), par :

E(Y |X)(x)
déf

= E(Y |X=x) (= P|X=x(Y )) (13.15)

est appelée espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant X (ou par rapport à X).
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Don
 E(Y |X)(x) est l'espéran
e de Y pour la probabilité P|X=x, soit :

E(Y |X)(x) (13.16)

, don
 :

Proposition 13.9 L'espéran
e de la fon
tion E(Y |X) dans l'espa
e probabilisé image (R, TR, PX)
véri�e :

E(E(Y |X)) = E(Y ). (13.17)

Preuve. La fon
tion E(Y |X) est dé�nie sur (X6=0, TR, PX), don
 :

E(E(Y |X)) = PX(E(Y |X)) =
∑

x∈X 6=0

E(Y |X)(x)PX (x) =
∑

x∈X 6=0

E(Y |X=x)P (X=x) = E(Y ),


f. (13.7).

13.4.2 Notations

Pour X : Ω → R et Y : Ω → R des v.a.r., on note X(Ω) = (xi)i=1,...,n et Y (Ω) = (yj)j=1,...,m

(ave
 éventuellement n ou m = ∞).

On reprend la notation (11.10). Ainsi :

P (Y=yj|X=xi) =
P ((Y=yj) ∩ (X=xi))

P (X=xi)
=
P ~X(xi, yj)

PX(xi)
=
pij
pi·

= P|X=xi
(Y=yj) = PY |X=xi

(yj).

Et don
 PY |X=xi
= PY |X(·|xi) est une loi dis
rète donnée par :

PY |X=xi
=

∑

j

pij
pi·
δyj (=

∑

j

PY |X=xi
(yj)δyj ). (13.18)

Et on note :

PY |X(yj |xi) déf= PY |X=xi
(yj) (=

pij
pi·

). (13.19)

Et l'espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant X = xi est le réel :

E(Y |X)(xi) = E(Y |X=xi) = P|X=xi
(Y ) = PY |X=xi

(id) =
∑

j

yj
pij
pi·
. (13.20)

Exemple 13.10 (Loi binomiale.) Si X = n est le nombre de tirages et Y=k le nombre de su

ès,

on a P (Y=k|X=n) = b(k;n, p) = P|X=n(Y=k), voir (6.12), et E(Y |X=n) = P|X=n(Y ) = np,

f. (10.22).

Remarque 13.11 Dans le 
as où les lois marginales sont indépendantes, on trouve bien sûr

PY |X=xi
= PY . En e�et, notant P (Y=yj) = p·j = PY (yj), on a dans 
e 
as pij = pi·p·j et

don
 PY |X=xi
(yj) =

pi·p·j
pi·

= p·j = PY (yj) : la loi 
onditionnelle est don
 in
onditionnelle (
as des

v.a.r. indépendantes).

13.5 Loi 
onditionnelle : 
as 
ontinu

Soit P une probabilité 
ontinue sur Ω de densité dP = p(ω)dω. Soit X une v.a.r. sur Ω, et la
probabilité image PX = P ◦X−1

est également supposée être une probabilité de densité :

dPX = pX(x) dx. (13.21)

Don
 dans 
e 
as PX(x) = P (X=x) = 0 , et on n'a pas l'espoir de dé�nir brutalement

E(Y |X=x) = P|X=x(Y ), puisque 1
P (X=x) =

1
0 .

On va servir de la loi P ~X = P(X,Y ) du 
ouple

~X = (X,Y ), dont on suppose que 
'est une loi


ontinue :

dP ~X(x, y) = p ~X(x, y) dxdy. (13.22)

et P ~X(I, J) =déf P ~X(I × J) = P (X∈I, Y ∈J) =
∫
(x,y)∈I×J p ~X(x, y) dxdy.
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13.5.1 Dé�nition de la loi 
onditionnelle PY |X=x

On a (13.11) i
i sous la forme, toujours pour PX(I) 6= 0 :

PY |X∈I(J) =
P ~X(I, J)

PX(I)
=

∫
y∈J

∫
x∈I p ~X(x, y) dxdy∫
x∈I pX(x) dx

noté

= PY |X(J |I)

=

∫

y∈J

p̃ Y |X∈I(y) dy, où p̃ Y |X∈I(y) =

∫
x∈I p ~X(x, y) dx∫
x∈I pX(x) dx

,

(13.23)

et don
 PY |X∈I est la loi 
ontinue de densité p̃ Y |X∈I . (On a pu appliquer le théorème de Fubini


ar les densités sont des fon
tions positives.)

Pour dé�nir pY |X=x, on remarque que pour I = [x, x+h[ et h << 1 on a :

p̃ Y |X∈[x,x+h[(y) =

∫ x+h

x
p ~X(t, y) dt

∫ x+h

x pX(t) dt
≃ h p ~X(x, y)

h pX(x)

noté

= pY |X=x(y).

D'où la dé�nition (
e n'est pas un résultat, juste une dé�nition) :

Dé�nition 13.12 Quand pX(x) 6= 0 (la densité px est non nulle en x), on dé�nit la loi PY |X=x


omme étant la loi de densité pY |X=x dé�nie par :

pY |X=x(y) =
p ~X(x, y)

pX(x)
=
pX,Y (x, y)

pX(x)

noté

= pY |X(y|x), (13.24)

soit don
 dPY |X=x(y) = pY |X=x(y) dy. Don
, pour tout J ∈ TR, quand pX(x) 6= 0 :

PY |X=x(J) =

∫

y∈J

pY |X=x(y) dy =
1

pX(x)

∫

y∈J

p ~X(x, y) dy. (13.25)

(Comme

∫
y∈R

p(x, y) dy = pX(x), on véri�e en parti
ulier que PY |X=x(R) = 1.)

Remarque 13.13 Dans le 
as où p ~X(x, y) = pX(x)pY (y), 
as des lois marginales sont indépen-

dantes, on trouve bien sûr p̃ Y |X∈I = pY = pY |X∈I .

13.5.2 Dé�nition de l'espéran
e 
onditionnelle E(Y |X = x)

Dé�nition 13.14 Y étant une v.a.r. dé�nie sur (Ω, TΩ, P ), l'espéran
e 
onditionnelle E(Y |X = x)
est l'espéran
e asso
iée à la probabilité de densité pY |X=x dé�nie sur R en (13.24) :

E(Y |X = x) = PY |X=x(id) =

∫

y∈R

y pY |X=x(y) dy, (13.26)


f. (13.25).

(Voir (13.14) : i
i on se sert essentiellement du fait que PX est une mesure de densité, 
f. (13.24).)

13.5.3 La fon
tion espéran
e 
onditionnelle E(Y |X)

Dé�nition 13.15 C'est la fon
tion R → R donnée par :

E(Y |X)(x) = E(Y |X = x). (13.27)

Proposition 13.16 L'espéran
e de la v.a.r. E(Y |X) relativement à la probabilité PX véri�e :

E(E(Y |X)) = E(Y ). (13.28)

Preuve. Par dé�nition, 
f. (10.4), on a, E(Y |X) étant une v.a.r. sur (R, TR, PX) :

E(E(Y |X)) = PX(E(Y |X)) =

∫

x∈R

E(Y |X)(x) pX(x) dx =

∫

x

∫

y∈R

y pY |X=x(y) dy pX(x) dx

=

∫

y∈R

y

∫

x∈R

p ~X(x, y)

pX(x)
pX(x) dxdy =

∫

y∈R

y (

∫

x∈R

p ~X(x, y) dx)dy

=

∫

y∈R

y pY (y) dy = E(Y ),

puisque

∫

x∈R

p ~X(x, y) dx = pY (y).
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13.6 * Loi 
onditionnelle : 
as général

Une di�
ulté essentielle de la notion de v.a.r. E(Y |X) est : quand X,Y : Ω → R sont deux

v.a.r. sur Ω, alors E(Y |X) : X(Ω) ⊂ R → R est une v.a.r. sur R (sur l'espa
e image X(Ω)). Et
don
, pour la dé�nition de E(Y |X) à l'aide de X et Y (dé�nies sur Ω) on va devoir se ramener

à l'image ré
iproque X−1(R) ⊂ Ω, plus pré
isément travailler ave
 la tribu engendrée par X qui


orrespond à la 
ontrainte �sa
hant X�. Ce 
adre général permet de traiter indi�éremment les 
as

dis
rets et 
ontinus. Ce � peut être omis en première le
ture.

13.6.1 Pull-ba
k

Dé�nition 13.17 Soit X : Ω → R une v.a.r., soit g : R → R une fon
tion dé�nie sur X(Ω). La
fon
tion f = g ◦X : Ω → R est appelée le pull-ba
k de g par X :

f(ω)
déf

= g(x), ∀ω ∈ X−1(x) (13.29)

Le pull-ba
k, 
omme son nom l'indique, est la fon
tion qui ramène à l'espa
e initial Ω.

13.6.2 Retour sur le 
as dis
ret

Cas dis
ret : le pull-ba
k de g = E(Y |X) par X est dé�ni pour les ω ∈ X−1(x) quand x ∈ X6=0

par :

f(ω) = E(Y |X)(x), ∀ω ∈ X−1(x), (13.30)

ave
 don
 :

f(ω) = E(Y |X)(X(ω)), ∀ω ∈ X−1(x), (13.31)

soit :

f(ω) =
1

P (X=x)

∫

(X=x)

Y dP, ∀ω ∈ X−1(x). (13.32)

Et la proposition de la mesure image PX de P par X donne, 
f. (9.24) :

E(E(Y |X)) =

∫

R

E(Y |X)(x) dPX(x) =

∫

Ω

f(ω) dP (ω) = E(f). (13.33)

Le 
al
ul de l'espéran
e de E(Y |X) dans R a été ramené a un 
al
ul dans Ω.
I
i : E(E(Y |X)) est 
al
ulé dans l'espa
e probabilisé (R, TR, PX), et E(f) est 
al
ulé dans

l'espa
e probabilisé (Ω, T , P ).
Ave
 (13.32), 
as dis
ret, on voit que la mesure E(f) = P (f) ne dépend de X qu'au travers des

ensembles (X=x) = X−1(x) :

si X et X̃ sont deux v.a.r. engendrant la même tribu T (X) = T (X̃), don
 ave
 les mêmes

ensembles Ai = X−1(xi) = X̃−1(x′i) quand X(Ω) = (xi)i=1,...,n et X̃(Ω) = (x′i)i=1,...,n, alors si

f = E(Y |X) ◦X et f ′ = E(Y |X̃) ◦ X̃ , on a, pour tout ω ∈ Ai :

f(ω) =
1

P (Ai)

∫

ω∈Ai

Y (ω) dP (ω) = f̃(ω),

i.e. f = f̃(les pull-ba
k sont égaux). Autrement dit les v.a.r. X et X̃ sont indistinguables lors du


al
ul de E(f) : on 
onstruit don
 naturellement une 
lasse d'équivalen
e.

13.6.3 Espéran
e E(Y |A) : Ω → R

Dé�nition 13.18 Soit A ∈ T tel que 0 < P (A) < 1, et soit T (A) = {∅, A,AC ,Ω} la tribu

engendré par A. On appelle espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant A la v.a.r. A-mesurable dé�nie

par :

E(Y |T (A))(ω) = E(Y |A)1A(ω) + E(Y |AC)1AC (ω). (13.34)

Et si X = 1A, la tribu engendrée par X étant T (A) on note également :

E(Y |T (1A)) = E(Y |T (A)). (13.35)
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On a don
 pour 
ette tribu simple, si ω ∈ A alors :

E(Y |T (A))(ω) = E(Y |A)(ω) = 1

P (A)

∫

t∈A

Y (t) dP (t), (13.36)

et si ω ∈ AC
alors :

E(Y |A)(ω) = E(Y |AC)(ω) =
1

P (AC)

∫

t∈AC

Y (t) dP (t). (13.37)

.

On généralise 
ette dé�nition aux sous-tribus quel
onques :

Proposition 13.19 et dé�nition. Soit Y : Ω → R une v.a.r. (fon
tion T -mesurable) qui est

P -intégrable (ou positive), i.e. Y ∈ L1(Ω, T , P ) (ou Y ≥ 0).
Soit A une sous-tribu de T .

Alors il existe unique une fon
tion Z : Ω → R qui est A-mesurable et P -intégrable (ou positive)

sur la tribu A telle que :

∀A ∈ A,
∫

A

Y dP =

∫

A

Z dP. (13.38)

L'égalité (13.38) dé�nie la relation d'équivalen
e : Z ∼ Y ssi, ∀A ∈ A, P (Y 1A) = P (Z1A).
Et un représentant de la 
lasse de Y est noté :

E(Y |A), (13.39)

et est appelé espéran
e 
onditionnelle de Y par rapport à A.

Preuve. 0- Visualisation du problème. Cas L2(Ω, T , P ) : on se restreint aux v.a.r. dans

L2(Ω, T , P ) : alors (13.38) s'é
rit : pour toute fon
tion U ∈ L2(Ω,A, P ) (une telle fon
tion est

A-mesurable et don
 limite de 
ombinaisons linéaires de fon
tions indi
atri
es) on a :

∫

Ω

(Y − Z)U dP = 0. (13.40)

Don
 Y − Z ∈ L2(Ω,A, P )⊥ (dans l'orthogonal à L2(Ω,A, P ) dans L2(Ω, T , P ). Comme Z ∈
L2(Ω,A, P ), on a : Z est la proje
tion orthogonale de Y sur L2(Ω,A, P ). A 
ondition que la

proje
tion existe, i.e. que L2(Ω,A, P ) soit fermé dans L2(Ω, T , P ), 
e qui est le 
as par �stabilité

de la tribu A�.
Démonstration de la proposition.

1- Uni
ité : si Z et Z ′
véri�ent (13.38), alors l'ensemble A = {Z < Z ′} étant dans la tribu A

on a : ∫

{Z<Z′}
Y dP =

∫

{Z<Z′}
Z dP =

∫

{Z<Z′}
Z ′ dP,

et don


∫
{Z−Z′<0}(Z − Z ′) dP = 0, et don
 (Z − Z ′)1{Z−Z′<0} = 0 p.s., don
 P (Z − Z ′ < 0) = 0

pour la probabilité restreinte à A. De même P (Z ′ < Z) = 0. Don
 Z = Z ′
p.s. sur la tribu A.

2- Existen
e. Par hypothèse Y ∈ L1(Ω, T , P ). Quitte à poser Y = Y+ − Y−, supposons Y ≥ 0.
Soit Yn = inf(Y, n). Alors on a Yn ∈ L2

puisque borné (on a

∫
Y 2
n dP ≤

∫
nYn dP ≤ n

∫
Y dP .)

Posons Zn le Z trouvé au 
as 0- relativement à Yn. La suite (Yn) est 
roissante vers Y et∫
A Yn dP =

∫
A Zn dP pour tout n et tout A ∈ A, qui donne

∫
A Zn+1−Zn dP ≥ 0 pour tout n

et tout A. Don
 la suite (Zn) est 
roissante. De plus elle est positive 
ar Yn ≥ 0 et don
 0 =∫
Zn<0 Yn dP =

∫
Zn<0 Zn dP et don
 Zn1Zn<0 = 0. Et le théorème de 
onvergen
e monotone

indique que la suite 
roissante et positive Zn est 
onvergente vers une v.a.r. Z ave
 lim
∫
A Zn dP =∫

A
limZn dP =

∫
A
Z dP .

13.6.4 Espéran
e E(Y |X)

Soit A = T (X) la tribu engendrée par X : on vient de dé�nir E(Y |T (X)). Plaçons-nous dans
l'espa
e R ⊃ Im(X) sur lequel on dispose de la loi PX image de P par X .
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136 13.6. * Loi 
onditionnelle : 
as général

Dé�nition 13.20 On appelle espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant X (ou relativement à X)

un élément de la PX -
lasse d'équivalen
e des fon
tions z : R → R qui sont TR mesurables telles

que leur pull-ba
k f = z ◦ X véri�ent z ◦ X ∈ 
lasse de E(Y |T (X)). Et on note E(Y |X) un tel

élément z.

Ave
 (13.38) et z = E(Y |X) on a don
, pour tout A ∈ T (X) :
∫

A

(z ◦X)(ω) dP (ω) =

∫

A

Y (ω) dP (ω), (13.41)

soit de manière équivalente : pour tout I ∈ TR :

∫

I

z(x) dPX(x) =

∫

X−1(I)

Y (ω) dP (ω), (13.42)

soit, 
omme 1X−1(I) = 1I ◦X , pour tout I ∈ TR :

∫

R

z(x)1I(x) dPX(x) =

∫

Ω

Y (ω)(1I ◦X)(ω) dP (ω) =

∫

x∈I,y∈R

y dPX,Y (x, y). (13.43)

Exemple 13.21 Dans le 
as dis
ret, la tribu T (X) est engendrée par les ensembles dis
rets Ai =
X−1(xi) pour les xi ∈ X(Ω) (tribu dite atomique, les atomes étant les Ai = X−1(xi) pour xi ∈
X6=0). Un élément Z ∈ E(Y |T (X)) véri�e, pour tout i, pour z = E(Y |X) :

∫

X−1(xi)

Y (ω) dP (ω) =

∫

X−1(xi)

Z(ω) dP (ω) =

∫

xi

z(x) dPX ,

ave
 PX =
∑

i P (Ai)δxi . On retrouve bien, pour tout i :

z(xi) =
1

P (Ai)

∫

Ai

Y (ω) dP (ω) = E(Y |X)(xi).

13.6.5 Loi 
onditionnelle PY |X=x

Dé�nition 13.22 On dit que Y admet une loi 
onditionnelle relativement à X (ou sa
hant X) si

pour tout x ∈ R il existe une loi de probabilité νx sur R telle que : pour toute fon
tion ϕ : R → R
mesurable et bornée, de pull-ba
k par Y l'appli
ation ϕ ◦ Y , l'appli
ation :

z : x→
∫

y∈R

ϕ(y) dνx(y)

est dans la 
lasse de E(ϕ ◦ Y |X).

Don
 (13.42) donne, pour tout I ∈ TR :

∫

x∈I

∫

y∈R

ϕ(y) dνx(y) dPX(x) =

∫ ∫

x∈I,y∈R

ϕ(y) dPX,Y (x, y). (13.44)

Exemple 13.23 Cas dis
ret. Véri�ons que νxi =
∑

j
pij

pi.
δyj = PY |X=xi


onvient. D'une part,


omme PX =
∑

i pi.δxi , on a :

∫

xi

∫

y∈R

ϕ(y) dνx(y) dPX(x) = pi.

∫

y∈R

ϕ(y) dνxi(y) = pi.
∑

j

pij
pi.
ϕ(yj) =

∑

j

pijϕ(yj),

et d'autre part on a : ∫ ∫

x=xi,y∈R

ϕ(y) dPX,Y (x, y) =
∑

j

ϕ(yj) pij ,

et on a bien égalité.

Exemple 13.24 Cas 
ontinu. On véri�e immédiatement que la loi νx de densité µx(y) =
p ~X (x,y)

pX (x) =

pY |X=x 
onvient, i.e. véri�e (13.44).
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14 Lois des grands nombres

Soit (Ω, T , P ) un espa
e probabilisé.

14.1 Convergen
e en probabilité (
onvergen
e sto
hastique)

Ce paragraphe est de fait un paragraphe sur la mesure et l'intégration, ave
 pour mesure une

mesure de probabilité. Voir poly
opié intégral de Lebesgue.

Dé�nition 14.1 Une suite (Yn)n∈N∗
de v.a.r. est dite 
onverger en probabilité (ou 
onverger

sto
hastiquement) vers la v.a.r. Y ssi :

∀ε > 0, P (|Yn−Y | ≥ ε) −→
n→∞

0, (14.1)

i.e., ave
 la notation intégrale, ssi :

∀ε > 0,

∫

{ω:|Yn(ω)−Y (ω)|>ε}
dP (ω) −→

n→∞
0. (14.2)

Et on note :

Yn
P−→

n→∞
Y, ou en
ore Yn

P−→Y, (14.3)

la dernière notation quand il n'y a pas d'ambiguïté.

Exemple 14.2 Soit (Xi)i∈N∗
un pro
essus de Bernoulli de paramètre p, 
f. (6.7). Soit Yn =

1
n

∑n
i=1Xi (valeur moyenne des résultats des n premiers tirages). On verra que Yn

P−→ p (loi faible
des grands nombres).

Remarque 14.3 La 
onvergen
e en probabilité est importante en statistique : Y étant une v.a.r.

in
onnue qu'on souhaite estimer à l'aide de v.a.r. Yn moyenne des résultats d'une �même� expé-

rien
e, la probabilité P (|Yn − Y | > ε) représente la probabilité de se tromper à ε près quand on

a�rme que Yn est une approximation de Y . Voir la loi faible des grands nombres.

Proposition 14.4 Soitm ∈ N∗
. Si Yn → Y dans Lm(Ω, P ) (
onvergen
e dans Lm

), alors Yn
P−→Y

(
onvergen
e en probabilité).

En parti
ulier la 
onvergen
e en moyenne (
as m=1) et la 
onvergen
e quadratique (
as m=2)
impliquent la 
onvergen
e en probabilité.

Preuve. Hypothèse : P (|Yn−Y |m) = ||Yn−Y ||mm =

∫

Ω

|Yn(ω)−Y (ω)|m dP (ω) −→
n→∞

0 pour m ≥ 1.

D'où, pour m ≥ 1 et ε > 0 :

P (|Yn−Y | ≥ ε) = P (|Yn−Y |m ≥ εm) ≤ P (|Yn−Y |m ≥ 0) = P (|Yn−Y |m) −→
n→∞

0.

Exer
i
e 14.5 Donner un exemple où la ré
iproque est fausse.

Réponse. Cas m = 1 et L1([0, 1], dx), P = dx mesure de Lebesgue sur [0, 1] ; soit (Yn)N∗
la suite de

fon
tions Yn = n1[0, 1
n
]. Cette suite 
onverge en probabilité vers la fon
tion nulle, 
ar, ave
 ε > 0 on a

P (|Yn − 0| ≥ ε) = P ({x ∈ [0, 1] : Yn(x) ≥ ε}) = P ([0, 1
n
]) = 1

n
dès que n est assez grand.

Mais

∫ 1

0
|Yn(x)− 0| dx = n

∫ 1
n

0
dx = 1 6→ 0 : la suite ne 
onverge pas dans L1([0, 1], dx) vers la fon
tion

nulle. (La suite (Yn) 
onverge à l'extérieur de L1([0, 1]) vers la masse de Dira
.)

Exer
i
e 14.6 Montrer que la 
onvergen
e P -p.p. entraine la 
onvergen
e en probabilité (alors

que la 
onvergen
e P -p.p. n'entraine pas la 
onvergen
e en norme L1
).

137



138 14.1. Convergen
e en probabilité (
onvergen
e sto
hastique)

Réponse. Le lemme de Fatou (
ours d'intégration) indique, pour une suite (fn) de fon
tions positives

mesurables :

µ(lim inf
n→∞

fn) ≤ lim inf
n→∞

(µ(fn)). (14.4)

Soit (Yn)N une suite de v.a.r. qui 
onverge P -p.p. vers Y . Soit ε > 0. Soit An = (|Yn−Y | < ε). On pose

fn = 1An . Comme P (An) = P (1An), On obtient :

P

(
lim inf
n→∞

(|Yn−Y | < ε)

)
≤ lim inf

n→∞

(
P (|Yn−Y | < ε)

)
. (14.5)

Comme (Yn)N 
onverge p.p. vers Y , il existe B t.q. P (B) = 0 et pour tout ω ∈ BC
on a limn→∞ |Yn(ω)−

Y (ω)| = 0, don
 il existe N ∈ N t.q. pour tout n ≥ N on a |Yn(ω)− Y (ω)| < ε. Don
 P (|Yn − Y | < ε) =

P (BC) = 1. Don
 lim infn→∞

(
P (|Yn−Y | < ε)

)
= 1. Don
 lim infn→∞

(
P (|Yn−Y | ≥ ε)

)
= 0.

Exer
i
e 14.7 Montrer que la ré
iproque est fausse : la 
onvergen
e en probabilité n'entraine

pas la 
onvergen
e P -p.p. D'ailleurs on peut avoir la 
onvergen
e en probabilité tout en ayant la

divergen
e en tout point.

Réponse. Soit Ω = [0, 1[, soit dP (ω) = dω (mesure de Lebesgue). Soit n ∈ N∗
et soit k l'unique entier tel

que 2k ≤ n < 2k+1
(soit k ≤ log2(n) < k+1 et k est la partie entière de log2(n)). Puis soit j = n− 2k ∈

[0, 2k[. Posons :
Yn(t) = 1

[
j

2k
,
j+1

2k
[
(t).

Alors Yn → 0 en probabilité, 
ar pour les 0 < ε < 1 on a

P (|Yn − 0| > ε) = P (|Yn| > ε) =
∫ j+1

2k

j

2k

dω = 1
2k

= 2
2k+1 ≤ 2

n
.

Par 
ontre la suite (Yn) ne 
onverge en au
un point de [0, 1]. En e�et, si elle 
onverge au point t, ayant
Yn(t) = 1 ou 0, on a limn→∞ Yn(t) = 1 ou 0, et elle est né
essairement stationnaire : à partir d'un 
ertain

rang N , on a, soit pour tout n > N Yn(t) = 1, soit pour tout n > N Yn(t) = 0. Or :
1- si Yn(t) = 1, alors Yn+1(t) = 0. En e�et, pour n < 2k, on a soit n+1 < 2k et les intervalles

[n−2k

2k
, n+1−2k

2k
[ et [n+1−2k

2k
, n+2−2k

2k
[ sont disjoints, soit n+1 = 2k et les intervalles [n−2k

2k
, n+1−2k

2k
[ et

[0, 1
2k+1 [ sont disjoints.

2- Si Yn(t) = 0, on a t /∈ [ j

2k
, j+1

2k
[= [n−2k

2k
, n+1−2k

2k
[. Ayant t ∈ [0, 1[, soit l'unique entier a ∈

{0, 1, ..., 2k+1−1} tel que t ∈ [ a

2k+1 ,
a+1
2k+1 [. Posons b = a + 2k+1 ∈ N, ave
 don
 t ∈ [ b−2k+1

2k
, b+1−2k+1

2k
[ :

on a Yb(t) = 1, ave
 b > n.

Don
 la suite (Yn(t)) n'est pas stationnaire : il n'y a 
onvergen
e pon
tuelle en au
un point.

Exer
i
e 14.8 Montrer : si Yn −→
n→∞

Y en probabilité, alors il existe une sous-suite extraite

(Ynk
)k∈N∗

telle que Ynk
−→
k→∞

Y P -p.p.

Réponse. Soit k ∈ N �xé. On a P (|Yn−Y |> 1

k
) −→
n→∞

0, i.e. :

∀ε > 0, ∃Nk,ε ∈ N, ∀n ≥ Nk,ε, P (|Yn−Y |> 1

k
) < ε.

En parti
ulier 
'est vrai ave
 ε = 1
2k
. Soit nk = n(k) = Nk,ε. Alors la suite (Ynk)kinN∗

est telle que la

série

∞∑

k=1

P (|Ynk−Y |> 1

k
) est 
onvergente (
ar majorée par

∑
k

1
2k

< ∞).

Soit alors Z =

∞∑

k=1

|Ynk−Y | (v.a.r.). On a P (Z) = P (
∑∞

k=1 |Ynk−Y |) =
∑∞

k=1 P (|Ynk−Y |> 1
k
) < ∞

(passage à la limite sous la mesure à l'aide du théorème de 
onvergen
e monotone de Beppo-Lévi, i
i pour

la suite (Zn)N∗
où Zn =

∑n

k=1 |Ynk−Y |, la suite (Zn)N∗
étant une suite 
roissante de fon
tions positives,

qui donne P (lim∞(Zn)) = lim∞(P (Zn)), soit P (
∑∞

k=1 |Ynk−Y |) = lim∞(
∑n

k=1 P (|Ynk−Y |))).
Don
 Z ∈ L1(Ω, P ) (on a Z ≥ 0 et P (|Z|) = P (Z) < ∞). Don
 pour presque tout ω ∈ Ω on a

Z(ω) < ∞ (sinon on prend A non négligeable tel que Z = ∞ sur A et P (Z) = ∞, absurde).

Don
 |Ynk−Y |(ω) −→
k→∞

0 pour presque tout ω.

Exer
i
e 14.9 (Suite de l'exer
i
e 14.5.) Montrer que dans L1
la ré
iproque de la proposition 14.4

est �presque vraie� sous l'hypothèse de domination :

Si Yn → Y en probabilité et si ∃Z ∈ L1(Ω, P ), ∀n ∈ N∗
, |Yn| < Z, alors on peut extraire une

sous-suite qui 
onverge vers Y dans L1
.

Réponse. Résultat de l'exer
i
e 14.8 : 
omme Yn → Y en probabilité, on peut extraire une sous-suite

(Ynk ) qui 
onverge p.p. vers Y .

On applique alors le théorème de 
onvergen
e dominée : la sous-suite (Ynk) étant de plus dominée, elle


onverge vers Y dans L1
: P (|Ynk−Y |) −→

k→∞
0.
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139 14.2. Loi faible des grands nombres et théorème de Bernoulli

Exer
i
e 14.10 Soit (Yn)N∗
une suite de v.a.r. à deux états 0 et 1 : Im(Yn) = {0, 1}pour tout n.

On suppose les Yn indépendantes et 
haque Yn suit une loi de Bernoulli de paramètre pn. Montrer

pour la 
onvergen
e en probabilité :

Yn
P−→ 0 ⇐⇒ pn −→

n→∞
0, (14.6)

et pour la 
onvergen
e presque surement (P -presque partout) :

Yn −→
n→∞

0 p.s. ⇐⇒
∞∑

n=1

pn <∞. (14.7)

(La di�éren
e entre les deux types de 
onvergen
e est �agrante.)

Réponse. P (|Yn−0| ≥ ε) = P (|Yn| ≥ ε) = P (|Yn| = 1) = pn, d'où (14.6).

Pour (14.7) : pour ω �xé, Yn(ω) ∈ {0, 1} et Yn(ω)−→n→∞ 0 implique que Yn = 0 à partir d'un 
ertain n
(la suite (Yn) est stationnaire à partir d'un 
ertain n). Don
, ave
 (3.40) :

{ω : Yn(ω) −→
n→∞

0} = {ω : Yn(ω) = 0 à partir d'un 
ertain n}

=
⋃

n∈N∗
(
⋂

k≥n

{ω : Yk(ω) = 0}) = lim inf An = (lim supAC
n )

C ,

où Ak = {ω : Yk(ω) = 0}, ave
 P (Ak) = 1−pk et P (AC
c ) = pk.

D'où (14.7) ⇐ : le lemme de Borel�Cantelli (théorème 3.60) indique que, 
f. (3.43) : si

∑
n P (AC

n ) < ∞,

alors P (lim supAC
n ) = 0. Don
 B = lim supAC

n est P -négligeable, ave
 B = ({ω : Yn(ω)−→n→∞ 0})C :

l'ensemble des points ω t.q. Yn(ω) ne 
onverge pas vers 0 est négligeable.

Et (14.7) ⇒ : on applique le lemme de Borel�Cantelli (théorème 3.60), ave
 (3.44) : les An étant

indépendants, si

∑
n P (AC

n ) = ∞ alors P (lim supAC
n ) = 1. Don
 P ((lim supAC

n )
C) = 0 = P (lim inf An).

Don
 C = {ω : Yn(ω)−→n→∞ 0} est P -négligeable : l'ensemble des points ω t.q. Yn(ω) 
onverge vers 0 est

négligeable. Don
 si Yn −→n→∞ 0 presque surement, alors

∑
n P (AC

n ) < ∞.

14.2 Loi faible des grands nombres et théorème de Bernoulli

La 
onvergen
e en probabilité a été dé�nie en (14.1).

Théorème 14.11 Loi faible des grands nombres. Soit (Xn)n∈N∗
une suite de v.a.r. indépen-

dantes dans L2(Ω, P ), les Xn ayant toutes la même moyenne et le même é
art type :

∀n ∈ N∗, E(Xn) = m, σ(Xn) = σ. (14.8)

Pour n ∈ N∗
, soit :

Yn =

∑n
i=1Xi

n
=
X1 + ...+Xn

n
, (14.9)

la moyenne partielle. Alors :

E(Yn) = m, (14.10)

et :

σ(Yn) =
σ√
n
. (14.11)

D'où :

||Yn −m||2L2(Ω,P ) −→
n→∞

0 et Yn
P−→

n→∞
m (14.12)

Ainsi, Yn 
onverge en probabilité vers la v.a.r. 
onstante m1Ω, 
ar σ(Yn) =
σ√
n
−→n→∞ 0 (don


Yn est de �moins en moins aléatoire�).

N.B. : ainsi l'é
art type de la moyenne de n termes indépendants n'est pas la moyenne des

é
arts types (n'est pas 
onstant) : il dé
roît 
omme

1√
n
. Dans 
e 
as de v.a.r. indépendantes, les

valeurs positives et négatives des Xk−Xk, dont les valeurs absolues au 
arré sont mesurées par σ2

(mesure de la dispersion), se �
ompensent partiellement� dans Yn, pour n �grand�.
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140 14.3. Loi forte des grands nombres

Preuve. E(Yn) =
E(X1) + ...+ E(Xn)

n
=
nm

n
= m (linéarité de E). D'où :

Var(Yn) =

∫
(Yn−m)2 dP =

∫
(
X1−m
n

+ ...+
Xn−m
n

)2 dP

=
n∑

i=1

Var(
Xi−m
n

) + 2
∑

i<j

cov(
Xi−m
n

,
Xj−m
n

).

Les v.a.r. Xi étant indépendantes, il en est de même des

Xi−m
n , 
f. (5.11), et don
 les 
ovarian
es

sont nulles. Et(10.45) donne, pour i ∈ N∗
:

Var(
Xi−m
n

) =
1

n2
Var(Xi) =

1

n2
σ2.

D'où Var(Yn) =

n∑

i=1

1

n2
σ2 =

1

n
σ2
, d'où (14.11). D'où Var(Yn) −→

n→∞
0, soit ||Yn−m1Ω||2L2(Ω,P ) −→

n→∞
0,

i.e. (14.12)1, don
 Yn −→
n→∞

m1Ω dans L2(Ω, P ). D'où (Yn) 
onverge en probabilité vers m1Ω 
f. pro-

position 14.4.

Théorème 14.12 (Bernoulli). (Corollaire.) Soit (Xn)N∗
une suite de v.a.r. indépendantes de

même loi de Bernoulli de paramètre p (= (E(Xn)). Alors, pour ε > 0 :

P (|Yn − p| ≥ ε) ≤ 1

4nε2
. (14.13)

Preuve. La formule de Bienaymé�T
hébyt
he� (10.61) donne, ave
 (14.10) et (14.11) :

P (|Yn − p| ≥ ε) ≤ E(|Yn − p|2)
ε2

=
σ(Yn)

2

ε2
=

σ2

nε2
.

Et pour la loi de Bernoulli, 
f. (10.48), σ2 = pq = p(1−p) ≤ 1
4 .

Exemple 14.13 Lan
ers d'une piè
e de 
�té a = pile et b = face. Soit g la fon
tion gain donnée

par g(a) = α (gain si a) et g(b) = β (gain si b). On note Pg(α) = p et Pg(β) = 1−p. Gain moyen

m = E(g) = αPg(α) + βPg(β) = αp+ β(1−p).
Lan
ers de 
ette piè
e une in�nité de fois. Soit Ω = {a, b}N∗

. Soit Xn la v.a.r. qui donne le gain

du tirage n : Xn : ~ω = (ω1, ω2, ...) ∈ Ω → Xn(~ω) = f(ωn) ∈ {α, β}, ave
 PXn(α) = Pg(α) = p

et PXn(β) = Pg(β) = 1−p. Alors (Yn)N∗ = (
∑n

k=1 Xk

n )N∗
tend vers la v.a.r. 
onstante m1Ω, où

m = E(X1) = αPg(α) + βPg(β) : 
'est le gain qu'on peut espérer après de très nombreux tirages.

Par exemple si a = pile donne α = 10 et b = face donne β = 0 alors m = 10 ∗ p, gain moyen

qu'on peut espérer après n lan
ers, pour n �grand�. Et pour ε = 10−2
, l'erreur en probabilité

sera P (|Yn − m| ≥ ε) ≤ 1
10 pour n ≥ 105

4 = 25000, 
f. (14.13) (on rappelle que l'inégalité de

Bienaymé�T
hébyt
he� est grossière).

14.3 Loi forte des grands nombres

La loi forte des grands nombres est une loi de 
onvergen
e �en moyenne quadratique� et presque

sûrement (presque partout au sens de la mesure P ).

Théorème 14.14 Soit (Xn)n∈N∗
une suite de v.a.r. de 
arré P -intégrable (suite dans L2(Ω, P )).

On suppose :

1- ∃m ∈ R, ∀i ∈ N∗
, E(Xi) = m (toutes les v.a.r. ont même espéran
e),

2- ∃C > 0, ∀i ∈ N∗
, Var(Xi) ≤ C (les varian
es sont uniformément bornées), et

3- cov(Xi, Xj) = 0 pour tout i, j (en parti
ulier vrai si les Xi sont indépendantes).

Alors les moyennes partielles Yn =
∑n

i=1 Xi

n , 
omme en (14.9), véri�ent E(Yn) = m et 
onvergent

à la fois en moyenne quadratique et au sens presque sûrement (
onvergen
e pon
tuelle) vers la

fon
tion 
onstante m1Ω :

E(Yn) = m,

∫
|Yn −m|2 dP −→

n→∞
0, et Yn −→

n→∞
m P -p.s..
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141 14.3. Loi forte des grands nombres

N.B. : en parti
ulier les hypothèses sont véri�ées quand les Xi sont indépendantes, et ont toutes

même espéran
e (�nie) et même varian
e (�nie) (hypothèses de la loi faible des grands nombres).

Preuve. Supposons m = 0, 
e qui revient à 
onsidéré Xi−m au lieu de Xi, 
e qui ne modi�e pas

les hypothèses, 
f. (12.13), mais allège les é
ritures.

Ave
 (12.25), on a, ave
 l'hypothèse cov(Xi, Xj) = 0 pour tout i 6= j :

Var(
X1

n
+...+

Xn

n
) =

n∑

i=1

Var(
Xi

n
) + 0 =

n∑

i=1

1

n2
Var(Xi),

et don
, ave
 l'hypothèse 2- :

0 ≤ Var(Yn) ≤
n∑

i=1

1

n2
C ≤ C

n
−→
n→∞

0.

D'où la 
onvergen
e en moyenne quadratique vers m = 0.
Montrons Y 2

n −→
n→∞

0 P -p.p., 
e qui montrera que Yn −→
n→∞

0 P -p.p..

Considérons la suite extraite (Zk)k∈N∗ = (Yk2)k∈N∗
. On a :

∞∑

k=1

Var(Zk) =

∞∑

k=1

Var(Yk2 ) ≤
∞∑

k=1

C

k2
= C

π2

6
<∞,

et don
 la série

∑∞
k=1 Var(Zk) 
onverge dans R.

Et E(Zn) = 0 pour tout n 
ar E(Xk) = 0 pour tout k, don
 Var(Zk) = E(Z2
k) = P (Z2

k) =∫
Ω
Z2
k(ω) dP . D'où, l'inversion des signes

∑
et

∫
étant véri�ée pour les suites 
roissantes de fon
-

tions positives (théorème de 
onvergen
e monotone de Beppo-Lévi), i
i ave
 la suite des fon
tions

SN =
∑N

k=1 Z
2
k , on a :

lim
N→∞

(

∫

Ω

SN dP ) =

∫

Ω

( lim
N→∞

SN) dP.

On obtient :

∞ > C
π2

6
≥

∞∑

k=1

Var(Zk) =

∞∑

k=1

(

∫

Ω

Zk(ω)
2 dP ) =

∫

Ω

(

∞∑

k=1

Zk(ω)
2) dP,

D'où la série de fon
tions

∑∞
k=1 Z

2
k est bornée P -p.p., voir lemme suivant 14.15. D'où Z2

k −→ 0
P -p.p. sur Ω, d'où Zk −→ 0 P -p.p. sur Ω.

Retour à (Yn). Soit n donné. Et soit ℓn = max{k ∈ N∗ : k2 ≤ n}. On a :

Yn − Zℓn = Yn − Yℓ2n =

n∑

i=1

Xi

n
−

ℓ2n∑

i=1

Xi

ℓ2n
= (

n∑

i=1

Xi

n
−

ℓ2n∑

i=1

Xi

n
)

︸ ︷︷ ︸
Tn

+(

ℓ2n∑

i=1

Xi

n
−

ℓ2n∑

i=1

Xi

ℓ2n
)

︸ ︷︷ ︸
Un

.

Pour le deuxième terme Un de la somme on a :

|Un| = |
ℓ2n∑

i=1

Xi

n
−

ℓ2n∑

i=1

Xi

ℓ2n
| = |

ℓ2n∑

i=1

Xi

ℓ2n

ℓ2n
n

−
ℓ2n∑

i=1

Xi

ℓ2n
| ≤ |

ℓ2n∑

i=1

Xi

ℓ2n
| (n− ℓ2n

n
) = |Zℓn |

n− ℓ2n
n

.

Comme la suite extraite (Zk)k∈N∗

onverge P -p.p. vers 0, on déduit Un −→n→∞ 0 P -p.p..

Pour le premier terme Tn =
n∑

ℓ2n+1

Xi

n
de la somme, de moyenne nulle, on a, ave
 l'hypothèse 3- :

Var(Tn) =
1

n2

n∑

i=ℓ2n+1

Var(Xi) ≤
C

n2
(n− ℓ2n) ≤ C(

2

n
3
2

+
1

n2
) = O(n−3/2),


ar (ℓn+1)2 > n donne ℓ2n + 2ℓn + 1 > n, don
 n− ℓ2n < 2ℓn + 1 ≤ 2
√
n+ 1.
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142 14.4. Théorème de la limite 
entrale (
onvergen
e vers la loi de Gauss)

Don
 la série

∑∞
n=1 Var(Tn) 
onverge dans R, ave
 (Fubini pour les fon
tions positives) :

∞∑

n=1

Var(Tn) =

∞∑

n=1

∫

Ω

T 2
n dP =

∫

Ω

(

∞∑

n=1

T 2
n) dP.

Don
 la fon
tion

∑∞
n=1 T

2
n est �nie P -p.p., 
f. lemme 14.15, i.e.

∑∞
n=1 T

2
n(ω) <∞ pour P -p.p. ω.

D'où T 2
n −→ 0 P -p.p. sur Ω, d'où Tn −→n→∞ 0 P -p.p. sur Ω.

Don
, |Yn−Yℓ2n | ≤ |Tn|+|Un| −→
n→∞

0 P -p.p.. Ave
 Yℓ2n −→
n→∞

Zℓn P -p.p.. Don
 Yn −→
n→∞

0 P -p.p..

Lemme 14.15 Toute fon
tion intégrable est �nie presque partout : si (Ω, TΩ, µ) est un espa
e

mesuré, si f ∈ F(Ω;R) est mesurable et µ-intégrable (i.e. µ(|f |) < ∞) alors f est �nie µ-presque
partout :

µ({f = ∞}) = 0, (14.14)

i.e., si Z = {ω : f(ω) = ∞}, alors µ(Z) = 0, i.e., pour tout ω ∈ Ω− Z on a f(ω) <∞.

Preuve. Supposons f ≥ 0. Soit n ∈ N∗
et An = {f ≥ n} (= {ω ∈ Ω : f(ω) ≥ n} = f−1([n,∞[)).

On a 1An ≤ 1

n
f , 
ar vrai si ω ∈ An et vrai si ω ∈ AC

n (on a supposé f ≥ 0).

Don
 µ(An) ≤ 1

n
µ(f) −→

n→∞
0. Comme (An) est une suite dé
roissante et µ(A1) ≤ µ(f) < ∞,

on a lim
n→∞

(µ(An)) = µ( lim
n→∞

An), don
 µ( lim
n→∞

An) = 0, don
 µ({f = ∞}) = 0.

Et si f 6≥ 0, on pose f+ = sup(0, f) ≥ 0, d'où µ({f+ = ∞}) = 0. Idem on pose f− =
sup(0,−f) ≥ 0, d'où µ({f− = ∞}) = 0. Et f = f+ − f−, d'où µ({f = ∞}) = 0.

Remarque 14.16 On garde la 
onvergen
e p.p. sans supposer l'existen
e de la 
onstante C (hypo-

thèse 2.), à 
ondition de supposer que les v.a.r. sont indépendantes (toujours toutes de moyennem).

Voir par exemple Métivier [8℄.

Remarque 14.17 Soit (Xi)i=1,...,n une suite de v.a.r. indépendantes toutes la même loi, loi qu'on

ne 
onnaît pas. On peut 
ependant estimer la valeur moyenne m = E(Xi) à l'aide de �l'algorithme

sto
hastique� suivant, 
al
uler à l'issue du n+1-ième tirage :

Yn+1 = Yn +
1

n+ 1
(Xn+1 − Yn)

(puisque (n+1)Yn+1 =
∑n+1

i=1 Xi et (n+1)Yn +Xn+1 − Yn = nYn +Xn+1 =
∑n+1

i=1 Xi).

On a : (Yn) tend vers la fon
tion 
onstante = m (loi forte des grands nombres).

14.4 Théorème de la limite 
entrale (
onvergen
e vers la loi de Gauss)

Théorème Central Limite (TCL).

14.4.1 Convergen
e étroite et 
onvergen
e en loi

(La 
onvergen
e étroite est la 
onvergen
e des distributions, voir 
ours de distributions, les

mesures étant les distributions d'ordre 0.)

Soit U un ouvert dans R (même démar
he dans Rn
), et soit C0

c (U ;R) l'ensemble des fon
tions


ontinues à support 
ompa
t dans U .

Dé�nition 14.18 On se pla
e dans un espa
e mesurable (U, T ). Soit µ une mesure bornée, et soit

(µn)N une suite de mesures bornées. La suite (µn)N 
onverge étroitement vers la mesure µ ssi :

∀f ∈ C0
c (U ;R), µn(f) −→

n→∞
µ(f), noté µn ⇀

n→∞
µ, (14.15)

appelée également 
onvergen
e simple (
onvergen
e en 
haque point f), ou 
onvergen
e faible.

Autre notation : par dé�nition, (µn)N 
onverge étroitement vers la mesure µ ssi :

∀f ∈ C0
c (U ;R), lim

n→∞

∫

U

f dµn =

∫

U

f dµ (=

∫

U

f lim
n→∞

dµn), (14.16)

i.e. on peut passer à la limite sous le signe

∫
.
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143 14.5. Démonstration du théorème de la limite 
entrale

Exemple 14.19 La probabilité de loi normale Pn = N (0, σ2
n) 
onverge étroitement vers P =

N (0, σ2) quand la suite (σn)N 
onverge vers σ (appliquer le théorème de 
onvergen
e dominée).

Dé�nition 14.20 Quand la suite (µn=PXn)N est une suite de lois de v.a.r.Xn et que la limite

µ=PX est la loi d'une v.a.r. X , on dit que (Xn) 
onverge en loi vers la loi de X :

PXn ⇀
n→∞

PX
déf⇐⇒ (Xn) 
onverge en loi vers la loi de X. (14.17)

Don
 (Xn) 
onverge en loi vers la loi de X ssi :

∀f ∈ C0
c (U ;R), PXn(f) −→

n→∞
PX(f), (14.18)

soit :

∀f ∈ C0
c (U ;R), lim

n→∞

∫

x∈U

f(x) dPXn(x) =

∫

x∈U

f(x) dPX(x). (14.19)

14.4.2 Théorème de la limite 
entrale (
onvergen
e vers la loi de Gauss)

Soit (Ω, T , P ) un espa
e probabilisé. On se restreint au 
as simple L2(Ω, P ) (fon
tion de 
arré

P -intégrable).

Théorème 14.21 (Cas simple.) Soit (Xk)k∈N∗ ∈ L2(Ω, P )N
∗
une suite de v.a.r. i.i.d. (indépen-

dantes identiquement distribuées), i.e. les Xk sont de 
arré intégrable, sont indépendantes et ont

toutes la même loi PXk
= PX1 pour tout k ∈ N∗

.

On note m = E(X1) = E(Xk) et σ = σ(X1) = σ(Xk), valeurs indépendantes de k.

On note Sn =
∑n

i=1Xi la somme, Yn = Sn

n =
∑n

i=1 Xi

n la moyenne, 
omme en (14.9), et :

Zn =
Yn −m

σ√
n

=
Sn − nm√

nσ
. (14.20)

la v.a.r. 
entrée réduite asso
iée. Alors :

PZn ⇀
n→∞

N (1, 0) (
onvergen
e en loi), (14.21)

i.e. la loi 
onverge étroitement vers la loi de Gauss 
entrée réduite N (1, 0) de densité 1√
2π
e−

x2

2
.

Ainsi PYn ∼ N (m, σ
2

n ) et PSn ∼ N (nm, nσ2) quand n→ ∞.

La démonstration est donnée au paragraphe suivant 14.5.

14.5 Démonstration du théorème de la limite 
entrale

L'ingrédient essentielle est la transformée de Fourier des mesures (transformée de Fourier des

distributions d'ordre 0) que les probabilistes appellent fon
tion 
ara
téristique.

Pourquoi passer par la transformée de Fourier ?

Par
e que la transformée de Fourier de toute mesure de probabilité est une mesure de densité,

voir proposition suivante 14.33, 
e qui simpli�e.

Et que la gaussienne 
entrée réduite est 
onservée par Fourier (à une 
onstante multipli
ative

près). Résultat essentiel pour la suite : 
'est �le point 
entral� du �théorème de la limite 
entrale�.

Les résultats :

1- l'exponentielle ξ → eixξ transforme �la somme ξ1 + ...+ ξn en le produit eixξ1 ...eixξn �, et
2- par Fourier un produit de 
onvolution se transforme en produit simple,

permettent de démontrer le théorème 
entral limite : 
onvergen
e vers le 
entre = la gaussienne


entrée réduite.

On rappelle que, dans le 
as de v.a.r. indépendantes, la loi PX1+...+Xn est la loi image de

PX1 ⊗ ... ⊗ PXn par l'appli
ation somme ϕ(x1, ..., xn) = x1 + ... + xn, et qu'alors PX1+...+Xn =
PX1 ∗ ... ∗ PXn (a un sens 
ar les mesures PXi sont bornées). Et don
 que pour toute fon
tion f
intégrable on a :

∫

R

f(y) (dPX1 ∗ ... ∗ PXn)(y) =

∫

Rn

f(x1 + ...+ xn) dPX1(x1)...dPXn (xn).

143



144 14.5. Démonstration du théorème de la limite 
entrale

14.5.1 Transformée de Fourier d'une fon
tion

Soit f ∈ L1(R;C) =noté L1(R). On prend i
i 
omme dé�nition : la transformée de Fourier de f

est la fon
tion F(f)
noté

= f̂ : R → C donnée par :

F(f)(ξ)
noté

= f̂(ξ)
déf

=

∫

x∈R

e−iξxf(x) dx
noté

= 〈e−iξ·, f〉 ∈ C. (14.22)

(Intégrale qui dépend du paramètre ξ ∈ R.)
(N.B. : Même si f : R → R est à valeurs réelles, sa transformée de Fourier f̂ : R → C est

à valeurs 
omplexes puisque e−iy = cos(y) − i sin(y) : on ne peut pas se 
ontenter de travailler

dans R.)

Exemple 14.22 Exemple fondamental de la gaussienne 
entrée réduite :

p0,1(x) =
1√
2π

e−
x2

2 =⇒ F(p0,1)(ξ) = e−
ξ2

2
noté

= p̂0,1(ξ), (14.23)

voir plus loin (14.32) : la gaussienne 
entrée réduite est 
onservé à la 
onstante

√
2π près (la masse

n'est pas 
onservée : la mesure de probabilité da masse 1 est transformée en une mesure �nie de

masse

√
2π). Cette gaussienne réduite est le �point 
entral� du théorème 
entral limite.

Remarque 14.23 Si on prend la dé�nition Fe(f)(ν) =
∫
t∈R

e−2iπνtf(t) dt de la transformée de

Fourier (
elle du traitement du signal), la gaussienne 
onservée par Fe est t → e−πt2
. Et les

modi�
ations à apporter pour la démonstration du théorème 
entral limite sont simples.

Proposition 14.24 Si f ∈ L1(R;C) alors f̂ est bornée et 
ontinue.

Et la transformée de Fourier F : L1(R;C) → L∞(R;C) est linéaire.

Preuve. |eiθ| = 1 donne |f̂(ξ)| ≤
∫
x∈R

|f(x)| dx = ||f ||L1 <∞ pour tout ξ ∈ R : f̂ est bornée.

L'intégrant (x, ξ) → e−iξxf(x) est 
ontinu en ξ et borné par |f(x)| (indépendamment de ξ)

ave
 f ∈ L1(R), don
 f̂ est 
ontinue (théorème de 
onvergen
e dominée).

La linéarité est immédiate.

On rappelle que xf =déf idf où id est la fon
tion identité et x le nom imposé de la variable :

xf =déf idf : x→ (xf)(x) =déf (idf)(x) = xf(x).

Lemme 14.25 1- Si f ∈ L1
et de plus xf ∈ L1

alors f̂ ∈ C1
et, pour tout ξ ∈ R :

(f̂)′(ξ) = −i(̂xf)(ξ). (14.24)

2- Si f ∈ L1
véri�e f ′ ∈ L1

alors, pour tout ξ ∈ R :

f̂ ′ (ξ) = iξf̂(ξ). (14.25)

3- Si f ∈ L1
, si m ∈ R, si τmf est la translaté de m, i.e. τmf(x) = f(x−m), alors :

τ̂mf(ξ) = e−iξmf̂(ξ). (14.26)

Preuve. (14.24) est obtenue par dérivation de (14.22) sous

∫
(théorème de 
onvergen
e dominée


ar xf ∈ L1
).

(14.25) est obtenue par intégration par parties :

∫

x∈R

e−iξxf ′(x) dx = −
∫

x∈R

(−iξ) e−iξxf(x) dx + [e−iξxf(x)]∞−∞,

le terme de bord s'annulant 
ar f et f ′
dans L1

donnent f s'annule en ±∞ (voir transformées de

Fourier, 
ours de distributions).

Puis τ̂mf(ξ) =
∫
x∈R

e−iξxf(x−m) dx =
∫
y∈R

f(y)e−iξ(y+m) dy, d'où (14.26).
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145 14.5. Démonstration du théorème de la limite 
entrale

14.5.2 Transformée de Fourier inverse

La transformée de Fourier inverse est donnée par, pour h ∈ L1(R;C) telle que ĥ ∈ L1(R;C) :

F−1(h)(x)
déf

=
1

2π

∫

ξ∈R

e+iξxh(ξ) dξ
noté

= 〈e
+ix·

2π
, h〉dξ ∈ C, (14.27)


f. 
ours de distribution.

14.5.3 Transformée de Fourier d'une gaussienne : une gaussienne

On rappelle qu'une gaussienne est une fon
tion g de type, pour a > 0 et c 6= 0 :

g(x) = c e−ax2

. (14.28)

Proposition 14.26 La transformée de Fourier d'une gaussienne est une gaussienne :

ê−ax2(ξ) =

√
π

a
e−

ξ2

4a ,
̂
e−

i2

4a (ξ) = 2
√
aπ e−aξ2 ,

̂̂
e−ax2(ξ) = 2πe−aξ2 . (14.29)

En parti
ulier la gaussienne g 1
2
(x) = e−

x2

2
est 
onservée par Fourier (
'est un point 
entral) au

fa
teur multipli
atif

√
2π près :

e−
x2

2
F
=⇒

̂
e−

x2

2 (ξ) =
√
2π e−

ξ2

2 . (14.30)

Et pour, pour σ > 0 :

e−
x2

2σ2
F
=⇒

̂
e−

x2

2σ2 (ξ) =
√
2π σ e−

σ2ξ2

2 . (14.31)

Et plus généralement, pour m ∈ R et σ > 0 :

e−
(x−m)2

2σ2
F
=⇒

̂
e−

(x−m)2

2σ2 (ξ) = e−imξ
√
2π σ e−

σ2ξ2

2 . (14.32)

Preuve. Soit g(x) = e−ax2

(la transformée de Fourier est linéaire : on prend c = 1 pour alléger).

On dérive : g′(x) = −2ax e−ax2

, soit, pour tout x ∈ R :

g′(x) + 2ax g(x) = 0. (14.33)

D'où par Fourier (qui est une transformation linéaire) : (̂g′)(ξ) + 2a(̂xg)(ξ) = 0, d'où, ave
 (14.24)
et (14.25), i ξ ĝ(ξ) + 2a 1

−i (ĝ)
′(ξ) = 0, soit, pour tout ξ ∈ R :

(ĝ)′(ξ) +
1

2a
ξ ĝ(ξ) = 0, (14.34)

équation similaire à (14.33), où a été rempla
é par

1
4a . D'où ĝ(ξ) = ke−

ξ2

4a
est solution de (14.34)

pour toute 
onstante k (existen
e et uni
ité à l'aide du théorème de Cau
hy�Lips
hitz). Et k =

ĝ(0) =
∫
x∈R

g(x)e−i0x dx =
∫
x∈R

e−ax2

dx =
√

π
a , 
f. (1.33). D'où (14.29). D'où (14.30) ave
 a = 1

2 .

Puis ave
 a = 1
2σ2 on a

√
π
a =

√
2π σ et

1
4a = σ2

2 , d'où (14.31).

Puis (14.26) donne (14.32).

14.5.4 Transformée de Fourier de mesures bornées et notations

On renvoie au 
ours de distributions et aux transformées de Fourier de distributions tempérées,

les mesures étant des distributions d'ordre 0 (don
 d'ordre �ni, don
 tempérées).

On note D(R) l'ensemble des fon
tions C∞(R) à support 
ompa
t.
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On rappelle : si f : R → C est dans L1(R), on note Tf : D(R) → C, dite distribution régulière

asso
iée à f , la distribution dé�nie par, pour tout ϕ ∈ D(R) :

Tf (ϕ)
déf

=

∫

R

f(x)ϕ(x) dx
noté

= 〈Tf , ϕ〉 noté= 〈f, ϕ〉, (14.35)

la notation 〈., .〉 du 
ro
het de dualité étant une notation usuelle de la linéarité. Attention à la

notation abusive Tf = f : elle est à l'origine de beau
oup d'in
ompréhensions. Le 
ontexte doit

levé les ambiguïtés.

Insistons : la di�
ulté essentielle est dans les notations, essentiellement la notation

Tf =noté f �au sens des distributions�,

identi�ant une distribution régulière Tf : D(R) → R (qui n'est pas une fon
tion R → R) ave


f : R → R (qui est une fon
tion R → R).
Ainsi la fon
tion 
ara
téristique d'une (mesure de) probabilité P sera la fon
tion régulière ΦX


orrespondant à la distribution régulière P̂ = TΦX (transformée de Fourier de P ), et on notera

abusivement TΦX = ΦX , bien que TΦX soit une mesure alors que ΦX est la densité de la mesure...

On note S l'ensemble (de S
hwartz) des fon
tions C∞(R) à dé
roissan
e rapide (�plus rapide

que toute fra
tion rationnelle�, et on dit abusivement �fon
tion à dé
roissan
e exponentielle�). On a

besoin de S 
ar une gaussienne x → e−ax2

n'est pas dans D(R) (n'est pas à support 
ompa
t),

mais est bien dans S (elle est C∞
à dé
roissan
e rapide).

En parti
ulier si ϕ ∈ S alors ϕ ∈ Lp(R) pour tout p ∈ [1,∞].
Et les distributions tempérées sont les distributions éléments de S ′

le dual de S (voir 
ours de

distributions).

Proposition 14.27 Si ϕ ∈ S (est à dé
roissan
e rapide) alors ϕ̂ ∈ S (est à dé
roissan
e rapide).

Preuve. Voir 
ours de distributions.

Cette proposition permet de poser :

Dé�nition 14.28 Si T ∈ S ′
(est une distribution tempérée sur R), sa transformée de Fourier est

la distribution T̂ ∈ S ′
dé�nie par, pour tout ϕ ∈ S :

T̂ (ϕ)
déf

= T (ϕ̂), (14.36)


e qui s'é
rit également ave
 le 
ro
het de dualité, pour tout ϕ ∈ S :

〈T̂ , ϕ〉 déf= 〈T, ϕ̂〉. (14.37)

C'est en parti
ulier le 
as si T = µ est une mesure.

On véri�e que T̂ dé�nie par (14.36) est une distribution tempérée, voir 
ours de distributions.

Exemple 14.29 Si µ = δ0 (mesure de Dira
 en 0) alors, pour tout ϕ ∈ S :

〈δ̂0, ϕ〉 déf= 〈δ0, ϕ̂〉 = ϕ̂(0) =

∫

R

ϕ(x) dx =

∫

R

ϕ(x)1R(x) dx = 〈T1R , ϕ〉. (14.38)

À retenir :

1- δ0 n'est ni une fon
tion ni une distribution régulière,

2- la transformée de Fourier δ̂0 de δ0 est une distribution régulière :

δ̂0 = T1R ∈ D′(R). (14.39)

Don
 δ̂0 est la mesure de densité 1R dé�nie sur S, 
f. l'intégrale dans (14.38). Et on note abusive-

ment :

δ̂0
noté

= 1R (fon
tion 
onstante), (14.40)


f. (14.35), et on dit abusivement que δ̂0 est une fon
tion, alors que 
'est la distribution T1R mesure

de densité donnée par dδ̂0(x) = 1R(x) dx = dx mesure de Lebesgue (dé�nie sur S).

146



147 14.5. Démonstration du théorème de la limite 
entrale

Exemple 14.30 Si µ = δa (mesure de Dira
 en a) on a, pour tout ϕ ∈ S :

〈δ̂a, ϕ〉 déf= 〈δa, ϕ̂〉 = ϕ̂(a) =

∫

R

ϕ(x)e−iax dx
noté

= 〈e−ia·, ϕ〉 noté= 〈e−iax, ϕ(x)〉dx, (14.41)

et don
 :

δ̂a = Te−ia·
(14.42)

est la mesure de densité x→ e−iax
, 
f. l'intégrale dans (14.41) : dδ̂a(x) = e−iaxdx (dé�nie sur S).

Et on note abusivement :

δ̂a(x)
noté

= e−iax, (14.43)

au sens (14.41).

Proposition 14.31 Si f ∈ L1(R,C) alors pour tout ϕ ∈ S :

∫

R

f(x)ϕ̂(x) dx =

∫

R

f̂(ξ)ϕ(ξ) dξ, (14.44)

soit, pour les distributions régulières asso
iées, pour tout ϕ ∈ S :

〈T̂f , ϕ〉 = 〈Tf̂ , ϕ〉, i.e. T̂f = Tf̂ . (14.45)

Et on note abusivement Tf = f et T̂f = f̂ , i.e. on note abusivement (14.44) 
omme :

〈f̂ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̂〉. (14.46)

Preuve. Comme f ∈ L1
on a f̂ ∈ L∞

et toutes les quantités suivantes ont un sens : Tf est une

distribution tempérée (
ours de distribution) et pour ϕ ∈ S :

〈T̂f , ϕ〉 déf= 〈Tf , ϕ̂〉 déf=
∫

ξ

f(ξ) ϕ̂(ξ) dξ =

∫

ξ

f(ξ)

∫

x

ϕ(x) e−ixξ dx dξ

=

∫

x

(

∫

ξ

f(ξ) e−ixξ dξ)ϕ(x) dx =

∫

x

f̂(x)ϕ(x) dx

= 〈Tf̂ , ϕ〉
noté

= 〈f̂ , ϕ〉,

à l'aide du théorème de Fubini : en e�et la �fon
tion intégrant� g(x, ξ) = ϕ(x)f(ξ) e−ixξ
est dans

L1(R2) 
ar |g(x, ξ)| ≤ |ϕ(x)||f(ξ)| (fon
tion à variables séparées) et ϕ et f sont dans L1(R).

Exemple 14.32 Soit µ = P mesure de probabilité de densité gaussienne p(x) =
√

a
π e

−ax2

,


f. (1.33), a > 0, i.e. :

P (f) =

√
a

π

∫

x∈R

f(x) e−ax2

dx (
noté

= 〈P, f〉), (14.47)

pour f ∈ S. Alors µ̂ = P̂ est la mesure de densité gaussienne p̂(ξ) =
√

a
π

√
π
a e

− ξ2

4a = e−
ξ2

4a
,


f. (14.29) : pour h ∈ S :

P̂ (h) =

∫

x∈R

h(ξ) e−
ξ2

4a dξ (
noté

= 〈P̂ , h〉). (14.48)

Cependant, ave
 (1.33) :

P (R) = 1, alors que P̂ (R) =

∫

R

p̂(ξ) dξ = 2
√
aπ. (14.49)

Don
 p̂ n'est pas une densité de probabilité pour a 6= 1
4π : la mesure P̂ n'est pas une probabilité :


'est juste une mesure bornée.
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14.5.5 La transformée de Fourier d'une probabilité est une mesure de densité

Proposition 14.33 Soit µ une mesure bornée sur R (
'est en parti
ulier le 
as d'une probabilité).

Alors la fon
tion p : R → R dé�nie par :

p(ξ)
déf

= µ(e−iξ·)
noté

=

∫

x∈R

e−ixξ dµ(x) (= 〈µx, e
−ixξ〉dx). (14.50)

est une fon
tion bornée, 
ontinue, et même uniformément 
ontinue.

Et µ̂ est la mesure de densité p (la distribution régulière de fon
tion p) :

µ̂ = Tp, soit dµ̂(ξ) = p(ξ)dξ, (14.51)

soit, pour toute fon
tion ϕ ∈ S :

µ̂(ϕ) =

∫

ξ∈R

ϕ(ξ) p(ξ) dξ (= 〈µ̂, ϕ〉). (14.52)

Et on note abusivement (�identi�
ation� de la distribution régulière et de sa fon
tion asso
iée) :

µ̂(ξ)
noté

= p(ξ) (au sens dµ̂(ξ) = p(ξ) dξ des distributions). (14.53)

Preuve. À ξ �xé, la fon
tion f : x → f(x) = e−ixξ
est mesurable et bornée (par 1), don


µ étant bornée, µ(f) est bien dé�nie. Don
 p(ξ) est bien dé�ni pour tout ξ. (De plus |p(ξ)| ≤∫
x∈R

|e−ixξ| dµ(x) = µ(R) <∞, et don
 p est une fon
tion bornée).

Relativement à la mesure µ, p(ξ) est une �intégrale� dépendant du paramètre ξ d'intégrant

e−ixξ
qui est 
ontinu en ξ et est borné indépendamment de ξ par 1R qui est µ-intégrable (
ar µ est

une mesure bornée). Don
 p est 
ontinu (théorème de 
onvergen
e dominée).

On a |1 − eia|2 = (1 − eia)(1 − e−ia) = 2 − 2 cosa. La fon
tion β(a) = 2 − 2 cosa − a2

étant négative sur R (faire le tableau de variation), on obtient |1 − eia| ≤ min(
√
2, |a|). Don


|e−ixξ − e−iyξ| = |e−ixξ(1− eiξ(x−y))| ≤ min(
√
2, |ξ(x−y)|), et don
, pour |x− y| ≤ η :

|p(x)− p(y)| ≤ |
∫

ξ∈R

1√
2π

(e−ixξ − e−iyξ) dµ(ξ)| ≤ 1√
2π

∫

ξ∈R

min(
√
2, |ξ|η) dµ(ξ).

L'intégrant (ξ, η) → min(
√
2, |ξ|η) est borné par

√
2 indépendamment de η, don
 le théorème de


onvergen
e dominée donne

∫

ξ∈R

min(
√
2, |ξ|η) dµ(ξ)−→

η→0

∫

ξ∈R

min(
√
2, 0) dµ(ξ) = 0. Don
, pour

tout ε > 0, il existe η > 0 t.q. |x−y| ≤ η entraine |p(x)−p(y)| ≤ ε : la fon
tion p est uniformément


ontinue.

Notation : quand y est la variable, et T une distribution tempérée, pour ψ ∈ S on note T (ψ) =

〈T, ψ〉 =noté 〈T (y), ψ(y)〉dy (pour s'y retrouver dans les noms des variables). Ainsi, pour ϕ ∈ D(R) :

〈µ̂(ξ), ϕ(ξ)〉dξ déf= 〈µ(x), ϕ̂(x)〉dx =

∫

x∈R

ϕ̂(x) dµ(x) =

∫

x∈R

(

∫

ξ∈R

ϕ(ξ)e−ixξ dξ) dµ(x)

=

∫

ξ∈R

(

∫

x∈R

e−ixξ dµ(x))ϕ(ξ) dξ =

∫

ξ∈R

p(ξ)ϕ(ξ) dξ = 〈Tp, ϕ〉,


ar on peut appliquer Fubini : l'intégrant est g : (x, ξ) → 1√
2π
ϕ(x)e−ixξ

relativement à la mesure

dx⊗µ, ave
 |g(x, ξ)| ≤ 1√
2π

|ϕ(x)| |1R(ξ)| qui est bien dans L1(R2, dx⊗µ) 
ar ϕ ∈ D(R) et µ mesure

bornée. D'où µ̂ = Tp, i.e. (14.51).

Exemple 14.34 Si µ est une mesure de probabilité dis
rète µ =

n∑

k=1

pkδxk
, ave
 (14.42) on a :

µ̂(ξ) =

n∑

k=1

pk e
−iξxk

au sens dµ̂(ξ) =
∑n

k=1 pk e
−iξxk dξ des distributions. (14.54)

On retrouve µ̂(f) =

∫

ξ∈R

f(ξ)

n∑

k=1

pk e
−iξxk dξ =

n∑

k=1

pkf̂(xk) = µ(f̂) (dé�nition de µ̂).
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Exer
i
e 14.35 Soit (µn)N∗
et µ des distributions tempérées. Montrer que :

(µn)N∗

onverge étroitement vers µ ⇐⇒ µ̂n 
onverge étroitement vers µ̂. (14.55)

En déduire le théorème de Lévy : pour (Pn)N∗
et P des mesures de probabilités.

(Pn)N∗

onverge étroitement vers P ⇐⇒ P̂n 
onverge simplement vers P̂ , (14.56)

au sens, quand dP̂n(ξ) = pn(ξ)dξ et dP̂ (ξ) = p(ξ)dξ, on a pn −→
n→∞

p (
onvergen
e simple).

Réponse. (14.55) : ⇒ : F : S → S est un isomorphisme, 
f. 
ours de distributions. Don
 〈µn, ϕ̂〉 −→
n→∞

〈µ, ϕ̂〉
(hypothèse de 
onvergen
e étroite) donne 〈µ̂n, ϕ〉 −→

n→∞
〈µ̂, ϕ〉, pour tout ϕ ∈ S , don
 (µ̂n)N∗


onverge

étroitement vers µ̂.

⇐ : 〈̂̂T , ϕ〉 = 〈T̂ , ϕ̂〉 = 〈T, ̂̂ϕ〉 = 〈T, ϕ̌〉 où ϕ̌(x) = ϕ(−x) pour ϕ ∈ S : 
f. 
ours de distribution (et

transformée de Fourier inverse :

̂̂ϕ = ϕ̌). Et on applique ⇒.

(14.56) :⇒ : (Pn)N∗
et P mesures bornées, don
 admettent une transformée de Fourier mesure de densité


ontinue, 
f. (14.52), dP̂n(ξ) = pn(ξ) dξ et dP̂ (ξ) = p(ξ)dξ, don
 hypothèse

∫

R

ϕ(ξ)(pn(ξ)− p(ξ)) dξ −→
n→∞

0

pour tout ϕ ∈ S . Don
 : pn −→
n→∞

p p.p. pour la mesure de Lebesgue. Comme p et pn sont 
ontinues, la


onvergen
e est pon
tuelle.

⇐ : on utilise l'inverse de Fourier pour les distributions.

14.5.6 La fon
tion 
ara
téristique ΦX

Quand la mesure bornée est la loi de probabilité PX d'une v.a.r. X , la transformée de Fourier

P̂X est une mesure de densité, 
f. proposition 14.33, notée ΦX , donnée par, pour ξ �xé dans R,

f. (14.50) et (14.51) :

ΦX(ξ) = PX(e−iξ·) =

∫

x∈R

e−ixξdPX(x). (14.57)

Dé�nition 14.36 La densité ΦX : R → R est appelée fon
tion 
ara
téristique de PX :

P̂X = TΦX

noté

= ΦX , soit dP̂X(ξ) = ΦX(ξ) dξ. (14.58)

Ainsi, pour tout fon
tion ϕ ∈ D(R) :

P̂X(ϕ) =

∫

ξ∈R

ϕ(ξ)ΦX(ξ) dξ. (14.59)

Remarque 14.37 Dé�nition alternative, 
f. (14.57) :

ΦX(ξ) = P (e−iξX) (= E(e−iξX) =

∫

ω∈Ω

e−iX(ω)ξdP (ω)). (14.60)

Exemple 14.38 Si PX est la probabilité de densité gaussienne gm,σ(x) =
1

σ
√
2π
e−

1
2
(x−m)2

σ2
, alors

P̂X est la mesure �nie de densité ΦX donnée par :

ΦX(ξ) = e−imξe−
σ2ξ2

2 , (14.61)


f. (14.32).

Proposition 14.39 ΦX 
ara
térise la loi PX : si les v.a.r. X et Y ont la même fon
tion 
ara
té-

ristique, soit ΦX = ΦY , alors PX = PY (les v.a.r. X et Y ont la même loi).

Preuve. dP̂X(ξ) = ΦX(ξ)dξ = ΦY (ξ)dξ = dP̂Y (ξ), don
 PX et PY ont la même transformée de

Fourier, don
 elles sont égales (Fourier inverse).
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14.5.7 Développement limité de ΦX

Lemme 14.40 Soit X une v.a.r. qui admet un moment d'ordre k ∈ N. Alors sa fon
tion 
ara
té-

ristique ΦX est dérivable k fois sur R et :

Φ
(k)
X (0) = (−i)kP (Xk) (= (−i)kE(Xk)). (14.62)

En parti
ulier ΦX(0) = 1.

Preuve. Pour k = 0 (14.60) donne ΦX(0) =
∫
Ω
dP = 1. Puis on applique le théorème de


onvergen
e dominée à (14.60). Pour k = 1 on obtient Φ
(k)
X (ξ) =

∫
ω∈Ω(−iX(ω))e−iX(ω)ξdP (ω)

(
ar |(−iX(ω))e−iX(ω)ξ| ≤ |X(ω)| ave
 X ∈ L1
), don
 pour ξ = 0 on obtient Φ

(k)
X (0) =

(−i)
∫
ω∈Ω

X(ω)dP (ω) = (−i)P (X). Puis ré
urren
e sur k.

Proposition 14.41 Pour toute v.a.r. X de 
arré P -intégrable (qui admet don
 une moyenne et

une varian
e) on a, ΦX ∈ C2(R,C), et au voisinage de ξ = 0 :

ΦX(ξ) = 1− iE(X)ξ − 1

2
E(X2)ξ2 + o(ξ2), (14.63)

et don
 :

log(ΦX(ξ)) = −iE(X)ξ − 1

2
σ2(X)ξ2 + o(ξ2). (14.64)

Preuve. (14.63) grâ
e à (14.62).

Et log(1−z) = −(z+ z2

2 +o(z)) au voisinage de z = 0 (par intégration de

1
1−z = 1+z+z2+ ...).

D'où log(1 − (iE(X)ξ + 1
2E(X2)ξ2 + o(ξ2)) = −(iE(X)ξ + 1

2E(X2)ξ2 + 1
2 (iE(X)ξ)2 + o(ξ2)) =

−iE(X)ξ − 1
2 (E(X2)− E(X)2)ξ2 + o(ξ2) 
omme annon
é.

14.5.8 Fon
tion 
ara
téristique d'une somme de v.a.r. indépendantes

Proposition 14.42 Si X1, ..., Xn sont n v.a.r. indépendantes, alors pour tout ξ :

ΦX1+...+Xn(ξ) =
n∏

k=1

ΦXk
(ξ). (14.65)

Preuve. On a e−i(X1(ω)+...+Xn(ω))ξ =
∏n

k=1 e
−iXk(ω)ξ

.

Et, les v.a.r. étant indépendantes, on a PX1+...+Xn = PX1 ∗ ... ∗ dPXn , et don
 :

PX1+...+Xn(f) =

∫
...

∫

Rn

f(x1 + ...+ xn)dPX1(x1)...dPXn (xn),


f. 
onvolution de probabilités (ou 
onvolution de distributions). D'où le résultat ave
 f(x) = e−ixξ

qui donne f(x1 + ...+ xn) =
∏n

i=1 f(xi).

14.5.9 Démonstration du théorème de la limite 
entrale

Preuve. Il s'agit de démontrer la 
onvergen
e (14.21). On va s'intéresser à PZn au travers de sa

transformée de Fourier P̂Zn = TΦZn
qui est plus simple (mesure de densité).

Quitte à rempla
er Xi par Xi−m, on suppose que m=0. On a don
 Zn =
√
nYn

σ .
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La fon
tion 
ara
téristique de la v.a.r.

√
nYn

σ =
∑

k
Xk

σ
√
n
est donnée par, sa
hant PXk

= PX1

pour tout k, 
f. (14.65) et (14.66) (dans le lemme suivant) :

ΦZn(ξ) =

n∏

k=1

Φ Xk
σ
√

n

(ξ) = (ΦX1(
ξ

σ
√
n
))n.

Ave
 i
i E(X1) = 0 et don
 E(X2
1 ) = σ2

, on a, 
f. (14.64) pour ξ �xé et au voisinage de n = ∞ :

log(ΦX1 (
ξ

σ
√
n
)) = −1

2

ξ2

n
+ o(

ξ2

n
) =

ξ2

n
(−1

2
+ o(1)),

d'où, pour ξ �xé et au voisinage de n = ∞ :

ΦZn(ξ) = exp(log(ΦZn(ξ))) = exp(n log(ΦX1 (
ξ

σ
√
n
))) = eξ

2(− 1
2 + o(1)).

D'où, pour ξ �xé et au voisinage de n = ∞ :

ΦZn(ξ) ∼ e−
1
2 ξ

2

,

Don
 la mesure PZn est transformé par Fourier en P̂Zn mesure de densité ΦZn véri�ant l'équivalen
e

ΦZn(ξ)∼∞ e−
1
2σ

2ξ2
. D'où le résultat par Fourier inverse, 
f. (14.27).

Lemme 14.43 Si X : Ω → R est une v.a.r., si a > 0, si h : R → R est positive ou bien est

PX -intégrable (i.e. h ∈ L1(R, PX), i.e.
∫
R
|h(x)| dPX <∞), alors :

ha(x)
déf

= h(ax) =⇒ PaX(h) = PX(ha). (14.66)

En parti
ulier, si PX est une mesure de densité f alors

1
aPaX est une mesure de densité f 1

a
:

dPX = f(x) dx =⇒ dPaX =
1

a
f(
x

a
) dx. (14.67)

Ou en
ore, si PaX est une mesure de densité g, alors PX est une mesure de densité aga.

Preuve. Ave
 la proposition de la mesure image, pour a > 0 :

PaX(h) =

∫

y

h(y) dPaX(y) =

∫

ω

h((aX)(ω)) dP (ω) =

∫

ω

ha(X(ω)) dP (ω) =

∫

x

ha(x) dPX (x)

D'où (14.66). D'où dans le 
as d'une mesure P de densité f :

PX(ha) =

∫

x

h(ax)f(x) dx =

∫

y

h(y)f(
y

a
)
dy

a
= PaX(h).

Et PX(h) = PaX(h 1
a
) =

∫
y
h(ya )g(y) dy =

∫
x
h(x)g(ax) a dx.

15 Annexe : les moments

C'est un rappel d'intégration appliqué à la mé
anique.

15.1 Notations

On se pla
e dans le 
as d'un sous-ensemble B ⊂ Rn
. Soit T une tribu sur B, et soit µ une

mesure sur (B, T ). Don
 (B, T , µ) est un ensemble mesuré.

On 
onsidèrera les 
as où :

1- µ est une mesure dis
rète dé�nie �nie sur B = {~xi : i ∈ I} (un ensemble de points) où I est

un ensemble �ni ou dénombrable, i.e. :

µ =
∑

i∈I

ρiδ~xi
, (15.1)

dite mesure atomique de poids ρi > 0 aux points ~xi.

2- µ est une mesure 
ontinue �nie sur B ⊂ Rn
, i.e. mesure de densité ρ > 0 auquel 
as on é
rit

dµ = ρ(~x) dx1...dxn
noté

= ρ(~x) dx, (15.2)

où dx1...dxn =noté dx est la mesure de Lebesgue (dans Rn
).
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15.2 Moment d'ordre 0 : la masse

Dé�nition 15.1 Pour A ⊂ T (A sous-ensemble mesurable de B) :

masse de A
déf

= µ(A)
noté

=

∫

A

dµ ∈ R+. (15.3)

Don
, respe
tivement dans le 
as dis
ret et dans le 
as 
ontinu :

µ(A) =
∑

i∈I

ρi et µ(A) =

∫

A

ρ(~x) dx. (15.4)

Dé�nition 15.2 Soit f : B → R une fon
tion mesurable positive. Quand il existe, le moment

d'ordre 0 de f (relativement à la mesure µ) est �la mesure de f � et est appelé �la masse de f � :

masse de f
déf

= µ(f)
noté

=

∫

B

f dµ, (15.5)

en
ore appelée la masse de f relativement à la mesure µ. (On retrouve µ(1B) = µ(B).)

Don
, respe
tivement dans le 
as dis
ret et dans le 
as 
ontinu :

µ(f) =
∑

i∈I

f(~xi) ρi et µ(f) =

∫

B

f(~x) ρ(~x) dx. (15.6)

15.3 Moment d'ordre 1 et le 
entre de gravité

Dé�nition 15.3 Quand il existe, le moment d'ordre 1 de la mesure µ par rapport à un point ~x0
est le ve
teur :

~µ1,~x0
(B)

déf

= µ((~x−~x0)) noté=

∫

B

(~x−~x0) dµ(~x). (15.7)

(On a noté (~x−~x0) la fon
tion

~f : ~x→ ~f(~x) = ~x−~x0).)

Don
, dans le 
as dis
ret, ave
 ~xi =



xi1
.

.

.

xin



, ~µ1,~x0

(B) ∈ Rn
est le ve
teur :

~µ1,~x0
(B) =

∑

i∈I

(~xi−~x0) ρi =




∑
i∈I(xi1−xi0) ρi

.

.

.∑
i∈I(xin−xin) ρi


 (15.8)

et dans le 
as 
ontinu, ave
 ~x =



x1
.

.

.

xn



, ~µ1,~x0

(B) ∈ Rn
est le ve
teur :

~µ1,~x0
(B) =

∫

B

(~x−~x0) ρ(~x) dx =




∫
B(x1−x01) ρ(~x) dx

.

.

.∫
B(xn−x0n) ρ(~x) dx


 . (15.9)

On a don
 immédiatement, quand les moments existent :

~µ1,~x0
(B) = ~µ1,0(B)− µ(B) ~x0, (15.10)

en
ore noté : ∫

B

(~x−~x0) dµ(~x) =
∫

B

~x dµ(~x)− ~x0

∫

B

dµ(~x). (15.11)

Dé�nition 15.4 Dans le 
as µ(B) <∞ (masse �nie) et µ(B) 6= 0 (masse non nulle), le 
entre de

gravité de B (ou en
ore point d'équilibre, ou en
ore 
entre d'inertie) est le point ~xG tel que :

~µ1,~xG
(B) = 0, (15.12)

i.e. ~xG est le point donné par :

~µ1,0(~x) = ~xG µ(B), i.e. ~xG

∫

B

dµ =

∫

B

~x dµ. (15.13)
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Autrement dit :

~xG =

∫
B
~x dµ∫

B dµ
=

∫

B

~x dP où dP =
1

µ(B)
dµ, (15.14)

où P est une mesure de probabilité (mesure de masse P (B) = 1 = 100
100 = 100%).

Respe
tivement dans le 
as dis
ret et dans le 
as 
ontinu, le 
entre de gravité xG est don
 le

point tel que :





~xG =
∑

i∈I

~xi
ρi

µ(B)
=

∑

i∈I

~xipi, pi =
ρi∑
I ρi

,

~xG =

∫

B

~x
ρ(~x)

µ(B)
dx =

∫

B

~x p(~x) dx, p(~x) =
ρ(~x)∫

B
ρ(~x) dx

,

(15.15)

où pi et p(~x) sont les masses et densités de masse adimensionnées (masse totale 
onsidérée 
omme

étant la masse unité par 
hangement d'unité de mesure).

Remarque 15.5 Si rempla
e µ par cµ où c est une 
onstante > 0, la position du 
entre de gravité

n'est pas 
hangée, 
f. (15.13) où on 
onsidère c dµ au lieu de dµ. Ou en
ore dP = d(cµ)
(cµ)(B) =

dµ
µ(B) .

En d'autres termes, un 
hangement d'unité de mesure (par exemple passage des kilogrammes

aux �pounds� anglais) ne modi�e pas la position du 
entre de gravité.

Don
, quitte à faire un 
hangement d'unité de mesure, pour 
al
uler le 
entre de gravité on

peut rempla
er µ par

µ
m où m = µ(B), 
e qu'exprime dP = 1

µ(B)dµ.

Cela revient à 
onsidérer des objets de masse unité (interprétation probabilistique), et dans 
e


adre, le 
entre de gravité est appelé l'espéran
e et noté ~xg = ~X.

Et dans le 
as dis
ret, lorsque I = 1, ..., n+1 (don
 n+1 points dans Rn
) en 
onsidérant l'objet


omme ayant une masse unité, on a

∑n+1
i=1 ρi~xi = ~xG ave


∑n+1
i=1 ρi = 1 : le 
entre de gravité est le

bary
entre des xi de 
oordonnées bary
entriques les masses ρi.

Exemple 15.6 Demi-
er
le supérieur Γ de 
entre 0 et de rayonR : x2+y2 = R2
, y ≥ 0. On suppose

qu'un point quel
onque de 
e demi-
er
le peut-être atteint de manière équiprobable, i.e. ave
 une

densité de probabilité p = p0 
onstante.

L'altitude moyenne des tirs est ym =
∫
Γ y p(y) dΓ = p0

∫
Γ y dΓ. I
i ~r =

(
x = R cos θ
y = R sin θ

)
est la

position d'un point du 
er
le, ave
 θ ∈ [0, π], d'où d~r =

(
−R sin θ
R cos θ

)
dθ, d'où l'élément de longueur

dΓ = ||d~r|| = Rdθ ; d'où ym = p0
∫ π

θ=0(R sin θ)(Rdθ) = 2p0R
2
.

D'autre part, 
omme p0 est tel que
∫
Γ
p0 dΓ = 1, on a

∫ π

θ=0
p0Rdθ = 1 = p0πR, et don
 p0 = 1

πR .

D'où ym = 2
πR. C'est l'altitude moyenne des tirs, ou en
ore 
'est la position verti
ale du 
entre de

gravité d'une demie roue. La position moyenne horizontale est bien sûr xm = 0 (exer
i
e).

15.4 Moment d'ordre 2, la varian
e, l'é
art type

Dé�nition 15.7 Quand il existe, le moment d'ordre 2 de µ par rapport à ~x0, en
ore appelé

moment d'inertie de µ par rapport à ~x0, est :

µ2,~x0
(B) = µ(||~x−~x0||2) noté=

∫

B

||~x−~x0||2 dµ(x). (15.16)

(On a noté ||~x−~x0||2 la fon
tion

~f : ~x→ ~f(~x) = ||~x−~x0||2.)

Don
, respe
tivement dans le 
as dis
ret et dans le 
as 
ontinu :

µ2,~x0
(B) =

∑

i∈I

||~xi−~x0||2 ρi, et µ2,~x0
(B) =

∫

B

||~x−~x0||2 ρ(~x) dx. (15.17)

Dé�nition 15.8 Quand ~x0 = ~xG (
entre de gravité) et µ = P est une mesure de probabilité, le

moment d'ordre 2 par rapport à ~xG est appelé varian
e Var(B), et sa ra
ine 
arrée σ =
√
Var(B)

est appelé l'é
art type :

Var(B) = σ2(B)
déf

= µ2,~xG
=

∫
||~x−~xG||2 dµ(x).
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Proposition 15.9 Quand la moyenne et le moment d'ordre 2 existent dans R, pour tout ~x0 ∈ B
on a :

µ(||~x−~x0||2) = µ(||~x−~xG||2) + ||~xG−~x0||2µ(B), (15.18)

Et don
 le moment d'inertie relativement à ~x0 est minimum quand ~x0 = ~xG.
D'où le nom de �
entre d'inertie� donné au 
entre de gravité.

Preuve. ~x−~x0 = ~x−~xG + ~xG−~x0, d'où ||~x−~x0||2 = ||~x−~xG||2 + ||~xG−~x0||2 + 2(~x−~xG, ~xG−~x0)Rn
.

D'où µ(||~x−~x0||2) = µ(||~x−~xG||2) + ||~xG−~x0||2µ(1B) + 2(~xG−~x0, µ(~x−~xG)Rn
, ave
 µ(~x−~xG) = 0

par dé�nition de ~xG. D'où (15.18).

Et (15.18) indique que µ(||~x−~x0||2) > µ(||~x−~xG||2) pour tout ~x0 6= ~xG.

Exemple 15.10 Cas dis
ret : Soit une tige �sans masse� sur laquelle on dispose de masses pon
-

tuelles ρi aux points xi = i pour i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Soit f = 1.
La masse de l'objet obtenu est µ0(1) = ρ1+...+ρ6 somme des masses pon
tuelles. En parti
ulier

si toutes les masses sont égales une même masse pon
tuelle m = ρi, on a µ0(1) = 6m = M la

masse totale.

Son moment d'ordre 1 par rapport à x0 est m1,x0(1) = (1−x0)ρ1 + (2−x0)ρ2 + ...+ (6−x0)ρ6.
Ce moment d'ordre 1 est nul pour x0 =noté xG tel que ρ1 + 2ρ2 + ...6ρ6 = xGM . En parti
ulier

si toutes les masses sont égales à la masse pon
tuelle m, on a 21m = x06m, i.e. x0 =noté xG =
21
6 = 7

2 = 3, 5 : 
'est la position du 
entre de gravité. Si on met au point xG un support sous la

tige horizontale, la tige reste en équilibre.

Son moment d'ordre 2 par rapport à x0 est m2,x0(1) = (1−x0)2ρ1 + ... + (6−x0)2ρ6. Et si on
veut faire tourner la tige sur elle même, 
e sera plus fa
ile de le faire si on la tient en xG : 
'est là

où le moment d'inertie est le plus faible.

15.5 Moment d'ordre m

Dé�nition 15.11 Quand il existe, le moment d'ordre m > 1 de la mesure µ par rapport à ~x0 est :

µm,~x0
(B)

déf

= µ(||~x−~x0||m). (15.19)

Don
, respe
tivement dans le 
as dis
ret et dans le 
as 
ontinu :

µm,~x0
(B) =

∑

i

||~xi−~x0||m ρi, et µm,~x0
(B) =

∫ b

a

||~x−~x0||m ρ(~x) dx.

Remarque 15.12 Le moment µ3,xG(B) d'ordre 3 permet de savoir si les masses sont disposées

�symétriquement par rapport au 
entre de gravité�. Si 
ette disposition est symétrique on a immé-

diatement µ3,xG(B) = 0.
Exemple : 2 masses m1 = 1 au point 1 et m2 = 1 au point 2 ont pour 
entre de gravité le point

xG = 1
2 (1 ∗ 1+2 ∗ 1) = 3

2 et pour moment µ3,xG(1) = 0 : la disposition des masses est �symétrique�

par rapport au 
entre de gravité.

Exemple : 2 masses m1 = 1 au point 1 et m2 = 2 au point 2 ont pour 
entre de gravité le point

xG = 1
3 (1 ∗ 1+ 2 ∗ 2) = 5

3 et pour moment µ3,xG(1) = (−2
3 )3 ∗ 1+ (13 )

3 ∗ 2 = −4
9 6= 0 : la disposition

des masses n'est pas �symétrique� par rapport au 
entre de gravité.

Remarque 15.13 Le moment d'ordre 4 permet de mesurer �l'aplatissement�. S'il est grand la

distribution est étalée, s'il est petit elle est 
on
entré. On général on regarde γ =
µ4,xG

µ2,xG

qu'on


ompare à la distribution de Gauss (loi normale). On a γ = 3 pour la distribution de Gauss, et

pour γ > 3, on est plus étalé, et pour γ < 3 on est plus 
on
entré.
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