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Les notations y := x et y def x signifient : la quantité y est définie par y = z.

Premiére partie
Théorie spectrale des problémes aux limites

Le cours d’éléments finis était orienté vers la recherche de solutions de problémes stationnaires. On s’intéresse
ici aux problémes instationnaires.

1 Introduction et rappels

1.1 Equation de la chaleur, introduction formelle
1.1.1 Equation de la chaleur

Soit © un ouvert régulier de R™ de frontiére I' réguliére (C! par morceaux), et un intervalle de temps [0, 77,
T>0. Par exemple Q) est ’espace occupé par un solide, et [0, 7] est I'intervalle de temps sur lequel on s’intéresse
4 la température u du solide. On suppose que €2 ne dépend pas du temps et on pose :

Qr =]0,T[xQ domaine d’étude dans 'espace-temps,
Y7 =]0,T[xI" bord du solide & chaque instant, (1.1)

Qo = {0} x Q domaine Q considéré a I'instant initial.

But : calculer la température u : u(t,z) € Qr — u(t,#) (on veut u & tout t en tout ¥).

On aura besoin de connaitre :

e la source de chaleur volumique” f : (t,7) € Qr — f(t,7),

e les C.L. (conditions aux limites), i.e. uy := un, : (t,2) € X7 — we(t,7) € R (ie. v & tout ¢ en tout £ € T
= la température extérieure au bord)),

e les C.I. (conditions initiales), i.e. ug := ujg, : © € © — uo(¥) € R (ie. &t = 0 en tout ¥ € Q = la
température initiale).

Supposant le milieu homogeéne et isotrope dans 2, I’équation de la chaleur s’écrit : trouver u t.q.

%(t, 7) — Au(t, ) = f(t,7), Y(t.T) € Qr,
wsy (8, %) = ue(t, ), V(t,#) € Sp (C.L), (1.2)
u(0, %) = uo(Z), vZe (C.L).

Rem : En 1-D (en espace), i.e. pour © =]a,b[C R : trouver u t.q.

ou 0%u
E(t’ x) — @(t,m) = f(t,x) dans ]0,T[x]a,b],
u(t,a) et u(t,b) connus a tout ¢t €]0,7[ (C.L.),

u(0,x) connu en tout = €a,b[ (C.I.).

(1.3)

Rem : Si 2 dépend du temps, on pose Qr = Ute]o,T[({t} x ;) ou € est 'espace occupé par le solide a t.



5 1.1. Equation de la chaleur, introduction formelle

1.1.2 Reésolution directe par éléments finis

Typiquement on approxime la dérivée en temps comme :

ou 7~ U(tnt1,2) — u(tn, ¥)

TR ~ 1.4
8t(’ ) tni1l —tn ’ (14)
et on utilise un schéma comme le schéma d’Euler implicite :
u(tpy1, ) — u(ty, T . o
(tnt1, ) = ultn, &) _ Aultps1, @) = ftni1, T). (1.5)
tn+1 - tn
On obtient le schéma élément finis usuel (voir cours d’éléments finis) :
—Atp41(Z) + an41Un11(T) = gns1(F), (1.6)
en 'inconnue la fonction wu,4+1 approximant v au temps .1, 0l on a posé :
1 - . q
pt1=———— et gur1(T) = f(tna1,T) + ansru(ty, T). (1.7)

tn+1 - tn

On ne considérera par cette approche. On veut commencer par trouver les valeurs propres du laplacien (la
fréquence fondamentale et les harmoniques) et des fonctions propres associées, fonctions qui formeront une b.o.n.
de L2(€2). On utilisera cette b.o.n., et on se raménera a la résolution d’un systéme diagonale : on travaillera
comme dans R", ici avec n “trés grand”, pour résoudre A.Z = b en diagonalisant A.

1.1.3 Séparation des variables

On peut essayer de résoudre le probléme (|1.2) par la méthode de séparation des variables : on cherche u(¢, %)
sous la forme :

u(t, &) = ()Y (Z). (1.8)

Regardons le cas f =0, ug = 0 et ug # 0. Donc formellement :

¢'(t) _ Ap(T)

/ — —
¢ (D%(@) — ()AG(#) = 0, donc _ oviE) (1.9)
o(t) YD)
avec les conditions aux limites sur ¢ et initiale sur ¢. Donc, ¢t et T étant des variables indépendantes, Jc t.q.
i(—(tt)) =c= %g), pour tout ¢, z. Par commodité pour la suite on note ¢ = —\, donc
'(t AY(Z
Py AvE) (1.10)
o(t) »(Z)
1.1.4 Probléme spectral associé
Il reste & trouver ¢, 1 et A tels que (1.10]) soit possible. S’ils existent, on a immédiatement :
p(t) = p(0) e (1.11)
et
—AY(Z) = Mp(Z) avec C.I., (1.12)
i.e. A est valeur propre associé au vecteur propre i pour l'opérateur A = —A. On verra que ce probléme spectral

admet ‘peu’ (un nombre dénombrable) de valeurs propres A associées & des vecteurs propres formant une base
hilbertienne (base orthonormée de type Fourier) d'un s.e.v. de H!(Q). C’est en particulier I'objet de ce cours.

1.1.5 Solution

Supposons qu’il existe une fonction u est solution de . A t fixé notons (%) := u(t,T), et supposons
us € V s.e.v. de HY(Q).

Et supposons connus des couples “valeurs propres — vecteurs propres” (Ag, ¥ )ren+ solution du probléme
spectral ot (¢ : Q = R)gen- est une base hilbertienne dans V. Alors la fonction w; s’exprime sur la base

(V)
we= Y dpgte, i w(@) =Y drte(E), (1.13)

kEN* kEN*
ie. :

u(t, @) = Y de(t)e(E), ie u= Y dp @, (1.14)

kEN* kEN*
Ainsi u est une somme de fonctions & variables séparées.



6 1.2. Equation des ondes, introduction formelle

1.1.6 Résolution numérique

On doit résoudre le probléme spectral (1.12)) (en les inconnues les (A, ¢)). Par exemple regardons le probléme
aux C.L. de Dirichlet, i.e. uyr = 0 & tout ¢, i.e. u; € V = Hj(2) & tout ¢t. Formulation faible :

/ gradi.gradv d) = /\/ vdQ, Vo e Hy(Q), (1.15)
Q Q
ie.
Vo € Hy (), a(ih,v) = A(¥,0)12(0) ot a(h,v) = / gradi.gradv dS). (1.16)
Q
On approximera ce probléme & l'aide de la méthode des éléments finis avec une base (1;)j=1, ., finie : on
obtiendra un probléme matriciel n % n de recherche de valeurs propres de la matrice [a;;] = [a(v;, ;)] associée

a a(-,-) (cf. le paragraphe [10] et le cours d’éléments finis).

Remarque 1.1 Sans source de chaleur (cas f = 0, uy = 0) et avec une température initiale ug > 0 on sait que
la température décroit : donc on doit avoir A > 0 cf. (L.11).

D’ailleurs pour avoir une solution de avec 1 non nul, il faut effectivement A > 0, car seul ce cas pourra
donner : la forme bilinéaire b(v, v) = a(v,v) — A(¢, v) 2 n’est pas coercitive, et donc le probléme , A savoir
b(w,v) = 0 pour tout v, n’admet pas que la solution ¥ = 0 (théoréme de Lax—Milgram). un

1.2 Equation des ondes, introduction formelle

L’équation de la chaleur était un probléme instationnaire de degré 1 en temps. L’équation des ondes est le
probléme instationnaire de degré 2 en temps de type : trouver u(t, &) pour (¢, %) € Qr t.q.

Ou i,z Au(t, T) = 7 V(t,Z

W(tax) - U(t,.’L‘) —f(t,l‘), (t,l‘) € QT

ups, (8, 7) = we(t, T), V(t,Z) € X (condition aux limites), (1.17)
u(0,%) = uo(Z) et %(O,f) =u1(Z) VZeQ (conditions initiales).

De méme que précédemment, on essaie de trouver une solution sous la forme variables séparées : u(t, ¥) sous la
forme u(t, &) = ()Y (Z).
Regardons le cas homogéne f = 0 et uy = 0. Alors formellement :

@ (t)(Z) — () Ay (Z) =0, V(t,7) € Qr, (1.18)

et donc, toujours formellement :
©"(t) _ Ay(I)

ORRICR V(t, %) € Qr. (1.19)
On déduit : ") N
P _ r)
e R, 0 = @ = -\ (1.20)

Si ¢, ¥ et A existent, on obtient immédiatement :
©(t) = ¢1 cos(VAL) + cosin(VAL), (1.21)

avec les ¢; € R, et ou (A, ) solution du probléme spectral :

— AY(%) = Mp(D),
0(&) = (@) 1)
Y =0.
On est ainsi, comme pour le probléme parabolique, amené & résoudre le probléme spectral (1.12)).
Solution :  Si on connait les couples “valeurs propres — vecteurs propres” (Ag, ¥r)ren+ solution du probléme
spectral (1.12)), alors toute solution wu (¢, ) de (1.2)) sera de la forme :
u(t, @) = di(t)i(), (1.23)
k

comme précédemment, cf. (1.14)). Et pour \; donné, la solution de ¢ (t) = —Axp(t) est de la forme a cos wyt +
bsin wit ou wi, = v/ Ag. Donc la solution générale est :

u(t, Z) = Z(ak cos wit + by, sin wit) g (Z). (1.24)
k

Et les C.I. (position et vitesse initiales) supposées connues permettent de calculer les ay et bg. (Ici la solution
n’est pas amortie en temps : les ondes se propagent donc en conservant leur amplitude = leur énergie).



7 1.3. Ezemple de la corde élastique

1.3 Exemple de la corde élastique
1.3.1 Oscillateur harmonique 1-D libre non amorti et conditions initiales

Probléme en temps (dynamique) classique 1-D de ’équation des ondes avec conditions initiales = résolution
du probléme : trouver la fonction ¢ : [0,7] — R telle que :

d2<p
W(t) + wie(t) =0,

) (1.25)
©(0) = o, 8—(':(0) =7 (conditions initiales),

avec g et 1 deux réels donnés (position et vitesse initiales).
Ce probléme homogéne a pour solution générale ¢(t) = a cos(wot) +bsin(wot), a et b étant donnés de maniére
unique par les conditions initiales. On obtient :
©(t) = g cos(wpt) + L sin(wpt). (1.26)
wo

Par définition, wy est la pulsation, 7' = i—: la période du mouvement et v = % = 52 la fréquence.

Remarque 1.2 Ici, il y a toujours existence et unicité de la solution (probléme de conditions initiales). Ce
n’est plus le cas au paragraphe suivant (probléme de conditions aux limites). un

Exemple 1.3 ¢ est 'allongement d’un ressort élastique de raideur k attaché & une masse m quand wy = \/% ,
ie. et ¢(t) = x(t) la position de la masse m au temps ¢. Effectivement, 1’équation fondamentale "somme des
forces = my’ s’écrit —ke(t) = m%%’(t) ol ¢ est la position cherchée.

Pour un pendule de masse m, de longueur [ soumis & des mouvements de petite amplitude, wy = \/? et ¢(t)
est l'angle (petit) avec la verticale. Pour un circuit électrique avec une self L et une capacité C, wy = \/% et

©(t) = i(t) est 'intensité du courant... s

1.3.2 Oscillateur harmonique libre et conditions aux limites

Probléme en espace (statique) du Laplacien (ici en 1-D) avec conditions aux limites (probléme elliptique aux
limites) : trouver la fonction ¢ : [0, L] — R telle que :
>
@(x) + A (z) =0,
¥(0) =¢(L) =0 (conditions aux limites),

(1.27)

avec ¢(0) et 1»(L) positions imposées aux extrémités.

Si A < 0, par passage a la formulation variationnelle, & savoir (¢, v")p2 + (=A\)(¥,v) 2 = 0, le théoréme de
Lax—Milgram donne existence et 'unicité de la solution dans H{ (]0, L[), et P'unique solution est ¢ = 0. Ce cas
ne nous intéresse pas.

Si A > 0 le probléme a pour solution homogene générale

Y(x) = acos(wz) + bsin(wz), o w= VA, (1.28)

et les C.L. donnent
a=0, sin(wl)=0. (1.29)

Et (1.29)2 montre que deux cas se présentent :

k
(1) AkeN':w= % et seule ¢ = 0 est 'unique solution (sans intérét),
. b ‘ - ‘ (1.30)
(2) FkeN :w= T et toute fonction de type ¢ (z) = bsm(fa:) est solution.

Mieux, la famille (1% (z) := sin(%Xz))ez- est une base de Fourier des fonctions C° qui valent 0 en z=0 et en 2=L.

Ce sont les vecteurs propres de 'opérateur f% associées aux valeurs propres A\ = wi :on a *%1/116 = w,%wk.
Donc contrairement au cas du probléme des C.I. (conditions initiales) ou il existe toujours une unique solution
(théoréme de Cauchy), pour le probléme avec C.L. (conditions aux limites) il peut exister ou non des solutions
en particulier pour les conditions aux limites nulles :
1-si A = (52)2 pour un k € N donné, il y a une infinité de solutions, les f(z) = csin(£Xz) pour tout c (les
21 2 2, . k
éléments de l'espace engendré par les sin(%*x)),
2- sinon il n’y a pas de solution.
En particulier il n’y a jamais “existence et unicité” d’une solution dans ces cas.
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1.3.3 Equation des ondes : corde élastique libre

Le paragraphe (|1.3.1) s’intéressait au mouvement d’un seul point de la corde au cours du temps.

Le paragraphe ([1.3.2) s’intéressait a& “une photo” de la corde & un instant ¢, i.e. aux positions possibles des
points de la corde (les uns par rapport aux autres) a l'instant ¢ fixeé.

Ici on regarde I’équation de la corde en temps et en espace : on note u(t, x) la position d’un point z de la
corde a linstant ¢ (voir dessin). L’équation satisfaite par u est :

0%u 0%u

ﬁ(tw/ﬂ) — @(t,fﬂ) + WQ'LL(t7£L') = 0,

u(t,0) =u(t,L) =0, Vte[0,T] conditions aux limites, (1.31)
u(0,x) = uo(x),Vz € [0, L] position initiale, '

0

8—1:(0,1:) =uy(z),Ve € [0,L] vitesse initiale,

ot les C.L 2 sont, ici données comme étant de type Dirichlet homogénes, et ou les C.I. 374 sont
supposées non toutes deux nulles.

Cherchons une solution & variables séparées : on pose u(t, z) = ¢(t)1(z). D’ou en supposant f = 0 (mouve-
ment libre de la corde), on obtient :

" (t) + wio(t) _ " (x)
¢(t) b(x)

D’ou il doit exister A € R (sinon il n’y a pas de solution) tel que :
¢ (1) +wPo(t) = —Ap(t) et P(z) = ().

On a vu pour I’équation en 1, cf. probléme (1.25)), qu’il n’existait de solution non nulle que pour les A du type :
il existe k € N*, /A = EX = =10t (,,, "ot on a alors ¥(z) = sin(wy2).

Vx, Vt.

1.4 Compléments sur les espaces hilbertiens

Voir le cours d’éléments finis pour une introduction. Rappel :

Définition 1.4 Un espace vectoriel H sur un corps K (R ou C dans ce cours) est un espace pré-hilbertien s’il
est muni d’un produit scalaire (-, -) . Et la norme associée au produit scalaire est définie par ||Z||g = /(Z, @) -

Un espace pré-hilbertien est hilbertien (ou de Hilbert) ssi il est complet pour la norme ||.||g associée au
produit scalaire.

1.4.1 Cauchy—Schwarz

Théoréme 1.5 (Cauchy-Schwarz) Dans un Hilbert, le produit scalaire est inférieur au produit des normes :
vi, g€ H, |(Z,9)u| < ||Zl|ullylla- (1.32)

Et il y a égalité ssi & est paralléle a .

Preuve. Le polynome de degré 2 défini par ||Z + \jl|%

= p(A) = (& + M\, % + \J) g est positif, donc son
discriminant est négatif, donc, (2(Z,7)m)? — 4/|7||% /713 < 0. E

galité ssi & + Ay = 0 (sinon p(A) > 0). oa
Exemple 1.6 R" usuel : base canonique (€;) et produit scalaire canonique (-,-)gn défini par, pour ¥ =
(@i)i=1,...n €6 ¥ = (Yi)i=1,....n,

n

JERN té o
(T, P)rn = Z»Tz yi ( "= . 7).

i=1
Norme associée : ||Z||gn = /31—, #2. Cauchy-Schwarz : |(Z,7)gn| < (X1 22)7 (31, 42)7. L
Définition 1.7 Notation : dans R, la notation ) .° z; signifie lim, o (3" ;) = la limite de la suite (y,)n-

ollon aposé y, = > ., x;; et > - x; est appelée la série de terme z; ; et dire que la séried .~ z; est convergente
dans R signifie que la suite (y,,)y+ converge dans R.
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Exemple 1.8 (2 = {Z = (z;)n- € RY : 37 |2;]? < oo} (espace des suites de carré sommable) usuel : base
canonique constituée des vecteurs &5 = (1,0,0,...), ..., €, = (0,...,0,1,0,...),... et produit scalaire canonique

deéfini par, pour Z = (x;)n+ et ¥ = (y;)n~
o0
(57 Zj)f2 = Z Z; Y-
i=1

Norme associée : ||Z||;z = /o0, 2. Cauchy-Schwarz : |(Z,7)e| < (3200,22)2 (300 ,42)2.

C’est le prototype des espaces hilbertiens de dimension infinie qui sont séparables, i.e. qui admettent une
base dénombrable.

L’espace 2 est la généralisation de R™ pour n — oo. Et R™ peut-étre vu comme I’espace ¢2 tronqué (le
sous-espace de ¢? engendré par les n premiers vecteurs de base). un

Exemple 1.9 Q domaine de R", L*(2) = {v: Q = R : [, v(x)? dz < oo} (espace des fonctions d’énergie finie),

(u,v)12(0) :/Qu(f)v(f)dQ.

1
Norme associée : ||ul2(q) = 1/ [q [u(Z)|? dz. Cauchy-Schwarz : | [, u(Z) v(Z) d| < (f 2dQ) ’ (fQ 2dQ)

Exemple 1.10 © domaine de R”, H(Q) := {v € L2(Q) : gradv € L(Q)"},

T

- ou ov ou é)v
(u,v) 1) = /u(:f) v(Z) dQ + / — (&) — (&) dQ = (u,v) 2(q) + Y20
() 0 z:: oz, 9 () Z 6$ 8 () (1.33)

noté

= (u,v)20) + (gradu,gradv)Lz(Q)n.

- 1
Norme associée |[ul|m1(0) = (|[ull72(q) + llgradul[Z2 - ) ?
NB : H!(Q) muni du produit scalaire (-, )2 n’est pas hilbertien (non complet). Voir cours éléments finis. o

1.4.2 Continuité
(H,||.llz) et (G,]|.]l¢) Banach. Une application f: (H,||.||z) — (G,]|-||g) est continue en ¥y € H ssi :
Ve >0, In. >0, VZt.q. ||T — Dollg < e, on a ||f(Z) — f(Zo)|la < e. (1.34)

ce qui est également écrit lim f(z) = f(xzo) (= f( lim z) : “passage & la limite sous f”), ou encore, pour toute
T—To T—To

suite (z,)y in H t.q. T, —n—oo o o0 a lim f(z,) = f(xz0). En particulier
n— o0

Proposition 1.11 La norme ||.||g : (H,||-||z) = (R,].|) est continue (par rapport a elleeméme!) : pour tout
fo c H, on a limf_m?o ||f‘|H = ||fO||H; ie. llmfﬁfo‘ HfHH — HfoHH | = 0, ie.

Ve >0, In. >0, asavoirn. =¢, VZ t.q. ||€— Zollp <ne, ona|||Z]|a —||Tollu| <e. (1.35)
D’ou, pour 7 € H et (,)n- € HY (suite dans H),
Un — g = |Z—ullas — |17 —4lla. (1.36)
n—oo n—oo

Et quand ||.||g dérive d’un produit scalaire (-, ) g, pour &, ¥, (Zn)n, (Yn)y € H,

U — Gy et Ty, — T = (Zn,0n)n — (Z,9)H- (1.37)
n— o0 n— o0

n—oo

Preuve. ||Z||g < ||Zollg + ||Z—Fo||g (inégalité triangulaire) et ||Zo|lg < ||Z]|g + ||Zo—Z||g (idem) donnent

2] = 1|Zoller| < ||Z=Folla, don (L35). Dot g —n 00§ donne [T — glla — 117 — Gollm| < (|G —
Ul —ns00 0, dott ([L36). Dot |(Z, §)rr— (T, Gu) | = |($—$n,y)H + (T, T—Fn) | < |7 — Zollm|§llE +
%02 | T—Tnl| 7 —n—so0 O car (||#,||z) est bornée, d’ou o

[N
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1.4.3 Projections, Bessel-Parseval, Bases hilbertiennes

Définition 1.12 Projection : si F est un sous-espace vectoriel fermé dans (H, (-, -) i) Hilbert, alors la projection
orthogonale sur F' est I'opérateur Pr : H — F défini par :

(F— Ppi, f)u =0, VfeF (1.38)

= =

(i.e. ¥ — PpZ L F, ou encore : PrZ est la solution de (PpZ, f)g = (&, f)g pour tout f € F.) (Existence et
unicité : voir poly d’éléments finis.)

Rappel, Pythagore dans Vect{Z, PrZ} (de dimension < 2) : ||Z||% = ||PrZ||% + ||T—PrZ||%; en effet
(% — Pp#, Pr@)g = 0 cf. (1.38), et ||Z]|}; = (Pra+(2~Pri), Ppi+(Z—Pri))n.
Autrement dit, si v,7o € H et v7 L v alors H'Ul + 172“%1 = ||Ul‘|%l + ||172||%I

Autrement dit, si €,¢> € H sont unitaires orthogonaux et si ¥ = x1¢) + x2¢€> alors ||Z||% = 7 + 23.

Plus généralement, si (fi)i=1, ) est une famille orthogonale dans H alors ||S7 fill% = S0, |Ifill%
(récurrence avec le vecteur 2?2_11 fi qui est orthogonal & f},).

Autrement dit, si (€;);=1,... ) est une famille orthonormée alors ||>"1"_,x;€[|3; = Y., z?. Plus généralement :

Théoréme 1.13 Soit (€;);en~) une famille orthonormée dans H. Inégalité de Bessel :
FeHetx,=(Ze)n = Yo <||Z|%. (1.39)

Soit Vect{(&;)n+} 'ensemble des combinaisons linéaires (les “sommes finies”), i.e.

Vect{(€;)n+} ={Z € H : 3In € N*, I(21,....,2,) €ER™, T=31" 7€} (1.40)
On a :
Vect{(€;)n+} = {F € H: I(w;)n- €RY, =30 2:8 et S o0 2? < oo}, (1.41)
et on a l'égalité de Bessel-Parseval (Pythagore généralisé) :
ieVect{(G)n-} et T=) @& = x;=(5&)n et [T} =) 7. (1.42)
i=1 1=1
Preuve. Soit U, = Vect{(&;)i=1,....n}, s.e.v. fermé car de dimension finie. Soit & € H, soit z; = (Z,&)n

et #™ = " 2;€;; done (¥ — ™, &)y = 0 pour tout i = 1,...,n, donc ¥ — ™ L U,, donc ||F]|} =
|Z—2M™| |2, + |2 |2, (Pythagore dans Vect{f—f(i),ﬁ} de dimension 2), donc ||Z]|%, > [|Z(™]|%,, d’ou (1.39).
Soit U = U,, = Vect{(€;)n~}, et soit V' = U = Vect{(€;)n~} la fermeture de U dans H. Soit & € V, soit

neN*
z; = (T,6)p et W = S0 3,6, la suite (|[7]|% = Y7 22),en+ est positive croissante (trivial) et bornée
par ||Z]| g, donc converge dans R ; sa limite est notée > 27 := lim, oo (D1, 27) € R (série convergente). Donc
la suite (Z(™)y+ est de Cauchy dans V/, car, avecm < n, 0 < [|[Z™) -2 = |37 w3, =0, 22 <
Z;’imﬂ T2 —m n—oo 0 (reste d’une série convergente) ; Et V fermé, donc (#(")n+ converge dans V' ; sa limite
est notée () = 3" 2,8 1= lim, 0o &™), et on a ||7)||% = S20% 22 car 0 < |[|F)]|5 — [|7)||#| <

|2 — || g — 00 0 donne |7 || g —n—oo |79 |1
Ona (fff(oo), e u = (Z, é’i)Hf(a?’(“), €;)y = x;—x; = 0 pour tout ¢, donc Z—2) 1 U, donc z—2() 1LV
car U dense dans V, avec & — Z(®) € V car Z, %) € V, donc & — Z(>) = 0, donc & = 7(>®) = Yoo | Ti€i. un

(1.42) étant en particulier vrai si Vect{(&)n-t = H :

Définition 1.14 Une base hilbertienne (base orthonormale) dans un Hilbert (H,(-,-)y) est une suite ortho-
normale (e;);en+ qui est totale dans H, i.e. t.q. Vect{(€;);en~} est dense dans H (i.e. Vect{(€;)n-} = H).
Autrement dit : si le seul vecteur orthogonal & Vect{(€;);en-} est le vecteur nul.
Exemple 1.15 La famille {¢,, : * — %, n € Z} est une base hilbertienne dans (L?(]0,27[;C), (,-)1z2)
L .

(base de Fourier). Mais la famille {4, : z — n € 7} n’est pas une base hilbertienne dans

lletne ]l g1’
(H'(]0,27[;C), (+,-) 1) : elle est libre mais non génératrice, voir annexe @ s
Remarque 1.16 On rappelle que si A est un sous-ensemble de H, A C H, alors I’espace vectoriel engendré
par A noté Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de H contenant A : c’est ’ensemble des combinaisons
linéaires (sommes finies) d’éléments de A :

Vect(A) ={g € H:In €N, Ioy) €ER", I(a;) € A", g= > aia;} (1.43)
i=1

Exemple : I'ensemble P[z] des polynomes est engendré par la famille des monomes (z"),en : on a Plz] =
Vect{(z")n+} = {g : R - R:3n €N, I(a;) € R", g = > ;2" (polynome de degré n)}. Et théoreme de

10
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Stone-Weierstrass : toute fonction continue définie sur un segment [a, b] peut étre approchée uniformément par

des fonctions polynomes : ’adhérence P[z] dans le Banach (C°([a, b)), ||.]|o0) est C%([a, b]) tout entier. -

1.4.4 Sous-espace vectoriel fermé ou non

Rappel : soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Aprés choix d’une norme dans V' (toutes les normes
sont équivalentes en dimension finie), tout sous-espace vectoriel de V' est fermé. (Il suffit de prendre une base
et de considérer les composantes...)

C’est faux en dimension finie. Exemple : soit V = (2 = {# = (z,,)ny € RV : 3% 22 < 0o} muni de sa
norme usuelle [|#]|,> = (320°, 22)2. Soit S = {# = () € £2: 3°°  n222 < 00} ; Clest trivialement un s.e.v.
de /2. On a S C 2 et S dense dans £2 : en effet,

1- &= (zp)n+ = (3)n- € Pest t.q. T ¢ S, done S C 42,

2- pour & = (z,)n- € £2, soit N € N*, soit #N) = (x%N))neN* la suite tronquée définie par 2V = T, si
n<Netal" =0sin> N; trivialement ) € § (car 27]2121 n?z2 < o0); Bt la suite (™)) yen- € SNV
converge vers & dans (% car |[ZN) — Z|[Z, =307 a2 =3 o L — N, 0; donc tout & € (2 peut étre
approché aussi prés que souhaité par un vecteur de S, i.e. S est dense dans ¢2.

3- Donc (adhérence) S = 2, avec S C ¢2, donc S C S, donc S n’est pas fermé.

1.4.5 Espace séparable

Définition 1.17 Un espace de Hilbert est séparable s’il contient une suite dénombrable totale : il existe
(tn)nen € HY telle que (u,,) soit génératrice, i.e, Vo € H, I(ay)y € RY t.q. 2 = Y any,.

Théoréme 1.18 Tout espace hilbertien séparable admet une base hilbertienne. Et une telle base est au plus
dénombrable, isomorphe a R" si de dimension finie, et isomorphe a ¢? si de dimension infinie. De plus, toutes
les bases hilbertiennes de H ont méme cardinal appelé dimension hilbertienne de H. (La considération de (? est
donc fondamentale.)

Preuve. On applique le procédé d’orthogonalisation de Schmidt : & partir d’une suite dénombrable totale
(un)nen, on prend le premier élément non nul, soit g; qu’on norme & 1 en posant f; = Hgﬁ’ﬁ, et on considére
I’espace F} qu’il engendre. Puis on prend le premier élément indépendant de fi, soit go, et on considére g — Pr, g2
qu’on norme & 1 et qu’on baptise fo. Et fy est bien orthogonal & f1. On considére Fy, = Vect{ f1, f2} et on prend
le premier élément non dans Fb, soit g3, et on considére gs — Pr,gs qu’on norme & 1 et qu’on baptise fs...

On procéde par récurrence, et la suite (f,,) ainsi obtenue est orthonormale et totale.

Et si x € H est décomposée sur la base (f,), i.e. z = > . @i f; od x; = (z, f;) , alors Vapplication f : H — (2
définie par f(z) = (x;)n+ est un isomorphisme (vérification immédiate).

On rappelle qu’en dimension finie, la dimension d’un espace vectoriel est le cardinal d’une base quelconque
et ne dépend pas du choix de la base (on a d’ailleurs les formules de changement de base). Montrons-le en
dimension infinie dans le cas séparable : soit donc (g;)jes une autre base orthonormale de H ou J est un
ensemble quelconque. Il s’agit de démontrer que J est dénombrable; et plus simplement que cardJ < N
(prononcer “alef 0”) ou Ry =cardN =cardQ. Par définition d’une base, et ayant Q dense dans R, l’ensemble
F = {combinaisons linéaires des f; a coeflicients rationnels} est dense dans H. Et de plus F' est dénombrable
(de dimension Rg) car Q est dénombrable ainsi que N.

Et les boules B(gj, %) de centre g; et de rayon % sont disjointes 2 & 2 et contiennent chacune un élément de
F (car F est dense dans H), et donc F' a plus d’éléments que {g; : j € J}, donc cardJ < cardF < Ng. uh

1.4.6 Isomorphismes d’espaces hilbertiens

Définition 1.19 Si F et I sont deux espaces vectoriels normés, un isomorphisme de E dans F est une appli-
cation linéaire bijective qui conserve les normes.

Définition 1.20 Si H et G sont deux espaces hilbertiens sur le méme corps K, on appelle isomorphisme
d’espaces hilbertiens de H sur G toute application J bijective de H sur G qui conserve le produit scalaire :

(J(x), T W) = (x,y)u, Vr,ye H.

(En particulier J conserve la norme : ||J(z)||¢ = ||z||z pour tout x € H).

11
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2 Opérateurs bornés, autoadjoints, positifs, inversibles

2.1 Introduction
2.1.1 Généralités et exemple du Laplacien

Le but est de généraliser a la dimension infinie la théorie des applications linéaires de R™ dans R™ (en-
domorphismes), représentées par des matrices carrées une fois des bases de R™ choisies. On rappelle qu’un
endomorphisme symétrique dans R muni d’un produit scalaire est diagonalisable dans une base orthonormée
formée de vecteurs propres. Voir poly “Matrices”.

Question : est-ce encore vrai en dimension infinie ?

Réponse : Non en général. Oui dans le cas ‘simple’ d’un espace de Hilbert séparable et des endomorphismes
continus symétriques et compacts.

L’exemple fondamental sera donné par ’application linéaire T inverse du Laplacien. Par exemple probléme
de Dirichlet homogéne : pour  ouvert borné de R" et f € L*(Q) :

trouver u € H}(Q) t.q. — Au= f. Solution notée u=TFf. (2.1)

(Le signe “—” n’est la que pour simplifier la suite : les fréquences de résonance sont positives.) Le théoréme de

Lax—Milgram donne : (2.1) est bien posé, i.e. existence, unicité de la solution w, et u dépend linéairement et
continiment de f, i.e. la fonction 7" donnant la solution de (2.1) est linéaire (immédiat) et vérifie :

L*(Q) — Hp(Q)

T=(-A)": { ; —>u—Tf}7 et, 3¢ >0, Vf € L*(Q), [T fllaz < cllfllzz (T est continu), (2.2

voir cours d’éléments finis (on a noté T'(f) =" T'f car T est linéaire).

T n’est pas un endomorphisme (L?(Q2) # H}(Q)). Pour trouver “les” valeurs propres de T" on considérera
(Ho (), [ mg) — Ho (), [l-llp)
[ =T.(f)=T(f)

“sévére” au sens : non seulement on a réduit 'ensemble de départ & H}(Q) € L*(Q)), mais qu’on a également
changé la norme de I'ensemble de départ : de ||.|[z2 on est passé & ||.||g1. Grace & I'inégalité de Poincaré :

alors ’endomorphisme 7, : { } C’est une restriction “sévere” de T' & Hg (2),

e >0, Vf € Hy(Q), ||fll2 < callgrad |2,

voir cours d’éléments finis, donne || f|| g < ccol|f[|my pour tout f € H} (), donc T, : HE(Q) — HL(Q)
est un endomorphisme continu.

On montrera que de plus cet opérateur 7T, est autoadjoint dans Hi () (= symétrique relativement au produit
scalaire (-, ") HYs facile voir exercice , et positif (facile avec Lax-Milgram), et compact (difficile, c’est I'objet
essentiel de ce cours). On aura alors les résultats généralisant le cas connus des matrices symétrique réelles :
on aura un nombre dénombrable de valeur propres (“fréquences de résonance”) toutes de multiplicité finie, et
associée & une b.o.n. (base hilbertienne) de vecteurs propres dans Hg ().

2.1.2 La compacité en dimension infinie

La compacité est un outil essentiel pour les théorémes d’existence, et ici elle permettra de démontrer ’exis-
tence des valeurs propres du Laplacien, et qu’elles sont en nombre dénombrable et de multiplicité finie.

Rappel : en dimension finie un compact est un fermé borné.

Ce n’est jamais le cas en dimension infinie dans un espace de Hilbert H. En effet, prenons la boule unité
fermé B(0,1) = {x € H : ||z||z < 1} : elle contient une famille orthonormée (e, )nen+. Or cette suite d’éléments
de B(0,1) ne contient aucune sous-suite convergente car aucune sous-suite n’est de Cauchy : ayant e, L e,
pour n # m, Pythagore donne :

llew = emllr = y/lleall? + lleml[? = V2 = constante —4 0.

n,m— 0o

B(0,1) contient donc une suite qui n’a aucune sous-suite convergente : B(0,1) n’est pas compact. De méme
aucune boule B(a,n) (centrée en a et de rayon 1 > 0) n’est compacte. On dit que les compacts dans un Hilbert
de dimension infinie n’ont pas “d’épaisseur” (car ne contiennent aucune boule B(a,n) aussi petite soit-elle (les
compacts en dimension infinie sont “plats”). Il n’y a donc que ‘trés peu’ de compacts en dimension infinie.

Mais il y en a suffisamment pour que 'opérateur T, = A~! du paragraphe précédent soit compact, i.e. pour
que l'image T;.(Bp3) de la boule unité de H}(Q) par T, soit d’adhérence compacte dans Hg (). C’est 1'objet
principal de ce cours que de démontrer cette propriété.
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13 2.2. L’espace (2

2.2 L’espace (?

Soit 2 ’ensemble des suites de carrés sommables :

oo

= {Z = (zn)nen- €RY > |aa|* < o0} (2.3)

n=1

C’est un espace de Hilbert de produit scalaire et norme associée, avec les notations usuelles :
o0 o0
— 1
(T He =Y Tnyn, 2l = (D |znl?)2. (2.4)
n=1 n=1

Et 2 est de dimension infinie dénombrable, une base orthonormée étant donnée par la base canonique (€;);en-+,
& =(0,...,0,1,0,...), le 1 étant a la i-éme place. £? est “I'espace de Hilbert”, prototype des espaces de Hilbert
de dimension infinie dénombrable.

Exercice 2.1 Montrer que ¢2 est complet.

Réponse. Soit (*)ren+ une suite de Cauchy dans ¢°. Donc, ||#% — &|[j2 —k 00 0, L€y, 300 (2 — 205)% —k 000 0
ot & =10 (k) n- € 2. Donc a n fixé on a (zF — 25)? —4.1 00 0, donc la suite de réels (z¥)ren- est de Cauchy
dans R, donc convergente (R est complet) : notons z, = limg— 00 :U,'i Montrons que Tk — koo Z dans £2. Pour m € N,
on a, pour k € N* :

m m m o0

> lan —aal? = 221320 lzk — b = ZILIEOZ |k — 2b)°, donc < 413202 lzh — 2b)? = Jim |2 — 2|7

n=1 n=1 n=1 n=1

Et (Z")ren- est de Cauchy, donc pour e > 0 fixé, IN. > 0, Vk, £ > N., ||7% — &||72 < &7, donc, dés que k > N,
™ |ak — x| < €2, vrai pour tout m, donc 3°°° . |2* — 2,]? < €2, donc (ZF — &) € £2, donc T € £2 car ¥ € 2. Donc
n=1 n=1

la suite (Z")ren+ est convergente vers & dans £2. un

2.3 Opérateurs bornés (= applications linéaires continues)

Notation : lorsqu’une application T est linéaire, on note T(x) = T.x = Tz, notation d’un produit :
T(z+ \y) =T(z) + AT'(y) (distributivité), noté T.(x + \y) = T.x + AT.y, noté T'(x + \y) = Tz + A\Ty.

Rappel : soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Soit T : E — F une application linéaire continue
sur F. La linéarité donne : T est linéaire continue ssi elle est continue en 0, ou ssi elle est bornée sur la boule
unité, ou ssi sur la sphére unité, i.e. ssi :

GeeRy, VB, |Tallr < cllalle. (2.5)

T
(“Image bornée par antécédent a une constante prés dans les normes disponibles”.) Et alors ¢ > sup ||| THF
0#£zcE ||T||E

. T
On note ||T| (g, ) la plus petite constante ¢, donc, ayant HHxUICI‘LF = HT(IIxIHE)HF :
Tx||p té
Tllsnry = s MEE = qup 2alle = sup [Tl "2 ), (26)
ozace |2l jjafjp=1 llell s <1

la derniére notation ||T’|| quand il n’y a pas d’ambiguité. Et on note :
L(E,F)={T : E — F linéaire et continue}, (2.7)
et si £ = F on note simplement L(FE) l'espace L(FE, E) des endomorphismes continus.

Remarque 2.2 On emploie aussi la notation L(E, F) =note Leont (E; F) pour insister sur le fait qu’on ne consi-

dére que les applications linéaires qui sont continues. un

Proposition 2.3 Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

e T n’est pas continu. (2.8)
o Iz € BN, VneN*, ||z,|lp =1et ||[Tz,||r —7 oo 2.9)
hd El(xn)N* S EN*v HITLHE ? 0 et Vn e N*7 ||Txn||F =1 (2]‘0)

13



14 2.3. Opérateurs bornés (= applications linéaires continues)

Preuve. T n’est pas continu ssi Ve € R, 3z € E t.q. ||Tz||r > c||z||£, négation de (2.5, donc
:> ([2-9). Hypothése “T n’est pas continu” : en prenant c=n et x, t.q. ||[Tz,||[r > n|/z,||g on a

HT E |F>ndonc (2.9).
h (2-8). Hypothése (2.9) : soit (z,,)n+ une suite dans E t.q. ||z,||g =1 et |[|T2y||p —n—o0 00 : donc
sic 6 R alors on peut choisir un ,, t.q. ||Tz,||r > ¢ = c||z,]|p, doit T n’est pas continu. Donc [2.9)< ([2.8).
= - Hypotheése . : s0it (2, )n+ une suite dans E t.q. ||z,||g = 1 et [|T2,||F —n—00 00 : 0N

pose zn = HT , donc ||z,||E Hn_,oo() et ||Tzn||lF = H;i"”i 1, donc ([2.10).
Hypothese : soit (2, )~ une suite dans E t.q. ||2,][E —n—00 0 €t ||[Tz,||r = 1 : on
pose Ty = m, donc llznlle =1 et ||Tan||lr = Hﬂfm"; — 00 00, donc 1) Donc 1)1b un

L’usage fait qu’on donne aussi un autre nom aux applications linéaires continues dans le cadre des problémes
spectraux qui nous préoccuperons :

Définition 2.4 1- Un opérateur T : E — F est une application linéaire £ — F.

2- Un opérateur borné T : E — F est une application linéaire continue : T € L(E, F). (“Borné&” sous entend
“borné sur la boule unité”, cf. (2.6).)

(3- Un opérateur non borné est une application linéaire T': E — F telle que le domaine de définition de T
est un sous-ensemble dense de E. NB : Attention & ce vocabulaire maladroit! Ainsi un opérateur borné est un
cas particulier d’un opérateur non borné..., et dire qu'un opérateur T n’est pas borné (= n’est pas continu) ne
veut pas dire que T est non borné... Et tant qu'un mathématicien renommeé ne mettra pas un peu de cohérence
dans le vocabulaire, on subira ce vocabulaire.)

Exemple 2.5 T = (—A)~1: L?(Q) — H}(Q), cf. , est borné.
(Et A : H(2) — L?(Q) est non borné car son domaine de définition H{ (2)N H?(Q) est dense dans H}(12).)
(Remarque : si T : E — F est borné (= continu) alors son domaine de définition est I’espace F tout entier.
Et si T: E — F est non borné¢ de domaine dense ¢ E, alors T n’est pas continu) un

Théoréme 2.6 (i)- (L(E, F),+,.) est un espace vectoriel, s.e.v. de (F(E,F),+,.).
(ii)- La fonction :
L(E,F) —R
(2.11)

noté

T — [|Tlleer = T

y
e, "E 11 {

définit une norme sur L(E, F).
(iii)- Si (F,||.||r) est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet) alors
(L(E, F),||.||(e,r)) est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet).

Preuve. (i) L(E, F) s.e.v. : immédiat.

(ii) Norme : (avec (2.6)) 1- positivité ||T|| > 0 pour tout T € L(E,F) : immédiat, 2- [|T|| =0 =T =0
(opérateur identiquement nul) : immédiat, 3- pour A € R on a ||AT|| = |A|||T]| : puisque pour tout z € E,
|IANTz||p = |A|||Tz||F et ||.||F est une norme, 4- inégalité triangulaire (||T° + S|| < ||T|| + ||S]| pour tout
T,S € L(E,F)) : immédiat car ||.||r est une norme.

(iii) Montrons que (L(E, F),||.|[r(p,F)) est complet (conséquence de F Banach) : Soit une suite (7,) de
Cauchy dans L(E,F) : ||T, — Tn|| —n,m—o0 0. Montrons que cette suite converge vers un 7' € L(E,F).
Construction : pour z € F, la suite (y,) = (T,,z) est de Cauchy puisque :

yn = ymllr = [ITnz — Tnzllr < ||Tn — Toll |2zl — 0O, (2.12)
n,m—00
car (T},) est de Cauchy. Donc (y,,) = (T,z) converge dans F' Banach vers un y = lim,_,o T,z ="°% Tz. On a

r —y=Tx:= lim T,x

n—oo
1- T est linéaire : en effet, T,, étant linéaire pour tout n, on a, pour tout x1,z2 € E et tout A € R :

E = F
ainsi défini ’application T : . .

T(x1 + Axg) = lim (Tp(z1 + Aza)) = lim (Tn(ﬂcl) + AT, (z2))

n—oo

= lim (T, (z1)) + A hm ( n(x2)) = T(x1) + AT (22).

n—oo

2- T est borné : (My,)n- = (||Tn||)n+ est de Cauchy dans R car ‘|Tn| —|Twll] < |Th — Tonll —n,m—00-

Donc (M,,) = (||T%]|) converge vers un M € R (complet). Et y = lim,, o0 ¥, donne ||y||r = limy, o0 ||Ynl|F
(continuité de la norme), donc ||Tz||r = lim,— o0 || Tnz||F < limp oo [|Tn]| [|2] |2 = M||2z||g : T est borné.

14



15 2.4. Exzemples fondamentaux d’opérateurs bornés ou non

3- T, converge vers T : pour z € E t.q. ||z||g < 1, on a (continuité de la norme) :
|Thx — Tz||lp = lim ||[Thz — Tyxllr < lim [T, — Tl l|lzlle < lim ||T, — Twmll, (2.13)
d’ou lim ||T;, — T|| = 0 car (7),) est de Cauchy. Donc la suite (7),) est convergente (vers T') dans L(E, F).
n— oo

Toute suite de Cauchy étant convergente, L(E, F') est complet. un

Proposition 2.7 Si E, F et G sont trois Banach, et siT € L(E,F) et S € L(F,G) alors SoT est dans L(E, Q)
(est également linéaire et borné). Et :

1S oT|rm.c) < NT|lLemISl|LEFa (2.14)

Preuve. ||(SoT)(2)llc = [|S(T'(@))llc < [ISI|T ()| < [ISIT]|[|2]]2-
Pour les applications linéaires, on utilise aussi la notation :

SoT "% g "2 g (2.15)

Proposition 2.8 L(E) est une algébre (non commutative) pour la composition SoT et on a ||S o T||y gy <
USHLeey 1T L), aussi noté |[ST| < [|S||||T]|-

Preuve. Immeédiat (exercice). ua

Proposition 2.9 Soit H et G deux Hilbert. Pour T € L(H,G) on a :

[T L(r,6) = sup |(Tz,y)c| = sup |(Tz,y)c|. (2.16)
llzlla <L|lylla <1 lzlla=1,]lyllc=1
Preuve. On a [|T|| = sup g, <1 [|IT2[lc et |[Tz]lc = sup [(Tz,y)cl, le sup étant atteint pour y = ”TTﬁ
B ylle<1
(Cauchy-Schwarz), d’ou (2.16). ua

2.4 Exemples fondamentaux d’opérateurs bornés ou non

Exercice 2.10 Soit F et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie. Montrer que si T : E — F est
linéaire (opérateur) alors T est continu (borné).

Réponse. Soit (-,-)g et (-, -)r des produits scalaires sur E et F, soit (€;)i=1,....» des b.o.n. associées (donc (€;,€;)p = dsj

et (f:, f;)p = §;; pour tout 7, 7). Soit T;; les composantes de T' dans ces bases, i.e. Té€; = Z?:qujjf: pour tout j, et soit
[T] = [T3;] la matrice de T' dans ces bases (les composantes de T'¢€; sont stockées dans la j-éme colonne de [T7]). Si & =
> -1 %j€jona ||Z]|% = > e z7 (Pythagore) et T2 = 37" | > T;;%; fi (linéarité), donc ||TZ||% = > (O Tiixj)?
(Pythagore) < >7™ (377, Ti]')2(2?:1 x;)? (Cauchy-Schwarz dans R™). Donc posant ¢ = o, Oy Tij)2)%, on a:
pour tout Z € E, ||TZ||r < ¢||Z||e. Donc T est continu avec ||T'|| < ¢ (ici la constante ¢ donnée est la norme de Frobenius
[IT||2 de T, et voir aussi plus loin les opérateurs de Hilbert—Schmidt §. un

Exercice 2.11 Soit 'endomorphisme T : (¢2,||.||2) = (¢2,]|.]|¢2) de multiplication par une suite X = (A, )n-,
i.e. donné par T€, = \,€,, ou (&,)n- est la base canonique de ¢2. Montrer :
1- T est borné ssi X € £°°, i.e. ssi (An)n- est bornée, et alors ||T|| = ||X]|so € R (011 ||X]|os = Supy-
2- T n’est pas borné ssi ||X||sc = 0.

)\n|),

Réponse. 1- T peut étre représenté, dans la base canonique de £2, par une “‘matrice généralisée diagonale infinie” ayant
les A, comme éléments diagonaux (car T'€, = \,€, pour tout n) :

A O
. 0
[T] = diag(Xi) = (2.17)
An

Pour & = %%, 2,6, ="°% (2,)n+ on a TF = %0, Aan@n =" (\uan)n=, donc ||TZ||]? = 3250, A242.

< : Supposons X = (A,)n+ bornée, i.e., |[X||oo = supy- |An| < co. Donc [|TZ|*> = [|X]|% < rh = ||X|\go||f|\?2,
donc T est borné et ||T|| < [|X||co. Si le sup est atteint, i.e. s'il existe n t.q. ||X]|oo = |Anl, alors [|[T€]|e2 = ||Anénllez =
[An] = ||A|loo donne ||T'|| > ||A||oo, €t donc ||T'|] = ||A||oo; Si le sup n’est pas atteint, alors 3(An, )ren+ (sous-suite) t.q.
Anse ] == ko0 [[Alloo €t [T, [[e2 = [Ani | =00 [[Al|oo, done [T > [|A]|c ; et done [[T]] = [|A]]oo-

= : Supposons A = (A,) non bornée; alors I( A, )ken+ (sous-suite) t.q. |An,| —kooo 00, €t [[T€n |2 =
Mgl €ngllez = [Ang| — k=00 00. Comme ||€y, ||;2 = 1 pour tout k, 'opérateur T' n’est pas borné, cf. (2.9)).

2- Négation de 1. un
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16 2.4. Exzemples fondamentaux d’opérateurs bornés ou non

Exemple 2.12 Q ouvert borné dans R", et T : f € L?(Q) — Tf = u € HZ () ou u est la solution de
—Au = f dans Hg (). Alors T est un opérateur borné de (L*(), ||.[|z2(a)) dans (Hg(Q), |||z ), cf. (2-2)

(Lax-Milgram). .
Exercice 2.13 Q ouvert borné. Montrer : I'opérateur A : (H?(Q) (| Hg (Q), |- 53 ()) = (L*(Q), [I||z2(0)) nest
pas borné (munir Hg () de la norme lull gy = ||gradu|2).
Réponse. Il suffit pour s’en convaincre de regarder le cas 1-D ou  =]0, 7| et o A = %, et de prendre

un(z) = sin(nz), donc wul(z)=n cos(nz), donc ul(x)=—n?sin(nz).

Donc ||uy(z)||2 = n||uy(z)]| 2 pour tout n, donc

"

Ve >0, dne€N* (prendre n = E(c+1)), |lunl|lr2 > cHUnHHé’
done L5 - H2(Q) N HY(Q) — L2(Q) v borné : [|-2, = y
onc 4= : ()N Ho(2) = L7(Q2) n’est pas borné : || 7 HL(H(}(Q),LZ(Q)) = 00. ==

Remarque 2.14 (relative a lexercice ) Pour la formulation faible du probléme —Au = f ot u € H (),
voir cours d’éléments finis, bien que A ne soit pas continu, la forme bilinéaire associée a(u,v) = fQ gradu.gradv
est bornée : on a |a(u, v)| < [|ul[gy|[v]|g1, et |[a[| < 1. N.B.: la forme bilinéaire a(-, -) ne contient que des termes
de dérivation d’ordre 1, et c’est cette forme bilinéaire qui permet d’appliquer le théoréme de Lax—Milgram
donnant un probléme bien posé dans H{(€2). o

Exercice 2.15 Montrer : l'opérateur diagonal T : ¢? — ¢? de multiplication par la suite (An:%)N* est borné,
inversible (au sens T : £2 — ImT est inversible) d’inverse non borné.

Réponse. L'exercice montre que 7" est borné avec ||T|| = 1.

On a T(zn)n+ = (yn)n+ = (2 )n+ avec (zn)n+ € €% donc (nyn)n+ € €%, Soit Y = {§ = (yn)n+ € €% t.q. >y n’yn <
oo}, sous-espace de £2. On a ImT =Y (immédiat) et donc T : £> — Y est surjectif. Et T : £ — Y est injectif car T est
linéaire et T'(zn)n+ = 0 ssi (%2 )y- =0, ssi & = 0 pour tout n € N*, ssi 2, = 0 pour tout n € N*. Donc T € L(£*,Y) est
bijectif d’inverse T~% € L(Y, £?).

Et Papplication inverse 7! =N0LE gy 5 02 est linéaire (inverse d’une application linéaire) et trivialement définie
par Sé, = né, pour tout n (on vérifie que (€,) est une base de Y et que S(T¢,) = €, = T(S€,) pour tout n). Mais
S o (Y,]]le2) = (£%,]]-]|¢2) n’est pas bornée, car &, € Y, ||€x]l2 = 1 et ||SEnll;2 = N —noo 00, donc S ¢ L(Y,£%)
(linéaire mais non borné).

N.B. : on peut remarquer que Y est dense et non fermé dans £* (voir remarque suivante , et donc qu’ici (Y, |].||s2)

n’est pas un espace de Banach (n’est pas complet). un

Remarque 2.16 L’image T(E) = ImT d’un opérateur borné T' € L(E, F) (donc linéaire continu) n’est pas
fermée en dimension infinie en général. Exemple de 'endomorphisme 7' : £2 — ¢2 de Pexercice [2.15] :

1- T n’est pas surjectif sur £2, i.e. Im(T) C (2. En effet la suite 7 = (y,) = (1) € 2 n’a pas d’antécédent :
si elle en avait un, ce serait nécessairement 7 = (ny, ) = (1) suite constante qui n’est pas dans ¢2.

2- Im(T') = Y est dense dans ¢2. En effet, soit y = (y,) € £?; donc, pour ¢ > 0 il existe N € N tel que

ZCI)VO+1 y2 < e. On considére alors la suite tronquée % = (yY),en+ donnée par (5¥), = yn, si n < N et

#™N), = 0 sinon. Soit ZV = (2V) son antécédent, donc z,, = ny, pour n < N et x, = 0 sinon. Cette suite
n

N est dans (% (somme finie de termes non nuls), et vérifie [|[TZY — 7|2 = ||7V — 71> = >N 11 ¥2 —Nooo 0.

A

Et donc i € ¢2 peut-étre approchée “aussi prés que souhaité
Im(T) est dense dans ¢2.

3- Y =Im(T) n’est pas fermé, car fermé et dense impliquerait Im(7) = ¢2, ce qui est faux.

(4- Donc son inverse T—1 : Y C £? — (2 est un opérateur “non borné”(son domaine de définition Y est dense
dans £2.) o

par un élément de T(¢2). Vrai pour tout £ > 0 :

Remarque 2.17 Complément. “Théoréme de I’application ouverte”, voir Brézis [] : Si (E,||.||g) et (F,]|].||7)
sont deux Banach (espaces vectoriels normés et complets pour la norme choisie), et si T': E — F est linéaire,
bijectif et continue, alors T~! : F — F est également continu. Ici T surjectif sur F Banach.

Dans l’exercice T : 0?2 — T(f*) =Y est linéaire borné bijectif, mais avec (T'(£?), ||.||¢z) qui n’est pas un
Banach (n’est pas complet) : le théoréme de I’application ouverte ne s’applique pas.

Idem pour 'exemple ott ImT = H} ()N H2(2) non fermé dans HE(Q). s

Exemple 2.18 Mécanique quantique : fonctions f : R — C (& valeurs complexes), endomorphismes T': H — H
ou (H,(-,-)m) est un Hilbert complexe muni d’un produit scalaire (forme sesquilinéaire hermitienne positive)

()m = (f,9) = (f,9)m- (Bg., pour H = L*(Q), (f,9)m = fweR f(@)g(x)dz ou Z est le conjugué de z.)
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17 2.5. Opérateur borné positif

o . R - R
1- Opérateur T, de multiplication par la fonction ¢ : :
x = px)==r

S {L2(]0,1D = 12(10,1)) 218)

B f— Tm(f) = Qafa donc Tmf(z) = l‘f(lE)

Il est immédiat que T}, est borné avec ||T|| < 1. (Et T),,f ="°% 2f.) Ici (Tinf,9)2 = ser Tf(@)g(x)dr =
(f,Ting) L2 : Vopérateur T,, est autoadjoint.)
2- Opérateur Ty de dérivation :

L2(0.1)) — L3(0,1)
Tg=1—": 2.19
B f T =i (f) =i f 1

Le domaine de définition de T, est D(T;) = H*(]0,1[), et D(T,) est dense dans L?(]0, 1[), donc T, est “non
borné”. Et Ty n’est pas borné, i.e., n’est pas continu (prendre f,(z) = sin(nmz) et calculer ||f,||2 = O(1)

et [Tufalle = Iflle = O@)). Bt (Tuf,g)iz = fyif' (@)g(x)de = — [y if(@)g'(@)de + [f(2)g(0)]}, et
ona (f,Tyg)rz = fol —if(x)g'(x) dx, donc (Tyf,q)r2 — (f,Tag)r> = f(1)g(1) — f(0)g(0); en particulier si on
restreint le domaine de définition de Ty & C§°(]0, 1[) ensemble des fonctions C*° & support compact alors Ty
est autoadjoint. D’ou l'introduction de l'imaginaire pur ¢ dans Ty = ¢ % : donne le caractére autoadjoint.

3- Remarque : avec L?(R) au lieu de L?(]0,1]), la transformée de Fourier transforme T, en T, et c’est
une remarque fondamentale en mécanique quantique. (Dans ce cas L?(R), T}, est non borné, son domaine de

définition étant H'(R) dense dans L?(R).) -

2.5 Opérateur borné positif
On se place dans le cas G = H (Hilbert).
Définition 2.19 Un opérateur T' € L(H) est dit positif (resp. défini positif) si :

Vee H, (Tz,x)g>0 (resp. Vo # 0, (Txz,z)g > 0). (2.20)

2.6 Adjoint et opérateur borné autoadjoint
2.6.1 Adjoint

On se place ici dans le cas T € L(H;G) ou (H, (-, )g) et (G, (-,-)c) sont des espaces de Hilbert. Pour une
généralisation aux espaces de Banach et opérateurs non bornés, voir Brézis [4].

Définition 2.20 Soit T' € L(H,G) (un opérateur borné de H dans G). Son adjoint T est 'opérateur T* €
L(G, H) défini par, relativement aux produits scalaires choisis :

V(z,y) e Hx G, (T"y,x)g = Tz,y)c. (2.21)

(Remarque : pour une matrice A = [A;;] on parle de matrice transposée AT : définie par (AT);; = A;; pour
tout 7, j ; une application linéaire T peut étre représenté par une matrice aprés s’étre donné des bases, et ’adjoint
T* est alors étre représenté par une matrice, mais cette matrice ne dépend pas uniquement de T : elle dépend
également du choix des produits scalaires (-,-)g et (-,-)g.)

Proposition 2.21 I existe un unique opérateur vérifiant (2.21|) qui de plus est borné et vérifie :

T[] = [IT1]- (2.22)

Preuve. (Application du théoréme de représentation de Riesz.) Soit y € G. Construisons T*y. Soit la forme
(immédiatement bilinéaire) a(-,-) : H x G — R définie par a(z,y) = (Tx,y)q, et soit, pour y € G fixé, la
fonction
H —R
ay { (2.23)

r — ay(z) = (Tz,y)c = projection de Tz sur y.

L. a, est linéaire (immédiat) et borné : |a,(2)| < |[Tellc lylle < 1T1|]l2]lullyllc donne [|a,|| < [|7]|]lyllc.

17



18 2.6. Adjoint et opérateur borné autoadjoint

2. Comme a, € L(H,R) (forme linéaire continue), le théoréme de représentation de Riesz donne :

AT, € H tq VeeH, ay(x)= T, 2)g et [T,z =layllLr- (2.24)
- . — G—-H
On a ainsi défini 'application 7% : . .
y—=T"(y) =T,

3. T* est linéaire car (T*(y),x)u = ay(xz) = (Tx,y)m et (-, -)q est bilinéaire, et donc on peut noter T*(y) = T™y,
et on a (T*y,z)g = (Tx,y)q, ie. (2.21).
* Rzesz * *
4Nyl =" layllLz < Tl lylle, cf. 1., donc T* est borné avec ||T*|| < ||T]|.
5. De maniére immédiate (T7*)* = T', donc 5. donne ||T|| = [[(T™*)*|| < ||T*||, donc ||T*|| = ||T/. s

Exemple 2.22 Dans L(£?) muni de sa base canonique (€;);en-, 'opérateur défini par T'(€1) = €, +2¢5, T(ez) =
1 3 0

2 4 0
3¢, +4¢é5 et T(€;) = é; pour tout i > 3 (de matrice généralisée O 01 ) a pour opérateur adjoint

Popérateur défini par T*(€1) = €1 + 32, T*(€2) = 21 + 4é> et T*(€;) = €; (de matrice généralisée la matrice
transposée) : le vérifier.

Réponse. La matrice [T] de T est définie par Tj; = (T.€;,€;),2. Celle de T™ par Tj; = (T".€;,€)p2. Et Tj; =

(T*.éj,gi)g2 = (T.é'i,é'j)gz = Tji pour tout Z,] Donc [T*] [ ] un
Proposition 2.23 Pour T et S dans L(H,G) et A et u des réels :

(i) (T*)* =T et on note T** = (T*)* (et T** est appelé biadjoint de T'),

(i) ||T*|| = ||T||, i.e. l'opération * conserve la norme,

(iii) (AT + pS)* = AT™* + pS*, i.e. * est linéaire de L(H,G) dans L(G, H),

(iv) (T S)* = S*T*, avec ici S € L(G, F) ou F est un Hilbert,

(v) SiT € L;(H,G) alors T* € L;(G,H) et (T*)~! = (T71)*,

(vi) (Im(T))* = Ker(T*) et (Ker(T*))* = (Im(T)).
Preuve. (i),(iii),(iv),(v) sont immédiates.

() 1Ty = (T*5, Ty = (TT°yy)e < ITTylclylle < ITINTylclylle donme [T*ylla <

(| lylle; done ||T|[ < |[T'|]. Donc ||T|| = [|[(T)*[| < [|T*[]. Donc |[T*[| = ||T]|.
(vi) : ImT)t ={y € G: (y,Tr)g =0, Ve € H} ={y € G: (T*y,2)g =0, Ve e Hy = {y € G : T*y =
0} = Ker(T™). On en déduit que, ImT étant un sous-espace vectoriel :

(Ker(T*))* = ((ImT)*)* = (ImT).

(Un orthogonal est toujours fermé : ne pas oublier la fermeture, voir remarque [2.16]) un

2.6.2 Opérateur autoadjoint
Cas G = H (Hilbert), et T € L(H) := L(H; H) endomorphisme (pour trouver des valeurs propres) borné.

Définition 2.24 Un opérateur T' € L(H) est dit autoadjoint (ou hermitien) ssi T = T, i.e. ssi :
Ve,ye H, (Tz,y)n = (,Ty)n (= (Ty,z)n). (2.25)
Et il est dit autoadjoint positif s’il est autoadjoint et positif ((Tz,z)y > 0 pour tout x).

Exercice 2.25 Dans L(¢?), Uopérateur défini par T'(e1) = e1 + 2e2, T'(e2) = 2e1 + 3ea et T'(e;) = e; pour tout
i > 3 (de matrice généralisée A représenter) a pour opérateur adjoint I'opérateur défini par T*(e1) = e1 + 2ea,
T*(es) = 2e1 + 3es et T*(e;) = e; pour tout ¢ > 3 (de matrice généralisée transposée elle-méme) : le vérifier.
Donc T* = T, i.e. T est autoadjoint. Mais T n’est pas positif. Le veérifier. (Indication : calculer ses valeurs
propres).

Réponse. [T] est la “matrice par blocs” [T] = <A 0) ou A = <1 2) et I est la matrice identité. det = —1 < 0,

0 I 2 3
donc une valeur propre A de A est < 0, et pour un vecteur propre &> € R? associé on a (A%, Zo),2 = )\||:v2||42 < 0. Etle
vecteur & = (%2,0,0...) € £* vérifie (T'F, &), = \||Z]|2 < 0. =
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19 2.6. Adjoint et opérateur borné autoadjoint

L*(Q) — L*(Q)

f=Tf=(A)"F
de L*(Q) donné par la solution u = T'f = (—A)~! f du probléme de Dirichlet homogene : trouver u € H{(£2)
t.q. —Au = f dans 2. Montrer que T est autoadjoint positif.

Exercice 2.26 Soit 2 un ouvert borné dans R™. Soit T : { } I’endomorphisme

Réponse. Il s’agit de montrer que, pour tout f,g € L*(Q), on a (T'f,g)r2 = (f,T9) 2.
Soit f € L*(Q). Soit u = T(f) =" Tf (par linéarité de T) la solution v € Hg(Q) de Au = f donnée par le
théoréme de Lax-Milgram. De méme soit g € L*(Q), et v = Tg € H}(Q), i.e. —Av=g.On a:

IPP
=

(Tf,9)r2 = (u, —Av) 12 "2 (gradu, gradv) 1> "2 (= Au,v) 12 = (f, Tg) > (2.26)

Et on a bien T* = T en tant qu’opérateur de L*(Q) — L*(Q).

N.B. : on vient de voir que A™! = A™'*, mais pas que A = A* qui n’a pas de sens ici. En effet 'opérateur A est
“dérégularisant” (d'une fonction u € H?(Q) on obtient Au € L?(2) et donc perte de deux crans de dérivabilité ou encore
pour u € L*(Q) la dérivée Au est une distribution qui n’est pas, en général, une distribution réguliére identifiable & une
fonction L?(1)).

Complément : pour définir A* | il faut regarder la dualité sans passer par un produit scalaire et le théoréme de Riesz,

voir Breézis [4], par exemple en considérant A : H} (Q) — H~'(Q). =

Hy(Q) — Hp(Q)

f=Tf=(A)"
de H}(Q) donné par la solution u = Tf = (—=A)~! f du probléme de Dirichlet homogéne : trouver u € H}(Q)
t.q. —Au = f dans .

1- On munit H}(Q) muni du produit scalaire usuel : (u, V)i = (gradu, gradv) ;2. Montrer que T est autoad-
joint positif.

2- On munit Hg(Q) muni du produit scalaire de H*(Q) : (u,v) g3 = (u,v) 1. Montrer que T est autoadjoint
positif.

Exercice 2.27 Soit Q un ouvert borné dans R™. Soit T : { } I’endomorphisme

Réponse. 1- Autoadjoint dans (HJ (), (-, -)Hé) s pour f,g € H}(Q) il s’agit de montrer que (Tf, g)Hé =(f, Tg)Hé. Soit
u="Tfetv="Tg (dans H}(Q)), i.e. les solutions de —Au = f et —Av = g dans Hg (). On a, sachant f,g € Hj(Q) :

27

(Tf,9)uy = (u,9) 3 = (gradu, gradg) 2 "= (—Au, g) 2 = (f,9)12 = (f, —Av)2 = ... = (£,Tg) 3 -

Défini positif : on a (~A7'f, Pay =z = || f]|22 > 0 pour f non nulle dans Hj(Q).
2- Autoadjoint dans (Hg(Q),(-,-)g1) : pour f,g € H3(Q) u = Tf et v = Tg (dans Hg(Q)), i.e. les solutions de
—Au = f et —Av = g dans Hj(Q). On a, sachant f,g,u,v € H3(Q) :
(A7 f,9)m = (u,9) 1 = (gradu, gradg) 2 + (u, g) 2 = (—Au,g)r2 — (u, Av)pa
= (f,9)r2 + (gradu, gradv) 2 = ... = (~A7"g, f) 1.

Défini positif : on a (=A £, gt > (f, f)r2 = ||f||32 > 0 pour f non nulle dans H{ (). un
Proposition 2.28 Pour H Hilbert :
(i) Pespace des opérateurs bornés autoadjoints est un sous-espace vectoriel de L(H),

(ii) si T et S sont autoadjoints et si T'S = ST (i.e. si T et S commutent) alors T'S est autoadjoint,
(iii) si T € L(H) alors T*T est autoadjoint positif.

Preuve. Immeédiat. un
Remarque 2.29 Rappel : méme en dimension finie, si A = A7 et B = BT (matrices symétriques), en général

(AB) # (AB)T (i.e. AB n’est pas symétrique).
Exemple : A = (1 0) et B= (0 1) donnent A.B = (0 1) non symeétrique.

0 2 1 0 2 0
Et pour A et B symétriques on a : AB symétrique < (AB)T = AB < BTAT = AB & BA = AB (car
A= AT et B= BT) & A et B commutent. s

Remarque 2.30 Pour les opérateurs A : D — H non bornés ou D C H est le domaine de définition de A on
dit que A est symétrique ssi (Az,y)g = (v, Ay)g pour tout z,y € D. ua
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Remarque 2.31 Méme définitions pour (H, (-, ) ) Hilbert complexe, ot donc (-, -)4 est une forme sesquilinéaire
hermitienne définie positive, ot donc (f1 +Afa, g)H = (fl, Q)H+/\(f27 g)H et (f, g1 —‘r)\gg)H = (f, g1)H+/\(f, gg)H
(sesquilinéarité), et (f,9)w = (g, f)n (hermitienne) et (f, f)g > 0 pour tout f # 0 (définie positive). Donc
Padjoint d’un opérateur T' : H — H Vopérateur T* : H — H défini par (T*g, f)u = (9,Tf)u. Et T est
auto-adjoint ssi 7" = T*. Essentiel en mécanique quantique, ou de plus les opérateurs T' : H — H sont “non
bornés”, leurs domaines de définition étant un sous-espace dense dans H..

Eg., T, : f € LQ(]O 1[) — T(f) = of € L?(]0,1]) défini en (2.18) est autoadjoint, car (T, f,g)r2 =
Jo zf(@)g ( Yz = [§ f(2)ag(@) dz = (f,Tng) 2.

Eg, T, : f € H} (]0 1[) Tu(f) = i gf e L%(]o, [) déﬁni en est autoadjoint, car (Tyf,g)re =
Zfo f(x dx——lfo Vg (z) dz + i[f (z :fo dx—l—O—(f,ng)Lz 5

2.7 Opérateurs inversibles
2.7.1 Définitions et remarques

On note I : E — E l'opérateur identité Ir(x) = x de E. Il est immédiat que /g € L(E) et [|/g|[=1. On
notera Iz ="°% I si le contexte est clair. On rappelle que S o T ="°% ST quand S et T sont linéaires.

Définition 2.32 Un élément T € L(E, F) est inversible dans L(E, F) ssi :

IS e L(F,E), ToS=Ir et SoT=Ip, (2.27)
noté T'S = Iy et ST = I, auquel cas S ="°% 7T-1. On note :
L,(E,F)={T: E — F t.q. T est linéaire inversible bicontinu}, (2.28)

I'ensemble des opérateurs inversibles de L(E,F) (Uensemble des applications linéaires continues) ; et on note
L(E, E) ="°% [,(E) I’ensemble des endomorphismes inversibles bicontinus sur F.

Donc :
T est linéaire et borné (T' € L(E, F)),
TelL(E,F) < T~! existe (et donc est linéaire), (2.29)
T—! est borné (T~ € L(F, E)).
Exemple 2.33 1l est immédiat que identité Iy € L;(E) : est inversible dans L(E) d’inverse lui-méme. wa

Exercice 2.34 Si E et F' ont méme dimension finie, montrer : (T'S = Ir) = (ST = Ig).
Montrer que c’est faux en dimension infinie : en particulier (7'S = Ig) % (ST = Ig), quand dim E =

Réponse. Cas dimension finie. Soit (f_;)izl ,,,,, » une base de F'. Notons €; = S(ﬁ) pour i = 1,....n. Donc T'(&;) =
TS(f;) = fi car TS = I, donc T(&;) est libre, donc (&) est libre >, que = 0= > @S(fi) = 0 = T(Z S(H) =
T0)=0= > aTS(f;) = > i fi = a; = 0 pour tout 7).

Puis T'S = I donne STS(fi) = S(fi) pour tout 4, soit ST(&) = & pour tout i, donc ST = I.

[Ou encore, on représente T' et S par leurs matrices [T] et [S] aprés choix de bases, et si [T].[S] = I on a S inversible,
car det[T]det[S] = det[I] = 1 et donc det[S] # 0; d’ott en multipliant a droite par [S]™' on a [T] = [S]™!, puis en
multipliant & gauche par [S] on a [S].[T] = 1]

Cas dimension infinie. Voir remarque suivante. un

Remarque 2.35 En dimension infinie, il n’est pas suffisant de vérifier T'S = I'r pour avoir T inversible. Il faut
également vérifier ST = Ig.
Exemple avec E=F=(? et T : /> — (? l'opérateur de décalage & gauche (“shift a4 gauche”) :

pour & = (zp)n+, 1% =T(x1,22,x3,...) det (x2, 3, ...). (2.30)

On a perdu linformation z;. Autrement dit 7¢, = 0 et Té;+1 = €; pour tout ¢ € N*.
Soit S : £2 —s (% I'opérateur de décalage a droite (“shift & droite”) :

ST = 8(331,1‘2,333,...) = (071‘1,332,.1‘3,...). (2.31)

Autrement dit S€; = ;41 pour tout ¢ € N*.

On a TS = I mais ST # I puisque STZ = (0,22, z3,...) (perte de l'information z1). Donc T n’est pas
inversible, S n’est pas inversible. (Ou encore 7'Se; = €; alors que STé; = 6) Ici T est inversible & droite mais
n’est pas inversible & gauche.

0O 1 0 .. 0O 0 O
o o0 1 .. 1 0 0 ..
D’un point de vue matricielle [T] = 0 0 o letlSl={o 1 o .| wa
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21 2.7. Opérateurs inversibles

Remarque 2.36 En dimension infinie, on peut avoir T bijectif continu sans que 7! soit continu. Et dans ce
cas T n’est pas inversible dans L(E, F) (car T~! n’est pas borné). Voir les exemples et on

2.7.2 Propriétés (série de Neumann)

Lemme 2.37 Pour T € L;(E,F) on a :

1
T M orE) > T (2.32)
8 = e
EtsiT € Li(E,F) et S € Ly(F,G) alors ST € L;(E,G), d’inverse T-1S~! € L;,(G, E).
Preuve. On a 1 = ||Ip|| = [|TT Y|1(ry < |IT|e,m) || T |L(F ), €t de maniére immédiate, STT1S~! =
I=T-15718T. s
Remarque 2.38 En général ||[T7Y|Lmm # ||T||7} : prendre [T] = L0 d’inverse [T~ = L0
(F.E) L(E,F) 0 2 0 %
1
ot on a ||T||frz) =2 et [|T7| &2y = 1 # 3. On peut avoir I'égalité avec par exemple [T = ((2) g) =a

Dans le cas F = F on a : si |[|T|| < 1 alors T est une ‘petite’ perturbation de I, ‘petite’ au sens ou I — T
conserve le caractére inversible de I :

Proposition 2.39 Pour T' € L(E) avec E Banach, si ||T|| < 1, alors (I —T) est inversible et on connait son
inverse :

IT||<1 = [-T)eLi(E) et (I—T)‘lziT”. (2.33)
(Et||T||<1=>T+T)eLy(E)et [ +T)"t =3 ,(~1)"T" : considérer —T'.)

Preuve. Rappel dans R : 1—2"*! = (1—z)(1+z+2°+...+2"), et si [z| < Lalors 1 = (1-2) )22’ = (1—z)~",
donc 1~ = (1—2)~1 = Y2 2’ (série geométrique convergente). D’ot la démarche pour démontrer (2-33) :
Pour T € L(E) et ||T|| <1,onpose S, = +T+T*+..+T"=5" T etdonc (I —T)S, =1—-T""
Donc ||(I = T)S,, — I|| = ||T" || —n—00 0, donc
(I-T7)S, — I (2.34)

n— oo

De plus (S, )nen+ est de Cauchy dans L(E), car, pour 0 < m < n,

. 7 . i i m || ||m+1
15— Sull =1 3° T< 3 Tl < S Tl =i “ZHTI\ T T e
i=m+1 i=m+1 i=m+1 ’

car ||T|| < 1. L’espace L(E) étant complet (car E Dest, cf. thm [2.6), la suite (S,)n+ converge dans L(E).

~

Notons S = lim, e S, =20 3°°° T la limite dans L(E). Alors ||[(I-T)S — (I-T)S,|| = ||(I-T)(S—S,|| <

NI-=T|||S—Sn|| — 0, donc (I-T)S, —n—sec(I-T)S, donc (I-T)S = I cf. (2.34). Idem S(I-T) =
n—oo

lim,, 00 Sp(I=T) = I. Donc I—T est inversible dans L(F), d’inverse S. =a

Corollaire 2.40 L’ensemble L;(E,F) est ouvert dans L(E, F). (Généralisation du résultat matriciel : I'en-
semble des matrices inversibles n x n est ouvert dans ’ensemble des matrices.)

Preuve. Soit T € L;(E, F). 1l s’agit de montrer qu’il existe nn > 0 tel que la boule ouverte B(T,n) = {R € L :
|R-=T||<n}={T+SecL(E,F):|S||<n}={T+Se€L(E,F):S¢cB(0,n)}, de centre T et rayon n > 0,
est dans L;(E,F). On a :

T+S=TIg+T7'S). (2.35)
On pose n = ‘Tl, 7 on a [|T=LS|| < |IT71|||S]] < 1 pour tout S € B(0,7), donc I +T~1S € L,(E, F), donc
T+SeL,(EF). ua

Corollaire 2.41 L’application inverse f : T — T~ est continue de L;(E, F) dans L;(F, E) pour les normes
usuelles ||.||Lz,r) €t ||.||L(rB)-
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Preuve. Soit T € L;(E, F) et soit n = ﬁ Pour S t.q. [|S]| <npona ||T71S| <1et

fT+8)—fT)=T+S) "' —T'=TUpg+T'9)) "' —T ' =(Upg+T'S)" —Ip)T"

- > 2.36
= (Z(_T—ls)n _ IF)T—I _ (Z(—T_IS)R)T_I. ( )
n=0 n=1
D’ou :
IA(T+S) = f(D)|| < IT7Y| i TS| < |72 S]] i \NT=5)|" = &HSII — 0. (2.37)
- ot B = L= (|7 IS 1181100
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3 Ensemble résolvant, spectre et spectre ponctuel

3.1 DMotivation

On regarde ici le cas o F' = E et T € L(F) (endomorphisme borné), ce qui permettra de considérer le cas
des opérateurs T — A\ € L(E) (car l'identité I € L(E, F) n’a de sens que si F = F) et ainsi de chercher les
valeurs propres de T. On commence par regarder ce que devient la notion de valeur propre dans les espaces de
dimension infinie.

Un premier but sera de savoir quand le probléme “(T" — AI)x = b” est bien posé, i.e. quand l'opérateur
(T — \I) est inversible dans L(E), i.e. quand (T — A\I)~! existe et est borné. On aura alors ||z||z < C||b||r avec
C = ||(T — M\I)7!|| < oo, et donc une petite perturbation de b (de 'ordre de €) n’aura qu’une petite influence
(de lordre de C¢) sur le résultat z = (T'— X\ )~ 1b.

Un second but est de chercher les valeurs propres de T (résolution de (T' — AI)x = 0 o © = 0 n’est pas
P'unique solution), et de savoir si on peut former une base hilbertienne (une b.o.n.) de E de vecteurs propres
(associés aux valeurs propres = fréquence fondamentales et fréquences harmoniques) dite base de Fourier. Ce
sera le cas si T est un opérateur borné autoadjoint et compact.

3.2 Ensemble résolvant

Définition 3.1 On appelle ensemble résolvant de T' € L(E) 'ensemble p(T) des réels A tels que T — AI soit
inversible dans L(F) :
p(T)={NeR:(T—-X) e L;,(E)}, (3.1

ie. :
1: (T — M)~ existe algébriquement, et

Aep(T) <+ 3.2
PT) { 2: (T — AI)~* est borné (continu). (3.2)

Exercice 3. 2 Base canonique (€;) de (2, et T' € L(¢?) donné par T.€, = A\,€, avec A, = + pour tout n, noté
[T] = diag(1, 2, ey 711, ) (opérateur “diagonal” de matrice généralisé la matrice diagonale des ;.

Montrer que p( y=R-{0,1,1 5y ,n,...}.

Réponse. 1- On vérifie que T est bien un endomorphisme borné : T(¢?) C £2, T linéaire, T borné : T est linéaire par
définition, et |[TF|[;2 = 307, [Lan? < 307, 2nl® = ||Z]l;2 < oo puisque (An) est bornée par 1. (Donc ||T|| < 1, et
[IT]| =1 car Té: = €é1.)

2- Calcul de p(T). 21- Supposons que Uinverse (T—\I)~! =10t g, existe et calculons-le. Dans ce cas (calcul formel)
Sx(T—XI)(én) = €, donne Sx(1é, — Aé,) = €, donc (£ — \)Sx(€n) = €n, donc, pour tout n € N* :

S S 1
S>\€n = ,unen, /L‘Ln = i _ /\7 (33)
i.e. S est 'opérateur de multiplication par la suite (pn, = Ll,A)N* qui existe si A ¢ {1 : n € N*}; et on vérifie

immédiatement que Sy o (T—\I) = [ = (T—XI)o Sx.

22- Cela n’a de sens que si A # 1. Et si A\ = £ alors T — Al n’est pas injectif (car (T — AI).€, = 0 avec €, # 0), donc
non inversible. Donc Sy exlste ssi A §Z {1,% 3o :L, b

23- Soit A ¢ {1, 3, ... ..}. A-t-on Sy borné?

231- Supposons ||(fn)]|ec < 0o : alors ||SAE||2 = (Euna:n)2 < ||(n)]]oo]|Z]]¢2 €t donc Sy est borné avec [|Sn]] <
[|(tn)||oo- Cest le cas quand la suite (71_A) est bornée, i.e. c’est le cas quand X # 0. Donc p(T) D R—{0,1,3,..., 1, ..}

7n7

232- Cas A = 0,ie. So = T, donc pn, = + = n : on a ||Soénl|2 = ||né'n\| = n, donc So n’est pas borné sur la

sphére unité : donc Sy n’est pas borné. Donc 0 ¢ p(T). Donc p(T) =R — {0,1, L, ..., 2 ..} un

7727 Y

Donc pour montrer que A € p(7T), il faut montrer que (T — AI)~! existe, ce qu'on fera en général en le
calculant (calcul algébrique), puis il faut montrer (T — A\I)~! : E — E est borné.
Et donc pour X\ € p(T') donné et pour f € E donné, le probléme :

trouver x € E tel que (T'— M)z = f (3.4)

est bien posé : il existe une unique solution z = (T'— AI)~!f qui dépend continiment de f : on a ||z||p <
[[(T — XI)7Y|||f]|z- D’ott le nom d’ensemble résolvant donné & p(T).

Exercice 3.3 Montrer a I’aide du théoréme de Lax—Milgram : si T est borné et si A > ||T|| alors \I — T est
inversible dans L(F) : ici on suppose que E est un Hilbert de produit scalaire noté (-,)g.

Réponse. Remarque : avec 1) on a ||T|| < X implique H—ZH <1,donc I — % € Li(E), donc A\l — T € L;(E). Mais ici
on demande d’utiliser Lax—Milgram. Probléme a résoudre pour A > ||T|| : pour f € E, trouver u € E t.q. (Al —T)u = f.
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24 3.2. Ensemble résolvant

Formulation faible : pour tout v € E, trouver u € F t.q. (A —T)u,v)e = (f,v)e. On pose a(u,v) = (A —T)u,v)g et
£(v) = (f,v)E. La bilinéarité de a(-,-) et la linéarité de £ sont triviales. La continuité de a(-,-) et la continuité de ¢ sont
triviales. Coercivité de a(-,-) : On cherche X t.q. (A — T)v,v)r > o||v||%. On a (M — T)v,v)e = A||v||% — (Tv,v)E,
avec |(Tv,v)s| < ||T||||v]|% : en effet |(Tv,v)r| < ||Tv||e||lv|]|z (Cauchy-Schwarz) < ||T||||v||=||v||z (définition de la
norme de 7). Donc (M — T)v,v)r > Mv||% — ||T]||[v||E = (A = |ITI)||[v]|%, et & = A — ||T|| convient. Conclusion : le

probléme est bien posé : (A\] — T) ™' existe (existence et unicité de la solution) et (AI —T) ™" est continu (bien posé). o

p(T) — L(H)

Exercice 3.4 On considére 'application résolvante Ry : 1
A= (T =X~

}, avec H Hilbert. Montrer

(identité de la résolvante), pour tout Ag, A € p(T) :

Rr(A) = Rr(Ao) = (A = Ao) Rr(A) Rr(Xo). (3:5)

Réponse. (T — X))~ — (T = XoI)™' = (T = XI)"HT = XoI) " ((T — XoI) — (T — M) car T commute avec lui-méme et
avec 'identité. =

Remarque 3.5 Pour la mécanique quantique, avec E Hilbert complexe, pour T : E — FE linéaire (T est un
opérateur) de domaine D C F, le spectre est
p(T):={NeC:A— X :D — E bijectif et (A —XI)"!: E — D continu }. wa

Exercice 3.6 Soit T, : L*(]0,1[) — L?(]0, 1]) 'opérateur de multiplication donné en (2.18). Calculer p(T).
(Pour la suite.) Soit ¢, (z) = v/2sin(nmx). Montrer que (¢,,) est une famille orthogonale dans L2(]0, 1]).
Calculer ||Top||rz et lim, oo ||T@n||r2 (donc T n’est pas compact).

Réponse. Ici T est borng, avec ||T|| < 1, car ||Tf||3. = fol 22 f(z)? de < fol f(@)?dz = ||f||3-

Si A € p(T) alors, ayant (T — AI)(f) = (p — A)f, Vinverse de T — A est opérateur Sy : L? — L? donné par
Sx g = 55 Eneffet (I'= Al) o Sa)(g) = (T' = M)(Sx(9)) = (T = M)(3%) = (¢ — M)(3%5) = g de méme que
(Sx o (T = AD))(g) = Salpg — Ag) = #1532 = g.

Si A ¢ [0,1] alors [[SyfEs < (sbueioy) m) i 2@ do = (upepo i) IfI32, done Sx : Z200,1) —
L?(]0,1]) est borné, donc R — [0,1] C p(T).

Sinon A € [0, 1], mais alors Sy n’est pas défini sur L?(]0, 1[) tout entier : prendre g = 1j0,1; qui est bien dans L? mais
pour laquelle Syg n’est pas dans L? (la fonction ﬁ n’est pas intégrable au voisinage de A). Donc p(T) =R — [0, 1],
donc o(T') = [0,1].

Remarque : dans ce cas A € [0, 1], le domaine de définition de Sx est D = {g € L*(]0,1[) : -9 € L*(J0,1[)}, avec
D dense dans L*(]0,1]) : par exemple, pour A = 0 (plus facile a écrire), si g € L*(]0,1[), alors h,, = 1[%’1]g € D, et

[lg = hnllzz — O (immédiat). (Faire le paralléle avec la remarque [2.16)).
w, donc fol sin®(mnz) de = § et fol sin(rnz) sin(rmzx) dz = 0 pour
n # m, donc (¢n)n+ est un famille orthonormée. Et T, (z) = zv/2sin(rnx) donne ||Ty,|[32 = fol x? sin®(mnz) de =
1 1

6 2mn

(Pour la suite : on a sinasinb =

—nooo % # 0, et donc T n’est pas compact, voir la suite.) an

Exercice 3.7 Soit Ty : u — iu’ Popérateur de dérivation donné en ([2.19).
1- On considére Dy = {u € H'(]0,1]) : u(0) = 1} et T,; : D1 — L*(]0, 1[). Montrer que p(Ty) = 0.
2- On considére Dy = {u € H'(]0,1[) : u(0) = 0} et Ty : Dy — L2(]0, 1[). Montrer que p(T,) = R.

Réponse. 1- Pour T : D; — L*(]0,1[), considérons le probléme : trouver uy € Di t.q. (Ty — M)uy = 0, i.e., trouver
ux € H(]0,1]) t.q. iuh — dux = 0 et ur(0) = 1, i.e., uh(z) = —iAduxr(z) et ux(0) = 1 : on obtient ux(z) = e~**. Donc
Ker(T; — M) D Vect{e ***}, donc Ty — M n’est pas injectif, donc T,y — Al n’est pas bijectif. (Ici tous les A € C sont
valeurs propres de Ty.)

2- Cherchons un inverse (Ty — A)~" : L?(]0,1]) — Do de Popérateur T; — A : Do — L?(]0,1[). Donc, pour
f € L*(]0,1[) cherchons u € Do t.q. iu' — Au = f. Solution homogéne up(x) = e~ ***. Solution particuliére u,(z) =
c(z)e”*, donc t.q. ic'(x)e”** = f(x), donc ¢/(x) = —if(x)e™*, donc c(z) = —i [} f(y)e"™¥ dy (a une constante
prés), donc up(z) = —ie *® Iy f(y)e? dy. Donc solution générale u(x) = ce™* 4 u,(z), avec u(0) = 0, donc ¢ = 0,
donc u(x) = up(x). Donc (Ty — M)~ : L?(]0,1[) — Do est bien défini. Montrons que (Ty — AI)™" est borné. On a
fup ()] < 1) dy < S2 1@ dy = (L 1fDee < IMlleallfllze = 1fllze, et wh(@) = —i(—iNe ™" [T f(y)e™ dy —
ie” f(x)e™ = (—iNup(z) —if (), donc ||up||rz = [|fllr2, et [lupllre < [A|[Jupllr2 +[1f]lz2 < 2[fl|12, donc [Jup|[f =
5/1f1122, done |[(Ta — M) ()|l a1 = ||upl|lar < V5| f]|p2- Done (T — M)~ ! est borné, donc p(T) = R. un
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25 3.3. Spectre et spectre ponctuel

3.3 Spectre et spectre ponctuel

Définition 3.8 Oun appelle spectre de T € L(FE) lensemble o(T) des scalaires A tels que T — AI ne soit pas
inversible dans L(F) :

o(T) =R — p(T), (3.6)
ie.:
soit (T'— AI)~! n’existe pas,
Aeo(T) <
soit (T'— NI )~! existe mais ||(T — ) 7!|| = oo. (3.7)
= T AN ¢ Ly(E) < (T — \)™! n’existe pas dans L(E).
Exemple 3.9 Suit de l’exercice: o(T) ={0,1, 2, ceey %, ~={0}UAn)nx. un

Définition 3.10 On appelle spectre ponctuel de T' € L(FE) ensemble :

op(T) = {A e R: Ker(T — \I) # {0}} (3.8)
={AeR:3Fw#0, T(v) = M} = {\ valeur propre de T'}. '
Donc X € 0,,(T') ssi Ker(T — XI) # {0}.
Si A € 0,(T) alors X est appelé valeur propre, Ker(T' — AI) est I’espace propre associé, et un vecteur
v € Ker(T — AI) — {0} est un vecteur propre associée & A (également appelé fonction propre associée si E est
un espace vectoriel de fonctions).

Exemple 3.11 Suite de l’exemple: op(T) ={1,%,....2,..} = (M) (on a T.&, = \,&p). a

Remarque 3.12 Rappel : en dimension finie, on a o(T") = 0,(T’) : un endomorphisme 7' € L(R™) est toujours
borné (continu), voir exercice [2.10} et est bijectif lorsqu’il est injectif, voir exercice

Mais c’est faux en dimension finie : suite de l’exemple : T est borné (de matrice généralisée
diag(1, 3, ..., =, ...)) est inversible d’inverse 7~* non borné (de matrice généralisée diag(1,2,...,n,...)). a
Proposition 3.13 Pour T € L(E) :

1- ensemble résolvant p(T) est ouvert dans R,

2-0,(T) C o(T),

3- le spectre o(T') est compact dans R, et o(T) C [—||T|, ||T]]-

Preuve. 1- p(T) est ouvert est un corollaire du corollaire

2- Et si A € 0,(T) alors T — A n’est pas injectif car Ker(T — M) # {0}, donc n’est pas bijectif, donc
A & p(T), donc X € o(T).

3- Et le complémentaire d’un ouvert étant un fermé, o(7T') est fermé. De plus o(T') est borné, étant inclus

dans [—||T||,+||T'||], puisque pour A en dehors de cet intervalle, on a |[$7|| < 1, donc I — 1T est inversible,
cf. (2.33). Donc o(T') est borné, donc, étant fermé, est compact dans R. =h
Remarque 3.14 ||T|| peut étre ou non dans o(7'), voir (3.12) et exercice [3.17 a

Exercice 3.15 Soit T : £2 — (2 I'opérateur (I’application linéaire) 7" de multiplication par une suite (\, )y

bornée : montrer que o(T) = o,(T). wa

Exercice 3.16 Soit T l'opérateur de L?(]0,1[) de multiplication par la fonction identité ¢ : @ — p(z) =z :

T:L2(0,1]) — L2(]0,1])
f —Tf=7fp, note Tf=af,

ou donc, pour tout z €]0,1[, on a (Tf)(z) = zf(x).

Montrer que o, (T') = (Z) et o(T) =[0,1] : il n’y a pas de valeurs propres alors que le spectre est un intervalle
fermé non vide.

(Pour la suite.) Soit ¢, (z) = v/2sin(nmwz). Montrer que (¢,) est une famille orthogonale dans L?(]0, 1[).
Calculer ||Typ||r2 et lim, o0 ||T¢n||2 (donc T n’est pas compact).

(3.9)

Réponse. Pour f € L?(]0,1[), Tf est la fonction donnée par Tf(z) = xf(x) pour presque tout = €]0,1[. L’opérateur T
est linéaire car ¢(f + A\g) = pf + Apg pour tout f,g 6 L et tout )\ 6 R.

1- T est borné, avec ||T|| < 1, car [|Tf|[2: = [ a?f(z)?dz < [ f(z)*dz = ||f]|2.

2-Soit AeR.SiTf =Af,ie sipf =Af,ie. si pour tout = € [0 1] on a z f(z) = Af(z), alors f(x) = 0 pour tout
x # A, donc f = 0 presque partout, donc f = 0 dans L? : il n’existe pas de valeur propre, i.e. o, (T) = 0.
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26 3.4. Propriété : spectre et diagonale de T

3- Si A € p(T) alors, ayant (T'— XI)(f) =
Sx g = ;%5 En effet ((T'— AI) o S\)(g)
(Sx o (T = AD))(g) = Sx(pg — Ag) = 2232 = g.

Si A ¢ [0,1] alors cet inverse est b1en défini de LQ(]O 1[) a valeurs dans L*(]0,1[) car pour f € L*(]0,1]) on a
||S>\f||2L2 > (SUPze[o 1] (@— A)z fo f2 )dx = (SUPze[o 1] (x ,\)2 )HfHL2

Sinon A € [0, 1], mais alors S n'est pas défini sur L>(]0, 1[) tout entier : prendre g = 1j0,1[ qui est bien dans L* mais
pour laquelle Syg n’est pas dans L? (la fonction ﬁ n’est pas intégrable au voisinage de A). Donc p(T) =R — [0, 1],
donc o(T') = [0,1].

Puis sinasinb = w donne fol sin®(mna)dr = 1 et fol sin(rnz) sin(rmz) dz = 0 pour n # m donne

1

(¢n)n+ famille orthonormée. Ty, (x) = zv/2sin(mnz) donne HT(aniz = fol 22 sin? (mnzx) doe = 5= ﬁ —Fn—oo § L.

(¢ — A)f, linverse de T — AI est Uopérateur Sy : L? — L? donné par
= (T =AD(SA(9) = (T = AM)(3%5) = (¢ = A(F%3) = g de meéme que

Remarque : on peut se demander si, dans le cas A € [0, 1], 'opérateur S est borné sur son domaine de définition D :
prenons le cas A = 0 pour simplifier 'écriture (les autres cas sont laissés en exercice). Alors D = {g € L*(]0,1[) : 19 €
L*(J0,1))}, et T : D — L*(]0,1[) donné par T'f = zf est bijectif d’inverse S : L*(]0,1[) — D donné par Sg = g : on a
bien T'S = I et ST = I (algébriquement).

Mais S n’est pas borné sur D. En effet prendre g, = 1[%71], faire le dessin.

On a g, € D car ||gn||32 = f% dr <1< oo, et||L]7, = f% drdr = [—%]1% =n—-1<oc.

Donc [|Sgn||r2 = ||22]|72 — oo alors que ||gn|[72 < 1. Donc S est non borné.

Et on peut noter que D est dense dans L(]0,1[) : si ¢ € L*(]0,1]), alors h,, = L1419 € D, et ||g — hnl|lpz — 0
(immédiat). (Faire le paralléle avec la remarque [2.16). ' un

3.4 Propriété : spectre et diagonale de T
Pour T € L(H), soit Sg(0,1) = {x € H : ||z||g = 1} ="°* S (la sphére unité), et soit

myp = inf (T:E g, Mp=sup(Tx,x)p. (3.10)
zes zes

Exercice 3.17 Dans R?, cas 1- [T] = ((1) _02), cas 2- [T] = <8 (1)> Calculer M, m, ||T|, o(T).

Réponse. 1-m = -2, M =1, ||T|| =2, o(T) = {1, 2}, immédiat.
2- Z = (cos 6, sin6) donne TF = (sin6,0) donc ||TZ||zz = |sin 6|, donc ||T|| = 1. Et (T'F, &)g2 = cossind = 1 sin(20),
d’ott m = —1 et M = }. Et 0 est vp double, o(T) = {0}. a

Lemme 3.18 m_7 = —Myr et M_7 = —my. Et

imr| <|IT|| et [Mp| <||T]|. (3.11)

Preuve. Pour tout x € S, m_r < (-Tz,2)g < M_r donne —m_r > (Tx,z)g > —M_r; et I(z,)n dans S t.q.
m_p = lim, oo (—T2p, Tn)g = —limy oo (TTy, n) g, donc t.q. —m_p = limy, oo (Tp, T ) g < M7, et I(yn)N
dans S tq MT = hmn—>oo(Tyn7yn)H = *hmn—nx)(*Tynyyn)Ha donc *MT = hmn—nxu(*Tynayn)H > m_r,
donc My < —m_p; donc m_p = —Mryp; donc my = —M_p (dessin). Puis Cauchy—Schwarz : |Myp| =
im0 [(T2n, 2n)m| < limpsoo [Tl ml|2nl |z < limpooo || T [|2allf; = ||IT]], done [Mz| < [|T]|; idem
M 7] < ||TIl, done fmr| < ITI].

Proposition 3.19 Soit T' € L(H). On a :
o(T) C [m,M], ie. p(T)DR-—[m,M]. (3.12)

Donc si A ¢ [m,M] alors \I — T € L;(H), ie. I — % € L;(H) (pour \ “assez grand” %, est une “petite

perturbation” de I au sens ou le caractére inversible de I est conservé dans L;(H)).

Preuve. (Application du théoréme de Lax-Milgram.) Soit A > M. Montrons A € p(T'). Construisons de
(M—=T)~t. Pour f € H, connaitre x = (A\[-T)~! f c’est résoudre “trouver x € H t.q. \[-T)z = f, i.e.

trouver x € H t.q.,Vy € H,
{ 47y (3.13)

a’(xvy) = (fu y)H? ou a(x,y) = ((AI—T)xvy)H
a(-,-) est bilinéaire (immédiat), continue avec ||a|| < A+ ||T|| (immédiat), et (AM—T)z,z)g > (A\—M7)||z||%,

d’otr a(-,-) est a-coercitive avec &« = A—Mp > 0. Et la fonction ¢ : y € H — {(y) = (f,y)u € R est
linéaire et continue sur H, avec ||¢|| < ||f||x (immédiat). Donc (3.13) est bien posé (Lax— Mllgram) Al =
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27 3.5. Spectre d’un opérateur borné autoadjoint

z(f) =10 (\[-T)~(z) € H (existence de opérateur (\[—T)71) t.q. ||z(f)||z < 1||f||lm, donc I'opérateur
(AM=T)~" est borné : ||[(A\I-T)7}|| < L. Donc A € p(T), donc]M oo[C p(T).

Pour A < m, soit S = —T : on a —mT = Mg cf. lemme | et le probleme ((—A)I — S)u = —f est bien
posé pour (—A) > Mg = —mr, cf. calcul précédent, donc pour /\ < mr. un

Exercice 3.20 Soit B = {x € H : ||z||g < 1} boule unité. Dans la prop que se passe-t-il si on remplace
m par infg(Tx,z)g et M par supg(Tx,z)g 7

Réponse. 1- Si T' > 0 alors M > 0 et sup,,,<1(T¢,2)n = sup|y|,=1(Tx, )y = M, rien de changé pour M. Et
inf||3),<1(Tx,x)n = 0 < m, donc le résultat reste vrai mais est moins précis.

2- Idem si T' < 0 (considérer —T').

3- Sinon on a m = inf||4) ;=1 (T, 2)n et M = sup |, =1 (T, z)n, donc rien de change. =

3.5 Spectre d’un opérateur borné autoadjoint
On reprend :S={zxeH:|lz||lg =1}, m =infg(Tz,z) g, et M = supg(Tx,x)p.
Proposition 3.21 Si T € L(H) est autoadjoint alors :
Tl = Sup |(Tz,z)u| (= max(|m],[M]), (3.14)
et on dit que le sup est obtenu “sur la diagonale” (quand T est autoadjoint).

Si de plus T' est positif, alors la forme (trivialement) bilinéaire (-, )r : (z,y) — (z,y)r = (Tx,y)mg est un
semi produit scalaire (c’est un produit scalaire si T' autoadjoint est défini positif). Et :

vee H, [Tzl < VIT|IIV|(Tz,2)ul. (3.15)

Preuve. On a toujours ||T| &9 sup |(Tz,y)u| > sup |(Tx,x) | (trivial). Réciproquement : on a (T'(x+y), x+y) g —
z,Y€
(T(z—y),z—y)g = (Tz,2)n + (Tz,y)n + (T, )H + (Ty»y)H — (Tz,2)n + (Tz,y)u + (Ty,2)u — (Ty,y)u,
d’ou si T =T alors
A(Tz,y)u| = [(T(z+y), 2+y)u — (T(z—y), 2—y)u)|

D’ou, pour z,y € S, z+y # 0 et z—y # 0 (cas z+y = 0 et z—y = 0 immeédiats car alors y = +x),

Tty Tty Ty Ty )|
lz+ylla " l|lz+ylla lz=ylla " llz—yllu

c(llz+yll + lle—yllE) = c@llallfr + 2lyllE) = 4c, on c= e (T2, 2) .
ZllH>

4|(Tz,y)m| < llo+yl| 51T )+ lle=ylIE (T

A

D'ou |(Tz,y)u| < ¢ =sup,cq (T2, 2)u| pour ,y € S. D’ou sup |(Tz,y)u| < sup|(Tx x)m|, d’ou (3.14)).
z,yes
SiT =T*et T >0 alors la forme bilinéaire (z,y)r = (T'z,y) est symetrlque p051t1ve, et on peut appliquer

Cauchy-Schwarz : pour tout z,y € H, on a |(z,y)r| < /(z,2)r\/(y,y)T, donc

(Tz,y)u| <V (Tx,2)u/(Ty.y)u < v/ (T, 2) [ 11T [yl

SiTx # 0 alors y = HchllH donne ||Tz||y < \/(Tz,z)u+/||T||#, inégalité encore vraie pour Tz = 0. ua

Proposition 3.22 Soit T' € L(H) (opérateur borné) autoadjoint (T = T*).
1. Les sous-espaces propres associés & deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux : si A, s € o,(T),

M #FN = Ker(T —MI) L Ker(T — A\I). (3.16)

De plus si T est positif, ses valeurs propres éventuelles sont positives.

2. Si H est séparable, alors le spectre ponctuel o,(T) est au plus dénombrable : il y a un nombre au plus
dénombrable de valeurs propres. (Mais on ne peut rien dire sur le spectre continu.)
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28 3.5. Spectre d’un opérateur borné autoadjoint

3. m,M € o(T), et plus précisément :
1- Avec (3.14), si le sup M = supg(T'z,z) g est atteint alors M est valeur propre, i.e. M € o,(T) :

si Azeup € S t.q. M = (TZsup, Tsup)a alors Tagyp = Mgup. (3.17)

(En particulier si T autoadjoint est > 0 alors M = ||T||, et si ||T|| est atteint alors ||T|| est valeur propre.)
Idem : si I'inf m = infg(Tx,x) g est atteint alors m est valeur propre.
2- Si le sup M n’est pas atteint, alors M € o(T) —o,(T) (Papplication linéaire (T — MI)~" : ImT — H existe
mais n’est pas continue). Idem, si I'inf n’est pas atteint alors m € o(T') — 0, (T).
En particulier si ||T|| n’est pas atteint alors ||T|| € o(T) — 0,(T).

4. Sio(T) C {0} (i.e. o(T) est vide ou réduit a 0), alors T = 0.

Preuve. On écarte le cas trivial 7' = 0.

1. T est autoadjoint donc (Tx1,z2)y = (21, Tx2)g pour tout 1,29 € H. Dot si Txy = Az et Tag = Aaxo
alors Aj(x1,22) g = Aa(x1,22) . D’ott si Ay # Ay alors (z1,22)g =0, i.e. 1 Ly xo. Et si T est positif alors
0 S (Tl'l,l’l)H = )\1||1‘1||%{ d’ou /\1 Z 0.

2. H étant séparable est de dimension au plus dénombrable. Et les vecteurs propres étant orthogonaux (théoréme
précédent), quitte a les normer, on applique le théoréme : prenant un vecteur propre v; pour chaque
valeur propre \;, les v; étant 2 & 2 orthogonaux forment une famille libre donc au plus dénombrable, d’otu les
A; forment une famille au plus dénombrable.

3. 1-a- Cas T positif, i.e., (Tz,z) g > 0 pour tout = # 0. Si le sup est atteint alors donne : 3z, € S t.q.
M =||T|| = (TZsup, Tsup) > 0. Donc T'zgy, # 0 et Cauchy—Schwarz donnent, avec ||zgup|lg =1 :

si Tasup ff @sup  alors |[T] = (Tsup, Tsup) i < || TZsup| a1 [[Zsup| |t < ([T |Zsupl 5 l|Zsup|[m = ||IT];

donc ||T|| < ||T]|, absurde. Donc Txgyp || Tsup (# 0), donc IA € R t.q. Txgup = AZgup, donc A est valeur
propre de T associé au vecteur propre Tgup. Et M = (TTsup, Tsup) H = (AZsup, Tsup) H = A

1-b- Cas général (T non nécessairement positif). On pose U = T + ||T||I. Trivialement U et T ont les mémes
vecteurs propres : TZ = \Z < (T + ||T||)Z = (A +||T||)@. Et U est autoa d'oint (car T et I le sont). Et U

est positif car (Uz, 7)) = (T2 + || Tl[z, o)1 = (Tz, 2l + T\ (2, ) s >89 |7 |23, + || |23 > 0
pour tout z. Et si ||U]| est atteint, alors p = ||U]|| est valeur propre, donc A = p — ||T|| est valeur propre de
T=U—-|T|I.

1-c- Idem pour m = inf(Tz, x) g en considérant —7 au lieu de 7.

2- Cas T' > 0 (autres cas en exercices). M n’est pas atteint : Jzr e Stq M= (T, x) s, mais 3(z,)y € SV
q. (Twp,x0)g — M = M||z,||3 = M (2, 2,) 5 = (M, 2,)z (définition de M), donc
n— oo

(MI-T)zn,xn)un — 0. (3.18)

n—oo

Si M est valeur propre alors 3z € S t.q. Te = M«, donc (Tz,z)y = M : faux ici. Donc M ¢ 0,(T) (n’est
pas valeur propre). Supposons M € p(T), i.e. MI — T inversible d’inverse borné : C := ||(MI-T)7!|| < oc.
Comme x, € S et 2, = (MI-T)"Y(MI-T)z,, on a

1= [lzalla < [(MI=T) I (MI-T)zn|lz = CI(MI-T)znl|m

() (3.19)
"D o IMT=T T =Tm 2)m el
Et 1 —,,,00 0 est absurde. Donc M ¢ p(T'). Donc M € o(T).
4. Donc {m, M} C o(T), donc si o(T") C {0} alors m = M =0, donc ||T|| =0 cf. (3.14), donc T' = 0. ua

Exemple 3.23 Si T € L(¢?) est 'opérateur diagonal de matrice diag((\,)n+), dans la base canonique, avec
(An)n- suite positive décroissante vers 0, alors m = 0 appartient & o(T") et m ¢ o, (T). ua

Exercice 3.24 Suite de I’exercice Calculer ||T]]. Ici ||T|| n’est pas atteint.

Réponse. T : f € L*(10,1]) — Tf = =f € L*(]0,1]), cf. ) T est autoadjoint (Tf,g)r2 = fol zf(x)g(x)de =

fo z)xg(z)dr = (f,Tg)r2 donne T = T*. Et (Tf, f)r2 = fo zf(z)’de < fo Vde < HfHLz, don ||T]| < 1,
cf. 1; SOltfn Vil _1ggonallfallie = [ s nde =1, et||T||>(Tfn,fn 12 = fl 1a:ndx>f1 (1-Yyndz =
)

(1-)nt=1- ;—>n_>oo1 D’ou ||T]| > 1. Do [IT|| = 1. Et ||T|| = 1 n’est pas atteint car T' w'a pas de valeur
propre. Vérification : Tf = f donnerait (Tf, f)p> = ||f||32 avec (T'f, f)r2 = fol zf(x)?* dzx, donc fol(aztfl)f(oc)2 dx =0,
donc f = 0 p.p., donc f = 0 dans L*(]0, 1[), impossible pour un vecteur propre. un
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4 Opérateurs compacts

Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et T' € L(H; H). On souhaite savoir s’il y a des opérateurs
“simples” qui se comportent comme les opérateurs dans L(R™; R") (“diagonalisable”).

On va voir que oui ... : dés que T': H — H est un opérateur borné autoadjoint compact qui n’a pas 0 pour
valeur propre. Applications aux opérateurs de type Laplacien.

4.1 Compacité : rappels

Voir le cours de topologie de 3éme année pour les détails sur les compacts. On rappelle que la compacité
permet d’avoir de nombreux théorémes d’existence.

4.1.1 Rappels : topologie
Soit E un ensemble, P(E) I’ensemble des sous-ensembles de E, et un ensemble de sous-ensembles O C P(E).

Définition 4.1 (Topologie) O est une topologie sur E ssi :

04 :EcOetheO.

O : Stabilité par intersection finie : pour tout J ensemble fini, pour toute famille (U;)ics ot U; € O pour
touti € J, on a (e, Ui) € O.

Os : Stabilité par union quelconque : pour tout ensemble I (quelconque), pour toute famille (U;);cr 0w U; € O
pour tout i € I, on a (U,c; Us) € O.

(E,O) est alors un espace topologique, et les éléments de O sont les ouverts de E (relatifs a O).

Exemple de la topologie usuelle de R engendrée par les intervalles ouverts : O; “intersection finie” s’impose :

les intervalles U,, =]0,1 + %[ sont ouverts, mais leur intersection (), cy. U, =0, 1] n’est pas ouvert.

Définition 4.2 (Topologie induite) Si (E, Q) un espace topologique et si F C E, alors la topologie dans F'
induite par E est la topologie F = ONF ={UNF:U € O}.

(On vérifie immédiatement que F est une topologie dans F.) (Exemple : dans F = R usuel, F' = [a,b] C R
est considéré muni de la topologie induite.)

Définition 4.3 (Topologie séparée) Un espace topologique (E, Q) est séparé ssi

Oy :siz,y € E et x #y alors il existe deux owverts U, et Uy tels que x € U, y € Uy et U, N U, = 0.
Définition 4.4 (Métrique) Une application d : E x E — R, est une distance ssi :

M : (d(z,y) =0) < (x = y) (séparation),

My : symétrie : d(x,y) = d(y, x) pour tout x,y € E,

Ms : inégalité triangulaire : d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) pour tout x,y,z € E.
Un espace métrique est un couple (E,d) ot E est un ensemble et d(-,-) est une distance sur E. Et alors une
boule (ouverte) B(x,r) de centre x et de rayon r > 0 l’ensemble :

B(x,r)={y € E :d(z,y) <r}, (4.1)
et boule fermée de centre x et de rayon v > 0 l’ensemble B(xz,7) = {y € E : d(z,y) <r}.
(Un espace métrique est séparé, et 'ensemble des boules ouvertes engendrent la topologie métrique.)
Eg., la distance usuelle dans R est donnée par d(z,y) = |y — z|.

Définition 4.5 (Suite convergente) Soit (E,d(-,-)) un espace métrique. Une suite (z,)n~ dans E est conver-
gente (dans E) ssi
HeE, dz,,l) — 0, (4.2)

n—oo

i.e. A€ E,Ve>0, 3N, Vn > N, d(xy,l) < e. Et{ est alors appelée la limite de la suite (x,,).

Définition 4.6 (Suite de Cauchy) Soit (E,d(-,-)) un espace métrique. Une suite (zy,)n~ dans E est de Cau-
chy ssi
d(xp, Tm) — 0. (4.3)

i.e. Ve >0, AN, Yn,m > N, d(xn, Tm) < €.

Une suite convergente est toujours de Cauchy car d(xy,, ) < d(xy, £) + d(¢, ), mais une suite de Cauchy
n’est pas toujours convergente : Eg. dans Q prendre une suite de Cauchy qui “converge dans R” vers 7 (¢ Q).

Définition 4.7 Un espace métrique (E,d(-,-)) est complet ssi toute suite de Cauchy dans F est convergente
dans F.

Eg., R usuel est complet (et Q usuel n’est pas complet).

29



30 4.1. Compacité : rappels

4.1.2 Compacité de Borel et Lebesgue

Définition 4.8 (Borel-Lebesgue) Soit (E,O) un espace topologique séparé et K C E. K est compact dans
E ssi quelque soit le recouvrement | J;c; U; O K de K par des owverts U; C E, o I est un ensemble quelconque,
il existe un sous-recouvrement fini | J,c ;Ui D K ou J C I est de cardinal fini.

Exercice 4.9 Soit R muni de sa topologie O usuelle. Montrer : 1- E' = R n’est pas compact, 2- |0, 1[ n’est pas
compact, 3- E = [a, b] est compact pour tout a,b € R.

Réponse. 1- R C |J, ¢ ]k, k+1[, et il n’y a pas de sous-recouvrement fini (un recouvrement fini est borné).
2- UneN*]%, 1[=]0, 1], donc UneN*]%, 1[2]0, 1], donc UneN*]%, 1[ recouvre |0, 1[, mais il n’existe pas de sous recouvre-
ment fini qui recouvre ]0, 1[ (qui serait alors inclus dans un ] 5, 1[ : faux).

3- Si b < a alors [a,b] = @ est contenu dans tout ensemble. Si a = b alors [a,a] C J,¢; Us implique a € |J,¢; Ui, donc

Fig € I t.q. a € Uiy, donc {a} = [a,a] C Us,. Si a < b, soit A =déf {z € [a,b] : [a,z] a un recouvrement fini}. A est non
vide car a € A. Soit ¢ = sup(z € A). Il s’agit de montrer que c=b. Comme [a,b] C |J,c; Ui et c € [a,b], il existe k € T
ouvert tel que ¢ € Uy. Comme Uy, est ouvert il existe 7 > 0 tel que Uz D]c—n, c+7n[. Et [a,c— 2] a un sous recouvrement

fini (J,., Ui par définition de c. Donc [a,c+ 5] C (Uk U(Uses Ui)), et donc [a,c+ 2] a un sous recouvrement fini. C’est

absurde si ¢ < b par définition de c¢. Dot ¢ = b. un

4.1.3 Compacité de Bolzano et Weierstrass

Définition 4.10 (Bolzano—Weierstrass) Soit (E,d(-,-)) un espace métrique. K est compact dans E ssi :
pour toute suite (T,)nen+ € KN il existe une sous-suite (Zn, )ken= convergente dans K, i.e. :

N* — N*

V(2n) nen eKY, JzeK, In: ,
© kE — n(k) L

} fonct. strict. croissante t.q. x,, — x.  (4.4)
k—o00

4.1.4 Equivalence des définitions

Théoréme 4.11 Dans un espace métrique, les définitions de Borel et Lebesque et de Bolzano et Weierstrass
sont équivalentes.

(Voir poly de topologie.)

4.1.5 Caractérisation d’un compact a ’aide de boules

Dans la suite on ne considérera que des espaces métriques (F,d(-,-)). En particulier, pour tout ¢ > 0,
U.cr Be(,€) recouvre E (est égal a E).

Théoréme 4.12 Soit (E,d(-,-)) un espace métrique complet. Un sous-ensemble K C E est compact ssi

Ve > 0, du recouvrement U B(z,e) D K, on peut extraire un sous-recouvrement fini, (4.5)
zelE

ie., Ve >0, AN € N*, 3(z1,...,zn) € BV, Ufil B(x;,e) D K (dans un espace métrique il suffit de considérer
les recouvrements par des boules de méme diamétre.

(Voir poly de topologie.)

Exemple 4.13 a < b. E = [a,b] (topologie usuelle) est compact. Soit ¢ > 0 et |J,.p B(x,¢), recouvrement
de [a,b]. Si e > (b— a), alors B(%b,e) N [a,b] recouvre [a,b]. Si e < b — a, soit n = partie entiére de ”’T“, soit
zr = a+ ke pour k=0,..,n (donc a = xg et b < ). Alors J;_, B(zg,€) N [a, b] recouvre [a,b] (dessin).

En revanche |0, 1] = {J,, cx-] L 1] n’est pas compact, et ne s’applique pas. un

n’
4.1.6 Vocabulaire : relative compacité

Définition 4.14 Un sous-ensemble G d’un espace métrique complet E est dit relativement compact ssi son
adhérence G est compacte dans F :

G relativement compact g} G compact. (4.6)

Proposition 4.15 1- La caractérisation de Bolzano—Weierstrass dans un Banach peut se réécrire : G est rela-
tivement compact dans un Banach ssi de toute suite de G on peut extraire une sous-suite qui est de Cauchy:.
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31 4.2. Opérateur compact

Preuve. = : si G est compact, alors on peut extraire une sous-suite convergente, donc de Cauchy.
< : si de toute suite on peut extraire une sous-suite qui est de Cauchy, alors cette sous suite est convergente
FE car E est complet. Donc convergente dans G par définition de ’adhérence. Donc G est compact. un

4.1.7 Dimension infinie, Hilbert : la boule unité fermé n’est pas compacte

Rappel : en dimension finie, la boule unité fermé d’un Hilbert est compacte.

Théoréme 4.16 Soit (H,||.||r) un espace de Hilbert de dimension infinie. Une boule ouverte B(x,e) = {y§ €
H:||§—Z||lg < e}, otz € H ete >0, nest jamais relativement compacte (la boule fermé B(z,¢) n’est pas
compacte). Donc dans un Hilbert de dimension infinie un compact ne contient aucune boule ouverte : on dit
que les compacts en dimension infinie sont “plats” ou qu’ils n’ont pas d’épaisseur (ne contiennent pas de boule
ouverte aussi petite soit-elle).

(Ce théoréme reste vrai dans les Banach de dimension infinie, voir Brézis [4] p. 92).

Preuve. Soit (€,),en+ une suite orthonormale (construite par exemple a 1’aide de Gram—Schmidt), soit Z € H,
soit € > 0, soit &, = Z + 5€é,, donc (z,)n- est une suite dans B(z,¢). Et (#,)n+ n’admet aucune sous-suite

2
€ €
convergente, car n’admet aucune sous-suite de Cauchy : ||Z,, — Zn||* = ZHé’n + (—&m)l? Pythagore Z<||€n||2 +
> 1|12 62 [ ]
m = n,m—soo Y. LL]
1Enl?) = 5 A 0
Exercice 4.17 Soit (E,||.]|) un espace de Banach ou ||.|| une norme qui ne dérive pas d’un produit scalaire,

sinon cf. prop. précédente. Si F' C E et x € E alors on note d(z, F') = infycp d(y, ). Montrer :

1- Si E est de dimension fine, si © € E et si F' est fermé non vide dans E, alors U'inf,cp d(y, z) (= d(z, F))
est atteint, i.e., xp € F t.q. ||z — aFp|| = d(x, F).

2- En déduire : si E est de dimension infinie alors B n’est pas compacte (un des théorémes de Riesz).

Réponse. 1- Soit une suite (yn)nx € F t.q. ||z — yn||E —nooo d(z, F). Comme ||yn|| < ||z —ynl| + ||z]| et d(z, F) < oo,
la suite (yn)n- est bornée : y, € B(0,R) avec R = |z|| + maxn-(||z — yn||e). Donc y, € F N B(0,R) fermé borné
dans un espace de dimension finie, donc compact ; donc il existe une sous-suite (yn, ) convergente dans F' (fermé); soit
zr = liMg o0 Yn, € F lalimite : on a ||z — zr|| = limk o0 ||z — yn, || = d(z, F).

2- Soit z1 € E, z1 # 0 (existe car F est de dimension infinie donc non réduit a {0}). Soit y1 =

e € B (on a
[ly1]| = 1). Construisons y2 € B t.q. ||y2 — y1]| > 1. Soit V4 = Vect{y1} = Ry1, de dimension 1 donc est fermé (une suite
de Cauchy est convergente dans R). Soit 22 ¢ Vi ; avec 1-, soit v1 € V4 t.q. ||z2 —v1]| = d(z2, V1) (> 0 car Vi est fermé et

22 ¢ Vi). Soit y2 = ﬁ, donc ys € Bet yo —y1 = ﬁ -y = m(zg —w1) avec w1 = v1 + ||z2 —v1||y1 € V4,
donc [|z2 — w1|| > [|z2 — v1]], donc [ly2 — y1|| > 1. Puis Vo := Vect{yi,y2}, on construit z3 ¢ Vs, puis vz € V2 t.q.
||zs — v2|| = d(zs, V2), puis y3 = ﬁ, et |lys —yi|| > 1 pour ¢ = 1,2. Puis récurrence : on a construit une suite normée

(yn) djns B t.q. ||yn — ym|| > 1 pour tout n, m, donc aucune sous-suite de Cauchy, donc aucune sous suite convergente,
donc B n’est pas compacte. un

4.2 Opérateur compact
4.2.1 Deéfinition

Comme toute application, le domaine de définition étant donné, un opérateur T est caractérisé par ses
valeurs T'(z). On note By =%f By(0,1) la boule unité de E.

Définition 4.18 F et F' Banach. L’opérateur T € L(FE,F) (application linéaire continue) est compact ssi
T(Bg) (image de By par T') est relativement compacte dans F :

deéf
<~

T compact de L(E, F) T(Bg) relativement compact dans F,

g T(BEg) compact dans F.

(4.7)

On note K(E, F') 'ensemble des opérateurs compacts de L(E, F').
On a le lemme, qui donne d’ailleurs une définition équivalente :

Lemme 4.19 T € L(E, F) est compact ssi tout sous-ensemble Z borné de E a son image T(Z) relativement
compacte dans F'.

31



32 4.2. Opérateur compact

Preuve. (i)« En effet, si tout sous-ensemble Z borné de E a son image T'(Z) relativement compacte dans F,
alors c’est également vrai pour la boule unité, et T est donc compact.

(ii)= Réciproquement, soit T compact et Z un borné de E. Donc 3R > 0 t.q. Z C Bg(0, R). Donc si (x,, )N+
est une suite de Z, alors (% )+ est une suite de Bg(0,1) =10t By, Donc, T étant linéaire, la suite (T )
est une suite de T'(Bg) relativement compact, donc cette suite admet une sous-suite de Cauchy dans F. Donc
(T'zp, )N+ est une suite de T'(Z) qui admet une sous-suite de Cauchy dans F. Donc toute suite de T(Z) admet

une sous-suite de Cauchy, donc T'(Z) est relativement compact, cf. proposition a

Exercice 4.20 Dans L(¢?), montrer que l'opérateur T de multiplication par une suite (\,)y- telle que
An 7+ n—00 n’est pas compact. En particulier I’identité I : £2 — ¢ n’est pas compacte.

Réponse. Par hypothése T'€, = \,é, et il existe une sous-suite extraite (An, )ren qui ne converge pas vers 0 : Ja > 0,
Vk € N, |A\n, | > a > 0. Donc la suite orthonormale (T'ey, )xeny n’admet pas de sous-suite de Cauchy car, pour k # £ on a

|[Ten, — Ten,|| = A2, + A2, > 2a® > 0, donc aucune sous-suite convergente. =

Exercice 4.21 Dans L(/?), montrer que l'opérateur T de multiplication par une suite (\,)n+ telle que
An —n—00 est compact. On notera B = By2(0, 1) la boule unité de ¢2.

Réponse. A l'aide de “Borel-Lebesgue”. Soit ¢ > 0 (fixé quelconque) et T'(B) C Ugerz B(¥,€) (recouvrement). Il s’agit
d’extraire un sous recouvrement fini. Ayant A\, —n—000, IN=N. € N t.q. Vn > N, |[A\] < 5. Soit (€i)n+ la base
canonique de (2. Soit ¥ € B, # = 3.0°, 2:&;, ot donc ||Z]|% = 302,27 < 1. Par linéarité de T, & = S~ | x;€; +
> e N1 Ti€; donne

N oo
i—1 i=N+1

Avec Amaz = m%x(|/\n\) (< oo dans R car (A,)n+ est convergente) et avec RY = Vect{é,...,Ex} Pensemble des suites
neN*

de % nulles a partir du rang n (on a RY ~ R™), on a
Fx = B(0,Amaz) (R et Gn = B(0, %) (car [|Z]] < 1). (4.9)

En particulier Fiy est fermé borné dans espace RY de dimension finie, donc Fy est compact dans RY, donc dans ¢2,

7 : S M i -
donc du recouvrement J; .2 B(¥,5) de Fi on peut extraire un sous-recouvrement fini |J;—_, B(z’,5) D Fn. Donc

T(B) C Fx +Gn C UL, B, 5) + B(0,5) = UjZ, B(#,¢) (car = @ +7 € B(@, §) + B(0, 5) donne [[#—7|,2 <
— — - L]
155 =2 |l +|12]]e2 < 5+3) s

Remarque 4.22 (hors programme). Cas particulier de la définition quand E = F ="°% [ est un Hilbert.
On montre aussi dans ce cas que : T € L(H) est compact ssi T(By) (image de la boule fermée) est compact.

Pour ce on a besoin d’utiliser la notion de topologie faible, voir Brézis [4], la boule unité étant alors faiblement
compacte (i.e. compacte pour la topologie faible). Voici comment :

Si (y,)n- est une suite dans T(Bp), il s’agit de montrer qu'on peut en extraire une sous-suite qui converge
dans T(By). Soit (z,,)n+ une suite dans By telle que y,, = T, (une telle suite existe car y, € T(Bpy) pour
tout n).

Comme By est faiblement compacte, il existe une sous-suite (x,, )ren+ qui converge faiblement vers un
x € By : pour tout 2 € H, (Tn,,2) 0 —Fk—o0 (T, 2) 1.

Donc en particulier, pour tout z € H, (@, ,T*2) g —k—oo(x, T*2) g, o T* est adjoint de T

Donc, pour tout z € H, (T, ,2) g —k—oo (T2, 2) 1.

Comme T est bornée, T(By) est bornée dans H, donc (T, )ken+ = (Yn, )ken+ est bornée, donc faiblement
convergente dans H : il existe une sous-suite (yn,, )een+ = (I'¥n,, Jeen+ qui converge faiblement vers un y € By :
pour tout z € H, (T:cnk[ y2)H — 000 (Y, 2) - Avec (Txnk[ ,Z2)H —i—o0o(T, 2) g pour tout z, cf. ci-dessus, donc

Tz =y, donc y € T(By). Donc T(By) est compact. ua

4.2.2 Propriété : suite orthonormale écrasée

Proposition 4.23 Soit H et G deux Hilbert de dimensions infinies. SiT € K(H,G) (opérateur borné compact),
alors :
si (en)n~ est suite orthonormale dans H — alors ||T(e,)||l¢ — 0. (4.10)
n— oo

1174

(En dimension infinie, une suite orthonormale est “écrasée” par un opérateur compact.)
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33 4.2. Opérateur compact

T(Bg(0,2)) est compact, donc, quitte & extraire une sous-suite, la suite (T'e, )y converge vers un y € G :
lim,  ||Ten—y|lg = 0. Donc ||y||¢ > « (continuité de la norme). Donc (continuité du produit scalaire)

Preuve. Sinon, quitte & extraire une sous-suite, Jo > 0 t.q. Vn € N*, ||Te,|l¢ > . (en)y € Bu(0,2) et

. * té . * N * *
(Ten)o = Jim (e, Ty) "2 Tim (Ty)n o1 (T*y)i= (Tyea)s (411)

n—roo

0<a?<(y,9)g = lim
k—o0

est la n-iéme composante de T*y € H. Et co > [|T*y[|3 > Yy [(T*y)n,|? (inégalité de Bessel (1.39)), donc
Y- (T*y)% < o0, done (T*y)n —rn—oo 0. Absurde avec a > 0, d’ou (4.10). ua

Exemple 4.24 Soit dans /2 = H = G usuel et T l'opérateur de multiplication par une suite A = (\,)
relativement & la base canonique (€,,) dans £2. Montrer & 'aide de (4.10) : si T est compact alors A, — 0.

Réponse. (&,)nen- est une b.o.n. dans (£2, (-, -)s2) (Pespace £2 usuel). Donc ||T(E,)|| = |An| doit tendre vers 0 si T est
compact, cf. (4.10). an

Exercice 4.25 Montrer que T : f € L?(]0,1[) — zf € L*(]0,1]) n’est pas compact

Réponse. Soit e,(x) = v/2sin(27nz) : la suite (e,) est orthonormée dans L?(]0,1[). Et Te,(z) = v/2z sin(27nz) donc
[[Ten||7. =2 fol z? sin?(2rnx) doe = 2f01 xQM dr —noo 5, done [|Tenl|72 Anoo 0. uh

4.2.3 Dimension infinie : T' compact n’est pas inversible d’inverse borné

Théoréme 4.26 Si H est un Hilbert de dimension infinie et si T € L(H) (opérateur borné) est compact alors
T compact n’est pas “inversible d’inverse borné” (en dimension infinie), i.e.,

dim(H) =00 et T compact =— 0¢€o(T). (4.12)

Preuve. Si 0 € p(T), i.e. si T est inversible et T~! borné, alors T~ (By) est borné, donc By = T(T~(By))
est relativement compact (car 7' compact), donc H est de dimension finie, cf. thm. m Donc si H est de
dimension infinie alors T~! n’est pas borné, i.e. (T'— 0I)~! n’est pas borné, donc 0 ¢ p(T). un

4.2.4 L’ensemble fermé des opérateurs compacts

Proposition 4.27 Soient E et F' deux Banach. K(E, F) est un sous-espace vectoriel fermé dans L(E, F).

Preuve. C’est un sous-espace vectoriel : immédiat. Montrons qu’il est fermé. Soit (7}, )n~ suite dans K (E, F) qui
converge vers T' € L(E; F), donc ||T,, — T|| —n— o0 0- Montrons & l’aide de Borel-Lebesgue que T € K(FE, F),
i.e., que T(Bg) est relativement compact dans F'. Soit € > 0 et le recouvrement |,z Br(y,€) D T(BE).

Soit N € N t.q. Vn > N, [|T — T,|[ < §. Comme T,(Bg) C U,cr Br(y,5) et T est compact, on peut
recouvrir T, (Bg) par un nombre fini k& de boules de rayon § :

k
3k €N, 3(yi)icr.n € F* ta. Tu(Be) C | Brlys, g). (4.13)
i=1
Donc
e €
Vo € Bp, [[Tr—yillp = [[T2~Thz + Toz—yillr < |IT=Tallllzlle + I Tnz—uillr < 5 + 5 <, (4.14)
Donc Tx € Br(y;,€). Donc que T(Bg) C Uf:l Br(y;,€) sous-recouvrement fini : T'(Bg) est compact. ua

4.2.5 Opérateur de rang fini

Définition 4.28 Si E et F sont deux espaces de Banach, T' € L(FE, F) est dit de rang fini ssi son image est de
dimension finie (son rang est fini) :
. def .
T de rang fini <= dim(ImT) < oo. (4.15)

Lemme 4.29 Tout opérateur borné de rang fini est compact.
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34 4.2. Opérateur compact

Preuve. Ici In € N, dim(Im7T) = n < oo, donc ImT est fermé (car de dimension finie), et dans un e.v. de dim
finie les compacts sont les fermés bornés. En particulier T(Bg) est fermé (adhérence) dans ImT', et borné (car
T est borné) dans ImT, donc T(Bg) est compact. s

Corollaire 4.30 Si (T,,)n~ est une suite d’opérateurs de rang fini convergeant vers T € L(E,F), alors T €
K(E,F) (est compact).

Preuve. Puisque T, est de rang fini, il est compact, et K(FE, F) est fermé dans L(E, F), cf. proposition un

Exercice 4.31 Montrer avec le corollaire précédent que dans /2 = H = G, opérateur de multiplication par
une suite A = (\,) est compact dés que A\, — 0.
n—oo

Réponse. On considére la suite T d’opérateurs de multiplication par la suite tronquée ()\%N)), i.e. pour n < N on a
posé AV = An, €t pour n > N on a posé MY = 0. Autrement dit la matrice de Ty est la matrice diagonale dont tous
les termes sont nuls aprés le N-iéme.

Les Tn sont de rang fini N, car ImTn = Vect{€1,...,En}, et sont donc compacts. Et la suite (Tn) est convergente
dans L(E, F) vers T opérateur de multiplication par la suite (\,) (non tronquée) : en effet, pour & = (x,)n+ € £2, tel
que ||Z]|;2 < 1, ice. tel que 30 27 < 1, 0n a [[(T — Tn)&| |2 = [|(0,...,0, AN+12N8+1,--.)||e2 < SUP,> N1 [An| qui tend
vers 0 quand N tend vers oo puisque Ay, fyd 0. Donc ||T'—Twn|| — 0, et T est compact car limite des opérateurs de rang

ﬁni TN . l.l

4.2.6 Hilbert et densité des opérateurs de rang fini dans K(E, Q)

La réciproque du corollaire est fausse en général dans un Banach quelconque, mais vraie lorsque F' est
un espace de Hilbert (grace aux projections orthogonales) :

Théoréme 4.32 Soit E Banach et G Hilbert. Tout opérateur compact de K(E,G) est limite d’opérateurs de
rang fini. Autrement dit, ’ensemble des opérateurs de rang fini est dense dans K(E,G).

Preuve. Avec Borel-Lebesgue. Soit T € K(FE,G). Donc T(Bg) est relativement compact, donc, pour tout € > 0,
du recouvrement UyGG Ba(y,€) on peut extraire un sous-recouvrement fini : IN. € N*, 3(y;)i=1. . n € GV :

7(85) < | Bo(u o). (1.16)
i=1

Soit Z. = Vect{y;,i = 1,..., N.} et soit opérateur Pz de projection orthogonale sur Z, opérateur qui existe
car Z, est un s.e.v. de dimension finie donc fermé.

L’opérateur Pz o T ="°% P, T est de rang fini car Im(T) C Z. Montrons ||T — P, T|| < e.

Pour x € Bg on a Tx € T(Bg) donc 3y; € Z t.q. Tx € Bg(y;,e), i.e. ||[Te — yi||lg < e. Et Te—Py Tz =
Tx—Py (Tz) € Z™* (car Py est la projection orthogonale sur Z ). Donc :

Tw —y; = (Te—Pz(Tx)) + (Pz(T2)~y:) € Z" & Z,
donc (Pythagore)
1Tx = yillf = [|1T2—Pz (To)|5 + || Pz (T2)~yill7r, donc ||Tw — PzTa||y < |[|Tz —yillu <e.  (4.17)

Vrai pour tout « € Bg, donc ||T — Pz T|| < e. Vrai pour tout €. Donc ’ensemble des opérateurs de rang fini
est dense dans K (E;G). ua

Corollaire 4.33 Si H et G sont des Hilbert, si T € L(H,G) est de rang fini alors T* € L(G, H) est de rang
fini. Et si T est compact alors T* est compact.

Preuve. Soit n := dim(T'(H)). Soit (g;)i=1,...,» une b.o.n. dans T'(H) ; donc pour x € H, Tx € T(H) et on a

n n

Tz => (Tx,g)cgi =Y (TG, 7)c gi- (4.18)
i=1 i=1
Donc, pour z € H et y € G,

n n

(T*y,2)n = (4, T2)a = Y (T 9, 2)a(,9)a = Y _((4:9)a T" 91, %) -
i=1 i=1
Donc Ty = Z(%gi)gT*gi € Vect{T"g1,...,T*gn}. Donc dim(T*(G)) < n, donc T* est de rang fini.

i=1
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35 4.2. Opérateur compact

D’ou si T est compact alors T* est compact : en effet, si (T,,) est une suite d’opérateurs de rang fini tels
que T, approche T, alors (7)) est une suite d’opérateurs de rang fini qui approche T*, car ||T* — T|| =
(T —T,)*|| = ||T — T||, voir proposition [2.23]

4.2.7 Opérateurs de Hilbert—Schmidt

Les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont des opérateurs qu’on rencontre trés souvent en physique. D’un point
de vue calcul, c’est le cas de I'extension du calcul matriciel aux espaces de Hilbert séparables de dimension
infinie (espaces qui admettent une b.o.n. dénombrable). On utilisera indifféremment le vocabulaire “b.o.n.” et
“base hilbertienne”.

Cadre : (H,(-,")u) et (G, (+,-)g) deux espaces de Hilbert séparables de dimension infinie. Soit (€;)y« une
b.o.n. de H.

Définition 4.34 On dit que T € L(H, G) est un opérateur de Hilbert—Schmidt ssi :

D NITE; | < oo (4.19)
j=1
On note
Ls(H,G) := {I’ensemble des opérateurs de Hilbert—-Schmidt de H dans G}, (4.20)

et, pour T € Ly(H, GQ),

1

d6f (o= e 12\ 2
Tl < (3 lire %) (4.21)

=1

Soit (gi)n+ une b.o.n. de G. On note T;; les composantes de T'€; sur cette b.o.n. : pour tout j € N* :

oo oo
Té} = ZTijgi’ donc ||T€]||2G = ZTZ avec Tij = (ng,gi)g. (4.22)
Définition 4.35
N=Mlyg: =11 (4.23)

est appelée matrice (généralisée) de T relativement aux b.o.n. choisies dans H et G.

Donc la j-éme colonne de la matrice généralisée [T;;] contient les composantes du vecteur 7'¢; dans la
base (g;), cf. (4.22)). Donc ||T||2 est I'extension de la norme matricielle de Frobenius en dimension finie donnée
par [|Al]s = (3, ; a%)* pour les matrices A = [a;;]-

Proposition 4.36

1

7|2 = Z T2)?, donc T € Ly(H,G) ssi » T2 <. (4.24)

1,7=1 7,7=1

Et si T est de Hilbert—Schmidt alors T* est de Hilbert—Schmidt, et ||T||2 = ||T*|2.
Et ||T||2 ne dépend ni de la base hilbertienne (€;)n+ choisie dans H, ni de la base hilbertienne (g;)n- choisie
dans G : le fait “T est de Hilbert—Schmidt” ne dépend pas du choix des b.o.n..

Preuve Fublm pour les séries de termes positifs donne 37, >°. = >, > —noté >_ij» & valeur dans [0, 00].

D’ou et (22) donnent (£.24). Fubini pour les séries de tormes posmfs

1712 =Y IITEllE = Y 1(T€.G)e Z (&, T*g)ul* = IT; ZIIT* ill7rs (4.25)
j=1 i,=1 i,j=1 i,5=1

donc Y7, |IT"g 7|13 < oo, donc T* est de Hilbert—Schmidt avec ||T*||2 = ||T]2.
Et si (e]) et (g;) sont d’autres b.on dims H et G alors le calcul précédent montre Zj’;l ||Te;l|2 =
S T Gill3 = 2252, IT€;| = 2252, [1T* il |3 « résultat indépendant du choix des b.o.n dans H et G. o

Proposition 4.37 ||.||2 définit une norme sur Lo(H,G), norme qui vérifie :

T < 11T 12, (4.26)
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36 4.2. Opérateur compact

Preuve. ||.||2 est visiblement une norme (positivité, homogénéité, inégalité triangulaire).
— %) — -
Pour ¥ = )", x;€;, on a, sachant (g;) b.o.n. :

Ti=Y w;T¢; =Y aTyg, done |[TF|E =D (3 #;Ti)*
J

ij i=1 j=1
Et Cauchy-Schwarz dans ¢* (pour i fixé) donne (372, ;T;;)* < (3272, #5)(3°;2, T7). D’ou :
Ir#1z < SO (1aECT2)) = 1#EITIE
i=1 j=1
Donc ||TZ|| < ||T|2]|Z|| g, vrai pour tout Z, donc ||T|| < ||T|2. s

Proposition 4.38 SiT € Ly(H,G) (est de Hilbert—Schmidt), alors T est limite d’opérateurs de rang fini, donc
T € K(H,G) (est compact).

Preuve. Soit (e,)n- est une b.on. de H. Soit T € Ly(H,G). Soit N € N*. Soit T l'opérateur T tronqué a
Vordre N, i.e. défini par Té; = T€; pour j = 1,..., N, et T¢&; = 0 pour j > N. Donc ImT = Vect{Tey,...,Ten},
donc T est rang fini. (La matrice [Z] de T & toutes ses colonnes nulles & partir de la N +1-iéme.)

Et Y72, ||T€]|% < oo, donc, pour € >0, IN, € N, Vn. > N, > ||T€][% < &2, donc

)
IT-Tull3 = Y [IT&]E <,
1=n+1

donc ||T — T,|| < &, cf. (4.26). Donc T est limite d’opérateurs de rang fini : T est compact. s
Notations. Soit la forme bilinéaire (-,-)s : Lo(H, G) x Lao(H,G) — R définie par :

= (8¢, T¢)c (4.27)
j=1

ou (€;) est une b.on. dans H. Avec S€; = . 5;;G; et T€; = >, Trjgr on a (S,T)y = Z” 1 Si;T55 car
(Gi» Gr)a = dik- Bt 3751 SijTij < |[S][2]|T|2 < oo (Cauchy-Schwarz dans ¢?), donc (S, T)z est bien défini.

Théoréme 4.39 (-,)s est une produit scalaire dans Lo(H,G) de norme associée ||.||2, et (L2(H, G), (-, -)2) est
un Hilbert.

Preuve. (-,-)s est bilinéaire, symétrique, définie positive, de norme associée |[.||2 : immeédiat.

Soit (T),)n+ une suite de Cauchy dans Lo(H,G) : ||Th—Tm|l2 —nm—o 0; done ||T,—Thnll2 —nm—o0 0,
cf. - : c’est donc aussi une suite de Cauchy dans L(H,G) complet (car G est un Hilbert donc complet),
donc convergente dans L(H,G). Soit T = lim7,, la limite dans L(H,G). Montrons que T € Lo(H,G), i.e
S5 ITE 2 < o0, puis [[T—T, 2 — 0.

Soit (€;) une b.o.n. dans H, soit e fixé, soit N. t.q. Vm,n > Ng, ||[T,—Tmll2 < € (car (T,,) de Cauchy
dans Ly(H,G)), i.e. Yoo [(Tn=Tw)é||% < e. Comme ||(T—T),).€i||lc = limy,—oo |[(Tn—T}).€i]|c (continuité
de la norme cf. ), on a, pour tout k € N* et tout n > N, :

k k k
SNT-T)EE = 3 lim [[(To-T)@(13) = lim (3 [[(Tu—T,) %) (somme finie)
i1 i=1 N i=1 . (4.28)
< i —T)E|Z) < &2 —T.)E||% < £2.
< Jm O N(Ta-Tal) <<, done 3 IT-Teilf <
= =

Donc :

ZHT‘%HG*ZHT Tn)éi + Tn(€i HG<Z2HT TEE + 21 Tu(@)llE < 26* +2M,

=1

ot M = sup, ||T,]| < oo car (T,) est de Cauchy dans L(H,G). Donc Y i, ||T€]|% < oo, donc T € Ly(H,G).
Et (4.28) donne : pour tout € > 0, AN, > 0, ¥n > N, ||T-T,||]2 < €. Donc T,, — T dans Ls(H, G). ==
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37 4.8. Thm de Rellich : linjection canonique H'(Ja,b[) — L?(Ja,b]) est compacte

Exercice 4.40 Soit  un ouvert de R", soit H = L?(f2), et soit K € L?(Q x ), et soit T € L(H) I'opérateur
de noyau K, i.e. :

Tf(@) = K (Z, 4) f (4) dQ2. (4.29)
JEQ
Montrer que T est un opérateur de Hilbert—Schmidt. Et qu’ainsi on a défini un isomorphisme entre Lo (L*(Q))
et L?(Q x Q) alaide de (T}, €;) 2 = (K,€; ®€;)2(02) ol (€;)n- est une base hilbertienne de L*(€2) (la matrice
[T;;] de T est égale a la matrice [K;;] de K).

Réponse. Voir polycopié sur les opérateurs a noyaux intégraux (généralisation de la multiplication matricielle aux
fonctions sur un Hilbert séparable). un

Exercice 4.41 Montrer : pour T' € Ly(H, G), avec la notation (4.22)) et &= > x;€; € H on a (échange des

signes ) : _ . N
Z D G= Y (T Go)- (4.30)
j=1 j=1 =1

uMg

Réponse. Avec (€;) b.o.n. de H et (g;) b.o.n. de G, d’une part :
TE =) (T%,5) ZZ% Té;,4:)c) g ZZ% ars
et d’autre part par linéarité de T :

1= 31 = Y (505300 5) = S (50170
J

D’ott le résultat. (Ce n’est pas Fubini.) =

4.3 Thm de Rellich : I'injection canonique H'(]a,b]) — L*(]a,b]) est compacte

C’est un des résultats essentiels du cours (permet d’appliquer le théoréme de décomposition spectrale) :
grace & ce théoréme on peut prouver que le “laplacien est diagonalisable dans une b.o.n.”; et en particulier qu’il
a un nombre dénombrable de valeurs propres (fréquences de résonnance).

On commence par regarder le cas des intervalles bornés de R, les démonstrations étant élémentaires grace
aux séries de Fourier. On regardera ensuite le cas des ouverts bornés de R".

L’identité I : L2(]0,1[) — L?(]0, 1[) n’est pas un opérateur compact puisque la boule unité est transformée
en elle-méme et que L?(]0,1[) n’est pas de dimension finie, voir théoréme
Par contre, en changeant les normes utilisées, Rellich a montré que ’'opérateur injection canonique

Lo = (H'(0, 1)), [ /) — (£200, 1)), [|-]]22),

(4.31)
u — Iijpu = u,

est compact (la boule unité de H! est vue comme étant étant un ensemble “sans épaisseur” dans L?).

Remarque 4.42 Attention, 'opérateur I1o n’est pas l'opérateur identité topologique :

1- Ce n’est qu’une identité algébrique : © — u = Ijpu (un élément n’est pas transformé).

2- Ce n’est pas du tout une identité topologique : I;9 ne conserve pas les normes, i.e., u est regardé avec deux
instruments de mesure différents, le premier ||.||g: qui est “précis” (prend en compte la dérivée), et le second
||.||z2 qui est “grossier” (qui est trés “myope” : qui “écrase a P'infini”). NB : la boule unité fermée de H'(]0, 1[)

By = {u€ H'(]0,1]) « [[ullZ2 + [[/|[7 < 1} (4.32)

n’est pas relativement compacte dans H(]0, 1[), car (H'(]0,1[),||.||z:) est un Hilbert de dimension infinie. En
revanche By est relativement compacte dans L?(€) (voir théoréme suivant) : elle est “suffisamment
petite” dans I'Hilbert (L2(€2),||.||z2) pour I’étre. En particulier une b.o.n. (e, )+ dans H*(Q2) (donc ||€, ||z = 1
pour tout n) est telle que |[I€,||r2 = ||€n|/r2 —n—o0 0, cf. (£.10), dés que Q est borné (c’est le cas de 0, 1[). o

Théoréme 4.43 L’injection canonique I o de (H(]0,1]),]||.||g) dans (L?(]0,1]),]|.||z2) est compacte, i.e., la
boule unité de H'(]0,1[) est relativement compacte dans L*(]0, 1]).

Preuve. Voir annexe [D] ot on montre que I est de Hilbert-Schmidt, donc compact. un
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38 4.4. Théoréme de Rellich : injection compacte de H'(Q) dans L?(Q)

Corollaire 4.44 L’injection canonique Ig : u € (H(]0,1]),||||z1) = u € (L2(]0,1[), ||.]|z2) est compacte, i.e.,
la boule unité de HE(]0,1[) pour la norme ||.||g: est relativement compacte dans L?(]0, 1]).

|12, Iinjection canonique 1o : u € (HA(]0,1[), [Mzp) = ue (L2(]0,1]),]|-||z2) est
compacte, i.e., la boule unité de Hg(]0,1[) pour la norme |[.|[z3 est relativement compacte dans L2(]0,1]).

Et avec [|v||g; = ||gradv

Preuve. La boule unité de (H(]0,1[), [|./[z1) est By = {u € H5(J0,1[) : [Jul[m <1} = By (VHg(]0,1]) C
Byi. Donc une suite (uy,) de Byyy est une suite dans By, donc, théoréme de Rellich, on peut extraire une
sous-suite de Cauchy (un,) = (I1otn,) = (I10tn,) dans L2(]0,1[). Donc flo(BHé) est relativement compact :

I’opérateur f10 est compact.

Dans H}(]0,1[) la norme [/ est équivalente a la norme ||.[|g1 grace a I'inégalité de Poincaré, I'intervalle
10,1[ étant borné. Et toute suite de Cauchy dans une norme est de Cauchy dans une norme équivalente : on
applique la premiére partie de la preuve. un

Remarque 4.45 Ce résultat se généralise immédiatement : 'injection naturelle de H*(]a, b[) est compacte dans

L*(Ja, b[) pour tout intervalle Ja, b[ borné. wa

Remarque 4.46 Si]a,b[ n’est pas borné, alors on perd la compacité. Eg., I1o : u € H'(]0,00[) — u € L%(]0, oo[)
n’est pas compacte : prendre une fonction ug € H'(]0,00[) t.q. supp(ug) €]0,1[ et ||ug||z: = 1, et poser
un(x) = u(z—n) (les translatées de wg, dessin); on a ||un|/g1 = [|uol||gr = 1 pour tout n, et, les fonctions
ayant leur support disjoint, (ty, U, )y = 0 pour tout n # m, donc (u,)n+ est orthonormale dans H!(]0, oo[);
et on a ||uy||rz = ||uol|zz # 0 pour tout n, et, les fonctions ayant leur support disjoint, (t,,u,,)rz = 0 pour
tout n # m; et pour m #n, ||[un — |32 = |[unl|3z + [|[uml|32 = 2|Juollzz —n,m—oe0 0 (Pythagore) : la suite

(un)n+ ne contient pas de sous suite de Cauchy dans L?(]0, oo[), donc I;p n’est pas compacte. ua

Remarque 4.47 Le théoréme de Rellich de H!(]a,b[) dans L?(]a,b]), pour ]a, b[ borné, est a la base de nom-

breux résultats d’existence (grace a la compacité) pour les équations aux dérivées partielles. un

Remarque 4.48 Rappel : I1g : (H*(Q), (-, ")) — (L3(2),(-,-)12) n’est pas une identité topologique. Ou si
on préfére la bijection linéaire I1g : (H*(Q), (-,-)g1) — (HY(Q), (-,-)12) n’est pas bi-continue car les normes de
I’espace de départ et de ’espace d’arrivée sont trés différentes : elles ne sont pas équivalentes. un

Exercice 4.49 Caractériser adjoint I5, de Io (Popérateur I;9 € L(H'(Q2), L?(£2)) n’est pas autoadjoint car
H'(Q) £ L2().
Réponse. L'adjointIj, € £(L*(Q), H*(Q)) est caractérisé par, cf. , pour f € L*(Q) :

Yo e H'(Q), (Ijof,v) gt = (f, Tiov) 2. (4.33)

Donc Ify f vérifie (Ifof,v) 2 + ((Ifof),v") 12 = (f,v) 12, pour tout v € H*(Q). Donc la valeur I3, f =noté ¢ H'(Q) est
solution de (u',v") 2 + (u,v) 2 = (f,v) .2 pour tout v € H'(2). On a existence et unicité de cette valeur u, cf. théoréme
de Lax—Milgram : c’est la solution du probléme —Awu + u = f pour les conditions aux limites de Neumann homogénes
(conditions aux limites naturelles). Ainsi pour f € L*(Q), on a caractérisé I7of = u. un

Exercice 4.50 Soit 1o : (H{(Q),(-,)m) — L*(Q), la restriction de I & H}(€2) muni du produit scalaire
usuel de H'(Q2). Caractériser I'adjoint I7,.

Réponse. u = I}of € H}(Q) est solution de (u',v') 2 + (u,v) 2 = (f,v)2 pour tout v € H(Q) : c’est la solution du

probléme de Dirichlet homogéne —Au + u = f. .

Exercice 4.51 Soit }10 : (HY(Q), (-, V) = L?(Q), linjection naturelle ot Hg () est muni de son produit
scalaire (u, f)p1(q) = (v, f')r2 (cas @ borné). Caractériser 'adjoint I,

Réponse. u = I}, f € H}(Q) est solution de (u',v') 2 = (f,v) 2 pour tout v € Hi(€) : c’est la solution du probléme de

Dirichlet homogéne —Au = f. --

4.4 Théoréme de Rellich : injection compacte de H'(Q2) dans L*()
4.4.1 Théoréme de Rellich

Soit 2 un ouvert borné de R™, n > 2. Le théoréme de Rellich fut aisé a établir dans R (en dimension 1,
voir ci-dessus), mais il est plus difficile & établir dans R™. On I’admet ici, les 2 paragraphes optionnels suivants
donnant les indications pour la démonstration.
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Théoréme 4.52 On suppose 2 ouvert borné régulier de R™. Alors l'injection canonique :

Lo« (HY (), |1 |m0) — (L), 1]l 2(0);

(4.34)
u — lou=u,

est compacte.

Le., la boule unité fermé B; = {v € H(Q) : ||v||%2(9) + ||gradv||%2(m < 1} de HY(Q) est compacte pour

la norme |[.||z2(q) (elle n’est évidemment pas compacte pour la norme ||.|[f1(q), puisque Bj est la boule unité
pour cette norme dans un espace de dimension infinie). Donc, de toute suite (u,) de Bj, on peut extraire une
sous-suite (u,, ) qui est convergente dans L%(Q), i.e. :

((un)ner € (@)

= (Eiv € L*(), I(un, )ren sous-suite, ||un, —v|[r2(0) . O).
—00

et [|un|lrio) <1 Vn),
(4.35)

Attention : il ne faut pas oublier d’indicer les normes, sinon cette propriété n’a pas de sens.

Remarque 4.53 Attention : si {2 n’est pas borné, I'injection canonique n’est pas compacte, voir remarque .

4.4.2 * Théoréme d’Ascoli

On donne ici des résultats classiques d’analyse fonctionnelle sur lesquelles est basée la démonstration du
théoréme de Rellich.

Avant de regarder les fonctions intégrables, on regarde les fonctions continues. On se donne un compact K
de R™, et on se place dans 'espace de Banach CY(K) des fonctions continues sur K & valeurs scalaires, espace
muni de sa norme uniforme : pour f € C°(K) :

[1£lloe = sup |£()]. (4.36)
reK

On considére un sous-ensemble F' C C°(K) qui est borné, i.e., tel que :
Je>0, Fc{fecClK):||flle <c}. (4.37)
Exercice 4.54 La boule unité By = {f € C%(K) : ||f||oc <1} de C(K) est un tel ensemble. o

On souhaite savoir dans quels cas un tel ensemble F est relativement compact (C°(K) est un espace vectoriel
de dimension infinie, et donc la boule unité fermé By n’a aucune raison d’étre compact ; attention, il n’y a pas
de produit scalaire associé & la norme ||.||o et donc C” n’est pas un Hilbert).

Définition 4.55 On dit que I’ensemble de fonctions F est équicontinu dans C°(K) si :
Ve >0, 30 >0, Vry,22 € K, d(z1,22) <0 = VfeF:|f(r1)— f(z2)] <e. (4.38)

Donc dans ce cas toutes les fonctions de F' sont non seulement uniforméments continues (elles sont continues
sur un compact), mais vérifient des propriétés d’uniformité entre elles (le méme ¢ et le méme § pour toutes les
fonctions).

Dire que F est équicontinu dans C°(K) s’écrit aussi :

sup |f(z1) = f(22)| —0. (4.39)
fer 5—0
z1,22€K t.q. d(z1,22)<8

Exemple 4.56 (Contre-exemple) Soit K = [0,1]. La boule unité By = {f € C°(K) : ||f||lc < 1} n’est pas
équicontinue dans C°(K) :

prendre ¢ = %, et, a 0 donné quelconque, prendre f(z) = 2" et 25 = 1 et ;1 = 1 — § ou & = min(J, %), puis
choisir n assez grand pour que x5 — zT > % ce qui est toujours loisible puisque :

2y —at=1—-(1-0)" —1.

n—0

Faire un dessin : on voit que les pentes des fonctions f,(x) = z™ ne sont pas uniformément bornées, et le
développement de Taylor au premier ordre f,(x) — f,(1) = (x — D)n 4+ o(xz — 1) (car f'(1) = n) indique que
fn(x) — fr(1) n’est pas controlé uniformément (i.e. indépendamment de n) par (z — 1). a
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Exemple 4.57 La boule unité de C*([0,1]) :

By = {f € C'([0,1]) : [Illoc + [1flloc <1},

est équicontinue dans C°(K). En effet, |f(z) — f(v)] < |z — y| ||f'||c (inégalité des accroissements finis) et a ¢
donné, il suffit de prendre § = €. Ici B1 ne contient pas de fonctions dont les dérivées sont aussi grandes que
souhaitées en norme ||.||o : on a ||f']]0 < 1. ua

On admet le théoréme d’Ascoli :

Théoréme 4.58 Soit K un compact de R". Alors F est relativement compact dans C°(K) ssi F est un sous-
ensemble borné et équicontinu de C°(K).

Donc en particulier, la boule unité By de C''([0,1]) est relativement compact dans C°([0, 1]).

Preuve. Voir par exemple Hirsch et Lacombe [g]. e

4.4.3 * Théoréme de Fréchet—Kolmogorov

Le théoréme d’Ascoli caractérise les compacts F' de C°(K). On souhaite maintenant caractériser les compacts
de L?(9) (généralisation du théoréme d’Ascoli).

Notation. Pour & € R", on note 7 f la fonction translatée de f :
déf - N
:.f(&) = f(@—h), VieQ. (4.40)

(Si f est définie sur Q alors 7 f est définie sur h + €, Pouvert translaté de h.)

Définition 4.59 Dans R", on dit que 'ouvert w est fortement inclus dans € si @ est un compact et si @ C €.
Et on note alors w CC Q.

Pour les fonctions f € L?(2), on va considérer leurs restrictions flw pour un w CC ) donné de telle sorte
que t; f reste dans L?(Q) deés que h est suffisamment petit.

Théoréme 4.60 Soit ) un ouvert de R" et soit w CC €. Soit G' un sous-ensemble borné de L*(12) tel que :
Ve >0, 36 > 0 avec § < dist(w,R"—Q), VA € R", |h| <d = Vfe G, ||Irif — fllre) <e. (4.41)

Et soit G, I'ensemble des fonctions de G restreintes a w. Alors G,, est relativement compact.

Preuve. Admis : basé sur le théoréme d’Ascoli aprés régularisation des fonctions f € L?(Q) (convolution par

une suite régularisante). Voir par exemple Brézis [4]. s

La conclusion de (4.41)) s’écrit :
VG [I5@+R) - f@P <,

a comparer avec la conclusion de (4.38) (conclusion du théoréme d’Ascoli).
(’est lapplication du théoréme de Fréchet-Kolmogorov & la boule unité de H*(2), qui permet de démontrer
le théoréme de Rellich.

5 Alternative de Fredholm

On s’intéresse au probléme aux valeurs propres : pour H Hilbert et pour 7' € L(H) :

(5.1)

trouver les couples (A, z) € R x H t.q. :
Tx = Ax.
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41 5.1. Enoncé de lalternative de Fredholm

5.1 Enoncé de alternative de Fredholm
(5.1) correspond au probléme : pour b € H et A € R, trouver x dans H tel que
(T =Xz =01. (5.2)

L’alternative de Fredholm nous dit que, si T est compact et si A # 0, alors 2 situations et 2 seulement peuvent
se présenter : celles de la dimension finie :

Théoréme 5.1 (Alternative de Fredholm.) Soit H un Hilbert. Si 'opérateur T : H — H est borné compact et
si A # 0 alors, comme pour la dimension finie,

1. Ou bien A € p(T), et alors le probléme est bien posé : il admet une unique solution v = (T —\I)~*b € H
qui dépend contintiment de b avec ||x||g < c||b]|, ot ¢ = ||(T — AI)~||. (En particulier 'équation homogéne
(T — M)z = 0 n’admet que la solution nulle.)

2. Ou bien X\ € 0,(T) et X est valeur propre de multiplicité finie : le noyau Ker(T — M) est de dimension finie

n € N*, et I’équation homogéne (T — A\ )x = 0 admet n solutions linéairement indépendantes.
Et le probléme n’admet de solutions que si b € Im(T — M), et plus précisément : b satisfait a n =
dim(Ker(T — AI)) conditions de compatibilités (car (T — \)~'b = x € Ker(T — \)). Auquel cas si zo est
une solution de (5.2), alors tout x € xo + Ker(T — M) (espace affine de dimension n) est solution de (5.2) et
il n’y a pas d’autre solution.

(Donc, le cas problématique X € o(T') — 0,(T) n’intervient pas quand A # 0 et T' compact.)

Preuve. C’est un corollaire simple du théoréme de Fredholm [5.3] voir § suivant. un

Interprétation. Ces résultats sont intuitifs : A étant fixé, A # 0, quitte & considérer %T au lieu de T, on
considére le cas A = 1, et le probléme (j5.2)) s’écrit : pour ¢ € H, trouver = € H t.q.

(I-T)x=c (5.3)

Et avec T compact, T est une “petite perturbation de I’identité a I'infini”, cf (4.10) : en ce qui concerne 'inver-
sibilité, T n’a pas d’influence par rapport a I au voisinage des “dimensions a l'infini” (ot T “écrase” les vecteurs
contrairement & I qui les conserve).

Remarque 5.2 En revanche, pour A = 0 on ne sait rien :

1- avec T compact et A = 0 on peut avoir dim(KerT) = oo (prendre par exemple T' = 0 ou 0 est valeur
propre de multiplicité infinie),

2- avec T compact et A = 0 on peut avoir 'opérateur 1" borné et bijectif mais d’inverse non borné, par
exemple T : (* — (? lopérateur de multiplication par la suite (A, = L)+ ; dans ce cas Tw = b a pour unique
solution z = T~1b mais = ne dépend pas contintiment de b (la matrice généralisée [T] est “mal conditionnée”),

3- avec T non compact tous les cas présents et absents dans ’alternative de Fredholm peuvent se produire. au

5.2 Théoréme de Fredholm

Soit T € K(H) (endomorphisme borné compact). Quitte & changer T en %, on regarde si A = 1 est valeur

propre, i.e. on cherche les x € H t.q.
(I-T)z=0, (5.4)

On cherche donc a caractériser Ker(I —T) = {z € H : Tx = x} : c’est I'espace vectoriel t.q. Tiker(1—7) = 1.

Théoréme 5.3 (Théoréme de Fredholm.) Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie, et soit T € K(H)
(un opérateur borné compact). Alors :

(i) Ker(I — T') est de dimension finie,

(ii) la restriction S = (I=T)|ker(1—1y)~ de I=T a (Ker(I=T))* est une application bijective bicontinue de
(Ker(I-T))* sur Im(I—T) (homéomorphisme linéaire),

(iii) Im(I—T) est fermé (et ainsi S est bicontinu entre deux Hilbert).

(iv) Ker(I-T) = {0} <= Im(I-T) = H (et donc 1 ¢ 0,(T) < 1 € p(T') carici I —T est bijectif bicontinu).

Preuve. (i) Ker(I-T) = (I-T)"'({0}) est un sous-espace vectoriel fermé (I'image réciproque du fermé {0}
par lapplication continue I—T"). Donc K = (Ker(I—T), (-,-)r) est un Hilbert ; sa boule unité est
Bx ={v e H, ||z||lg <1, Te =2} ={x € By, Tr =z}, donc Bk =T(Bgk)

(r€Bgk =>Te=2€T(Bg),y € T(Bg) = 3z € Bk t.q. y =Tx =z € Bg). Et Bx C By la boule unité
de H, donc
Big =T(Bk) C T(Bg), donc Bg relativement compacte car T' compact.

Donc I'Hilbert (Ker(I—T),(-,-)g) est de dimension finie, voir théoréme [4.16]
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42 5.2. Théoréeme de Fredholm

(ii) Ker(I-T) = (I-T)~'{0} étant un sous-espace vectoriel fermé, H = Ker(I-T) & Ker(I-T)*. Donc
Popérateur (restriction)

(Ker(I-T))* — Im(I-T) = Im(S)
S={U-T (I :
( )‘(Ke (I=T)* { z > Sr=x—-Tx
est linéaire continu (car I et T le sont), et est bijectif, car injectif par définition de (Ker(I—T))* et surjectif par
. Im(S) = Im(I-T) — (Ker(I-T))* )
définition de ImS = Im(I—T). Donc S~ : . existe. Il reste & montrer
y =58y,
que S™! est continue (bornée sur la boule unit¢). Sinon il existe une suite (2,,)n+ dans Im(S) t.q. ||z,||g = 1 et
1S 2 || 7 —n—s00 00, i.e. (en posant y, =

Zn )
llznlla /2

El(yn)N* € Im(S) t.q. Yn n:;o et ||Silyn||H =1, Vn. (5'5)

Donc, avec y, = Sz, = x,—~Tx, ot z, € (Ker(I-T))* :

Ty —Txy — 0 et ||z,|lg =1, Vn. (5.6)
n— oo

Et (z,,)n~ est bornée car x,, € By la boule unité (fermé) de H, et T' compact implique T(By) compact dans H,
donc, quitte & extraire une sous-suite, la suite (T'z,,)y+ converge dans H :
¥eH, Tz, — ¢ donc =z, — ¢ (5.7)
n—roo n—oo

(car 0 < ||z — |l < |lzn — Txnllg + | T2 — €|l —n—00 0 + 0), et T continu donc Tz, — T¢ donc
¢ —T¢=limz, —limTz, = lim(z, — Tx,) =0 (car T est continu donc), donc

¢ e Ker(I-T). (5.8)

Et 2, € (Ker(I-T))* fermé, (x,,)n converge vers £ dans (Ker(I—T))*. Donc ¢ € Ker(I-T) N (Ker(I-T))* =
{0}, donc £ = 0. Donc z,, —pn—y00 0. Avec ||z,,||gr = 1 pour tout n : absurde. Donc supposer S~! non borné est
absurde : donc S~ est borné.

(iii) Im(I-T) = S~ ((Ker(I-T))") est fermé dans H, car S~! est continu et (Ker(I—T))* est fermé.

(iv)(=) Supposons que Ker(I-T) = {0}, i.e. S=T1-T: H — Im(I—T) est bijectif. Supposons de plus que
S(H) =Im(S) = Im(I-T) # H et montrons : c’est absurde si T est compact.

Notons Hy := H et Hy = S(Hyp). On a supposé Hy C Hy, et on a H; fermé cf (iii), donc si « € Hy — Hy, sa
projection orthogonale xg sur H; existe et eg = ﬁ 1 Hy, avec Sey € Hy par définition de Hy. (Dessin.)

Soit Hy = S(H1) = S(S(Hp)) : Hy est fermé car Hy l'est et S est bicontinu. Et S(Hy) C Hy donne
S(S(Ho)) - S(H()), donc Hy, C Hy. Et Hy & Hy : sinon Hy, = H; i.e., S(S(Ho)) = S(H()), donc S(HO) = Hy
puisque S est bijectif, et donc H; = Hy, ce qui est contraire & I’hypothése. Donc, démarche précédente, il existe
e € Hl, ||€1|| = 1, e1 L Hy et Seq € Hy = S(Hl)

Par récurrence on pose H, = S(H,—_1) : on a ainsi construit une suite (H,)y strictement décroissante
d’espaces fermés et la suite orthonormale (e,)n des vecteurs e, € H, tels que |le,|| = 1 et e, € Hpq et
Sen € Hy11. Et donc (Pythagore car e, 1 Se,) :

1
ITenll = II(I = S)enll = llen — Senll = ([leall* + [ISenll*)= > [len]| = 1. (5.9)
La suite orthonormale (ey,)y est telle que ||Te, || ne converge pas vers 0 et donc T' n’est pas compact : absurde

puisque par hypothése T" est compact. Donc Im(I — T') = H.

(iv)(«=) Supposons H = Im(I—T). Donc {0} = (Im(I-T))* = Ker((I-T)*) = Ker(I-T*). Et T* est
compact car T lest (corollaire [4.33), donc Ker(I—T*) = {0} donne Im(I-T7*) = H, cf. (iv)(=). Donc
Im(I-T*)*+ = {0}, et Im(/—T"*)+ = Ker(I — T), donc Ker(I — T) = {0}. =a

Corollaire 5.4 On en déduit le théoréme (Ialternative de Fredholm).
Preuve. Soit A # 0. Si T compact alors < est compact (immédiat cf. lemme [4.19), et le théoréme de Fredholm
s’applique en considérant I — % aulieude I —T.

1- (i) et (iv) indiquent que si Ker(I — X) = {0} alors il y a existence et unicité d’une solution a (5.2) quelque

soit b € H (car (I' — M)z = b équivaut & (I — L)z = 52). De plus, S = (I — L)~ : H — H étant continu
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cf. (iii), (T'— AI)~' = —=A(I — %) : H — H est continu, et = (T'— AI)~'b dépend contintiment de b. Donc
A € p(T). D’ou le 1- de lalternative.

2- Sinon Ker(T — AI) = Ker(I — £) # {0}, et donc X € 6,(T). Donc :

21- si b ¢ Im(T — AI) = Im(I — %), alors il n’y a pas de solution (par définition de 'image), et

22-si b € Im(T'— AI) = Im(I — L), alors il y a une solution z, et tout 2’ € z+Ker(T —AI) = 2+ Ker(I — L)
est solution. Et avec S : (I— %)+ — Im(I— L) bijectif, on a S~'b € (Ker(I — L))+ sous-espace de codimension n

dans H, et donc S~'b satisfait & n contraintes linéaires indépendantes caractérisées par, avec (€i)i=1,....n une
base de Ker(T — \I), (S~'b,e;)y =0 pour i = 1,...,n. ua

Exemple 5.5 Pour T € L({?) 'opérateur de multiplication par une suite (\,) t.q. A\, —,_00. Donc T est
compact. Pour \ # 0, et pour b = (b, )nen+ € £2 donné, on cherche 7 = (z,,)nen+ € 2 solution de :

(T—M)E=b <= (A—MNz,=bn, VneN.

Alors on a (alternative de Fredholm : A # 0 et T est compact) :

1- soit il y a une seule solution Z et cette solution est immédiatement donnée par z, = +22— pour tout n;

A=An
donc on est dans le cas A # \,, pour tout n (on rappelle qu’on a supposé A # 0).

Et de plus ||Z||pz < CH5||£2 avec ¢ = sup,, \ﬁ| (dépendance continue de & en fonction de 5), car Y x2 =
PO e A A D DL

2- soit A est valeur propre de multiplicité m, i.e. Ing, ...,y t.q. A = Ay, pour k =1,...,m (et m est fini car
An —n—oo 0 €t A # 0), et alors

21- soit il y a 0 solution si b ¢ Im(T'—AI), i.e. si by,, # 0 pour tout k =1, ...,m,

22- soit b € Im(T — AI) et il y a un nombre fini m de solutions indépendantes avec m conditions de
compatibilité, a savoir b, = 0 pour tout k =1,...,m.

N.B. : le cas A = 0 n’est pas dans l'alternative. Il doit donc étre traité a part (cas particulier). Exemple de

la suite (A, = ) (on a A, # 0 pour tout n). La solution de T'% = b existe et est unique : z, = —f\—z pour
tout n, mais n’est pas calculable numériquement car )\i =N 00 00; ici ||[T71|| = supy- ﬁ = o0, et T7!
non borné, et # ne dépend pas contintiment de b (probléme mal posé). =

6 Spectre et théorémes de Riesz—Schauder

6.1 Spectre et théoréme de Riesz—Schauder 1ére partie

Théoréme 6.1 (Riesz—Schauder, 1ére partie) Soit H un Hilbert de dimension infinie. Si T € K(H) (i.e. borné
compact) alors :

o(T)—{0} = o (T)—{0}, (6.1)
i.e., tout élément non nul du spectre est valeur propre de T'. (On rappelle que 0 € o(T), cf. thm .

Preuve. (Alternative de Fredholm.) Soit A € o(T') — {0}. Si A &€ 0, (T") alors Ker(T' — AI) = {0} et l’alternative
de Fredholm, cf. thm [5.3}(iv)-(ii), donne Im(T" — A\I) = H et AI — T : H — H est bijectif bicontinu, donc
X € p(T), donc A € o(T). Absurde. D’oa A € 0,(T). Et o(T) D 0,(T), ct. prop. 3.13) d’ou (6.1)). wa

Exercice 6.2 Montrer que 'opérateur de I'exemple 3.16| n’est pas compact.

Réponse. o(T) = [0,1] et 0,(T) = 0, donc ici o(T)—{0} # o,(T")—{0}. =

6.2 )\ =0 seul point éventuel d’accumulation dans o(7)

Lemme 6.3 Si A\, ..., \,, sont n valeurs propres distinctes d’un opérateur T : H — H, alors n vecteurs propres
associés €1, ..., €, forment une famille libre. Donc si T a une infinité de valeurs propres \,, n € N* distinctes et
associées aux vecteurs propres €,, n € N*, alors Vect{é, : n € N*} est de dimension infinie.

Preuve. Récurrence. Soit n € N* et E,, = Vect{é,...,€,}. Supposons dim(F,,) = n. C’est vrai pour n=1 :
dim(F;) = 1 (un vecteur propre est non nul par définition). Montrons : dim(E,,+1) = n+1. Sinon (généralisation
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44 6.3. Spectres et théoréme de Riesz—Schauder 2éme partie

de l’exercice [B.11]), soit n € N* le premier indice tel que E,+1 = E, (car E,+1 D E,). Donc é,,1 € E,, :

n n
. N - .
Enyl = E o€, d’olt Apyi€npr = g 0 A 4165,

i=1 i=1

n n (6.2)
et Té =Y oT¢ donc Auj1@nin = Y o\,
i=1 i=1
donc, par différence, .
0="> ai(Ans1 — X)é, (6.3)
i=1

et comme les \; sont tous distincts et (€;)i=1,..n est une famille libre, on déduit que les a; sont tous nuls.
Absurde puisque €,41 # 0 (par définition d’un vecteur propre). Donc dim(E,,+1) =n + 1.
Et Vect{e,, : n € N*} D E,, pour tout n, donc dim Vect{é, : n € N*} = cc. oa

Lemme 6.4 Soit H Hilbert de dimension infinie. Si T € K(H) (opérateur borné compact) alors 0 est le seul
point d’accumulation éventuel de o(T) et de o,(T') : tous les A € o(T)—{0} = 0,(T")—{0} sont isolés.

(Résultat important pour les fréquences de résonance du laplacien : il n’y a pas de “continuum de fréquences”,
i.e. les fréquences de résonances sont “bien séparées” les unes des autres.)

Preuve. Par I’absurde. Soit A € o(T)—{0} = 0,(T)—{0} un point d’accumulation de (7). Donc il existe une
suite (A, )y« de réels non nuls tous distincts dans ¢,(T") qui converge vers A, et on note €, un vecteur propre
normé associé a A, : T€, = A\,é, et ||€,||g = 1 pour tout n € N*. On note E = Vect{e,, : n € N*} 'espace
vectoriel (de dimension infinie) engendré par ces vecteurs propres.

1. Cas simple : T autoadjoint. Alors (€, )n~ est une orthonormale, donc T€,, —,_, 0 car T est compact.
Donc A\, — 0 : incompatible avec A # 0. Donc un A # 0 n’est pas un point d’accumulation.

2. Sinon T # T*. Quitte & changer T en —T, supposons A > 0, et quitte & ne considérer la suite (\,) que
pour n assez grand, on suppose A\, > % pour tout n. On construit alors une b.o.n. (ﬁl)N* de FE par le procédé
d’orthogonalisation de Gram—Schmidt : on pose fi = €1 € FEq, puis, pour n > 2, f;L =Y cni€i € E, tq.
fu L EX | et ||fullz = 1. Montrons : (T'f,)x- n’a pas de sous-suite de Cauchy. On a T'f, = Yo eniTé; =
Z?:lcniAigia donc :

fneEn et Tfn_)\nfneEnfb

D’ou, pour n > m,

Tﬁl - T.fm = ((T*)\nI).}Fn - Tfm) + )‘TL.]E';L S En—l GLBVect{ﬁL},

d’on (Pythagore)
» - - A
T frn =T fimllz = Ml fullg > 5 > 0.

Donc aucune sous-suite de (T’ f;)N* n’est de Cauchy, absurde pour T compact car f;l € By borné. Donc un

A € o(T)—{0} n’est pas un point d’accumulation dans o (7). s
6.3 Spectres et théoréme de Riesz—Schauder 2éme partie

Théoréme 6.5 (Riesz—Schauder, 2éme partie) Si H est un Hilbert de dimension infinie, et si T est un opérateur
borné compact alors

o(T') est une suite au plus dénombrable qui tend vers 0. De méme pour o,(T).

Preuve. Pour n > 1, notons A, = {\ € o(T) : [A\| > 1} c [1,|T]], cf. prop. m Donc A, est vide ou

fini (lemme : ne peut pas contenir de point d’accumulation). Et |J;=, A, est au plus dénombrable comme

réunion dénombrable d’ensembles finis. Donc o(T)—{0} = [J;=, A, est au plus dénombrable. wa
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7 Décomposition spectrale des op. bornés compacts autoadjoints

On conserve le résultat de la dimension finie (matrice symétrique réelle = diagonalisable) pour les opérateurs
T a valeurs réelles qui sont bornés autoadjoints et compacts :

T € L(H) compact autoadjoint = T est diagonalisable dans une b.o.n. (€,) de H. (7.1)

Théoréme 7.1 (de décomposition spectrale des opérateurs bornés compacts autoadjoints dans un Hilbert.)
Soit H un Hilbert séparable de dimension infinie et soit T € K(H) t.q. T = T* (opérateur borné compact
autoadjoint). On a : T est diagonalisable dans une base hilbertienne (une b.o.n.) de H :

Te, = \é, Vn e N*,

de plus \,, — 0. (7.2)
n—oo

I A\)n- € RN, 3(E,)n+ bon. de H t.q. {

Autrement dit H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de T avec de plus \;, —, 00 0. Et

les A\, non nulles sont de multiplicité finie. (7.3)

Preuve. On suppose dim H = oo (le cas des endomorphismes en dimension finie est connu).

1- Cas A = 0 n’est pas valeur propre. Soit d; = dim(Ker(T—)\;I) < oo la multiplicité (finie cf. alternative
de Fredholm) des v.p. A;; on choisit une b.o.n. (€)k=1,4, dans chaque Ker(T'—\;I). Quitte & compter les \;
autant de fois que leur multiplicité (finie), on renumérote les valeurs et vecteurs propres, qui sont au nombre de
J € N (fini ou infini). Avec ();); bornée car T est borné et (€3)i=1,...,s famille orthonormée car T' = T™.

Soit F' = Vect{é,,n € J} 'espace vectoriel qu’ils engendrent. Montrons que F est dense dans H, donc qu’on
a un nombre infini de valeurs propres et que (€, )nen+ est une base hilbertienne de vecteurs propres. Le., ayant
E =F ot F4, montrons : F+ = {0}.

* On a F est stable par T', i.e. T(F') C F, puisque tout élément = € F s’écrit x = ), ;€;, donc y = T'x =
> i(xiX)é; € F (on ay € H car (\;); est bornée).

* Et T = T* donc F* stable par T, i.e. T(F+) C F+ : eneffet T(F) C F et T = T* donnent :

re€Ft = VyeF (donc Ty € F), (,Ty)g =0= (Tz,y)p = Tx € F*. (7.4)

Ft 5 pt

* Considérons la restriction Tjp.1 :
z = Tpre=Tx

} de T a F+. On a Tp+ autoadjoint et compact

car T I’est. Supposons I\ € 0,,(T}p1), et on note € € FL—{(_)'} un vecteur propre associé, donc T} € = A\é, donc
Te& = \é, donc € est vecteur propre de T donc e € F, donc € € F () F+, donc €= 0. Ayant suppose e # 0 c’est
absurde. Donc o(T}p1) = {0} cf. thm et T+ autoadjoint, donc T)p1 = 0 cf. prop 4. Donc F+ = {0}
(car F+ C KerT = {0} car 0 n’est pas valeur propre ici). Donc H = F @ F+ =F.

Et T compact, donne T€, —, .o 0, donc A\, €, —>, 00 0, donc A\, —>,, 00 0.

Et les A\, sont de multiplicité car dim(Ker(T—AI) < oo (alternative de Fredholm).

2- Cas A = 0 est valeur propre : on prend une base hilbertienne dans Ker7T qu’on compléte par la base
hilbertienne de vecteurs propres définissant F' ci-dessus. Ayant F' L KerT (car T'= T*), la famille libre obtenue
engendre un espace G dense dans H (comme précédemment on montre que Tig+ = 0 et donc que G+ =0):

on a une base hilbertienne de H constituée de vecteurs propres. un
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8 Forme variationnelle : théorie spectrale, application au Laplacien

But : trouver les “fréquences de résonance” du Laplacien, et plus généralement des opérateurs elliptiques, et
mieux, trouver une b.o.n (de Fourier) dans L?(Q2) adaptée & notre probléme.

8.1 Problémes fort et faible, problémes spectraux associés, opérateur T’

Cadre : H et V Hilbert t.q. VC H,et f€ Het A€ L(V; H).
e Probléme fort (probléme initial) : trouver u € V' t.q.

, ie. u=Tf quand T = A1 (8.1)

Probléme spectral fort associé : trouver les (A, u) € R x V (couples (valeur propre, vecteur propre)) t.q.

[Au=2u] e Tu=1u (8.2)

e Probléme faible associé : avec a(-,-) € L(V,V;R) forme bilinéaire associée a A : trouver u € V' t.q., pour tout
veV,

lau,v) = (,0)u

et on aura donc a(Tf,v) = (f,v)mg, ie. a(A71f v) = (f,v)g (trés utile pour la suite).
Probléme spectral faible associé : trouver les (\,u) € R x V t.q., pour tout v € V

, donc (8.3)

lau,v) = Mu, v)u | (8.4)

(C’est bien le produit scalaire dans H dans le membre de droite, comme pour a(u,v) = (f,v) g cf. (8.3).)

V - H
e Opérateur T : supposant f € H et l'injection canonique Iyg : bornée, la forme linéaire
v = lijpu=mu

l:v eV = L(v) = (f,v)n est bornée, car [((v)| < [|f||allv]la < [fl|allTioll [[v][z donne [[E]] < [|f[|m] 1ol
Et donc, supposant a(-,-) bilinéaire continue et a-coercitive sur V, les hypothéses du thm de Lax—Milgram sont
satisfaites; donc (8.3) est bien posé : la solution u de (8.3) existe, est unique, et dépend continument de f, ce
qui définit

T: =V opérateur borné : |\Tf|\V<M||fHH. (8.5)
f = u=Tf lasolution de (8.3) e

Exemple 8.1 H =V =R" usuel, f = be R™, avec A matrice n x n.
Problémes fort (probléme initial) et faibles : trouver & € R” t.q.

e A7 =05, ie. T=Tb quand T =A"", et

_ (8.6)
o a(Z,y) = (b,Y)rn, V§eER™
Problémes spectraux associé : trouver les (A, Z) € R x R” t.q.
1
e A =)\, ie. TrX=—Z et

>
—~~
%
-~
~

e a(Z,9) = MZ, J)r», V§ER™
Et on aura a(Th, ) = (b, )z~ (trés utile pour la suite). a

Exemple 8.2 (H, (-, )g) = (L*(Q), (- )z2), (V,()v) = (HYXQ), (- )m), f € L*(Q), avec A =10 _ A
lopérateur H}(Q) — L?(Q) du probléme “trouver u € Hg(2) t.q. (—A)u = f” (Dirichlet homogene).
Problémes fort (probléme initial) et faibles : trouver u € HO( ) t.q.

o (-Aju=Ff, ie u=Tf quand T =(-A)"' et

I 8.8
e a(u,v) = (f,v)r2, Yo € H}(Q), ou a(u,v)= (Vu,Vv): ®8)
Problémes spectraux associé : trouver les (\,u) € R x H} () t.q.
1
o (—A)u=Iu, ie. Tu= U et (8.9)
e a(u,v) = Mu,v)r2, Yo € H}HRQ).
Et on aura a(Tf,v) = (f,v)n (trés utile pour la suite). ua
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47 8.2. L’opérateur T el “petit probleme”

8.2 L’opérateur T et “petit probléme”
8.2.1 L’opérateur T

Solution u =T f de dans le cadre du § :

Onaf:v cV — f(’l)) = (f,’l))H trivialement linéaire, et M(’U)| S HfHLz(Q)H’UHLz(Q) S Hf||L2(SZ)HIIOH HvHHé?
donc £ est continue sur V' avec ||¢|| < || f[|z2(q)l110]], donc, a(-,-) étant bilinéaire continue coercitive sur V', on
peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram : le probléme (8.3) est bien posé dans V : Ilu = u(f) ="°% T(f) €
H}(Q) qui dépend contintiment de f :

I I
[|ully < %Hﬂh{, Le. ||T(f)\|v§@||f”ﬂ 5.10)
Cela définit
T H -V 0 d T _ v v ™
N F ST muev [ ol onc’a( fﬂ))—(f,v)H‘7 vev, (8.11)

ott T(f) ="°% T'f car T est linéaire (trivial car a(-,-) est bilinéaire), et T" est borneé : T ey < H%}H
Exemple « trouver u € H}(Q) t.q. —Au = f » (laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes) :
{LQ(Q) — Hy(Q)
T:

. e _ A~ et T est linéaire borné. (8.12)
foTf=u"2" —A-lf

8.2.2 “Petit” probléme pour la diagonalisation de T

Exemple « trouver u € H}(Q) t.q. —Au = f » : I'opérateur (—A) n’est pas borné, et on ne pourra pas
appliquer le théoréme spectral : on ne regarde pas le probléme spectral —Au = Au. Mais avec u € H}(2) la

L*(Q) — Hy(Q)

solution de —Au = f (Lax-Milgram), on regarde T := (—=A)~1! : { f Su=Tf

} qui est borné (Lax—
Milgram), et le probléme aux valeurs propres :

1
Tf=uf, etonaura A= —. (8.13)
w

Mais pour “diagonaliser” T on a besoin de T endomorphisme, mais ici (T : L?(2) — H}(€)). On va commencer
Hy () = Hy(%) } |

par regarder la restriction T} := Tjy1(q) : { f T.f=Tf
—T.f=

8.3 L’opérateur restreint 7, = T o [y : endomorphisme borné et compact
8.3.1 Définition
T: H — V est donné par (8.5)). Soit T, ’endomorphisme “I’opérateur T restreint & V” :

V -V
T, : (8.14)
{f —T.f:=Tf (=u), oudonc ’a(Trf,v):(f,v)H‘, Yo eV, pour feV.

Exemple pour (8.13) : on s’intéresse uniquement au cas des “données réguliéres” f € HJ ().
Autrement dit, avec (8.17)), T;- est défini sur V' par

—To L (V’HHV) Io (H7|H|H> T (Va”HV)
e { T ),

Attention aux normes, voir remarque

8.3.2 Cadre et hypothéses

Pour pouvoir appliquer le théoréme spectral on aura besoin des hypothéses :
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48 8.3. L’opérateur restreint Ty =T o I1o : endomorphisme borné et compact

1-
(V,(-,)v) et (H,(-,+) ) sont deux Hilbert, t.q. V C H, et (8.16)

(Vllllv) — (H,(,)u)
f = hof=Ff

linjection canonique Iy : { } (trivialement linéaire) est continue et compacte :

(8.17)

>0, VeV, |[vlla <cllv]lv, et
I10(By) est relativement compact dans H,

ott By = {v € V : [|v||[v < 1} (boule unité de V). On note ||I10|| la norme de I1o (donc ||I10]| = sup,¢p,, |[T10v]|L>
— la plus petite des constantes c).
2- a(+,-) € L(V;V;R) (forme bilinéaire sur V') est continue, coercitive et symétrique sur V :

dcg >0, Vu,veV, |a(u,v)| <cqllullv]vllv,
Ja>0, YweV, a(v,v)>all|}, (8.18)
Yu,v €V, alu,v) = a(v,u).

(En plus des hypothéses de Lax—Milgram on a besoin de a(-,-) symétrique.)
On note |[|al| la norme de a(-,-) (donc ||a|| = sup,, ,ep,, |a(u,v)| = la plus petite des constantes c,).

Lemme 8.3 Avec (8.18), a(-,-) est un produit scalaire qui est équivalent au produit scalaire (-,-)y : on note
a(u,v) =" (u,v), et ||v||s := /(v,v)q (norme associée), et on a

vallly < [lvlla < vlall[[o]lv- (8.19)
En particulier (V, (-,-),) est un espace de Hilbert (I’espace V muni du produit scalaire (-,-),).

Preuve. Immédiat avec(8.18). ua

8.3.3 T,:V =V est un endomorphisme borné et compact

Lemme 8.4 Sous les hypothéses (8.16)-(8.18)-(8.17), I’endomorphisme T, : (V,||.|la) — (V,||.||la) défini
en (8.14) est borné, compact, autoadjoint, positif :

de>0, Vf eV, [|T; flla < c[lflla;

T, (Ba(0,1)) est relativement compacte dans (V,|].||a),
(Tru,v)e = (Trv,u)q, Yu,v €V,

(Trv,v), >0, VveV-{0}.

(8.20)

ou B,(0,1) est la boule unité de (V,(-,-),). En particulier 0 n’est pas valeur propre : 0 ¢ o, (T).

Preuve. La forme bilinéaire a(-,-) est continue coercitive dans (V,(-,-)y), et les normes ||.||y et ||.||s sont
équivalentes, cf (8.19), donc a(-,-) est continue coercitive dans (V, (-, )4).
La forme (trivialement) linéaire £ : v € V' — £(v) := (f,v) g vérifie [£(v)| < ||f|lzllvlla < |1zl ol [Jv]]lv <

Myw”“vﬂa, donc ¢ est continue sur (V,||.||a)-

Donc T : (H,||.|lz) = (V,||-||v) est continu (Lax—Milgram).
Les normes ||.||y et ||.||o sont équivalentes, cf (8.19), donc T : (H,||.||m) — (V,]|.|lv) continue implique
T: (H||[a) = (Vi[[-lla) continu. Lo = (Vi[[.[[v) = (H,][.||sr) continue implique I : (V,||-[la) = (H, |[].[[z)

continu, I : (V,]]. ||V (H |.||#) compacte implique 10 : (V,||-|la) = (H,]|-||sr) compacte. Donc la composée
T, =Toly: V V l|-]la) est continu e et compacte (car I;p compacte et T continu).
Et a(Tf,v) f v)

g pour tout f € H et v € V, donc a(T,.f,v) = (f,v)g = (v,f)g = a(Tyv, f)
pour tout f,v € V, donc (T, f,v)q = (Tv, f)q pour tout f,v € V, ie. T, est (+,-),-autoadjoint (on s’est servi
implicitement de a(-, -)-symétrique pour avoir (-, -), produit scalaire).

a(Trv,v) =B (v, v) g = [|v]|3, > 0 pour tout v € V, donc T, est définit positif.

Et si 0 était valeur propre on aurait un vecteur propre associé¢ v # 0, donc t.q. T,.v = 0, donc (T,v,v), =
(0,v), = 0 donc T, ne serait pas défini positif. Donc 0 n’est pas valeur propre. =h
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49 8.4. Théoréme spectral de diagonalisation de a(-,-)

Exercice 8.5 Dans R? avec (€1, €) la base canonique. Soit L € £(R* R?) de matrice A =: [L]jz = <(1) (2)),

. . . . . . . o . 1

ie. t.q. L.e1 = €y et L.y = 2&;. Soit (-,+)a le produit scalaire associé a la la matrice M = (0 (2)>
ie. (Z,9))m = [ﬂ]‘TgM[f]\g =not (NM.Z,§)ge = x1y1 + 222y, et soit (-,-); le produit scalaire canonique i.e.
(Z,9) == [gj‘]‘:’;[;ﬁ]‘; = 21y1 + x2y2, quand T = x1€] + 228 et § = y1€1 + y282. Montrer :

1- L est autoadjoint pour le produit scalaire (-,)as, i.e. (L.Z,4)n = (L.¥, &)y pour tout Z, g

2- L n’est pas autoadjoint pour le produit scalaire canonique, i.e. (L.Z, §)g2 # (L.7, ¥)g2 en général.

0 2

2 0
(M.A.é2,¢e1)r = 2. Donc (L.€1,82)nm = (L.€2,¢€1)m (la matrice M. A est symétrique), donc L est (-, -)a-autoadjoint.

2- (L.€1,82)rn # (L.€2,€1)rn (la matrice A n’est pas symétrique). Donc (L.€1,€2)r # (L.€2,€1)r (la matrice A n’est

Réponse. 1- M.A = est symétrique, donc (L.€1,é2)m = (A.€1,€2)r = (M.A.€1,82)1 = 2 et (L.€2,81)m =

Ag1=1 Aj2=2
pas symeétrique), donc L n’est pas (-, -)r-autoadjoint. un

8.3.4 T, est diagonalisable dans (V,(-,-),) : bases spectrales

Théoréme 8.6 Sous les hypothéses du § [8.3.3 T, est diagonalisable dans une b.o.n. de (V,(-,-)a), et plus
précisément : les valeurs propres ., sont toutes > 0 et forment une suite (tin )N+ t-Q. fbn —Fn—oo 0, €6 On peut
choisir des vecteurs propres v,, associés t.q. il forment une base hilbertienne (v, )N+ dans (V,(-,-),) :

% . (vn)N* b.o.n. de (V; ('7 ')a)a
Vn € N*, T,v, = pv,, ou W¥n € N* i, > 0, et — 0. (8.21)
(Donc (vy,, Vim)a = Omn €t (Trvn, Vm)a = tndmn, pour tout m,n € N*.)
Preuve. On applique le lemme [8.4] et le thm [7.1] de décomposition spectrale a T} dans (V, (-,")a)- 5

8.4 Théoréme spectral de diagonalisation de af(-,-)

Théoréme 8.7 (Théoréme spectral) Sous les hypothéses du § :
1- Le probléme spectral est diagonalisable dans une b.o.n. de (V,(-,-)a) : posant A, = ﬁ dans ,

% . (Un)N* b.o.n. de (‘/7 ('7 ')a)»
Vn € N*, Yo € V, a(vn,v) = Ap(Vn,v)H, 00 Vn € N* A, >0, et A, — oo, (8.22)
n—oo
(Done (Vn,Vm)a = Onm pour tout m,n.)
2- (wp)n+ = (VAnvn)n+ est une famille orthonormale de H :
(wr)ne = (V Anvn)ne  est t.q.  (Wp, W )H = Opm, Vn,m € N*. (8.23)

3- Si de plus V est dense dans H, alors (wp)n» = (V/AnUn)n= est une base hilbertienne de (H, (-,)m).

Preuve. 1- On applique le théoréme : T, est borné compact (-,-),-autoadjoint et positif, donc on a une
(+,)a-b.o.n. (¥,) de diagonalisation dans V' t.q. 1,0, = pn¥y €t g, # 0 pour tout n € N*, et i, —rn—000; €t
a(Tvn, ) " (vns0) 11, done a(pinvn, v) = (va,v) a1, done a(vn,v) = ;- (v, 0)mr, dou (B.22) avec A, = -
2- Opm = ('Unavm)a = a(vn,vm) —@E22) /\n(vnavm)Ha donc 0y, = (\/ AnUn, V Amvm)Ha donc (V /\nvn)N* =
(wy, )N+ est une famille orthonormale de H : on a (8.23).
- H
3- Soit W = Vect{(w,)n+} ={w € H : I(cp)n+, W= oo cpwp t.q. Y oo 2 < oo}, cf.Bessel-Parseval.

n=1"n
31-OnaV C W:eneffet sive Valorsv=>3 " dyv, ot dy = (v,0,)q et |[v]2 =D 77, d2 < o0
(Bessel-Parseval) car (v;,) est une b.o.n. dans V. Donc v = >_>° | ¢ w, ol ¢, = dn/fin, cf. ; Et p, — 0
implique (p1,,) borné, i.e. ||(tn)|loo < 003 done 307 2 < ||ploc Doney d2 < o0, donc v € W.
32- Et V dense dans H et V C W donc W dense dans H, et W fermé donc W = H, donc (wy, )y« est une

base hilbertienne de (H, (-, ") ). oa
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8.5 Application : résolution du probléme initial
Le probléme initial général est :pour f € H, trouver v € V t.q., pour tout v € V,
a(u,v) = (f,v)n. (8.24)
Cadre du thm spectralavec V dense dans W : on calcule une b.o.n. de diagonalisation (¥;)y+ dans V associée
aux valeurs propres \,, et ainsi (w, )+ := (v Anvn)n+ est une b.o.n. dans H, cf. .

Puis on cherche u sous la forme u = Z;’;lajvj, ou donc (u,v;), = a; pour tout i avec (u,v;)q = (f,vi)H,
donc
oo oo
(f, wj)H

a; = (f,vi)g (facile & calculer), et u= Z(ﬁ v;)gv;, donc w= Z ————wj. (8.25)

i
j=1 j=1 J

Exemple 8.8 Cas du laplacien et Dirichlet homogéne avec Q ouvert borné dans R” : pour f € L?(f2), trouver
uwe HYQ) t.q. —Au = f, ie. a(u,v) = (f,v) g pour tout v € HE () ot a(u,v) = (Vu, Vv)pe.

On commence par calculer une base hilbertienne (v, )y« de diagonalisation de a(-,-) dans V = H}(Q).
Et, ayant V = H{ () dense dans H = L?(f)), on préfére en général utiliser la “b.o.n. de Fourier” (w,)n+ dans

H = L?(Q) donnée par w,, = v/A,v,, pour tout n. Et on cherche u sous la forme u = >, Bjw; avec B = %
(facile & calculer) : (8.25)2 donne
= Z (f, 1)1\11:)1;2 wj, (8.26)
=1 ’
Le. u(¥) =372, wj\#wj(f) pour (presque) tout & € . 5]

8.6 Quotient de Rayleigh : valeurs propres et constante de Poincaré

Cadre du théoréme spectral on ordonne les valeurs propres, i.e. A, < A1 pour tout n, (v,)n- est la
(v, ")a-b.0.n spectrale dans V', et (wy,)nx = (\/An)vn)n- €st la (-, )y b.on. dans H.

Définition 8.9 Soit v € V, v # 0. Son quotient de Rayleigh R(v) est le réel

a(w,0) [l o o
R(v) = =i (=al : )=l Ila)- (8.27)
,v)e ol olle " [[oll & vl
Proposition 8.10 Pour tout c € R et w € V on a R(cu) = R(u). Pour tout n € N*,
R(vy) = A "2¢ 02 = R(wy,) (8.28)
(= la n-iéme pulsation au carré). Et pour u € V avec u =Y -~ Uy = 3" By,
) 2 oo A 2 oo 2
R(u) = =1 0n _ 2nciAnb _ D O (8.29)
Zn:l IBTL En:l /Bn Zn:l T:
En particulier
min R(u) = R(v1) = Ay = la plus petite des valeurs propres. (8.30)

ueV

Preuve. (8.27) donne : Ve € Ret Vu € V, on a R(u) = R(cu) car (+,)q et (+,-) g sont bilinéaires (ou encore car
|-]lo et ||-||v sont des normes donc sont homogenes). En particulier R(w,) = R(v,) pour tout n.
Et R(v,) = fliwtal = delatuds 3 qon (8.28).

T (Vnyvn)H (Vn,Vn)H

Etu=>" anv, =3, Bown =, BuvV/Antn, done a,, = /A, By, avee |[ullf =3, a2 et ||ul|f =, B2

wl|? o? n 2 o? 5 A
Done R(u) = ffie: = S = S = = w29
2 . 2
Et les A, sont > 0, donc R(u) = Ef) ’\gf > 2o I;n"lg;‘”)ﬂ” > A1, avec R(v1) = A1, d’ou (8.30). ==

Application : Q borné, H = L%(Q), V = H}(Q), a(u,v) = (ﬁu, ﬁv)Lz (correspond au probléme de Dirichlet
homogéne —Au = f) ; on dispose de I'inégalité de Poincaré (voir cours d’éléments finis) : Jeq > 0, Yo € HE (),
[lv|lL2 < cql||Vvl|rz2. Donc cq vérifie

¢l > max (M)— max L _ ! -t 1 (8.31)
@ = LEHI(Q) ||§u||%2 weH! () R(u)  mingey R(u)  R(vy) A )
Donc, notant conin la plus petite des constantes de Poincaré admissible, on a pour €2 borné :
1
COmin = Von = l'inverse de la pulsation fondamentale du laplacien dans Hg (). (8.32)
1
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Exercice 8.11 Calculer la constante de Poincaré en 1-D pour Q2 =|0, 7|

Réponse. Pb : —u” = X\u dans H}(Q), ie. v” + du = 0 avec u(0) = u(m) = 0 : les fonctions propres sont, & une
constante multiplicative prés, les wy,(x) = sin(nz) associées aux valeurs propres A\, = n?. Donc v/A; = 1. Forme faible
a(u,v) = Mu,v) 2 dans H(Q), ot a(-,-) = (u/,v") 12 et comin = ﬁ =1 =

On note Vj le sous-espace vectoriel de V' engendré par le k£ premiers vecteurs propres :

Vi = Vect{vy,va,...,vx}. (8.33)
Donc
V,j“ = Vect{vk+1, Vg+2,...; = lorthogonal dans (V, (-,")a). (8.34)
Proposition 8.12
A= max R(v)= min R(v) (= R(vg)= R(wg)), (8.35)
veV,—{0} veV-4 —{0}
k 2 k 2 k 2
Y B b5
Preuve. v = Zle QU; = Z?:l /Biwi = R(U) — Zz:l a; — Zlil gl < ~max )\222—71612 = Ak
>iz1 B >ic1 B Zzl’];"k >iz1 B
> a2 > )52 \ 2
v = Zfik ;0 = Z;.ik 5111)1 = R(’U) = El:k ] = El:k UBZ Z min )\1'721:1 ﬁl = )\k- un

Yoo B L B Tizk Sk g2

Théoréme 8.13 (Principe du min-max)
Soit V,,, = {les s.e.v. de V de dimension m}, i.e. E,, € V,,, ssi B, s.e.v. de'V et dim E,;, = m.
Sous les hypotheéses du théoréme[8.7, on a :

VEm € Vi, Am < max R(v) , et Ap= min max R(v). (8.36)
vEE, Em€Vm vEE,
~——

valeur par excés

Interprétation : permet de calculer une valeur max,cp, R(v) de A, par excés, si on ne connait pas explicite-
ment V,,, en prenant des E,, connus, voir §[11.1.1}

Preuve. Soit E,, € V,,. Comme dim E,, = m et dimV,,_; = m—1, il existe v € E,, N anjl, v # 0 (voir
exercice , donc R(v) > A, (car v € Viie ), cf. , donc maxyep,, R(w) > Ay, (car v € E,,). Vrai pour
tout E,,. Donc A\, < ming_cy,, max,ecg,, R(v).

Et si E,, =V, alors donne A, = max,cy,, R(v) = R(vy,), d’ott Ay, > miny  (maxg, R(v)). ua

Exercice 8.14 Soit (V, (-, -),) un Hilbert, V,,,_; et E,, deux s.e.v. dans V t.q. dimV,,,_; = m—1 et dim E,,, = m.
Montrer
By NVt # {0}, ie. Je#0 tq e€E, et el Vp,_1. (8.37)

Commencer par démontrer ce résultat lorsque V = R? usuel et m=2. Dessin.

Réponse. Cas V = R? et m=2. E,, = E» est un plan : d’équation de type ax + by + cz = 0, de vecteur normal fip =
(a,b,¢). Bt Vin_1 = Vi est une droite : 37y = (a, 8,7) # 0 tel que Vi = Vect{fv }, donc V,;-_; est le plan ax+By+vz = 0.

. L . ax +by+cz=0=1g- T, )
Donc un vecteur = (z,y, z) dans E3 (| Vi vérifie ~ _ ¢-Doncsi(a,b,c)//(a, 8,7) (les deux
ar+ Py +vyz=0=1y - T.

plans sont identiques) alors tout vecteur € orthogonal & (a, b, ¢) convient, et sinon €= (a,b,c) A (o, 8,7) convient.

V =YV, 1
Cas général. V;,_1 est de dimension finie donc fermé. Soit ¥ : " lopérateur de projection
v = P(V) = Vm—1
orthogonale sur V,,_1, ol donc vm,—1 est défini par (vm—1,Wm-1)v = (V,Wm—1)v pour tout wm—1 € Vi—1. Donc

A . En — Vi
Kery) = Vip17. Soit ¢y, v = Ym, (v) = P(v)

n’est pas injective car la dimension m—1 de l'espace d’arrivée est strictement inférieure a la dimension m de I’espace de
départ. Donc Je € Er, e # 0, t.q. ¥z, (e) = 0 =1(e), donc e € Kery) (| Em = m-17% () Em. Cet e convient. un

la restriction de v & E,n. ¥)g,, est linéaire (car ) I'est) mais

9 Exemples de résolutions

On note abusivement sin(kx) la fonction sin(k-) : x — sin(kx) (le nom de la variable utilisée est x). Rappel :

(1[0,1], V2 cos(2km), ﬂsin(%n’x)) - est une b.o.n. classique (de Fourier) de L?(]0, 1]). (9.1)
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eN*

9.1 Base de Fourier (sin(krz)), . dans L*(]0,1[)
On a fol sin®(krz) dz = § pour k € N*. Et fol sin(krz) sin(frz) dz = 0 si £ # k. Donc
(V2sin(krz))pen- est une famille orthonormeée dans L2(]0, 1[). (9.2)

On va montrer qu’elle est génératrice, donc c’est une b.o.n. dans L?(]0, 1[), & comparer avec (9.1)).
(Plus généralement, (\/Ebm(kgm))kel\;* est une b.o.n. dans L2(]0, L[.)

9.1.1 Probléme fort et faible a résoudre, et application du théoréme spectral

Probléme spectral fort : trouver les couples (A, u) € R x F(]0,1[;R) t.q. u # 0 et

(9.3)

—v" = Au dans |0, 1],
u(0) =u(l) =0 (CL de Dirichlet homogéne).

Probléme spectral faible : relativement aux notations du thm on pose H = L?()) muni de son produit
scalaire classique, et Hg (]0, 1[) muni de son produit scalaire usuel (u, v)gr = (v,v") 2 (produit scalaire car [0, 1]

est borné). Ainsi L?(2) et H}(£2) sont deux Hilbert séparables. (9.3) donne : trouver les (A, u) € R x H}(]0, 1[)
t.q.

VYo € H3(]0,1]), a(u,v) = AMu,v)r2, ou a(u,v) = /0 o (z)v'(z) dx.

Donc ici a(+,-) = () -

On a H}(J0,1]) € L3(]0,1[), H}(]0,1[) est dense dans L?(]0,1[), et I'injection canonique I1 : Hg(]0,1[) —
L?(]0, 1[) est continue (Poincaré) et compacte (Rellich).

Et a(-,-) = (,-)u; est le produit scalaire de H'(]0,1]), donc a(-,-) est bilinéaire, symétrique, continue et
coercitive dans (Hg (10, 1), ||-[| 2 )-

Donc on peut appliquer le théoréme spectral : il existe une base hilbertienne (v,,)n- dans (H}(]0,1[), a(-,-))

ou les v,, sont des fonctions propres associées & des valeurs propres A,, qui tendent vers +oo :
a(vVp, v) = Ay (vn, v) 2 pour tout (n,v) € N* x H(]0,1[) avec (v, )n+ (-, -)q-b.0.n. dans Hg(]0, 1[).

9.1.2 Résolution classique

Les seules (A, u) solutions de (9.3)), & un facteur multiplicatif prés pour u, sont données par : k € N* et
A=\ = (km)? et wu(x) = wvp(z) = sin(kmz), (9.4)

voir résolution de (1.27). Avec ||sin(k7-)||q = || sin(km)|| g2 = ||kmsin(kn-)||z2 = £& pour tout k € N*, donc
0 V2

2
la famille (vg)n = (\ki sin(km-))n+ est orthonormée dans (HE(]0,1]), (,)a)- (9.5)
™

9.1.3 Base de Fourier trouvée

Comme on n’a pas d’autre solution (-,-),-normeées (au signe prés) que les vx donné en (9.5)), et que le thm
spectral donne l'existence d’une b.o.n. dans (HJ (]0, 1[), (+,-)a) cf. §19.1.1) on en déduit :

(Vg )N+ = (g sin(km-))n+ est une b.o.n de diagonalisation dans (H'(]0,1[), (,")a), (9.6)
T

les valeurs propres associées étant les A\, = (km)?; vérification : —v} (x) = ;C[(Imr) sin(krz) = (km)?vp(z).
iy
Mais on préfére avoir une b.o.n. de Fourier dans L?(]0,1[). Comme H}(]0,1[) est dense dans L?(]0,1[), le
théoréme spectral indique aussi que (vailkm) = (v Mkl|ve||z2 )n- est une b.o.n. de Fourier dans L2(]0, 1]).

1 =V swy = V2sin(kr),

Donc, avec ||vg||r2 = ,%?H sin(km)|[r2 = - = ﬁa posant wy = Hvkll

(wi)ne = (V2sin(km.))ren- est une b.o.n. (de diagonalisation de %) dans L2(]0, 1[). (9.7

C’est une base hilbertienne dans L?(]0, 1[) de type Fourier.
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Exercice 9.1 Montrer que la fonction 1p; sur la b.o.n. (x/isin(kmc))keN* a toutes ses composantes paires
o0

1 2
nulles. Calculer les impaires. En déduire mZ=1 m = —, puis Z = E (voir aussi exe. .

Réponse. 1 = ch V2sin(krx)) ot les ¢, sont les composantes de 1jo 17 sur la b.o.n. (v2sin(knz))ren+ de L*(]0, 1]).

k=1
Donc
1 0 si k pair,
! 1
ek = (1,1, V2sin(kr)) 2 = \/5/ sin(krz) dx = \/5{,7 COS(kﬂ'x):| = 2\[
0 km 0 —— si k impair.
- 8
Comme||101||L27/ do=1,et |onlffs = S cbona > oo tg =1
N* m=1 m 4
31l &1 1 X1 &1 &1 1 =1 1.,
Puis 2 = = - _Z — = i = i - = il C

k pair n impair

Exercice 9.2 On considére le probléme spectral : trouver les couples (\,u) € R x L2(]0,1[) t.q

{ —u" = u dans |0, 1], (9.8)

' (0) =u'(1) =0 (CL de Dirichlet homogene).

En déduire que (10,1, (V2 cos(km.))ken+) est une b.o.n. dans L*(]0, 1]).

Réponse. 1- Les solutions non nulles de u” + Au = 0 sont du type u(z) = acos(wz) + bsin(wz) ot w = VA pour A > 0.
Donc v'(z) = w(—asin(wz) + beos(wz)). Et 0 = 4/ (0) = wb donne b = 0, donc il reste u(x) = acos(wz), solution non
nulle si a # 0. Donc v/(z) = —wasin(wz), et 0 = v'(1) = —wasin(w) donne

11- soit w # 0 et alors w = k7w pour k € N* donne les solutions a cos(knz) pour a € R*,

12- soit w = 0 auquel cas u(x) = a, mais un tel u vérifie —u” = \u ssi A = 0, donc A\ = 0 est valeur propres associé
aux fonctions propres “les constantes”.

13- Donc, a des constantes multiplicatives prés, 1jg 1 et les cos(km.) pour k € N* sont les seules solutions non nulles.

14- Et (cos(mm.),cos(nm.))p2 = fol cos(mmx) cos(nmzx) dr = %fol cos((m+n)mx) + cos((m—n)rx)dz, donc = 1 si

m=n=0, et = 3 si n=m+£0, et = 0 si m#n. Donc 1jy1| et les v/2cos(kr.) pour k € N* forment une suite orthonormale
de solutions dans L*(]0, 1[).

2- Pour appliquer le théoréme spectral, on met (9.8) sous la forme faible : trouver (A, u) € R x H'(]0,1[) t.q
vo e H'(10,1]), ao(u,v) = A(u,v) 2, ot ao(u,v) = (Vu, Vo), (9.9)

avec H'(]0,1]) muni de son produit scalaire usuel (-,-)z1 = (-,-)z2 4 (V.
dans (H'(J0, 1), (-,-) 1) : prendre u la fonction constante = 1 qui donne 0
a > 0. D’ailleurs en 12- on a vu que A = 0 est valeur propre.

21- Premiére approche : modifions le probléme en le probléme : trouver les couples (i, u) € R x L(]0,1[) t.q

V.)z2. Mais ici ao(u,v) n’est pas coercitive
= (u u) = 0 donc non > al|ul|3:1 qq soit

"
—u 4 u= dans ]0, 1],
{ u' +u=pu dans]0,1] (9.10)

u'(0) = u'(1) = 0.

Autrement dit on a posé A = pu—1 dans (9.9), et (A, u) est solution de ssi (u,u) est solution de (9.10)). Le probléme
faible associé a (9.10) est trouver (u,u) € R x H*(]0,1]) t.q

vo e H'(10,1]), a(u,v) = p(u,v)p2, ou  a(u,v) = (Vu, Vo)rz + (u,v) 2. (9.11)

Donc (+,-)a = (-, -) g1 et toutes les hypothéses du thm spectral sont vérifiées : on a une b.o.n. (v, )y+ dans (H*(]0, 1)), (-, )a)
et la b.o.n associée wy, = /fn v, dans (L2(]0,1[), (-, ) 2). Et 13- a donné toutes les solutions de lespt.q. p—1 = k2,
i.e. les 4 = vk241 pour k € N, et les fonctions propres associées cos(kmx) (en particulier 1jg,[ pour k& = 0). Donc, aprés
normalisation des cos(knz) dans L?(]0,1]), la famille (1, (v/2 cos(knz))ren+) est une b.o.n. dans L2(]0, 1).

22- Deuxiéme approche : on considére le probléme dans H'(]0, 1) /R, et alors ao (-, -) est coercitif, d’ot (Arv/2 cos(km.))ken=
est une b.o.n. dans H'(]0, 1[)/R, d’ott (v/2cos(k7.))ken+ est une b.o.n. dans L2(]0, 1[)/R.

Puis H'(]0,1[) = H'(]0,1[)/R & Vect{1)o,1} donne le résultat. ua

Exercice 9.3 Soit g : ¢ €]0,1[— g(t) = t. Décomposer g sur la base (1j01[, (v2cos(km.))ren+). En déduire
D onet (2n+1)4 (calculez [|g]|7).-

Réponse. ¢y = (g,1) Lz = fol tdt = 3, et, pour k#0, cx = (g, vV2cos(km.))p2 = \/ifol tcos(knt) dt = —k—‘/f fol sin(knt) dt+

k—‘/f[tsin(kwt)](l)) = (kﬂ)Q (cos(lmr) — 1), donc = 0 si k pair, = —(i‘gz si k impair. Bessel-Parseval : ||g|[7. = 1 +
oo oo . 3
Zk k=1 pher =1+l (@n— 1)4774 =3+l (2ni1)4' Et calcul direct : [|g]|7. = [5]6 = 3.
impair
4 o 4
Donc 15 = 5 Y07, (2n—1)4’ donc 5z => 7, ﬁ (avec 5z ~ 1,01468). =
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9.2 Cas 1-D : probléme de Sturm—Liouville en dimension infinie

On reprend la théorie spectrale en la détaillant dans le cas 1 — D sur lintervalle [0, 1].

9.2.1 Probléme de Sturm—Liouville en dimension infinie
On considére le probléme elliptique de Sturm—Liouville avec conditions aux limites de Dirichlet :

trouver u € H(]0, 1[) tel que :
— (p(x)’(2))" + q(z)u(z) = f(z), Va €]0,1], (9.12)
u(0) = u(l) =0,
pour f € L%(]0,1]) et p,q € L>(]0,1]), avec p(z) > a > 0 et g(z) > 0 sur [0, 1].
(Pour le probléme classique, on cherche u € C?[0,1], quand f € C°(]0,1[), p € C([0,1]), ¢ € C°([0,1]), avec

p(x) > a > 0et g(xz) >0 sur [0,1].)
Ce probléme s’écrit de maniére générique :

trouver u € H}(]0,1]) tel que :
(9.13)

Au=f ou Au def _ (pu”) + qu,

au sens des distributions (pour le probléme classique Au = —(pu’)’ + qu dans C°).

But : diagonaliser 'opérateur A. On aura ainsi une base de vecteurs propres dans laquelle la solution u est
immeédiate & calculer. De plus les valeurs propres correspondent au carré des pulsations de résonance pouvant
amener la structure a sa destruction : leur connaissance est importante.

9.2.2 Probléme bien posé

Lemme 9.4 Si f € L?(]0,1]), si p € L>=(]0,1]) et ¢ € L>(]0, 1]) sont des fonctions positives, et s’il existe o > 0
t.q. p(x) > a > 0 presque partout, alors le probléme (9.12) admet une unique solution u € H{(]0, 1) qui dépend
continiment de f.

Et notant w = T'f (= A~'f) la solution, la fonctionnelle T ainsi définie, T : L?(]0,1[) — H}(]0,1[), est un
opérateur borné de L*(]0,1[) dans H}(]0,1]).

Preuve. On applique le théoréme de Lax—Milgram. Le probléme (9.12)) s’écrit sous forme variationnelle :

{ trouver u € H}(]0,1[) tel que pour tout v € H(]0,1]) : (9.14)

a(u,v) = £(v),

ot a(-,-) et £ sont définies sur Hi(]0,1[) par :

a(u,v) = /1 p(x)u (z)v'(z) dx + /1 q(x)u(z)v(z) dz, () = /1 f(z)v(z)dx. (9.15)
0 0 0
On vérifie immédiatement que a(-,-) est bilinéaire symétrique. Elle est continue sur Hg (]0,1]) car :
la(u, v)] < [lplloolu'll 2 [10'|2 + llalloollull 2 [[0]] L2 < (pllse + callglloo) [tllzy V]l (9.16)
ol cq est la constante de I'inégalité de Poincaré. Elle est coercitive sur Hg (]0, 1[) car :
a(0,0) 2 allo|[3: = allol 2. (9.17)
{ est trivialement linéaire, et est continue sur H;(]0, 1[) car :

()] < [Ifllzzllollzz < callfllzzllollmg (9.18)

ol ¢q est la constante de I'inégalité de Poincaré. Donc le probléme ((9.14) est bien posé (Lax—Milgram) : il existe
une unique solution u = u(f) € Hy(]0, 1[) avec af|ul[3,, < a(u,u) = £(u) < (cal|f]|z2)l|ul| gz, donc :
0

() iy < 1122 (9.19)

L2(10,1)) — Hy(]0,1])

f=T(f) = ulf)
la solution u du probléme (9.14)). Il est clair que T est un opérateur (i.e. linéaire), le probléme (9.12)) étant
linéaire, et que T" est borné avec ||T|[L(z2 g1y < <. ==

- «

Notons u(f) = T(f) ot donc T : } est opérateur qui & f donné fait correspondre

54



55 9.2. Cas 1-D : probléme de Sturm—Liouville en dimension infinie

Donc pour f € L%(]0,1[) on a:
a(Tf,v) = (f;v), Vv e Hy()0,1]), (9.20)

puisque w = T f par définition de T

9.2.3 Probléme spectral
Probléme spectral classique : trouver les couples (\,u) € R x C?([0,1]) tels que u # 0 et :

Au = A, (9.21)
ot A est donné en (9.13]).

Probléme spectral sous forme variationnel : trouver les couples (A, w) € R x HJ(]0, 1) tels que w # 0 et :
a(w,v) = Mw,v)r2, Yo e Hy(]0,1]) (9.22)

Puisque (w,v)r2 = a(Tw,v) pour tout v, cf. (9.20), cette définition est bien équivalente (aprés changement
de notation) & trouver les (A, w) € R x H}(]0,1]), ot w # 0, tels que a(w,v) = Aa(Tw,v) i.e. t.q. :

ATw =w (9.23)
ou encore Tw = %w = pw, dés qu’on se sera assuré que p = 0 n’est pas valeur propre de 7. Ainsi formellement
T=A"1
9.2.4 Le produit scalaire a(-,-) = (-, )q

La forme bilinéaire a(-,-) ="°% (., .), est bilinéaire symétrique définie positive : elle définie donc un produit
scalaire sur H}(]0,1[). Ainsi (Hg(]0,1]), (+,-)a) est un espace de Hilbert.

a(-,-) est de plus continue et coercitive sur H}(]0,1[), et définit donc un produit scalaire équivalent au
produit scalaire usuel [[v]|z1 = [[v'|[L2 :

o[l < a(v,v) = [z < lall[Jvll,, Vv e Hg. (9.24)

Et on notera ||.||, la norme associée au produit scalaire (-, +),.

9.2.5 Opérateur compact

L’existence des solutions du probléme spectral (les vecteurs propres de T') sera donnée gréce a :
Lemme 9.5 On considére (Hg(]0,1]), (-, )a) (I'espace HE(]0, 1[) muni du produit scalaire a(-,-)). Alors, I'opéra-

teur T : (H}(]0,1[), (-, )a) = (H3(J0,1[), (-, -)a) donné par T, f = T f pour tout f € H}(]0,1]), est un opérateur
(i)borné (ii)positif (iii)autoadjoint (iv)compact (v) qui n’admet pas 0 pour valeur propre.

Preuve. On a T, = T o I dans H}(]0, 1[).

(0) Ici I : w € Hy — u € L? est borné car [[ul|z2 < cqllul[gy ol cq est la constante de I'inégalite de
Poincaré, donc ||I10|] < cq-

(i) L’opérateur T, : (HL(]0,1[), (-,)a) — (HZ(]0,1[), (,-)a) est borné car, pour f € HE(]0,1]) :

2 2
CQ & c
1T lla < VIalIT A1y < VTTall 21 11ze < VIall 21 lligs < vTTall ==l

ay/a
cf. (9.19) et (9-24).

(ii) T, est positif dans (H§(]0,1]), (,-)a) car (9.20) donne a(T,v,v) = (v,v)r2 = |[v|[2; > 0 pour v # 0
dans H{(]0,1]).

(iii) 7T} est (-,-)q-autoadjoint dans H}(]0,1[) car (-,-), est un produit scalaire et avec (9.20) et pour u,v €
H;(]0, 1) -

a(Tru,v) = (u,v)r2 = (v,u) 2 = a(Trv,u).
(iv) T, est compact de Hg(]0,1[) dans H}(]0,1[) (muni de I'un ou 'autre des produits scalaires équivalents)
car T, =T o Iy avec 119 compacte et T borné.

(v) Si = 0 est valeur propre, un vecteur propre associé e # 0 vérifie Te = 0, donc a(0,v) = (e,v)r2 pour
tout v, voir (9.20), et en particulier 0 = a(0,e) = (e,e)z2 = ||e|[2, # 0, absurde. Donc p = 0 n’est pas valeur
propre. un
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56 9.2. Cas 1-D : probléme de Sturm—Liouville en dimension infinie

Remarque 9.6 1- Si (\,u) € R x H{(]0,1[) est une couple vp-vp, alors on a Tu = yu € H{(]0,1[), cf. ,
et donc considérer la restriction T;. de T' & Hg(]0, 1[) n’est pas restrictif pour la recherche des couples vp-vp.
2- Attention & ce qui est appelé opérateur de restriction : c’est bien T € L(H; V) restreint & V mais dans
des espaces ou les normes ont changées, et en particulier T, € L(V;V) n’a pas méme norme que T (bien
que Tf = T.f pour tout f € V) :on a [|[T|| = supscy T ALy

T [1f1]e
T || = sup ey ||f7||vv

3- On prend le produit scalaire (+,-), pour avoir le caractére autoadjoint. Voir I’exemple
4- Pour démontrer la compacité de T}, on a utilisé la boule unité B; de HE(]0, 1[). Attention, ce n’est pas la
boule unité By de L?(]0,1]) (lorsque ces boules sont mesurées et comparées a I’aide de la norme ||.||z2, By es

‘beaucoup plus petite’ que By). =n

(puisque V est dense dans H) alors que

9.2.6 Base hilbertienne de vecteurs propres

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 9.7 Sous les hypothéses du lemme[9.4, il existe une suite croissante de réels \,, > 0 pour n € N*
et une suite (wy, )y~ de Hg([0,1]) qui forme une base hilbertienne de L*([0,1]) telle que Aw,, = A\, w,, pour tout
n € N*,

De plus (\,) tend vers +oo avec n, et (v, = \‘/"ﬁ)N* est une base hilbertienne dans (H}([0,1]), (+,)a)-

Preuve. L'opérateur T, étant autoadjoint compact positif sur (H*(]0,1[), (-,-)a), on en déduit que H}(]0, 1)
admet une base (-, -),-hilbertienne (v, )y formée de vecteurs propres de T, associés aux valeurs propres (fi, )N
positives (voir théoréme [7.1) : pour tout n,m € N* :

Tovn = tnVn, (Un,Vm)a = Onm €t p, — 0.
n—oo
Et par définition de T :
(Un7 Um)L2 = a(T'Unv 'Um) = Mna('Uru 'Um) = Mnénm;

donc (J=)n- est une famille orthonormale de L.

Sachant H(]0,1[) dense dans L?(]0, 1[), c’est une base hilbertienne de L?(]0, 1]).
Et on pose A, = /%, sachant que p = 0 n’est pas valeur propre. Et comme les p,, tendent vers 0, les A\,
tendent vers +oo. =

9.2.7 Résolution du probléme de Sturm—Liouville

Il reste a calculer u solution de (9.12). Soit (¢, )n- les composantes de u sur la base (wy,)n+ trouvée au
théoréme Donc, pour presque tout  :

u(z) = ch wp(z), ¢, €R. (9.25)

Avec a(u, wpn,) = (f,wm,) 2 vrai pour tout n € N*, on obtient :

cha(wn,wm) = (f,wm)r2, VYmeN. (9.26)

Comme a(Wy, W) = Apdpm, il reste Apcm = (f, wp) 2, soit :

1
A’H’L

Cm =

(fswm)r2 = ﬁ/o f(@) w () dz. (9.27)

Donc u :

U= Z %(f, Wn) [2 Wy

3
n

Exemple 9.8 Cas particulier p = 1 et ¢ = 0, i.e. —u” = Au avec u(0) = u(1) = 0 : on retrouve la solution
classique avec la “base de Fourier” donnée en (9.5). Ici :

A=\, =n?7?, w(z) =w,(z) = a,sin(nrz), Vn € N*, (9.28)
avec par exemple a,, = v/2 pour avoir ||w,||z> = 1. On obtient ainsi la solution au probléme —u” = f sous la

forme : u(x) = Y207 ¢ V2sin(nmz), o ¢, = 3= fol f(2)V/2 sin(nrz) dz. o
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57 9.3. Cas n-D : Pb ellipique avec conditions aux limites de Dirichlet

9.3 Cas n-D : Pb ellipique avec conditions aux limites de Dirichlet

On regarde le probléme spectral, pour 2 ouvert borné de R™ et A matrice n x n elliptique symétrique :

trouver les (A, u) € R x H3(Q), v # 0, t.q.
{ (A u) 0(€), u # (9.29)

— div(A.Vu) = M.

avec Hj () muni du produit scalaire usuel (-, )y donné par (u,v)p = (Vu, Vv) 2. Forme variationnelle :

trouver les (\,u) € R x H}(Q), u # 0, t.q. (9.30)
Vo € HYQ), a(u,v) = Mu,v)p2, ou a(u,v) = (A.Vu, Vo). '
A étant elliptique symétrique, a(-,-) ="°% (-, .), est un produit scalaire équivalent au produit scalaire (-, ')H(}- Et

(L2(2), (-, ) p2) et (HH(), (-, -)mp) sont deux Hilbert t.q. H} () est dense dans L?(Q) et l'injection canonique
I : HY(Q) — L?(Q) étant continue (Poincaré) et compact (Rellich). Donc on peut appliquer le théoréme
spectral : Le probléme admet une infinité de solutions (A, v, )nen dans R x H}(Q) t.q. :

o a(vy,v) = Ay (vn,v) 2 pour tout v € Hg (),

e (v,)n+ est une base hilbertienne dans (H(Q), (-, )a),

e )\, > 0 pour tout n et A\, —, 0000, €t on dit que les A, sont les valeurs propres de —diV(A.ﬁ-)
avec conditions aux limites de Dirichlet, et que les v, sont des fonctions propres associées formant une b.o.n.
dans H{ (), et les w, sont les fonctions propres v,, normalisées dans L?(Q2) formant une b.o.n. dans L?(Q). (En
particulier les —\,, sont les vp du laplacien A en prenant A = I, et v/ est appelée la pulsation fondamentale,
et les v/, les pulsations harmoniques.)

o (w,) = (VAnv, )N+ est une base hilbertienne dans L?(Q2) (dite base de type Fourier),

e la base (w,, )y« est adaptée a la résolution du probléme : pour f € L?(Q2), trouver u € Hg(Q) t.q. a(u,v) =

(f,v)r2. En effet, u =3 cowy les ¢, sont données par ¢, = W;\ﬁ, car a()_, cnWn, Wn) = (f,wy,) 2 donne

Zn Cna(wn; wm) = (f7 wm)L2 donc A,c, = (f; wm)L2-

Remarque 9.9 On peut également montrer & ’aide de résultats de régularité que les fonctions v, sont en

fait C. L’idée est que —div(A.Vv,)en = Anvn, donc que div(A.Vv,) & méme régularité que v,. un

9.4 Le laplacien avec conditions aux limites de Neumann

Exercice 9.10 Soit A matrice n * n symétrique elliptique et ¢ € R. Résoudre le probléme
—div(A.Vu) 4+ cu = M dans Q, avec (A.Vu)ei@=0 sur (9.31)

conditions aux limites de Neumann).

— -

Réponse. Cas ¢ = 1. On munit H'(Q) du produit scalaire usuel (-,-) ;1 donné par (u,v) 1 = (u,v) 2 + (Vu, Vo) 2 qui
en fait un Hilbert. Forme variationnelle : trouver les (A, u) € R x H'(Q), u # 0, t.q.

Vo e H'(Q), a(u,v) = A(u,v)r2, on a(u,v) = (AVu, Vv)p2 + (u,v) 2. (9.32)

A est elliptique symétrique, donc a(-,-) est un produit scalaire équivalent au produit scalaire (-, -)z1, et (L*(Q), (-, ) r2)
et (H'(Q), (+,-)g1) sont deux Hilbert t.q. H' () est dense dans L*(Q) et I'injection canonique Iro : Hg () — L*(Q) est
continue (car ||u||;2 < ||u||1 pour tout v € H'(Q)) et compact (Rellich). Donc on peut appliquer le théoréme spectral :
Le probléme admet une infinité de solutions (An,vn)nen+ dans R X HI(Q) t.q. :

® a(Vn,v) = An(Vn,v) 2 pour tout v € H'(Q),

e (v,)n+ est une base hilbertienne dans (H*(9), (-, )a),

e )\, > 0 pour tout n et A, —>n—00 00,

o (wn) = (v Anvn)n+ est une base hilbertienne dans L?(Q),

e la base (wn)n+ est adaptée a la résolution du probléme : pour f € L*(Q), trouver u € H(Q) t.q. a(u,v) =
(f,v)r2. En effet, w = > Bnwn les B, sont données par 3, = %, car a(d, BnWn, wm) = (f,wm)r2 donne
Zn ﬁ’ﬂa(w’ﬂ?wm) = (f7 wm)L2 donc AnfBn = (f7 wm)L2'

Cas général ¢ € R. Probléme variationnel : trouver les (u,u) € R x H'(Q), u # 0, t.q. b(u,v) = u(u,v) 2 pour tout
v e HY(Q) ot b(u,v) = (A.Vu, Vo) 2 + ¢(u, v) 2. On réécrit ce probléme en le probléme en posant p = Atc—1.
Donc on a une b.o.n. (v,)n+ de vecteurs propres de a(-,-) dans (H'(Q), (,-),) associée aux valeurs propres \,, et donc
(vn)n+ est aussi une b.o.n. de vecteurs propres de b(-,-) dans (H*(Q), (-, -)s) associée aux valeurs propres fi, = An+c—1.

En revanche pour résoudre le probléme associé « pour f € L*(Q), trouver u € Hy(Q) t.q. b(u,v) = (f,v)2 », il
faut que ce probléme soit bien posé, vrai quand ¢ > 0. (Pour ¢ = 0 on a encore le résultat : le probléme est bien posé
dans H'(Q)/R, i.e. solution donnée & une constante prés.)
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10 Approximation variationnelle des problémes spectraux

10.1 Probléme approché, et matrices de masse et de rigidité
Point de départ = le probléme aux valeurs propres :
trouver les couples (A, u) € R x (V—{0}) t.q., Vo € V, a(u,v) = A(u,v)p. (10.1)
Probléme approché (probléme discrétisé) : avec V;, C V' (approximation conforme), dim V;, =n € N* :
trouver les couples (Ap,up) € R x (V3,—{0}) t.q., Yoy, € Vi, a(un, vr) = An(un, vn)m. (10.2)

Calcul de solutions de (10.2) : on choisit une base (¢;);=1,....» dans V}, (eg. la base usuelle des fonctions chapeau
Py en éléments finis). On cherche les uy, solutions de ([10.2)) sous la forme

n aq
up = Zajgoj €V, ie. [dp),= note 5 e M1, (10.3)

j=1 [a77%

ou donc & est la matrice colonne des composantes de uy, dans la base (¢;). Avec v, = ¢; dans (10.2) on obtient

Vi = 17 e n, E Qi a(@ja 901) = )\hOéj ((plv QO_])H7 (104)
=R;; =M;;

donc
[Ra=AMG] on R=[Ry]:=lalg;,0:)] et M =[M):= (¢ 0] (10.5)

C’est un “probléme spectral généralisé” ou “probléme de valeurs propres généralisé”.

Définition 10.1 R = [R;;] := [a(p;, ¢;)] est la matrice de rigidité (matrice n  n).
M = [M;;] = [(¢j, p:i) ] est la matrice de masse (matrice n * n).

10.2 Eléments finis et “diagonalisation du laplacien”
10.2.1 Passage et résolution dans M,

Le probléme spectral approché dans Vj, a été transformé en le probléme matriciel . On note
(m;) la base canonique dans M.

(+,-)m est un produit scalaire, (¢;);=1,...» est une base, donc M = [(¢;, ¢i) ] € Mny est symétrique définie
positive : donc (-,-)as : (Z,7) € M2, = (Z,9)a = FL .M. € R est un produit scalaire dans M,,;.

(+,")a étant symétrique, la matrice R = [R;;] := [a(y;, ¢i)] € My, est symétrique.

On dispose donc du théoréme spectral généralisé [B.23]: la matrice R est M-diagonalisable, i.e. il existe n réels
An; et une (-, -)ar b.o.n. de vecteurs propres associés Zj € My cf. —, i.e. pour tout 4,5 =1,...,n,

RZj= MMz et (2,2 =0 (e ZT.M.Z=6), (10.6)

soit
RP=MPD| et |[PT.MP=1| (10.7)

avec les matrices diagonale des valeurs propres et de passage de la base canonique (17;) a la base (Z;) dans M, :

D= diag(/\hi) eEM,, e P= ([Zlhm [Z_“;Lhm) € M,n. (108)
(Si M = I on a le théoréme classique R.P = P.D,i.e. D = P"L.R.P, avec PT.P =1.)

10.2.2 Retour dans V) et b.o.n. de diagonalisation dans V),
Dans V},, avec P cf. (10.8)), et avec la base (p;) de Vj, cf. (10.3)), on définit les vecteurs wy,; € Vj, par

Whj = Z‘P” (Y2F (109)
i=1

Donc, par définition des wp;, P est aussi la matrice de passage de la base (y;) vers la base (wp;).

Proposition 10.2 (wp;) est un b.o.n. dans (Vy,, (+,-)g). De plus, a(-, ) étant symétrique coercitive, R est définie
positive et (vp;) = (\1/“)’\17) est une b.o.n. dans (Vi (-, ")a)-
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Preuve. (whi,whj)H = Zkf PkiPZj((Pka(PE>H = Zkl P]ﬂ*ngng = (PT.M.P)ik = (52‘]‘, cf. ‘) donc (whi) est
une b.o.n. dans (Vy, (-, ) zr). Les wy,j sont dans Vj, car les o; sont dans Vi, Et a(wpi, wp;) =2 Ny, (wpi, whj) e =
Whi Whj

Aniij, avec les Ap; tous > 0 car a(-,-) est coercitive; donc a(m, \/T) = ¢;; pour tout %, 7, donc (\;U/\hT) est
i hj i

une b.on. dans (V3 a(-,)). ua

10.2.3 Solution uy €V}, avec la base de diagonalisation
Résolution de ([10.2)) avec la (-, ) g-b.o.n. (wp;) donnée en (10.9) : on cherche
n (&1

un =y cjwny e [unl,y = | 1 | € M, (10.10)

Jj=1 Cn,

i.e. on cherches les ¢; (les inconnues sont les composantes de u;, dans la base (wp;)). vi, = ¢; dans ((10.2) donne

n
Vi=1,..n, ZC]' a(whj, whi) = (f,wni)B- (10.11)
= N—_——
)\hjéij

Donc .

Vi=1,..n, c¢idpi=(f,wni)g, donc wu,= Z%wm (10.12)
j=1 ’
Et
Up = ZO&Z‘@Z‘ = ZCjZPL'j(pi = ZZPijCj(pi, donc ;= leijCj, i.e. [uh]w =P [Uh](whi)a (10.13)
=1 Jj=1 =1 1=175=1 j=1

formule usuelle de changement de base [up]new = P~ [unloid quand €newj = > iy Pij€otdi-

Exercice 10.3 Donner uy avec la (-, +)4-b.0.n. (vp;) de la prop.

Réponse. uj = 3, djvp; donne 377 dja(vnj, vni) = (f,vni)m, Vi, donc d; = (f,vni)m et un = 3 (f, vhi) HVn;- ]

11 Erreurs sur les valeurs et vecteurs propres

11.1 Erreur sur les valeurs propres

On se donne un espace Vj, C V' (approximation conforme) de dimension finie N.

11.1.1 Erreur systématique par excés

Le principe du min-max (théoréme équation (8.36])) donne :

Am = Inin max R(v 11.1
fom Epnm€Vhm U}LEE}}L(m ( h) ( )

ol Vj.,m est 'ensemble des sous-espaces de dimension m de V},. On en déduit :

Corollaire 11.1 Pour une approximation conforme (V;, C V'), erreur sur le calcul de la m-iéme valeur propre
est systématique par exces :

Aum > Ams  Vm=1,...,N. (11.2)
Preuve. Il faut montrer que, cf. (8.36) :
min max R(vp) > min max R(v), (11.3)
Enrm€Vhm vh€ERm Em€Vm vE€EEm
ie.:
VEnpm € Vim R > i R(v).
A
11 suffit d’avoir :
VEnm € Vim, 3Em € Vi R(vy,) > R(v). 11.4
hm € Vi Jmax R(vy) = max R(v) (11.4)
Ayant V}, C V (approximation conforme), il suffit de prendre E,, = Epp,. ua

On sait donc que, calculant numériquement la m-iéme valeur propre Ap,,, on commet une erreur systématique
par exceés : la valeur calculée Ay, est toujours supérieure a la valeur propre \,, cherchée.
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60 11.1. Erreur sur les valeurs propres

11.1.2 * Convergence

Il reste & montrer que, lorsque h est suffisamment petit, i.e., lorsque V}, est “a la limite dense dans V7, on a
bien convergence de Ap,, vers A,,. On va majorer A, sous la forme :

Am < Am +e(h), e(h) = 0 (11.5)
h—0
Soit P : V — V}, Popérateur de projection orthogonale de V' sur V}, pour le produit scalaire a(-,-) : pour
veV:
(Prv,wp)e = (v, wh)a, Ywp € V. (11.6)

Ou encore a(v — Ppv,wp,) = 0 pour tout wy, € Vj,.
(L’opérateur est bien défini car V}, étant de dimension finie est un espace vectoriel fermé).
Et soit :
Vin = Vect{wy, ..., wm } (11.7)

le sous-espace engendré par les m premiers vecteurs propres du probléme spectral continu (/8.4]).

Lemme 11.2 Posons :

. Prolla
Ohm = inf u = [| Prollm, (11.8)
vevm||v]|m VEV, ||v]|a=1
le min sur la sphére unité de (Vp,, (-, -)m). Alors, on a :
Ohm < 1a
(11.9)

A ,
)\hm < O.Tm’ S1 Opm 7é 0.

hm

Preuve. Le corollaire indique que Ap,;, > Ap,. Donc si on montre que 02, Apm < Ay, on aura a fortiori
opm < 1. Montrons donc que 07, Apm < A

On écarte le cas trivial o, = 0, i.e. supposons o, > 0. Cela implique dim(P,V,,) = m : sinon on aurait
dim(P,V,,,) < m — 1 et il existerait un vecteur vy € V,,, tel que Pyvo = 0. Ce qui contredit oy, > 0.

Puisque dim(PV,,) = m, le principe du min-max théoréme et I’équation donnent :

< .
Ahm < opmax R(vp) (11.10)

et donc, avec le fait que P, est (-,-), orthogonal (et donc a(Pyv, Pyv) < a(v,v) pour tout v dans V) :

P, P,
Mom < max omvn) o alBe ) o ) (11.11)
0#vn€PLVm  ||Un||% 0£vEVm || Prol|3 0£vEVm || Prol|3;
9N a/(/U’/U)
D’ou avec A\, = max 5 (cf (8.35)) :
0#£vEVm ||v]|5;
A < A ! (11.12)
max —_ .
hm = mvEVm7 [lv||p=1 HP}L’UH%{
ce qui est le résultat annoncé. un
Il reste & montrer que oy, — 1 quand h — 0 (cas V}, dense a la limite dans V).
2
Lemme 11.3 On a, sim > 1 et dim V}, > m, posant ¢ = M :
1
Ot >1—c sup |Jv— Ppoll}. (11.13)

v m
Hollg=1
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61 11.1. Erreur sur les valeurs propres

Preuve. Etant donnés 2 vecteurs x et y, on a ||y — z||? = ||y||? + ||=||*> — 2(z,v), d’ot1 :
1yl1* = [l|* + [ly — =[|* - 2(z — y, 2).
D’ou, pour v € Vy,, et |[v||lg =1 :
||Phol|3 = 1+ ||Pyv — 0|3 — 2(v — Ppv,v)g > 1 —2(v — Py, v) . (11.14)

Il reste & majorer —2(v — Ppv,v)y pour v € V,,. Pour w; un vecteur propre de V;,, avec ||w;||g = 1, il vient :

1
a(v — Ppu,w;) = —a(v — Pyo,w; — Phw;),

(v — Pyo,w;)g = /\7 N

avec la définition de P, puisque P,w; € V. Et la continuité de a(-,-) dans V' donne :

a
(v — Ppo,w;)g < MHU — Ppu||v||wi — Phw;||v.
Donc, si v =3 ", aw; € Vi,
- - |lall
(v—Ptha w;) g Z (v — Pyo,w;) g <|Z Z\ ||v—th||V sup [|lw — Prwl||yv
i=1 i=1 1=1

meHH 1

Prenant de plus |[v|]|g = 1 = > a? qui donne | > a;| = | Y 1.ay| < /m (Cauchy-Schwarz dans R™) il vient

e ¢ Il
(v = Pav, o) o= Puellv  sup [lw— Puaolly
WEVim
il =1
D’ou, pour v = Y .0, auw;, ||[v]|g =1 et ayant [[v — Pyollv < sup  |jw — Pywll|y :
17 =1
a
(v— Py, v)y H ||\F sup |jw — Pywl|? (11.15)
e =1
ce qui avec (11.14)) donne le résultat souhaité. un

Définition 11.4 Soit I C [0,1] t.q. 0 € I et 0 non isolé, et soit (V;)ner une suite dans V' de sous-espaces de
dimension finie t.q. dim(V4) 00 On dit que (Vi)rer est dense a la limite dans V' si tout élément de u de V
—

peut-étre approché aussi prés que souhaité par un élément de V}, quitte & prendre h assez petit :

— = 11.1
VeV, lim( inf Jlu—usllv) =0 (11.16)

Ou encore : Yu € V, Ve > 0, 3N, > 0 t.q. : dim(Vy) > Ny = Jop, € Vi, |Jlu — vy <e.

Remarque 11.5 h représente un pas de discrétisation, comme par exemple le diamétre maximal d’une maille
K lorsque 2 = | J; K; est partitionné en mailles (sous domaines) Kj;. ua

On a alors le théoréme d’approximation :

Théoréme 11.6 On suppose qu’on dispose d’une suite de sous-espaces Vj, dense a la limite dans V. Alors,
pour tout m entier > 1 (pour la m-iéme valeur propre), il existe une constante C > 0, il existe hg € R tel que
pour tout h < hg on ait :
OS)\hWL*)\mSC Sup ||,U*th|‘%/7
o =1

ou encore :

0<Apm —Am <C  sup 1nf v — v % (11.17)

h.

vEVm v €
[lvmllg=1

4 2
avec C = \/>>\ HaH

Et en partzcuher /\hm — A\m quand h — 0.

(ot « est constante de coercivité de a(-,-).).
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62 11.2. * Erreur sur les vecteurs propres

Preuve. Avec la conformité V;, C V on a ((11.6)) et donc :

a .
[|lv — Prolly < M inf ||v—wnllv.
o vpEV,

L’hypothése d’approximation (11.16)) donne donc :
Yo eV, lim |jv— Pylly =0.
h—0
On se fixe m € N. Alors, V,,, étant de dimension finie :

lim sup ||lv— Pylly =0.
h—0 VEVm
om =1

On choisit alors hg tel que pour tout h < hg on ait o7, > %, ce qui est possible grace a (11.13)) et (11.16). 11
vient :

1—o?
)\hm - )\m S 27hm/\m S 26)\m sup HU - th”%/' (11'18)
hm. ol s
D’ou :
2 2V
A — A < 2 VIO g gy 2
/\1 (6] vEV  UREVR

Hom|lg=1

On en déduit le

Corollaire 11.7 On suppose qu’il existe un sous-espace dense ) de V et une application II;, de V dans V}, telle
que :
YoeV, lim|lv—Ipvlly =0 (11.19)
h—0

Alors, pour tout entier m > 1 on a :
lHm Ay = Am (11.20)
h—0

Exemple 11.8 Application aux éléments finis : on prend V = C°(2) qui est dense dans H*(f2) et on prend 1Ty,
I'opérateur d’interpolation de V = C°(Q) dans Pj-continus. Et on a un résultat de convergence pour le probléme
spectral elliptique approché. ==
Remarque 11.9 Ne pas confondre « constante de coercivité et A1 la plus petite valeur propre : les normes ne
sont pas les mémes : pour « on considére a(v,v) > al|v||?,, alors que pour A; on considére le probléme spectral
a(v,v) = Allel 3.

11.2 * Erreur sur les vecteurs propres

On donne le résultat sans démonstration (technique, voir par exemple Raviart—Thomas [I1]).

Théoréme 11.10 Sous les hypothéses précédentes, et si \,, est une valeur propre simple, alors pour hy assez
petit, A\, est une valeur propre simple et il existe une constante C' > 0 indépendante de h < hq telle que :

[ wWhm — wm|lv <C sup |lv — Ppollv (11.21)
ol e
et :
[|Whm — Wim||lg < Cllwm — Prwm|m (11.22)

Remarque 11.11 Le premier résultat s’écrit de maniére plus générale :

| whm — wmlly < C sup (inf ||v—vh||v)
Hzﬁgil v EVR

| |
Corollaire 11.12 L’hypothése d’approximation V}, dense a la limite dans V' donne :

lim ||whm — wmllv =0 et lim ||wpm — wm||g =0 (11.23)
h—0 h—0
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11.3 Application aux problémes elliptiques du second ordre

On donne le résultat sans démonstration (technique, voir par exemple Raviart—Thomas [IT]).

Théoréme 11.13 Pour une approximation par des éléments finis Py, si V,,, C H**1, alors :

Am — Am| < CR* (11.24)
Et si A\, est une valeur propre simple, on a :
[wWhim — Wl |1 () < ChF (11.25)
et
|[Whm — W |2y < CHFH (11.26)

Ce résultat vient des inégalités d’interpolation pour la partie vecteurs propres, voir cours d’éléments finis,
et de (11.17) pour les valeurs propres : d’oi, dans H'(Q), la convergence d’ordre 2k sur les valeurs propres
lorsqu’on a une convergence d’ordre k sur les vecteurs propres (les fonctions propres ici).

Exemple 11.14 Par exemple pour le probléme de recherche des valeurs propres et vecteurs propres du Lapla-
cien avec conditions aux limites de Dirichlet :

trouver A € R et u € H}(Q), u # 0 tels que :

Lo ) (11.27)
/ Vu.Vod§) = )\/ wvdSd, Yv € Hy(2)
Q Q

I'utilisation d’éléments finis P;-continus permet d’approcher les valeurs propres & un ordre h? prés (donc conver-
gence quadratique des valeurs propres approchées vers les valeurs propres réelles), et les vecteurs propres a un
ordre h prés en norme Hi(£2) (convergence linéaire). un
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Deuxiéme partie

Problémes paraboliques et hyperboliques

12 Problémes paraboliques

12.1 Introduction

L’exemple type des problémes paraboliques est ’équation de la chaleur donnée §[1]: soit © un ouvert régulier
de R™ de frontiére I" réguliére, soit |0, 7’| un intervalle de temps (7" > 0), soit

I'= 897 QT :]07T[XQ, Y7 :}0, T[XF, (12.1)

soit u’ : Q — R (condition initiale), soit f : Q7 — R (source de chaleur), soit u : Q7 — R I'inconnue du
probléme (la température). Et les opérateurs A, V et div seront toujours considérés comme des opérateurs en

espace, donc, une base (€;);=1,.., étant une base cartésienne dans R™, donc Vu(t,Z) = Y1 1(% L (t,X)e;, ie.

2 (t, )
Ox1
[6’&(15,5)]‘5: , Au(t, ) =0 12@3, div(X (t z) = Zn St L(t,Z) quand X (t, @) = Y1 Xi(t, D)€

86;2 (ta f)
Probléme : trouver u t.q.

‘Z;‘( 7) — Au(t, @) = f(t,7) dans Qr,
CL sur X, (12.2)

CI : u(0,%) = u° (%) dans Q.

Eg. CL de Dirichlet : u(¢, Z) donnée pour tout ¢t € [0,T] et tout Z € I'.
Eg. CL de Neumann : Vu(t, ¥).7(Z) = g(t,¥) donnée pour tout ¢ € [0,7T] et tout £ € T'.)

Formellement, on fait la formulation variationnelle “en espace”, i.e. on “multiplie par une fonction v : Q@ — R
(indépendante de t) :

%(t ) v(&) dQY — /Au t,2)v(Z) dQ = /f t,%)v(Z)d (12.3)
Q

Toutes les intégrales dépendent du paramétre t. Avec formellement :

ou d o

(t ) v(Z)dQ = — u(t,x) v(Z) dQ,
(12.4)
. / Au(t, 7) o) d — / Vu(t, ). Vo) dO — /(%(t,f) J(7))o() dT.
r
D’oul : pour tout v : Q@ — R,
% u(t, &) v(ZT) dQ + / Vu(t, )« Vo(®)dQ = [ f(t,Z)v(Z)dQ + terme éventuel de CL. (12.5)
Q Q

Eg. CL de Dirichlet homogenes, on ne peut prendre que les fonctions v t.q. vjp = 0 : pas de “terme éventuel”.
Eg. CL de Neumann le “terme éventuel” est [ g(t, Z)v(Z) dI.

Notation : Pour u : (¢,%) — u(t, ) une fonction de deux variables, on note, pour tout ¢ € [0, T,

{ Q — R,
up = u(t) : 6 (12.6)
F = (@) = ut)@ g, 2).

Donc, eg. pour les CL de Dirichlet homogene : (12.5)) devient rigoureusement : Vo € H}(Q),

%(u(t),v)Lz+a(u(t),v):(f(t),v)L2, ou a(v,w) = (Vv, Vw) e, (12.7)

avec u(0) = u® dans Q, cf. (12.2)3 (CI).
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12.2 Rappels et notations

Soit E et F deux espaces de Banach, et Kz un compact de E. On note CY(K g, F) '’ensemble des fonctions
continues sur K. On rappelle que la continuité en ¢ d’une fonction f € C°(Kg, F) s’énonce :

Vie Kg, VYe>0, 3. VseKg:|ls—tllg<m.e=|f(s)—f@)|lr<e. (12.8)
Et une fonction est uniformément continue sur Kg si 7, . ne dépend pas de ¢ :
Ve>0, ., Vit€eKp, VseKg:|ls—tllg <n=|f(s)— f@)|lr <e. (12.9)

Et on sait que lorsque que K est compact, la continuité est équivalente a I’uniforme continuité. On munit dés
lors C°(K g, F') de la norme :
A llco(xe,ry = sup [IF(@)]]F (12.10)
teKp

De méme, on note C*(Kg, F) 'ensemble des fonctions continues et dérivables sur K, de dérivée continue sur
K. Et on munit cet espace de la norme :

d,
e,y = masx(sup 151, sup 115 O)lr). (12.11)
teKEg

En particulier, pour Kz = [0,7] et F =R, on a les fonctions réelles usuelles C° et C! sur le compact [0, T].
Et on s’intéressera ici aux cas F = L*(Q), F = H}(Q) et F = H'(Q).

Par exemple, pour FF = L?(Q2), on s’intéressera aux fonctions u de C°([0,T], L?(f2)), i.e., les fonctions
continues sur [0, 7] telles que pour chaque ¢t € [0,7] on a u(t) = u; € L*(Q) (i-e. telles que [, [u(t, Z)[* dQ < oo

_def

ou u(t, T) u(t)(Z)), espace normé a l'aide de :

[ollcoo,r).L2)) = sup [[v(t)||z: (= sup (/ [o(t, @)|? d2) 7). (12.12)
te[0,T] te[0,7] J

Et on s’intéressera également aux fonctions u de C1([0, T, L3()), de C°([0,T], HL(Q)) et de C1([0, T, H (2)).

Pour la formulation abstraite, les espaces de fonctions qui interviendront seront entre autres C°([0, T, H),

c'([0,T),H), C°([0,T],V) et C1([0,T],V).
On utilisera également 'espace de fonction L%([0,7], H) des fonctions f telles que f(t) soit de carré inté-

grable : fOT [|£(t)]|3; dt < oo (le carré est pris au sens de la norme de H).
Dans le cas H = L?(Q2), pour f € L*([0,T], L*(Q)) on a :

>/0T|f( |3 dt = / /|f 7)[2dQdt = // (£)|? dt dS2, (12.13)

car la premiére égalité indique que f2 € L'([0,T] x ), et on peut donc appliquer le théoréme de Fubini. Cela
prouve que L?([0, 7], L?(£2)) peut étre identifier & L2([0,T] x Q) = L*(Q7) :

L3([0,T), L*(Q)) ~ L*([0,T] x ).

De plus, pour H espace de Hilbert, I'espace L%([0,T], H) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

T
(f.9) = / (F (1), g(t)) . (12.14)

Et pour la fonction u(t,Z), on aura besoin d’espaces de type L?([0,T], H'(f2)), i.e., espaces de fonctions
w:[0,T] — HY(Q) telles que fo |Ju(t)]|3: dt < oo.

12.3 Le probléme parabolique abstrait
On se donne deux espaces de Hilbert H et V t.q.

V dense dans H,

S . (12.15)
V C H avec injection continue et compacte,

ainsi qu’une forme :
a(-,-) bilinéaire symétrique continue coercive sur V. (12.16)

Le probléme parabolique abstrait est, étant donnée une fonction u® € H (condition initiale) et une fonction
f € L*([0,T), H) (source) : trouver u € L*([0,T],V) (N C°([0,T], H) t.q.
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66 12.4. Décomposition sur la base de vecteurs propres (orthogonale)

%(u(t),v)g +au(t),v) = (F(£),v)m, YoeV, dansD'(0,T]),

u(0) = u°.

(12.17)

Eg. (12.7). Et il s’agira de trouver une solution au sens des distributions (régularité trés faible en temps), i.e.
t.q. pour toute fonction v € V' et pour toute fonction & valeurs réelles ¢ € D(]0,T) :

d

(O

;1) )+ Calul?),v) , @(t) ) = ( (F(8),v)m, o(t) ). (12.18)

En fait, sous des conditions de régularité suffisantes pour u” et f, on peut montrer que u € C1([0,7T], H), et
donc qu'il suffit de considérer I’équation au sens classique (voir par exemple Brézis [4] et chapitre sur
le théoréme de Hille-Yosida). Dans le cadre présent (celui des fonctions intégrables), on n’obtiendra pas cette
régularité C*.

12.4 Décomposition sur la base de vecteurs propres (orthogonale)
Avec ([12.15)-(12.16)), le probléme spectral (8.4)) : trouver les couples (A, w) € R x V t.q.
Yo eV, a(w,v)=Aw,v)y (12.19)

permet d’avoir une suite (A, w,)n- € (R x V)N de couples “valeurs propres-vecteurs propres”, les w,, formant
une base hilbertienne de H, et les \,, étant positifs.
Analyse du probléme ([12.17) : s’il existe une solution w, alors u(t) € H, donc

u(t) =3 a;(thw;, ot a;(t) = (u(t),w;)m (12.20)
j=1
car (w;) b.o.n. dans H. (Les ¢ (t) sont les composantes de u(t) sur la b.o.n. (w;).) Donc avec v = w; dans (12.17)) :

Z(wjvwi)H%(t) + o (ta(ws,wi) = (f(t),wi)m,
Vi € N*, J J
> (wjwi) ey (0) = (u,wi)m,

J

avec (w;, w;) g = 0;; et a(w;, w;) = X\;d;5. Donc, pour tout ¢ € N*, les «; : [0,T] — R satisfont 'EDO

dai N
o (O T hai(t) = fi(t) ou fi(t) = (f(t), wi)n (12.21)
a;(0) =u? ou = (ul w)y
Lemme 12.1 .
ai(t) = e*Mt((uo,wi)H +/O (f(s), w;) et ds) (12.22)

(En particulier, u(t,Z) = Y .2, a;(t)w;(Z) est sous la forme d’une somme de fonctions a variables séparées.)

da
et - T
Preuve. EDO générique. dt (1) +ralt) = 9(1), ¢ €[0,T]

a(0) = ag

. Solution homoggene (i.e. pour g = 0) avec CI g :

an(t) = ape M. (12.23)

Solution particuliére ay, avec CI nulle (a,(0) = 0) et second membre g (méthode de variation de la constante :
ap(t) = c(t)e * donne ¢/(t)e~* = g(t) donc) :

ap(t) = e*’\t/o g(s) e ds. (12.24)

Et solution : oo = avp, + . s

Il reste & prouver que le probléme ((12.17) admet une solution.
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67 12.4. Décomposition sur la base de vecteurs propres (orthogonale)

Théoréme 12.2 Sous les hypothéses (12.15) et ( , le probléme (12.17) admet I'unique solution :

Vi e [0,T], u( Zal w, (12.25)

au sens des distributions (dans D’'(Q)).

Preuve. 1l suffit pour cela d’établir que la série (12.25)) est convergente pour u° € H et f € L*([0,7], H), voir
dans Raviart—-Thomas [I1I]. On donne uniquement les étapes de la démonstration ici.

1- On regarde le probléme approché dans V,, = Vect{ws,...w,,} (en dimension finie donc). On obtient
immeédiatement que la solution u,, cherchée dans L?([0,T], V;,) n’est autre que la série (12.25)) tronquée :

(1) = cilt)w; (12.26)

2- On montre que la suite (u,,)men est une suite de Cauchy a la fois dans I’espace L2([0,7],V) muni de sa
norme et dans U'espace C°([0, 7], H) muni de sa norme.

3- Les espaces L?([0,7],V) et C°([0,T], H) étant complets, la suite (u;,)men converge dans chacun des
espaces vers des limites respectives u! et uc.

4- L’injection V' C H est continue, donc linjection de L2([0,T],V) dans L?([0,T], H) est continue. Et

Iinjection de C°([0, T], H) dans L?([0,T], H) est également continue. On en déduit que u' = u® ="°% 4. Donc
U — u€L 2([0, 71, V) () C°([0,T], H) (12.27)

5- Il reste & veérifier (12.18)). un

Il reste & montrer : le probléme (12.17) est bien posé, i.e., u dépend contintiment de |[u°||x et || f(¢)||x :
Théoréme 12.3 Sous les hypothéses (12.15) et (12.16), le probléme (12.17) admet une unique solution t.q.,

we LT (ulln < e (el + [ 17 e ds) (12.28)

ou A1 est la plus petite valeur propre.

Preuve. Le développement en série (12.25) avec (12.22)) donne :

oo

u(t) = Z(G_Ait(uo,wi)H + e Nt /_ (f(s),w;) e ds )w
. , = (12.29)

oo
= E e”\it(uo,wi)Hwi / e Nt E ), wi)ge XS, ds.
i=1

s=0

En effet :
- Y2 e Nt (u® w;) gw; € H car (w;) étant une b.o.n. de H :
oo
1 1
[ Ze_)\it(uo,wi)HwiHH - (Z e—gxit(uoywi)z)z < e—,\lt(z(u()’wi)%{) 2 = e M| .
i=1 i=1 i=1

Donc le dernier terme D = Y72 (e~ fstzo(f(s),wi)He’\"s ds Jw; dans (12.29); est également dans H.
Ai(t—s

2- Inversion ) [ = [ dans (12.29)5 : notons g;(s) = (f(s), w;)me ™ . Comme (w;) est une base de H,
il suffit de vérifier que, pour tout j € N* :

oo

(Z(/Ot ()ds)w’uw] H = / Z:gZ s)w;) ds, w;)m,

i=1
i.e., par continuité du produit scalaire :

o0

Z((/Otgi(s) ds)ws, w;) u Z/ Zgz (wi, wy) mr ds,

i=1
ie. (on a (wi,w;j)g = dij) :
> / gi(s)ds (
=1 0

(w;, w;
——
)

t t

j H—/ z:gZ 5)0i;ds, i.e. /gj(s)ds:/ g;i(s)ds,
0 0

OK!
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3- 3% (f(s), w;) e %), € H pour s < t, car 0 < Ay < \;, (w;)n- b.o.n. dans H, et Pythagore donnent

=1
o0 o0
1 eI (f () w mwillfy = Y e MO (f(s),wi)fy < e f(s)] [ (12.30)
=1 =1

4- D’ou (12.29) donne :
u(t ||H<||Z (W, w; vanm/ ||Z ), ) srwie= )| d.

Dot le résultat, car A\; > A1 pour tout i et u®(t) = >0, (u®, w;) pw; donnent [|[u®(t)]|% = oo, (u0,w;)3,. o

12.5 Solution approchée par troncature
On tronquer la solution ((12.25)) :
t)=> ai(t)w, (12.31)
i=1

le théoréme précédent indiquant que : quand m — oo, alors u,, — u dans le bon espace. L’approximation sera
d’autant meilleur que m est grand.

Probléme de cette troncature : il faut connaitre la base de L?(Q2) orthogonale formée des vecteurs propres
de a(-,-). Dans la pratique, c’est rarement possible.

12.6 Reésolution (approchée) par éléments finis

On se donne un sous-espace V3, C V' de dimension finie m = dim V},, on choisit une base (¢;)i=1,... m dans Vj,.
Et on regarde le probléme approché de (12.17)) : trouver up, € F([0,T]; V) t.q.

i(uh(t),vh)H + a(uh(t),vh) = K(t,vh), Yoy, € Vy,

EDPy, :
bt (12.32)
CI;, : un(0) donnée par (up(0),vp)g = (W, vn)m, Yo, € Vi
(projection orthogonale de u(0) dans (Vi, (+,-)qg)), avec
up(t) = Z ajn(t) @; (€ Vi) (12.33)

(Les composantes o (t) sont les inconnues.) On aura alors la solution approchée, pour tout ¢ € [0, 7] et ¥ € Q :
wt®) = 3 an)e;(@ (€R). (12.34)
j=1,....m

Comme (;)i=1,....m est une base dans V3, (12.32) équivaut a : trouver les fonctions o, € F(R;R) t

m m
o .
Z(@Ja@z) dzh t)+Za((p]7spl)a]h7:€(tv<pl)v Vi = 17"'ama
J:Ll j=1 (12.35)
D (@i uan(0) = (W', i), Vi=1,..,m
j=1
ie. t.q.
dah -
M.——(t) + R.ap(t) = f(t
o () + Ran(t) = f(2), (12.36)
M.a,(0) = a°,
ou (matrices carrées et matrices colonnes)
a1 (t) Ut 1) (u’, 1)
M = [(@j7<p’i)H]a R= [a(@j7(,0i)]7 &h(t) = y f(t) = ) ’JO = . (1237)
amh<t) K(L@m) (u0790m)H

M est la matrice de masse et R est la matrice de rigidité

(112.36) est un systéme différentiel linéaire du premier ordre classique. Notez que si on choisit des éléments
finis P; pour V},, la matrice de masse M peut-étre rendue diagonale (par “mass lumping”), sans perte de précision,
et 'inverse de M est alors immeédiat. Méthodes de résolutions : voir § [B-8:4]
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12.7 Discrétisation en temps

On souhaite résoudre (12.36)) de maniére approché en temps (et non de maniére exacte comme au § [B.8.4).
On donne ici 'exemple de la discrétisation de type Euler explicite : on se sert du développement limité de
i, au premier ordre, pour écrire, notant k£ = At un “petit pas de temps” :
dip, p(t + k) — dp(t)
—(t) = +o(1),
() ) (1)

puis & partir de (12.36)), notant ™ = nk, on cherche une valeur approchée @} de iy (nk) telle que :

—n+-1 —n .

A U 4Rty = FE).

Connaissant la valeur 1, (0), on pose @) = @ (0), et @} est déterminé & laide de :

M.@}, = M@ + k(—R.@, + f°), (12.38)

ol on a noté f* = f(t") pour tout n > 0.

Noter qu’en général on n’inverse pas la matrice M, mais qu’on utilise une méthode de type LU pour résoudre
le systéme . Une fois connu 4}, on peut calculer @7 puis tous les @7, la décomposition LU de M étant
faite une seule fois :

M@+t = M.ap + k(—R.a} + ™).
On renvoie au cours sur la résolution d’équations différentielles pour les différentes méthodes de discrétisation
en temps (Euler explicite, Euler implicite, Crank-Nicholson, Runge—Kutta...).

13 problémes hyperboliques : & rédiger
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Troisiéme partie

Annexes

A Oscillateur harmonique 1-D et conditions initiales

On traite ici le cas le probléme classique de I’équations de ondes avec conditions initiales, i.e., on s’intéresse
a la résolution de ¢”(t) = —Ap(t), avec ¢(0) et ¢’'(0) donnés.

A.1 Oscillateur harmonique libre non amorti

Le probléme est de trouver une fonction ¢(t) telle que dans l'intervalle [0, 7] :

{ (1) + wie(t) =0,

©(0) = o, $(0) = 1, (A.1)

avec ¢ et ¢ les dérivées premiéres et secondes en temps. Voici 3 exemples parmi d’autres. Pour un probléme de

ressort élastique de raideur k attaché & une masse m, wy = \/% et ¢ = x est 'allongement du ressort au temps

t; Pour un pendule de masse m, de longueur [ soumis & des mouvements de petite amplitude, wy = \/? et

est Pangle (petit) avec la verticale. Pour un circuit électrique avec une self L et une capacité C, wg = ,/% et

@ =i est l'intensité du courant.
Ce probléme homogéne a pour solution générale :

o(t) = acos(wpt) + bsin(wot), (A.2)

a et b étant donnés de maniére unique par les conditions initiales. Ici on a ¢y = a et ¢1 = wpb, donc @(t)

o cos(wot) + ﬁ—é sin(wot). Par définition, wy est la pulsation, T = 377; la période du mouvement et v = % =

la fréquence.

€
S

N

s

A.2 Oscillateur harmonique forcé non amorti

Le probléme est de trouver une fonction ¢(t) telle que :

(A.3)

B(t) + wip(t) = asin(wit),
©(0) = po, ©(0) = ¢1.

A.2.1 Cas w; # wy et battements

FIGURE A.1 — Représentation de ¢ = cos(t) + sin((1.15) * ¢)
On cherche une solution particuliére de (A.3); de la forme :
p(t) = Bsin(wit) + 7y cos(wit). (A4)

On doit donc avoir —w? (S sin(wyt) + v cos(wit)) + wd(Bsin(wit) + v cos(wit)) = asin(wit) pour tout ¢. Et donc
=0.

(w§ —wi)B =a et (wj —wi)y
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71 A.2. Oscillateur harmonique forcé non amorti

Sachant wy # wp, on obtient vy =0 et 8 = —>%— L d’ot une solution particuliére :
wo—
(t) = ———s sin(wnt) (A.5)
= ——— sin(w1t). .
Sop OJ% — w% 1

D’ou la solution générale :

p(t) = acos(wot) + bsin(wpt) + % sin(w1t). (A.6)
Wo — w1
wy
Les conditions initiales donnent a = g et b = %
0w

Lorsque wy est proche de wy on a une superposition de deux fonctions périodiques de période proche, ce qui
donne lieu & un phénomeéne de battement, voir figure

A.2.2 Cas w; =wy : résonance

On résout : ,
b+ wip = asin(wot),
Prwpe=a (wot) (A7)
¢(0) = o, $(0) = 1.
On cherche une solution particuliére sous la forme :
©p(t) = Btsin(wot) + vt cos(wot), (A.8)
ce qui donne :
o
op(t) = —Mtcos(wot). (A.9)

(Calculs simplifiés : on cherche ¢, de la forme @, (t) = 7t cos(wot), d'ott ¢, (t) = 7 cos(wot) — woytsin(wot),
d’out @) (t) = —woy sin(wot) — woy sin(wot) — wivt cos(wot), d’ott —woy sin(wot) — woy sin(wot) = asin(wot), d’oit
—Wwpy — woy = )

La solution générale est donc :

© = acos(wpt) + bsin(wyt) — Z&tcos(wot). (A.10)
wo

Et la solution explose, i.e., ¢(t) non borné quand t — oo, méme si « est trés petit (énergie apportée trés petite).
Quand ce phénomeéne se produit (fréquence apportée égale a la fréquence de vibration propre), il y a rupture
du matériau dont le mouvement est décrit par ’équation.

Exercice A.1 Résoudre, pour f intégrable et wy > 0 :

{ (1) + whe(t) = f(1), (A.11)

¢(0) = wo, $(0) = 1.
Retrouver les résultats (A.3) et (A.10).

Réponse. La solution homogene est donnée par (A.2). On cherche une solution particuliére ¢,(t) = a(t) cos(wot) +
b(t) sin(wot). Donc, supposant (premiére équation) a (t) cos(wot)+b' (t) sin(wot) = 0 on obtient ¢}, (¢) = wo(—a(t) sin(wot)+
b(t) cos(wot)), doit @i (t) = —wg(a(t)cos(wot) + b(t)sin(wot)) + wo(—a’(t) sin(wot) + b’ (t) cos(wot)). Donc ¢, véri-
fie wo(—a’(t)sin(wot) + b'(t) cos(wot)) = f(t) (deuxiéme équation), avec a’(t) cos(wot) +v ( ) sin(wo t) = 0 (pre-
miére équation) D'ou b'(t) = cos(wot) et a'(t) = f(t) sin(wot). Par exemple a(t) = fo f(7)sin(woT) d7 et
=L fo ) cos(woT) d.
Solutlon generale ©(t) = acos(wot) + bsin(wot) + p(t). Puis ¢(0) = a = po, et ¢’ (0) = wob = p1. un
Exercice A.2 Résoudre, pour f € L(]0,T]) et k > 0, 'ED aux limites sur [0, L] (avec L > 0) :
+ k ),
— (@) + ko) = S(@) o)
©(0) = @0, (L) = oL

Poser w = V/k. Traiter le cas particulier f(z) = asinh(wz) ofl, et avec a = 2w # 0 (si a = 0 alors ¢ = 0 est
la solution).

Reéponse. Lax—Milgram donne I'existence et 'unicité de la solution (et probléme bien posé). Solution homogéne générique
on(z) = acosh(wz) + bsinh(wz). On cherche une solution particuliére ¢, (t) = a(t) cosh(wt) + b(t) sinh(wt). Donc, suppo-
sant (premiére équation) a’(t) cosh(wt)+b’(t) sinh(wt) = 0 on obtient ¢, (t) = w(a(t) sinh(wt)+b(t) cosh(wt)), d’ott ¢y (¢) =
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72 A.3. Oscillateur harmonique libre amorti faiblement

w?(a(t) cosh(wt)4b(t) sinh(wt))—i—w(a'(t) sinh(wt)+b'(t) cosh(wt)). Donc ¢, vérifie w(a’(t) sinh(wt)+b'(t) cosh(wt)) = f(t)
(deuxiéme équation), avec a’(t) cosh(wt) + b’ (¢ )sinh(wt) 0 (premiére équation). Et cosh? —smh2 = 1 Dot b’( ) =
f(m) cosh(wz) et a'(z) = f(x) sinh(wz). Par exemple af L [ f(r)sinh(wT) d7 et b(z) = L [ f(7) cosh(wT) dr.
Solutlon générale p(z) = acosh(fm) + bsinh(Vkz) + Lpp( )7 avec Puis C.L..

Cas particulier f(x) = asinh(wz). Au lieu d’appliquer le résultat précédent il est aussi rapide de chercher une
solution particuliére ¢,(z) = vz cosh(wz) (comme —f" + kf = 0, on ne peut pas avoir une solution particuliére de
la forme ¢p,(z) = ysinh(wz) par plus que de la forme ¢, (z) = v cosh(wz)). Donc ¢p(x) = vz cosh(wz) donne ¢, (z) =
7 cosh(wz)+wyz sinh(wz). Done ¢ (z) = yw sinh(wz)+w~y sinh(wz)+w?yz cosh(wz). Donc —yw sinh(wz) —wy sinh(wz) =
asinh(wz), donc v = —5%. Donc ¢(z) = acosh(vVkz) + bsinh(Vkz) — s-x cosh(wz). Et ¢©(0) = a = o, et ¢(L)
@o cosh(VEL) + bsinh(VEL) — 5L cosh(wl) = ¢r, d’ott b. Si a = 2wy alors b =

PL
sinh(VkL) "

A.3 Oscillateur harmonique libre amorti faiblement

Un systéme mécanique réel est toujours amorti. On supposera ici I’amortissement faible. Le probléme est de
trouver une fonction ¢(t) telle que :

(A.13)

¢+ 1o +whe =0,
90(0) = Y0, 90(0) = P1,

ou r € R et r¢ représente une force de frottement visqueuse (i.e. frottement proportionnel a la ‘vitesse’ ¢).
On cherche une solution de la forme (t) = eP* avec p € C : p est solution du polynome caractéristique :
P> +rp+wi =0. (A.14)

On obtient p = §(—r £ /7% — 4w3).

Par définition un amortissement faible vérifie 7> < 4w3 (discriminant imaginaire), donc p = %(77" =+
i\/4ws — r?), et on obtient la solution réelle générale :
rt . TQ
o(t) = e 2 (acos(wyt) + bsin(w,t)), wr = \fwd — T (A.15)

ol a et b sont fixés a l'aide des conditions aux limites. Et le mouvement est oscillant de pulsation plus faible
wr < wp (ou de période plus grande) que dans le cas non amorti, d’amplitude exponentiellement décroissante.

A.4 Oscillateur harmonique forcé amorti faiblement

Le probléme est de trouver une fonction ¢(t) telle que :

5+ 1+ w? = asin(w1t),
pH oty (wit) (A.16)
©(0) = @0, $(0) = 1.
Une solution particuliére, cherchée de fréquence w; est donnée par :
_ 2_ 2
©p = arw 2 cos(wit) + afwp = wi) 2 sin(wt). (A.17)

(w§ — wi)? + 1w (w§ —wi)? + 72w

Et la solution est donnée par la solution particuliére additionnée & la solution homogéne et la prise en compte
des conditions aux limites.

Gréce a 'amortissement, ’amplitude n’explose pas. Cependant, lorsque w; = wy et r << -+, amplitude
est trés grande, et on retombe sur le cas limite d’un oscillateur non amorti résonnant.
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B Valeurs propres généralisées

B.1 Les espaces vectoriels M,; et M,

C1
Soit M,,1 I'ensemble des matrices colonnes réelles : (ot donc cq,...,¢, € R). On munit M,; de sa
Cn )
structure usuelle d’espace vectoriel sur le corps R des réels en identifiant M,,; avec R x ...R =" R" (produit
1 0
cartésien n-fois). On note (E_"l) la base canonique de M1, donc E =1 ) ey E, = O (ot 1 et 0 sont les
0 1

éléments neutre de la multiplication et de ’addition du corps R). Un élément & de 'espace vectoriel M,,; est
caractérisé a l’aide de ses composantes sur la base (E;), soit, si on note z; ses composantes,

I

n
= Z%E_"l, Le. [@g=1| "], (B.1)
i=1 T

ol [f}‘ 5 est la matrice représentant le vecteur # relativement a la base (E;); et si (@) est une autre base
dans My, alors [Z]; = P~ [#] 5 ou P = [Pij] est la matrice de passage de (E;) a (@), i.e. o a; = Z?:lPijEi

pour tout j. Si on n’utilise que la base (E;) alors on note également [7 ]\E =7.
On note ( ) I le produit scalaire canonique associé a la base canonique (E;), i.e. la forme bilinéaire sur M,,;
définie par (E“E])I = d;; pour tout i, j. Donc, pour tout Z,§ € M1, si T =Y 1 z; E; et ¥ = ijlijj alors

n
(Z,9)r = Z-Tiyi = [f]g[ﬂ]g (B.2)
i=1
Et si M est une matrice n * n symétrique définie positive, on note

f,g sz zgyz— ] [:J]Ev (B'3)

qui définit un produit scalaire dans M,,; (on retrouve (-,-); pour M = I matrice identité).
Soit M,,,, ’ensemble des matrices m % n réelles qu’on munit de sa structure usuelle d’espace vectoriel
(somme interne et multiplication externe par un réel). Pour A € M, on note A = [A;;]i=1....m =1 [A,;], ol
j=1 n

le premier indice est Iindice de ligne (i ici), et oi le second indice est I’indice de colonne (7 ici).
Et M, sera muni de son produit matriciel usuel, qui fait de M, une algébre (non commutative).

Définition B.1 e Soit A = [A;;] € My,,. Sa transposée est AT = [(AT);;] iz =" [(AT);] € Mpm
j=1,...,m
définie par (AT);; = A;; pour tout 1, j.
o A =[A;;] € My, est symétrique ssi AT = A, i.e. ssi A;j = Aj; pour tout i, j.
e A € M,, est définie positive ssi [Q’]%A[gﬂlﬁ > 0 pour tout § € M,;1—{0} (noté §7.A.§ > 0 si (E;) est
implicite).
e A € M, est symétrique définie positive ssi elle est symétrique et définie positive.
B.2 Probléme spectral
Soit A € M,,,,. Le probléme spectral pour A est :
trouver les couples (), Z) € R x M,,;—{0} t.q. A.Z = \Z. (B.4)
Souvent énoncé, avec M,,; identifié & R",
trouver les couples (), Z) € R x R"—{0} t.q. A.Z = \Z. (B.5)

Attention, A n’est pas une fonction mais une matrice (une collection de réels). D’ou rigoureusement :

Définition B.2 Soit E espace vectoriel de dimension finie n, soit L € £(F; E) (endomorphisme dans E). Le
probléme spectral pour L est :

trouver les couples trouver (X, Z) € R x E—{0} t.q. L.Z = \Z. (B.6)
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74 B.3. Matrice et endomorphisme diagonalisable

Mise sous forme matricielle de : soit (&) une base de E, soit [L]z = [L;;] la matrice de L dans E,
ot donc les L;; sont les composantes des L.€;) i.e. sont définis par L.¢; = > ., L;;€; pour tout j. Alors
donne

[L]j-[7]je = AlZ]je, (B.7)

ce qui raméne & (B.4) avec A = [L]z et 2= [7]}e.
Et (B.4)-(B.5) est généralement interprété implicitement avec A € L(R;R™) endomorphisme de R™.

Définition B.3 Un couple (A, Z) € R x E solution de est un couple “valeur propre—vecteur propre”’ de L,
dit couple vp-vp de L, et Z' est un vecteur propre associé & A\ associé a la valeur propre A.
L’ensemble des valeurs propres de L est appelé le spectre de L.

Définition B.4 Soit A € M,,,,. Le polynoéme caractéristique de A est le polynome (de degré n)
p(A) = det(A—\I). (B.8)

Et X est une valeur propre de multiplicité k ssi A est racine de multiplicité £ du polyndme caractéristique p. En
particulier si £ = 1 alors on dit que A est valeur propres simple.

Donc pour on a donc : X est valeur propre de L < 32 # 0 t.q. L.Z— A7 = 0 (vecteur nul) < 37 # 0
t.q. [L]j.[£]jz — A[Z]jz = 0 (matrice nulle) < det([L];z—AI) = 0 < X est racine du polynome caractéristique de
la matrice [L]|e

Remarque : le calcul des valeurs propres se fait dans C en général, car C est algébriquement clos : un
polynéme complexe de degré n a n racines complexes. Puis on regarde si les racines sont réelles ou non.

B.3 Matrice et endomorphisme diagonalisable

Définition B.5 Une matrice A € M,,,, est diagonalisable ssi il existe une matrice diagonale D € M, et une
matrice inversible P € M,,,, t.q.
AP=PD, ie. D=P 'AP (B.9)

Définition B.6 Un endomorphisme L € £(E; E) est diagonalisable ssi il existe n couples (\;,7;) € R x E—{0}
t.q.
Vi=1,..,n, L.U;=X\U;, et (¥;)i=1,.n estune base de E. (B.10)

Auquel cas les (\;, ;) sont des couples vp-vp de L.
Proposition B.7 Soit (€;) une base de E espace vectoriel de dimension n € N*. Un endomorphisme L €

L(E; E) est diagonalisable ssi la matrice A := [L]|z est diagonalisable.
Et avec les notations de et (B.10) les valeurs propres A\; de L donnent D = diag(A,, ..., \n) et des

Plj
vecteurs propres U; de L associés aux \; donnent P = [P;;] ou v; :== Y ;" P;;€; pour tout j, i.e. [Uj]jz:= |
P,
est la j-éme colonne de P (matrice de passage de (€;) a (U;)) :
[L)jo.P =P.D, ie. D=P'[L]zP. (B.11)

Et [L]jz = D (formule de changement de base pour les endomorphismes).

Preuve. Supposons . Donc [L'ﬁjhé = [/\jl_]'j]‘g, ie. [L]‘g.[f}'j]‘g = )\j[ﬁj]‘g, donc [L]|é*.P = PDou P =
([W1lje - [Un]je)- Et (¥;) est une base de E, donc det(P) # 0, donc P est inversible car c’est une matrice de
changement de base : matrice de passage de la base (€;) a la base (7;). Donc on a : la matrice [L]jz € My,
est diagonalisable dans M.

Réciproque : soit A = [L]jz et supposons (B.9), donc [L]|z.P = P.D. Notons \; les réels donnés par D =
diag(A1, ..., An). Notons 7; € E les vecteurs donnés par (7] = la j-éme colonne de P, i.e. 0; := Y. | P;;€;
quand P = [P;;]. Alors [L]je.P = P.D se lit colonne par colonne : [L]z.[U}]je = A;[U}]e, donc [L.Uj]je = [A;U}]e,
donc L.¥; = \;¥;, vrai pour tout j; donc les ¥; sont vecteurs propres associés aux A;. De plus P est inversible,
donc (¥;) est une base de FE.

Et B := [L]W = [Bzg] vérifie )\jﬁj = L'Ij} = Z?:lBijﬁia donc Bij = )\jéij, donc B = D. un
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75 B.4. Théoréme spectral

B.4 Théoréme spectral

Soit E un espace vectoriel de dimension n, soit (-, ), un produit scalaire dans E, et soit (€;) une (-, -)g4-b.0.n.
dans F, donc t.q. (&, €;)y = d;; pour tout ¢, j. (Voir §par exemple.)

Soit L € L(E;E) (un endomorphisme dans E). On rappelle que L est (-,-),-symétrique ssi (L.Z,¢)y =
(L.§,Z)4 pour tout &,y € E.

Théoréme B.8 Si L est (-, -),-symétrique alors L est diagonalisable dans une (-,-)4-b.0o.n. de E, i.e. : il existe
n réels A, ..., A\, € R (les valeurs propres) et il existe n vecteurs ¥4, ..., U, € R™ (les vecteurs propres associés)
t.q., pour tout 7,5 =1,...,n,

L.’l_fj = /\jﬁj et (77ia17j)g = (5” (B.l?)

Le., avec D = diag(\1, ..., A\n) et P = ([v1]je, ..., [Un]je) (la matrice de passage de la base (€;) & la base (7)),
[L)jo.P =PD et P".P=1, (B.13)

ie. D =P ' [L]zP et P~' = PT,

Preuve. Le théoréme est connu pour les matrices symétriques, voir poly valeurs propres, le théoréme s’énoncant
sous la forme usuelle : “une matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une b.o.n.”.

On 8’y raméne : soit, [L]jz = [A;;] ou donc L.€; = > | A;;€; pour tout j. [L]z est symétrique car L est (-,-)q-
symétrique : (L.gj,gk)g = ZyzlAij(éiagk)g = Z?:lAijéij = Akj car (é;) est une (-,-)g—b.o.n., et (L.gj,gk)g =
(L.€k,€;)g = Ajx, (méme calcul), donc Ajp = Ay;, pour tout k,j. Donc [L]je.P = P.D avec PT P =1, donc les
U; € B définis par [v}]z = la j-colonne de P vérifient [L]z.[U}]|e = A\j[V}]je, donc [L.0}]je = [\;9}] )&, done L.0; =
>\j17j, et PTP = I donne (givﬁj)g = Zk[ Pkipgj(gk,gg)g = Zké Pkinjdkg = Zk(PT)szk] = (PTP)ZJ = 6” un

B.5 Calcul d’une b.o.n. dans F par diagonalisation

o o.2 0.4 o.6 o.8 1 o o.2 o.a o.e o.s 1
o.a o.a o.a
o.= o.= o.=
o.= o o
o.1 —o.= —o.=

OO O.5 hl 70'40 O.5 a —-© 40 O.5 a
o.a o.a o.a
o.= o.= o.=
o o o
—o.= —o.= —o.=

70'40 O.5 l 70'40 oO.5 A 70'40 oO.5 a

FIGURE B.1 — Sur [a,b] = [0,1] = Ullil[f—g), 1], fonctions chapeau ¢, et ¢, de la base de Py des éléments
finis, et (& une constante multiplicative prés) les 6 premiéres fonctions propres 11, ..., ¥g associées aux 6 premiéres
valeurs propres Ai, ..., A¢ ordonnées t.q. \; < X\;41 pour tout i. La base (¢;);=1,..15 est une “base de Fourier

approchée” (b.o.n. dans (P, (+,-)r2)).

B.5.1 Le calcul
E est muni d’un produit scalaire (-,-), et (@;) est une base de E.
Soit M := [g]jz = [(d;,d;)4], donc M est symétrique, donc M = P.D.P~! avec D diagonale et PT.P = I.

On pose b; := S.I" Pyd; € E, ie. [bj]jz est donnée par la j-éme colonne de P. On a (b;,b;), =
Sk i1 PriPaj (@, @0)g = 205 gy PriPejMye = (PT.M.P);j = (P~'.M.P);; = (D)ij = Aids;. On pose

= 1 <«

>‘j \/731':1
o 1 RN

7=bis \/ijj)g = \/,\T\/Yj(bi’bj)g = ﬁ)\i&j = 0;;. Donc (€;) est une (-,-)4-b.o.n..
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76 B.6. Résolution du SDO @' + A.i = 17, méthode spectrale

B.5.2 Exemple de P; : base de Fourier approchée

Méthode des éléments finis : soit (¢;) la base des fonctions chapeaux dans P; (base non (-, ) z-orthonormeée),
On veut trouver une (-,-)z2-b.o.n.. On calcule et diagonalise la matrice de masse M = [M;;] = [(vi, ¢;)r2] :
D = P~1.M.P. On pose 1, =@B19 ﬁZ?:lPijgoi. On a: (¢;) est une (+,-)r2 b.o.n., cf. (B.14) (base de Fourier

approchée). Voir figure

B.6 Résolution du SDO @'+ A4 = l;, méthode spectrale

fi(t) uo1
Soit f:teR — f(t) = : € M, continue, et iy = : € M, (condition initiale). Soit
fn(t) Uon
A = [A;;] € M, une matrice diagonalisable, A = P.D.P~!. Soit le systéme différentiel ordinaire (SDO) :
i (t) dii -
—(t)+ Ad(t) = f(t
trouver 4 : t € [0,T] — u(t) = € My t.q. dt( )+ Ad(t) = f(0), (B.15)
U (1) t(0) = o,
ie.
aul
E(t) + Allul(t) + A12u2(t) + .= fl(t), u1(0) = up1,
: avec : (B.16)
aun n 0) = n-
g (1) + Anrua(t) + Anpua(t) + ... = ful), un(0) = uo

Utilisons la méthode spectral pour le résoudre (pour le transformer en un systéme découplé) :
1. Soit les p; € R™ définis par [ﬁj]lﬁ = la j-éme colonne de P, et soit les \; donnés par D = diag(\1, ..., A,,) (donc
les (\;,7;) sont couples vp-vp).

. Changement de base : avec @ = Y7 u; E; (B.15) s’écrit d[Z]t‘E (t)+A.[d] z(t) = [ﬂlﬁ(t)’ avec [i] 5(0) = [to] 5,
ol on a noté [ﬁ]‘ﬁ(t) = ["(t)]lE. Notons v; les composantes de @ dans la base (p;), i.e. @ = Y., v;P;, L.e.
U1 g1
[ =] : |;donc [ﬂ'(t)]‘ﬁ = P.Ju(t)]|p. Idem [f]z= | : | et [f(t)]lé = P.[f(t)]|- Donc (B.15) donne
Un gn
dP.[U])z . = _, 1=
e 1? (t) + A.P.[d)5(t) = P.[f]j5(t), avec [u]0)=P 1'[“0}@' (B.17)
Et P est une matrice constante donc dpg]‘i =P d[gl"j. On multiplie par P~! & gauche, d’ou
N5 4y + D fal (1) = (et 1],5(0) = P~1.[@ B.18
o O+ D[dip(t) = [f]ip(t), avec  [a]}5(0) = P[] - (B.18)
On a obtenu le systéme de n EDO indépendantes immédiates & résoudre (on a “découplé” le SDO) :
Vi=1,..,n, vi(t)+\vi(t)=gi(t) avec v;(0)= (Pfl.[ﬁg]lﬁ)i noté Vg;- (B.19)

Résolution immédiate (méthode de variation de la constante) : v;(t) = vioe it + fg gi(T)e M=) dr.
3. D’ou [ﬂ']lE = P.[t]| : on a résolu 1}

Remarque B.9 On peut aussi résoudre (B.15) & ’aide d’une décomposition de Cholesky de A : méthode de
descente-remontée. un

B.7 Exercices matriciels pour rappels

Exercice B.10 Montrer : si A est inversible alors (A~!)7 = (AT)~1 =not¢ A-T FEt si de plus A est symétrique
alors A=1 est symétrique.

Réponse. 1. A est inversible, donc 3B t.q. A.B = I, et B =" A~! ot B est inversible avec B~' = A. Donc
BT AT =1, donc AT et B” sont inversibles, et (A7) = BT = (A™")T : note AT
2. Donc si AT = A (symétrique), alors (A7) = A7 avec (AT)™' = (A™H7T, cf. 1., donc A™' est symétrique.  on
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77 B.7. FEzxercices matriciels pour rappels

Exercice B.11 Montrer : si A\ et Ay sont deux valeurs propres distinctes alors leurs vecteurs propres associés
sont indépendants.

Réponse. ¥} et U2 vecteurs propres associés : A.U7 = \¥1, A.U2 = A2¥2. Si U1 et U2 sont dépendants, i.e. si U2 = ath
alors A.%y = aA.¥1, donc Ae¥a = aM @1 = Aot = Ai¥, donc Ay = Ag car @2 # 0 (c’est un vecteur propre). Donc si
A1 # A2 alors ¥ et U2 sont indépendants. un
Exercice B.12 Soit A diagonalisable, A.P = P.D avec P inversible, cf. (B.9)). Si A est non symétrique, montrer
PT.P # I (il n’existe pas de base de vecteurs propres qui soit orthonormée).

Réponse. Si P~! = PT alors A= P.D.P~' = P.D.PT = (P.D.P")T, donc A est symétrique. ua

1
0
leur multiplicité, et les vecteurs propres associés. En déduire que A n’est pas diagonalisable.

11— c
0 1—A

Exercice B.13 Soit A = ( i) avec ¢ # 0 (premier bloc de Jordan quand ¢=1). Calculer ses valeurs propres,

Réponse. p(A\) = det(A—AI) = det ( = (A—1)2. Donc A = 1 est "unique valeur propre, de multiplicité 2.

Un vecteur propre (;) € Mas; associé vérifie 0 = (A= AD). (;) = <8 S) . (Z), donc cy = 0, donc y = 0 (car

¢ # 0) et x quelconque : seuls les vecteurs de la forme r , avec x # 0, sont des vecteurs propres. Donc ’ensemble

0
des vecteurs propres est Ker(A — I) = Vect{E;} de dimension 1 < 2 = dim(Ma;). Donc A n’est pas diagonalisable :
dans Mo, il n’existe pas de base constituée de vecteurs propres. un
. . 0 1 . . - TS
Exercice B.14 Soit A = 10 (matrice de rotation de 7). Calculer ses valeurs propres, leur multiplicité,

et les vecteurs propres associés.

-2 -1
1 =X

des matrices complexes pour diagonaliser : A = +i, Ker(A — iI) = Vect{ ( 1 )} et Ker(A +iI) = Vect{ ( _12 > }. =

Réponse. p(\) = det(A— AI) = det < ) = A2+ 1. Il n’y a pas de racines réelles. Il faut se plonger dans ’espace

Exercice B.15 Montrer qu’une matrice triangulaire 7" a ses valeurs propres sur la diagonale.

Reéponse. p(A) = (A — A1)...(A — An) ot les A; sont les éléments diagonaux de 7. =
. . . . 11

Exercice B.16 Diagonaliser la matrice A = 0 2/

Réponse. det(A — AI) = (1 — A)(2 — A), les deux valeurs propres \; = 1 et A2 = 1 sont distinctes, donc A est

diagonalisable, cf. exercice [B.11| Et (A —I). (ay:

(A—2I). (;) = 0 donne —z +y = 0, et U2 = (1,1) est vecteur propre, donc P = (

) = 0 donne y = 0 et ¥1 = (1,0) est vecteur propre associé¢ & \; = 1. Et

1 1
0 1
On vérifie que P~'.A.P = diag(1,2) (= D matrice diagonale), et P”7.P # I (car A n’est pas symétrique). =

) est la matrice de passage.

Exercice B.17 Soit (@;) et (b;) deux bases dans E et P = [P;;] la matrice de passage de la base (@;) a la
base (b;), i.e. b; = > i P;;d;. Montrer : 1. Si ¥ € E alors

[0] 5 = P~ '[d]jz (formule de changement de base pour les vecteurs). (B.20)
2. Si z(+,-) est une forme bilinéaire £ x E — R alors
[2(-, -)}lg = P"[2(,")];z.P (formule de changement de base pour les formes bilinéaires). (B.21)

3. Si (+,)4 est un produit scalaire alors les réel (¥, w), sont indépendants du choix de la base.
4.81 L € L(E; E) alors (formule de changement de base pour les endomorphismes)

[L]I5 =P '[L]|z.P (formule de changement de base pour les endomorphismes). (B.22)
Réponse. 1. Notons v/ =}, zid; = 3, y;b;, done = >i; ¥iPijds, donc @i = 3, Pijy; pour tout i, i.e. [v]z = P.[0] 5.

2. 2(bi, b;) = Yp, PriPejz(@n, @c) = 3 (PT)in2(@x, d@e) Pej = (PT.[2]4.P)i;, donc (B.21).

3. (6,@)g = [0 5" -[9] 5-[0) ;5 = (P~ [T]ja)" - (P" . [9)ja-P)-(P™".[)ja) = [0]{3.1g]ja- 1] a = (T, @)

4. Notons P! = Q = [Qy], [Llz = A = [Ay], [L]z = B = [By]. Donc 3, Bijb; = L.b; = L.(X, Pejix) =
S Poi L@ = S0 PrjAende = 3 s Prj AexQichi = 32, (Q.A.P)yjbi, donc Bij = (Q.A.P)y;, d’on (B.22).

7



78 B.8. Théoréme de diagonalisation généralisé

Exercice B.18 Soit (@;) une base dans E. Montrer :

1- soit (-, ), un produit scalaire dans E. Soit M = [M;;] := (@;,d;), sa matrice relativement & (a;). Montrer
que M est définie positive, i.e. 27.M.Z > 0 pour toute matrice colonne 7 € Mnlf{ﬁ}.
2- (réciproque) : si M = [M;;] est une matrice symétrique définie positive alors la forme bilinéaire g(-,-)

définie par ¢(d,,d;) = M;;, pour tout 7, j, est un produit scalaire.

Réponse. Un produit scalaire est symétrique, donc (@;,d;)g = (d@;,d:)g pour tout i,j, donc M est symétrique. Un
produit scalaire est défini > 0, donc [7]);7 . M.[0])z = (¥, ¥)4 > 0 pour tout ¥ # 0 donc M est définie > 0.

Réciproque : définissons la forme bilinéaire g : E X E — R par ¢(d;, @;) := M;; pour tout 4, j. Donc g est symétrique
car M Dest, et, avec ¥ = 3.1 v;d; # 0, g(7,7) = >y viMijv; = [0])a".M.[0]jz > 0 car M est définie positive, donc g(-, ")
est définie positive. un

Exercice B.19 Soit L € L(E; E), soit (-,-), un produit scalaire dans F, soit (€;) une base de E, soit M =
[(€i,€})q]- Montrer : 1- L est (-, -),-symétrique ssi M.A est symétrique, i.e. ssi

MA=(MAT (= AT.M). (B.23)

2- L est (-, -),-symétrique n'implique pas A := [L]|z est symétrique (¢a dépend du produit scalaire).

Réponse. 1- L (-,-), symétrique < pour tout ¢, j, (L.€j,&;)y = (L.€;,€j)g, i.e. (3, Arj€r,€i)g = (31, Ari€k,€j)g, Le.
Sk Ak (€, €)g = 3, Api(€ry €5)g, i€ 3o MirAry = 3, AgiMyj (car M est symétrique), i.e. (M.A);; = (AT. M), ie.

2- Dans R? soit (-,-), défini par [g]|z = [(€:,€))y] =

0 2
[L]|€ —\1 0
donc ’endomorphisme L est (-, -)g-symétrique, cf. 1-. NB : ici (€;) n’est pas une (-,-)g-b.o.n. : M # I. Exemple : aviation
ol l'unité verticale = le foot et 'unité horizontale= le mile nautique. Ou exemple : éléments finis : la base usuelle des

fonctions chapeaux n’est pas (-,-)2-orthonormée. un

) _noté 5, _ [Mi;]. Soit L € L£(R*R?) définie par

& . . o o o o 2 o
=10t 4 — [A;;] (non symétrique), i.e. L.&) = & et L.é&s = 2¢1. On a M.A = <g O) (symeétrique),

Exercice B.20 (La “symétrie” d’'un endomorphisme dépend d’un produit scalaire.)
Dans R2. Soit (€1, €>) la base canonique. Soit & = 11€; + 226 et § = y1€1 + y26s.

Soit (-, -)r2 le produit scalaire canonique : (£, 7)rz = T1y1 +T2y2, i.e. [(, )r2]je = (€}, €))r2] = (1 0) =1.
Soit (-, -)4 le produit scalaire défini par (7, %), := T1y1+222y2, i-e. [(-, -)glje = [(€1, €)y] = (1 0) —noté pr

Soit L € £(R?*; R?) 'endomorphisme défini par L.¢) = € et L.é> = 2y, Le. [L]jz= A= <(1) (2)>

Montrer : 1- L n’est pas autoadjoint pour le produit (-, )gz, i.e. (L.Z, §)rz # (L.7, Z)r2 en général.
2- L est autoadjoint pour le produit scalaire (-,-)4, i.e. (L.Z, )y = (L.¥,Z)4 pour tout &, 7.

Réponse. 1- (L.€1,&)rn # (L.€2,€1)rn (la matrice A n’est pas symétrique).

Agp=1 Aqp=2
2- (L.él,gg)g = (€z,€z)g = 2, et (L.ég,él)g = (le,gi)g = 2(517€i)g = 2, donc (L.gi,gj)g = (L.€j7€i)g.

(Ou encore MA = 3 est Symétrique, donc (L.gl,gg)g = (M.[L.é‘lhg, [é‘zhg)[ = (M.[th.[éﬂ‘g, [62]‘5)[ =
(M.A.[e1]je, [€2]1e)1 = ([€1]jes M. A.[€2])e)1 = ([€1]}e, M.A.[€2]16)1 = ([€1])a, M.[L.€2)1e)1 = (€1, L.€2)g). un

B.8 Théoréme de diagonalisation généralisé
B.8.1 Le probléme

Probléme spectral généralisé : pour M, R € M,

trouver les couples (), Z) € R x R"—{0} t.q. , (B.24)

écriture abusive de R[Z’]IE = )\M.[Z]IE ol (EZ) la base canonique de R"™ et R et M les endomorphismes dans R"

de matrices R et M dans la base canonique (E;). Plus généralement : R, M € L(E; E), (€;) base de E, R = [R]|e,
M = [M]z.

Définition B.21 Si (), 2) € R x R"—{0} est solution alors A est une valeur propre généralisée de R relative

a M, Z est un vecteur propre généralisé associé & A, et (A, Z) est un couple vp-vp généralisé = couple valeur
propre—vecteur propre généralisé. (M = I redonne le probléme spectral classique.)
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79 B.8. Théoréme de diagonalisation généralisé

A est une valeur propre généralisée ssi R—AM n’est pas inversible (immédiat), i.e. ssi elle racine du polynome
caractéristique généralisé
p(A) = det(R—AM). (B.25)

Définition B.22 R € M, est M-diagonalisable (plus précisément R est M diagonalisable) ssi il existe n
couples (A, Z;) € K x R"—{0} t.q.

Vi=1,..,n, RZ;=\DMZ, et (Z)i=1,. n estunebasedansR". (B.26)

(Au sens R.[Zj]lﬁ = )\jM.[Zj]lﬁ.)
On note alors D = diag(\;) € My, la matrice diagonale des A;, on note P;; les composantes des Z; dans la
base (E;), i.e. Z; = Z;L:lPijE'i, on note P = [P,;] (matrice de passage de la base (E;) a la base (Z;)). Et 1i

s’écrit
R.P=M.P.D| avec |P inversible| (B.27)

Vérification : la j-éme colonne de R.P est R.[Zj]lﬁ, et la j-éme colonne de M.P.D est M.P.(\, [E]]‘E) =

AiM.P.Ej] 5= A M. [Zj]wz Vrai pour tout j : on a bien I’égalité donnée.

B.8.2 Théoréme

Théoréme B.23 Si R et M € M,,,,(R) sont symétriques (réelles) et si M est définie positive, alors R est
M -diagonalisable dans une (-,-)a-b.o.n., i.e. il existe n couples (\;,Z;) € R x R™, i = 1,...,n, t.q., pour tout
i, =1,...,n; noté

RZy = NMZ et (Z,7)m = 0. (B.28)

(AH sens R[gj} B= /\]M[Z_"J] i et [51] E-‘TM[Z_"]] B= (51]) Le.
| | \ |

RP=MPD|et|PT.MP=1| ie (MP)'=P" et D=P'RP (B.29)

Cas R symétrique définie positive : alors A; > 0 pour tout i, et (Z;) est une base (-,-)g-orthogonale :
(Zi,Zj)r = Xidij (=0 sii# j), pour tout i,j. Et (\/Z;T) est une (-, -)g-b.o.n..
Et donc (Z;) est une base orthogonale commune aux produits scalaires (-,-)r et (-,) .

Preuve. M étant symétrique, soit M = L.LT sa décomposition de Cholesky (avec L matrice triangulaire
inférieure). L est inversible car M l'est (on a 0 # det(M) = det(L)?).

s’écrit R.Z = AL.LT.Z € M,,1, donc posant §f = LT.Z7 € My, on a L' R.L™T.5j = \ijf € M,,;. Et
(L7L.R.L~ 1T = L7V R.L7T donc L™'.R.L~7 est symétrique, donc : il existe Ai, ..., A\, € Ret 71, ..., % € My
t.q. (L7LR.L™T).¢; = \;#; avec §] .§; = ;; pour tout 4, j. On remonte les calculs : on pose Z; = L~7¢; € M1,
et donc L™'.R.Z; = \;LTZ;, donc R.Z; = \;M.Z; avec 0ij = g‘fgj'j = E;TMZJ pour tout i, j.

Et (\/z;? %)R = ﬁ(zng)}% = Wﬁz’f}%% = ﬁAJZ;TM% = 0;; pour tout ¢, j. un

B.8.3 Exemples

Exercice B.24 R = <§ ?) et M = <(1) (2)) . Calculer les valeurs propres et des vecteurs propres généralisés.

Veérifier que les vecteurs propres sont M-orthogonaux et R-orthogonaux, et qu’ils ne sont pas (-, -) ;-orthogonaux
(on ne peut pas espérer qu'une méme base soit orthogonale relativement & trois produits scalaires différents).

1—-A 2
2 5—2A
A1 = 3(7—V/41) et A2 = (7 + V/41) sont les valeurs propres généralisées. D’ott les deux vecteurs propres généralisés

Z = (pu:) (non nul) donnés par (1 — A;)p1; + 2p2; = 0. Donc 2 = < 2 )

Réponse. On a R—A\M = ( ) On cherche X t.q. det(R—AM) = 0, donc t.q. 2> —7A 4+ 1 = 0. D’on

DP2j 1 —)\j
> o 2 2 3 _3_ _ 5 o > o
(M‘Zl>z2) = <2(1_)\1)) . ((1_)\2)> - 4“!‘2%%@ = 4—41T9 = 0, et donc (Rzl,ZQ)]Rn = )\1(M21722)Rn =
0. Mais (51,2?2)]1@1; = g 75 0. l.l

Exercice B.25 Soit R = <(1) i

) et M = (1) g) Montrer que R est M-diagonalisable (alors que R n’est
pas diagonalisable classiquement, cf exercice [B.13]). Donner P et D t.q. (B.29).
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80 B.8. Théoréme de diagonalisation généralisé

Montrer que S = <(1) ;) n’est pas M-diagonalisable.
1

. _(1=X
Reponse.R—/\M7< 0 1 9)

>, donc p(\) = det(R—AM) =2X* =3A+1=(2A —1)(A = 1), donc \; = 1 et

X2 = L sont racines, i.e. sont valeurs propres généralisées de R. Pour A = 1, (R — M).1w0; = (O ! ) (z) = 0 pour

2 0 -1
= (L 1 A= L = (2 L) () = A 1 ¥y, 10
w1 = () par exemple, et pour A = 5, (R— M)z = 0 0o y) = 0 pour Wy = _, ) par exemple, et (W, w2)
est une base de R?. Ici P = <(1) _21) et D = diag(1, 3). On vérifie que R.P = M.P.D (= ((1) _11 ).

1 1 ..
Remarque : autre calcul : M~! = (() 2) donne M™'.R = (0 i) a deux valeurs propres distinctes donc est
2 2
diagonalisable. Et on retrouve les valeurs propres et vecteurs propres ci-dessus.
1 1 . . . . .
Et M~ '.8 = (O | | premier bloc de Jordan : non diagonalisable : S n’est pas M-diagonalisable. un

2 1 0 2
Réponse. vp double A = —1, Ker(R — AM) = Ker(R + M) = Vect{(1,—1)"} de dim 1 : pb non diagonalisable. wn

Exercice B.26 R = <1 O) et M = (1 2 ) Vp-vp généralisées ? Retrouver le résultat avec A = M~ 1.R.

Exercice B.27 Soit (A, 71) et (A2, ¥3) deux couples vp-vp généralisés. Montrer : si A\; # Ay, alors (¥, Ua) est
une famille libre.

Réponse. On a R.¥hn = A\ M.¥1 et R.¥2 = AaM.V2. Si o = athh (# 6), alors R.U2 = aR.71, dott A\aM.U2 = a\iM.¥1 =
A1 M .Uz, donc A1 = A2 (car M est inversible et v # 6) Donc si A1 # A2 alors U2 n’est pas colinéaire a v;. .

Exercice B.28 Montrer : si R est symétrique et M est symétrique définie positive alors M ~1.R est diagonali-
sable : dans quelle type de base?

Réponse. R.Z; = \;M.Z; donne M 1. R.Z; = \;Z; pour tout i avec (%;) base. Avec (Z;) une (-,-)m-b.o.n., cf. (B.28). wm

Exercice B.29 Démontrer le théoréme a partir d’une diagonalisation de M.

Réponse. M est symétrique définie positive donc diagonalisable dans une b.o.n. de R™ avec toutes ses valeurs propres
> 0.Donc D = P~'.M.P = PT.M.P ou D = diag(u1, ..., i) est la matrice diagonale des valeurs propres et P la matrice
orthonormale stockant les vecteurs propres associés concernés.

R.# = AM.7donne R.¥ = AP.D.P~".¢ = A\(P.v/D).(V/D.P~").#, ot V'D = diag(y/fi,, .-, /i, ). donc VD ' PlR¥ =
MVD.P7Y).@.

On pose Z = v/ D.P~1.#, et on obtient (v D) ™*.P™1.R.P.(vD)™'.2 = \Z,s0it A.Z = \Zon A = (VD) *.PT.R.P.(vVD)™*
car P71 = PT,

La matrice A est trivialement symétrique (car R et v/D sont symétriques), donc est diagonalisable. Soit (Z, ..., Z,)
une b.o.n. de vecteurs propres de A dans (R", (-, -)rn) associés aux valeurs propres \;.

On pose 17]' = P.(\/B)il.zﬁj, donc R'UJ = )\jM.’Uj, et 5¢j = (Z‘,Z_’})Rn = (\/EPT'IZ, \/E.PT.UJ‘)]Rn = (M.l_)‘qj,'lj‘j)]]{ﬂ. .

Exercice B.30 Appliquer le théoréme spectral [7.1] dans le cas R et M matrices symétriques définies positives
pour démontrer le théoréme

Réponse. On pose (u,v)g = (u,v)p = (Mu,v)rn et a(u,v) = (u,v)r = (Ru,v)rn. Comme M et R sont symétriques
définies positives, (+,-)a et (-,+)r sont des produits scalaires. On pose H = (R", (-, )m) et V = (R", (+,-)r) qui sont
des Hilbert : on est en dimension finie et toutes les normes sont équivalentes et les espaces sont fermés. Et V est dense
dans H (car V = H) et l'injection & € V — & € H est trivialement continue et compacte (les normes sont équivalentes
en dimension finie). La forme bilinéaire a(-,-) est trivialement continue dans (V, (-, )r), de constante de continuité 1
et coercitive de coefficient de coercivité 1, puisque a(-,-) = (-,-)r est le produit scalaire choisi dans V. On peut donc
appliquer le théoréme spectral : on a n valeurs propres \;, qu’on peut ordonner de maniére croissante, associés a n vecteurs
propres Wi, ..., W, qu’on peut choisir orthonormés relativement a (-, ) g, i.e. (@;) b.o.n. dans H = (R", (-, -)m ), avec dans

ce cas (5=, o) “7)1‘”) b.o.n. dans V = (R", (-, ")Rr). un

B.8.4 Résolution du systéme différentiel M.i’' + R.4 = b

On veut résoudre le systéme différentiel de Cauchy a I’aide de la méthode spectral : trouver @ : ¢t € [0,T] —
a(t) € R t.q. :
di -
M.dit‘(t) + Rai(t) = f(t), avec @(0) = o, (B.30)
pour R et M sont symétriques réelles, et M est définie positive, donc R est M-diagonalisable, avec f: R — R"
et @y € R™ (on a noté abusivement R™ au lieu de M,1).
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B.8. Théoréme de diagonalisation généralisé

1. R est M-diagonalisable, donc il existe n valeurs propres A; et une b.o.n. de diagonalisation (p;) dans R™. Avec

la base canonique (E_’;) on note P =

([plhE
avec PT.M.P = I, donc (M.P)~!

Pl 5 ) = [
PT donc PT.R.P =

i1, et on note D = diag(\;), donc R.P = M.P.D

Ui f1
2. Changement de base : avec [i]jz = | t [f]‘ﬁ =1 : |, (B.30) s’écrit M. [u]‘E + R.[d) 5 ”IE’
Un I
U1 g1
avec [i];5(0) = [to] 5. Avec [u];; = t [fliz = , on a [U(t)]; = P~L[a(t)] [F @)
Un 9n
PLIf(t )] 5 (formules de changement de base). Donc M. ar. [u]‘p + R.P.[i])5 = | _] donc PT.M.P. Cl[u]"’( t) +
PT.R.P[id) 5(t) = PT.[f] 5, donc
d[d] |z . 2 q 1o _,
dtlp (t) + D.[u]|5(t) = PT [ ]IE avec [u]5(0) = P 1.[u]‘E(O) (= PT.M.[u]‘E(O)). (B.31)
Le systéme différentiel initial |D a été découplé en n EDO : pour tout i, avec g; = (PT.[ﬂlﬁ)i,
’U,; (t) + )\i’Ui (t) =G (t), avec v; (O) = V0;- (B32)

Résolutions immédiates. D’ot les v;, d’ott les u; (avec [i]; 5 = P.[i];) : on a résolu (B.15).

da

Deuxiéme méthode (& éviter) : résoudre

dt

M~L.R n’est pas symétrique en général (bien que M ~*

Troisiéme méthode : on utilise une décomposition

5 =L".a,

et (B.30) donne

M.L~T

D’ott en multipliant par L= (avec L' M.L=T = L~

7' +L'RL Ty

On s’est ramené & un SDO & résoudre cf. § (avec

(t) + M~L.Ra(t) = M

A'+RLTH

L_l[ﬂu;,

t), cf. 1} (SDO) : a éviter car
et R le soit), et de plus le calcul de M~ est couteux.
de Cholesky M = L.L" : avec & = [d] ; on pose

donc a=L""T5,

=fljg 7(0) = L".do.

VLILTL T =1):

7(0) = LT .a. (B.33)

A= L' R.L™T symétrique), d'ott 7, d'ott @ = L= 4.
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C Rappels de topologie

Pour un panorama complet, on renvoie & Choquet [5], et pour un “résumé”, cf. cours de troisiéme année
“Rappels (et plus) de topologie”.

Définition C.1 Un espace topologique est un couple (E, O) ou E est un ensemble et O C P(FE) est un ensemble
de parties de F dont les éléments appelés ouverts satisfont 4 :

01 : Toute réunion (finie ou infinie) d’ouverts est un ouvert (stabilité par union),

Os : Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert (stabilité par intersection finie),

O3 :E€OetheO(ie. E et sont ouverts).
On dit alors que O définit une topologie sur E. Et un sous-ensemble F' de F est dit fermé si son complémentaire
E — F est ouvert.

Définition C.2 Voisinage, base de voisinages d’un point. On appelle voisinage d’un point « € F tout sous-
ensemble V' C E contenant un ouvert contenant x. On note V(x) ’ensemble des voisinages de z. Une partie B
de V() constitue une base de voisinages de V(z) si tout V' € V(x) contient un élément W € B(x).

Définition C.3 Convergence et limite. Une suite (z,,)n+ de points de E converge vers un point € F si pour
tout voisinage V' de x il existe un entier N tel que pour tout entier n > N on ait =, € V :

YV eV(), INeN, Vn>N, =z,€V.
Et x est appelé limite de la suite (x,).

Définition C.4 Valeur d’adhérence. Un point z est valeur d’adhérence de la suite (x,,) si pour tout voisinage V'
de z il existe des indices n arbitrairement grands tels que x,, € V :

YW eV(z), YVNeN, In>N, z,eV.
Proposition C.5 Un ensemble est fermé s’il contient ses valeurs d’adhérences.

Définition C.6 Continuité. Une application f : X — Y d’un espace topologique X dans un espace topolo-
gique Y est continue au point zg € X si I'image réciproque de tout ouvert de Y contenant f(xg) est un ouvert
de X :

YW e V(f(zo)), 3V €V(xo), [f(V)CW.

(Ou encore si I'image réciproque de tout fermé est un fermé.) Et Papplication f est continue sur X (ou dans X)
si elle est continue en tout point x € F.

Définition C.7 Homéomorphie. Deux espaces topologiques X et Y sont homéomorphes s’il existe une bijection
f: X — Y qui soit bicontinue (i.e. continue d’inverse continue), i.e. s’il existe une bijection qui échange leurs
ouverts.

(Isomorphie : deux espaces vectoriels sont isomorphes s’il existe une application linéaire bijective de I'un dans
l'autre, cf. paragraphe[I.4.6] Une telle bijection conserve les propriétés algébriques. Alors qu’un homéomorphisme
est une bijection, non linéaire en général, qui conserve les propriétés topologiques.)

La définition de la continuité donne :

Proposition C.8 Une fonction continue f : X — Y transforme une suite convergente (x,) en une suite
convergente (f(x,)).

En effet, si 2, = Zo, alors, notant y, = f(z,) et Yoo = f(Zo), st W est un voisinage (quelconque) de yoo, il
existe V voisinage de =, tel que f(V) C W par continuité de f. D’ou immédiatement f(x,) =y, € f(V) C W

pour n assez grand par convergence de (z,,), donc (y,) converge vers yoo.

Définition C.9 Convergence simple. Une suite de fonctions ( f,,) d’'un ensemble X dans un espace topologique Y’
converge simplement vers f si pour tout € X la suite (f,(x)) converge vers f(x).

Définition C.10 Espace topologique séparé. E est dit séparé lorsque deux points distincts quelconques de F
possédent deux voisinages distincts.

Attention : ne pas confondre séparé défini ici, et séparable définit en [1.17] qui s’applique & des espaces
vectoriels.
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Définition C.11 Compact (Borel-Lebesgue). Un espace topologique E est compact s’il est séparé et si de tout
recouvrement ouvert de E on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Définition C.12 Espace métrique. Un espace métrique est un couple (E, d) constitué d’un ensemble F et d’une
application d : F x E — R telle que :

My : (z=y) < (d(z,y) =0),

My : d(z,y) = d(y, z) (symeétrie),

Ms :d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (inégalité triangulaire).
La fonction d s’appelle distance (c’est une semi-distance lorsque M; n’est pas vérifiée).

Définition C.13 Pour E espace métrique, on appelle boule ouverte B(z,r) de centre z et de rayon r > 0
Pensemble {y € E : d(z,y) < r}, et boule fermée sa fermeture B(z,r) = {y € E : d(z,y) < r}.

Proposition C.14 Topologie des espaces métriques. Dans E espace métrique, ’ensemble des boules ouvertes
engendre une topologie appelée topologie de I’espace métrique, et cette topologie est séparée. Et tout point x
d’un espace métrique a une base dénombrable de voisinages, a savoir les boules B(x, q) pour q € Q. Et I'ensemble
des {B(z,q) : x € E, q € Q} constitue une base de voisinage de x pour la topologie de Iespace métrique.

Définition C.15 Séparabilité (ne pas confondre avec séparé). Un espace métrique (F,d) est séparable s’il
contient une sous-suite dénombrable dense : il existe une suite (x,)nen de points de E telle que :

Vee E, Ve>0, IneN, dx,z, <e.
Proposition C.16 Toute espace métrique compact est séparable. Et tout espace compact est borné.

En effet, il peut étre recouvert par un nombre fini de boules B(z;,¢). Donc un compact est fermé et borné.
La réciproque est fausse en dimension infinie.

Proposition C.17 (Bolzano-Weierstrass) Cadre : espace topologique (E, Q) qui est métrique, i.e. on dispose
d’une distance d : E x E — R, et la topologie est I’ensemble engendré par les boules (ouvertes) B(z,r) = {y €
E:d(z,y) <r}.

Un espace métrique est compact ssi toute suite (z,,) posséde une valeur d’adhérence (de toute suite on peut
extraire une sous-suite convergente) :

N —- N
Jre K, dn: application croissante stricte, tels que d(zp,,x) — 0.
k — ni =n(k) k—300

Et si la valeur d’adhérence est unique alors la suite converge vers cette valeur.
La compacité est un outil essentiel pour prouver de nombreux théorémes d’existence.

Définition C.18 Un sous-ensemble F' d’un espace topologique F est dit relativement compact si sa fermeture
F est compacte.

Proposition C.19 Si E est compact et si ' est fermé dans FE, alors F' est compact.

En effet, de toute suite de F', donc de E, on peut extraire une sous suite convergente dans le compact F,
donc convergente dans F' car F' est fermé.

Proposition C.20 Si f : E — F est continue de E compact dans F séparé, alors f(E) est compact dans F.
Et si G C E est relativement compact alors f(G) est relativement compact dans F. Et si F' =R, i.e. f est une
fonction numérique, alors f atteint ses bornes supérieure et inférieure.

Démonstration immeédiate.

Définition C.21 Suite de Cauchy. Dans un espace métrique (E, d) une suite (z,,) est de Cauchy si d(zy, Zm) —
0 quand n et m tendent vers oo :

Ve>0, INeN, VYnm>N, d(z,,z,) <e.
Définition C.22 Espace complet. (E,d) est complet si toute suite de Cauchy de F est convergente dans E.

Proposition C.23 Si K est un compact de E alors K est un fermé borné. Et la réciproque est fausse en
dimension infinie.
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La réciproque (‘un fermé borné est compact’) est vraie dans les Hilbert uniquement en dimension finie.
En dimension infinie : prendre la boule unité fermé de ¢2 qui est un fermé borné. Elle n’est pas compacte
puisque la suite formeée de vecteurs de base (orthonormaux) n’admet pas de sous-suite qui soit de Cauchy : on
a toujours |le, — em||?> = |len||? + ||lem||? = 2 par Pythagore, pour n # m, et donc aucune sous-suite ne vérifie
“||en, — en,|| = 07, donc aucune sous-suite n’est de Cauchy, donc il n’y a pas de valeurs d’adhérence pour cette
suite (ep).

Définition C.24 Semi-norme, norme, espace normé et espace de Banach. On se place dans le cadre d’un espace
vectoriel E sur un corps K. Une norme est une application p : E — R telle que :

(i) :plx)=0=z=0.

(ii) : p(Az) = || p(z), pour tout (\,z) € K X E,

(iii) : p(z +y) < p(x) + p(y), pour tout (z,y) € E2.
C’est une semi-norme si (i) n’est pas vérifiée.

Un espace normé est un espace vectoriel muni d’une norme. Et un espace de Banach est un espace normé
complet.

Remarque C.25 A toute norme p est associée la distance d(x,%) = p(z —y). Par contre il existe des distances
qui ne dérivent pas de norme, comme par exemple d(z,y) = inf(1, p(z — y)) qui est toujours < 1 et g caractérisé
par : g(z — y) = d(z,y), ne saurait vérifier (ii). oa

La continuité s’énonce immédiatement dans les espaces métriques par :

Proposition C.26 Une application f : E — F d’un espace métrique (F,dg) dans d’un espace métrique (F,dp)
est continue (ponctuellement) en x € E si :

Ve>0, In>0, VyekE, dg(z,y)<n=dp(f(z),f(y) <e

Définition C.27 Uniforme continuité. Une application f : F — F d’un espace métrique (E,dg) dans d’un
espace métrique (F,dp) est dite uniformément continue si :

Ve>0, In>0, Vae,yekFE, dg(z,y) <n=dr(f(z),f(y) <e.

L’uniforme continuité n’est pas une notion ponctuelle contrairement & la continuité simple dans FE. Par
exemple, la fonction = — % définie sur R* est continue dans |0, 1[ sans étre uniformément continue dans |0, 1] :
en effet, 3= > 0, on prend € = 1, tel que Vn > 0, 3z > 0 et Jy > 0, on prend z = min(n,1) et y = %CE, on ait
[z —yl <net|f(z)— fly)] =3 =max(;,1) >e.

Par contre lorsque F est compact :

Proposition C.28 Une fonction continue f : E — F de E compact dans F métrique est uniformément
continue.

Définition C.29 Uniforme convergence de fonctions. Une suite de fonctions (f,,) d’'un ensemble X dans un
espace métrique (F,d) converge uniformément vers f si :

Ve>0, IN>0, VYn>N, supd(fu(x),f(z)) <e.
reX
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D Série de Fourier et théoréme de Rellich dans [a, b

Soit H(]0,T[) = H'(J0,T[;C) de son produit scalaire usuel (forme sesquilinéaire hermitienne définie posi-
tive) et de sa norme associée :

(fs9)m = (f, @)+ (f,9") 2, [1fllme = \/IIf11Z2 + [1F]]72 (D.1)

H'(J0,T) — L*(]0,T7)
u — Iio(u) =u
Pour ce on va montrer avec Fourier que I est de Hilbert—Schmidt : avec Fourier, on va construire une b.o.n.
(ex)z dans H'(]0,T[) (donc en particulier ||ex||g1 = 1) t.q. Y [[T10€n|[22 < 00, ie. Doy |len][2e < o0

On va montrer le théoréme de Rellich : I'injection canonique I : } est compacte.

D.1 Rappel : base de Fourier dans L?(]0,7)

On munit L2(]0,T[) = L?(]0, T[;C) de son produit scalaire usuel (-,-)r> (forme sesquilinéaire hermitienne
définie positive) et de sa norme associée ||.||r2 :

T
. 9) 1z g(t)dt €C, 2= 24t)2 eR. D.2
(o) / fOF@d €€ e flle = ([ IF0P )} € (D.2)
Pour k € Z, soit )
er(t) = ﬁeziﬁwt, ot donc ¢y (t) = ok (t) = @r(—1). (D-3)

(¢x)z est une b.o.n. dans (L2(]0,TY), ||-||z2)- En effet (¢)z est une famille orthonormée dans (L2(]0, T[), ||-||z2)
(calcul immeédiat) donc libre dans (L2(]0,T),||.||z2), et génératrice dans (C°([0,T7]), ||-]|o0) (théoréme de Stone—
Weierstrass), donc génératrice dans L?(]0,T[) (car C°([0,77]) est dense dans L?(]0,T[) = L%([0,T]) voir cours
d’intégration).

V= % est la fréquence fondamentale, w = 2% = 27v est la pulsation fondamentale, et, pour k > 2, v, = %
et wp = 2"% = 27y, sont les fréquences et pulsations harmoniques .

Donc, pour f € L2(]0,T[), 3(ck)z € CZ (les cx sont les composantes de f sur (¢x)z) t.q.

o0

F&) =Y awrt) pp. o= (fror)L f/ f)

k=—o0

7r

Tt |fIFe =) lel, (D.4)
Z

avec p.p=presque partout, et avec l'identité de Bessel-Parseval (= Pythagore généralisé) cf. (1.42).

Exercice D.1 On prend T = 1, donc ¢y (t) = 2¥7t. Calculer les coefficients de Fourier ¢;, de l'identité

J01] =R
g.{ t—)g(t)zt}' (D.5)

7‘_2

Calculer [|g||z2 et en déduire Y. 25 = %=

Réponse. g € L2(]0,1[) car ||g||3: = f01 t?dt = 3 < o0. Donc g = >, ckpk, ot ek = (g, k)2 = fo te” 2kt 4t donc

1 —i2kmt 1 1 —i2knt 1 1
€= 5 et pour k#0, ¢ =1t ik lo —/0 ik dt = “oikm 0= ik (D.6)
D’ou ;
(9)=) t= 5000+ 3 ser(®), et llallte =S lal = 1+ 3 o (D7)
keZ* Z Z*
Et % = ||g||i2 = f()l t2 dt 1 + ZZ* 47r2k27 d 011 Zkgz* % = é: d,Oﬁ ZnEN* # = %2 ...

Remarque D.2 Dans L?([0,T];R), la base usuelle de Fourier est (1, (cos(2%t))ken-, (sin(%Z¢t))gen-). Donc
pour f € L2([0,T];R) (a valeurs réelles), 3(ay)n € RY, 3(b)n- € RN, I(ep)z € CZ t.q.

c- 2m - 2 s o0

i 2m oo

t) = ao +§ :ak cos(k?t) + E br Sin(k?t) =co+ E cret® Tt 4 E c_pe kT
=1 k=1 k=1 k=1

= 2 = 2
— o+ ;cos(k;t)(ck + o) +ikz_:1$in(k;t)(ck —c_1) (ER).

1 .
=cp+c_ t = 5(ar — tbg),
Donc ag = ¢y et, pourk;éO,{ h _Ck ek )},soit{ 2 (o ‘) } un
c_

by =i(cr — c—k k= 5(ap +iby) =
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86 D.2. Remarque

Exercice D.3 Donner la b.o.n. ((;)z de Fourier dans [a, b].

t t—a

Réponse. (i(t) = A= (£=2), car [ A=on(i=2) EA=pe(5=2) dt = [} or(y)pe(y) dy = G avec y = (=2 tr

D.2 Remarque

Quitte a prolonger les fonctions par périodicité sur R, les ¢y sont continues et périodiques de période T' (on a
01 (0) = i (T) pour tout k), et (¢x)z soit une b.o.n. de L?(]0,T); alors que g : t — g(t) = ¢ n’est pas continue
périodique (au sens ott 0 = g(0+) # g(T—) = 1), et pourtant g s’exprime sur la base (¢)z dans L%(]0,T][) (ce
qui veut dire lim, o0 [|g = Y pe,, k|12 —n—00 0.)

Interprétation : la norme ||.||r2 n’est pas “précise” (valeur moyenne “grossiére”), et d’ailleurs on a le phé-
nomeéne de Gibbs : la fonction g, = Y ;__ crpr “oscille de plus en plus quand n — o0” au voisinage de 0
et 1.

—n

D.3 Base de Fourier de L*(]0, 7[) normée dans H'(]0, 7)) : incompléte dans H'(]0, T'[)
Onaapozﬁet vy =0, et pour k # 0

1 2ikm 2km
w0 =z et o =0, et,pourk#0, ¢(t)= T n(t) et [FAGIIZES =7 (D.8)
Dong, cf. (D.1)),
4k2 2

lpollin =1, ety pour k£ 0, [lpllin =1+ “og

On normalise dans H!, i.e. on pose, pour tout k € Z :

Pk 1
_ - , D.10
Y= ol e (D.10)

ou donc ||tg||g: = 1 pour tout k € Z (en particulier ¥y = o).

Proposition D.4 (1;)z est une famille orthonormée dans H'(]0,T[), donc famille libre, mais elle n’est pas
génératrice (ce n’est pas une base de H'(]0,TY)), i.e., Vect{(vx)z} € H'(]0, T]).

Preuve. Avec (D.8) on a (¢r, ¢¢)mr = (0, 0e) 12 + (D), ©)) 2 = Ope + 2R =25, = 05 k # £, et ||oi|[2 =
k 4 H

4k L _ llewlln
L+ ; done (Vg o) *(W»HWHHI)Hl =0sik# L, et |[vpllF = ||H50kHH1HH1 = Hw\lgl =1, donc
(’l/)k)z est une famille orthonormée ; mais elle n’est pas totale dans H'(]0,TY), voir exercice suivant. oa

Exercice D.5 Cas T = 1 pour simplifier ’écriture. Soit g(t) =t cf. (| -

1- Montrer que g ne s’exprime pas sur la famille (-, ) g orthonormee (Vr)kez, et donc que (Y )rez n'est pas
génératrice dans H'(]0, 1]).

2- Montrer : si f = >, cepr € H(J0,T), alors f' # Y, i), en général : on ne peut pas dériver sous les
signe > en général. Indication : prendre f(¢) = g(t) = ¢, cf. et ; est-ce que la série >, cpp) a un
sens dans L2 ? Interprétation : la série de Fourier partielle de g fait apparaitre le “phénoméne de Gibbs” avec
ses “pentes trés grandes”, et on s’attend & un probléme pour le calcul de ¢’ si on utilise les ¢ = 2“” Dk-

Réponse. 1- On a g € H'(]0,1]) puisque ||g||3: = ||gl[32 + ||g'||32 = fol t2dt + fol ldt =% < o00.Onage L*(]0,1])
donc I(cx)z € C¥ t.q. g = 3, cuipr, et on a (D.6). Supposons (¥ )rez génératrice dans H'(]0, 1[). Donc 3(dx)z € C* t.q.
9= dptox = dellso [ avee lgllz =D ldl® et di = ckllrllm (D.11)
z z

(Bessel-Parseval). Donc do = co||o]| 1 =29 1 et dp =03 —— (144K°m %)z donc |dk| > 1, pour k0. Donc ||g||%: =

>y ldk|? >3 ,. 1 = oo : absurde puisque ||g||7;: = 3. Donc Wk)kez* n’est pas génératrice dans H'(]0, 1[).
2-Onag'(t) =1, donc ¢’ = @o € L*(0,T[). Et >, cuipl = ZZ szwcknpk = >, (—1)px cf. . Et >, (-Der ¢
L2(0,1]) car Y2,(~1)? = o0; done 3, engh ¢ L2(0,TD); donc g’ £ 3, euh
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87 D.4. L’espace V adhérence de Vect{(+y)z} dans H'(]0,T|)

D.4 L’espace V adhérence de Vect{(v)z} dans H'(]0,T)
Soit U le sous-espace vectoriel de H*(]0,T[) engendré par la famille orthonormée (v)))z :

n

U = Vect{(x)z} = {f :10,T[= C: In € N, Ian)re(-nnpy € C", = apty}. (D.12)

k=—n

Les 1, étant proportionnels aux ¢, U = Vect{(¢r)z} (on ne prend que les sommes finies), donc U est I’ensemble
des polynomes trigonométriques. On a U C Hl(]O T|) (immédiat car somme finie).

Rappel: S0 [esf = e (S )
Rappel (Stone-Weierstrass) : I'adhérence [ (de U dans L?(]0,T])) est L*(]0,T) :

= té
Ve LA(Q), I(ck)rez, ||If — Z ckrllL2 n:)>007 et f"E° Z Crpr  avec Z|0k|2 <oo, (D.13)

k=—n k=—o00
cf. (1.42) (Bessel-Parseval = Pythagore généralisé).

g1
Notons V = U'" I’adhérence de Vect{(¥x)z} dans H(]0, TY), i.e. le sous-espace fermé dans H'(]0,T[) dont
une base hilbertienne (une b.o.n.) est donc (¢%)z

v=T" =Vect{(@a) | = {f € 10,70 : Hawhsez, IF — 3 awtiul s — 0}
k=—n
= {f e H'(0,T]) : Nan)kez, f= D awt, [Ifllm = D loxl* < oo}

k=—o0 k=—o00

(D.14)

(Bessel-Parseval).

D.5 L’injection canonique (V, (-,-);) — (L*(]0,T[), (,+)12) est compacte
(V, (-,-) 1) est un Hilbert car V est un s.e.v. fermé dans U'Hilbert (H'(]0, ), (-,-)z1).
) — (LQ(]O7T[)7 ('7 ')Lz)

ford " , (Vo () m
Théoréme D.6 L’injection canonique J :
u = Ju)=u

} est compacte.

Preuve. J est borné (avec ||J|| < 1) car ||J(w)||r2 < c||u||gr, ie. |Jul|ge < c||u\|H1 est vraie avec ¢ = 1.

Montrons que J est un opérateur de Hilbert—Schmidt, cf. (4.19). On a Z [[J (x| |32 = Z |[Yn||72 =

k=—o0 k=—o0

- 1 T2 = 1 ,
Z WHQ@;@HLQ =12 Z = 2 k2 <= Z 73 < 00, avec (¢x)z b.o.n., donc J est de Hilbert—
k=—oc0 k=—oc0 4 7r2 k=—o00

Schmidt. Donc J est compact, cf. prop. 4.38 s
On va montrer que V est de codimension 1 dans H'(]0,T[), d’ou I;¢ compact (thm de Rellich en 1-D).

D.6 codimV > 1 dans H!
Rappel : la codimension est la dimension d’un supplémentaire. Soit g : t — g(t) = t.

Proposition D.7 codimV > 1 dans H'(]0,TY|), car la fonction g n’est pas dans V (qui est fermé).

Preuve. Cf. exe. avec T=1:9ge H(J0,1))et g ¢ V, et V =V (fermé dans H'(]0,1[)), donc et g ¢ V,
donc V @ Vect{g} C H*(]0,1]), et dim(Vect{g}) = 1, donc codimV > 1. Cas T # 1 : exercice. s

Notant g la (-, -) g1-projection orthogonale de g sur V, puis g, :=g — g € V4at, on a donc

V @t Vect{g,} c H'(]0,T]). (D.15)
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88 D.7. Lespace Hj.,.(10,TY)

Exercice D.8 Avec T' =1, calculer g, .

Réponse. g € V est défini par (g, v) g1 = (9,v) g1 pour tout v € V. Et (¢x)z b.o.n. dans (V, (-, -) 1) done (g, ¥w) g1 =
(9, ¥r) g1 pour tout k € Z, avec gy = >, oy athr € Vet a = (g, ¥x) 1 (car (¢x) b.o.n. dans V). donc ax = (g, ¥r) g1 =
(97 wk)LQ + (917 wl/c)L% pour tout k.

Et g = ZZ Crpr € L? , et g - 1]0 1] = %o = o, et Solc - (Zlkﬂ—)‘pk) et i = \/m@ky donc wk - \/m‘ﬁka

donc ap = (g,%0)r2 +0 = (g,%0)12 = co, et, pour k # 0,

/ / 1 1
ay = (9,%K) 2 + (9 ¥r) 2 = W(( 9, k)2 + (o, (2ikm) oK) L2) = ch- (D.16)
—_——— N ——
= Ck =0
Donc 1 - 1 1
= + - ev. D.17
7l ,;Z VT ma gZ: Vi +4k2{2 ik (D-17)
Donc 1 1
— - 1
gLty =t- ; (_Qiﬂ_k)(l+4k2ﬂ_2)<pk(t) L V (dans H'(J0,1])). (D.18)
L]

D.7 L’espace H,, (]0,T])
D.7.1 Deéfinition
Les fonctions dans H'(]0,T[) sont continues et t.q. f(0+) := 1im;}Ho f(O+h) et f(T—) := lim;;ﬁo f(T—h)
>0 >0

existent dans R (voir cours d’éléments finis). (C’est faux pour H!(2) avec Q ouvert dans R™, n > 2). Donc on
peut prolonger f € H'(]0,T[) par continuité en 0 et T : on pose f(0) := f(0+) et f(T) := f(T—), et on note

H,,(10,T]) := {f € H'(]0,T]) : f(0) = f(T) € R}, (D.19)

appelé I'ensemble des fonctions H'(]0,T[) “continues périodiques de période 17, expression signifiant : si f est
prolongée par périodicité A tout R alors f est continue et périodique de période T

On munit H) (]0,T[) du produit scalaire de H'(]0,T[). Ainsi (H,,.(]0,T[),(-,-)g1) est un espace pré-
hilbertien. (Et il est complet voir § [D.10] donc c’est un Hilbert.)

D.7.2 codim(HL,.(]0,T])) =1

per

Proposition D.9 L’espace HL,(]0,T[) est de codimension 1 dans H'(]0,TY).

per

Preuve. Soit f € H'(]0,TY). Soit g(t) =t; on a g e H'(]0,T[) et g ¢ H),.(]0,T[) puisque g(0) =0 # 1 = g(1).

Soit
£ty = 10~ LI ) dome 1,00) = 1,0, (D.20
Donc f = f, + wg € H,.,.(10,T) ® Vect{g}, donc codim(H,,,.(]0, T[) = dim(Vect{g}) = 1. a

D.7.3 Caractérisation de H} (]0,7T])

per

Théoréme D.10 Soit f € H'(]0,TY), soit ¢ ses coefficients de Fourier dans L*(10,T[) : f = >, oy ckpr avec
ek = (fr¢r)r2 et Y pcq lek|® < oc. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

( ) f € H,,(10,T)),

Z E%|cr|? < oo (les ¢, décroissent “trés vite”),
keZ (D.21)

3) f'= chap; € L*(]0,T]) (on peut dériver sous le signe 3").
kEZ

Preuve. (1) = (2) et (3) : Soit f € H,,.(]0,T[). Donc f" € L*(J0,T|) et f' = >,z dxor, avec Y, o, |di|* < o0

et Qlkﬂ't Z’Lk:ﬂ't _2lkﬂ' e 27;;2
= (' pn)ee = / Izt — [f)° / 0 St
D.22
fetog 2zk7r 22k7r ( )
perlodlques T

Et oo >3, s |dy|* = T2 Zk2\0k|2 donc (2), et f' =3, dror = ez % CkPk = ez Ch¥), donc (3).

88



89 D.8. V=HL,.(0,T]) et codimV =1

(2) = (1) et (3) : Supposons >, k?|ck|? < oo. Soit h:= 3", ., cr) ; donc h = ZZ drtpr ot dy = 2E% ¢y s et
> k?lek|* < oo, done >, |di|? < oo, done h € L*(]0,T[). Montrons h = f' : soit H(t fo 7) dr (primitive) ;
avec ag = 0, on a

(T37) -
H(t) = (h, 1)L2(]0,t[) = (Z di ., 1)L2(]0,t[) = Z dk((pk, 1)L2(]0,t[)7 en particulier H(T) =0, (D.23)
7* 7*

avec

(i 1) o) = / on(7) dr = / Lt (r) dr = ——(ox(t) — @i (0)). (D.24)

2ikm
Donc

H(t) = Y degr—(oelt) — 2(0) = 3 exlonlt) — 9(0))

kezr kezZ*
=Y ciler(t) = @r(0))  (car o(t) — o(0) =1 —1=0)

kez,
chwk chs% f(&) = f(0).
keZ kez

Donc f(t) = H(t)+ f(0), donc f dérivable et f' = H' =h =13, 2T c o, = >, e}, € L2(J0,T[), d’out (3), et
H(T) =0 donc f(T) = f(0), d’ou (1).
(3) = (2) et (1) : Supposons f' = >, ., e}, € L*(]0,T[) et montrons >, k?|ex|* < oo et (donc) f €

%16Tk(]2(|),7|‘£) (cf. 22). On a f' = S a9} = Sy Ten(t) € L2(]0,T[), donc Y, 25 ak7 lex|? < oo, donc
7 Cr|” < o0. un

Remarque D.11 Interprétation de (D.21)) :

e si f € HY(]0,T) est telle que f(0) = f(T), alors ses coefficients de Fourier ¢, décroissent suffisamment
vite pour avoir Y, _, k*|cx|* < oco.

Contre-exemple avec g(t) =t oit g = Y., cppp et |cx| = 5= cf. . Exemple avec g“ = Y, dypy ot
dO = % et dk = W pour k # 0 cf. D 17 qul donne Zk‘ k2|dk;| ZkGZ* W < 00.

osi (f =3, cron € L2(0,T) et Sy k2[ex|? < oo) alors

feHY(0,T), f(0)=Ff(T), f = cg) € L?(]0,T] (D.25)
Z
(f est “périodique et continue sur R” et on peut dériver sous ¥). Exemple avec gj. un

Exercice D.12 Dans (D.23) avec ¢ > 0, au lieu d’utiliser la continuité du produit scalaire, peut-on appliquer
le théoréme de Fubini ou de Tonelli ? (Voir polycopié intégrale de Lebesgue.)

2iknt

T ;soit h(k, ) = d(k)p(k,7) (= drpr(T)),

Réponse. Non. En effet, a ¢ fixe, soit d(k) := di et o(k,T) =: oi(1) = %e

et on munit espace L'(R?) la mesure dm ® dr ; on veut voir si h € R?.
Montrons qu’on ne peut pas appliquer Tonelli (donc on ne peut pas appliquer Fubini).
1- k etant fixe, on a ['_ |depr(7)|dr = ['_ |di| dT = %t < 00, comme voulu.

2- Mais Zk(f;o |dkor(T)| dT) = ﬁ Yok lde| < oo est faux en général sous les seules hypothéses Y, |di|> < oo et
> k?|dk|* < oo : prendre dy = k%l%’ donc d? = k‘”’i%’ kK22 = |k\1+1 , et |kdi| = E Tonelli ne s’applique pas. =m
D.8 V =H,(0,T[) et codimV =1
Proposition D.13 H,,, (]0,T[) C V, donc codimV = 1 dans H'(]0,TY), et

H'(10,T[) =V & Vect{g.} = HL,(]0,T[) & Vect{g. }, (D.26)
cf. (D.18). Donc
(—L (¥)z) est une b.o.n. de H'(]0,T]). (D.27)

g’

Bt V = 1, (0,T)).

Preuve. Si f € H).,.(]0,T[) alors f = Y, cror = chk ICR2 + 1y € Vocar Y, e/ k2 + 12 =
g ek l? (ﬂkQ +1) =, |ewl*+ ﬁzzkﬂcﬂ? < o0, cf. (D.21). Donc HL (]0,T[) C V. Et codimH}L, (]0,T]) =

per per
1, donc codimV' = 1, avec codimV > 1, donc codimV = 1. Donc HL,(]0,T[) = V. Et H,_ (]0,T[) est ferme,
voir §m donc V = H. (10, TY). L
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90 D.9. Théoréeme de Rellich en 1-D

D.9 Théoréme de Rellich en 1-D

Théoréme D.14 (Théoréme de Rellich dans un intervalle borné de R.) Soit a,b € R t.q a < b. L’injection
canonique :

e {Hl(]wb[) — 12(Ja,b)) (D.28)

f=lof=f

est un opérateur de Hilbert—Schmidt : Iy est donc un opérateur borné et compact.

Preuve. Quitte & utiliser I'exercice regardons le cas ]a b[=]0,T|. 1o est linéaire (trivial) et borné car
1ofllzz = IIfllz < |[flla: (donc [[Io]] < 1). Bt (%, (¥x)z) est une b.o.n. de (H'(]0,TY), ( )

HQH\ 1’
I
cf. F-D 27), et Hm;ﬁfﬁm 2+ 1otk 22 = s lloe+ g el e =CI || || 24+ Y5 g <
llg
Hgillfli + W ZZ* 7z < 00. .

D.10 * H! (]0,T[) est fermé dans H'(]0,T])

per

D.10.1 Convergences absolue et uniforme dans H., (]0,T])

per

Proposition D.15 Soit f € H).(]0,T[) et Y, cxy sa série de Fourier dans L*(]0,T[) (donc ¢y = (f, ¢x)r2)-
1- La série Y, ¢i, converge absolument, i.e. Y, |cx| < 0o, et

2- la série Y, ¢, converge uniformément vers f, i.e. ||f — chvsz CkPk|loo —N—o00 0.

Preuve. 1- Convergence absolue. On a, grace a Cauchy-Schwarz dans ¢* et a f € H),, cf. (D.21) :

Z\ck\<2 ei] < Z %Dm\% . (D.29)

N
2- Convergence uniforme. f € H'(]0,T[) donc f € C°([0,T)) et ||f — Z CkPk|loo = || Z CkPk|loo <
k=—N k¢[~N, Nl
_ S ekl — 0 (veste d'une séri te, cf. 1.) A
Nii ck| o2 0 (reste d’une série convergente, cf. 1-). o
k¢[—N,N]x

D.10.2 Majoration |[|f||o < O||f||z dans H'(]0,T)
Proposition D.16 Pour T > 0 on a :

3C >0, Ve H'(0,T), fllo < ClIfllm- (D.30)

Preuve. Soit f € H'(]0,T[). En particulier pour tout ¢,7 €]0,T[ on a f(t) = f(r) + f: f(s)ds = f(r) +
(1, f")L2(74p), €t donc avec I'inégalité triangulaire puis Cauchy—Schwarz dans L2(|7,t]) :

O < 1FO+ 1 e2mep N 1 2qmep < 1F @O+ VT 22 go,rp-

D’ow, pour tout 7 €]0, T, on a ||f||eo < |f(7)| + \/T||f,||L2(]O,T[)-
Donc (112 < [F(D + 2VTIF )17 z2g00 + TIF a0z, o

T

T T T
[ kear< [ iroRar+ VAL [ vis@lar s [ T

d’ou, avec Cauchy—Schwarz :

TN f115% < 1£172 + 2VTIF VTN flle2 + T2 172 = (1Fllz2 + TIF22)?,
d’ott C = max(—= = VT) convient dans 1} o
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D.10.3 H! (]0,T|) est fermé dans H'(]0,T)

per

Corollaire D.17 L’espace H,.,.(]0,T) est fermé dans H'(]0,T[). D’ou H,.,.(]0,T[) = V.

Preuve. Soit (f,)y une suite dans H),.(]0,T[) convergente dans H'(]0,T[) vers une fonction f € H'(]0,T]).
Donc ||f — fullar — 0. Il s’agit de montrer f € H)_ (]0,T]), i.e. f(0) = f(T).

Avec @ on a [|f — fulloo —n—00 0, avec f et les f,, dans C° (on est en 1-D : H! C C). Donc (f,)
est convergente vers f dans (C°,||.||x). En particulier |£,(0) — f(0)| —n—00 0 €t |fu(T) — f(T)] —n—00 0.

Comme f, € HL,(]0,T]) on a f,(T) = fa(0), donc f(T) = f(0). oa

per
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E * Condition inf-sup pour la divergence

E.1 Lemme de Baire

On note Int(X) lintérieur d’un ensemble X et X sa fermeture.

Lemme E.1 Soit E un espace de Banach (ou plus généralement un espace métrique complet).
(i) Si (Fy)nen est une suite (dénombrable) de fermés de E d’intérieur vide alors I'intérieur de I'union est
vide :
VneN, F, fermé et Int(F,)=0 =— Int U F,) = 0. (E.1)
neN
De maniére équivalente,

(ii) Si (Up)nen est une suite (dénombrable) d’ouverts de E d’intérieur dense alors I'intersection des U, est
dense :

VYneN, U,ouvert et U,=F =— ﬂ U,=EFE. (E.2)
neN
Et on en déduit :
(iii) Si (F,,)nen une suite (dénombrable) de fermés t.q. | J
d’intérieur non vide :

neN F,, = E, alors au moins I'un des fermés F,, est

VneN, F,fermé, et |JF,=FE = 3neN, Int(F,) #0. (E.3)
neN

(Le théoréme de Baire est souvent utilisé avec (iii)).

Preuve. Montrons (ii). Soit B(x,r) une boule ouverte qcq dans E et il s’agit de montrer que B(z,r) N
(Mnen Un) # 0.

Comme Uy est ouvert et dense, Uy N B(x,r) est un ouvert non vide : donc il existe zg € Uy N B(z,r) et
ro > 0 tels que B(xo,7r0) C Up N B(x,r). Puis de méme 3z, € Uy N (Up N B(x,7)) et Iry > 0, 71 < 2 tels que
B(z1,7) C Uy NUy N B(x,r). On construit ainsi une suite (x,)y qui est de Cauchy, donc convergente dans E
(car E est complet) vers un y € B(z,,ry,) pour tout n. Et B(z,,r,) C B(xn—_1,mm—1) C B(x,r) pour tout n,
Donc y € B(z,r) et par construction y € U,, pour tout n.

Montrons (ii)=-(i) (passage au complémentaire). Soit donc (F,)n une suite de fermés d’intérieur vide. Posant
U,=FE—-F,,onalU,=FE—F,=FE—-IntF,, = E—( = E : tous les (U, )y sont denses dans E. Donc MNnen Un =
E dapreés (ii). Et (),enUn = Mpen £ — Fn = E—Upen Fn = E — Int(U, ey Fr), donc Int(J, ey Fn) = (D,
donc (i).

Montrons (i)=-(ii) (passage au complémentaire). Exercice.

Montrons (iii). Hypothese : Vn, F), est fermé et |J,, .y Fro = E. Si de plus : Vn, Int(F),,) = 0, alors d’aprés (i) :
Int(U,,en Fr) = 0, donc Int(E) = (Z) Absurde. Donc 3n, Int(F,) # 0, i.e. (iii). oh

Exemple E.2 Dans R? si F,, est la droite “y = na”, alors Int(F,) = 0 et Punion (Jy F, est d’intérieur vide

(union dénombrable). ua

E.2 Théoréme de I’application ouverte et condition inf-sup

Soit (E,||.||g) et (F,||.||r) deux espaces de Banach (espaces vectoriels normés complets).

Théoréme E.3 (Théoréme de I'application ouverte.) Soit A € L(E;F) (application linéaire continue). On
suppose A injective. Alors :

ImA est fermé dans I < 3Ja >0, Ve e E : o|lz||g < ||Az||F,

E.4
«— A':(ImA,||.||r) = (E,||.||g) est continu. (B4

(Si A n’est pas injectif et E est un Hilbert, on considére sa restriction a (KerA)=,.)
En particulier si A : E — F linéaire bijectif continu satisfait a (E.4) alors A est bijectif bicontinu (lorsque
E et F sont des Banach).
En particulier si A est surjectif alors 'image directe A(Bg(0,1)) de la boule unité ouverte de E est un ouvert
de F :
A surjectif = A(Bg(0,1)) ouvert dans F, (E.5)

et, par linéarité de T', I'image directe de toute boule ouverte de E est un ouvert de F', d’ou1 le nom du théoréme.
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93 E.2. Théoréeme de ’application ouverte et condition inf-sup

La démonstration s’appuie sur les lemmes suivants :

Lemme E.4 Si T : E — F est linéaire surjectif (avec F' Banach), alors il existe r > 0 tel que T(Bg(0,1)) D
BF(Oa T)'

Preuve. On applique le théoréme de Baire dans F Banach : on prend F,, = (T'(B(0,n)), on a |JF,, = F
car T est surjectif, d’od In t.q. Int(T(Bg(0,n)) # 0, d’ot Int(T(Bg(0,1)) # @ car T linéaire, d’ou Jy € F
et 3¢ > 0 tels que Bp(y,e) C T(Bg(0,1)), d’ot Bp(—y,e) C T(Bg(0,1)) car T linéaire, d’ot Br(0,e) C

T(Bg(0,1)) + T(Bg(0,1)) = T(BEg(0,2)) car T linéaire et B(0,1) est convexe : d’ott 7 = 5 convient. wa

Lemme E.5 Si T : E — F est linéaire continu (avec E Banach) est tel que il existe r > 0, T(Bg(0,1)) D
Br(0,7), alors T(Bg(0,1)) D Br(0, 5).

Preuve. Soit y € Br(0, 5). On va construire une suite (s,) de Bg(0,1) convergente vers s dans Bg(0,1) telle
que et T's,, — y : si une telle suite existe, alors par continuité de T on a T's =y et on a bien y € T(Bg(0,1)).

Notons y; = y. Comme y € Bp(0,5) et T est linéaire, ’hypothése Br(0,7) C T(Bg(0,1)) donne y; €
Br(0,%) C T(Bg(0,3)), donc :

il ex1ste x1 € BE( 1) tel que [[y1 — Ta1||F < 2.
Soit yo =y1 — Tz1. On a ys € Bp(0, %) C T(BE(O, 75)), donc :

il existe z2 € Bg(0, 57) tel que |ly2 — Tas||r < 1.
Soit Y3 =yo — Txo =1y — T(l‘l + 1’2). On a Y3 € BF(O, 2%) puis ....

On construit ainsi les suites (y,,) et (z,) par récurrence :

Yn+1 = Yn — Txn =Y — T(x1++xn) ou ||yn||F < 21»% et HanE < 271%
On pose s, = x1+...4+x,, et par construction la suite (s,,) est de Cauchy dans F car, pour n > m, ||, — sm||E
> o 377 —*m—oc 0. Donc la suite (s,) est convergente vers un s € E, car E complet, donc T(s,) — T/(
dans F', car T est continu. Donc y,+1 = y1—T(sn) — y—T(s), avec yp,+1 — 0. Donc y = T's avec s € T(Bg(0,1
car [[slls < Y2 o g = 2 < L.

Donc avec les lemmes et :si E et F sont des Banach, si T est linéaire surjectif continu, alors
T(Bg(0,1)) “dense et d’intérieur vide” est impossible.

IN

~— —

)

Preuve. (Théoréme [E.3]) 1- On suppose que A : E — F est linéaire, continue, injective, d’image fermée.
Donc ImA est un Banach et A: E — ImA linéaire continue bijective (entre deux Banach). On déduit
des lemmes et Y(Bima(0,%)) € Bg(0,1) et donc A~ (Bina(0,1)) C Bg(0, ) (linéarité) ou o = 2.
D’ou A~ contlnue est bornee sur la sphere unité de (ImA, ||.||F) : on a [|y/|r = 1 donne ||[A~'y||g < L, donc
pour tout y # 0 : [|A~? nyF |E < a, et donc pour tout y € ImA : ||[A™Yy||g < ally||F, i-e. pour tout = € E :

l|z|| g < é||Ax||F, ie. (E.4).
2- Réciproquement, si (E.4)), alors A est immédiatement injective, puis A : E — ImA est inversible d’inverse
continu, d’ott Im(A4) = (A~1)~1(E) est image réciproque d’un fermé donc est fermé. ua

Corollaire E.6 Quand A est linéaire continu injectif avec E et F' Banach, et si de plus F est un Hilbert, alors
(image fermée) est équivalente a la condition dite “condition inf-sup” :

Ja >0, inf sup (A7, )

(Ar)e (E.6)
2€B yer ||zl 6llyllr

et on note souvent a(z,y) = (Az,y)r
Si F' n’est pas un Hilbert (toujours avec F' Banach), (E.4) (image fermée) est équivalente a la condition dite
“condition inf-sup” :

Ja >0, inf sup {6 Ax)r.F

> E.7
B S AT (E.1)

(On a noté F' = L(F;R) I'ensemble des formes linéaires continues sur F'.)

Preuve. Considérons le cas F' Hilbert. Supposons (E.6) qui équivaut a :

A
Ja >0, Vx € F, supM

> af|z||e,
ver |[yllF

ou encore a :
Jda >0,V € E, Iy € F, ollyllr||z||r < (Az,y)F

Comme (Az,y)r < ||Az||r|ly||r (Cauchy—Schwarz), on en déduit (E.4).
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94 E.3. Compacité et théoréme de Petree—Tartar

Réciproquement, le théoréme de Cauchy-Schwarz indique que ||Az||rp = SUP||y(| =1 (A7, Y)F (le sup étant
atteint pour y = Hfﬁ). Donc 1' implique :

T

da >0, Vo € E—{0}, a < sup

( )ay)Fa
wlr=1 |zl

ie. (E.6).
Pour le cas F' Banach, (E.7) équivaut a :

Ja>0,Ve e E, e F', ({,Ax)p r > a||l||p||z]|E-

Et comme (¢, Az) g p < ||€||r/||Az||F, on en déduit (E.4).
Puis on dispose du théoréme, voir Brézis [, |[Az||r = supycpr g, —1(f; Az) (corollaire du théoréme de
Hahn-Banach de prolongement des formes linéaires). D’ot on déduit (E.4). s

(Si F est un espace de Hilbert, on a le théoréme de Riesz qui dit que chaque £ € F’ peut étre représenté par
un vecteur 7 € F tel que (¢,v)p p = (7,v)r pour tout v € F' avec de plus ||7||r = ||¢||p’.)

Remarque E.7 Si A n’est pas injective, toujours avec E et F' Banach et A linéaire continue & image fermée :
1- on remplace E par I’espace quotient E'/(KerA). Et si E est un espace de Hilbert on a E/(KerA) isomorphe
a (Kerd)*.
2- Ou bien on remplace par :

Ja>0,VyeImA, Ix € E, Az =y tq. ollz|le <|ly|lr- (E.8)
(Un opérateur continu est & image fermé ssi il vérifie (E.8).) s

E.3 Compacité et théoréme de Petree—Tartar

Soit un opérateur A € L(E, F), et on cherche a résoudre : pour b € F, trouver z € F tel que Az = b.

A : E — ImA est surjectif, mais a priori ImA n’est pas fermé.

En particulier, pour F' Banach, supposant A injectif et ImA dense dans F', si ImA n’est pas fermé, si
b € E —ImA, le probléme Ax = b n’a pas de solution. Et méme si b € ImA, le probléme est a priori mal posé :
comme dans ce cas A~! n’est pas continu (théoréme de D’application ouverte), + = A~'b ne dépend pas
contindment de b.

Par contre si ImA est fermé et si b € ImA, alors on a une solution z, et en plus le probléme est bien posé
quand A est injectif, i.e. x dépend contintiment de b car A~! est continue (théoréme de I'application ouverte).
Il est donc primordial de vérifier que ImA est fermé.

Vérifiez que A est fermé, i.e. vérifier (ou la condition inf-sup ou (E.6)), n’est pas toujours facile
directement : voir plus loin le cas de 'opérateur V.

Il peut étre plus facile de vérifier :

3y >0, Vo € B, 1ljzl[z <|[|Az[|r + ||Tz]lc, (E.9)

ou T € L(FE;G) est un opérateur compact donné : voir plus loin le cas de 'opérateur V. (Un opérateur compact
n’entraine qu’une “petite perturbation”.)

Théoréme E.8 (Petree-Tartar.) Soient E, F, G trois espaces de Banach, A € L(E; F) injectif et T € K(E;G)
(compact). Si on a (E.9) alors on a (E4), i.e. InA est fermé. En particulier (ImA, ||.||r) est complet (est un
Banach).

Preuve. Supposons ([E.9). Il s’agit de montrer (E.4). Supposons que (E.4) est faux. Donc il existe une suite
(z,,) de E telle que ||x,||g =1 et ||Az,|| —n—oo 0. Mais T est compact avec x,, € B(0,1), et donc (T'x,) est

dans le compact T'(B(0,1)), et donc admet une sous-suite convergente (T'z,, Jren+ (car G est un Banach). Donc
cette sous-suite est en particulier de Cauchy, et comme :

Y@, — anHE <||Az,, — AxnjHF + [|Txn, 7T"'Enj||G7

on en déduit que (z,,) est de Cauchy dans F, donc convergente (car E est un Banach). Soit € E cette
limite : on a ||Az||r = 0 car A est continu et ||Az,|| —n—00 0. Donc Az = 0, donc x = 0 car A est injectif.
Or ||z, ||g = 1 la continuité de la norme donne ||z||g = 1. C’est absurde, donc une telle suite (x,,) n’existe pas,

donc (E.4) est valide. ua

Cas A non injectif :
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Proposition E.9 Soient E, F, G trois espaces de Banach, A € L(E; F) (non injectif a priori) et T € K(E;Q)
(compact). Si on a (E.9) alors KerA est un sous-espace vectoriel de dimension finie et ImA est fermé.

Preuve. Soit Bg(0,1) la boule unité fermé de KerA. Montrons qu’elle est compacte. Comme une boule unité
ne peut étre compacte dans un Banach que si ce Banach est de dimension finie (voir Brézis [4] p. 92, ou
théoréme page 31| dans le cas E Hilbert), cela prouvera que KerA est de dimension finie.

L’hypotheése donne : dans KerA on a v||z||g < ||Tz||qg. Comme T est compact, si (z,) est une suite
de Bk (0,1), alors (T'x,,) est une suite qui admet une sous-suite convergente, donc de Cauchy. Et v||x,, —2p, [|2 <
|| Tz, —Txy,|| implique alors que la sous suite (2, ) est de Cauchy dans un Banach donc convergente. Toute
suite (z,,) de Bx (0, 1) admettant une sous-suite convergente, on a Bx (0, 1) compact. D’ou Ker A est de dimension
finie.

D'ou A : E/KerA — F étant a image fermé (théoréme de Petree-Tartar), et KerA étant de dimension

finie, on a A: E — F est & image fermé. wn

E4 H'(Q) et normes

On se donne  un ouvert borné. On disposera donc du théoréme de Poincaré :

Jeq € R, Yo € HY(Q), [v]l12 < callolly;- (E.10)

Et on munit H{(Q2) de sa norme Hilbertienne ol 2 = ||§UH(L2)W,.
On note H~ () = L(H(2);R) le dual de I'espace H}(Q) (ensemble des formes linéaire continues). On le
munit de sa norme :

£(w
[10]| -1 = sup [£w)] .
wEHL(R) HU)HH(}

On identifie L2(Q) et son dual L2(€)" (ensemble des formes linéaires sur L2(Q)) : si v € L%(Q) on pose

ly(w) = (v,w) g2 pour tout w € L3(f2) et on a immédiatement ||¢,|| = ||v||z> (application de Cauchy-Schwarz);
et si £ € L2(€)" (linéaire et continue), avec le théoréme de représentation de Riesz il existe v € L2(€2) tel que
ly(w) = (v,w)r2 avec [£]| = ||v]|z2. Et on note £, (w) = (£,v) 2 12 = (v, w) 2.

Une base (€;) de R™ étant supposée, on note Vo = Y 1, %é’i au sens des distributions.
- k2

Proposition E.10 Si v € L2(Q) alors on av e H1(Q) et Vo € H1(Q)". Et on a :

vl -1(0) < callv]|Le, (E.11)

ol cq est la constante de Poincaré, et :
Vol -1y <[]l z2, (E.12)

Et donc Pinjection v € L*(Q) — v € H~Y(Q) et opérateur V : v € L*(Q) — Vv € H~(2) sont continus, et
ona:

3e> 0, Yo e LX)« [[o]lg-r + Vol -1y < ello] - (E.13)

Preuve. Pour v € L2(Q) on a v € L2(Q) (par identification de L2(€) avec L2(Q)). Et, pour tout w € H(Q),
onaw € L%Q), et :
lo(w)| = [{v,w) p2r 2| < ol L2 [[wl|z2 < calloll2[[w]lay,
grace a l'inégalité de Poincaré (E.10). D’ou ||[v||g-1 < cql|v]|L2-
Soit v € L2(2). Alors Vv est une distribution donnée par définition par, pour tout @ € D(Q)" :

(Fo.) = - [ vdivg = (0. divp)n,
Q

ou divg =Y, gi: quand ¢ =" | ¢;€;. Et :
(v, divg) 2| < [[o]|p2||divg][r2 < [[v][r2|lgradd]| p2y.2 < [|v]|2 ]|l ()

Et D(Q) étant dense dans H}(Q), cette 'inégalité est encore vraie pour tout @ € HZ(Q)", d'ou Vv est une
forme linéaire continue sur H(2) de norme ||Vol|z-1) < |[[v|[z2. Dot 1b avec ¢ = 1+ cq. oa
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Corollaire E.11 Dans L?() la norme ||.||g définie par ||v||z = ||v||g-1 + ||ﬁv||<H71)n est une norme équiva-
lente a la norme ||.||p2 : on a (E.13) et :

k>0, Voe L2(Q) :  |Jollz) < k(|olla—1 + |[Vollz-1yn)- (E.14)

(Et (L*(2),]|.||r) est un espace de Banach.)

Preuve. On note E I'espace L?(2) muni de la norme ||v||z = ||v||g-1 + ||§'UH(H71)7L. L’application J : v €
(L2(Q), |lr2) = J(v) = v € (L*(Q),]].||5) est I'identité algébrique, et donc est surjective. De plus elle
est continue d’aprés . Donc elle est bicontinue d’aprés le théoréme de I’application ouverte, i.e. J~! est
continue, i.e. (E.14). Et donc (L%(9),||.||r) est un Banach. .

E.5 Surjectivité de div: H}(Q) — LZ(Q) et condition inf-sup

Lorsque F et F sont des Hilbert, pour T' € L(E; F) on a défini l’adjoint T* € L(F; E) de T en utilisant le
théoréme de Riesz. Caractérisation :

V(J?,y) € Ex F7 (T*yv'x)E = (vax)F
Dans les espaces de Banach, on ne dispose pas du théoréme de Riesz (identification de F' avec son dual F).

Définition E.12 Pour E et F Banach et T € L(FE; F'), on définit alors le dual de T comme étant I'opérateur
T* € L(F'; E’) vérifiant :
V(JJ,Z) €EExF <T*€, x>E’7E = <£, T.’L’)F/’F. (E15)

Proposition E.13 Si F et F sont deux Banach, et siT : E — F est compact, alors T* : F' — E’ est compact.

Preuve. On a vu la démonstration dans le cas des Hilbert (ou un espace est identifiable a son dual a I’aide du
théoréme de Riesz). Montrons que c’est encore vrai dans le cas des Banach.

Soit (¢,) € Bps boule unité de F’ : il s’agit de montrer que la suite (T*¢,) € T*(Bp/) C E’' admet
une sous-suite convergente. On pose Br = boule unité de F, K = T(Bg) compact de F par hypotheése,
on = lng + K — R, restriction de £, & K, i.e. o,(y) = ({n,y)r,r sur K qui vérifie ¢, € C(K;R) (continue
sur K), et on pose A = {¢,, : n € N}. En particulier A C C(K,R).

A est borné dans F’ (car A C Bp/) et équicontinu (car les £, sont linéaires continues avec ||€,(y)|| <
€]l 1yl < |lyll7) et on peut appliquer le théoréme d’Ascoli : A est relativement compact dans C(K;R), et
donc de (¢,,) on peut extraire une sous-suite (¢, )ren convergente dans C'(K; R), donc de Cauchy. On en déduit
que, sachant T'(Bg) relativement compact donc borné :

sup |(ln, — bn,, Tx)] — 0,

r€BE k,l—o00
et donc ||T*¢,, — T*(,, || — 0. Comme E est un Banach, E’ est un Banach, et donc (T*(¢,, ))ken converge
dans E’. Donc T* est compact. o

Théoréme E.14 (Rellich) L’injection canonique T : v € L*(Q) — v € H™1(Q) est compacte.

Preuve. On sait que I1o : v € HE(Q) — v € L%(Q) est une injection compacte, théoréme de Rellich 4.52) d’ott
linjection duale I3, : v € L2(2) — v € H~(Q) est compacte. ua

Proposition E.15 L'opérateur V : L2(Q) — (H~1(Q))" est a image fermée. Son noyau Ker(V) est I’ensemble
des fonctions constantes.

Preuve. On applique le corollaire du théoréeme de Petree-Tartar : on a , etona A=V :L> Q) —
(H=1(Q))™ opérateur borné, et T : v € L*(Q) — v € H~1(2) opérateur borné (voir ) injectif (identité
algébrique) et compact (théoréme de Rellich). D’ott I'opérateur A = V : L2(Q) — (H~(Q))" est a image
fermée. D’out V : L2(Q) — (H~1(Q))™ est & image fermée. =a
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Proposition E.16 On utilise une base (€;) dans R". Le dual de 'opérateur :
-V - " Ov R (E.16)

est opérateur :

div:{ . <& L i@gpi (E.17)

Preuve. Avec (E.15) et T =V : E=L2(Q) — F = (H '(Q))"; ona F' = (H}{(Q)", E = L*(Q) ~ L*(Q), et
T* = V* : (H(Q)™ — L2(Q)" est défini par :

Y(@,v) € (Hy ()" x L2(Q), (V*G,0) 2 12 = (VU, &) gr—1yn,(s12)n-

Et pour v € L?(Q) on a (6@,@(,171)”7(1{01)” = — Jqvdivg = —(v,div@) 2 12 pour tout & € D(Q)", donc par
densité pour tout @ e (HL(Q))", d’ou div est le dual de V. o

Corollaire E.17 L’opérateur div : (H}(Q))" — L*(Q) est a image fermée, surjectif dans Pespace quotient :

L*(Q)/R = {p € L*(Q) définie a une constante prés}, ||p||rz/r = égﬂf{ llp+ c||L2- (E.18)
Autrement dit : div : (Hg(Q))" — L?(Q)/R est surjectif. Et notant :
Li(Q) = {v e L*(Q) : /QU a2 =0}, lpllrz@) = lpllze/r (E.19)
on a L3(2) ~ L?(Q)/R, et div : (H}(Q))™ — LE(Q) est surjectif.
Preuve. C’est (au signe prés) le dual du gradient. un

Corollaire E.18 Les opérateurs V et div étant continus et a images fermées, et V étant injectif sur L?(Q) /R,
on a la condition inf-sup :

(divd, p) 12

dk >0, inf sup - > (E.20)
PEL(Q)/R ge(HL ()™ HU”(H(})"HPHL?/R
ie. :
k>0, VpeL*(Q)/R, e (Hy(Q)" (divd,p)rz > k[Tl ga)elpll L2 /5 (E.21)
On note :
V = Ker(div) = {F € (Hy(Q))" : divg = 0}. (E.22)

Théoréme E.19 (Théoréme de De Rham.) Si ¢ € (H=1(Q))™ vérifie ((, @) = 0 pour tout @ € V (a divergence
nulle), alors il existe p € L*(Q) tel que { = Vp.

Preuve. Si F est un Banach, et si V C F,onnote Ve ={{ € F': ({;x)pp =0, Vo € V}.

(Si F est un Hilbert, on peut identifier F’ & F & I’aide du théoréme de Riesz et on note V4 = {2z € F :
(z,2)p =0, Vo € V} au lieu de V°.)

Si A:E— F,alors A*: F' — E’, et on a ImA = (KerA*)°. Et effet,

KerA*={{eF : At=0}={¢e F': (A0, 2)p g =0, Yz € E}
= {KE F <A€,A{E>F/’F =0, Vz € E} = {EG F <€>y>F/,F =0, Yy EImA} = (ImA)O

(Si F est un Hilbert, on peut identifier F’ & F et on a ImA = (KerAT)L.)
Ici V est & image fermée et a pour dual —div, et donc Im(V) = (Ker(div))® avec (Ker(div))® = {/ €
(H=1(Q))" : (£,@) =0, V@ € V}. Et 'hypothese est £ € (Ker(div))°. D’ou £ € Im(V).
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e n — A_} = _;
Corollaire E.20 Pour f € L?(Q)", une fonction @ € (H(Q))" est solution de { d Hu Of ssi il existe
ivit = 0,
p € L3(Q) tel que :
— Au+Vp = F,
divd = 0,
ol p est unique a une constante prés (unique dans L?(2)/R).
Preuve. On a { = —A@ — f qui s’annule sur V, et on applique le théoréme (De Rham). un
E.6 Surjectivité de div: H4(Q) — L*(Q) et condition inf-sup
On note : '
HY¥(Q) = {7 e L*(Q)" : divi € L*(Q)}, (E.23)
qu’on munit du produit scalaire :
(U, V) gav = (€, 0) 2 + (divad, divd) 2, (E.24)
qui en fait un Hilbert. Norme associée ||| ga = ((7,7) raw ) 2.
On généralise la définition (E.17) & :
H™(Q) — L*(Q)
div : - " Ov; (E.25)
U= i€ — divy =
v ;v é ivo 2 o,

Soit f € L2(Q) et p € HL(Q) la solution de —Ap = f cf. Lax-Milgram. On pose 7 = Vp € L2(Q), et on a
divi' = Ap = f donc div : H1V(Q) — L2() est surjectif. Donc & image fermé dans L?(2). Et div : H4V(Q) —
L?(Q) est continu : ||divd]|z2 < C||v||gaiv avec C = 1.
Donc, condition inf-sup :
(diVﬁ, p)L2

dk >0, inf
Ipl|L2

s \ > k, (E.26)
pEL?(Q) ge Hdiv ||’U| ‘Hdiv
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