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La notation f := g signifie : f est définie par f = g, encore note f =9¢f ¢.
La notation f ="°" g signifie : f est également noté g.

Premiére partie

Cadre

1 L’espace (L*(), (-, ")r2)

Soit Q un ouvert dans R™. On note L2(£2) I’ensemble des fonctions 2 — R qui sont de carré intégrable
relativement a la mesure de Lebesgue (fonctions d’énergie finie) :

LXQ) = {f: Q5 Rt / F@)2 de < oo} (1.1)
Q
Voir cours d’intégration. Le produit scalaire usuel de L?() et sa norme associée sont : pour f,g € L%(f),

(Fo)es = [ 1@ a@ o, et 1flle = Vi = ([ f@7 o) (12)

Proposition 1.1 (L*(Q),(-,)z2) est un Hilbert (espace vectoriel muni d’un produit scalaire qui est
complet pour la norme associée).

Preuve. Voir polycopié “Intégrale de Lebesgue”. un



2 L’espace P;

2.1 L’espace usuel P; sur [a,b)

Dans ce polycopié, ’exemple d’espace vectoriel de dimension finie composé de fonctions sera essen-
tiellement l'espace P; des fonctions continues affines par morceaux sur un intervalle de R. Les autres
exemples usuels (Pg, Qk, ...) sont calqués sur ce modéle.

2.1.1 Définition

Soit a,b € R, a < b, et soit C°([a, b]) I'ensemble des fonctions continues de [a,b] dans R.
Soit n € N*, n > 2, et soit n points z; pour i =1,...,n t.q. :
r1=a, xTp=0>b et z;<xiy1, Vi=1,...,n—1. (2.1)
On considére le “maillage” de [a, ] en les n—1 intervalles consécutifs (faire un dessin) :

n—1

la,b] = U [is Tiga]- (2.2)

i=1

Voir figure Le maillage est dit uniforme ssi x; 1 — z; est constant (noté h en éléments finis).

Soit P; I'ensemble des fonctions continues sur [a, b] qui sont affines sur chaque intervalle du maillage :
P = {fh € CO([a7bD et, Vi=1,...,n—1, fh|[xi,xi+1] afﬁne} (2 3)
= {fn € C%la,b]) t.q. Vi =1,...,n—1, Ja;,b; € R, Va € [z, 2i11], frn(x) = a; + bz} '

L’indice 5, dans f, fait référence a la “largeur d’intervalle” h = max (z41—x;), cf. polycopié d’éléments
i=1,...,n

finis. Une fonction f € L%(]a, b[) sera approchée par une fonction fj, € P, voir §

2.1.2 Base usuelle des fonctions chapeau

Définition 2.1 Les fonctions (de type) chapeau ¢, sont les fonctions de Py définies par, pouri =1,...,n:

Vi=1 (€)= =1 osii=g (2.4)
=1,..,n, Jzy) =045 = o .
J Pa; (Tj ij —0 sii],
donc
T —Ti-1 ..
Zj T —— i— bl i Z 2 )
Oz, () P sur [x;—1,x;] (sii>2)
0 (1) = 2T qur (4, mis]  (sid < 1), (2.5)
Ti = Tig1

0z, (x) =0, ailleurs,

pour i = 1,...,n (les y,, sont continues et affines par morceau), voir figure (Les fonctions extrémités
Yz, €t ., sont des “demi-chapeau”.)

1 1
[u)] L]
FIGURE 2.1 - Sur [a,b] = [0,1], avec z; = ‘T pour i = 1,...,15 et le maillage Ugil[xi,xi“] : les

fonctions chapeau ¢,, et ¢,, de la base de P;.

Notation. Soit V' un espace vectoriel de dimension n, et soit (57)7:171 une base de V.

n il
Si :E:E x;b; alors on note [s'c’]ll;

i=1 T

|
—

N

=2
2

la matrice colonne stockant les composantes de Z dans la base (I_);) .



4 2.1. L’espace usuel Py sur [a,b]

Proposition 2.2 L’ensemble P; donné en (2.3) est un espace vectoriel de dimension n, et (¢g,)i=1,...n
est une base de Py (base constituée des fonctions chapeau). Et toute fonction fj, € Py est donnée par :

n 1 .
fr= Yi¢an o yi=falw), soit [ful,=| 1 | "= [ (2.7)

—
! Yn

Donc fr(z) = Y1, yi ¢, (x) pour tout z € [a,b], avec y; = fr(x;).

Preuve. Si fj,,g9n € P1 et a € R, alors af;, + gp, est bien dans P; (est continue dans [a,b] et affine sur
chaque [z;,2;41]). Donc P; est un sous-espace vectoriel de (C°([a,b]), +,.).

Verifions que (@, )i=1,....n est une base de P;, ce qui donnera aussi dim P; = n.

e Famille libre : si )" | a;¢0,, = 0 (égalité entre fonctions), i.e. si pour tout z € [a,b], >\ @z, (x) =
0 (égalité entre réels), alors en particulier . | ;o4 (z;) = 0, donc Y - | a;8;; = 0, donc o = 0, vrai
pour tout j : tous les o; sont nuls.

e Famille génératrice. Soit f;, € P;. Par définition de Py, f;, est affine sur les [x;, x;11], et de plus
fn est continue, donc fj, est déterminée ssi on connait ses valeurs y; = fi(x;) pour tout i = 1,...,n.
Notons y; = fr(z;) et gn := >y Yi¢z,- On a g, € Py car Py est un espace vectoriel. Et gj,(z;) =
S Vi () = i yidi; = yj, ce pour tout j, donc f, = g, aux points z; pour z; = 1,...,n. Donc
fn = gn sur [a,b]. Donc fj, € Vect{p;, i =1,...,n}. ua

Exercice 2.3 Montrer que pour tout z € [a,b] on a Y ;| ¢a, (z) = 1.

Réponse. La fonction f, = 1[4, est dans Pi (trivial), vérifie fn(x;) = 1 pour tout i, et on a ([2.7). .

2.1.3 Base non orthonormée relativement a (-,-)2
Py est un sous-espace vectoriel de L?(]a,b[) (car de dimension finie et les ¢,, € L?(Ja,b]) : trivial).

Donc (-, )12 a un sens dans P;. On note (Py, (-, ) r2) =noté p,

Lemme 2.4 La base usuelle (p,,) de P, définie en n’est pas orthogonale pour le produit sca-
laire (-, )12 (en particulier ce n’est pas une b.o.n. dans (Py, (-,")12)).

Preuve. " o
<%ﬂmm=/ %mwawM=/ s (2) 2 () d > 0, (2.8)

T T

car @, est nulle sur |zo,z,[ et ., et ., sont strictement positives continues sur |xi,z2[. Donc
(@215 Pus)r2 # 0, donc (g, )i=1,...n Dest pas orthogonale dans (P, (+,-)r2). n

On note, pour tout 7,5 =1,....,n :

b
Mij = (gpwi,gowj)Lz = / Pz, (.’lﬁ)prj (a:) dx, et M= [Ml} i=1,..., n, (29)
a

Jj=1,...,n
M étant la matrice du produit scalaire (-,-)z2 dans P; relativement a la base (¢,,) (matrice de masse).

Exercice 2.5 Montrer :

To — I Ir3 — T1 To — I

2 2
H@I1||L2 = ) H(IOIZHLQ = ) (‘qu@zz)LZ = (2.10)
3 3 6
Reponse. [lgnlf> = [[ =i do = [y it = 4570
|‘“P12H%,2 = f;f ((;2*_211))2 dz + f;: ((;2*_233))2 dz = (12g11) + (zggzz) = (Isgl‘l).
(@xm‘pxz)Lz :‘1:12 %%dm: %(332_]71)- ]



5 2.2. Rappels de définitions

2.2 Rappels de définitions
2.2.1 Matrice d’un produit scalaire = matrice de masse

Soit H un espace vectoriel réel de dimension n (exemple H = P;).

Définition 2.6 La matrice d’un produit scalaire sur H dans une base de H est appelée matrice de masse
(ou matrice de Gram).

Donc : si (d;)1,... n est une base de H, si (+,-)g est un produit scalaire sur H, alors la matrice :

M = (@, @) ) "2 rla (2.11)

est une matrice de masse : c’est la matrice du produit scalaire (-, )y dans la base (@;). Et on a immedia-
tement, pour tous ¥ = ), _; ;d; et i = ), yid; :

n

& G)u = Y ey (@ d)n = Y eMyy; = [#5 M7 (2.12)

i,j€1 i,7=1

Proposition 2.7 Soit (@;)1,. ., une basede H, # € H, =) " ;d;. On a :
n
(&) m =Y M. (2.13)
i=1
Donc (%,d;)y = x; pour tout j ssi M = I, i.e. ssi (@;) est une (-,-)g-b.o.n..
Preuve. (f, Eij)H = (Ez xiaiv&’j)H = Ez xi(&},&’j)H = Zi Mijxi. un

Exemple 2.8 Soit R” = R x ... xR (produit cartésien n fois), soit (€;) sa base canonique, soit (-, -)gn son
produit scalaire canonique (défini par (€;,€;)rn = 0;; pour tout ¢,5). Alors la matrice de masse associée
est M = [(€;, €;)r] = [;;] = I la matrice identité. ia

Exemple 2.9 Soit P; muni du produit scalaire (-, )2 et (¢, ) est la base des fonctions chapeau, cf. (2.4).

M = [(¢z,, 0z;)r2)] = [M;j] est la matrice de masse correspondante. Exempled'un maillage régulier :
21 0 ... 0
1 4 0 :
AhlO 1 4 1 7.
6: . . . .0
4
0 ... 0o 1 2

cf. (2.10)). C’est la matrice usuelle qu’on retrouve dans tous les problémes élémentaires de mécanique 1-D

ou de noyaux intégraux 1-D. Ici M # I : la base n’est pas orthonormée, cf. lemme 2.4 .
Rappels : e Le produit cartésien R™ := R x ... X R (produit n-fois) muni de l’addition interne et de
la multiplication externe usuelles est un espace vectoriel réel. On note (€;) sa base canonique, ot donc
er =(1,0,...,0), ..., €, = (0, ...,0,1) avec 0 I’élément neutre de ’addition et 1 ’élément de la multiplication
du corps R.
e L’ensemble des matrices réelles n * n est noté M,,, et 'ensemble des matrices réelles n x 1 (dites
matrices colonnes) est noté M,;. Ce sont des espaces vectoriels réels pour les opérations d’addition interne

—

et de multiplication externe usuelles. La base canonique (E;) de M, sera systématiquement utilisée, o

1 0
., 0 . :

donc E; := [¢1]je = e Bno= [gn]lﬁ = 0 . Une matrice M € M, est définie positive ssi
0 1

¢ .M.¢ > 0 pour tout ¢ € M,;—{0} (matrice colonne non nulle).

Proposition 2.10 1- Une matrice de masse est une matrice symétrique définie positive.
2- Une matrice symétrique définie positive est une matrice de masse.



6 2.2. Rappels de définitions

Preuve. (H, (-, )y ) Hilbert de dimension finie.

1- Soit M = [(@;, ;) x| une matrice de masse, ou donc (@;) est une base dans H. La symétrie de M
est immédiate car (-,-)y est un produit scalaire. Et (Z,¢)g = [f]@.M.[gj]W, et 0 < [|#|% pour & # 0,
donc 0 < [7]{5.M.[7]5 pour 7 # 0 : M est définie positive.

2- Soit M = [M,;] symétrique définie positive. Soit (&@;) une base de H ; on définit la forme bilinéaire
b(-,-) sur H par b(d;,d;) = M;;. On vérifie immédiatement que b(-,-) est un produit scalaire dans H. «u

Proposition 2.11 Un espace de Hilbert (H, (-,-)n) de dimension n est isomorphe au produit cartésien
R™ muni de son produit scalaire canonique (-,-)r~ (défini par (€;,€,)rn = 0;; pour tout i, j).

Preuve. Soit (@;) une (-,-)g-b.o.n. dans H (ou donc (d@;,d;)n = d;; pour tout i,5). Soit J : H — R”
Papplication linéaire définie par J(@;) = €;. Alors J est trivialement bijective et vérifie (J(@;), J(d;))rn =

d;; car (J(d;),J(d;))rn = (€;,€j)rn, donc J “conserve le produit scalaire”, donc J est un isomorphisme

entre deux Hilbert. un

Exemple 2.12 Soit M € M,,, symétrique définie positive. Soit (R"™, (-, )as) Pespace R™ muni d’un
produit scalaire (-,-)as (ou donc (Z, ) = [f]ﬁ;M[mlE) On a: (R™, (-, )a) est isomorphe & R™ usuel,
i.e. isomorphe & (R™, (-, )g~) = (R™, (-,-)1) (ot donc (Z,7)r := [j’]ﬁ[gﬁ@ ’n

Exemple 2.13 Isomorphisme (P, (-,-)rz) vers (R™ (-,-)ar). Soit fr,gn € Pi. Notons y1,...,y, et
21, ..., Zn, leurs composantes sur la base (p,,) :

n n Y1 21
. . té . té
fn= Zyi%:“ gnh = Z Zipa, Lo [fullo=| ¢ | "EWL lomle=1| 1 | = E (215)
=1 =1

Yn Zn

Et soit ¢, 2’ € R™ définis par
Me=10, Fe=12, ie §=Y wé, Z=) zé. (2.16)
i=1 i=1

Comme (fh7gh)L2 = Zij yizj(@mi;ij)LQ = Zij yiMijzja on a:

(frrgn)rz = [T M.[Z] = (,7)mr- (2.17)
Ainsi, les calculs dans (Py,(+,-)r2) sont traduits en calculs dans (R™, (-,-)ar), ot (+,-)pr est un produit
scalaire dans R™ puisque M est une matrice symétrique définie positive (matrice de masse). un

2.2.2 Diagonalisation d’une matrice de masse

Soit M une matrice réelle de masse et le probléme spectral (probléme de recherche de valeurs et
vecteurs propres) :

(2.18)

trouver les couples (A, ¥) € R x M,; t.q. :
M.7 = ).

En général ce probléme est traduit en probléme dans R™ cartésien muni de sa base canonique (€;) et de
son produit scalaire canonique (-, -)gn :

{ trouver les couples (A, ¥) € R x R™ t.q. : (2.19)

M.[v)je = AU]js, réécrit abusivement M.7 = Av.

C’est cette forme traduite et sa notation abusive qu’on utilisera quand il n’y a aura pas d’ambiguité.
Comme M est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une b.o.n. (7;) de (R™, (-, )gn), voir

poly diagonalisation. I.e. le probléme spectral a une infinité de solutions (A, ) parmi lesquelles

on peut en choisir n, notées (\;,¥;), telles que (¥;)i=1, ., est une b.o.n. (de vecteurs propres), dite



7 2.2. Rappels de définitions

b.o.n. de diagonalisation, et les \; sont les valeurs propres associées : I\, ..., A, € R, vy, ..., v, € R",
Vi,j=1,...,n,
M.0; = Ajv; et (0, 05)rn = i (2.20)

Notons P = [P;;] la matrice de passage de la base (€;) a la base (7;), ou donc
n Prj
U= Py&, ie [Gle=| : |, et P=[Py]=([tile ... [Ba]e). (2.21)
i=1 Pnj
Avec D = diag();) la matrice n * n des valeurs propres, (2.20) s’écrit sous forme matricielle :
M.P=PD et PP.P=1, donc D=P 'MP et P'=PpPT (2.22)

Proposition 2.14 Si M est une matrice de masse alors ses valeurs propres sont toutes > 0, et M est
inversible.

Preuve. \; = \(0;,0;)g = (N0, 03) g = (M.0;,0;)g > 0, car M est définie positive, vrai pour tout i.
Donc D est inversible, avec P inversible (matrice de changement de base), donc M = P.D.P~! est
inversible. un

2.2.3 B.o.n. dans H par diagonalisation d’une matrice de masse

Soit (d@;) une base de H (par exemple la base (¢,,) dans P;), soit M = [(d;,d;) g la matrice de masse
associée.
On se plonge dans R™ : soit (¢;) une b.o.n. de R™ de diagonalisation de M associée aux valeurs
propres \; de M, cf. (2.20). Et on défini p; € H par, pour tout 7,
n Py
]5}‘ = Z Pijai, i.e. []5;]‘5 = ﬁj = . (223)
i=1 P .
nj

Proposition 2.15 Les p; forment une base orthogonale dans H : on a, pour tout 1, j,

(ﬁiaﬁj)H = >\i5ij7 donc (giugj)H = (Sij ou l_);; = Pi 5 (224)

et (l;z) = (\%)pln est orthonormale dans (H, (,-) ).

Preuve. Par bilinéarité de (-, )y, pour tout 4,5 on a, avec (2.22) :
(ﬁl?ﬁ])H - Z Pkinj(ch,&'g)H = Z(PT)ikMkZPKj = (PT.M.P)ij = (Pil.M.P)ij = Dij = >\i5ij~ n
Y] ke
Exercice 2.16 Soit H un espace vectoriel de dimension 2 muni d’un produit scalaire (-, ). Soit (a1, d2)

une base de H et M = [(@;,d;)u) = <? ;) la matrice de masse associée. Diagonaliser M et trouver la

b.on. (by,bs) (& exprimer dans la base (a1, a@»), donc donner P).

Réponse. On a det(M — M) = A2 =4\ +3 = (A= 1)(A = 3). Donc A\; = 1 et A2 = 3 sont les deux valeurs

propres. Soit (&1, &2) la base canonique de R*. Et #; = g(é’l — &) et Ty = @(a +é) (ot donc [71] = g (_11>
et [01] = g (1)) sont deux vecteurs propres normés associés formant une b.o.n. dans (R?, (-, -)z2) (immédiat).
- 11 o ) ) ) o

Et P = ([th] [o2]) = ? (_1 1). Donc dans H on prend pi et pa t.q. [Pi]jz = [U1] et [Pa]iz = [2], i.e.
p1 = Y2(d1 — d2) et po = @(d’l + @2). Puis on pose b; = ﬁﬁl =p = g(al — @) et by = ﬁﬁQ _ %ﬁz _
5 (@1 + @2). Verifications :

(51,1;1)1{ = %((61761)H —2(d1,d2)H + (A2,d2)n = %(j\/[11 —2Mys + Mao) = 1,

(b1,b2)r = 2%/5((_‘1,51)H — (G2,d2)m = %(]\411 — M) =0,

(b2,b2) = (@1, @)1 + 2(@1,@2) i + (@2, d2)n = (M1 + 2Miz + Ma) = 1. Ly



2.2.4 Exemple : b.o.n. de diagonalisation dans P;

Matrice de masse M = [(¢x,, Pz, ) 2] (voir (2.14) par exemple). (2.22)) donne :
M =PD.P7' avec P '=PpT. (2.25)

La proposition donne : une b.o.n. ({;);=1,..» de fonctions de P; associée aux valeurs propres \; est
donnée par, cf. (2.24), pour i =1,...,n :

) Py Lo
[Cj}lga = , Le. Cj = E Pij(pml (226)
by i
VA p VAo
ngj
Voir figure [2.2}
o 0.4 0.4
0.1 0.2 0.2
0.2 [e] [e]
—-0.3 0.2 0.2
—0.4 —0.4 —0.4
[n] 0.5 1 [e] 0.5 1 o 0.5 1
0.4 0.4 O.4
0.2 0.2 o.2
a a o
—-0.2 —-0.2 —-0.2
—0.a —0.4a —0.4
o .5 1 o .5 1 [u] 0.5 1

FIGURE 2.2 — Suite de la figure (maillage de 15 intervalles réguliers). Représentation de 6 fonctions
propres associées aux 6 premiéres valeurs propres rangées dans ’ordre décroissant, cf. (2.26]).

3 Base duale vectorielle (relativement & un produit scalaire)

3.1 Définition

Soit (H, (-,-)u) un espace de Hilbert de dimension finie n muni d’un produit scalaire, soit (&@;)i=1,... »
une base de H. Soit M = [(d@;,d;)u] = [(-,-)u]jz (la matrice de masse de (-,-)y pour la base (a;)).

Définition 3.1 La base duale vectorielle (ou base vectorielle duale) de la base (@;);=1.... » relativement au

produit scalaire (-, -) g est la base des vecteurs notée (d’f)izl,m_’n de H qui vérifie, pour tous 4,7 = 1,...,n:

(@F,d;) i = 4. (3.1)

(Attention, elle dépend du choix du produit scalaire.)

3.2 Composantes a I’aide de la base duale

Proposition 3.2 La base duale vectorielle (6f)i:17___7n existe et est unique, et la matrice N = [(63(, d’f)H]

(matrice de masse de (-,-) s pour la base (@) vérifie

N = M_l, avec 6;( = ZN”&Z (32)
i=1



9 3.3. Ezemple : base duale vectorielle dans Py

Donc N est la matrice de passage de la base (d;) a la base (Ei*) (stocke dans sa j-éme colonne les

composantes de @* dans la base (@;)). Et si T € H, 2= x;ad; alors, pour tout j,
J 773

j=1
v = (Z,@)u. (3.3)
Et la base vectorielle biduale est la base initiale : ("f)* =d; pour tout i =1,...,n

Preuve Supposons que la base duale (&T) existe. Notons Z;; les composantes de d’* dans la base (d;),
ie. a =31 | Zi;jd;. Alors donne &;; = (@F,@;)u = Y4 Zij(@r, @) er = 3, ZkaJ (M.Z);; (car
M est symétrique), pour tous Z,j, donc I = M.Z, donc Z est inversible d’inverse Z = M~! (car M est
inversible cf. prop. 2.14)). Donc les Z;; sont uniques, donc si la base duale existe alors elle est unique.

Puis posons Z = M~ et b; = St Zijd;. On a (bj, @) = Sou Zij (@, @) n = Yop MiZi; =
(MZ)i; = 0 pour tous i, j. Donc (b;) est une base duale de (@;). Vu 'unicité (b;) ="°t¢ () existe et
est unique. Et (bz,b g = (bz,z,~C Zijl)a = Yy ij(bz,ak)H = > Zkj0i = Zi; pour tout %,j, donc
Z =N, et Z =N est la matrice de passage de la base (@;) a la base (a}°).

Puis & = ), x;d; donne (&, Eif)H => . xi(d;, *)H =), 20 = ;. -

)

Et, par symétrie du produit scalaire, (a@;, T)H = §;; pour tous ¢, j : donc (&} )™ = d; pour tout i. =

Corollaire 3.3 Ssi (d;) est une b.o.n., les projections m; sur Vect{d;} parallélement aux directions d;
pour j # i sont :
H —R

—k

] ) e 3.4
™ (al )H x:zx‘]a] —)Wi(x) d:ef(a* x)H:xz ( )

Exercice 3.4 Dans (R?, (-, )g2) avec (€1, ) la base canonique (et (-,-)g2 le produit scalaire canonique).
Soit @1 := €1 et dy := €1 + €3. Calculer la base duale (d’f,é’;).
Réponse. Le couple (d1,d2) est une base (immédiat). Cherchons d’f et @ sous la forme d"lk = Z11€1 + Z216> et
a§:Z12€1+Z €2.

Réponse 1: " s’écrit ici (C_i;k, C_ij)]Rz = 6ij, donc Z11 *1+Zgl *0 = 1, Z11 * 1+Z21 *x1 = 07 Z12 *1+Z22*0 =0
et Ziax 1+ Zogx1=1,donc Z11 =1, Zo1 = —1, Z12 =0, Z22 = 1, donc d‘]k =€ —éx et C_L;k = és.

(1) i) Notons Z la matrice

de passage de la base (€;) a la base (5?(). On a (5?(76j)R2 = d;5, donc [EL’N‘Z—.[EL}]‘; = d;5, pour tout ¢,7, donc

T p_ r L (1 -1 (10 w1 x (0
Z*.P=1.Donc Z* =P~ (0 1),doncZ—(_1 1),d0nc[a1]‘e—(_1) et[a2]|e—(1).

Réponse 3 : M = [(d;, @;)rn] = (1 1), d’inverse N = ( 2 71). Donc Eﬂk = 2d,—d> et d’; = —@1+ads. um

Réponse 2 : la matrice de passage de la base (€;) a la base (d;) est P = (

1 2 -1 1

Exemple 3.5 Suite de 'exemple M = [(d;, a;)r] = <1 1>, d’inverse N = < 21 11>. Donc

1 2 —
—k 2 « EBN »” —k -1 « 5N »” —k
@i = 1 (“premiére colonne” de N) et [@5])z = 1 (“deuxiéme colonne” de N). Donc @} =
2a, — dsy et Ei;( = —d + d sont les vecteurs duaux exprimés dans la base (a;).

Vérification : (af,al)Rn = 2(611,51:1)Rn — (52,51)]1@71 = 2M11 — Mgl = 1, (C_L"lk,c_ig)]]gn = 2(61,62)Rn —
(@2, da)rn = 2Myy — Moy = 0, (@, @1)gn = —(@1,@1)rn + (@2,@1)rn = —Myy + Mz = 0, (@5, d@2)rn =
(al,aQ)Rn =+ (ag,ag)Rn = 7M12 + M22 =1. =

3.3 Exemple : base duale vectorielle dans P;

Dans Py, la base (-, ) g-duale vectorielle (gaii)zzln de la base (¢, )i=1,....n est donnée par
*
0% =Y Nijpa,. (3.5)

Voir figure Et puisque @, (z,) = d;; on a donc 903; (x;) = Nyj, donc, pour tout 4,j =1,...,n,

o5 (1) = (@0, 00 )1z | (3.6)

Cette relation gpfj (z;) = (gofi,cpfj)p sera trés utilisée dans la suite (noyau reproduisant).



10 3.4. Noyau reproduisant dans Py

1 1
o8 o8
o6 0.6
0. O
o2 o2
(o] [e]
[a] o2 O 0.6 o.8 1 [ o2 0.4 o6 o.8 1
[=s) 30
F-Ta) 20
20 10
[s) [s)
—20 —10
o [ J5=J O_a 0.6 o8 1 (o] o2 [= - N o6 o8 1
FIGURE 3.1 — Sur [a,b] = [0,1], pour le maillage [J.° [, Z:L]. En haut les fonctions chapea et
- u a, - 1], pou g 1=1l15° 15 I° u peau <10$1

¢z, de la base de P, comme en figure et en bas les fonctions @:1 et <p§7 de la base vectorielle duale
de P, relativement au produit scalaire (-, ) z.

3.4 Noyau reproduisant dans P;
Si fu € Pr, fn= Y11 Yia,, alors y; =63 (‘Pfivfh)m; donc

n

fo=Y (03 )12, (3.7)
=1
Donc, pour z € [a,b] :
n b b n
() = ( / Fn@)ex, (v) dy) ez, (z) = / O~ e (), (@) fn(y) dy (38)
i=1 YYy=a y=a =1
Donc, posant
K=Y ¢o 095, ie K@y ¥ on@eh(y), etavec K,(y) ¥ K(ay), (3.9)
=1 i=1
on a b
(@) = (o fi)ie = [ K(wa)fulo) do (3.10)
y=a

Et K=", ¢u ®cpfi sera notre noyau reproduisant : le calcul (K, f)r2 reproduit f;(x). Dessin de K
figure : sur chaque rectangle R;; = [z, Zi11] X [z, Zj41], les ¢q, et les ‘P; étant affines par morceau,
(3.9) indique que la fonction K est bi-affine par morceaux, i.e. de la forme

Kig,; (#,y) = (aiz + b;)(c;y + d;). (3.11)

FIGURE 3.2 — Le graphe du noyau intégral reproduisant K, cf. (3.9) (suite de la figure [3.1).

10
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4 L’espace usuel P, sur [a, ]

On conserve le maillage (2.2) : [a,b] = U?;ll [, x;41]. On définit :

def {fh [ ] —Rtq.Vi=1,..,n—1, fh\]:ri,:vi+1[ constante}

4.1
={fu:la,b) = Rt.q.Vi=1,..,n—1, Ja; € R, Vo €|a;, xit1], fu(r) = a;}, .

I’ensemble des fonctions en escalier relativement au maillage.
Py est un ensemble de fonctions définies presque partout au sens de la mesure de Lebesgue.

Différence essentielle avec P : les valeurs d’une f;, € Py ne sont pas données aux x;.

Remarque 4.1 Utilité : Stockage d’une photo sous forme de “pixels” . L’ensemble des pixels reconstitue

la photo (de maniére approchée). un

1l est immédiat que P, est un sous-espace vectoriel de L?(]a,b[) de dimension n—1, dont une base est
la base (¢;)i=1,....n—1 des fonctions définies par (les fonctions indicatrices) :

Yi = 1]$i’$i+1[, 1= 1, ...,n—l. (42)

Et (immédiat) M;; = (@i, j)r2 = f: oi(z)pj(z)de = jiﬂ?iyl’i+1[m]$jyxj+l[ dz = (zi11—x;)0;;. (Et donc
une b.o.n. dans (Py, (-, -)r2) est donnée par les ¢; ou ;(z) = \/ﬁapl(x)) Et donc la matrice de masse
de (-,-)r2 pour la base (¢;) est

M = diag((x;41—x;)). (4.3)
Donc N = M~ = diag((z;41—;)"1), et la base duale vectorielle (901*)1':1,...,7171 relativement au produit
scalaire (-,-)p2 (celle qui vérifie (p;,¢X) 2 = ;) est donnée par, cf. :

n
T =) Nipi = (zin—z;) " oj. (4.4)

Et toute f, € Py s’écrit, pour presque tout x € [a,b] (plus précisément pour tout x ¢ {x1,...,x,}) :

n—1 n—1
fn(@) = chsﬁj(ﬂﬂ) = Z(fh,% r2pj(a / In(y Z@J y)pi(x
=t =1 (4.5)

b
= /_ K(l’,y)fh(y) dy = (Kxafh)sz

ol

) =Z<pj(x)<pj*(y) et Ki.(y):=K(z,9). (4.6)

La fonction K € L?(]a,b[?) est notre noyau reproduisant.

Remarque 4.2 K, n’est pas définie pour x = z;, mais définir les K, ne sert pas & grand chose puisque

Pinformation sauvegardée est celle a “'intérieur des pixels” (et non au bord des pixels). un

5 Rappels : endomorphisme

5.1 Définition

Définition 5.1 Soit H un espace vectoriel. Un endomorphisme sur H (ou dans H, ou de H) est une
application linéaire de H dans lui-méme. On note £(H) 'ensemble des endomorphismes de H. Et pour
L € L£(H) on note :

L(@) "2 L.z (5.1)
notation d’un produit car la linéarité permet de distribuer : L.(a‘:’—f— AY) = L.Z+ AL.g.

11



12 5.2. Matrice de représentation dans une base

5.2 Matrice de représentation dans une base

Soit H un espace vectoriel soit de dimension finie n. Soit (@;)i=1,.. ., =""(d;) une base de H. Soit
L € L(H) (endomorphisme). Pour j = 1,...,n, on note L;; les composantes du vecteur L.d; dans la
base (d;) :

L.a:j = Z Lij C_ii, i.e. [L'(_ijhti = L2j . (52)
i=1 :

Définition 5.2 [L]|z = [Li;]i=1...» est appelée la matrice de L relativement & la base (a;).

i=1
Jj=1

S’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de la base on note [L]|z = [L] = [L;;].
Par linéarité de L, quand ¥ = Y77, x;d; on a L. = Y7, x; L.dj, et donc :
. i1 Luj;
L#=YY Lijju;d;, donc [L.];= 2o gy | = (1) 28,2 "2 (L2 = (L).]4, (5.3)
i=1 j=1 :

la derniére notation s’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de la base.

Remarque 5.3 Si on dispose d’'un produit scalaire (-,-)g sur H, alors on dispose de la base duale
vectorielle (@), cf. (3.1). Donc (5.2) donne immédiatement, pour tous i, :

Lij = (@, L.@;)u, (5.4)

cf. . an

—

Exercice 5.4 Soit (d;) et (b;) deux bases dans H, et soit P la matrice de passage de la base (d@;) a la

- —

base (b;), et soit @ la matrice de passage de la base (b;) a la base (a;), i.e., pour tout j =1,...,n :
A ST 53
i=1 i=1

Vérifier Q = P!, et vérifier la formule de changement de base pour les endomorphismes :

[L); = P~ ".[L]z.P. (5.6)

Réponse. dj = Z?:l Q”a = ZZ Q”(Zk szak) = Zk(zz szQ”)c_ik = Zk(PQ)k,c‘ik Donc (PQ)’C] = (Skj, vrai
pour tout j, k, donc P.Q = I, soit Q = P~ 1.

Soit A = [L]g et B = [L];, ot donc L.@; = Y, Asd; et L.b; = > Bi;b;, pour tout j. Donc > Bijb; =
Lbj = L3 Prjiin) = S PisLadn = X, Pog (3, Aendie) = S AnPrg (3, Quehi) = 3,(3, QieAvPa)bi
3, (Q.A.P)i;bi. D'ou By = (Q.A.P);j, vrai pour tout i,j, donc B = Q.A.P. L

Exercice 5.5 Montrer : un endomorphisme L peut avoir dans une base (a@;) sa matrice [L]z symétrique,

—

et peut avoir dans une autre base (b;) sa matrice [L]; non symétrique.

P, o S _ ~ 1
Réponse. Soit (@1, d2) une base dans R?, et L défini par L.d; = @, et L.d» = 2d2 Donc [L]z = (0 g) est une

1 1
0 1
1

matrice symétrique. Soit l_;l =d; et 52 = @1 + d2, donc (51,52) est une base, et P = (
passage de (@;) & (b;). La formule de changement de base 1) donne [L]; = <0 ;1 ), matrice non symétrique. su

) est la matrice de

5.3 Notations tensorielles (relativement & un produit scalaire)

Rappel : le produit tensoriel f ® g de deux fonctions f,g : H — R est par définition la fonction
f®g: HxH — R définie par (f ® g)(z,y) := f(x)g(y) pour tout z,y € H. Ici on définit le produit
tensoriel relatif & un produit scalaire.

Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, ) g.

12



18 5.4. Bases de L(H)

Définition 5.6 Pour 4,7 € H, on note 4 ®, v € L(H) le (-,-)g-endomorphisme défini relativement

a (,")m par:
S H — H, (5.7)
u v — — —\ — — °
" ¥ = (4@, 7).y = (0,9)u .

(La linéarité est immeédiate car (-,-)g est bilinéaire. Pas de définition ici sans produit scalaire.)

N.B. : attention : cette définition est trés dépendante du choix du produit scalaire (-, -) g sur H (définition
non intrinseque). Par exemple dans H = P; on pourra prendre (-, )y = (-, )2, ou = (-,") g1 ou= (-, ") gz,
ou... suivant le probléme et/ou 'utilisateur.

Exemple 5.7 Soit (@F) la base vectorielle (-,-)g-duale de (@;). Pour i,j = 1,..,n, le (-,-)g-
endomorphisme @; ®, df est défini par, pour tout k=1,....,n :

—k

((3:1 ®H aj )C_l'k = (Sjk C_iz (58)

Donc la matrice [a@; ®, Ez’f]‘ z du (-, -) g-endomorphisme @; ®, c‘if dans la base (@;) : a tous ses éléments nuls
sauf I’élément a l'intersection de la ligne ¢ et de la colonne j qui vaut 1. Cela donnera une base de L(H),

voir " . uh

Exemple 5.8 Soit M = [(d;, d@;)x] la matrice de masse de (-,-)y pour la base (@;). Pour i,j =1,...,n,
le (-, -) m-endomorphisme d; ®,, @; est donné par, pour tout k =1,...,n :

(C_I:Z ®H5j).5k = (ﬁj,ak)H a; = MJk aj;. (59)
0
0
Donc le k-éme vecteur colonne de la matrice [@; ®,d;]|5 est réduit & | Mjj, < ligne ¢ | : tous ses éléments
0
0
o ... 0
0 o 0
nuls sauf le i-éme qui vaut Mjy). Donc [@;®,d;]jz = | Mj1 ... Mj, | « ligne i :lamatrice [@;®,d;]|a
0o ... 0
o ... 0
a toutes ses lignes nulles sauf la i-éme qui est la j-éme ligne de M. un
HxH — L(H)
Exercice 5.9 Montrer que le (-,-)g-produit tensoriel : ®,, : dof est bili-
- - er —
(U,7) — ®,(U,7) = 4®, U
néaire. En particulier si (@;) et (b;) sont deux bases, si 7@ = Yo uidi et 1=, v;b;, alors :

ij
Réponse. A 7 fixé (5.7) donne trivialement la linéarité en i, et & @ fixé (5.7) donne trivialement la linéarité en .
D’ou " . un
5.4 Bases de L(H)
Soit (a@;) et (b;) deux bases de H.

Proposition 5.10 (;®,b;)i-1
j=1

(@; ®, d’}k) =L est une base de L(H). Et si L € L(H) a pour composantes L;; dans la base (d;),

3

ie. si L.a; = Y., L;i;a; pour tout j, cf. , alors les L;; sont aussi les composantes de L dans la
base (d; ®, c‘if) :

L= Z L”C_il ®H (_l);(, quand [L]‘a‘ = [L”] (511)

4,j=1

13



14 5.5. Endomorphisme transposé (relativement & un produit scalaire)

Preuve. Montrons : (C_iz ®y g]) i=1,..., n :nOt‘(ﬁi Ry gj) est libre dans E(H) Supposons Zij Ozij(_ii Ry gj =0

jil,.,.,n
(endomorphisme nul) ot les a;; sont des réels. Soit (bf) la base vectorielle duale de (b;). Alors pour

ke [l,nlyona )’ a;(d @, B’J)B‘: =0= > aijé'i(gj,gf)H = >4 Qiidn = D, gdi, donc aze =0
pour tout i (car (d;) est une famille libre), ce pour tout k. Donc a;;, = 0 pour tous %, k. Donc (@; ®,, b;)
est libre. En particulier (@; ®, d?() est libre dans L(H).
Montrons : (@; ®, 6;() est génératrice dans £(H). Soit L € L(H), L.d; = Y, L;;@; pour tout j. Soit
M =Y, Liji; @, @ € L(H). On a M.y =, ; Lij@i(ay,ax)m = Y. ; Lij@idx = >; Likd; = L.dy,
vrai pour k € [1,n]y. Donc M = L, donc L =}, ; L;;d; ®, d’? (A ®y, d;)-() est génératrice et on a .
Donc (@; ®,, @) est une base dans £(H). Donc dim(L(H)) = n?.

Donc (@; ®, gj) famille libre de n? éléments : est une base de £(H). oa

Proposition 5.11 Suite. Avec [L]|z = [Li;] et avec M = [(d;,d;)m] on a :

L= Zjd;®,d; ou [Zj]=[LlzM " (5.12)
i,j=1

ceey

Preuve. Pour k£ € [1,n]y, d'une part L., = ), Ljxd;, et d’autre part (ZijZijﬁ,; Qy G;).dr =
Yoig Zigaidy, dr)m = 32,32, ZigMyg)a; = 3 °,(Z.M)d; (car M est symétrique). Vrai pour tout k,
d’ou L, = (Z.M);, pour tous i, k, dou (5.12)). Et [L] = Z ssi M = 1. ==

Proposition 5.12 Avec [L]|z = [Li;] et M = [(d;,d;)m], on a, pour tout i, j,

(L., i) g = MixLij = (M.[L]j)i;. (5.13)
k=1

Donc, pour ¥ =), x;d; et § =), y;d;,
(L&) = [ -MLz[#) (= Y @y:MixL)- (5.14)
k,jyi=1
(NB : dans notre exemple (Py, (-, -)2), cf. §[2.1] il ne faudra pas oublier M dans (5.14), car la base usuelle
(¢x,) n’est pas (-, -)pz-orthonormée : M # I.)

Preuve. (Lc_i],c_iz)H = ZZ:I ij (&'k,c_il)H = 2:1 Mikij = (M[LD” D’ou " par bilinéarité
de (', )H n

Exercice 5.13 Soit M = [(d@;,d;)x]). Montrer : si & = ), u;d; et U =), v;d;, alors la matrice [(4®,7);;]
de @ ®,, ¥ dans la base (d;) est donnée par :

[ @, 0] = [wiv;]. M, soit (il @, )ij = Y uiMjpvr = u;(M.[1]);. (5.15)
k
Et [u;v;] n’est la matrice de @ ®, ¥ que si (d@;) est une b.o.n..
Réponse. On a ﬁ@Hﬁ = sz Ui VLA ®Hﬁk, cf. " donc (ﬁ@Hﬁ)ELJ = sz uivkd’i(ﬁk,dj)H = sz uwkMkjEi =
>, (O wiMjvg)d; car M est symétrique. u
5.5 Endomorphisme transposé (relativement a un produit scalaire)

Définition 5.14 Soit L € £(H) un endomorphisme. L’application linéaire transposée de L relativement
au produit scalaire (-, )y est 'endomorphisme L% € £(H) défini par, pour tous 7,7 € H :

(Li-5,%)g = (§, L.E) . (5.16)

Remarque 5.15 Malheureusement la définition de L% n’est pas intrinséque : elle dépend du produit
scalaire (-, )y choisi dans H. Donc attention au produit scalaire choisi. un
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15 5.6. Endomorphisme symétrique (relativement & un produit scalaire)

Proposition 5.16 Dans (H, (-,-)u), il existe un unique endomorphisme L%,.
Soit (@;) une base dans H et soit M = [(d;,d;)n] la matrice de masse correspondante. Et soit
[L)jz = [Lij) =" [L] et [LT]jz = [(LH)i;] ="°% [LY] les matrices de L et LY, dans cette base. On a :

[Lh] =M~ (0" M. (5.17)

Et [LY] = [L)T ssi M.[L] = [L].M, i.e. ssi les matrices M et [L] commutent.

Preuve. Analyse. Supposons que L7 existe. Par définition de LL on a (L%.d;,d;) g = (L.d@;,d@;) g pour
tous i, j. Do, ayant L}.@; = Y, (LY )kidk et L.d; = >, Lejd :

> (Lh)kjlin, @) =Y Lei(de, @) u, (5.18)

k I
soit >, Mip(LE)y; = > ¢ Mj¢Ly; par symétrie de M, pour tous 4, j. Donc :
(M.[LE))ij = (ML) ji = (M.[L])")s; = ([L)". M)y, (5.19)

car M est symétrique, d’ou . Donc si LY existe alors LL est unique, donnée par .

Syntheése. Soit Z ’endomorphisme de matrice A = M~1.[L]T.M dans la base (@;). Alors :

(Z.dj,8)m = > Akj(@r, Gi)a = Y Akjgri = Yo GikAr; = (M.A)y; = (M.M~LLT.M); =
([L]TM)I = E}CLkiMkj = Zk Lki(&’k,a’j)H = (Zk Lk}ic_ik7c_ij)H = (L~6i,6j)Ha ce pour tous i,j,
d’ot . D’ou Z vérifie(5.16) : c’est donc LY.

Si M.[L] = [L].M alors (M.[L])T = ([L].M)T et donc [L]T.M = M.[L]T car M est symétrique, donc
M et [L]T commutent. Dot [LL] = M~L[L)T.M = M~*. M.[L]T = [L]T.

Si M.[L] # [L].M, alors [L]T.M # M.[L]T, dou M~1[L]T.M # [L]T, dou [LE] # [L]7. oa

5.6 Endomorphisme symétrique (relativement a un produit scalaire)

Définition 5.17 L est dite (-, ) g-symétrique, ou symétrique relativement au produit scalaire (-, )z ssi,
pour tous T,y € H :

i.e. ssi, cf. (5.16]) :
Li =L (5.21)

Attention : le caractére symétrique dépend du choix du produit scalaire (-, -) 5. Voir exercice

Proposition 5.18 Soit (d;) une base. L est (-,-)g-symétrique ssi pour tous i,j = 1,...,n :

(L.d@s, @) = (@, L.@j)m, ie ssi M.[L|z = [L]5.M, (5.22)
ou M = [(, ~)H}|5.
Preuve. On applique (5.17)). .

Exercice 5.19 On se fixe un produit scalaire (-, -)x.

1- Donner un exemple d’endomorphisme L (-, -) g-symétrique dont la matrice n’est pas symétrique.

2- Montrer : si la matrice de L est (-, -) g-symétrique dans une (-, -)g-b.o.n., alors elle est symétrique
dans toute autre (-,)g-b.o.n..

3- Montrer : la symétrie d’'un endomorphisme L est dépendante du choix du produit scalaire : on peut
avoir L symétrique pour un produit scalaire (-,-)y donné, et L non symétrique pour un autre produit
scalaire (-,-);, donné :

LL=L et LT #L. (5.23)

Réponse. Suite de l’exemple: L]z = ((1) (2)>7 bi = @ et by = @1 + @2, donc P = ((1) 1) et [L]\E =

P lL)z.P = ((1) ;1> qui n’est pas symétrique.

1- On prend L € £(R?), (@;) = (¢:) la base canonique et (-,-)g = (-, )g2 le produit scalaire euclidien.
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16 5.7. Diagonalisation des endomorphismes symétriques

Ici L est (-,-)gz-symétrique : sur la base canonique (€1,) on a (L.€;,€;)rz = (L.€j,€)r2 = ([L]j2)s (la
matrice [L]|z est symétrique). Mais la matrice [L];, de L dans la base (b1, b2), n'est pas symétrique (la matrice
dépend de la base), bien que L est (-, -)g2-symétrique.

2- Soit (a@;) et (b;) deux b.o.n., donc (@i, @;)m = 6i; et (bi,b;)ar = 0;; pour tous 4,j. Soit P la matrice de
passage de (@;) a (b:), donc b; = ). P;;d; pour tout j.

On a PT.P =1 car (5”' = (bi,b]')H = Zké Pkinj(ak,ﬁg)H = Zk[ PkiPej5kg = Zk P)ﬂ'ij = (PT.P)Z']'. Donc
p~t=pT

Et formule de changement de base des endomorphismes : [L]; = P~'.[L]z.P. Donc si [L]; symétrique alors
(L] =P [L)Z.(P~")" = P7".[L]a.P = [L];, et [L]; est bien symétrique.

3- On reprend le cadre R? du 1-, et (-,-)g = (-, -)g2 le produit scalaire euclidien. La matrice de (-,-)x dans la
base (€;) est donc la matrice identité [(-,-)g] = I. On a vu que L est (-, -)g2-symétrique.

Soit A(-,+) = (+,-)n le produit scalaire défini dans la base (€;) par sa matrice [h] = } ;) dans la base
canonique. Et A(-,-) est un produit scalaire : symétrie OK car (h(€;, €;) = h(€};,€;), soit h;; = hj; pour tous i, j),
et valeurs propres strictement positives car Tr([h]) > 0 et det([h]) > 0.

- Lo N 11 0 1
On a (Lf.e,é&)n = (L.é1,8)n = (€1,é)n = (1 0).<1 2).(1) = (1 O).(2> = 1, alors que

(Lp.€2,€1)n = (262,€1)n = 2(0 1).(1 ;).(é):ﬂo 1).(1):2,doncL£7§L.

1 2 .
1 4> n’est pas symétrique. T

Ou encore on applique (5.14) avec ici M = [h], et M.[L] = (

5.7 Diagonalisation des endomorphismes symétriques

Définition 5.20 Soit L € L£(H) un endomorphisme. Un couple (A, 7) € R x H est un couple “(valeur
propre , vecteur propre)” de L ssi :
T#0 et LU=\ (5.24)

Théoréme 5.21 Soit H un espace vectoriel réel de dimension n muni d’un produit scalaire (-,-)q.
Soit L € L(H). Si I'endomorphisme L est (-,-)g-symétrique, alors L est diagonalisable dans une b.o.n.
de (H,(-,")g). Le. : siVZ ¢ € H on a (L.Z,§)ng = (&, L.Y) g, alors :

I, dn €R,
Ip1,....,pn € H,

} t.q- Vi,j=1,...,n, Lﬁ] = \;p; et (ﬁi,ﬁj)H = 0;5. (5.25)

Et donc, (p;) étant une (-,-)g-b.o.n.,

L= \ipi ®,p: (5.26)

i=1
Preuve. Soit (b;) une (-,-)g-b.on dans H. Ainsi la matrice [L] 7 de L dans la base (b;) est symétrique,
cf. (5.22). Donc avec R™ muni de sa base canonique (&;) et de son produit scalaire canonique (-, -)gn,
la matrice A = [L]lg est diagonalisable dans une b.o.n. (¥;) de R™ : Ay, ..., A\, € R, 371, ...0, € R t.q.

A.U; = \U; et (U, 7))rn = 0;; pour tout ¢, j. Notons P = [P;;] la matrice de passage de la base (€;) a la
base (7;), ott donc ¥; =), P;;€;. Posons

Pjli; = [Wiljes ie Py = Zpijbi- (5.27)
Donc :
[L]\E-[ﬁjhl? = [ﬁjhg avec [ﬁ‘]‘%-[ﬁjhg =1, (5.28)
donc, pour tout 7,7 :
Lﬁ} = /\jﬁ_ﬂ avec (ﬁlaﬁ?)H = 61] (529)

car (b;) est une (-,-)g-b.on.. Donc L = S NP ®, B, et ici pF = P (cas d'une b.o.n.), d’ot 1} oa
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17 5.8. Projection et espace propre associ€ & la valeur propre A =1

5.8 Projection et espace propre associé a la valeur propre A =1
5.8.1 Projection

Soit H un espace vectoriel de dimension n (finie) et L € £L(H). Rappel KerL := {Z € H : L.& = 0}
(noyau) et ImL := {¢ € H: 3% € H t.q. L.¥ = ¢} (image).

Définition 5.22 Une projection de H dans H est un endomorphisme P € L(H) qui vérifie :
PoP =P (5.30)

Proposition 5.23 Soit P une projection non nulle (il existe 7 € H t.q. P.7 # 0).
1- ¥ € ImP ssi P.U = ¥ (la restriction de P & ImP est I'identité).
2- KerP NImP = {0}.
3-
H = KerP @ ImP. (5.31)

Et on dit que P est la projection sur ImP parallélement 4 KerP.
4- P est diagonalisable : P n’a que deux valeurs propres 0 et 1 associées respectivement aux espaces
propres KerP et ImP.

Preuve. 1- Si ¢ = P(¥), alors ¥ € ImP. Et si ¥ € ImP alors il existe @ € H tel que P(d) = ¥. Et
P(P(u)) = P(u) car P est une projection, donc P(v)) = ¢. Donc Pipmp = I.

2- Soit @ € KerPNImP : donc P(%) = 0 et 34 t.q. ¥ = P(@). Donc 0 = P(7) = P(P(a@)) = P(@) = 7 :
onav=0.

3- Soit ¥ € H. On a ¥ — P.¥ € KerP car P.(¢ — P¢) = Pt — (Po P).¥ = P¥— P¥ = 0. Donc
¥ = P+ (7—P.?) € InP+KerP, donc H = KerP+ImP. Et KerPNImP = {0} donne H = KerP&ImP.

4- Si ¥ € KerP, alors P(¢) = 0 : donc tout vecteur de KerP est vecteur propre associé a la valeur
propre 0. On peut en choisir nxg = dim(KerP) indépendants.

Si ¢ € ImP, alors P.v' = 4. Donc tout vecteur de ImP est vecteur propre associé 4 la valeur propre 1. On
peut en choisir dim(ImP) = n — nx indépendants car n = dim(H) = dim(KerP & ImP) = dim(KerP) +
dim(ImP) : On a ainsi obtenu une base de vecteurs propres : P est diagonalisable, et il n’y a pas d’autre
valeur propre (0 est valeur propre de multiplicité nx et 1 est valeur propre de multiplicité n—ny,). .

Exercice 5.24 Vérifier : si H est de dimension finie n, si A est la matrice d’'une projection P, alors
A? = A, et les deux seules valeurs propres possibles de A sont 0 et 1.

Réponse. Soit (@;) une base et A la matrice de P dans cette base, soit P.a; = > ., Ai;d; pour tout j. Alors pour
tout j = 1, ..., 0n a P(P@']) = P.(_l'j, soit P(Z?:l Az]ﬁz) = 22:1 Akj(_ik, donc ZZk:l A”A;W(_ik = ZZ:I Akjﬁk,
donc (A.A)y; = Aygj, ce pour tous k, j, donc A% = A.

Si A€ Ret & € R"—{0} vérifient A.& = \Z, alors A2.Z = A.(A.Z) = A.(\T) = M\A.Z = \2Z, avec A? = A,
donc A¥ = \?Z, donc A = A%, donc A =0 ou 1. .

5.8.2 Projection orthogonale

Définition 5.25 On munit H d’un produit scalaire (-, ). Une projection (-, -) gorthogonale, ou projec-
tion orthogonale relativement au produit scalaire (-, ), est une projection telle que :

Vi € KerP, Vu; € ImP, (U, ¥;)g =0, ie.t.q. ImP Ly KerP, (5.32)

N
et, avec (5.31), on note H = KerP @& ImP.

Proposition 5.26 Une projection (-, -) g-orthogonale est diagonalisable dans une (-,-)g-b.o.n..
En particulier une projection (-,-)g-orthogonale est un endomorphisme (-, ) g-symétrique.

Preuve. La projection étant orthogonale, on prend une b.o.n. dans KerL et une dans ImZL, et on obtient
une b.o.n. faite de vecteurs propres.

Et un endomorphisme L diagonalisable dans une (-,-)g-b.o.n. (¥;) est nécessairement (-,-)g-
symétrique . 0on a (Lﬁl,ﬁj)H = ()\1171,'6})}1 = )\151] = (171'3Aj17j)H7 donc (L1717173)H = (ﬁl,Lﬁj)H, ce
pour tous 4,5 : donc L est (-, -)g-symétrique : LE, = L. un
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Exercice 5.27 Montrer que si P est une projection, on peut toujours trouver un produit scalaire (-, )y
sur H telle que P est une projection orthogonale.

—

Réponse. Soit (@;)i=1,...,n, une base de KerP et soit (b;)i=1

famille (81 ) i=1

,,,,,,,,,,

n; une base de ImP. Comme H = KerP®ImP, la
n définie par ¢; = @; pour tout i = 1, ...,nx et Cn+i = b; pour tout ¢ = 1, ..., ny est une base de H.

On définit alors la forme bilinéaire g(-,-) par g(&, ¢;) = d;; pour tous 4, j = 1,...,n. On vérifie immeédiatement que
g(-,-) ="°% (... ainsi définie est symétrique définie positive. on

5.8.3 Approximée de f € L?(Ja,b]) par f, € P,

Soit f € L?(]a, b]) donnée. Comment trouver la fonction f;, € P; qui approche “au mieux” f?

Si on dispose d’une distance on veut minimiser la distance entre f et P;. Ici on dispose de I'instrument
de mesure ||.||z2, donc : on veut trouver la fonction f; € Py qui minimise ||f — fz||r2-

P, étant un sous-espace vectoriel de L?(]a,b[) de dimension finie, il est fermé, donc fi, existe et est
unique : c’est la projection (-, -)2-orthogonale de f sur Py, i.e. est solution de

(frrgn)re = (f,gn)L2,  Vgn € Pi, (5.33)

ou si on préfére (f—fr, gn)r2 = 0 pour tout g, € Py, i.e. f—f, L2 Py, faire un dessin.

Calcul : soit (¢;) une base de P, (par exemple la base des fonctions chapeau), et
fn= Zyjsﬂj, (5.34)
j=1

ot donc les y; sont les composantes de f;, sur la base (¢;). Connaitre f; c’est connaitre les n y; (les
inconnues sont yi, ..., Yn).

e lére méthode : dans (5.33), les g, = ¢; donnent les n équations :

n

Z%‘(‘Pja‘ﬂi)w =(f,pi)2, Vi=1,..,n,

j=1
soit
U1 (f7 4101)L2

- -

M[gl=[b], ot M=[(pi,pj)re], [H=|: |, [bl= : : (5.35)
Yn (fs¢n)rLe

La résolution de ce systéme donne les y;, d’out fr, = >, yipi-

e 2éme méthode : si on connait la base duale vectorielle (goz() alors (3.1) donne directement :

b b
vi = (o) ie = (F 0712 = / (@) fx) di = / K (2, 2) f(x) da, (5.36)

d’ot fr =3, yita,-

Le coit de calcul de la base duale vectorielle est le cotit d’inversion de M : C’est le colt d’une
diagonalisation, d’ou la :

e 3éme méthode : on connait une b.on. ((;) de diagonalisation, cf. (2.26). Alors, notant f, =
> i=1 2iGj» (5-33) donne directement

2i = (fh7<’i)L2 dgc(f’ C’i)L27 Vi = 17 ey N (537)

6 Application linéaire continue (opérateur borné)

Rappel : si (E,||.||g) et (F,||.]|r) sont deux espaces de Banach (espace vectoriel normés complets),
Papplication linéaire L : (E,||.||g) — (F,||-||F) est continue dans F ssi :

3¢ >0, ViekE, ||L.illr<C|ilg. (6.1)

Ce qui revient a dire que, L étant linéaire, L est continue en 0, ou encore bornée sur la boule unité : une
application linéaire continue est aussi appelée un opérateur borné.
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Et on note ||L||z(g,7) = ||L]| 1a plus petite des constantes C' vérifiant (6.1)), donc :

i

. L.dl|lp
L= sup [|Llle = sup 2P gz —E 0. (6.2)
|| m=1 a+0 ||Ulle a+0 ||UllE

Dong, si L est un opérateur borné, pour tout @ € E on a ||L.4d||r < ||L|| ||4]|&-

Notation. Cas (E,||.||g) = (F,||-||r) = (H, (-,-)m) Hilbert. On notera :

L(H)={L:H — H t.q. L linéaire et bornée} 6.3)
= {L: H — H linéaire t.q. ||L|| < oo} ’

'ensemble des opérateurs bornés (endomorphismes continus) de H dans H, ot ||L[| = supyg)|,,=1 ||L-il|r.

Rappel : si F et F sont de dimension finie alors toutes les applications linéaires sont continues. Dé-
monstration immédiate a I’aide de bases et des matrices. C’est faux en dimension infinie : voir exemple[6.1}
Exemple 6.1 Soit H = (2 = {(Z = (z,)n € RY t.q. 3.0° 22 < oo} muni du produit scalaire
canonique (7, )2 = Y| TnYn €t de la norme associée ||Z]],2 = (31, 22)2. Ainsi 2 est un Hilbert. On
note (&,) la base canonique de 2 (donc €; = (1,0,0,...), & = (0,1,0,...), ....et (&) est une (-, -)g2-b.o.n.,
trivial).

Soit L : £2 — (2 linéaire définie par L.€,, = \,€, pour tout n. Sa matrice généralisée est la matrice
diagonale [L]|z = diag(\,)nen- =10 diag(\,). Bt L.Z =Y, \ynp quand & = (z,)n+ = 3., TnCr.

Si la suite (A, )N+ est bornée, alors L est bornée de norme ||L|| = supy- (|An|), puisque & = Y x,€,,
L.Z =3, Anxn€, et Pythagore généralisé donnent ||L.Z]|> = > 77 A222 < (supy. A2) Yo, 22, et que
[|IL.€,]] = |An| permet de s’approcher aussi prés que souhaité de supy- (| An])-

Si la suite (A, )y« n’est pas bornée alors L n’est pas borné : on prend une sous suite (A, )ken+ telle
que | Ay, | —k—o00 00, €t on a || L€, || — k00 00. (Ici L : £2 — RN n’est pas un endomorphisme de £2 : il
n’est pas & valeurs dans ¢2. Ou encore, si on veut Im(L) C 2, le domaine de définition de L est strictement
inclus dans £2.) oa

Remarque 6.2 Il n’existe pas d’exemple explicite d’endomorphisme non borné d’un Hilbert dans lui-
méme au sens ou : si H est Hilbert, si L € L(H) (ot donc I'ensemble de définition est H tout entier et
limage ImL est incluse dans H) est donné explicitement, alors L est borné.

Pour trouver un endomorphisme non borné dans un Hilbert (donc avec ||L|| = o), il faut faire appel
a l'axiome du choix. Résultat démontré par Solovay (plus généralement dans un Banach), voir J. D.
Maitland Wright [5].

Donc dans la pratique, quand on considérera un endomorphisme dans un Hilbert H, il sera borné, et
on pourra calculer (ou en tout cas estimer) sa norme : les seules hypothéses & vérifier seront que L est
défini sur tout H, L est linéaire, et ImL C H. ==

Deuxiéme partie

Noyau intégral

7 Dans /2 : noyau intégral discret = matrice généralisée

7.1 Produit scalaire dans />

L’ensemble de suites réelles & = (z;);en+ est noté RN = RxRx... produit cartésien infini dénombrable.
RN 4 .) =10t RN egt, un espace vectoriel dont la base canonique est la base (€;);en- donnée par

e =(1,0,0,...), €& = (0,1,0,...), ..., extension de la base canonique de R™ pour n infiniment grand.
2 est le sous-ensemble de R constitué des suites de carrés sommables (suites “d’énergie finie”) :

2 ={&= (z;)ien- € RY t.q. me < 00} (7.1)
i=1

C’est un sous-espace vectoriel de RN, Tous les €; de la base canonique de RN sont trivialement dans ¢2,
et (€:)ien- est la base (encore dite) canonique de ¢2. La condition > ;- 27 < oo permet de munir ¢* du
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20 7.2. Endomorphisme de (2 : sa matrice — son noyau intégral

produit scalaire (-,-),2 (euclidien généralisé) et de la norme ||.||,2 associée (Pythagore généralisé) : pour
— %) — — %) - 2
T= (2i)ien = 3272, %i€i et § = (yi)ien~ = D ;2 ¥i€; dans £

[ee] oo

o - 1

(&) =) wyi et |[Fle = ah)=. (7.2)
i=1 i=1

Dans la suite on utilisera exclusivement la base canonique (&;) de £2, et on notera [.];z =""[L].

On renvoie au cours d’éléments finis pour la démonstration de : (€2, (-, -)s2) est “un espace de Hilbert” :
(+,-)¢2 est bien un produit scalaire, et £2 est complet pour la norme associée ||.||s:.
7.2 Endomorphisme de /? : sa matrice — son noyau intégral

Soit L € L£(¢?) un endomorphisme de ¢2. Pour j € N*, on note L;; = K (i, ) les composantes de L.}
dans la base canonique (€;) :

Llj K(L])

L& =Y Ly =) K(i.j)& [Le]= o= K(T:L,j) — [L].&)). (7.3)

nj

(On rappelle que [.]jz=""[].)

Définition 7.1 La matrice (généralisée) [L]|z = [L] de L dans la base (€;) est le tableau de réels :

Ly Ly ... K(1,1) K(1,2) ...

[L] = [Lij]iEN* = [K(’L,])] jenr = Loy Loy ... — K(2,1) K(2,2) ) (74)
JEN* JjEN* . . . . . .
La j-éme colonne [L.€;] = [L].[€;] de [L] donne les composantes de L.€; dans la base (€&;).
J J J
Par linéarité de L, pour T = (2;)ien+ = D50y 2:€; € €%, 0n a
> Lijx;
L% = z;xj L.é; = Z; Z;Lijxj &, donc [L.i]= 5, Lnjxj = [L].]7), (7.5)
j= i=1j=

a comparer avec (5.3). Et on note Z = (z;)ien- = Yoo, ;€ =" 300 2(i)€; € €2, et (L.ZT); ="%(L.Z)(i)
la i-éme composante de L.Z dans la base (€;) :

—

(L.3)(i) = Z Lijz; = ZK (i,5)z(j) = ZKi(j)xm donc = (K;, @), (7.6)

ol

Ki(j) = K(i,j) = Lij, et K;=(K;(1),K;(2),...)=> (Ki(j)e; = Y _ Li;éj. (7.7)
j=1 j=1
Et la matrice K = [K (4, j)] est le noyau intégral discret.
Remarque : (7.6) deviendra pour les fonctions f € L?(]a, b[) :
b b
CH@ = [ Keni@dy= [ Ka)f)dy = (Ko e (7.9
y=a y=a

Et la fonction K : (z,y) — K(z,y) sera le noyau intégral.

Remarque 7.2 Dans (7.6) la mesure utilisée est la mesure = »>°2, §; de comptage :

(L.2)(1) = 32721 Ki()x(5) = 3272, (Kw) () = p(Kid).
Dans (|7.8) la mesure utilisée est la mesure pu, = d2 de Lebesgue :

(L.f)(z) = f;:a Ka(y)f(y) dy = f;:a(Kxf)(y) dy = pe(Kz f).
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8 Opérateur de Hilbert—Schmidt

8.1 Rappel : norme de Frobenius dans R"

An
i "
Soit une matrice n*n carrée A = [A;;] ett le vecteur colonne associé V= Anl = eR™ :
12
. V2
ATL’I’L

on a mis les colonnes de L les unes & la suite des autres. La norme de Frobenius ||A4||2 de la matrice A
2
est la norme usuelle dans R™ :

712 n
1Al = [[Vl[ge =D Vi =D Al (8.1)

i=1 ij=1

Et de méme que la généralisation simple de R™ est £ (on ajoute la contrainte p— r? < 00), les

endomorphismes simples de £* seront ceux dont les matrices vérifieront 375, AZ; < oo.

8.2 Opérateur de Hilbert—Schmidt

Soit (H,(-,-)m) un espace de Hilbert séparable (i.e. qui admet une base dénombrable), et soit (d;)n=
une (-, -)p-b.o.n. (donc (&@;,d@;)m = d;; pour tout ¢,5), et on dira simplement (@;) est une b.o.n..

Définition 8.1 Soit L € £L(H) (un endomorphisme sur H) et soit L;; est composantes sur la base (a;),
ou donc L.@; = Y ;2, L;;d; pour tout j. L’endomorphisme L est de Hilbert-Schmidt ssi :

> L} < oo (8.2)
ij=1
On note

L[]z =

> L%, et Lps = {L de Hilbert-Schmidt} (C L(H)). (8.3)

ij=1

Exemple 8.2 Dans (¢2,(-,-),2) muni de sa base canonique, L € L£(¢?) donnée par (7.3), L € Lgs ssi
Siger L < oo
En particulier I'opérateur diagonale L.€; = \;&; est de Hilbert-Schmidt ssi > .- A\? < oo.
L’opérateur identité I n’est pas de Hilbert—Schmidt. .

Exercice 8.3 Montrer : 1- Lyg est un sous-espace vectoriel de £(H).
2- ||L||2 est un réel indépendant de la b.o.n. (a;)y- choisie dans L?(§2) pour représenter L.

3- ||-||2 est une norme sur Lyg.
4-
LI < [|L]]2- (8.4)
5-
[IL o M|z < [|L]|2]|M][2- (8.5)
Réponse. Voir cours de 3éme année “Problémes paraboliques...”. =n

8.3 Opérateur de Hilbert—Schmidt symétrique : diagonalisable

Définition 8.4 1- A l’aide du produit scalaire (-, )y fixé, pour L € L(H) on définit ’application linéaire
transposée LL ="°" LT par, pour tous 7, € H :

2- L est (-,-)g-symétrique ssi LT = L, i.e. ssi (L.ij, ) g = (¥, L.%) iy pour tout &, .
3- L est défini positif ssi VZ # 0, (L.Z,Z)g > 0.
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Avec (d;) une b.o.n. de H, on note, pour tout j :

Lij=Y Lyd, L".d; =Y (L") (8.7)
Et (L".d@;,d;)g = (L.d;,d;) g donne pour tout i, j
(L")ij = Lj; soit [L")z = ([L]jz)" (cas d’une b.on.). (8.8)
Proposition 8.5 Si L € Lyg, cf. , alors LT € Lys, et :
LT |2 = ||L]]2- (8.9)
Preuve. On a co > >3 37 | L2, = 377 377 L7, grace au théoreme de Fubini (les séries étant a
termes positifs), donc = 337, (L )l], donc || L]y = ||L]|2 < oc. L

Théoréme 8.6 Un opérateur L de Hilbert—Schmidt symétrique est diagonalisable dans une b.o.n. : il
existe (\;)ien+ € RN (valeurs propres) et (¥;)i=1,....co € HY (vecteurs propres associés) t.q. :
Vi € N*, L.v; = )\2772; (772')N* base, Vl7j S N*, (’IT);,’[Z)H = (5” (810)

Et ||L|l2 = >2i2, A2, donc Y ;2 A? < oo (et donc en particulier \; —;_,0 0.)
Si de plus L est défini positif, alors toutes des valeurs propres \; sont > 0. Et dans ce cas, notant
L;; =10t [¢ (4, ) les composantes de L dans une b.o.n., la forme bilinéaire (-,-)x définie par :

(Z,9)k = (LL,§)n = ZLU%% n%t'ZK(ivj)af(j)y(i% (8.11)

est un produit scalaire sur H.

Preuve. Un opérateur de Hilbert—-Schmidt est compact, et un opérateur compact symétrique est diago-
nalisable (voir cours de 3éme année : “Problémes spectraux et équations d’évolution de type parabolique

et hyperbolique”). D’ou (8.10).

Et si L est défini positif, alors \; = (L.0;,0;)g > 0. Et la bilinéarité de (-,-)x est immédiate par
linéarité de L et bilinéarité de (-,-)r2(q). La symétrie est immédiate par symétrie de L et de (-,)r2(q)-
Puis (L.Z, %)y > 0 quand & # 0 car L est défini positif. un

Ainsi dans la b.o.n. (7;) de diagonalisation on a (comparer avec ([5.26)) :

i=1

(8.12)

Remarque 8.7 Pour les fonctions, (8.11) se lira (f, ¢9)x = // K(z,y)f(x)g(y) dedy. un
Y

Remarque 8.8 La trace d’un endomorphisme L de Hilbert Schmidt symétrique vérifie
Tr(L) = Z LT, ) g = Z)\ (8.13)
=1

Attention, cette trace peut valoir +oo : prendre \; = ;. on

9 Théoréme de Mercer

(€2, (-, )e2) et (L?(Q),(+,)12) sont séparables, i.e. admettent une b.o.n. dénombrable (cf. la base de
Fourier dans L?(]0, 2n[) par exemple). Mais différence essentielle :

Les endomorphismes de L?(€2) ne sont pas tous représentables par des “matrices généralisés”, exemple :
Iidentité de £2 a une matrice généralisée (la matrice identité), pas 'identité dans L?(2) (n’a pas de noyau

intégral voir § .
Dans la suite on se restreindra au cas simple des endomorphismes de Hilbert Schmidt dans L?(€2) :
ils ont des noyaux intégraux qui permettent, et on pourra alors faire des calculs matriciels.

Rem : on peut remplacer le produit scalaire usuel de L?(2) donné par un produit scalaire de densité :
(f9)1s = / F@)g()dm(E),  dm(3) = p(F) do (9.1)

ol p est une fonction positive intégrable (pour (-,-)r2 usuel p = 1).
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23 9.1. Endomorphisme a noyau intégral : introduction

9.1 Endomorphisme a noyau intégral : introduction
Soit :

L*(Q) — L*(Q)
L: { (9.2)

foe L) "2 Ly,

un endomorphisme (application linéaire de L?(f2) dans lui-méme). Il est & noyau intégral ssi il est de la
forme :
Lf(@) = K(Z,9) fy)dy = (Kz, f) L2, (9.3)
jeQ
intégrale qui dépend du parameétre Z, (9.3) étant une extension de (7.6), les signes ¥ et [ étant les signes
somme. Et la fonction K est appelée le “noyau intégral de L”, ou donc

72 J—

Q —-R

K : fz - R et Kz:q | . L (9.4)
(@,y) — K(Z,9) ¥ — Kz(¥) == K(Z,9).

Cas particulier K(Z, %) = k(§ — &) : Popérateur intégral L est & noyau de convolution & :

Lf(F) = (k= f)(%) = F@)k(G — ) dy. (9-5)

7eQ

9.2 Noyau intégral L?
On supposera K € L?(Q?), donc défini presque partout et t.q. :

|K||12(02) < 00, le. // K(Z,9)* dedy < oo, (9.6)
(Z,9)€N?

& comparer a (8.2).

Proposition 9.1 Soit K € L*(Q?). Alors, pour tout ¥ € Q, Kz € L*(Q). Et pour f € L?(Q2), on a
Lf e L?(Q), et L € L(L?(2)) est un endomorphisme continu, avec :

L]l zz2 ) < |1K]|L2(02)- (9.7)

A comparer avec .

Preuve. K € L?(0?) ssi K? € L'(Q?); et K? > 0, donc on peut appliquer le théoréme de Fubini :
donc en particulier K2 € L*(Q), donc Kz € L*(Q2). D’ou, si f € L*(Q), avec (9.3) et Cauchy-Schwarz
dans L?(Q2) on obtient :

Lf(&)* = (Ko, )72 < 1Kol 221 F11Z2(0)

d’on :
/ LF@®? de < ||| / 152 ade < [[71 e / ( / K&, ) dy)dz,
Q TreN TEQ JYEQ
et donc ||Lf|[72(q) < K72 (q2)l1f|[72(q) < oo, d'ott Lf € L2(R) et (9.7). =

Exercice 9.2 (Composition des noyaux). Soit L, M € L£L(L?(2)) opérateurs a noyaux K, Ky € L*(Q?).
Montrer : Lo M € L(L?(R)), et L o M est a noyau Ky € L?(Q?) donné par

Kru(Z,9) = ﬂEQKL(qu)KM(Z@dZ (= (Ko(Z,.), Kpe (- 9) 2(9)), (9.8)

a comparer a (8.5). Ainsi (Lo M)(Z) = [, Kram(Z,9) f () dy pour tout Z € €.
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24 9.3. Opérateur de Hilbert-Schmidt dans L?(Q)

Réponse. Pour f € L*(Q) et € Qon a:
(&) = / Kp(Z,2)M )(Z)dé':/ K (Z,2)( / Kum(Z,9) f(9) dg)dz. (9.9)

Veérifions qu’on peut appliquer Fubini : posons K, comme en , et vérifions que K est dans L%(Q?). Avec
Cauchy-Schwarz dans L?(Q), sachant K, Ky € L*(Q?) et donc Kz, Ky € L*(Q), on a, pour Z,7 € Q

Kim(Z,9) < [|Kr(Z, ~)||L2(Q)||KM ||i2(n) :/KL(f Z) dZ/KM t ) j

et les fonctions étant toutes positives on peut appliquer Fubini, donc

/ / K@ < / / / / K@, 2 K (7, 9)° didgdzdi
Z,Y)EQ
< / / Ki(7,2)° da‘:’dZ/ / Ko (7, 9)? dgdi
7,7 bt

= ||KL||i2(Q2)||KM||%2(Q2) < oo.
Donc Kry € L*(Q?). Donc 4 — Krim(Z, %) f(@) € L' (Q) (car f € L*(Q) et Cauchy-Schwarz). Donc on peut
appliquer Fubini a : LM (f)(&) = fyeﬂ szQ Ki(Z,2)Km(Z, ) dz) dij = [, Kom (Z,9) f(7) dy. -
9.3 Opérateur de Hilbert—Schmidt dans L?(Q)

(L%(Q), (-,-)12) est un Hilbert séparable, voir cours “Intégrale de Lebesgue”. Soit (a;)y- une b.o.n. de
(L2(2), (-,+)2) (voir cours de 3éme année, les a; sont des fonctions € L%(Q)). Soit L € £(L?*(Q)) (un
endomorphisme borné) de matrice généralisée [L]|z = [Ly;] dans la b.o.n. (a;) : pour tout j € N* :

aj = ZLijai. (910)
i=1
Et L € £(L*(Q)) est un opérateur de Hilbert-Schmidt ssi, cf. (8.2) :
ILll2 < 00, ie. Y L} < oo (9.11)
ij=1

Remarque 9.3 On travaille ici “comme dans ¢?” grace & I'isomorphisme Z : L?(]a, b[) — ¢? explicitement
donné par Z(a;) = €; pour tout i € N*, out (&;) est la base canonique de £2. Et c’est bien un isomorphisme
entre deux Hilbert : il conserve le produit scalaire, & savoir :

(@, V)2 = (Z(#), Z(¥))e2. (9.12)
En effet : (&) et (@;) bomn., donc ¢ = > @na, et ¥ = > tpa, donnent (p,¥)r2 =
an @nwm(an; am)L2 = En OntPn = Enm W7L¢m(€na gm)ﬁ = (I(@),I(¢))gz, donc - ]

9.4 Noyau d’un opérateur de Hilbert—Schmidt

Ici (H, (-, )m) = (L3(Q), (-,")p2). Soit (a;)ien est une b.o.n. de L*(Q) (donc (a; ®, a;)i jen+ est une
b.o.n. de L?(022)).

Théoréme 9.4 Si K € L?(0?), alors 'endomorphisme L € L£(L?(Q)) associé par est de Hilbert—
Schmidt : L € Lyg.
Réciproquement, si 'endomorphisme L € Lyg (est de Hilbert—Schmidt), alors il a un noyau K €

L2(02), ie. il existe K € L*(Q?) t.q. (9.3).
Et :

si K= Z Kijai ®H @ et L.CLj = ZLijai, alors L,’j = Kij- (913)
i,j=1 i=

Autrement dit la matrice [K;;] des composantes de la fonction K dans la b.o.n. (a; ®, a;) est égale a la
matrice [L;;] de 'endomorphisme L dans la b.o.n. (a;).
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25 9.5. Cas Hilbert—Schmidt symétrique

Preuve. = Hyp. : K € L?(Q?), donc de la forme K = >

oo (Pythagore généralisé car (a; ®, a;); jen est une b.o.n. de L?(2 x Q)). Et, pour f € L?(Q2) la propo-
sition (9.1 donne : L € £(L?(€2)) défini par (9.3) vérifie L.f € L?*(2). Notons L.a; = Y o, L;ja;. Comme
(d@;) est une b.o.n., Lij = (L.aj, a:)2(0) = [( 7 K (@, §)a; () dy)ai(T) dv = (K, a; @, aj)LZ(Q2) = K;; (Fu-
bini car [[[|K(Z,9)a;(§)a;(T)| dedy < |\K||L2(Qz)||a7 ®y aj]|12(02) < 00). Done 3. L2, = 37, K7 < 0.
Donc L est de Hilbert—Schmidst.

< Supposons L € Lys. Notons L.a; = Y .o Li;a;, avec donc Zij < 00. Soit K = Z Lija; ®,a;.
Donc ||K|\L2 Q2) = =2 L?; < oo (Pythagore), donc K € L?(Q?). Et, pour tout & et pour tout ke N*:

ij=1 i ai®,a;, avec HKH%"‘(m) = Z;x; VK <

(Kzaak § Lz]az G,],ak L2 = § Lz]az a]7ak L2 — § szaz

i,j=1 i,j=1

la deuxiéme égalité par bilinéarité et continuité du produit scalaire, donc (Kz,ax)rz = L.ax(Z). Donc

pour f € L?(Q), f = >, ykak, ie. f(Z) = >, ywar(Z) p-p., (Kz, f)r2 = L.f(Z), donc K est le noyau
intégral de L. .

Remarque 9.5 Soit L € £(L?(2)) un opérateur de Hilbert-Schmidt de noyau K. Soit f € L?(f2). Pour
ZeQona:

L.f(%) = Ky, f)r2 = /f #(7) dy), (9.14)

donc la valeur Lf(&) est une “valeur moyenne de f en Z”’ pour la mesure de densité K, (y) dy.
Et ’espace propre associé a la valeur propre 1 de L est :

Ker(L—I)={f e L*Q):L.f=f},

éventuellement réduit & {0} (quand 1 n’est pas valeur propre de L). Supposons Ker(L —I) # {0}, et soit :

H =XKer(L —1I).
Al Feq Kpiq o K t une fonctionnelle d’¢
ors, pour T , Kz : . . est une fonctionnelle d’éva-
Y e = Ka(fn) = Lofu(@) = fu(®) = (Kg, fn)r2
luation de fj, en Z donnée par la mesure de densité K, (y) dy. .

9.5 Cas Hilbert—Schmidt symétrique
Ici ’endomorphisme L € £(L?(Q)) est (-, ) 2-symétrique :
Vg€ L*(Q), (L.f,9)rz = (L.g,f)L2- (9.15)
Le produit scalaire (-, )2 étant implicite dans la suite, on dira simplement que L est symétrique.

Proposition 9.6 Si L € Lyg est symétrique, alors son noyau K est symétrique :

K(z,y) = K(y,z), Va,y€ (9.16)
Preuve. Immeédiat avec (9.13)) et (9.15). ua

Théoréme 9.7 Si L € Lys (de Hilbert—Schmidt) symétrique défini positif de noyau K € L?*(Q?), voir
théoréme[9.4, alors la forme bilinéaire (-, ) définie par :

d f
(R LS. g) 1oy = (Ko f @u iy = [ [ Ko o) dody, (917)
est un produit scalaire sur L?(Q). A comparer avec (8.11]).

Preuve. La bilinéarité de (-,-)x est immeédiate par linéarité de L et bilinéarité de (-,-)r2(q). La symétrie
est immédiate par symétrie de L et de (-,-)r2(q). Puis (L.f, f)r2(0) > 0 quand f # 0 car L est défini
positif. .
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26 9.6. Théoréeme de Mercer de diagonalisation

9.6 Théoréme de Mercer de diagonalisation

C’est le théoréme de diagonalisation des “matrices généralisées symétriques”, appliqué a L?(Q) dans
le cas des endomorphismes & noyau intégral de Hilbert—Schmidt (voir remarque [9.3)).

Théoréme 9.8 Soit K € L?(Q?) symétrique. L’opérateur L € Lys (de Hilbert-Schmidt) associé par (9.3
est diagonalisable dans une b.o.n. de L*() :

I(Aien- €RY, y LG = Aii,
.q. Vi,j € N*, 9.18
{ 3(¢i)ien+ base de LQ(Q),} - T € { (AOIZES 5ij-} (9.18)

Et :
Y A <oo, [L =diag(\)ien-, K=Y NG ®, G (9.19)
=1 =1

(Faire le paralléle avec les matrices symétriques, cf. et (8.12).) De plus :
1- si Q est borné et si K est borné sur la diagonale, i.e. supzcq |K(Z,Z)| = C < oo, et

2- si les \; sont tous positifs,
alors ) . A\i < 00, et la trace de K a un sens, cf. (8.13).

Preuve. On applique le théoréme [8.6]: d’o et (9.19).

Puis, si K est borné sur la diagonale, alors 3C > 0, Vo € Q, |K(Z,7)| = | Y., \i(3(T)| < C (il suffit
que ce soit vrai pour presque tout Z). Si de plus Q est borné, alors co > [, Cdx > [, |K(Z,Z)|dx. Si de
plus A; > 0 pour tout i, on a 0o > [, >, M (Z) de = Y-, Ni|[¢F]]7. = >0, Ai : la trace est finie. o

Remarque 9.9 La trace n’est pas toujours finie. Exemple 2 =]0, 1[ (borné) avec K non borné sur la
diagonale : on prend la base de Fourier ey (z) = cos(2kmz) si k > 0 est pair et eg(r) = sin(2knx) si

1
k > 1 est impair, et on définit L par L(eg) = 0 et Le = Zek la trace Y, + est infinie. Ici K (z,y) =

1
Z —ex(x)er(y), et K n’est pas essentiellement borné sur la diagonale, sinon le théoréme serait faux.

k>0
Vérifions-le dans ce cas. Notons M ’ensemble des sous-ensemble de |0, 1] de mesure nulle. Dire que

K n’est pas essentiellement borné sur ]0, 1] signifie VC' > 0, 3A ¢ My, sup 4 | K (z,z)| > C.

Soit C > 0, soit N € N* t.q. 330, 1 > 2C, et soit € €]0, 5a—[ t.q. cos?(2Nme) > 1 ; alors pour tout

x €]0,e[ on a Z,ivzl 3 cos?(2kmz) > C, donc Y 77, 4 cos?(2kmz) > C (on a ajouté des termes > 0), ce
pour tout z €]0, e[, avec ]0, e[ de mesure non nulle. oa

Remarque 9.10 Pour les fonctions & valeurs complexes, ne pas oublier le conjugué dans (f, g)r2(o;c) =

Ja f(@)g(x) da. 2 se lit K =321 A G @, G, soit K (Z,37) = 325721 A Gi(2)G(5). v
VALG(E)

Notation : soit ® : Q — RV la fonction donnée par ®(Z) = \/TC @ | On suppose ® () € £ pour

(presque) tout Z. Alors, & & et ¢ fixés, cf. (9.19) :
K(Z,9) = ((Z), 2(9))s, (9.20)

i.e. K(Z,¥) s’exprime comme un produit scalaire dans ¢2. En particulier on obtient (Cauchy-Schwartz) :

1

(K (7,9)2 = [|2(@)[[e2|| ()] 2 (9-21)

Nl=

K (Z, )| < (K(Z, 7))

Le seul probléme (!) est qu’on ne sait pas a priori, pour un 7 fixé, si ®(7) € ¢2, i.e. si Y, Ni|G(F)]? < o0

Donc (9.20) est une notation formelle, sauf si, par exemple, on est dans le cadre du théoréme
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9.7 Cas positif et opérateur racine carrée

Soit K € L?(9?) symétrique et positif : K (&, 7) = K (7, T) pour (presque) tout 7,7 € €, et

vierr@, [ K@nf@s@ o
Autrement dit ’endomorphisme de Hilbert—Schmidt symétrique associé L, cf. (9.3)), est positif :
Vfe L), (L.f,f)r> >0 (9.22)

Dans ce cas, les valeurs propres éventuelles, cf. (9.18), sont positives puisque 0 < (L{;, G)rz = NG|
Et, avec les ntotations du théoréme [0.8 de Mercer :

K(Z,9) = ZA Gi(# (9.23)

Définition 9.11 Notons alors (cas K symétrique positif) :

k(Z, ) = Z Vi GE)G (7). (9.24)

Définition 9.12 On appelle opérateur racine carrée de L 'opérateur L? défini par le noyau intégral

k('a ) :
- / k()1 () dy. (9.25)
Yy
Proposition 9.13 Pour tout ¥,§ € Q on a :
K(Z,5) = (k@ ) k(- §)e (= / k(. k(7. 7) d2). (9.26)
Et . )
(L'faf)LZ = (LéfaLEf)L2- (927)

Preuve. La symétrie de k est évidente, cf. (9.24). Avec on a:
(k(Z,-), k = fo@fcj Gi(),G())
fo@fcj ZAQ G(§) = K(Z,9).
Soit (9.26). Puis :
(L1 = [LEELEE = [ / KE D@ dy)( [ G @) do)dz

= [ [ ke ik (e, 0 @) dyda

- [ [ KG@0s@1@dvde = (L.1.1).
Don (527,

Application a un noyau intégral reproduisant : c’est le cas A; = 1 pour tout ¢ et donc :

8

K =vk, K(@j) = (K@), K(,§)Lz, (9.28)

propriété de reproduction. Ici L est diagonalisable avec A = 1 'unique valeur propre (multiple), donc
L=1

NB : Attention I'opérateur identité I n’est pas de Hilbert-Schmidt dans tout L?(Q2), et le théoréme de
Mercer ne s’applique pas. Pour considérer L = [ il faudra se contenter de sous-espace de L2(f2), par
exemple les sous-espaces de dimension finie comme P;. Voir § suivant.
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9.8 Existence du noyau pour ’identité dans L?((2) : résultat négatif

Question : est-ce que l'opérateur identité I : L2(2) — L?(Q2) est un opérateur qui a un noyau intégral
K € L*(9?) (qui serait donc un noyau reproduisant) ?

Réponse : NON. (Voir figure pour lintuition : le “pic” du noyau devient de plus en plus étroit
quand P, — L%*(]a,b[), i.e. quand on “raffine le maillage”, et le noyau tendrait vers la fonction nulle
presque partout.)

Si oui, prenant  =]0,1[?, il existerait un noyau K € L?(Q?) tel que soit satisfaite : pour
feL*0,1)):

1
15@ =) 1@ = [ K@i (9:29)

Donc, pour tous f,g € L?([0,1]) :

(f,9)12 = / f(z d:vf/w 0/ K(z,y) f(y) dy) g(x) dx. (9.30)

Soit Ja, b[C]0, 1] et |c, d[C]0, 1] tels que Ja, b[N]c, d[= 0, faire un dessin : le pavé |a, b[X]c, d] est un rectangle
dans le triangle supérieur y > x de ]0,1[%, ou dans le triangle inférieur y < x de ]0,1[. Prenons f = 1. 4
et g = 1y 5. L'intégrale de gauche est alors nulle, d’ou :

0*/75 0/ K (2, 9) Ve (9) dy) Lo gy (o dx,/ / K(z,y) dy) de, (9.31)

ce pour tout pavé Ja,b[x]c,d[ de [0,1]? tel que ]a,b[N]e,d[= 0, i.e. pour tout rectangle dans le triangle
supérieur y > x de ]0, 1[?, ou dans le triangle inférieur y < = de ]0, 1[2.

Et comme ]0,1[*> est borné, comme K € L?*(Q%) on a K € L'(Q) grace a Cauchy-Schwarz :
fQ |K|dQ = (1Q, |K|)L2(Qz) < ||1QHL2(QQ>||K||L2(92) < 00. Donc on peut appliquer Fubini, et
donne ([, K(x,y)dzdy = 0 sur tout carré C dans le triangle supérieur y > = de ]0,1[*, ou dans le
triangle inférieur y < z de ]0, 1[?. Voir figure

Donc, la diagonale D = {(z,y) €]0,1[*: z = y} étant de mesure de Lebesgue nulle, et les carrés hors
diagonale formant une base de voisinage de [0,1]2 — D, K est nulle presque partout dans le carré [0, 1]%.
Donc If = 0 = f pour tout f € L?([0,1]), absurde. Donc I’endomorphisme identité L = I n’a pas de
noyau intégral.

Remarque 9.14 Ce cas L?(]Ja,b[) est trés différent du cas ¢? : dans ¢2, 'endomorphisme identité I :
¢? — (% a un noyau intégral, de matrice la matrice identité [I] : tous les termes sont nuls sauf les termes
pour i = j qui valent 1 (termes sur la diagonale). (Bien que I ne soit pas de Hilbert-Schmidt dans ¢2.)
Le cas £ correspond & la mesure de comptage p = > On, somme dénombrable des masses de Dirac
en n. C'est le cas des fonctions f ="z : n € N* — f(n) ="% 2, € R, ie. le cas des suites & =
(z(n))n+ = (zn)n+. Et donne (mesure de comptage), avec L = I et donc L;; = K(4,5) = d;; :

= ZK(i,j)I(j) = Z%’z(j), (9.32)

ce qui est vrai. (Bien que I'identité I ne soit pas de Hilbert-Schmidt dans ¢2).
Le cas L?(]a, b[) correspond & la mesure diffuse 1 = dx de Lebesgue, u(f) = f: f(x) dx, et ce § montre
qu’on ne peut pas passer brutalement de la mesure de comptage & la mesure diffuse de Lebesgue. .

Exercice 9.15 Dire pourquoi on ne peut pas appliquer le théoréme de représentation de Riesz pour

trouver un noyau intégral dans (9.29)).
Réponse. Soit L =T : L*(]0,1]) — L?(]0,1[); a z fixé la fonction :

L*([0,1) —»R
Lo def
f = L(f) = L.f(z) = f(x)

est trivialement une forme linéaire. Pour pouvoir appliquer le théoréme de Riesz & L, (qui donne existence d'une
fonction K, € L*([0,1]) t-q. Ls(f) = (K, f)12), il faut que L, soit continue sur L?(]0, 1[), il faut :

3e>0, VfeL’(0,1]) ta. [|fll2 =1, |La(f)] <e (9.33)
Clest trivialement faux : pour z €]0,1] fixé et n assez grand, prendre f, la “fonction porte” qui vaut /n
sur [z—5-, 2+ 5] et qui vaut 0 ailleurs : pour tout n on a || fn|[z2 = 1 avec |La(fn)| = [fn(2)] = VR —n—00 0.
Donc L, est non borné, et le théoréme de représentation de Riesz ne s’applique pas. un
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29 9.9. Noyau intégral borné et noyau intégral continu

9.9 Noyau intégral borné et noyau intégral continu

Proposition 9.16 Soit K € L?(0?), et L € Lys (de Hilbert-Schmidt) donné par (9.3). On suppose
K € L>®(Q) ie. ||K||oo < 00, €t Q borné. On note || le volume de 2.
Alors Im(L) C L*>°(Q) (i.e. les L(f) sont bornés) :

IL.f(Z)] < VIQ|K|lool|fllz2,  pour presque tout Z € Q, (9.34)

et done |1l < /IO 1Kl 112, et donc 1Ll (s2(o.=(e0) < VI K]l
C’est en particulier vrai si K € C°(Q"), avec alors Im(L) C C°(Q).

Preuve. |L.f(7)| < [|K|lx [o [f ()| de < ||| (10, ) z2 < [|K]locv/I21f]]z2, soit (9.34).

Si K e C’O(ﬁz), le théoréme de convergence dominée donne L.f € C°(Q) : lintégrant K (&, %) f (i) est

continu en Z, et est dominé par ||K|| f(¥), domination indépendante du paramétre Z, avec ||K||oof €
LY(Q) car Q est borné (Cauchy—Schwarz). ou

Remarque 9.17 Quand K € L?(Q?), on a L € £(L*(Q2)) de Hilbert-Schmidt, donc compact.

SiK € C’O(ﬁz) alors L : (L*(Q), ||.||2(0)) = (C°(Q), ||.||o) est également compact. En effet, montrons
que L f est équicontinue, ce qui permet d’appliquer le théoréme d’Ascoli, cf. cours “Problemes spectraux...”.
Soit f € L?(Q) et soit ,# € Q. On a |L.f(Z) — L.f(%)| < |(Kz — Kz, 2| < ||Kz — Kzl|[p2|| fllz2 <

£z /[ supgeg [ K (Z,9) — K(Z,7)| —~_.=0, car K est uniformément continue sur Q. En effet, mu-

r—T
nissant R" et R?" de la norme euclidienne, Ve > 0, 3In > 0, VZ, %, 7,7 € Q t.q. ||(Z,7) — (Z,9)||rr2z <7
(donc ||Z — Z||gr < 1), on a |K(Z,%) — K(Z,9)| < &, car K continue sur un compact donc uniformément
continue, donc |K (%, ) — K(Z, )| < . Donc L.f est équicontinue sur Q. oa

Troisiéme partie

Noyau intégral reproduisant

10 Espace de Hilbert & noyau reproduisant

10.1 La masse de Dirac d; et fonctionnelle ; d’évaluation en ¥
Soit © un ouvert non vide dans R™, n > 1, C°(2) 'ensemble des fonctions 2 — R continues, ¥ € €.

Définition 10.1 La masse de Dirac (ou mesure de Dirac) en # est la fonctionnelle (i.e. la fonction dont
I’ensemble de définition est un ensemble de fonctions, ici F(2)) :

c'@Q) —=R
O : { def
§ o) p@).
11 est immeédiat que dz est linéaire : 6z(f + Ag) = (f + \g)(Z) = f(Z) + A g(&) = 6z(f) + A dz(g).

(10.1)

Soit H un sous-espace vectoriel fermé dans (L?(Q), ||.]|12(q))- Soit Kz = 7 x restreignant 0z & H :
Kz = 8z - {H R . (10.2)
[ = Ka(f) = 0z(f) = f(@).
Définition 10.2 Si Kz est continue, Kz est appelée une fonctionnelle d’évaluation en Z.
Rappel : £z étant linéaire, sa continuité s’exprime :
Jez >0, VfeH, [Kz(fl<czllfllre, (10.3)
donc ici |f(Z)| < cz||f||L2- C’est en particulier vrai si: 3¢ > 0, Vf € H, ||f|loo < || f]|L2-

Exemple 10.3 Cas H = P, cf. (2.3), = €]a,b[. On a P; de dimension finie donc : P; est fermé et
K. continue (en dimension finie toutes les formes linéaires sont continues). Donc Kz = 0z p, est une
fonctionnelle d’évaluation, ce pour tout x € [a,b]. Remarque : les fonctions de P; sont continues, donc
f(z) est bien défini. oa
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30 10.2. Fonctionnelle d’évaluation et son représentant par Riesz

Exemple 10.4 H = P, cf. (1)), « €]a,b[—{x1, ..., xn} : Kz = 0z|p, est une fonctionnelle d’évaluation.
N.B. : ;, n’est pas défini car les fonctions de P, ne sont pas continues en x;. Mais on n’en aura

pas besoins (on n’aura pas besoin de définir les valeurs f(z;)) : 'information qui nous intéresse est

linformation “dans les pixels de la photo” (les bords des pixels ne nous intéresse pas). .

10.2 Fonctionnelle d’évaluation et son représentant par Riesz

Soit H < C°(Q) un sous-espace vectoriel fermé dans (L2(€2), ||.||z2), et donc (H, (-, -)z2) =" (H, (-,)#)
est un Hilbert. Soit & € Q et la fonctionnelle d’évaluation Kz = Oz|H-

Comme la forme linéaire ICz est linéaire et continue on peut appliquer le théoréme de représentation
de Riesz : ICz peut étre représentée, a ’aide du produit scalaire (-,-)g = (+,)r2, par un vecteur Kz € H
(ici un vecteur est une fonction dans l’espace vectoriel H C L*(Q)), i.e.

WKz e H, VfeH, (6.(f)=) Ka(f)=(Kzf)n (10.4)

On a donc

F@) = (e o= [ Keli)f@ 7= | 5@ dm(7) (10.5)

i.e. la valeur ponctuelle f(&) est donnée par une valeur moyenne (“dans le pixel”) & I’aide de la mesure de
densité dm(y) = Kz(¥) dyj, ot K3 est le (-, -)2-représentant de Riesz de Kz = 0z|5.

Exemple : H = Py, fy € P1,donc Kz € Py et f,(Z) = (Kz, fn)rz = fgjeﬂ Kz(Y) frn(y) dif (calcul simple
car la fonction produit Kzf) est quadratique).

10.3 Noyau reproduisant et EHNR
Définition 10.5 Avec (10.5)), la fonction (définie presque partout)
OxQ —-R
K: , (10.6)
(:c,y) %K(xv ) = Kf(y)v
est appelé le noyau reproductif sur H.

Et (10.5)) s’écrit

f(@) = (Kz flre = | QK(ffZ 91 (@) dy. (10.7)

En particulier
K(y, %) = Kyg(¥) = (Kz, Ky) 2, (10.8)

et donc K est symétrique : K(¢,Z) = K(&, ) (un produit scalaire est symétrique).
Définition 10.6 (|10.7)) est appelée la propriété de reproduction de f par le noyau K.
Définition 10.7 Lorsque H n’est pas réduit a {0}, le triplet :

noté noté

(H,(,)m, (K#)ze) = (H,(,)u,K) = H (10.9)

est un EHNR = Espace de Hilbert & Noyau Reproduisant.

Exemple 10.8 Dans H = P;, le noyau a été donné en (3.9). ia
Exemple 10.9 P; et Py comme vus aux exemples [10.8] et [10.10] sont des EHNR. .
Exemple 10.10 Dans H = Py, le noyau a été donné en (4.5). .

Remarque 10.11 Cas d’une fonction f C([a,b]) par morceaux : sa série de Fourier S(f) de f vérifie
S(f)(x) = f(z) aux = ou f est continue, et S(f)(z) = % valeur moyennée. Rappel : pour
[a,b] = [0,1] pour simplifier ’écriture,

1
S(f)(:z:):chei%kz ol ck:/ f(t)e 2k gt (10.10)
0

kEZ

et S est un endomorphisme de L?(]0,1[). Est-ce que S a un noyau intégral ? Le. a-t-on S de la forme
S(f)(x) = [ K(x,y)f(y)dy (donc = f(x) pour presque tout z)? Si oui, que vaut K ?
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31 10.4. Propriété de positivité et symétrie du noyau reproduisant

Vue Pexpression des ¢;, on a envie d’écrire, formellement aprés inversion des signes [ et ¥ :

1
S(f)(ﬂﬂ)=/O e f(ty e, don K(x,t) =) P = K (1)

kEZ keZ

Malheureusement K, (t) n’a pas de sens “au sens des fonctions” (série en général divergente), mais seule-
ment “au sens des distributions” (converge alors vers 0, sauf aux points = de discontinuité).

Mais on peut quand méme s’en servir de maniére approchée : pour un calcul numérique, on ne peut
pas faire une somme infinie, et on est obligé d’approximer. Pour N € N (“assez grand”), posons :

N

Kn(z,t)= Y e?™==D  puis / Kn(z, ) f(t) dt "2 Ko (f). (10.11)
k=—N

Ici on travail au sens des fonctions. Et ici Ly est bien un opérateur a noyau. Et notre fonctionnelle /C,

d’évaluation en x donne approximativement K, (f) ~ w .

Exercice 10.12 Montrer : il n’existe pas de fonction k € L?(Q) t.q. Vf € L?(Q), 6z(f) = (k, f) 12, i.e.
on ne peut pas représenter J, par une fonction L?(f2) : donc J, n’est pas continue sur L?(Q) (sinon le
théoréme de Riesz serait faux).

Réponse. [a,b] = [-1,1], n > 2, f, la “fonction chapeau” définie par f,(0) = 1, f, affine sur [f%,()} et sur
[0, 1], et nulle ailleurs, dessin. Soit zo=0. On a f, € C° N L*(] — 1,1[) (immeédiat). La suite (fn)n+ converge
dans L*(] — 1,1[) vers la fonction nulle p.p., car ||f, — 0|| 2 —n—oc 0 (immédiat). On a do(fr) = fn(0) = 1 pour
tout n. S'il existait k € L?(] — 1,1[) t.q. do(fn) = (k, fn) 12, i.e. 1 = (k, f) 2, pour tout n, alors par continuité du
produit scalaire dans L? on aurait limy,— oo (k, fn)r2 = (k,limn—eo fn)r2 = (k,0)z2 = 0, donc 1 = 0, absurde. ou

10.4 Propriété de positivité et symétrie du noyau reproduisant

Proposition 10.13 On suppose K € L?(0?).
1- K est symétrique, i.e. K(Z,¥y) = K(y,Z) pour tous Z,§ € (,
2- K est défini positif :

VieH—{0}y, ((K(Z,9), f(§)ay, [(£))ax >0, (10.12)

qui n’est autre que (f, f)p2 > 0 pour tout f € H—{0}. En particulier Kz n’est jamais ’application nulle.
Et

o / K@D f)g(@) dedy (= (f.g)ze = (K, g ® f)r2gan) (10.13)

définit un produit scalaire sur H.

Preuve. Symétrie avec 1.} Puis, pour feH, f(Z)=0z(f) = (Kz f)rz = ngf(g)f(g) dy, donc
pour f#0,0<(f,f) f Kz( ¥) dy) f(¥) dx fng( ,9) (@) f(§) dedy (Fubini). un

Exemple 10.14 Dans 'EHNR (Py, (-, ) 12(ja,b[) (0z)ze]a,p]) le caractére positif du noyau K symétrique
et reproduisant s’exprime :

Vi, € Pp — {0}, fx fr(x)?dx = fw fy K(z,y) fn(y) frn(z) dedy > 0. =n

10.5 Propriété de convergence presque partout

Lemme 10.15 Soit (H, (-,-)u, K) est un EHNR (avec H C L*(Q2) et Q borné).
Si K est borné, i.e. ||K||s < 00, alors la convergence dans H implique la convergence p.p. :

feH, (fm)n-e€HY, et 1f = fulln — 0 = fule) — f@x) pp. (10.14)
Preuve. |(fy, — f)(Z)| = |(fm — [, Kz) 12 | < ||fm = flle21Kzllzz < |[fm = fllz2 /19 Koo, 0t Q] est
le volume de Q, car [|Kz[|7. = [, K(Z,9)* dy < [|K|[%,|Q. v
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11 Annexe : théoréme de Moore—Aronszajn

11.1 Position du probléme
On se donne une application K € L?(Q?), et pour (presque) tout & € { on pose, pour (presque) tout
yeQ:
déf
Kz(i) = K(Z,9). (11.1)

On veut savoir si on peut construire un espace de Hilbert H et un produit scalaire (-, )y tel que dans H
Papplication K soit un noyau reproduisant, i.e., si f € H, pour (presque) tout & :

(0z(f) =) [f(&) = (Kz u. (11.2)

En particulier on devra avoir Ky(Z) = (Kz, Ky)g = (Ky, Kz)u, donc pour (presque) tout % :
K(7,9) = (Kz, Ky)n- (11.3)
Exemple 11.1 Cas H = Py, et K donné par (3.11). Ici K est défini sur tout Q (et est continu). Dans

cecas (-,-)g = ()2 )
Et si K = 2K, on veut f(x) = (K, f)u, et (K Ha = 2(Ky, fu, avec f(x) = (K, f)r2, donc

—1

=3

2(K$7f)H = (Kxaf>L27 donc (7)H ('7')[;2' ]
Exemple 11.2 Cas H = Py, et K donné par . Ici K est défini presque partout dans (partout
sauf aux ;). Dans ce cas (-, )g = (-, ") 2. oa

11.2 Analyse et pré-EHNR
11.2.1 Noyau positif

En particulier (11.2)) implique K (z) = (K, K,)u, et un produit scalaire étant symétrique, ce n’est
possible que si K est symétrique : pour tous Z,y € 2 :

K(Z,y) = K(§,2), (11.4)
et si K est au moins positive :

Définition 11.3 Une fonction K : Q x © — R (non nulle) est dite positive ssi pour tout m € N* pour
toute suite finie (&1, ..., Z,) € Q™ de points dans €2, on a, pour tout vecteur £ = (1, ...,&,) € R™ :

Z &K ‘T’ij > 0. (11.5)

3,j=1
En d’autres termes, quel que soit le nombre m de points &; pris dans , la matrice N = [K(&;, Z;)] i=1.....m
J
est positive, i.e. (N.§,&)rm = £.N.£ > 0 quand £ € R™.
Exemple 11.4 Cas H = P, et K donné par (3.11)). Comme on devra avoir (Kz, Ky)g = K (&, ), posant
M = [(Kz,, Kz,)u], (11.5) s’écrit 23:1 &EiM;& = [E]TM[Q 1l est clair qu’ayant ici dim H = n < oo,

la matrice matrice M ne peut étre définie positive que si (Kz,)i=1,....m est une famille libre, ce qui est
toujours faux pour m > n. on

11.2.2 Produit scalaire
(11.3) indique : H doit inclure le sous ensemble F de L?(Q) des fonctions engendrées par les K,
F = Vect{K; : ¥ € Q}
. U (11.6)
= {f N R, Im € N, 3(.’1/’1‘)1‘:1,,“71% S Qm, 3(ai>i:1,...,m S Rm, f = ZO@K@}

i=1

De méme ([11.3) indique que : pour f,g € F, (f,g)r et ||f||r doivent étre définis par, quand f =
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33 11.3. Cas de noyauzx bornés ou continus

D Ky, et g =377, BiKy, :

e N (11.7)
deéf 1 1
Iflle S ((F, H)r)? = () aia; K(F,7)))?
i,j=1
En particulier, pour (presque) tout ¥ € Q et f = S Kz, €F,
Kz)p = Zai (Z;, & Zal 7 f(Z). (11.8)
i=1

propriété de reproduction dans F, qui définit K, = oz : F' — R la fonctionnelle d’évaluation en z sur F'.
En particulier on retrouve - Donc (11.7); s’écrit aussi :

d f
é ZZ‘“BJ Kz, Ky)F. (11.9)
=1 j=1
Lemme 11.5 Soit f € F. Pour (presque) tout ¥ € {2 on a
LF@)] < Iflrl| Kzl F- (11.10)
Et donc F C L>®(Q) : les f € F sont bornés dans Q : ||f||c < [|f||r||Kz||F-

Preuve. donne [f(Z)| = |(f, Kz)r| < [|fI|F|| Kzl F-

Lemme 11.6 Lorsque K est symétrique positive, (-,-)p est un produit scalaire sur F de norme asso-
ciée ||.||r-

Preuve. Avec (11.9) la b111near1te et la symétrie sont immeédiates. Et K est positif, donc (11.7) et (11.5)
donnent (f,f)p > () Et ( et ||f||r = 0 donnent |f(Z)| = 0 p.p., donc f =0 dans LQ(Q) ia

(‘TZ) et (KI,K )F - K(xay)a et

Exemple 11.7 K(z,y) = sin(zy) pour z,y € [0,1]. Donc K,(z) =
= ZZ 1 o sin(z;y). n

F =Vect{K,} ={> ", ;K }, i.e. f € F ssi de la forme f(y)
11.2.3 Pré-EHNR

Définition 11.8 Lorsque K € L?(02?) est symétrique positive, que F est définie par (11.6) et que (-,-)r
est le produit scalaire associé, l’espace (F, (-,-)r, K) est un pré-EHNR.

Un pré-EHNR est donc un EHNR si de plus (F, ||.||r) est complet.
Proposition 11.9 Si F' est de dimension finie, alors (F, (-, )r, K) est un EHNR.

Preuve. (F,||.||r) est un espace vectoriel réel normé de dimension finie, donc est complet. ua
Exemple 11.10 Exemples [[1.1]et [I1.2] o

11.3 Cas de noyaux bornés ou continus
Lemme 11.11 Quand K € L*>®(Q?) ona F C L*°(Q) et :

1Kz|lp < VK], (11.11)

et, pour tout f € F, pour presque tout & € Q :

@] <AlleVIEK]loo, et [[flloe < [If1lr VK] (11.12)

Et si (fm)n« est une suite de Cauchy dans (F,||.||r), alors (fm)n+ une suite de Cauchy
dans (L*°(2),]].||s), donc convergente dans L*°(2) vers une fonction f € L*>(Q2) : pour (presque) tout
e

lim f,,(Z) = f(Z), ou feL*). (11.13)

m—o0
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34 11.4. Théoréme de Moore—Aronszajn

Preuve. Supposons K # 0 (trivial si K = 0). On a K € L*(9?), donc pour (presque) tout & € {2 on a
Kz e LDO(Q) et f er est une combinaison linéaire de fonctions L>(Q2) (somme finie), donc f € L>*(9).

Et, avec . |1 Kz Kw,KIiF = |K(Z,%Z)] < ||K||s- D’ou (11.11);. Donc pour f € F et
11.12

(presque) tout z E Q (11.10) donne
Puis soit (fm )y~ une suite de Cauchy dans (F,||.||r). (11.12)) donne :

1fp = fnlloo < lfp = ful P VIIK I~ 0. (11.14)

Donc la suite (f,)n+ est de Cauchy dans (L*°(£2),||.||cc) qui est complet, donc (f,,) est convergente
dans L>°(Q). Notons f = lim, e frm dans L>®(£2), avec donc ||f — fin|loo —m—00 0. D’ou (11.13). o

—2 —
Lemme 11.12 Quand K € C°(Q") on a le lemme précédent ot on remplace L> () par C°(Q) et ot on
remplace “presque partout” par “partout”. En particulier, pour tout T € ) :

lim fo(Z) = f(2), et fe€ co(Q). (11.15)
Preuve. On remplace L°°(€2) par C°(Q) dans la démonstration précédente. ua

11.4 Théoréme de Moore—Aronszajn

Le théoréme de Moore-Aronszajn concerne les noyaux K € L?(Q2)() L°°(92?) : donc noyaux L? et

bornés.

Le paragraphe [I1.2] a construit le prée-ENHR F' qu’on va compléter pour avoir un EHNR.

On suppose F' de dimension infinie (le cas F' de dimension finie a été traité a la proposition [11.9).

Construisons F' le complété de (F, (+,-)r) de maniére classique.

1. On considére 'ensemble des suites de Cauchy dans (F, ||.||r).

2. On dit que deux suites de Cauchy (f,) et (gm) sont équivalentes ssi la suite (h,,) définie par
ham+1 = fm et homio = gm est de Cauchy.

3. On vérifie que cela définit bien une relation d’équivalence (réflexive, symétrique, transitive).

4. On note F l'ensemble des classes d’équivalence. Donc un élément f € F est tel que si (fm)n- € f
alors f est ’ensemble de toutes les suites de Cauchy équivalentes & (fo, )n+-

5. On définit les opérations induites + et - dans F par :si (fo)n € f et si (gm) € g, alors f+ g est
la classe de (fm + gm)n+, et pour A € R, Af est la classe de (A fy,)n+. (L’indépendance du choix
des suites (fr)n= € f et (gm) € g est immediat.)

6. Avec les opérations induites, (F,+,.) est un espace vectoriel (exercice facile : cf. définition d’un
espace vectoriel).

7. On pose (fag)F = hmm—wof(fmvgm)F quand (fm)N* € f et (gm)N* € g On vérifie que (7)?
est un produit scalaire sur F' (forme bilinéaire symétrique définie positive : exercice facile). On

note ||f\|f = (f,f)f la norme associée. (N.B. : la définition (f',g)f = limpm—oo(frm, 9m)F
est indépendante du choix des suites (f )+ € f et (gm) € ¢ : si (ff)n € f et (g,) €
g alors |(fu,9m)r — (frs 9Pl = [(fm—frns Gm)F + (fr0s 9m—9m) Pl < |[fm—Follpllgm|lF +
P l1gm =95 || P —>m—so0 0, done im0 (fins Gm) F = iMoo (10 91 F

8. On identifie F' & un sous-ensemble de F au sens : A tout f € F on associe la suite constante
(fm = flmen- =10 f € f. Cette suite est constante donc de Cauchy, et sa classe f est notée
abusivement f (le > représentant choisi dans f pour représenter sa classe). Ainsi F est identifi¢ au
sous-ensemble de F' des classes des suites constantes dans F'.

9. F est dense dans F : pour f € F et e >0, il agit de trouver g € F t.q. Hf —JllF < e oug
est la classe d’une suite constante (g, = ¢)men=. Soit (fm)n- € f. Soit N € N* t.q. Vm,p > N,
|| fm — fpllF < €/2. En particulier Vin > N, ||fm — fnl|lF < /2. On pose g = fy. Donc Ym > N,
|| f — 9llF < /2, donc limy, o0 || frn — 9||F < /2 <. Donc ||f — §||7 < e.

10. (F,||.||7) est complet : soit (f,,) une suite de Cauchy dans F, i.e. t.q. ||fm — fpllF —m—se0 0.
Soit N € N*. Comme F est dense dans F, il existe gy € F t.q. ||fv — gn||[z < &. La suite
(gN)NGN* ainsi construite dans F' est de Cauchy, car ||gnv — gmllr = |lgn — dmll7 < |logv —
fN||F—|-| fn— fM||F + ) far — gMHF — N, M—soc0 0. Soit ¢ € F la classe de la suite (gn)nen+. On a
1fm = 3llz < [lfm = fivliz + [1f — 3117 —m,xv-s00 0. Dome (f )+ converge vers g € F.
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11. On a ainsi construit I'Hilbert (F, (-, "))

Construisons 'Hilbert H de Moore—Aronszajn.

1. Pour f € F (une classe d’équivalence), et pour (fm)n+ € f, avec (reps. ) on pose
h(Z) = lim,, o0 fm(Z) pour tout ¥, ot donc h € L>®(Q) (reps. h € C°(Q)).

2. La fonction h est indépendante du choix de (fu)n- € f : si (fm)ne, (gm)n+ € f, si h(Z) =
limy, 0 fin (Z) et k(T) = im0 g (7), done [k(z) — f(2)] < [k(z) = gm (@)] +[gm (2) — fm (2)[+
| fm(2) — f(2)] —m—00 0, donc k(Z) = h(ZF), vrai pour (presque) tout x.

3. On note H 'ensemble des fonctions obtenues. En particulier H C L>(Q) (resp. H C C°(Q)),
F C H, et H est un espace vectoriel, sous-espace vectoriel de L>(£2) (resp. CY(£2)), immédiat.

4. Pour h,k € H, avec h = limy, 00 frn € H 01 (fr)n+ € f, et k= lim,,— 00 gm € H o (gm)n+ € ¢,
on définit (h,k)g = limym—oo(fm,9m)r = (f,§)F (en particulier ne dépend pas des suites de
Cauchy choisie dans f et g). On vérifie immédiatement que (-,-)y est un produit scalaire (car
(+,-)7 en est un), et on note ||.||z la norme associée.

5. F C H, car pour f € F la suite constante (f,, = f)n+ € f a pour limite elle-méme.

6. F est dense dans H : pour h € H, soit (fm)n+ € FN" t.q. h(Z) = lim,, o0 fin(F) pour tout .
On note f la classe de (fm)n+. On a limp, oo [|h — fll% = A% — limm—eo 2(h, fr)m +
iy o0 || frn 3 = 11 = 20 im0 fon) i + || F112 = [1£11% = 2(h, ) + || F11% =

7. (H,||.||) est complet car (F,||.||z) Uest : soit (has)n+ une suite de Cauchy dans H. Donc hy =
limyy, 00 far,m pour (fu, m)meN* de Cauchy dans F, et on note fy; la classe de (fa,m)men+. Donc
har — bl = | far — fvll7 et (far)n- est de Cauchy dans F, donc convergente vers un f € F.
Soit (fr)ne € f. Soit h = limy, 0 frn dans CO(Q), cf. (11.13). On a h € H par définition de H.
Bt limys o0 ||h — harllg = limpy oo || f — fM||F = 0

8. Donc (H, (-, ) ) est un Hilbert.

Théoréme 11.13 (Moore-Aronszajn.) Soit Q un ouvert borné de R", soit K € L*(Q?) (N L>(Q?), soit
F défini par (11.6). On suppose K symétrique (cf.(I1.4)) et positive sur F (cf. (11.5)).

Alors I’espace de Hilbert H défini ci-dessus est un EHNR :

(i) pour tout ¥ € Q on a Kz € H,

(ii) pour tous 7,7 € Q on a (Kz, Kz)u = K(Z,7),

(iii) pour h € H et (presque) tout ¥ € Q on a h(¥) = (Kz h)g = 6z(h), propriété de noyau
reproduisant.

Preuve. Par construction de H, (i), (ii) sont vérifiées.
Et h(f) = lim fm(f) = llm(Kf, fm)H = (Ki', lim fm)H = (Ki, h)H n
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