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1 Introduction

Soit R™ l’espace affine usuel muni d’une origine. On note également R™ ’espace vectoriel associé
usuel, muni de son produit scalaire euclidien (-, -)gn et de sa base canonique.

Ainsi un point de R™ espace affine sera représenté par le vecteur £ € R™ (grace a origine
choisie dans R™).

1.1 Plan tangent (hyperplan tangent)

Z1
On note T = : un point dans R™. Pour f : R® — R, le graphe G(f) de f est le sous-

Ty,
ensemble de R™*! défini par :

G(f) ={(Z,2) eR" xR t.q. z = f(&)} c R""L. (1.1)

Et ’hypersurface d’équation :
2= (@) (1.2)

représente G(f) dans R™*!, voir figure 1.1.

(Sin =1 alors G(f) est une courbe dans R?, si n = 2 alors G(f) est une surface R3, et sin > 3
alors G(f) est appelée une hypersurface, et le mot surface ou hypersurface est utilisé si n est un
entier générique.) or -

57 (D)
Pour f € C'(R™;R), on notera V f(Z) la matrice colonne = : € R", et V(@) la

5 (&)
6 . . .

matrice ligne transposée. Ainsi, le développement limité de f au premmler ordre au voisinage d’'un

point ¥y € R™ est donné par :

@) = £(Eo) + (21-201) 2L (Fo) + o + (20 —0n) 2L (Z0) + o(|| 7o)

oxy Oxy,
= F(do) + V£ ()" (F—To ) + o(||7oll), (13)
= f(&o) + (V f (o), E—Fo)rn + o||F—o|]),
ot (+,-)rn est le produit scalaire euclidien de R™.
L’approximation de f au premier ordre au voisinage de Ty est la fonction affine pz, € C'(R"; R)
définie par :
Pz, (%) = f(Zo) + (Vf(Zo), (F—To) - (1.4)
Le graphe de pz, est :

Glpz,) = {(Z,2) e R" x R t.q. z = f(T) + (Vf (o), (T—F0))rn} C R™L. (1.5)
Ainsi G(pz,) est I'hyperplan dans R"*! d’équation :
2= f(Z0) + (Vf(Zo), (F—T0))rn, (1.6)

voir figure 1.1.

(Si n =1 alors G(pz,) est une droite dans R?, si n = 2 alors G(pz,) est un plan dans R?, et si
n > 3 alors G(pz,) est appelée une hyperplan, et le mot plan ou hyperplan est utilisé si n est un
entier générique.)



3 1.1. Plan tangent (hyperplan tangent)

Et un vecteur normal & hyperplan G(pz,) est par exemple :
)
;| o (Vf(fo)) (1.7)
7er () -

puisque ((W_(f“ (7 ) Yo = 0, s0it (V1 £(To), (F—Fo))in — 2 = 0, s0it 2 = (V f(To), (T—Fo))ir,

équation de I’hyperplan vectoriel “paralléle” & hyperplan affine (1.6), voir figure 1.1.

FIGURE 1.1 — Graphe d’une fonction f : R?> — R quadratique et le plan tangent en un point
% = (z,y). Un vecteur normal sur le graphe de la fonction est le vecteur (V f(%), —1) € R3. Et le
vecteur V f(%) € R? donne, dans le plan (z,v), la direction de la plus grande pente.

Remarque 1.1 Pour %, € R", (1.3) donne en particulier, pour tout ¥ € R™ et tout h € R dans
un voisinage de 0 :

F(@o + hv) = f(Zo) + h (VF(Zo), B)rn + o(h), (1.8)
et pour le plan tangent en Zy, pour tout h € R :
Pz (Fo + 1) = f(Zo) + h (V f(Zo), D). (1.9)

Zp), V)rn est maximal en valeur absolue quand

Ainsi le taux de variation pi“(fﬁh?fpf“ (Zo) _ (Vf(

on choisit 7 || Vf(Z) (cf. inégalité de Cauchy-Schwarz). En particulier ¥ = Vf(Z) donne la
direction de “la plus grande pente” le long du plan tangent en #y. Voir figure 1.1. wn

Exemple 1.2 Dans R%. On note ¥ = (2,y), Tm = (Tm,Ym)- Soit a, 8 deux réels > 0 et soit
flay) = 1+ a(z—zm)? + Bly—ym)?. On a Vf(F) = (22%((5:;7:))) Le graphe de f est le
paraboloide de R3 :
G(f)={(Z2) eR* xR t.q. 2 =1+ a(z—2,)* + Bly—ym)*},
voir figure 1.1. Le plan tangent en un point Zo = (29, yo) € R? est :
2= (o) + (Vf(Fo), F—Fo)rn = f(Fo) + 20(x0—2m) (x—20) + 2B(0—Ym) (Y—0)-

C’est, dans R3, le plan tangent au graphe G(f) au point (Zo, f(Zo)), voir figure 1.1.
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Et ﬁf(f) = 0 au point Z,, avec f(Zm) = 1:le graphe de f au point (¥, 1) = (Zm, ym, 1) admet
pour plan tangent le plan z = 1 (horizontal) dont un vecteur normal est (—Vfl (xm)) = <(1))

(orthogonal au plan horizontal). n

1.2 Extremum sans contrainte

Caractérisation d’un extremum : f € C1(R",R) admet un extremum en un point #,, € R" ssi
V(%) =0 (la dérivée de f en ce point est nulle).

L’équation du plan tangent en Z,, est pzm(_') = f(Zn) + 0.(Z — &) = f(&m) = constante,
cf. (1.4), autrement dit le plan tangent & f en &, est “horizontal”. En d’autres termes, le vecteur

“vertical” < Vf(:cm)> = ((1)> est un vecteur normal au graphe G(f) de f au point (Z,,,, f(Zm))-

1.3 Extremum sous contrainte affine
1.3.1 La contrainte affine

Soit une fonction affine g : ¥ € R" — z = ¢(&) € R, donc de la forme : il existe b € R" et ¢ € R
t.q.:
9(Z) = (b, F)rn — ¢ (=bix1 + ... + bpxy, — C). (1.10)
Og

Comme 7 (Z) = b; pour tout i (immédiat), on a, pour tout ¥ € R :
V() =, (L.11)

vecteur indépendant du point ol on se trouve.
On ne s’intéressera qu’au cas b # 0 et qu’aux points Z € R™ tels que :

g(F) =0 soit  (b,&)pr =c. (1.12)
Ce sera notre contrainte, contrainte affine dans R™ I’ensemble de définition de f.

Exemple 1.3 Soit g : R? — R donné par g(z1,z2) = b1z1 + baxe — ¢ avec b= (b1,b2) # 0.
Et donc I’ensemble des 7 € R? t.q. g(Z) = 0 est la droite affine byz1 + bozz — ¢ =0 de RZ. o

Exemple 1.4 Soit g: R® — R, g(21, 72, 73) = biw1 + baxa + b3z — ¢ avec b= (b1, b2,b3) # 0.
Et donc ’ensemble des & € R? t.q. g(%) = 0 est le plan affine by 21 +boxe +b3z3 —c = 0 de R, o

Exemple 1.5 Le cas g : R — R est sans intérét : on aurait g( ) = bx — c avec b # 0, et ’'ensemble
des z € R t.q. g(x) = 0 est réduit & un point, le point = ¢ : le probléme s’arréte ici. wa

1.3.2 L’espace affine P associé et ’espace vectoriel P associé

Dans la suite, toujours avec 9(%) = (b, ¥)rn —c, cf. (1.10), on note P I'hyperplan affine dans R™
deéfini par (toujours pour b # 0) :

P={FeR": g(Z) =0}, (1.13)

soit, : B
P = {f € R"™ : (b,f)Rn = C}. (114)

(Pour R™ = R?| P est une droite, pour R” = R3, P est un plan.) Et on note :
P={7eR": (b,T)pn =0} = Vect{b}* = Vect{Vg(D)}*, (1.15)

Pespace vectoriel associé. Donc P est un hyperplan vectoriel dans R™ (sous-espace vectoriel de
dimension n—1 ).
Ainsi, si Zp € P, i.e. si (b,Zp)r» = ¢, alors on a :
) ) Y )

P=2%p+P, (1.16)

—

puisque 7 € P (i.e. (b, @)gn =¢) < (b, — Tp)an =0 < T—Tp € P.

~
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1.4 La fonction fjp & minimiser

Soit f € C*(R™;R). Le probléme sous contrainte considéré est : trouver un minimum de f
dans P :

trouver Ty € P t.q. 1 f(Z) = Ipig f(@). (1.17)
e

Notons f|p la restriction de f & P :

Iip P —-R (1.18)
Pl 7 = fp@) = £(@), '

P étant 'hyperplan affine dans R™ donné en (1.14). On supposera qu’il existe un point (dans P)
ol f|p atteint un extremum. Voir figure 1.2.

FIGURE 1.2 — G(f) un paraboloide. Contrainte : © +y — ¢ = 0 = g(z,y). Espace de contrainte :
P = {(z,y) : x +y — c= 0} = la droite dans le plan (zOy) (plan horizontal). La fonction fp est
définie sur P. Le point (zo,y0) en lequel fp atteint sur minimum (i.e. le point (zo,yo0) en lequel
f atteint sur minimum dans P) est représenté par le signe o dans le plan horizontal. Et le point
du graphe G(f|p) de fip ou f|p est minimale, & savoir le point (xo, %o, 2z0=f|p(Z0,%0)) € R3, est
également représenté par le signe o.

Exemple 1.6 Soit f(z,y) = 1+ a(x—2,)% + B(Yy—ym)?, comme & exemple 1.2.

Soit g(Z) = ax + by — ¢ avec (a,b) # (0,0). On ne s’intéresse qu’aux points (z,y) € P, i.e. t.q.
axr + by —c=0.

Dans ce cas simple, on peut calculer directement le point &y : par exemple pour b # 0, pour
(z,y) € Ponay = 2tz + £, et donc f(z,y) = f(z, 32z + §) ="°% h(z) fonction d’'une seule
variable x, avec ici h(z) = 1+ a(z—2p)? + B(F22 + § — Ym)- Le minimum est obtenu pour z tel
que h'(zo) = 0. D’ott zp (immédiat), d’ot la valeur yo = %2 + § et la valeur 2o = f(20,%0) : le
minimum de f le long de la droite az + by + ¢ = 0 au lieu au point &y = (o, yo), et la valeur de f
en ce point est zg. Voir figure 1.2.

Cette démarche d’expliciter y en fonction de z ne sera pas utilisée dans la suite : elle est simple
dans R?, mais peu agréable dans R” pour n > 3. On préférera la technique des multiplicateurs de

Lagrange. un

1.5 Le multiplicateur de Lagrange

Soit un point o ou f|p atteint un extremum : & partir de ce point Ty € P, pour rester dans P
on ne peut se déplacer que dans les directions ¥ € P tangentes & P, i.e. considérer les points @+ ht'
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pour h € Ret v € P. L’extremum de fip en Ty dans P est donc caractérisé par :

B} Fo + ho) — fip(d,
vie B, lim fip(Zo + hv) — fip(Zo)
h—0 h

=0 (1.19)

(les dérivées directionnelles sont nulles pour tout @ € P), i.e. (cf. développement limité au premier
ordre (1.3)) :

(V (&), O)rn =0, Vi€ P. (1.20)

En d’autres termes V f(Z) est orthogonal & P (dans R™) :
Vf(z) L P, (1.21)

soit avec (1.15) : B B
V f(Zy) € Vect{Vg(Z)}. (1.22)

Donc il existe A € R, qui est appelé multiplicateur de Lagrange (de la contrainte g = 0), tel que :
V(&) + AVg(io) = 0. (1.23)

Remarque 1.7 Le choix d’écrire V(o) + A\Vg(Zo) = 0, i.e. VF(Zo) = —AVg(Zo), i.e. le choix
du signe devant A est une convention de signe traditionnelle qui permettra d’avoir un lagrangien
L(Z,N) = f(&) + A\g(Z) ou n’apparaitra que des signes + comme dans (1.23). n

On écrit souvent (1.22) sous la forme :
V(@) || Vg(#o), (1.24)
ie., ﬁf(fo) est paralléle & ﬁg(fo) en un extremum o de fp.

Remarque 1.8 P a été donné a l'aide d’une relation implicite “g(Z) = 0” : cela permet d’avoir
f et g définies sur le méme domaine de définition, ici R™. Et f et g : R — R ayant le méme
domaine de définition, on peut les “comparer” a ’aide de (1.23).

C’est un des gros intéréts de considérer la surface P a laide de 1’équation implicite g(Z) = 0,
et non a l’aide d’une fonction explicite de type x,, = h(zx1,...,z,—1) : ici h et f n’ont pas le méme
domaine de définition, et on ne peut pas les comparer directement, voir exemple 1.6, & moins de
passer par la fonction g(z1, ..., 2n) = 2™ — h(x1, ..oy Tp—1).-.

De plus, une équation explicite de type =, = h(z1,...,2,—1) ne permet pas de considérer les
hyperplans dans R” comme “z; = 0”. un

1.6 Le probléme a résoudre

On vient d’introduire une nouvelle inconnue A. Le nouveau probléme & résoudre est donc :
trouver Z € R™ et A € R tels que :

{ Vji(f) +AVg(&) = 0, (1.25)
9(T) =0,
soit : of o
- 9 = _
6—561( )\8—171(‘@) =0,
;af ) (1.26)
- 9 i
@(x) + /\@(I) =0,
9(%) =0,

systéme de n+1 équations & n+1 inconnues (les x; et A).



7 1.7. Le lagrangien

Exemple 1.9 f(2,y) = 1+a(x—2m)*+B8(y—ym)? et g(z,y) = ax+by+c, comme & 'exemple 1.6.
20(x — xpy) a

On a Vf(z,y) = <25(y _ ym)> et Vg(z,y) = <b> Et Vf(Z) // Vg(Z) sénonce : il existe un

A € R t.q. VF(Z) + AVg(&) = 0, avec A coefficient appelé le multiplicateur de Lagrange. Et le
systéme (1.25) & résoudre s’énonce : trouver (Z,\) € R? x R t.q. :

20 + Aa = 2ax,,,

V() + A\Vg(Z) =0,
@)+ AVg() ie. { 28y+ Ab=28ym, (1.27)
9(Z) =0, _
ax + by = c,
systéme de trois équations & trois inconnues x, y, \. un

Remarque 1.10 La démarche d’introduction du multiplicateur de Lagrange semble compliquée
dans l'exemple ci-dessus (dans R?). Mais dans R avec n “grand”, et avec plus d’une contrainte,
cette démarche prendra tout son sens : cela simplifiera grandement la résolution. De plus, le mul-
tiplicateur de Lagrange (sa valeur) admet souvent une interprétation utile : c’est la valeur de la

“pression” nécessaire au maintien de la contrainte. un

Exemple 1.11 Pour R® = R? on peut résoudre le probléme (1.17) par exemple & I'aide de la
méthode de substitution : dans le cas ou (,?ng(l'l, x2) # 0, le lien g(x1,22) = 0 est explicité sous la
forme xo = xo(x1), et on pose :

Y(z1) = f(21,22(21))-

Et Pextremum de f dans P est U'extremum z; de 1, et on récupére ensuite xo = x2(x1). Et
' (x1) = 0 g’écrit :
af af 0z

= - — =0 1.28

S aa(e0) + (o malan)) 52 ) =0, (1.28)
équation dont la résolution donne x;. Et comme g(x1,z2(z1)) = 0, on obtient par dérivation :

dg 0g O0xa

— - — =0 1.29

S o) + (o malan)) 5 2 ) =0, (1.29
et en comparant (1.28) et (1.29) on retrouve en particulier Vf || Vg. ua

1.7 Le lagrangien
_ Pour retrouver la caractérisation simple et essentielle d’'un extremum d’une fonction £, & savoir
“VL =0 on pose :
L(Z,N) = f(Z) + A\g(D). (1.30)

L est appelé le lagrangien (relatif & f sous la contrainte g = 0). Supposant f,g € C1(R";R), on a
L€ CHR"R) et :

oL _ . =, - oc, . ..
%(x, A) = V(@) + AVy(T) et B\ (Z,\) = g(@). (1.31)
Ainsi : . B
VL=0 — (1.25), (1.32)

qui est un probléme de recherche d’extremum sans contrainte : on a ainsi transformé notre probléme
contraint (pour f) en un probléme sans contrainte (pour L).

1.8 Forme matricielle usuelle

Soit A = [a;;] une matrice n X n symétrique définie positive, & € R™ et ¢; € R, et soit
f:R™ — R la fonction quadratique & valeurs réelles :

1
(&) = 5:ET.,4.:E+ al.z+cy. (1.33)

Comme on s’intéressera aux points & ot f est minimum, on pourra prendre c; = 0. En effet,
le point & ot le minimum sera atteint ne dépendra pas de cette constante cy, puisque lors des



dérivations cette constante disparait. Seule la valeur de f (la “hauteur” de f) en ce minimum
dépend de cy.
Comme A est symétrique, on a :
V(@) =AZ+a, (1.34)

En effet :
f(Z+ ho) — f(7) = %(f+ ho) T AZ(Z + ho) + @7 (T + hi) + B — %fT.A.:E —atz-p
- %hﬁT.A.f+ %th.A.m %hQET.A.ﬁJr v hi
= hil A7+ av .hi + %hQHT.A.ﬁ

car AT = A. Dot f(Z+ ho) — f(%) = h (A.F + &, ¥)rn + o(h). D’ott (1.34) (cf. (1.8)).
Et donc les équations (1.25) se mettent sous la forme, avec (1.11) et B = b” (la contrainte

(b, Bz = ¢ = bT.7) : N .
(5 ) (0)-(7).

C’est le systéme sous forme matricielle générique & résoudre.

2 p contraintes : les p multiplicateurs de Lagrange

On se donne deux entiers n et p, avec n > 2 (dimension de l'espace) et p > 1 (nombre des
contraintes), et on suppose n > p.
2.1 Caractérisation de ’intersection de p hyperplans dans R”

On se donne p vecteurs non nuls I;l € R" et p réels ¢;, et, pour e = 1,...,p, on note g; : R — R
la fonction :

9i(@) = (bi, D) — cs. (2.1)

Donc les g; sont affines (non constantes car 51 # 6), avec 51 = ﬁgz(f) et ¢; = —gi(ﬁ). On supposera,
de plus : . .

les vecteurs by, ..., b, sont indépendants dans R™, (2.2)

sinon les contraintes g;(Z) = 0 seraient incompatibles ou redondantes.

Et on suppose p < n : on exclut le cas p = n, car dans ce cas il n’y a qu’un seul point Z tel que
9i(Z) = 0 pour tout 7 : le probléme s’arréterait ici.

Notons, pour i =1,...,p:

Pi={Ze€R": g:(Z) =0} = {Z € R" : (&,b;)pr = ¢} (2.3)

Les P; sont des hyperplans affines de R"™, et on note :

P=(\P, (2.4)

Pintersection des hyperplans affines.
Les hyperplans vectoriels associés aux P; sont les :

P = {G€R": (7,b;)rn = 0} = (Vect{b;})™*, (2.5)

hyperplans vectoriels dont des vecteurs normaux sont les b = ﬁgz(f) Et on note P le sous-espace
vectoriel associé a P :

S|

P=(P = ﬁ(Vect{gi})L. (2.6)
=1 =1

2

P est Pintersection des hyperplans vectoriels P.
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Proposition 2.1 Les vecteurs I;l, e I;p étant indépendants dans R™, on a les équivalences :

GeEP <« Vi=1,..p, T€
— Vi=1,..,p, UL
— Vi=1,..,p, (U,b;)rn =0,
= Y, N) ERP (T, Mby 4+ Apby)re = 0.

1
!

Et donc P donné en (2.6) est de dimension n—p, avec (by, ..., bp) qui est une base de Pt
= Vect{by, ..., by} (2.8)

EtsiZpe Pona: .
P=17p+ P. (2.9)

Preuve. Les trois premiéres équivalences sont immédiates, et la quatriéme 'est également grace
4 la bilinéarité du produit scalaire.
Donc, avec la deuxiéme équivalence, P = ﬂp L (Vect{b;})* (Vect{gl, byt Dou PLoest
donné par (2.8), et est de dimension p car les b sont 1ndependants d’ott P est de dimension n— D.
SiZp € P,onag(fp) =7, etsiv e P alors ¢;(Zp+7) = (bl,xp—l-v)Rn = (bl,xp)Rn (bz,v)
+0 = c, ce pour tout ¢, et donc Zp+v € P. Rec1proquement site PetsiZp € P alors v = 7— :Ep
vérifie (U, bi)rn = (bl,l')Rn — (b, ®p)gn = &— &= 0, ce pour tout 4, et donc 7 € P. Do (2.9). o

2.2 Le probléme contraint

9 91(%)
On note § = : e R - @) = : € RP la fonction & valeurs vectorielles
9p 9p(7)
composées des g;.
On impose la contrainte :

—

§(@) =0. (2.10)

On cherche un extremum de f dans ’espace des contraintes :

Trouver ¥y € R™ t.q.

f(Zo) = extremum f(&) = extgeel}}um f(@) (2.11)

ZeR™:§(2)=0

ot on a utilisé (2.4). Soit encore, notant f|p : ¥ € P — fip(¥) = f(¥) la restriction de f & P :

Trouver &y € P t.q.
fip(Zo) = extger}ralum fip(Z). (2.12)
e
2.3 Les p multiplicateurs de Lagrange
Corollaire 2.2 Soit Ty € R". La fonction f|p est extrémale en Ty ssi :
vie P, Vfp(T).7 =0, (2.13)
i.e. ssi la fonction f vérifie : . .
Vi e P, Vi (&y).7=0, (2.14)
i.e. 881 : . .
V(i) € P*, (2.15)
i.e. ssi, avec (2.8) :
P
I, Ap) ERP, ViF(d0) + Y Aibi = 0. (2.16)



10 2.4. Le probleme contraint a résoudre

Preuve. Comme f|p est définie sur P, que ¥y € P, et donc que P = Zp + ﬁ, cf. (2.9), on a fp(Z)
est définie pour tout & = Zy + v, ot U € P. Et, pour tout ¥ € P on a au voisinage de h =0 :

fip(@o + ho) — fip(&o) = h V fip(T0).¥ + o(h).
Donc fip est extrémale en 7 ssi (2.13). D’ou (2.14), (2.15), puis (2.16) avec (2.8). nn
Définition 2.3 Les \; sont les multiplicateurs de Lagrange (associés & f sous les contraintes g; ).

Les \; sont, au signe prés, les composantes de ﬁf(:fo) dans la base (l;i)izl

.....

2.4 Le probléme contraint a résoudre

Le nouveau probléme a résoudre est donc, avec (2.16) et (2.10) : trouver (Z,X) € R™ X RP t.q. :

p
V(@) +> AiVgi(#) =0 (n équations),

(2.17)
g(Z) =0 (p équations),
systéme de n 4 p équations & n + p inconnues (Z, X) € R™ x RP.
Exemple 2.4 Soit R™ = R3 et f(z,y,2) = 22 4+ 32 + 22 + 1. Donc Vf(z,y, z . Soit
2z
1
G1(@,y,2) = v +y+z—cet gow,y2) =2 —y+2z—c I Vai(w,y,2) = [ 1] = b1 et
1
1 — — —
Vga(z,y,2) = | —1 | = be, et les vecteurs by et by sont indépendants.
1

200 + M1 + A2 =0
t (2.17); donne le systéme de 3 équations : 2yo + A1 — A2 =0, Et (2.17)2 (la contrainte
220+ A1+ A2 =0
o+ Yo+ 20 =¢C
vectorielle) donne le systéme de 2 équations : oY 0 ' Donc 5 équations et 5 incon-
To — Yo + 20 = C2
nues, ici avec une unique solution (g, yo, 20, A1, A2) € R? x R2. Et le point (0, %o, z0) est le point
en lequel f|p est minimum.
Calculs pour informations :
les plans Py = {g1 = 0} et P, = {g2 = 0} dans R3 ont pour intersection une droite dans R3 :

_a+tce
1 . Tty=c— 2z, YT T A . )
considérant z comme paramétre, on a donc équation d’une
r—1y=c—z, y201—02
b 2 3
Tr =
droite passant par le point £p = (%, “45%,0), droite vectorielle associés { " de vecteur
y =0,
-1 2
directeur = | 0 | (ouencorebyAbo= | 0 |). (Onabien =2Zp+ad = (2E2—a, 952 a)
1 -2
qui veérifie g1 (Z) = 0 = go(Z) pour tout «). ua

2.5 Le lagrangien

Comme au paragraphe (1.7), pour retrouver la caractérisation simple et essentielle d’un extre-
mum, & savoir en un extremum de £ on a “V.L = (7, on pose :

P

L#N) = [(@) + (X, §(@)r +ZW = f@) + Y Ni((bi, D — i), (218)

i=1

10



11 2.6. Matrice B

L:R"™ x R? — R est appelé le lagrangien. Supposant f et ¢ C! on a :

oL . > i e o oL . - .
55@@%zVﬂ@+§:Mm:VU@9+§:MVm@L et EKWJ):ﬂ@, (2.19)

et VL = 0 donne bien (2.17).

2.6 DMatrice B

On note B la matrice et ¢ le vecteur donnés par :

7] Cl
B = et =11 ]. (2.20)
[g;:;r] Cp
(B = [dg(Z)] est la matrice jacobienne de g en &, i.e. la matrice de la différentielle dg(Z) de g en &
exprimée dans la base canonique.) Ainsi :

J@=Bi-¢ (= : ). (2.21)

Ainsi :

reP <+ BZ=cC (2.22)
Et :

reP <«<— Bi=0. (2.23)

Exemple 2.5 Pour R” = R? et R? = R? on prend Bji- = %(f) :

g1(2,y,2) = Bla + Byy + Biz — c1 = bl .@ — c1,
g2(2,y,2) = Bl + B3y + B3z — ¢ = b} .@ — ¢,

ou donc b7 = (B}, By, BY), b] = (B2, B2, B2), et by et by supposés indépendants. Ici on a :
L . . . i Bl Bl Bl [ET]
§g(@)=B.x-¢ ol B =[Bj] = <B% Bé B;’é) = <[ng] .

Et P = {Z: §(Z) = 0} est l'intersection des deux plans affines non paralléles g1 (%) = 0 et go(Z) = 0

et est donc une droite affine passant par un point Z. tel que B.Z. = —¢ € R?, droite de vecteur
directeur b, A by (vecteur & la fois perpendiculaire & by et & bo). Et B est la matrice jacobienne
[dg(Z)] = [g;’; (Z)] = B de § en &, indépendante de Z puisque ¢ est affine. un

2.7 Forme matricielle usuelle

On reprend la forme quadratique f donnée en (1.33) :
1
f(@) = 55T.A.f+ al.F +cy. (2.24)
A étant une matrice symétrique, on a V f(Z) = A.Z + d.

Avec la contrainte §(#) = 0 qui s’écrit B.# = &, et avec Y7_, \i Vi () = S0 A b; = BT X
(combinaison linéaires des colonnes b; de BT'), le probléme matriciel (2.17) s’écrit : trouver (Z, \) €

R" x RP t.q. : ., i} )
(4 7)0-(7)

C’est ’équation “prototype”.

11



12 2.8. n valeurs propres positives et p valeurs propres négatives

2.8 n valeurs propres positives et p valeurs propres négatives

Proposition 2.6 Avec A matrice n X n inversible symétrique et B matrice p X n, on a :
A BT I 0 A 0 I A'BT
<B 0 >_(B.A-1 I>'(O S>'(O ) (226)

S=-B.A BT (2.27)

ou :

Et sirang(B) = p < n et A symétrique définie positive, alors S est une matrice définie négative.
T

D
ans ce cas < B 0
p valeurs propres strictement négatives.

T -1 pT
Preuve.SoitN_(A B >,P_( I O>etM_(A O>.OnaPT_<I A™.B >’

> est une matrice inversible qui a n valeurs propres strictement positives et

B 0 BA™Y T 0o S 0 I
A BT A BT
PR [N T [ T N L
car A symétrique, d’ou M.P* = (O g ),dou P.M.P* = (B B.A-1 BT S).Dou.

N =PM.P" quand S=-B.A'BT,

-1
. . ) I o\ ' I 0
soit (2.26). Et P est inversible (d’inverse <B.A1 I) = (—B.Al I)) Donc M et N sont

congruentes, donc ont méme nombre de valeurs propres nulles, positives et négatives (voir annexe B
théoréme d’inertie de Sylvester).

Cas A matrice nxn symétrique définie positive, donc A a n valeurs propres strictement positives.
Donc A~! a n valeurs propres strictement positives (ce sont les inverses de celles de A).

Si de plus B est de rang p, alors —S = B.A~1. BT est une matrice p x p symétrique (trivial)
qui est de plus définie positive : en effet :

(B.A7Y.BT X, X)gr = (A~V.BT.X, BT X)g» > 7||BT X2, > 0,

oll 7 est la plus petite valeur propre de A~%, le > 0 car B matrice p X n étant de rang p on a
KerBT = {0} (voir annexe).
Donc S = —B.A7!.B7 est symétrique définie négative, donc a p valeurs propres strictement

négatives. Donc M a n valeurs propres strictement positives et p valeurs propres strictement

négatives. Donc N aussi par congruence (théoréme d’inertie de Sylvester). ua

3 Problémes primal et dual

3.1 Probléme primal

C’est le probléme avec contrainte (2.11) :

f:;r(g?:af (@). (3.1)

3.2 Probléme dual et matrice d’Uzawa

Une méthode de résolution possible de (3.1) & Iaide du lagrangien £(Z, X) = f(Z) + (X, §(Z))re
est séquentielle : d’abord :
a A fixé, trouver & = Z(\) t.q. :

oL, - (3.2)
Cest Péquation (2.17);. Donc & X fixé, trouver & = F(X) t.q. :
— P — -
V@) + Y \iVgi(@) = 0. (3.3)
i=1

12



13 3.2. Probleme dual et matrice d’Uzawa

On détermine ainsi une solution Z = Z(X), et on définit :
vy déf L o7y 7
GA) = L(Z(A), A), (3-4)

appelée fonction duale (la fonction duale est une fonction de X alors que la fonction primale est
une fonction de ).

On suppose f quadratique définie positive :

1
(@) = 5:ET.,4.:E+ al.z+cy, (3.5)

avec A matrice n X n symétrique définie positive, @ € R™ et ¢y € R. On suppose g affine :
§(Z) = B.Z — ¢, (3.6)

avec B matrice p x n de rang p et ¢ € RP. Le lagrangien est donc :
-1 -
L(Z,\) = 5:ET.,4.:E+ a4 cp + X.(B.7 - ). (3.7)

Proposition 3.1 et définition de la matrice d’Uzawa. Avec £ définie en (3.7), le vecteur ()
réalisant le minimum infzern L(Z, \) = L(Z(N), N), cf. (3.2) et (3.3), vaut :

F(X) = —A"(BT X + Q). (3.8)

Et la fonction duale G, définie en (3.4), est la fonction quadratique symétrique définie négative
donnée par, pour A € RP :

- 1- o o o .
G(\) = —5/\T.U./\ M B~y (=LEN,N), (3.9)
ou : ) 1
U BALBT e f[f=c¢+BAd et = oA (3.10)
Et la matrice p X p :
U=BA BT (matrice d’Uzawa). (3.11)

est symétrique définie positive, dite matrice d’Uzawa. D’ot G est quadratique strictement concave
et admet un maximum en :
X =U"15, (3.12)

avec :

BrU—'3++. (3.13)

(En particulier G(Xo) > 7.)
On pose Ty = @(\o) calculée avec (3.8), et Ty est la solution cherchée du probléme primal (3.1),
solution qui vérifie G(A\g) = f(Zy).

Preuve. Soit X fixé, et Ls(7) = L(Z, X). Iei Ly est quadratique strictement convexe continue (en )
car f l'est et g est affine. Donc £ a un unique extremum qui est un minimum.

Comme A est symétrique, I’égalité %(f, X) =0 donne :
Az+a+ BT X=0, (3.14)

cf. (1.34), et donc le point & = Z(A) réalisant le minimum est donné par :

ZX) = —A"(BTX+a@)=—(A""BT X+ A7 L.a), (3.15)

13



14 3.8. Probléme d’inf-sup pour le lagrangien (point selle du lagrangien)

soit (3.8). Comme A est symétrique inversible, on a A~! symétrique, et donc :

G(X) = L(FN), N)

%(XT.B.A*1 +adT AN AATVBT X+ A ) —al (A BT X+ A7La)
+ X (~=BA' BT X+ BA " .a-29

= —)\T BA VBT X+ X' B A a+ ;& Al a—at At BT X—at. A a
XN BA BT X-X.BA'a-\'¢

1o - - 1
- 5/\T.(B.A—l.BT).A+ (=cl —am. A*.BT) X - al. A '.a,

ie. (3.9).

Et la matrice U = B.A~'.B7 de taille p x p est symétrique définie positive : en effet, la symétrie
est immeédiate (car A~! est symétrique), et pour tout i € RP—{0} on a BT i # 0 (car B est de
rang p donne BT injective), et donc (BT )T A=Y (BT i) # 0 car A~ est symétrique définie positive
(puisque A est).

Et donc G donnée par (3.9) est bien quadratique symétrique définie négative.

D’ou G atteint son maximum pour Xo donné par G’()\o) =0,i.e. pour Xo donné par —U. /\o—i-ﬁ =
0, soit (3. 12)
Dot G(Xo) = —3(BT.U).UUB) + (BT.U .G+~ =L1FT.U .5 4, soit (3.13).

X

Puis Ty = (X ) est solution du probléme primal, voir paragraphe suivant. un

3.3 Probléme d’inf-sup pour le lagrangien (point selle du lagrangien)

Proposition 3.2 et point selle. On considére le cas de la proposition 3.1. L’extremum (o, Xo)
de L est la solution du probléme inf-sup :

trouver (Zy, Xo) € R*" x R? t.q. :

LTy, Xo) = sup inf L(Z, X) = 1nf sup L(Z, N),
Xere TER" TER™ Xerr

(3.16)

le point solution étant appelé le point selle de £ (minimum en ¥ et maximum en \), donné
par (2.25) :
A BT z —a

G(X) = inf L(ZX) = L(EFNX),X).

ZER™

Preuve. Avec (3.9), on a :

Et avec (3.12) et (3.13), G atteint son maximum en X :

L(Z(No), To) = G(Xo) = sup L(Z(X),\) = sup inf L(Z,N),
AERP AERp TERN

et on note Fy = Z(A\g). D’on existence et 'unicité de la solution.
Et dans ce cas, le sup de l'inf est égal a 'inf du sup, voir annexe C. un

4 Résolution

4.1 Pénalisation

But : résoudre (3.17) en découplant le systéme. On commence par “pénaliser”.
Soit € > 0 et on transforme (3.17) en

(5 %) (F)-(F) =

14



15 4.1. Pénalisation

Proposition 4.1 Si A est une matrice n X n symétrique définie positive, si B une matrice p X n
de rang p, et si € > 0, alors (4.1) a une unique solution qu’on notera (Z°, \¢).

Et la solution (Z°, X¢) (solution de (4.1)) approche (2°,X°) (solution de (3.17)) :

{ 170 — 2| Jp» = O(VE),
[IX = Xllre = O(V2).

Et le probléme pénalisé (4.1) donne une solution a +/e-prés de (3.17).
Preuve. On réécrit (4.1) sous la forme :

A BT o\ _(—ad

—B el J'\=Xx)] \ ¢/

T
B ) est définie positive (non symétrique) : en effet, pour tout (7, i) € R™"*P :

—B el

A BT it g ([ Ay+ BT v 4o o I
(<—B el ) ‘ ([j) ’ (,J Jrntr = ( “Bi+ei )\ Jrntr = (AY, Y)re + (fi, [D)re

> Bunin(||11En + [177][2e) = Bunial|(F, D[

Et la matrice (

0l Bmin = Min(umin, €), OU aumin est la plus petite valeur propre de A. En particulier cette matrice
carrée est inversible, d’ou ’existence et ’unicité de la solution.
Calcul de Derreur. On a A.(Z—i) + BT.(A=X¢) = 0, donc BT.(XA=X°) = —A.(¥—%). En

particulier —A.(7—%°) € ImB”. Et BT est injective car B de rang max. Donc BT : R? — ImB”
est bijective, d’ott B~ : ImBT — RP est bien définie, d’ott (A-)\°) = —B~T . A.(¥—7°) et :

IA=Xllee < [ BT A 1Z — 25|z

Donc si on a (4.2)1, on a (4.2)2.
Montrons (4.2)1. Les systémes (3.17) et (4.1) équivalent & : pour tous ¥ € R” et ji € RP :

(AT, e + (BT X, Pan = =@ Pres [ (AT Drn + (BT, P = —(@, Pz,
B (B'fsv ﬁ)RT’ - E(Asv ﬁ)RP = (67 ﬁ)R?’a

—

{ (A(F=), Pan + (BT (0=X), Pz = 0,
(B(Z—7), D)re — e(A=X°, D)pe = —(X, [D)Ro-

En particulier on prend §y = £—2° et i = X—Xa, et on obtient en soustrayant les deux équations :

e

(A(B—F), 7= )rn + (X=X, X=X%)rp = £(X,

—

).

>

Par Cauchy—Schwarz, on déduit que, notant ayp,;, la plus petite valeur propre de A :
Cmin | E—F°|[fn + €| A=X° B0 < el X][rr [|X=X°|[mr,

2 2
a_|_b77

et avec l'inégalité générique “ab < % + %7, on obtient :

. €, o = o
min||Z—2° R0 + 5I|A—Aalluip < SIIN/[Re-

. Lo - e NIE )
En particulier omin||Z—2°[|3. < £||A|[3,. D'ou ||7—2°|3, = % e =0(e), ie. (4.2);. o
Remarque 4.2 Malheureusement, la matrice dans (4.1) est mal conditionnée en générale quand
e est “petit”. On transformera (4.1) pour obtenir la méthode du lagrangien augmenté, voir para-
graphe 4.3. wn

15



16 4.2. Présentation de la méthode de résolution itérative d’Uzawa

4.2 Présentation de la méthode de résolution itérative d’Uzawa
4.2.1 Présentation

On veut résoudre le systéme (3.17) en le découplant. Ce systéme s’écrit : trouver (, X) t.q. :

— TY _ _ =
{ AZ+ B\ =—a, (4.3)

B7 ¢

Le probléme est que dans (4.3)2 il manque de l'information sur X. On remplace ce probléme par le
probléme pénalisé (4.1) :

(4.4)

Az + BT = —a,
B¥ —eX  =2é

Pour découpler ce probléme et le résoudre séquentiellement, on essaie d’appliquer la méthode
du point fixe : on suppose connu une approximation (Z", A"™), et on cherche une meilleure approxi-

mation (#"+1, X)),

En particulier, connaissant A", on va calculer "1 4 laide de (4.4)1 sous la forme :
AFH =BT X" —a. (4.5)
Puis connaissant Z"*! on utilise (4.4)2 pour calculer Xl

o Bt —¢
ot = 2 (4.6)
€
A partir de (2", A"), on a obtenu (Z"+1, X"*1). Et on itére le procédé.
Malheureusement, l’erreur sur A* ! est mal controlée a cause de la division par €.

4.2.2 Premiére amélioration

Plutot que de considérer (4.6) avec la division par &, on préfére calculer la différence AN =
AL — A" en fonction de AZ = 7T — 7" (ou 2" est donné par (4.5)). Remarque : si on avait :

Bt —eXrtl =@ et Bi"—eX' =7 (4.7)
alors par différence on obtiendrait :

AntL_ X — (4.8)

Et on “espére” que AX est de Vordre de ... .
Puis on remarque que pour initialiser le calcul, on a besoin uniquement de \°, et pas de 2, ce
pour calculer #' & I’aide de (4.5), puis pour calculer ! & I’aide de (4.8).
On peut donc prendre un 7° quelconque (qu’on a pas besoin de donner), en particulier un #°
tel que :
B =¢ (4.9)

qui correspond & une solution exacte, et alors pour la premiére itération avec donc n = 0 et
n+1 =1, (4.8) donne :

-1 -
Xl—XOZB'I — C
g

Et on conserve ce schéma pour les itérations suivantes :

- . Bl g
USRI (e (4.10)
3
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17 4.3. Lagrangien augmenté

4.2.3 Algorithme
D’oui algorithme :
1. Initialisation : on se donne un X° et un = 8% >> 1.

2. Boucle pour n =0, ....
* Trouver "1 solution de (4.5), i.e. :
AFH = BT X" —a. (4.11)
(Résolution par exemple a I’aide de la méthode du gradient conjugué.)
* Caleul de X1 & Daide de (4.10), i.e. :
XL = X0 4 M (B — ), (4.12)
puis on se donne un p"*! >> 1 (choix dicté par la convergence requise, voir § suivant).

* Arrét si [|]A\"T1 — A"|| est suffisamment petit, sinon on boucle.

(Il reste & choisir les p" = ¢, voir plus loin théoréme 4.6.)

4.3 Lagrangien augmenté

BT
B —el

1«

choisir un p" = — “optimal” & chaque étape, on utilise la méthode du lagrangien augmenté.

On rappelle que le lagrangien est donné par :
L(#,X) = f(&) + (X, §(@)ro- (4.13)

On introduit le Lagrangien augmenté : pour r >> 1 (qu’on prendra “assez grand”),

Pour améliorer le conditionnement de la matrice ( ) dans (4.1), et pour pourvoir

Y N LTy
Lo(& ) = L@ ) + 511§Dz (4.14)
Comme on doit satisfaire la contrainte g(Z) = 0, on a pas changé le probléme mathématique.

Remarque 4.3 Par contre on a changé le conditionnement de la matrice & inverser, ce qui change
le probléme numeérique : d’un probléme non inversible numériquement (matrice mal conditionnée),
on va passer i un probléme inversible numériquement (matrice suffisamment bien conditionnée).

Ici un choix de r assez grand permettra de “compenser” € petit (voir théoréme 4.6). un

Donc, ayant f(Z) = 3(A.Z, Z)r» + (&, )rn + c5 et g(x) = B.F—C:

-1 -
£,(%X) = S(AZ,B)zn + (@ Dgn + (X, BF = Do + g(B.f — & B.i- %

(4.15)
1 - -
— §(A.f+ rBT .B.Z,&)gn + (& + BT X = rBT .G Z)gn — (X, O)re + g||51|2.
(voir exercice 4.5.) On pose alors :
A, =A+rBT.B, (4.16)
matrice symétrique définie positive dés que A Dest, et (4.15) donne :
oL, _ - -
7 (T N =A.Z+B" X+d-rBT.¢
Z
oL, _ -
—(Z,\)=B.Z-¢C
oA

Un extremum de £, satisfait & aaﬁf" (Z,X) = 0 et & 22 (%, X) = 0, et la recherche d’un extremum
de L, s’écrit donc :

(4.17)

a comparer avec (4.3).
Sous forme matricielle, le probléme s’écrit : trouver (Z, A) t.q. :

(4 2Y).(2)= (-2, s

17



18 4.4. Lagrangien augmenté pénalisé : résolution itérative d’Uzawa

Proposition 4.4 Si (Z,,X,) est solution de (4.18) (extremum du lagrangien augmenté (4.14)),
alors si (%, \) est solution de (3.17) (extremum du lagrangien (4.13)), on a (Z,, \,) = (Z, ). (Voir
remarque 4.3.)

Preuve. La solution de (4.17) s’écrit A.%, +rBT.B.%, + BT.XT = —a+rBT.¢avec B.Z, =¢, et
donc A.7,. + BT .\, = —d avec B.%, = & Donc (&, \) est solution de (4.13).
La solution de (3.17) s’écrit A.7¥ + BT\ = —@ avec B.¥ = &, donc avec BT.B.%¥ = BT.¢, et

donc A.Z, +rBT .B.Z, + BT X, = —d@ + rBT ¢ avec B.& = & Donc (I, X) est solution de (4.18).

Exercice 4.5 Montrer que la fonction :
=~ o 1L - 2
p: T eR" = (&) = §||B.x—€||Rp eR
est différentiable en tout ¥ € R™ et que :
Vo(z) = BT .B.7 — BT ¢

Z—¢, = 1(B.Z, B.&)r» — (B.%,&)re + 1||¢]|2», fonction quadratique
donc C. Posons ¢1(Z) = (B.Z,&zr = (B".&,Z)rn. On a ¢1(Z + ho) — p1(Z) = he:1 (V) = h(B.T,Ore =

\%

h(V 1 (E), B)re + o(h), Qo la fonction ¢ est linéaire).
Posons ¢2(Z) = 3(B.Z, B.Z)re. La fonction @2 est quadratique, et

Réponse. On a ¢(&) = 1(B.
(

€ 8
SIS
—

8y

=

Il t
&

.’~]

QL

—

1 1 1
2(T + ) — p2(i) = Sh(B0, BZ)rw + Sh(B.E, B.o)sw + 5hQ(B.ﬁ, B.0)ge = h(B" .B.Z,¥)gn + o(h).
D’ou 6(,02(5) = BTBf l.l

4.4 Lagrangien augmenté pénalisé : résolution itérative d’Uzawa

Pour appliquer la méthode d’Uzawa & ce nouveau probléme, on pénalise (4.17) : trouver (2%, X¥)
t.q.:

A7+ BT = -a+rBTé
(4.19)

B.a2* —e)® =,

ot A, est donnée par (4.16), i.e. :

A, BT T —-a+rBT.e
(5 ) (F)-(727) (420
a comparer avec (4.1).

On applique le schéma donné par (4.11) et (4.12) ou on utilise le lagrangien augmenté, i.e., si
on connait A" alors on calcule "1 A I'aide de :

A7+ BT X" = —a+rBT ¢, (4.21)
puis connaissant Z"7! on calcule X"t 4 laide de
XL Xr (B — ) (on pt = =) (4.22)
Algorithme :

1. Initialisation : on se donne un X° et un p° = & >> 1 (petit).

2. Boucle :

* Pour A" donné, trouver Z"*! solution de (4.21). Solution calculée par exemple & P'aide
de la méthode du gradient conjugué.

* Pour p" = E% donné, calcul de Xt 3 Daide de (4.22). Puis on se donne un p"*t.

* Arrét si [|A"T! — X7|| est suffisamment petit, sinon retour a I'étape 2.
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19 4.5. Lagrangien augmenté pénalisé : convergence du schéma d’Uzawa

4.5 Lagrangien augmenté pénalisé : convergence du schéma d’Uzawa

Théoréme 4.6 On suppose que la matrice A de taille n X n est symétrique définie positive et la
matrice B de taille p X n est de rang p. Et soit deux réelsr > 0 et p > 0.
Si la suite (p™)nen de Palgorithme du paragraphe précédent 4.4 est strictement positive et telle
que, pour tout n :
p<pt<2r (4.23)

—

alors les suites (Z")pen- et (N")nen solutions du schéma (4.21)—(4.22) convergent vers la solu-
tion (Z,\) de (4.3).

Preuve. La solution de (4.17) vérifie BZ — @ = 0, et donc (4.17) équivaut & :
A, Z+BT. X=—-a+rBT¢
X=X+ p"(B.Z— 2.
Et la solution du schéma d’Uzawa (4.21)—(4.22) vérifie (avec A" connu) :

A, 2"+ BT X = —a+rBTé
(4.24)

L= Xy (B — @),

On pose AZ" = 2" — Z et AX" = X" — X les erreurs au pas n. On obtient (par soustraction) :

A AT+ BT AN =0,
. . (4.25)
AN = AN 4 p"(B.AZ™TY).
(4.25)5 donne :
AXTF2 = [|AXM]2 + 20" (AX", BAZ" ) + (p")?||B.AT" |2, (4.26)
Et (AX", B.AZ"1) est donné a Paide de (4.25);, sachant A, = A+ rBT.B :
(AAZPAZY 4+ (BT . B.AZY T A7) + (BT.AXY, AZ™T) =0,
soit : .
(AN, BAF"™) = —(A.AZ" T AZ™TY) — r(B.AZ™TY, B.AT™TY),
ce qui reporté dans (4.26) donne :
JAXTH2 = [JAX"]|? = —2p™ (A AZ" T, A = p"(2r — p")||B.AZ" |2, (4.27)

Si on prend 2r — p™ > 0, alors la suite (||AX"||)y est décroissante, et comme cette suite est positive,
elle est minorée par 0 et est donc convergente. Et la suite (|[AX"2||)y est donc convergente vers
la méme limite, et donc ||AX?|[2 — [|AXT1]]2 = 0.

Donc le membre de droite de (4.27) tend vers 0, et les deux termes étant négatifs (car A
est définie positive), on a AZ"! — 0 (car A est définie positive et (A.AZ" L AF"T1) > 0). Et
de (4.25); on déduit que AX" — 0 (en multipliant au préalable par BT puisque BT.B matrice

p X p est inversible car B de rang maximum p). D’ou la convergence du schéma. un

Remarque 4.7 Le schéma converge également dans le cas r = 0 : dans ’équation (4.27) on veut
— — =112
[|AX™]]? — |JAX L2 > 0, i.e., avec p" > 0, 2 + (2r — p)HEAEr 0 pour tout #. On pose :

(A5,0)pn
2 ||B-9| [ ||B-9| [
= J2Re = U= Re y 4.28
B = B o BT EE ) (4.28)

i.e. 82 est la plus grande valeur propre de la matrice C = A~1.BT.B (voir exercice suivant 4.8).
On a donc convergence dés que :

~ 1

p<pt<20r+ E) (4.29)
Comme /32 peut étre trés grand, prendre r = 0 imposerait de prendre p™ trés petit, et la convergence
de I’algorithme est alors trés lente. La matrice C = A~'.BT.B sera trés utilisée dans la suite, bien
que cette matrice n X n ne soit pas inversible (quand n > p puisque B n’est alors pas injective). oa
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20 4.6. Choix de p™

2
Exercice 4.8 Montrer que pour A symétrique définie positive, le réel v = maxgegn (HB Dller gy

AT,0)an
la plus grande valeur propre de la matrice C = A~ BT .B. Montrer que toutes les valeurs propres
de A=1BT.B sont > 0.

N.B. : 0 est toujours valeur propre de C' quand p < n, car B n’est pas injective dans ce cas.

Réponse. lére méthode. (Voir polycopié “valeurs propres généralisées”.) Une valeur propre de la matrice

A7'BT B est un réel u tel qu’il existe un vecteur ¥ # 0 vérifiant A~'BT.B.¢ = u#, donc tel que BT .B.7 =

uA.T. C’est un probléme de valeurs propres généralisées (A étant une matrice symétrique définie positive) ;

la matrice BT.B étant symétrique, elle est A-diagonalisable (voir 3éme méthode). On note v la plus grande
T . B.7,7)2 . .

des valeurs propres, et v vérifie v = maxgern %ﬂﬂ (quotient de Rayleigh). Et les valeurs propres

sont positives car, avec ¥ vecteur propre associé & u, on a 0 < ||B.4||gn = (BT.B.7,0)rn = (A0, ¥)gn,

avec (A.U,¥)rn > 0 puisque A est définie positive.

2¢éme méthode. Si on ne connait pas ce résultat sur les valeurs propres généralisées, on se rameéne
a un probléme de valeurs propres classique a l'aide de la décomposition de Cholewski A = L.LT, on
posant de plus LT.% = & : le probléeme A 'BT.B.¢ = uv sécrit alors L. BT.B.L™T . = b, soit
Mt = pb, ot M = L™Y.BT.B.L™T, avec M trivialement symeétrique, donc diagonalisable. De plus M

est positive car (M., @)gn = ||B.L™7 0|2 > 0. On note v la plus grande valeur propre de M. Donc
o T s 5 1-T @
_ (M .0, %W)gn __ (B.L .w,B.L SW)pn (B.T,0)gn _ (B.T,0)pn ,
v = supg —LH@HD%” = supy FI12, = SUPy (T 5 1T o = o = SUPy (AT5)o, comme annoncé.

3éme méthode. Variante de la lére méthode (probléme de valeurs propres généralisées). Notons, pour
v, € R :
(U, W) a = (A0, W)grn.
(-y-)a est un produit scalaire car A est une matrice symétrique définie positive. Et pour ¥ € R™ on a :

||B.%||3» = (B.¥, B4)ge = (B".B.T,%)gn = (A.A™".B".B.7,%)gn = (A~".B".B.7,%)a = (C.7,7)a

B.1|& C.7,7)% . o . .

Donc (|1|4 HFUU‘;RP - ( ||v||Z)A De plus la matrice C est (-,-)a-adjointe (i.e. est “symétrique relativement
.U, U)gn U

au produit scalaire A”), i.e. (C.¥, W) = (¥,C.10)4 pour tout 7, € R". En effet :

(C.%,@W)a = (B".B.0,0)gn = (¥, B".B.ab)gn = (¥,C.10)a
Donc C est diagonalisable relativement au produit scalaire (-,-)4, et la plus grande valeur propre de C' est

L C.U,7 2 B.7||3 . . .
donnée par v = maxgegn ﬁ‘i = maxXgepn H\WHQ comme indiqué. un
A A

Remarque 4.9 32 est aussi la plus grande valeur propre de la matrice symétrique A 2.BT B.A :
En effet, A étant symétrique définie positive, on a, posant @ = VA.7 :

1 1 1 1
ﬁg . B (B.A"2.45,B.A"2.%) _ B (A"2.BT.B.A™ 3 .40,%)
= maxweRn (U_J‘,’LF))]RTL = maxweRn (1177]}‘)](17. .

Et 82 est le max du quotient de rayleigh (?fﬁﬁf ) pour la matrice symétrique M = A~3.BT.B.A"3,

i.e. B2 est la plus grande valeur propre de cette matrice M.

Onadonc A=2.BT . B.A 2.5 = pw pour W vecteur propre associé & p. En multipliant par A~z
et posant v = A~ 2a5ona A~ .BT B.v = uv, donc A~ BT B est diagonalisable et a mémes valeurs
propres que M, d’ott 82 est aussi la plus grande valeur propre de A~'.B” .B. "

Remarque 4.10 Avec (4.24) aux pas n et n+1 :
Ap (7 — )+ BT (" = Xn 1 =0
X=Xt = (BT - ).
Quitte & changer d’origine, on prend ¢ = 0. D’ou :
@t =g - pnlo.d ou C.=A;'.BT.B.

4.6 Choix de p"

Proposition 4.11 1- Si on prend r = 0 (lagrangien non augmenté) et p™ = p° pour tout n (schéma
a pas p" constant), le choix optimal pour p" = p" est donné par :

2
0
0 4.30
p = ” o (casr ), ( )

ol v, désigne la valeur propre minimale non nulle et aps la valeur propre maximale de la matrice

m

XM
Sm e
1+ M

C = A~1.BT.B. Le taux de convergence de la méthode est alors T =

20



21 4.6. Choix de p™

2- Pour r #0 et :
pt=p"=r (casr > 0), (4.31)

(choix classique), le taux de convergence de la méthode est 7 = . En particulier, si on choisit

_ 1

1+ram,
_ 1 1

r=g- alors 7 < 3

Preuve. Quitte & changer d’origine, on prend &= 0.
Dans l'algorithme d’Uzawa, (4.21)-(4.22) on a :

4n+1 A BT)\n_A 107

d’'ot AZ"H = —A-1 BT AN, dou, avec (4.25),
AXPHL = AX" — p"B.AN . BT AN
On pose : .
it = AL BT AN (4.32)
L’égalité précédente s’écrit, :
gt = — pn ATV BT . B.ATY A
= (I-p"C.A " A).g*  on C=A'1B"B.
Et A7l =(A+rBT.B)"' = (AI +rA"'.BT.B))"' = (I +rC)"1.A7! et donc :
At = (I — p"C.(I +rC)~ ). " (4.33)
Notons ici RN = R", ot donc N la dimension de ’espace, pour ne pas confondre avec I'itéra-

tion n. Soit une base (wz)zzl,___,N de vecteurs propres de la matrice C' = A~ 1. BT B associées aux
valeurs propres «; (voir remarque 4.7) : pour tout i = 1,..., N.

On décompose " sur la base (W;)i=1,... N :

N N N
ﬁZZWﬂi, C-/I:Zaiﬂiwia (I+TC)-ﬁ=Z(1+Tai)Miwi-

i=1 i=1

Composante par composante sur la base (;), (4.33) donne :

n+l _ P n 1+ (T — pn)al n .
=(1-——)ui = (————")pui’, sia;#0
1 ( 1+mi)uz ( [ s sia; #0, (4.35)
,u?“ 0, siq;=0.
On veut la décroissance la plus rapide pour la suite ("), i.e on veut max; |(1+(1T+7Tp)\)k| le plus

petit possible.

Pour les a; = 0, on a déja converger ( ?‘H =0, donc AX"T! =0, car B7 est injective car B
de rang p). On ne s’intéresse donc qu aux composantes u"“ pour ¢ t.q a; # 0.

1- En particulier, si r=0 et p" = p" pour tout n, alors (4 35) donne pu! = (1
pour tout i et tout n, et max; |1 — pa;| est minimal pour p° 2 (Dessiner les graphes des

— plag)pf

T amtons
fonctions p — |1 — pA;|.) Et pour p® = — iaM, on obtient :
_ awn
n+1
i ] < 1+am 7R
1 _'LEL
Et 7 = 7= est le taux de convergence de la méthode.
M
2-Sir # 0 et p" =r, (4.35) donne pi*! = (72 )uy’. En prenant les valeurs absolues, on
obtient 7 = ﬁ. un

Remarque 4.12 Quand p"” = r > 0, le taux de convergence montre qu’il est souhaitable de
prendre r “le plus grand possible”. On ne peut cependant pas prendre r trop grand, le condi-

tionnement de la matrice A, = A + rB7.B se détériorant avec r : on peut montrer que
cond(4,) = T}\HBI(I , ou ||B]| = ”ﬁ}ﬁ!ﬁ" est la norme de B et Apin(A) est la plus petite
valeur propre de A. un
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4.7 Uzawa : c’est un algorithme de gradient

Quitte & changer d’origine, on prend & = 0. Par élimination de #"*! dans (4.21)-(4.22), on
obtient :
Xn+1 _ Xn o
= B.A Y. BT X" - B.A'.a. (4.36)
On note :
U,=B.A'.BT

la matrice d’Uzawa relative & A,. On considére la fonctionnelle “duale” (& une constante preés) :
. Tor  — o
G.(\) = —5/\T.U./\ +M(B.A @),

a comparer avec (3.9)
Et on cherche & maximiser G,.. On a, la matrice B.A1.BT étant symétrique :

—VG,(X) =B.A; ' BT X— B.A ' a,

qui est bien la direction de descente (ici direction de montée pour le maximum) choisie pour trouver
AL A partir de A" dans (4.36).
Donc, la méthode d’Uzawa est un algorithme de gradient appliqué & la fonctionnelle duale.

A Annexe. Dimensions des noyaux et images

(Voir aussi le polycopié “algebre linéaire”.)
Une matrice U = [u;;]1<i<m de taille m x n est dite triangulaire supérieure ssi u;; = 0 pour
1250

tout 4,5 t.q. ¢ > j :

* % * *

0 =x * *
U: . '- .

0O ... 0 = ... =

ol les ‘*’ représentent des éléments éventuellement non nuls.
Une matrice U = [u;5]1<i<m de taille m x n triangulaire supérieure est dit de type échelon ssi
)

elle est de la forme :
k %
O %
0 O
0

i.e. : si j; est I'indice tel que u; j, est le premier élément non nul de la ligne 4, alors pour la ligne
3

0 0 2

échelon, et toute matrice triangulaire supérieure est une matrice échelon.

i+1 on a u;41,; = 0 pour tout j < i;+1. Par exemple, la matrice ( ) est une matrice

Soit B la matrice m xn représentant ’application linéaire B:R" - R™ dans des bases données.
On appelle rand de Papplication linéaire le réel r = rangB =9¢f dim(ImB). Et on appelle rang de
la matrice B ce méme réel r.

Proposition A.1 Soit B une matrice m X n. Il existe une matrice triangulaire inférieure L de
taille m x m avec des 1 sur la diagonale, il existe une matrice P inversible de tailles m X m (matrice
de permutation des lignes de B), et il existe une matrice triangulaire supérieure échelon U de taille
m X n telles que :

PB=1LU. (A1)

avec B et U de méme rang : rang(B) = rang(U).

Preuve. On applique la technique usuelle de la décompostion LU de Gauss pour les matrices
carrées.
Et comme L et P sont inversibles, B et U ont méme rang. un
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Exemple A.2 Exemple pris dans Strang : Linear Algebra and its Applications. Soit A =

1 3 3 2
2 6 9 5 |. Le premier pivot est 1#£0, et on “soustrait” la ligne 1 aux autres lignes :
-1 -3 3 0
1 0 0 1 3 3 2
soit B; = —2 1 0], on obtient £1.A = | 0 0 3 1 |]. On “soustrait” la ligne 2 a la
1 0 1 0 0 6 2
1 0 0 1 3 3 2 )
ligne 3 :soit B = [0 1 0|, onobtient F3. F1.A= [0 0 3 1| =% U.Ici P=1et
0 -2 1 0 0 0O
1 00 1 00 1 00
L=E'E;>=| 2 1 0 01 0]=2 10]|.
-1 0 1 0 2 1 -1 2 1
Proposition A.3 Soit B une matrice m X n.
(i) rang(B) = rang(BT) (=r), (A.2)
(i) Ker(B) = (ImBT)*, (A.3)
(#ii) R"™ = KerB @ ImB”, (A.4)
(tv) dim(KerB) 4+ dim(ImB) =n (ie. dim(KerB) =n —r). (A.5)

Preuve. Avec (A.1), il s’agit de montrer que rang(U) = rang(UT) : par construction de U, les
r premiéres lignes de U sont indépendantes (et les m—r derniéres lignes sont nulles). Et donc
les r premiéres colonnes de U” sont indépendantes (et les m—r derniéres colonnes sont nulles).
D’ou (A.2).

Puis (ImBT)* = {Z € R" : VX € R™, (Z,BT.X),, =0} = {f € R" : VX € R™, (B.Z,X);, =
0} ={ZeR": B.Z =0} =KerB. Le. (A.3).

D'ou (KerB)* = ImB7, avec R" = KerB @ (KerB)*, d’ott R” = KerB @ ImB7T | i.e. (A.4).

Et donc dim(KerB) + dim(ImB7T) = n et donc (A.5) & I'aide de (A.2). nn

Remarque A.4 On rappelle que ImB = Vect{col;(B);i = 1,...,n} espace vectoriel engendré
par les vecteurs colonnes de B. En effet, B.Z est le vecteur = Y, x;col;(B). Donc ImBT =
Vect{ligne,(BT);i = 1,...,n}.

Et # € KerB ssi B.Z = 0, i.e. ssi ligne,(B).Z = 0 pour tout 4, i.e. ssi Z est orthogonal & tous
les vecteurs ligne constituant B, i.e. orthogonal & tous les vecteurs colonne constituant B” i.e.
orthogonal &4 ImB7 : c’est (A.3). o

B Annexe. Matrices similaires et congruentes

(Voir aussi le polycopié “algébre linéaire”.)

B.1 DMatrices similaires

Définition B.1 12)eux matrices carrées A et B de R™ sont similaires ssi il existe une matrice
inversible P € R telle que :
B=P 'AP (B.1)

Définition B.2 La matrice carrée A est dite diagonalisable ssi A est similaire & une matrice
diagonale D = diag(\1, ..., \n), et on notera alors D = P~1. A.P.

En particulier, si A est diagonalisable alors A.P = P.D indique que les colonnes de P sont
les vecteurs propres associés aux valeurs propres qui sont les éléments diagonaux de D. En effet,
notant p; la j-éme colonne de P, ’égalité A.P = P.D est I'identité A.p; = A;p; pour tout j.

Calcul des valeurs propres : on calcule det(A — AI) = P()\) = le polyndme caractéristique de la
matrice A, polynéme de degré n, et on cherche les racines A de P, i.e. t.q. P(\) = 0 (on cherche
les A t.q. la matrice A — Al n’est pas inversible) : on obtient ainsi toutes les valeurs propres \;.

Proposition B.3 Deux matrices similaires ont mémes valeurs propres.

Preuve. det(B — M) = det(P~LA.P — \) = det(P~Y(A — M\]))P) = det(P~1)det(A —
Al) det(P) = det(A — AI).
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B.2 DMatrices congruentes et loi d’inertie de Sylvester

Définition B.4 Si A et B sont deux matrices n x n, elles sont dits congruentes ssi il existe une
matrice Z inversible telle que :
B=27".A27. (B.2)

Dans ce cas, comme BT = ZT.AT.Z, on a l’équivalence A symétrique < B symétrique.

Remarque B.5 Les matrices congruentes sont utilisées pour les fonctions quadratiques ou les
formes bilinéaires symétriques, alors que les matrices similaires sont utilisées pour les endomor-
phismes. un

Remarque B.6 Utilisation courante de la congruence : si on considére le changement de variables
T — ¢ = Z 1.7, alors la forme quadratique ® : ¥ — ®(7) = (A.Z,%)r~ de matrice A devient
la forme quadratique ¥ : § — (A.Z.9, Z4§)rn = (ZT.A.Z.4,§)rn = (B.4,¥)r» de matrice B
congruente a A. wn

Proposition B.7 (Loi d’inertie de Sylvester.) Deux matrices symétriques congruentes ont méme
signature, i.e. ont méme nombre de valeurs propres strictement positives, strictement négatives et
nulles.

Preuve. Soit A et B deux matrices congruentes. Il existe donc Z inversible t.q. B = Z7.A.Z.
On considére la décomposition QR de Z, soit Z = QR, avec QT = Q~! (matrice orthogonale)
et R matrice triangulaire supérieure (Right triangular matrix) de diagonale strictement positive
(procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt & partir des colonnes de Z qui forment une base
car Z est inversible).

Pour t € [0,1], la matrice (1—t)R 4 ¢tI (barycentre de R et I) est inversible car est triangulaire
supérieure & diagonale strictement positive (immédiat).

On pose Z(t) = Q.((1—t)R + tI) pour t € [0, 1], qui est donc inversible pour ¢ € [0, 1] (produit
de deux matrices inversibles). On a Z(0) = Q.R=Z et Z(1) = Q.

Notons B(t) = ZT(t).A.Z(t). Donc B(0) = ZT.A.Z = B, et B(1) = QT.A.Q = Q1. A.Q est
similaire & A, donc a mémes valeurs propres que A.

Z est une fonction affine, donc continue (pour la norme matricielle).

Donc B est une fonction quadratique, donc continue (pour la norme matricielle).

Donc, pour A fixé, t — det(B(t) — AI) est une fonction continue.

Comme B(t) est symétrique pour tout ¢, B(¢) est diagonalisable.

Si A est inversible, alors, pour ¢ € [0,1], B(t) est inversible et n’a donc aucune valeur propre
nulle. Donc, pour ¢ € [0, 1], par continuité de B, B(t) a méme signature que B(0) = B (sinon il
existerait ¢ t.q. 0 est valeur propre de B(t), et alors B(t) n’est pas inversible). En particulier B(1)
a méme signature que B. Et comme B(1) est similaire & A, B(1) a la méme signature que A, cf.
proposition B.3. Donc B & méme signature que A.

Si A n’est pas inversible, on considére A 4 I qui a pour valeurs propres les A;+¢ ot les \; sont
les valeurs propres de A. Et A 4 eI est inversible pour £ > 0 suffisamment petit, et on applique le
raisonnement précédent, puis on fait tendre £ vers 0. un

Remarque B.8 Autre preuve (toujours dans le cas A symétrique et donc B symétrique). On pose
A1 < ... < A, les valeurs propres de A et p1 < ... < u, celles de B. Supposons A\, > 0.

Le quotient de Rayleigh R4 (V) = % de A donne A\, = sup minR4(¥). Et avec Z
vvn Vidim V=k 7€V

(ATD)en _ (A28 ZB)gn _ (27 AZB@)gn _(@8)zn o (B.bbzn 1
(U,0)gn —  (ZW,ZAW)gn (W, W)gn (ZAW,ZAWD)gn — (W, 0)gn a’
la plus petite valeur propre de Z7.Z (comme Z7.Z est une matrice symétrique définie positive,
elle est diagonalisable de plus petite valeur propre o > 0). D’out \j, < Mk%, et up est > 0.

D’ou B a au moins autant de valeurs propres positives que A. En inversant les roles de A et B,
on déduit que A a autant de valeurs propres positives que B. Puis en considérant —A et —B, on

déduit que A a autant de valeurs propres négatives que B. D’ou le résultat. un

ou a > 0 est

inversible, on a

Corollaire B.9 Si A est une matrice symétrique, si A = L.C.L" est sa décomposition de Cholesky,
avec L matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et C' matrice diagonale contenant
les pivots, alors il y a autant de pivots strictement positifs, strictement négatifs et nuls qu’il y a
de valeurs propres strictement positives, strictement négatives et nulles.
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Preuve. A étant symétrique, on peut choisir une décomposition diagonale A = P.D.P~! ou
P~ = PT_ Donc A est congruente & D. Et A = L.C.L" est congruente 4 C. D’ot C est congruente
aDcar C = (L L.P).D.(P~L.L7T) avec (L71.P)T = PT.L-T = P~1.L=T. Et on applique loi
d’inertie de Sylvester. un

Exercice B.10 Montrer que si A est B sont deux matrices symétriques congruentes, B = Z7.A.Z
avec Z inversible, alors leurs matrices diagonales des valeurs propres sont congruentes. L.e. si

D=P AP, D = diag(A1,...,\,), P '=PT, (B3
E=Q'"BQ, E=diag(p,..mm), Q' =Q7, '
alors :
B=2TAZ <+ E=YTDY, (B.4)

ot Y = PT.Z.QQ est inversible.

Réponse. On a (Q.E.Q™") = Z7 (P.D.P™").Z,do0 E = (Q . ZT.P).D.(P™'.2.Q) et (Q~".Z7.P)T =
PT.Z(@ YT =P tZQ. a

Exercice B.11 Démonstration simple de : si D et F sont deux matrices diagonales congruentes
et si D est une matrice définie positive, alors F est définie positive.

Réponse. On a E = YT.D.Y avec Y inversible. Donc (E.%, ¥)gn = (D.Y.@, Y.#)gn. Ordonnons les valeurs
propres de E : u1 < ... < un, et quitte a réordonner la base canonique de R™, on a E = diag(p1, ..., n)-
D’ou :

M1 = (E€1,€1)Rn = (D.Y.gl,Y.gl)Rwl = (D-§1,g1) = ZAiyfl,
i=1

ou ¢1 dénote la premiére colonne de la matrice Y, et ot Y = [y;;]. On en déduit que si tous les \; sont > 0

alors p1 > 0 et donc tous les p; sont > 0. =n

Exercice B.12 Soit y1; € R*, Y,, matrice n X n inversible, ¢ € R" et Y = <yjl 0 > Montrer

C Yn
par récurrence : si E et D sont diagonales t.q. E = Y7 .D.Y, alors E et D ont la méme signature.
Réponse. Notant D = </\01 l;) ) avec D, matrice diagonale :
YT DY — Y11 €2T )\1y11 0 _ )\1y51 + E2T.Dn.52 5§.D7L.Yn
7 \o v')\ D& D.Y,) Y,l.Dy.C Y,I.D,.Y, )"

_(H O
NotantE-(O B,

)7 de E=YT.D.Y on déduit que :
= Myi + & .Dp.és, YT Dp@o=0, En,=Y].D,Y.

Donc D,,.¢2 = 0 (car Yy, est inversible), d’ou u1 = Alyfl et p1 et A1 ont méme signe, eton a £, = YnT.Dn.Yn7

et on applique ’hypothése de récurrence. un

C Annexe. Point selle

C.1 Définition

On considére une fonction M : X x A — R ou X et A sont deux espaces vectoriels.
Définition C.1 Un point (z,\) € X x A est un point-selle de la fonction M ssi :

inf M(y,A) = M(z, ) = sup M(z, ), (C.1)
Y

pEA
i.e. au point (x,\), M(xz, A) est “min en 2” et est “max en \”.

Exemple C.2 La fonction M(y, ) = y* — u? a pour point selle le point (0, 0). Faire un dessin. o
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26 C.2. “supinf < infsup”

Notons, pour u € A et pour y € X :
déf

Fy) ¥ sup My, 1) et G(u) %" inf M(y, ). (C.2)
HEA yeX

Alors (x, ) est un point-selle de M ssi :
G(\) = F(x) (= M(z, N)). (C.3)
Définition C.3 La fonction G est appelée la fonction duale de la fonction F'.

Proposition C.4 Si M € C'(X x A;R) admet un point selle, alors pour u € A, on a :

G(pn) = M(y(p), 1) pour y(u) vérifiant %—/;/l(y(u),u) =0,

et poury € X, on a:

F(y) = My p(y)) pour ply) verifiant 2 (g, ) = 0.

noté

Preuve. A u fixé, 'inf en y de M(y, 1) est atteint en un point y = y(u) t.q. (y ) = 0.
Meéme démarche pour F. un

Exemple C.5 On prend X = R", A = RP, M = £ (lagrangien) o

I LT o S -
L) =5y Ag+a g+ i (Bg—2),

ou A est une matrice n X n symétrique définie positive et B une matrice p X n de rang p, & € R™
et ¢ € RP. Donc L est quadratique en ¢ et linéaire en fi.
Soit fi € RP donné. On a G(ff) = L(Z, i) en un point Z vérifiant € (Z, [
Soit ¥ € R™ donné. On a F(§) = L(¥, ) en un point ¥/ vérifiant —ﬂ(

Donc s’il y a un point selle (Z, X) ce point selle doit vérifier :

Ai+ BT X=-a
B.Z =c¢.

Comme A est symétrique définie positive et B est de rang p, ce systéme a une unique solution,
c’est notre point selle.

Calcul de G : 25(,7) = Odonneona § = —A~L. BT ji—A~1.d, et donc G(ji) = L(—A~1.B ji—
A7La, i), dou G donnee par (3.9), fonction quadratique concave sur R?.

Calcul de F : ( 7,V) = ¢ = B.g, et donc F() n’est réel (n’est pas infini) qu’aux points ¥
dans ’espace aﬂine c + KerB :

1

F(y) = §QTA§ pour les § t.q. B.y =7, (C4)

comme en (2.11). n

C.2 “supinf < infsup”
On se place dans R pour ne pas exclure toc.

Proposition C.6 (“supinf < infsup”). Dans R, quelle que soit la fonction M : X x A = R, on a
toujours :

Ve e X, VA€eEA, inf M(y,\) < sup M(z, u), (C.5)
yeX HeEA
i.e. on a toujours “supinf < inf sup”
sup inf M(y,u) < 1nf sup M(y, ). (C.6)
peA yeX yeX e
Ou encore, on a toujours :
Ve e X, VA €A, G(\) < F(x), (C.7)
i.e. on a toujours :
sup G(p) < inf F(y). (C.8)
BEA yeX
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27 C.3. L’inf-sup

Preuve. Pour (z,\) donné, on a L(z,\) > inf L(y,\) = G(\) et L(z,\) < sup L(x,u) = F(z),
Y Iz
d’ott G(A) < F(x), ce pour tout (z,\) € X x A, i.e. (C.7). D’ou les autres relations. n

Remarque C.7 Autre rédaction de la preuve pour démontrer directement (C.6) : il s’agit de

montrer que :

sup(lnf My, p)) < 1nf (sup/\/l(z v)) dans R.
uen yEX X veA

Par définition du sup et de 'inf, ce sera vrai si :

YueA VzelX, 1nf M(y, p) < sup M(z,v). (C.9)
veA

Mais pas définition de I'inf et du sup, pour tout 4 € A et z € X, on sait que :

igﬁ(/\/l(y,u) <M(z,p) et M(z,pu) <sup M(z,v).
y

vEA
D’ou (09) un

Exemple C.8 Soit M(y,u) = y? — p?. On pose alors G(u) = infyer M(y,pn) et F(y) =
sup,eg M(y, ). On a immédiatement :

G(n) =~ Fly) =y
Et il est immédiat que G(u) < F(y) pour tout y,u € R, car sup,cg G(1) =0 < 0 = infyer F(y).
On a donc bien (C.6), et on a existence du point selle qui est (0, 0). un
C.3 L’inf-sup
Corollaire C.9 Un point selle (x,\) de M (s'il existe) vérifie :

M(z, A) = sup inf M(y,p) = mf sup My, u) (C.10)
peA YEX X peA

(on peut inverser le sup et 'inf), et donc :

Et si M € CY(X x A;R) alors on a :

2@ =0,
8/@ (C.11)

Preuve. Soit (z,A) un point-selle; alors :

infsup M(y, p) < sup M(x, p) = M(x, A) = inf M(y, A) < supinf M(y, ).
B w w

—_—— N———
=F(z) =G(N)

D’ou “inf sup < supinf” et la proposition C.6 donne 'inégalité inverse, d’ou (C.10).
Puis, pour (z,A) un point-selle, sup, M(z, ) = M(x, ), cf. (C.1), et A étant un espace
vectoriel et M étant C*, le sup est donné quand %—/t\/[(x, 1) = 0 pour tout p. Idem %—/Z‘(x, A)=0.du

C.4 Cas d’un lagrangien
On regarde le cas ou M = L : R" x R? — R est un lagrangien :
L(Z,X) = f(Z) + XT.G(@), (C.12)
ou 7 € R" et X € RP.

On note encore P = {Z : g(&) = 0}.
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Proposition C.10 Un point-selle (Z, X) € R" x R? de L (sil en existe un) est tel que f (&) réalise
le minimum de f dans ’espace P :

G(@) =0 et f(f)=gggf(y*), (C.13)

i.e. en particulier Z est solution du probléme primal (2.11).

Et si f € CL(R™;R) et § € C*(R™;RP) alors £ € C*(R™ x RP;R), et un point-selle (Z,X) €
R™ x RP de L (s’il en existe un) est solution de :

V@) + Z AiVgi(E) =0,

i=1
9(%) =0.

(C.14)

Preuve. Par définition d’un point-selle (&, X), on a L(Z, i) < L(Z, X) pour tout ji € RP, i.e. :

i".g(x) < X.g(#), ViR,

ie. (g— X)Tg(f) < 0 pour tout i, i.e. 77.§(Z) < 0 pour tout 7. Ce n’est possible que si §(Z) = 0,
ie.siZeP. B

Puis, par définition d’un point-selle (&, \), on a L(Z, \) < L(y,\) pour tout ¥ € R™, donc en
particulier pour tout ¢ € P, et donc, comme on vient de voir que € P :

f@)+0< f(§)+0, V§eP.

Et donc Z est un minimum de f sur P.
Puis par dérivation en Z puis en A, on obtient (C.14). un
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