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Première partie

Introdu
tion

1 Présentation

On note

−→
R

n
l'espa
e ve
toriel R× ...× R produit 
artésien de R par lui-même n-fois.

On note ( ~Ei)i=1,...,n =noté ( ~Ei) la base 
anonique de

−→
R

n
, où don


~E1 = (1, 0, ...0), ~E2 =

(0, 1, 0, ..., 0), ..., ~En = (0, ..., 0, 1) : on utilise n−1 fois l'élément neutre de l'addition 0, et 1 fois

l'élément neutre de la multipli
ation 1.
On note R

n
l'espa
e a�ne d'espa
e ve
toriel asso
ié

−→
R

n
et O un point de R

n
(origine).

1.1 Torseur dans le plan R
2

Dé�nition 1.1 Dans R
2
, un torseur est une appli
ation :

M :

{
R

2 → R
2 ×

−→
R

2

B → M(B) = (B, ~M(B)),
(1.1)

où

~M : R2 →
−→
R

2
est une appli
ation a�ne antisymétrique : il existe A ∈ R

2
(un point) t.q. pour tout

B ∈ R
2
:

~M(B) = ~M(A) + L.
−−→
AB, (1.2)

où L :
−→
R

2 →
−→
R

2
est un endomorphisme antisymétrique. Autrement dit L est une appli
ation linéaire

de rotation d'un quart de tour 
omposée ave
 une homothétie.

~M(B) est appelé �moment en B�.

Interprétation géométrique : la matri
e [L]E représentant L dans la base 
anonique ( ~E1, ~E2) de
−→
R

2

est :

[L]E =

(
0 −α

α 0

)
= α

(
cos π

2
− sin π

2

sin π
2

cos π
2

)
, (1.3)

ave


(
cos π

2
− sin π

2

sin π
2

cos π
2

)
la matri
e de rotation d'un quart de tour dans le sens trigonométrique et α le

rapport d'homothétie. En parti
ulier

~M(B)− ~M(A) est orthogonal à
−−→
AB et a pour longueur |α| fois

la longueur de

−−→
AB.

Interprétation en degrés de liberté : un torseur M asso
ie à un point B le 
ouple :

M(B) = (point B d'appli
ation , ve
teur

~M(B)), (1.4)

et est don
, dans R
2
, déterminé à l'aide de 2 + 2 = 4 degrés de libertés (ddl) : 2 ddl de position de B

et 2 ddl 
omposantes du ve
teur

~M(B).

Exemple 1.2 Pour un mouvement de solide, α = ±1 (deux points du solide restent à distan
e �xée).

Par exemple, si B la position du 
entre de gravité, le moment en 
e point est

~M(B).

Exemple 1.3 Pour le moment des for
es, α est un 
oe�
ient ampli�
ateur.

Notation simpli�
atri
e abusive :

M(B) = (B, ~M(B))
noté

= ~M(B). (1.5)

Mais on ne devra pas oublier de penser au point d'appli
ation B, 
f. (1.4), et don
 ne pas oublier les

2 ddl de position (on a 4 ddl en tout).
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3 1. Présentation

1.2 Plongement dans R
3
et éléments de rédu
tion

Une rotation plane se dé
rit par plongement dans R
3

omme une rotation autour de l'axe des z :

Soit L l'endomorphisme de

−→
R

3
représenté dans la base 
anonique ( ~E1, ~E2, ~E3) de

−→
R

3
par la matri
e :

[L]E =




0 −α 0
α 0 0
0 0 0


 . (1.6)

Soit un point A ∈ R
3
, soit

~M(A) =




~M(A)1
~M(A)2
~M(A)3



 ∈
−→
R

3
. Alors (1.2) devient :

~M(B) = ~M(A) + L.
−−→
AB, (1.7)

soit :

~M(B) = ~M(A) + ~R ∧
−−→
AB, (1.8)

où on a posé :

~R = α~E3. (1.9)

Dé�nition 1.4 Le ve
teur

~R est appelé la résultante du torseur

~M . Les éléments de rédu
tion d'un

torseur sont la résultante

~R et, pour un point A donné, la valeur

~M(A) dite �moment en A�.

Quitte à 
hanger de base orthonormée (b.o.n.), tout torseur se met sous la forme (1.7).

En revan
he, seul un 
hangement de b.o.n. dire
te permet d'en déduire (1.8) : 
'est le �petit

problème� adressé au � suivant.

1.3 �Petit problème� pour la résultante

Le �petit problème� qui se pose est résumé ainsi :

1. on peut toujours 
hoisir une b.o.n. (~ei) telle que la matri
e [L]e du torseur dans la base (~ei)
s'é
rive sous la forme (1.8) :

[L]e =




0 −α 0
α 0 0
0 0 0


 . (1.10)

2. Si on pose

~R = α~e3, alors

2.1 si (~ei) est une b.o.n. dire
te alors on a L.
−−→
AB = + ~R ∧

−−→
AB, 
-à-d le ve
teur L.

−−→
AB est

représenté par le produit ve
toriel + ~R ∧
−−→
AB,

2.2 si (~ei) est une b.o.n. indire
te alors on a L.
−−→
AB = − ~R ∧

−−→
AB, 
-à-d le ve
teur L.

−−→
AB est

représenté par le produit ve
toriel − ~R ∧
−−→
AB.

Autrement dit, la représentation de L.~v par l'intermédiaire du produit ve
toriel (?)∧~v est possible,

mais 
ette représentation dépend de l'orientation de la base : on a (?) = + ~R pour une b.o.n. dire
te

et (?) = − ~R pour une b.o.n. indire
te.

Ce n'est pas très surprenant en 
e sens que

~R a été dé�ni à partir d'une base, la base qui représente L

par la matri
e [L]e, 
f. (1.10) ; on a alors posé ~R = α~e3. Cette dé�nition de ~R n'est don
 pas intrinsèque :

elle dépend du 
hoix de la base.

L'exer
i
e suivant, et la réponse donnée, résument les 
al
uls.

Exer
i
e 1.5 Un torseur général dans R
3
est une appli
ation a�ne asso
ié à un endomorphisme

antisymétrique L non nul (appli
ation linéaire de rotation autour d'un axe).
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4 1. Présentation

1- Montrer que la matri
e [L]E de L dans la base 
anonique ( ~Ei) est de type :

[L]E =




0 −c b

c 0 −a

−b a 0



 . (1.11)

2- Montrer que :

~RE = a ~E1 + b ~E2 + c ~E3 (1.12)

donne :

L.~v = + ~RE ∧ ~v, ∀~v. (1.13)

Ainsi L est une rotation autour de l'axe Vect{ ~RE} de +
π

2
dans le sens trigonométrique autour de

~RE .

3- On 
onsidère la b.o.n indire
te (~e1=− ~E1, ~e2= ~E2, ~e3= ~E3). Montrer que la matri
e [L]e de L dans


ette base est :

[L]e =




0 −γ β

γ 0 −α

−β α 0


 , (1.14)

ave
 α = a, β = −b, γ = −c.

4- Montrer que :

~Re = α~e1 + β~e2 + γ~e3∀~v, (1.15)

donne :

L.~v = − ~Re ∧ ~v, ∀~v. (1.16)

Ainsi L est une rotation autour de l'axe Vect{ ~Re} de −
π

2
dans le sens trigonométrique autour de

~Re.

5- Véri�er que

~RE 6= ~Re (ave


~Re = − ~RE). Con
lure que la dé�nition des ve
teurs

~RE et

~Re de

représentation de L n'est pas intrinsèque (il dépend du 
hoix de la base).

6- Résumer dans le 
as a = b = 0 et c = 1 (
as de rotation autour de �l'axe des z� qui permet de

se ramener à une rotation dans R
2
).

Réponse. 1- L étant antisymétrique, sa matri
e dans la base 
anonique véri�e [L]TE = −[L]E . Don
 Lji = −Lij

pour tout i, j, et en parti
ulier Lii = 0 pour tout i. Don
 [L]E est du type (1.11) ave
 a, b, c ∈ R (on s'est servi

impli
itement du produit s
alaire eu
lidien, voir (4.9)).

2- La règle du produit matri
iel donne [L.~v]E = [L]E .[~v]E (voir (4.5)). Soit ~v = v1 ~E1+v2 ~E2+v3 ~E3, et don


[~v]E =




v1
v2
v3




est la matri
e représentant ~v dans la base ( ~Ei). Don
 [L.~v]E = [L]E .[~v]E =




−cv2 + bv3
cv1 − av3
−bv1 + av3



.

Et la dé�nition du produit ve
toriel (voir (2.4)) donne :

~RE ∧ ~v = (a ~E1 + b ~E2 + c ~E3) ∧ (v1 ~E1 + v2 ~E2 + v3 ~E3)

= av2 ~E1 ∧ ~E2 + av3 ~E1 ∧ ~E3 + bv1 ~E2 ∧ ~E1 + bv3 ~E2 ∧ ~E3 + cv1 ~E3 ∧ ~E1 + cv2 ~E3 ∧ ~E2

= av2 ~E3 − av3 ~E2 − bv1 ~E3 + bv3 ~E1 + cv1 ~E2 − cv2 ~E1

= (bv3 − cv2) ~E1 + (cv1 − av3) ~E2 + (av2 − bv1) ~E3.

(1.17)

Don
 on a [~RE ∧ ~v]E = [L.~v]E , don
 ~RE ∧ ~v = L.~v (deux ve
teurs qui ont les mêmes 
omposantes dans une

base sont égaux).

3- La matri
e P de passage de la base ( ~Ei) à la base (~ei) sto
ke dans sa j-ème 
olonne les 
omposantes de ~ej

dans la base ( ~Ei) : P =




−1 0 0
0 1 0
0 0 1



. La formule de 
hangement de base des endomorphismes (voir (4.23))

donne [L]e = P−1.[L]E .P , d'où (1.14) (rappel : multiplier par P à droite 
hange le signe de la 1ère 
olonne,

et multiplier par P à gau
he 
hange le signe de la 1ère ligne).

4- Soit ~v = w1~e1 +w2~e2 + w3~e3. Don
 [L.~v]e = [L]e.[~v]e =




−γw2 + βw3

γw1 − αw3

−βw1 + αw2




.

Et la dé�nition du produit ve
toriel donne

~Re ∧ ~v = (α~e1 + β~e2 + γ~e3) ∧ (w1~e1 + w2~e2 + w3~e3) = (−α~E1 + β ~E2 + γ ~E3) ∧ (−w1
~E1 + w2

~E2 + w3
~E3)

= − αw2
~E3 + αw3

~E2 + βw1
~E3 + βw3

~E1 − γw1
~E2 − γw2

~E1

= (βw3 − γw2)(−~e1) + (αw3 − γw1)(~e2) + (βw1 − αw2)(~e3).
(1.18)

Don
 on a [L.~v]e = [−~Re ∧ ~v]e, et don
 L.~v = −~Re ∧ ~v.
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5 1. Présentation

5-

~Re = α~e1 + β~e2 + γ~e3 = a(− ~E1)− b ~E2 − c ~E3 = −~RE , et 
omme L 6= 0 on a

~Re 6= ~RE .

6- Cas a = b = 0 = α = β et c = 1 = −γ. D'où L réduit au plan Vect{ ~E1, ~E2} = Vect{~e1, ~e2} a pour

matri
e [L]E =

(
0 −1
1 0

)
et [L]e =

(
0 1
−1 0

)
. Et on a

~RE = + ~E3,
~Re = −~e3 = − ~E3.

1.4 Origine du �petit� problème

Le �petit problème� vient de la dé�nition du ve
teur

~Re qui dépend de la base dans laquelle L a

été reprénsentée (par sa matri
e [L]e).

Au niveau des 
al
uls : sans le dire, on a utilisé 2 produits �ve
toriels� di�érents.

1. Le premier est le �vrai� produit ve
toriel ∧ entre deux ve
teurs, rappeler au � 2 : dé�ni par :

~E1 ∧ ~E2 = ~E3, ~E2 ∧ ~E3 = ~E1, ~E3 ∧ ~E1 = ~E2. (1.19)

2. Le se
ond est un �faux� produit ve
toriel ∧̃, 
f. (3.1) :




u1

u2

u3


 ∧̃




v1
v2
v3


 =




u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1


 . (1.20)

C'est un �pseudo produit ve
toriel� entre deux matri
es 
olonnes.

C'est le �pseudo produit ve
toriel� qui donne [L]e.[~v]e = [~R]e∧̃[~v]e (
al
ul entre matri
es et non

entre ve
teurs), et qui fait qu'à partir de (1.14) on a posé (1.15), 
omme à partir de (1.11) on avait

posé (1.12).

Le �pseudo produit ve
toriel� n'est pas un 
al
ul entre deux ve
teurs (mais entre deux matri
es) :


e n'est pas un 
al
ul intrinsèque (il dépend de la représentation dans une base).

Les ve
teurs

• ~Re, 
f.(1.15), dé�ni à partir de (1.14), et

• ~RE , 
f.(1.12), dé�ni à partir de (1.11),

sont appelés les �pseudo-ve
teurs� de représentation de L dans la base 
hoisie.

Pour que tout soit 
lair, la pro
haine partie pré
ise les dé�nitions et propriétés dont au a besoin

pour faire les 
al
uls..
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Deuxième partie

Rappels

2 Rappel : produit ve
toriel

2.1 Appli
ation n-linéaire

Dé�nition 2.1 Soit E et F deux espa
es ve
toriels. Une appli
ation b : En → F est n-linéaire ssi

elle est linéaire par rapport à 
haque ve
teur :

∀~u,~v ∈
−→
R

n , ∀λ ∈ R, b(..., ~u+ λ~v, ...) = b(..., ~u, ...) + λb(..., ~v, ...), (2.1)

Quand F = R, l'appli
ation n-linéaire b est appelée forme n-linéaire.

Pour n = 2 (resp. n = 3) on dit bilinéaire (resp. trilinéaire).

Dé�nition 2.2 Soit m,n ∈ N
∗
. Une appli
ation n-linéaire b : En → F est alternée ssi :

∀~u,~v ∈ E, b(..., ~u, ..., ~v, ...) = −b(..., ~v, ..., ~u, ...). (2.2)

Exer
i
e 2.3 Montrer que (2.2) équivaut à :

∀~v ∈
−→
R

n , b(..., ~v, ..., ~v, ...) = 0. (2.3)

Réponse. E
rivons la démonstration pour bilinéaire pour alléger les notations.

Si (2.2) alors (2.3) est immédiat.

Si (2.3) alors 0 = b(~u+~v, ~u+~v) = b(~u, ~u)+ b(~u,~v)+ b(~v, ~u)+ b(~v,~v) = 0+ b(~u,~v)+ b(~v, ~u)+0, d'où (2.2).

2.2 Produit ve
toriel

On note ( ~E1, ~E2, ~E3) la base 
anonique de

−→
R

3
.

Dé�nition 2.4 Le produit ve
toriel est l'appli
ation bilinéaire alternée dé�nie par :

∧ :





−→
R

3 ×
−→
R

3 →
−→
R

3

(~u,~v) → ∧(~u,~v)
noté

= ~u ∧ ~v



 t.q.





~E1 ∧ ~E2 = ~E3,

~E2 ∧ ~E3 = ~E1,

~E3 ∧ ~E1 = ~E2.

(2.4)

On note

~E4 = ~E1 et

~E5 = ~E2. Ainsi ∧ est dé�nie génériquement par :

~Ei ∧ ~Ei+1 = ~Ei+2 ∀i = 1, 2, 3. (2.5)

Exer
i
e 2.5 Véri�er que les trois 
onditions (2.5) déterminent 
omplètement ∧.

Réponse. ∧ est bilinéaire et don
 entièrement déterminée par la données des ∧( ~Ei, ~Ej) pour tout i, j = 1, 2, 3,

soit 9 valeurs à dé�nir. Comme ∧ est alternée, ∧( ~Ei, ~Ei) = 0 pour tout i = 1, 2, 3. Reste 6 valeurs à dé�nir.

Comme ∧ est alternée ∧( ~Ei, ~Ej) = − ∧ ( ~Ej ; ~Ei) pour tout 1 ≤ i < j ≤ 3. Reste 3 valeurs à dé�nir : données

par (2.5).

Don
 pour ~u =

3∑

i=1

ui
~Ei et ~v =

3∑

i=1

vi ~Ei, ∧ étant bilinéaire et alternée :

~u ∧ ~v =
n∑

i,j=1

uivj ~Ei ∧ ~Ej =
∑

1≤i<j≤3

(uivj − ujvi) ~Ei ∧ ~Ej

= (u1v2 − u2v1) ~E1 ∧ ~E2 + (u2v3 − u3v2) ~E2 ∧ ~E3 + (u1v3 − u3v1) ~E1 ∧ ~E3

= (u1v2 − u2v1) ~E3 + (u2v3 − u3v2) ~E1 + (u3v1 − u1v3) ~E2.

(2.6)
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Remarque 2.6 On 
al
ule ~u ∧ ~v dans la base 
anonique ave
 l'é
riture formelle :

~u ∧ ~v = det




~E1 u1 v1
~E2 u2 v2
~E3 u3 v3



 , (2.7)

où on développe formellement le déterminant suivant la première 
olonne, 
e qui donne (2.6).

Don
, notant [~u]E , [~v]E et [~u∧~v]E les matri
es 
olonnes sto
kant les 
omposantes dans la base ( ~Ei) :

[~u]E =




u1

u2

u3




et [~v]E =




v1
v2
v3




donnent [~u ∧ ~v]E =




u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1



 . (2.8)

2.3 Déterminant et produit ve
toriel

Dé�nition 2.7 Le produit s
alaire eu
lidien dans

−→
R

n
est la forme bilinéaire (·, ·)Rn

dé�nie par :

(·, ·)R2 :

{−→
R

n ×
−→
R

n → R

(~u,~v) → (~u,~v)Rn

}
t.q. ( ~Ei, ~Ej)Rn = δij pour tout i, j = 1, ...n, (2.9)

où δij est le symbole de Krone
ker (δij = 1 si i = j, et δij = 0 si i 6= j).

Dé�nition 2.8 Le déterminant dans

−→
R

n
est la forme n-linéaire alternée dé�nie par :

det( ~E1, ..., ~En) = 1. (2.10)

Dé�nition 2.9 Le �volume algébrique� (positif ou négatif) d'un parallélépipède de 
�té ~v1, ...~vn est

le réel det(~v1, ...~vn). (Et le volume du parallélépipède est | det(~v1, ...~vn)|.)

Exer
i
e 2.10 Montrer que det( ~E1, ..., ~En) = 1 détermine entièrement det.

Réponse. 1- det étant multilinéaire, det est déterminée si on 
onnaît tous les det( ~Ei1 , ...,
~Ein) pour tous

les i1, ..., in.

2- det étant alternée, det( ~Ei1 , ...,
~Ein) est non nul ssi les indi
es ij sont distin
ts 2 à 2 pour j = 1, ..., n. Et

dans 
e 
as, par permutations de deux indi
es, on a det( ~Ei, ..., ~En) = ± det( ~Ei1 , ...,
~Ein) pour tout i1, ..., in ∈

[1, n]N, 
e qui détermine tous les réels det( ~Ei1 , ...,
~Ein).

Proposition 2.11 (Dé�nition alternative du produit ve
toriel.)

On munit

−→
R

3
de son produit s
alaire eu
lidien (·, ·)R3

. Alors, pour ~u,~v ∈
−→
R

3
, ~u ∧ ~v est l'unique

ve
teur de

−→
R

3
t.q. :

∀~w ∈
−→
R

3 , (~u ∧ ~v, ~w)R3 = det(~u,~v, ~w). (2.11)

Preuve. Le ve
teur ~u ∧ ~v donné en (2.6) véri�e immédiatement (2.11).

On a det(~u,~v, ~E1) =
∑

ij uivj det( ~Ei, ~Ej , ~E1) = u2v3 − u2v2. Don
 (~u ∧ ~v, ~E1)R3 = det(~u,~v, ~E1)
donne (~u ∧ ~v)1 = u2v3 − u2v2. Idem pour les autres 
omposantes. D'où l'uni
ité.

Proposition 2.12 Si ~u,~v ∈
−→
R

3
, alors ||~u ∧ ~v|| est l'aire du parallélogramme de 
�tés ~u et ~v, et

(~u ∧ ~v) ⊥ ~u et (~u ∧ ~v) ⊥ ~v.

Preuve. Supposons ~u non 
olinéaire à ~v, sinon 
'est immédiat 
ar ~u ∧ ~v = ~0.
(2.11) donne (~u ∧ ~v, ~w)R3 = det(~u,~v, ~w) = 0 si ~w = ~u ou ~v (
ar det est alternée), don
 ~u ∧ ~v ⊥

Vect{~u,~v}.
Puis soit ~w = ~u∧~v

||~u∧~v||
R3

. Alors ||~u ∧ ~v||R3 = (~u ∧ ~v, ~w)R3 = det(~u,~v, ~w) = volume limité par ~u,~v, ~w.

Comme ~w ⊥ (~u∧~v) et ~w est unitaire, on a ||~u∧~v||R3 = | det(~u,~v, ~w)| l'aire du parallélépipède de 
�té

~u et ~v et de hauteur ~w ⊥ Vect{~u,~v} de norme 1, don
 
'est l'aire parallélogramme de 
�tés ~u et ~v.

Remarque 2.13 L'existen
e et l'uni
ité du ve
teur ~u ∧ ~v t.q. (2.11) peuvent également être dé-

duites du théorème de représentation de Riesz : 
'est le ve
teur qui représente la forme linéaire

~w → det(~u,~v, ~w) à l'aide produit s
alaire (·, ·)R3
. Cette appro
he permet de généraliser la notion

de produit ve
toriel à

−→
R

n
pour n ≥ 4.
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2.4 Produit ve
toriel ∧ dans une b.o.n. dire
te ou indire
te

Dé�nition 2.14 Une b.o.n (~ei) de

−→
R

3
est dire
te ssi det(~e1, ~e2, ~e3) = +1, et elle est indire
te ssi

det(~e1, ~e2, ~e3) = −1.

Exer
i
e 2.15 Montrer qu'une b.o.n (~ei) de
−→
R

3
est dire
te ssi ~e1 ∧ ~e2 = ~e3, et qu'elle est indire
te

ssi ~e1 ∧ ~e2 = −~e3.

Réponse. (2.11) donne det(~e1, ~e2, ~e3) = (~e1 ∧ ~e2, ~e3)R3 .

Puis la proposition 2.12 donne ~e1 ∧ ~e2 ⊥ Vect{~e1, ~e2}, don
 ~e1 ∧ ~e2 ∈ Vect{~e3} (
ar (~ei) est une b.o.n.),

ave
 ||~e1∧~e2|| = 1 (aire du 
arré de 
�té ~e1 et ~e2), don
 ~e1∧~e2 = ±~e3, où, ave
 (2.12), signe + si b.o.n. dire
te

et signe − si b.o.n. indire
te.

Exemple 2.16 Soit ~e1=− ~E1, ~e2= ~E2 et ~e3= ~E3.

Don
 det(~e1, ~e2, ~e3) = det(− ~E1, ~E2, ~E3) = − det( ~E1, ~E2, ~E3) = −1 et (~ei) est une b.o.n. indire
te.

Et ∧(~e1, ~e2) = ∧(− ~E1, ~E2) = −∧( ~E1, ~E2) 
ar ∧ est bilinéaire, don
 ~e1∧~e2 = −( ~E1∧ ~E2) = − ~E3 = −~e3,

as parti
ulier de (2.13)2.

Pour une base (~e1, ~e2, ~e3) on notera ~e4 = ~e1 et ~e5 = ~e2.

Proposition 2.17 Soit (~ei) une b.o.n.. On a :

(~ei) est dire
te ⇐⇒ det(~ei, ~ei+1, ~ei+2) = +1 ∀i = 1, 2, 3,

(~ei) est indire
te ⇐⇒ det(~ei, ~ei+1, ~ei+2) = −1 ∀i = 1, 2, 3.
(2.12)

Ou en
ore :

(~ei) est dire
te ⇐⇒ ~ei ∧ ~ei+1 = +~ei+2 ∀i = 1, 2, 3,

(~ei) est indire
te ⇐⇒ ~ei ∧ ~ei+1 = −~ei+2 ∀i = 1, 2, 3.
(2.13)

D'où pour ~u =

3∑

i=1

ui~ei et ~v =

3∑

i=1

vi~ei :

~u ∧ ~v = +
(
(u1v2 − u2v1)~e3 + (u2v3 − u3v2)~e1 + (u3v1 − u1v3)~e2

)
si (~ei) est dire
te,

= −
(
(u1v2 − u2v1)~e3 + (u2v3 − u3v2)~e1 + (u3v1 − u1v3)~e2

)
si (~ei) est indire
te.

(2.14)

Don
 si [~u ∧ ~v]e est la matri
e 
olonne des 
omposantes de ~u ∧ ~v dans la base (~ei) :

[~u ∧ ~v]e = +




u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1




si (~ei) est dire
te,

[~u ∧ ~v]e = −




u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1




si (~ei) est indire
te.

(2.15)

Preuve. On a : (~ei) est dire
te ssi det(~e1, ~e2, ~e3) = +1. Et det étant alternée det(~ei, ~ei+1, ~ei+2) =
− det(~ei+1, ~ei, ~ei+2) = det(~ei+1, ~ei+2, ~ei) pour i = 1, 2, 3, don
 = det(~e1, ~e2, ~e3). D'où (2.12).

D'où (2.14) ave
 l'exer
i
e 2.15.

Et ∧ étant bilinéaire et alternée : ~u ∧ ~v =
∑3

ij=1
uivj~ei ∧ ~ej =

∑
1≤i<j≤3

uivj~ei ∧ ~ej = (u1v2 −
u2v1)~e1 ∧ ~e2 + (u2v3 − u3v2)~e2 ∧ ~e3 + (u3v1 − u1v3)~e3 ∧ ~e1, d'où (2.14). D'où (2.15)

3 Produit matri
iel ∧̃

3.1 Dé�nition du produit matri
iel ∧̃

Pour deux matri
es 
olonnes




u1

u2

u3




et




v1
v2
v3



, on dé�nit leur pseudo produit ve
toriel :




u1

u2

u3


 ∧̃




v1
v2
v3


 =




u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1


 . (3.1)
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Et on note souvent abusivement (mais pas dans 
e poly
opié) :

∧̃
noté

= ∧ . (3.2)

Éviter 
et abus de notation permettra de 
omprendre fa
ilement que �la résultante d'un torseur est

un pseudo-ve
teur�.

3.2 Produit matri
iel ∧̃ dans une b.o.n. dire
te ou indire
te

Corollaire 3.1 Ave
 la notation ∧̃, 
f. (3.1), si (~ei) est une b.o.n., alors pour i = 1, 2, 3 :

[~ei ∧ ~ei+1]e = +[~ei]e∧̃[~ei+1]e (= + [~ei+2]e) si (~ei) est dire
te,

[~ei ∧ ~ei+1]e = −[~ei]e∧̃[~ei+1]e (= − [~ei+2]e) si (~ei) est indire
te.
(3.3)

D'où pour ~u =

3∑

i=1

ui~ei et ~v =

3∑

i=1

vi~ei, ave
 don
 [~u]e =




u1

u2

u3




et [~v]e =




v1
v2
v3




:

[~u ∧ ~v]e = + [~u]e∧̃[~v]e =




u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1




si (~ei) est dire
te,

[~u ∧ ~v]e = − [~u]e∧̃[~v]e = −




u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1




si (~ei) est indire
te.

(3.4)

Preuve. (2.14) et (3.1) donnent (3.4). D'où en parti
ulier (3.3).

Exer
i
e 3.2 Démontrer dire
tement (3.3).

Réponse. On a [~e1]e∧̃[~e2]e =




1
0
0



 ∧̃




0
1
0



 =




0
0
1



 = [~e3]e. Et ~e1 ∧ ~e2 = ±~e3, 
f. (2.13), donne [~e1 ∧ ~e2]e =

±[~e3]e. Idem par permutation 
ir
ulaire sur les indi
es. D'où (3.3).

Exer
i
e 3.3 Montrer que, si (~ei) est une b.o.n. de
−→
R

3
, si ~u =

∑
i ui~ei, ~v =

∑
i vi~ei, alors :

det




~e1 u1 v1
~e2 u2 v2
~e3 u3 v3



 =

{
+ ~u ∧ ~v, si (~ei) est dire
te,

− ~u ∧ ~v, si (~ei) est indire
te,
(3.5)

où le déterminant formel est, par 
onvention, développé par rapport à la 1ère 
olonne.

Réponse. Cas parti
ulier ~u = ~e1 et ~v = ~e2 : par 
onvention de 
al
ul (développement par rapport à la 1ère


olonne) on a det




~e1 1 0
~e2 0 1
~e3 0 0



 = +~e3, et ~e3 = ±~e1 ∧ ~e2, 
f (2.13). Cas général : exer
i
e.

3.3 Danger de l'abus de notation ∧̃ =
noté ∧ pour les matri
es

(3.4) montre qu'il ne faut pas 
onfondre le 
al
ul ave
 ∧̃ (entre deux matri
es) et le 
al
ul ave
 ∧
(entre deux ve
teurs).

Le �bon 
al
ul� (intrinsèque) est le 
al
ul ve
toriel ~u∧~v. Une fois 
e 
al
ul fait, on peut représenter

le ve
teur ~u ∧ ~v dans la base (~ei) souhaitée, orthonormale ou non, dire
te on non, et ainsi obtenir les


omposantes de ~u ∧ ~v dans 
ette base.

Le 
al
ul �problématique� est le 
al
ul [~u]e∧̃[~v]e qui est un 
al
ul matri
iel, et qui ne représente

~u ∧ ~v dans la base (~ei) que si (~ei) est orthonormée et (~ei) est dire
te, 
f. (3.4).

Remarque 3.4 Le 
hoix d'une base dire
te n'est pas systématique. Un observateur peut par exemple


hoisir soit l'axe des z orienté vers le haut, alors qu'un autre observateur peut 
hoisir soit l'axe des z

orienté vers le bas : l'un prend ( ~E1, ~E2, ~E3) qui est dire
te, et l'autre prend ( ~E1, ~E2,− ~E3) qui est

indire
te.

Quand ils s'é
hangeront leurs résultats, il faudra en tenir 
ompte, 
-à-d ne pas 
onfondre le 
al
ul

matri
iel ave
 ∧̃ et le 
al
ul ve
toriel ave
 ∧.
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Ce problème est 
ru
ial pour les torseurs : pour L endomorphisme antisymétrique, et pour (~ei)

une b.o.n. donnée, on dé�nit le ve
teur

~Re (dite résultante du torseur) à l'aide de ses 
omposantes sur

la b.o.n. (~ei) à l'aide du pseudo produit ve
toriel ∧̃ (voir (5.3)) :

~Re est dé�ni t.q. [L].[~v]e = [~Re]e∧̃[~v]e. (3.6)

(Don
 les 
omposantes du ve
teur

~Re dans la base (~ei) sont sto
kées dans la matri
e 
olonne [~Re]e.)

Don
 on aura, pour tout ~v ∈
−→
R

3
:

L.~v =

{
+ ~Re ∧ ~v, si (~ei) est dire
te,

− ~Re ∧ ~v, si (~ei) est indire
te.
(3.7)

4 Rappels : endomorphismes et représentations matri
ielles

4.1 Dé�nition d'un endomorphisme

Dé�nition 4.1 Soit V1 et V2 deux espa
es ve
toriels réels. Une appli
ation linéaire L : V1 → V2 est

une appli
ation qui véri�e :

∀~v, ~w ∈ V1, ∀λ ∈ R, L(~v + λ~w) = L(~v) + λL(~w) ∈ V2. (4.1)

Et on note (pour les appli
ations linéaires) :

L(~v)
noté

= L.~v. (4.2)

On note L(V1;V2) l'ensemble des appli
ations linéaires de V1 dans V2.

Dé�nition 4.2 Si V1 = V2 =noté V , on note L(V ;V ) =noté L(V ), et un élément de L(V ) est appelé
endomorphisme de V .

4.2 Représentation matri
ielle d'un endomorphisme

Soit V espa
e ve
toriel de dimension �nie n. Soit (~ei)i=1,...,n =noté (~ei) une base de V .

Soit L ∈ L(V ) (un endomorphisme).

Pour j = 1, ..., n, on note (Lij)i=1,...,n ∈ R
n
les 
omposantes de L.~ej dans la base (~ei) :

L.~ej =

n∑

i=1

Lij~ei, [L.~ej]e =




L1j

.

.

.

Lnj


 , (4.3)

[L.~ej ]e étant la matri
e 
olonne sto
kant les 
omposantes du ve
teur L.~ej dans la base (~ei). Et on note

[L]e = [Lij ] �la matri
e de L dans la base (~ei)� :

[L]e = [Lij ] i=1,...,n

j=1,...,n

=




L11 ... L1n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Ln1 ... Lnn


 noté

= [Lij ] =

(
[L.~e1]e ... [L.~en]e

)
. (4.4)

Pour ~v =
∑n

j=1
vj~ej , notons [~v]e =




v1
.

.

.

vn




la matri
e 
olonne sto
kant les 
omposantes de ~v dans

la base (~ei). Par linéarité de L on a :

L.~v =

n∑

j=1

vjL.~ej =

n∑

i,j=1

Lijvj~ei, don
 [L.~v]e =




∑n
j=1

L1jvj
.

.

.∑n
j=1

Lnjvj


 = [L]e.[~v]e, (4.5)

la dernière égalité dé�nissant le produit matri
iel entre une matri
e n× n et une matri
e n× 1.
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4.3 Cas parti
ulier d'une b.o.n.

On suppose V muni d'un produit s
alaire (·, ·)V (forme bilinéaire symétrique dé�nie positive).

Dé�nition 4.3 Relativement au produit s
alaire (·, ·)V , une base orthonormée (une b.o.n.) (~ei)
dans V est une base véri�ant :

∀i, j = 1, ..., n, (~ei, ~ej)V = δij . (4.6)

Exer
i
e 4.4 Véri�er que pour une b.o.n (~ei), quand ~u =
∑

i ui~ei et ~v =
∑

i vi~ei, on a :

(~u,~v)V =

n∑

i=1

uivi. (4.7)

Réponse. (·, ·)V bilinéaire donne (~u,~v)V =
∑n

i,j=1
uivi(~ei, ~ej)V =

∑n

i,j=1
uiviδij =

∑n

i=1
uivi.

Proposition 4.5 Quand (~ei) est une b.o.n de V , on a, pour tout i, j = 1, ..., n :

Lij = (L.~ej, ~ei)V (
as d'une b.o.n.). (4.8)

Preuve. Par bilinéarité de (·, ·)V on a (L.~ej, ~ei)V = (
∑n

k=1
Lkj~ek, ~ei)V =

∑n
k=1

Lkj(~ek, ~ei)V =∑n
k=1

Lkjδki = Lij pour tout i, j, puisque (~ei) est une b.o.n., 
f. (4.6).

4.4 Endomorphisme transposé

Dé�nition 4.6 Soit un endomorphisme L ∈ L(V ). L'endomorphisme transposé LT ∈ L(V ) relative-
ment au produit s
alaire (·, ·)V est l'endomorphisme véri�ant :

∀~u,~v ∈ V, (LT .~v, ~u)V = (~v, L.~u)V . (4.9)

Il est immédiat que l'opération de transposition est linéaire, soit (L + λM)T = LT + λMT
pour

tout L,M ∈ L(V ) et tout λ ∈ R, et que :

(LT )T = L. (4.10)

Proposition 4.7 Quand (~ei) est une b.o.n de V , on a :

[LT ]e = [L]Te (
as d'une b.o.n.), (4.11)


-à-d la matri
e de la transposée est la transposée de la matri
e (dans une b.o.n.).

Preuve. Notons [LT ]e = [(LT )ij ] la matri
e de LT
dans la base (~ei) ; ave
 (4.8) on a, pour tout

i, j = 1, ..., n :

(LT )ij = (LT .~ej , ~ei)V = (~ej , L.~ei)V = (L.~ei, ~ej)V = Lji, (4.12)

puisque (~ei) est une b.o.n..

4.5 Endomorphismes symétriques et antisymétriques

Dé�nition 4.8 Un endomorphisme L ∈ L(V ) est symétrique (relativement au produit s
alaire (·, ·)V )
ssi :

LT = L, soit, ∀~u,~v ∈ V, (LT .~v, ~u)V = (L.~v, ~u)V . (4.13)

Dé�nition 4.9 Un endomorphisme L ∈ L(V ) est antisymétrique (relativement au produit s
a-

laire (·, ·)V ) ssi :

LT = −L, soit, ∀~u,~v ∈ V, (LT .~v, ~u)V = −(L.~v, ~u)V . (4.14)

Exer
i
e 4.10 Montrer : si L est antisymétrique, si n est impair, il existe toujours un ve
teur non

nul ~v 6= ~0 tel que L.~v = ~0, qui est don
 un ve
teur propre asso
ié à la valeur propre 0. (Dans R3
un

tel ve
teur donnera une �résultante� d'un torseur.)

Réponse. Soit (~ei) une b.o.n. de V et [L]e = [Lij ] la matri
e représentant L dans 
ette base, 
f. (4.3).

On a det([L]e) = det([L]Te ) (propriété des déterminants), ave
 [L]Te = [LT ]e (représentation dans une

b.o.n.) et LT = −L (antisymétrie), et don
 det([L]e) = det(−[L]e) = (−1)n det([L]e) (un déterminant est une

forme multilinéaire alternée). Don
 si n est impair, on a det([L]e) = 0, don
 [L]e n'est pas inversible, don
 non

inje
tive. Don
 il existe ~v 6= ~0 t.q. L.~v = ~0 (et don
 0 est valeur propre).
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4.6 Noyau, image

Proposition 4.11 Soit L un endomorphisme de V . Alors :

(KerL)⊥ = Im(LT ), et don
 V = KerL
⊥
⊕ ImLT . (4.15)

Don
 : si L est un endomorphisme symétrique ou antisymétrique de V alors (KerL)⊥ = ImL :

LT = ±L =⇒ (KerL)⊥ = ImL, et don
 V = KerL
⊥
⊕ ImL. (4.16)

Preuve. On a ~v ∈ KerL ⇔ L.~v = ~0 ⇔ (L.~v, ~w)V = 0 pour tout ~w ∈ V ⇔ (~v, LT . ~w)V = 0 pour tout

~w ∈ V ⇔ ~v ⊥ LT . ~w pour tout ~w ∈ V ⇔ ~v ∈ (ImLT )⊥. Don
 KerL = (ImLT )⊥.
Et pour toute appli
ation linéaire L on a Im(L) = Im(−L) 
ar Im(L) est un espa
e ve
toriel.

Exer
i
e 4.12 Soit l'endomorphisme L de E de matri
e [L]e =

(
1 2
3 6

)
dans une b.o.n. (~ei). Véri�er

que KerL 6= (ImL)⊥. (I
i L n'est ni symétrique ni antisymétrique.)

Réponse. L.~x = 0 ⇔ x1 + 2x2 = 0. Don
 KerL = Vect{

(
2
−1

)
}.

ImL = {~y = L.~x = x1~c1+x2~c2 : ~x ∈ R
2} est l'espa
e engendré par les �ve
teurs 
olonnes� de la matri
e [L]e,

don
 ImL = Vect{

(
1
3

)
}. Et (ImL)⊥ = Vect{

(
3
−1

)
} 6= KerL.

Exer
i
e 4.13 Soit l'endomorphisme L de E de matri
e [L]e =




0 0 0
0 1 2
0 3 4




dans une b.o.n. (~ei).

Véri�er que KerL = (ImL)⊥, et don
 que la ré
iproque de (4.16) est fausse. (I
i L n'est ni symétrique

ni antisymétrique.)

Réponse. I
i KerL = Vect{~e1} et ImL = Vect{~e2, ~e3}, 
ar :
* L.~e1 = ~0 (la première 
olonne de [L]e est nulle),

* L.~v = v1L.~e1+v2L.~e2+v3L.~e3 = ~0+v2L.~e2+v3L.~e3 est 
ombinaison linéaire des deux derniers �ve
teurs


olonnes� (indépendants) de [L]e don
 ImL = Vect{~e2, ~e3}.

Remarque 4.14 Si L est bije
tif alors KerL = Vect{~0} et ImL = V , don
 (KerL)⊥ = ImL, bien que

L ne soit pas né
essairement symétrique ou antisymétrique : la ré
iproque de (4.16) est trivialement

fausse dans 
e 
as.

4.7 Matri
e d'un endomorphisme antisymétrique dans une b.o.n.

Proposition 4.15 Si [L]e = [Lij ] est la matri
e d'un endomorphisme antisymétrique L dans une

b.o.n. (~ei), alors la matri
e [L]e est antisymétrique (en parti
ulier les termes diagonaux de la matri
e

sont nuls) :

LT = −L =⇒ ∀i, j = 1, ..., n, Lii = 0, Lij = −Lji (dans une b.o.n.). (4.17)

Preuve. (4.11) donne Lij = (LT )ji (dans une b.o.n.) ave
 LT = −L, don
 Lij = −Lji.

4.8 Formules de 
hangement de base

Soit (~ai) et (~bi) deux bases de V . Soit P la matri
e de 
hangement de base de la base (~ai) vers la

base (~bi), 
-à-d P la matri
e qui sto
ke dans sa j-ème 
olonne les 
omposantes du ve
teur

~bj dans la
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base (~ai). Don
 pour j = 1, ..., n on a posé :

~bj =
n∑

i=1

Pij~ai, (4.18)

ave
 don
 :

[~bj ]a =




P1j

.

.

.

Pnj


 = P.[~aj ]a = 
olonne j de P , (4.19)

puisque [~a1]a =




1
0
.

.

.

0


, ..., [~an]a =




0
.

.

.

0
1


.

Pour ~v ∈ V on note vi (resp. wi) ses 
omposantes dans la base (~ai) (resp. dans la base (~bi)) :

~v =

n∑

i=1

vi~ai =

n∑

i=1

wi
~bi, don
 ave
 [~v]a =




v1
.

.

.

vn



 , [~v]b =




w1

.

.

.

wn



 . (4.20)

Pour L ∈ L(V ) on note Aij (resp. Bij) ses 
omposantes dans la base (~ai) (resp. dans la base (~bi)),

f. (4.3) :

∀j = 1, ..., n, L.~aj =

n∑

i=1

Aij~ai, L.~bj =

n∑

i=1

Bij
~bi, (4.21)

don
 ave
 :

[L]a = [Aij ]
noté

= A, [L]b = [Bij ]
noté

= B. (4.22)

Proposition 4.16 Les formules de 
hangement de base pour les ve
teurs ~v et les endomorphismes L

sont les formules :

[~v]b = P−1.[~v]a et [L]b = P−1.[L]a.P (soit B = P−1.A.P ). (4.23)

Preuve. Véri�ons (4.23)1 sous la forme [~v]a = P.[~v]b.

~v =
∑

j wj
~bj donne ~v =

∑
j wj(

∑
i Pij~ai) =

∑
i(
∑

j Pijwj)~ai, ave
 ~v =
∑

i vi~ai, don
 vi =∑
j Pijwj 
omme annon
é.

Véri�ons (4.23)2 sous la forme P.B = A.P . On a L.~bj =
∑

iBij
~bi (par dé�nition de B) pour tout j.

D'une part L.~bj = L.(
∑

k Pkj~ak) =
∑

k Pkj(L.~ak) =
∑

k Pkj(
∑

ℓ Aℓk~aℓ) =
∑

ℓ(
∑

k AℓkPkj)~aℓ =∑
ℓ(A.P )ℓj~aℓ.

D'autre part

∑
iBij

~bi =
∑

i Bij(
∑

ℓ Pℓi~aℓ) =
∑

ℓ(
∑

i PℓiBij)~aℓ =
∑

ℓ(P.B)ℓj~aℓ.

Don
 L.~bj =
∑

iBij
~bi vrai pour tout j, donne (A.P )ℓj = (P.B)ℓj pour tout ℓ et j.

5 Pseudo-ve
teur (la matri
e 
olonne) asso
ié à un endomor-

phisme antisymétrique dans R
3

5.1 Endomorphisme antisymétrique et matri
e 
olonne asso
iée par ∧̃

Soit L ∈ L(
−→
R

3 ) un endomorphisme antisymétrique.

Soit (~ei) une b.o.n de

−→
R

3
. Soit [L]e la matri
e de L dans la b.o.n. (~ei). Ave
 (4.17) il vient : il

existe α, β, γ ∈ R t.q. :

[L]e =




0 −γ β

γ 0 −α

−β α 0


 . (5.1)

On note [~Re]e la matri
e 
olonne donnée dans la base (~ei) par :

[~Re]e =




α

β

γ


 . (5.2)
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Proposition 5.1 Ave
 ∧̃ dé�ni par (3.1), on a, pour tout ~v ∈
−→
R

3
:

[L]e.[~v]e = [~Re]e∧̃[~v]e. (5.3)

En parti
ulier :

[L]e.[~Re]e = 0. (5.4)

Preuve. C'est immédiat (la matri
e 
olonne [~R]e a été dé�nie pour avoir (5.3)).

5.2 Pseudo-ve
teur (la matri
e 
olonne)

Dé�nition 5.2 La matri
e [~Re]e est appelée le pseudo-ve
teur asso
ié à L relativement à la b.o.n. (~ei).

5.3 Pseudo-ve
teur (matri
e) versus ve
teur

Proposition 5.3 Soit (~ei) une b.o.n. de

−→
R

3
. Soit L ∈ L(

−→
R

3 ) un endomorphisme antisymétrique de

matri
e [L]e =




0 −γ β

γ 0 −α

−β α 0



, 
f. (5.1). Soit

~Re ∈
−→
R

3
le ve
teur donné dans la b.o.n. (~ei) par :

~Re = α~e1 + β~e2 + γ~e3, ave
 don
 [~Re]e =




α

β

γ



 , (5.5)

[~Re]e étant la matri
e 
olonne sto
kant les 
omposantes de

~Re dans la base (~ei), 
f. (5.2). Pour tout

~v ∈
−→
R

3
on a :

L.~v =

{
+ ~Re ∧ ~v, si (~ei) est dire
te,

− ~Re ∧ ~v, si (~ei) est indire
te.
(5.6)

Preuve. Il s'agit de véri�er que [L.~v]e = ±[~Re ∧ ~v]e : on a (5.3) et on a [~Re]e∧̃[~v]e = ±[~Re ∧ ~v]e,

f. (3.4) page 9.

Ainsi

~Re ne représente L à l'aide du produit ve
toriel par la formule L.~v = ~Re ∧ ~v uniquement

quand la b.o.n. est dire
te.

Et suivant l'orientation de la base (~ei) 
'est soit ~Re soit − ~Re qui, au travers du produit ve
toriel,

représente L dans la b.o.n. (~ei), 
f. (5.6).

Remarque 5.4 Le pseudo-ve
teur (la matri
e) [~Re]e ne fait que sto
ker les réels α, β, γ donnés

dans (5.1). I
i on est dans le 
as parti
ulier de R
3
où un endomorphisme antisymétrique est re-

présenté par 3 réels, et 3 réels font penser à un ve
teur de R
3
(dans R

2
une matri
e antisymétrique

est représentée par 1 seul réel, dans R
4
une matri
e antisymétrique est représentée par 6 réels... : le


as de R
3
est très parti
ulier).

Ainsi dans R
3
, [~Re]e a le goût d'un ve
teur (il est dé
rit par trois réels), mais 
e n'est pas un

ve
teur représentant intrinsèquement L (indépendant de la base).

I
i l'endomorphisme L représente une rotation, et le ve
teur

~Re donné en (5.5) est un ve
teur

dire
teur de �l'axe de rotation�, ve
teur dont le sens dépend de l'orientation de la base quand on veut

s'en servir pour représenter L ave
 le produit ve
toriel, 
f. (5.6).

Exer
i
e 5.5 Soit L endomorphisme de matri
e dans la base 
anonique [L]E =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0



,


omme en (1.6). Soit la b.o.n. indire
te (~e1=− ~E1, ~e2= ~E2, ~e3= ~E3). Véri�er (5.6) pour ~v = ~e1.

Réponse. La base ( ~Ei) est dire
te.

11- Ave
 (4.5), [L.~v]E = [L]E .[~v]E = [L]E .[~e1]E = −[L]E .[ ~E1]E = −




0
1
0



 = −[ ~E2]E .
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12- Notant

~RE le ve
teur asso
ié à [L]E , on a

~RE = ~E3 et [~RE ]E =




0
0
1



, d'où

~RE ∧ ~v = ~E3 ∧ ~e1 =

~E3 ∧ (− ~E1) = − ~E3 ∧ ~E1 = − ~E2, 
f. dé�nition 2.4 du produit ve
toriel page 6. Don
 [~RE ∧ ~v]E = [L.~v]E .

La base (~ei) est indire
te.

La matri
e de passage est P =




−1 0 0
0 1 0
0 0 1




, ave
 trivialement P−1 = P .

On a [L]e = P−1.|L]E .P =




0 1 0
−1 0 0
0 0 0



, 
f. (4.23), don


~Re = −~e3 et [~Re]e =




0
0
−1



.

21- Ave
 (4.5), [L.~v]e = [L]e.[~v]e = [L]e.[~e1]e =




0
−1
0



 = −[~e2]e.

22-

~Re ∧ ~v = (−~e3) ∧ ~e1 = ~e2 (b.o.n. indire
te), d'où [~Re ∧ ~v]e = +[~e2]e.

Exer
i
e 5.6 Montrer, pour L endomorphisme antisymétrique dans

−→
R

3
: L 6= 0 ⇔ ~Re 6= ~0, et :

KerL = Vect{ ~Re}. (5.7)

Réponse. On a : ~v ∈ KerL ⇔ L.~v = ~0 ⇔ ±[~Re ∧ ~v]e = ~0 ⇔ ~Re ∧ ~v = ~0 ⇔ ~v ‖ ~Re (
ar L 6= 0).

Exer
i
e 5.7 Montrer, dans

−→
R

3
, que pour un endomorphisme L antisymétrique non nul, on peut

trouver une b.o.n. dire
te (~ei) dans laquelle la matri
e de L est de la forme :

[L]e =




0 −α 0
α 0 0
0 0 0


 , α > 0, (5.8)


e qui permet de se ramener à une rotation dans le plan Vect{~e1, ~e2}, 
omme en (1.3), 
f. (1.6).

Réponse. Supposons L 6= 0 (trivial sinon). L étant antisymétrique, sa matri
e dans la base 
anonique est de

la forme [L]E =




0 −c b

c 0 −a

−b a 0



. Soit

~RE = a ~E1 + b ~E2 + c ~E3, ave
 don
 [~RE ]E =




a

b

c



. I
i L.~v = ~RE ∧ ~v

pour tout ~v (la base 
anonique est dire
te), 
f. (5.6).

On prend ~e3 =
~RE

||~RE ||
, don
 on a Vect{~e3} = KerL = (ImL)⊥, 
f. (4.16). Et on prend (~e1, ~e2) b.o.n. dans

ImL = (KerL)⊥ telle que (~e1, ~e2, ~e3) soit dire
te.
Véri�ons que 
ette b.o.n. 
onvient ave
 α = ||~RE ||, et don


~RE = α~e3. Notons [L]e = [Mij ] la matri
e

de L dans la b.o.n. (~ei).

Ave
 (4.8) on a Mi3 = (L.~e3, ~ei)R3 = 0 pour tout i puisque L.~e3 = 0, et don
 la matri
e [L]e de L dans la

b.o.n. (~ei) a sa 3-ième 
olonne nulle. Puis M3j = (L.~ej , ~e3)R3 = 0 pour j = 1, 2 puisque ImL ⊥ KerL, 
f. (4.16),

et don
 [L]e a sa 3-ième ligne nulle. Puis [L]e est antisymétrique 
ar L est antisymétrique, 
f. (4.17), don
 [L]e
est de la forme (5.8). Comme

~Re = α~e3, 
omme (~ei) est dire
te, ave
 (5.6) on a L.~e2 = ~Re ∧ ~e2 = α~e3 ∧ ~e2 =

−α~e1, et don
 M12 = (L.~e2, ~e1)R3 = −α(~e1, ~e1)R3 = −α.
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Troisième partie

Champs de ve
teurs et torseurs

6 Champ de ve
teurs

Soit E un espa
e a�ne d'espa
e ve
toriel asso
ié E. On se donne une origine O ∈ E .

6.1 Dé�nition

Dé�nition 6.1 Un 
hamp de ve
teurs sur l'espa
e a�ne E est une appli
ation :

V :

{
E → E × E

P → V(P ) = (P,~v(P )),
(6.1)

où ~v :

{
E → E

P → ~v(P )

}
est une fon
tion C∞

. Ainsi un 
hamp de ve
teurs asso
ie à un point le 
ouple :

V(P ) = (point P d'appli
ation , ve
teur ~v(P )). (6.2)

Remarque 6.2 Cas E = R
3
.

Un ve
teur ~v(P ) peut être dessiné �n'importe où sur un dessin� et 
orrespond à 3 degrés de liberté

(les 
omposantes de ~v(P )).
Alors qu'un 
hamp de ve
teurs V , 
f. (6.1), 
orrespond à 2× 3 = 6 degrés de liberté : 3 de position

(
oordonnées de P ) et 3 ve
toriels (
omposantes de ~v(P )). Ainsi dans R3
, un torseur aura 6 degrés de

liberté.

Et on dessine alors le ve
teur ~v(P ) au point d'appli
ation P .

Notation abusive. On note abusivement : quand V(P ) = (P,~v(P )) :

V(P )
noté

= ~v(P ), (6.3)

où on ne doit néanmoins pas oublier que le point d'appli
ation P est sous-entendu : en parti
ulier


ette notation abusive ne doit pas faire oublier que V 
orrespond à 6 degrés de liberté dans R
3
, voir

remarque pré
édente.

Exemple 6.3 Le �moment des for
es� est un 
hamp de ve
teurs M : P → M(P ) = (P, ~M(P )).

Exemple 6.4 Le 
hamp des �vitesses eulériennes� est un 
hamp de ve
teurs V : P → (P,~v(P )).

6.2 Champ de ve
teurs a�nes

Dé�nition 6.5 Un 
hamp de ve
teurs V : P → V(P ) = (P,~v(P )) est a�ne ssi ~v : E → E est a�ne,


-à-d ssi il existe un point A ∈ E et un endomorphisme L ∈ L(E) tels que :

∀B ∈ E , ~v(B) = ~v(A) + L.
−−→
AB. (6.4)

Proposition 6.6 Si ~v est a�ne on a également :

∀A′, B ∈ E , ~v(B) = ~v(A′) + L.
−−→
A′B. (6.5)

(Propriété de 
hangement d'origine.)

Preuve. (6.4) donne ~v(A′) = ~v(A) + L.
−−→
AA′

, don
 ~v(A) = ~v(A′) + L.
−−→
A′A. Don
 (6.4) donne ~v(B) =

~v(A′) + L.
−−→
A′A+ L.

−−→
AB, don
 (6.5).
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7 Torseurs

7.1 Dé�nition

On se pla
e dans le 
as E = R
3
.

Dé�nition 7.1 Un torseur est un 
hamp de ve
teurs a�ne M : P → M(P ) = (P, ~M(P )) �antisymé-

trique�, au sens où L est antisymétrique dans (6.4) : pour A ∈ R
3
on a :

∀B ∈ R
3, ~M(B) = ~M(A) + L.

−−→
AB ave
 LT = −L. (7.1)

Don
 un torseur véri�e : une fois une b.o.n. dire
te (~e1, ~e2, ~e3) �xée dans
−→
R

3
eu
lidien, ave


~Re donné

par (5.5), on a :

~M(B) = ~M(A) + ~Re ∧
−−→
AB (b.o.n. dire
te). (7.2)

C'est en parti
ulier le 
as si on utilise la base 
anonique. Dans la suite on note :

~Re
noté

= ~R (la b.o.n. est supposée dire
te). (7.3)

7.2 Eléments de rédu
tion

Dé�nition 7.2 Le ve
teur

~R véri�ant (7.2) est appelé la résultante du torseur relativement à la b.o.n.

dire
te (~ei).

Dé�nition 7.3

~M(B) donné en (7.2) est appelé le moment du torseur M en B.

Dé�nition 7.4 Pour A ∈ R
3
�xé, les éléments de rédu
tion du torseur M sont la résultante

~R et le

moment

~M(A) (
as d'une b.o.n. dire
te).

Et on a la propriété usuelle des fon
tions a�nes : si M : P → (P, ~M(P )) est un torseur, alors,

pour tout B,A,A′ ∈ E :

~M(B) = ~M(A) + ~R ∧
−−→
AB = ~M(A′) + ~R ∧

−−→
A′B, (7.4)


f. (6.5). Don
 si A′
est un autre point,

~R et

~M(A′) sont aussi des éléments de rédu
tion.

Exer
i
e 7.5 �L'auto-moment� d'un torseur est le réel (~R, ~M(A))R3
, produit s
alaire de ses éléments

de rédu
tion. Montrer que l'auto-moment d'un torseur est 
onstant.

Réponse. (~R, ~M(B))R3 = (~R, ~M(A)+ ~R∧
−→
AB)R3 ave


~R ⊥ ~R∧
−→
AB don
 (~R, ~M(B))R3 = (~R, ~M(A))R3 +0.

7.3 Axe 
entral d'un torseur

Dé�nition 7.6 Soit un torseur M de résultante

~R 6= ~0 dans une b.o.n. dire
te. L'axe 
entral D du

torseur M est la droite a�ne :

D = {D ∈ R
3
t.q.

~M(D) ‖ ~R}. (7.5)

Proposition 7.7 Si

~R 6= ~0, alors D est bien une droite a�ne, de ve
teur dire
teur

~R : si D ∈ D
alors :

D = D +Vect{ ~R}. (7.6)

Preuve. On prend les notations données en (7.1).

Ave
 (4.16) on a

−→
R

3 = KerL⊕⊥ ImL (
ar LT = −L), ave
 KerL = Vect{ ~R} 
f. (5.7)). Don
, ave


~R dé�ni par (7.4) (dans une b.o.n. dire
te), il existe (λ, ~u) ∈ R×
−→
R

3
t.q. :

~M(A) = λ~R+ L.~u = λ~R+ ~R ∧ ~u (∈ KerL⊕⊥ ImL). (7.7)

Soit alors D le point dé�ni par :

−−→
AD = −~u. (7.8)

Don
 ave
 (7.2) et (7.7) :

M(D) = M(A) + ~R ∧
−−→
AD = (λ~R + ~R ∧ ~u) + ~R ∧ (−~u) = λ~R. (7.9)

Don
, ave
 (7.5), le point D appartient à D (qui n'est don
 pas vide).
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Soit D′
un autre point dans D : don
 il existe µ ∈ R t.q.

~M(D′) = µ~R.

Comme M(D′)−M(D) = ~R ∧
−−→
DD′

, on a :

(µ− λ)~R = ~R ∧
−−→
DD′. (7.10)

Don
 le membre de droite est perpendi
ulaire au membre de gau
he, don
 né
essairement ils sont

nuls : don
 µ = λ (
ar

~R 6= ~0 par hypothèse) et

−−→
DD′ ‖ ~R (
ar

~R 6= ~0 par hypothèse).

Don
 ∃α ∈ R t.q.

−−→
DD′ = α~R. Don


−−→
DD′ ∈ Vect{ ~R}, soit D′ ∈ D + Vect{ ~R}. Don
 D ⊂

D +Vect{ ~R}.

Ré
iproquement, montrons que D + Vect{ ~R} ⊂ D. Soit D′ ∈ ~xD + Vect{ ~R}, 
-à-d D′ = D + α~R

où α ∈ R, 
-à-d
−−→
DD′ = α~R. Alors :

M(D′) = M(D) + ~R ∧
−−→
DD′ = λ~R + ~R ∧ (α~R) = λ~R,

don
 D′ ∈ D. Don
 D ⊃ D +Vect{ ~R}.

Don
 D = D +Vect{ ~R} = la droite a�ne passant par le point D et de ve
teur dire
teur

~R.

Corollaire 7.8 Si

~R 6= ~0 :

Le moment est 
onstant le long de D : pour tout D,D′ ∈ D on a

~M(D′) = ~M(D).
Le moment est minimum (en norme) pour les points de l'axe.

Preuve. Si D et D′
sont deux points de l'axe D, alors

−−→
DD′ ‖ ~R, 
f. (7.6), et don
 :

M(D′) = M(D) + ~R ∧
−−→
DD′ = M(D).

Puis soit B ∈ R
3
et soit D ∈ D. Alors :

~M(B) = ~M(D) + ~R ∧
−−→
DB ∈ Vect{ ~R} ⊕⊥ Vect{ ~R}⊥,

Don
 par Pythagore || ~M(B)||2 = || ~M(D)||2 + ||~R∧
−−→
DB||2 ≥ || ~M(D)||2, et le moment est minimal (en

norme) pour les points de l'axe D.

7.4 Couple

Dé�nition 7.9 Un 
ouple est un torseur 
onstant non nul,
-à-d un torseur t.q. L = 0 dans (7.1).

Ou en
ore : 
'est un torseur de résultante nulle.

Don
 un 
ouple est un torseur M : P → (P, ~M(P )) t.q. :

∀A,B ∈ R
3, ~M(B) = ~M(A). (7.11)

7.5 Glisseur

Dé�nition 7.10 Si M est un torseur non nul qui n'est pas un 
ouple, s'il existe A ∈ R
3
tel que

~M(A) = ~0, alors M est appelé un glisseur, et l'axe du glisseur est la droite passant par le point A et

de ve
teur dire
teur

~R.

Don
 pour un glisseur, les points d'annulation du moment existent et ils dé�nissent l'axe du torseur.
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