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Premiére partie

Introduction

1 Présentation

On note RW I’espace vectoriel R x ... x R produit cartésien de R par lui-méme n-fois.

On note (Ei)izl ,,,,, ,, =noté (E;) la base canonique de RW, oit donc E; = (1,0,...0), Ey =
(0,1,0,...,0), ..., E, = (0,...,0,1) : on utilise n—1 fois 1’élément neutre de ’addition 0, et 1 fois
I’élément neutre de la multiplication 1.

On note R" I’espace affine d’espace vectoriel associé R” et O un point de R™ (origine).

1.1 Torseur dans le plan R?
Définition 1.1 Dans R2, un torseur est une application :
R? R x R?
M

; (1.1)
B — M(B)=(B,M(B)),

ott M : R2 — R? est une application affine antisymétrique : il existe A € R? (un point) t.q. pour tout
BecR?:

M(B) = M(A) + L.AB, (1.2)
ou L : Rﬁ — Rﬁ est un endomorphisme antisymétrique. Autrement dit L est une application linéaire
de rotation d’un quart de tour composée avec une homothétie. M (B) est appelé “moment en B”.

Interprétation géomeétrique : la matrice [L]g représentant L dans la base canonique (El, Eg) de ]li?

est :
0 —«o coss —sinZ
mE< > a(.z 2) (13)
a 0 sing cosg )’
cosg —sing . . , . e
avec | . 2 <2 | la matrice de rotation d’un quart de tour dans le sens trigonométrique et « le
Sin b COS b

rapport d’homothétie. En particulier M(B) — M(A) est orthogonal a AB et a pour longueur |a] fois
la longueur de AB.

Interprétation en degrés de liberté : un torseur M associe & un point B le couple :
M(B) = (point B d’application , vecteur M (B)), (1.4)

et est donc, dans R?, déterminé & I'aide de 2 + 2 = 4 degrés de libertés (ddl) : 2 ddl de position de B
et 2 ddl composantes du vecteur M (B).

Exemple 1.2 Pour un mouvement de solide, @« = +1 (deux points du solide restent & distance fixée).
Par exemple, si B la position du centre de gravité, le moment en ce point est M (B). u

Exemple 1.3 Pour le moment des forces, « est un coeflicient amplificateur. u
Notation simplificatrice abusive :
M(B) = (B, M(B)) "% M(B). (L5)

Mais on ne devra pas oublier de penser au point d’application B, cf. (1.4), et donc ne pas oublier les
2 ddl de position (on a 4 ddl en tout).
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3 1. Présentation

1.2 Plongement dans R® et éléments de réduction

Une rotation plane se décriﬂ;ar plongement dans R? comme une rotation autour de Paxe des z :

Soit L ’endomorphisme de R représenté dans la base canonique (El, Eg, Eg) de Hi? par la matrice :

0 —a 0
[L]E = « 0 0 (16)
0 0 O
3 M
Soit un point A € R3, soit M(A4) = | M(A), | € R®. Alors (1.2) devient :
M(A)
M(B) = M(A) + L.AB, (1.7)
soit : . . .
M(B) = M(A) + R AAB, (1.8)
ol on a poseé : . .
R = aF;. (1.9)

Définition 1.4 Le vecteur R est appelé la résultante du torseur M. Les éléments de réduction d’un
torseur sont la résultante R et, pour un point A donné, la valeur M (A) dite “moment en A”.

Quitte & changer de base orthonormée (b.o.n.), tout torseur se met sous la forme (1.7).

En revanche, seul un changement de b.o.n. directe permet d’en déduire (1.8) : c’est le “petit
probléme” adressé au § suivant.

1.3 “Petit probléme” pour la résultante
Le “petit probléme” qui se pose est résumé ainsi :

1. on peut toujours choisir une b.o.n. (€;) telle que la matrice [L]. du torseur dans la base (é;)
s’écrive sous la forme (1.8) :

(1.10)

o O O

2. Si on pose R = aes, alors

2.1 si (€;) est une b.o.n. directe alors on a LAB = +R A 1@, c-a-d le vecteur L.AB est
représenté par le produit vectoriel +R A AB ,

2.2 si (€;) est une b.o.n. indirecte alors on a LAB = —R A 1@, c-a-d le vecteur L.AB est
représenté par le produit vectoriel —RA AB.

Autrement dit, la représentation de L.7 par 'intermédiaire du produit vectoriel (?) A7 est possible,
mais cette représentation dépend de lorientation de la base : on a (?) = +R pour une b.o.n. directe
et (?) = —R pour une b.o.n. indirecte.

Cen’est pas trés surprenant en ce sens que R aété défini & partir d’une base, la base qui représente L
par la matrice [L]., cf. (1.10) ; on a alors posé R = aé;. Cette définition de R n’est donc pas intrinséque :
elle dépend du choix de la base.

L’exercice suivant, et la réponse donnée, résument les calculs.

Exercice 1.5 Un torseur général dans R? est une application affine associ¢ & un endomorphisme
antisymeétrique L non nul (application linéaire de rotation autour d’un axe).
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4 1. Présentation

1- Montrer que la matrice [L]g de L dans la base canonique (E;) est de type :

0 —c b
Llge=| ¢ 0 —a]. (1.11)
-b a 0
2- Montrer que : . B B .
Rg = aFEq +bE5 + cE5 (1.12)
donne : B
LU=+4+Rg AU, V0. (1.13)

.. . 5 7T . P 1
Ainsi L est une rotation autour de ’axe Vect{Rg} de +§ dans le sens trigonométrique autour de Rg.

3- On considére la b.o.n indirecte (é’lsz_’l, é’ng}, é’gzﬁg). Montrer que la matrice [L]. de L dans
cette base est :

0 — B
L=~ 0 -al, (1.14)
-8 « 0
aveca=a, f=—-b,v=—c.
4- Montrer que : .
R. = aé + ey + yesvo, (1.15)
donne : B
Lv=—-R,NU, V. (1.16)

.. . 5 ™ . s 4
Ainsi L est une rotation autour de I’axe Vect{R.} de —3 dans le sens trigonométrique autour de R..

5- Vérifier que Rp + fée (avec fée = —EE) Conclure que la définition des vecteurs Rp et fée de
représentation de L n’est pas intrinséque (il dépend du choix de la base).

6- Résumer dans le cas a = b =0 et ¢ = 1 (cas de rotation autour de ‘“I’axe des z” qui permet de
se ramener & une rotation dans R?).

Réponse. 1- L étant antisymétrique, sa matrice dans la base canonique vérifie [L]5 = —[L]g. Donc L;j; = —L;;
pour tout %, j, et en particulier L;; = 0 pour tout ¢. Donc [L]g est du type (1.11) avec a,b,c € R (on s’est servi
implicitement du produit scalaire euclidien, voir (4.9)).

2- La régle du produit matriciel donne [L.7]g = [L].[0]& (voir (4.5)). Soit & = v1 E1 +v2E2+vs E3, et donc

vy —cv2 + bug
[U]g = | v2 | est la matrice représentant ¥ dans la base (E;). Donc [L.0]g = [L|e.[0]le = | cv1 —avs
VU3 —bvy + avs

Et la définition du produit vectoriel (voir (2.4)) donne :

RE AT = (aE1 + bEQ + CEg) A (U1E1 + UQEQ + Ugﬁg)
= av2E1 A Eg + av3E1 A Eg + bvlﬁg A El + bvgﬁg A Eg -+ Cvlﬁg AN El -+ CUQE3 AN EQ
aU2E3 — avgﬁg — bmﬁg + bUgEl + cmﬁz — CUQEI

(1.17)

(bvs — cvg)ﬁl + (cv1 — avg)ﬁg + (ave — bvl)b:"g.

Donc on a [Rp A #]p = [L.7]g, donc Rp A ¥ = L. (deux vecteurs qui ont les mémes composantes dans une
base sont égaux).
3- La matrice P de passage de la base (E;) & la base (€;) stocke dans sa j-éme colonne les composantes de €;

-1 0 O
dans la base (E;) : P=| 0 1 0 |.La formule de changement de base des endomorphismes (voir (4.23))
0 01

donne [L]. = P71.[L]g.P, d’ou (1.14) (rappel : multiplier par P a droite change le signe de la lére colonne,
et multiplier par P & gauche change le signe de la 1lére ligne).
—ywz + Bws
4- Soit ¥ = w1€1 + wa€2 + wsze€z. Donc [L.ff]e = [L]e.[ﬁ]e = YW1 — w3
—pw: + cws
Et la définition du produit vectoriel donne

-

Re NT = (a€1 + B2 + 7€3) A (wi€1 + wees + w3é3) = (*OCE_'l + ﬁE2 + 753) A (*le_'l + WQEQ + waﬁs)
= — OcU)gEg + OcU)3Eg + ﬂw1E_:3 + ﬁngl — 7w1EQ — ’YQUQE_H

= (Bws — ywz2)(—€1) + (qws — yw1)(€2) + (Bw1 — aws)(€3).
) ) (1.18)
Donc on a [L.¥]e = [—~Re A U]e, et donc L.U = —Re A 0.
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5 1. Présentation

5- R, = o) + BEs + €3 = a(fE_'l) — bEy — cE3 = fR’E, et comme L # 0 on a R. #* RE.
6-Casa=b=0=a=petc=1= —y. D'ou L réduit au plan Vect{E1, E2} = Vect{€1, €2} a pour

matrice [L]E = ((1) _01) et [L]e = (701 (1)) Et on a RE = +Eg, Re = —53 = —Eg. I.I

1.4 Origine du “petit” probléme

Le “petit probléme” vient de la définition du vecteur R. qui dépend de la base dans laquelle L a
été reprénsentée (par sa matrice [L].).

Au niveau des calculs : sans le dire, on a utilisé 2 produits “vectoriels” différents.

1. Le premier est le “vrai” produit vectoriel A entre deux vecteurs, rappeler au § 2 : défini par :
E\NEy=Es, EyANEs=E,,  EsANE, =E,. (1.19)

2. Le second est un “faux” produit vectoriel A, cf. (3.1) :

Uy U1 U2V3 — U3V2
us AN (%) = U3V — U1V3 . (120)
us V3 U1V2 — U2V

C’est un “pseudo produit vectoriel” entre deux matrices colonnes.

Cest le “pseudo produit vectoriel” qui donne [L]..[7]e = [R]cA[#e (calcul entre matrices et non
entre vecteurs), et qui fait qu’a partir de (1.14) on a posé (1.15), comme & partir de (1.11) on avait
posé (1.12).

Le “pseudo produit vectoriel” n’est pas un calcul entre deux vecteurs (mais entre deux matrices) :

ce n’est pas un calcul intrinséque (il dépend de la représentation dans une base).

Les vecteurs
o R, cf.(1.15), défini & partir de (1.14), et
e Rp, cf.(1.12), défini a partir de (1.11),
sont appelés les “pseudo-vecteurs” de représentation de L dans la base choisie.

Pour que tout soit clair, la prochaine partie précise les définitions et propriétés dont au a besoin
pour faire les calculs..
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6 2. Rappel : produit vectoriel

Deuxiéme partie

Rappels

2 Rappel : produit vectoriel

2.1 Application n-linéaire

Définition 2.1 Soit E et F' deux espaces vectoriels. Une application b : E™ — F est n-linéaire ssi
elle est linéaire par rapport & chaque vecteur :

Vi, 5 € R?, VYAER, bloo@+ AT, .) = b(ery i, ) + Nb(rr, T,.00), (2.1)

Quand F' = R, 'application n-linéaire b est appelée forme n-linéaire.
Pour n =2 (resp. n = 3) on dit bilinéaire (resp. trilinéaire).

Définition 2.2 Soit m,n € N*. Une application n-linéaire b : E™ — F est alternée ssi :
Vi, v € E, b(eooy@y oy Uy .o) = =b(eoiy Uy oy @, .00). (2.2)
Exercice 2.3 Montrer que (2.2) équivaut a :

VEERT, bl .y,.) = 0. (2.3)

Réponse. Ecrivons la démonstration pour bilinéaire pour alléger les notations.
Si (2.2) alors (2.3) est immeédiat.
Si (2.3) alors 0 = b(u+7, 4+0) = b(d, @) + b(u, ¥) + b(V, @) + b(T, ¥) = 0+ b(@, ¥) + b(7, @) + 0, d’out (2.2). um

2.2 Produit vectoriel

On note (E_"l, E, Ei;) la base canonique de ]1?

Définition 2.4 Le produit vectoriel est ’application bilinéaire alternée définie par :
Ey A Ey = Es,
R xR - R® T
tq Eg AN E3 = El, (24)
E3 A Ey = Ej.

(@,7) — N@,d) "2 ians
On note E4 = El et E_"g, = EQ. Ainsi A est définie génériquement par :
E;NE; 1 =E;s Vi=1,2,3. (2.5)
Exercice 2.5 Vérifier que les trois conditions (2.5) déterminent complétement A.

Réponse. A est bilinéaire et donc entiérement déterminée par la données des A(Ei, Ej) pour tout ¢, = 1,2, 3,
soit 9 valeurs & définir. Comme A est alternée, A(F;, E;) = 0 pour tout ¢ = 1,2, 3. Reste 6 valeurs & définir.

Comme A est alternée A(E;, E;) = — A (Ej; E;) pour tout 1 < i < j < 3. Reste 3 valeurs & définir : données
par (2.5). =n
3 3
Donc pour @ = Z w; By et U= Z v; B, A étant bilinéaire et alternée :
i=1 i=1

n

= Z ’U,Z"U]'E_:Z' A\ Ej = Z (’U,i’l)j — ’U,j’UZ'>E_:Z‘ A\ g

i,j=1 1<i<j<3

= (ulvg — ugvl)El A Eg + (UQ’U3 — U3U2)E2 A E3 + (ul’U3 — U3U1)E1 A\ Eg

g
>
<L

= (UlUQ — Ugvl)ﬁg + (UQUB — U3’L)2)El + (’LL31)1 — ’LL1’U3)EQ.
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7 2. Rappel : produit vectoriel

Remarque 2.6 On calcule @ A ¢ dans la base canonique avec ’écriture formelle :

By ouwo v

’lj:/\ 17: det E2 U9 V2 5 (27)
E3 uz w3
o on développe formellement le déterminant suivant la premiére colonne, ce qui donne (2.6). =

Donc, notant [@] g, [7] g et [#AT] g les matrices colonnes stockant les composantes dans la base (E;) :

Uy U1 U203 — U3V2
[ = | us et [U]g = vo donnent [dAU]g = | usvy —uqvs | . (2.8)
U3 V3 U1v2 — U201

2.3 Déterminant et produit vectoriel
Définition 2.7 Le produit scalaire euclidien dans R™ est la forme bilinéaire (-, )rn définie par :

™,
R” xR" — R Lo
(-, )r2 : L oL t.q. (E;, Ej)rn = 0;; pour tout 4,5 = 1,...m, (2.9)
(4,7) — (4, V)gn
ou d;; est le symbole de Kronecker (§;; =1 sii=j, et d;; = 0 sl i # j).
Définition 2.8 Le déterminant dans R est la forme n-linéaire alternée définie par :

det(Ey, ..., E,) = 1. (2.10)

Définition 2.9 Le “volume algébrique” (positif ou négatif) d’un parallélépipéde de coté o1, ...7, est
le réel det(ty, ...t ). (Et le volume du parallélépipéde est | det (v, ...0,)].)

Exercice 2.10 Montrer que det(ﬁl, ceny E,L) = 1 détermine entiérement det.

Réponse. 1- det étant multilinéaire, det est déterminée si on connait tous les det(Eil,...,Ei,L) pour tous
les i1, ..., in.-

2- det étant alternée, det(ﬁi17 ey Ezn) est non nul ssi les indices 4; sont distincts 2 & 2 pour j =1, ..., n. Et
dans ce cas, par permutations de deux indices, on a det(ﬁi, ey En) = :I:det(E_'i17 - E_'i”) pour tout i1, ...,in €
[1,n]n, ce qui détermine tous les réels det(E;, , ..., B, ). =n

Proposition 2.11 (Définition alternative du produit vectoriel.)
On munit R® de son produit scalaire euclidien (-,-)gs. Alors, pour i, 7 € R®, @ A ¥ est I'unique
vecteur de I@? t.q. :
Vi € RS, (@A, 0)gs = det(d, 5, @). (2.11)

Preuve. Le vecteur @ A ¥ donné en (2.6) vérifie immédiatement (2.11).
On a det(a’, v, El) = Zij UV det(E,-, K, El) = U3 — uv2. Donc (U AU, El)]R3 = deﬁ(a’, U, El)

donne (@ A ¥)1 = ugvs — ugve. Idem pour les autres composantes. D’ott I'uniciteé. un
Proposition 2.12 Si @,7 € I@?, alors ||@ A U]| est 'aire du parallélogramme de cotés @ et U, et
(GAD) Lidet (@AT) LT,

N

Preuve. Supposons @ non colinéaire a ¥, sinon c¢’est immédiat car @ A @ = 0.
(2.11) donne (@ A U, wW)gs = det(u,7,w) = 0 si W = @ ou ¥ (car det est alternée), donc & A ¥ L
Vect{, v}.

Puis soit @ = 7f4f—. Alors || A 0][gs = (@A T, @)ps = det(d@, 7, @) = volume limité par @, 7, .
R
Comme @ L (@ A V) et @ est unitaire, on a ||d A ¥||gs = | det(, ¥, @)| Paire du parallélépipéde de coté

@ et U et de hauteur & L Vect{d, v} de norme 1, donc c’est Paire parallélogramme de cotés @ et . an

Remarque 2.13 L’existence et l'unicité du vecteur 4@ A ¥ t.q. (2.11) peuvent également étre dé-
duites du théoréme de représentation de Riesz : c’est le vecteur qui représente la forme linéaire
W — det(@, v, w) a laide produit scalaire (-,-)gs. Cette approche permet de généraliser la notion

de produit vectoriel & R” pour n > 4. u
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8 3. Produit matriciel A

2.4 Produit vectoriel A dans une b.o.n. directe ou indirecte

Définition 2.14 Une b.o.n (€;) de I@ est directe ssi det(€1,es,¢e3) = +1, et elle est indirecte ssi
det(€1,52,€3) =—1.

Exercice 2.15 Montrer qu’une b.o.n (€;) de Hi? est directe ssi €7 A € = €3, et qu’elle est indirecte
ssi €] A €y = —e3.
Réponse. (2.11) donne det(é&, 62, 53) = (51 A 52, ég)RB.

Puis la proposition 2.12 donne €1 A & L Vect{e1, ez}, donc €1 A &> € Vect{es} (car (&;) est une b.o.n.),
avec ||€1 A éz|| = 1 (aire du carré de coté €1 et €2), donc € A€y = +e3, o, avec (2.12), signe + si b.o.n. directe

et signe — si b.o.n. indirecte. .

Exemple 2.16 Soit €1:—El, é’gzﬁg et 53:E3.

Donc det(é’l, 52, 53) = det(—El, Eg, E3) = — det(El, EQ, Eg) =—1let (é;) est une b.o.n. indirecte.
Et A(é1,62) = /\(751, Eg) = f/\(E"l, Eg) car A est bilinéaire, donc €1 A€y = f(E_’l/\EE) =—F3 = —é3,
cas particulier de (2.13)s. wa

Pour une base (€1, €3, €3) on notera &, = €1 et €5 = &s.
Proposition 2.17 Soit (€;) une b.o.n.. On a :

(€;) est directe <= det(€;,€;y1,Cir2) = +1 Vi=1,2,3,

2.12
(é;) est indirecte <= det(é}, ai+17 €i+2) =—-1 Vi=1,2,3. ( )
Ou encore :
(€;) est directe <= E;N€i11=+¢€12 Vi=1,23, (2.13)
(a) est indirecte <= é;' A\ ai+1 = — é;'_l,_Q Vi = 1,2,3. '
3 3
D’ou pour iU = Zuié’i et U = Zvié’i :
i=1 i=1
UNT = + ((ul’Ug — U2U1)€3 + (UQ’U3 — U3’U2)51 + (U3U1 — U1U3)€2) si (é;) est directe,
(2.14)
= — ((ulvg — ugv1)€3 + (ugvs — ugve)eér + (uzvy — ulvg)é'g) si (€;) est indirecte.
Donc si [i A Ve est la matrice colonne des composantes de @ A U dans la base (€;) :
U2V3 — U3vV2
[EAD)e= + | usvy —urvs si (€;) est directe,
U1V2 — U2V
(2.15)

U2V3 — U3V2
[@AT]e = — | ugvr —uyvs si (€;) est indirecte.
U1v2 — U2V1

Preuve. On a : (€;) est directe ssi det(é1,€3,€3) = +1. Et det étant alternée det(€;, €41, €12) =
—det(é’i+1,é’i,éti+2) = det(é’i+1,é}+2,é}) pour T = 1,2,3, donc = det(€1,€2,€3). D’ou (2.12).
D’ou (2.14) avec l’exercice 2.15.

Et A étant bilinéaire et alternée : ¢ AT = Z?j:l UVj€ N €j = D <ic e UiVj€ N €j = (Urv2 —

u2v1)é’1 A € + (u2v3 - U3’U2)52 A €3+ (u;;vl — U11)3)53 A€y, d’ou (214) D’ou (215) um

3 Produit matriciel A

3.1 Définition du produit matriciel A

u1 U1
Pour deux matrices colonnes | us | et | vo |, on définit leur pseudo produit vectoriel :
us U3
U1 U1 U203 — U3V2
ug | AN | v2 = | uzvy —u1vs | . (31)
us U3 U1V2 — U201
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9 3. Produit matriciel A

Et on note souvent abusivement (mais pas dans ce polycopié) :

~ note

A AL (3.2)

Eviter cet abus de notation permettra de comprendre facilement que “la résultante d’un torseur est
un pseudo-vecteur”.

3.2 Produit matriciel A dans une b.o.n. directe ou indirecte

Corollaire 3.1 Avec la notation A, cf. (3.1), si (€;) est une b.o.n., alors pour i =1,2,3 :

[ A €it1]e = +[Ei]eANEis1]e (= + [Eirale) si (€;) est directe, (3.3)
[€ A €ivi1]e = —[EileA€ir1]e (= —[@it+2]e) si (€;) est indirecte. ’
3 3 Ul (%}
D’ou pour @ = Z“‘ ¢; et U = Zwé}, avec donc [t]. = | uz | et [0]e = | vo
i=1 i=1 us V3
U2V3 — U3V2
[@ A Ve =+ [U]AlT]e = [ ugvy —ugvs si (€;) est directe,
U1V2 — U2V (34)
U2V3 — U3V
[@ A Ve = — [il]A[T]e = — | usvy — ugvs si (€;) est indirecte.
U1V2 — U201
Preuve. (2.14) et (3.1) donnent (3.4). D’ou en particulier (3.3). wn
Exercice 3.2 Démontrer directement (3.3).
1 0 0
Réponse. On a [éﬂex[ég]e = 0|~ 1 = 0 = [gg]e. Etei Néy = :|:é'37 cf. (2.13), donne [61 A gg]e =
0 0 1
+[é5]e. Idem par permutation circulaire sur les indices. D’ou (3.3). un
Exercice 3.3 Montrer que, si (€;) est une b.o.n. de ]1?, sl =), ui€;, U=, v;€;, alors :
61 U1 V1 — — s (= .
+ U A, si (€;) est directe,
det gg Uy Vo = 5 N . (_,L) . . (35)
& us vs —UAT, si (€;) est indirecte,

ou le déterminant formel est, par convention, développé par rapport & la lére colonne.

Réponse. Cas particulier ¥ = €1 et ¥ = €> : par convention de calcul (développement par rapport a la lére
er 1 0

colonne) onadet [ €& 0 1 | = +€5, et €3 = £&1 A &2, cf (2.13). Cas général : exercice. un
ez 0 0

3.3 Danger de I’abus de notation A ="°*¢ A pour les matrices

(3.4) montre qu’il ne faut pas confondre le calcul avec A (entre deux matrices) et le calcul avec A
(entre deux vecteurs).

Le “bon calcul” (intrinséque) est le calcul vectoriel @A ¥. Une fois ce calcul fait, on peut représenter
le vecteur @ A ¥ dans la base (€;) souhaitée, orthonormale ou non, directe on non, et ainsi obtenir les
composantes de @ A ¥ dans cette base.

Le calcul “problématique” est le calcul [@].A[7]e qui est un calcul matriciel, et qui ne représente
@ AU dans la base (€;) que si (€;) est orthonormée et (€;) est directe, cf. (3.4).

Remarque 3.4 Le choix d’une base directe n’est pas systématique. Un observateur peut par exemple
choisir soit ’axe des z orienté vers le haut, alors qu’un autre observateur peut choisir soit I’axe des z
orienté vers le bas : I'un prend (El,ﬁg,ﬁg) qui est directe, et Pautre prend (Ej, Es, —E3) qui est
indirecte.

Quand ils s’échangeront leurs résultats, il faudra en tenir compte, c-a-d ne pas confondre le calcul
matriciel avec A et le calcul vectoriel avec A. u

9 25 avril 2014



10 4. Rappels : endomorphismes et représentations matricielles

Ce probléme est crucial pour les torseurs : pour L endomorphisme antisymétrique, et pour (€;)
une b.o.n. donnée, on définit le vecteur R, (dite résultante du torseur) a I’aide de ses composantes sur
la b.o.n. (€;) a l’aide du pseudo produit vectoriel A (voir (5.3)) :

R. est défini t.q.  [L].[0]e = [Re]eA[Te. (3.6)

(Donc les composantes du vecteur R, dans la base (¢;) sont stockées dans la matrice colonne [R,]..)

Donc on aura, pour tout ¢ € ]1? :

. +
L.v:{

4 Rappels : endomorphismes et représentations matricielles

<

(3.7)

Jos TVl

e A\, si (€;) est directe,
. N\,

si (€;) est indirecte.

<L

4.1 Définition d’un endomorphisme

Définition 4.1 Soit V; et V5 deux espaces vectoriels réels. Une application linéaire L : V7 — V5 est
une application qui vérifie :

Vo, @€ Vi, VAER, L(T+ M) = L(7) + AL(F) € Va. (4.1)
Et on note (pour les applications linéaires) :
L(7) "2° L.w. (4.2)
On note L£(V7;V3) Pensemble des applications linéaires de Vi dans V5.

Définition 4.2 Si Vi = Vi ="°% V on note £(V; V) ="°% £(V), et un élément de £(V) est appelé
endomorphisme de V.

4.2 Représentation matricielle d’un endomorphisme

_noté (—»

Soit V espace vectoriel de dimension finie n. Soit (€;)i=1....n €;) une base de V.

Soit L € L(V) (un endomorphisme). o
Pour j =1,...,n, on note (L;;j)i=1,....n» € R" les composantes de L.€; dans la base (€;) :

n L
L& =Y Lié,  [L&le=| 1 |, (4.3)
=1 Lnj

[L.€;]e étant la matrice colonne stockant les composantes du vecteur L.€; dans la base (€;). Et on note
[L]e = [Lsj] “la matrice de L dans la base (€;)” :

L11 .. Lln
. . . oté N N
[Le = Lijlimpem = | 0 01 | 2 Lyl = ( [Lée .. [L.enle> L (4
Lpi ... Lan
U1
Pour &= 37", v;€j, notons [t]c = [ : | la matrice colonne stockant les composantes de ¢ dans
UTL

la base (€;). Par linéarité de L on a :

" " > i1 L1jv;
Li=Y vLé& = Lyvé, donc [Lil = : = [L]o.[de, (4.5)
j=1

i.j=1 n .
' > j=1 Lnjv;

la derniére égalité définissant le produit matriciel entre une matrice n X n et une matrice n x 1.
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11 4. Rappels : endomorphismes et représentations matricielles

4.3 Cas particulier d’une b.o.n.
On suppose V muni d’un produit scalaire (-,-)y (forme bilinéaire symétrique définie positive).

Définition 4.3 Relativement au produit scalaire (-,-)y, une base orthonormée (une b.o.n.) (&)
dans V est une base vérifiant :

Vi,j = 1, ey 1, (é},é}')v = 5LJ (46)

Exercice 4.4 Vérifier que pour une b.o.n (€;), quand @ = ), u;€; et ¥ =), v;€;, on a :
n
’U,,’U)V = E U;V;. (47)
i=1

Réponse. (-,-)v bilinéaire donne (@, ¥)v = Y27 wivi(&;,&)v = 207 ) wividij = Y1) uivi. s

Proposition 4.5 Quand (€;) est une b.o.n de V', on a, pour tout i,j =1,....n

Lij = (L.€;,&)y  (cas d’'une b.o.n.). (4.8)
Preuve. Par bilinéarité de (-,-)v on a (L.€;,¢)v = (X jr_y Lij€k,€)v = > opeq Lij(€k, )y =
>r_y Lijori = L;j pour tout i, j, puisque (€;) est une b o.n., cf. (4.6). =

4.4 Endomorphisme transposé

Définition 4.6 Soit un endomorphisme L € £(V). L’endomorphisme transposé LT € L(V) relative-
ment au produit scalaire (-, )y est 'endomorphisme vérifiant :

vi,geV, (LT.4,@)y = (7,L.a)y. (4.9)
Il est immédiat que 'opération de transposition est linéaire, soit (L + AM)T = LT + AMT pour
tout L, M € L(V) et tout A € R, et que :
(LHT = L. (4.10)
Proposition 4.7 Quand (€;) est une b.o.n de V, on a :
(LT, = [L]F (cas d’une b.o.n.), (4.11)

e

c-a~d la matrice de la transposée est la transposée de la matrice (dans une b.o.n.).

Preuve. Notons [LT]. = [(LT);;] la matrice de L™ dans la base (€;); avec (4.8) on a, pour tout
,j=1,...,mn
(L")ij = (L".€j,€)v = (€, L.€;)v = (L.€;,€j)v = Lj;, (4.12)

puisque (€;) est une b.o.n.. ..

4.5 Endomorphismes symétriques et antisymétriques

Définition 4.8 Un endomorphisme L € L£(V) est symétrique (relativement au produit scalaire (-, -)y)
ssi :
L' =1, soit, Vi, 7€V, (LT.0,1d)y = (L.0,ad)y. (4.13)

Définition 4.9 Un endomorphisme L € L(V) est antisymétrique (relativement au produit sca-
laire (-,-)y) ssi :

LT =L, soit, Vi, 7€V, (LT.0,d)y =—(L.0,id)y. (4.14)

Exercice 4.10 Montrer : si L est antisymétrique, si n est impair, il existe toujours un vecteur non
nul ¥ # 0 tel que L. = 0, qui est donc un vecteur propre associé a la valeur propre 0. (Dans R3 un
tel vecteur donnera une “résultante” d’un torseur.)

Réponse. Soit (€;) une b.o.n. de V' et [L]e = [Li;] la matrice représentant L dans cette base, cf. (4.3).

On a det([L].) = det([L]L) (propriété des déterminants), avec [L]Z = [L”]. (représentation dans une
b.on.) et LT = —L (antisymétrie), et donc det([L].) = det(—[L].) = (—1)™ det([L].) (un déterminant est une
forme multilinéaire alternée). Donc si n est impair, on a det([L].) = 0, donc [L]. n’est pas inversible, donc non
injective. Donc il existe ¥ # 0 t.q. L.¥ = 0 (et donc 0 est valeur propre). un
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12 4. Rappels : endomorphismes et représentations matricielles

4.6 Noyau, image
Proposition 4.11 Soit L un endomorphisme de V. Alors :

1
(KerL)* = Im(L7), et donc V =KerL&ImLT. (4.15)

Donc : si L est un endomorphisme symétrique ou antisymétrique de V alors (KerL)* = ImL :
1
LT =+L = (KerL)* =ImL, et donc V =KerL®ImL. (4.16)

Preuve. Ona ¢ € KerL < L.7=0 < (L.7,%)y = 0 pour tout @ € V < (¥, LT 1)y = 0 pour tout
WeV & ¥ L LT pour tout w € V & v € (ImLT)+. Donc KerL = (ImL™)+.
Et pour toute application linéaire L on a Im(L) = Im(—L) car Im(L) est un espace vectoriel. dfu

3 6
que KerL # (ImL)*. (Ici L n’est ni symétrique ni antisymétrique.)

Exercice 4.12 Soit ’endomorphisme L de E de matrice [L]. = (1 2) dans une b.o.n. (&;). Vérifier

Réponse. L.Z =0 < z1 + 222 = 0. Donc KerL = Vect{ < _21)}
ImL = {§ = L.% = 161 +x2C2 : & € R?} est 'espace engendré par les “vecteurs colonnes” de la matrice [L]e,

donc ImL = Vect{ ( ;) 1 Et (ImL)* = Vect{ ( _31 ) } # KerL.

0 0 O
Exercice 4.13 Soit ’endomorphisme L de E de matrice [L]eo = [ 0 1 2 | dans une b.o.n. (&).
0 3 4

Vérifier que KerL = (ImL)*, et donc que la réciproque de (4.16) est fausse. (Ici L n’est ni symétrique
ni antisymétrique.)
Réponse. Ici KerL = Vect{€1} et InL = Vect{ez, €3}, car :

* L.€y =0 (la premiére colonne de [L]. est nulle),

* L7 = v L.@&14+v2L.8+vsL.@ = 0+vaL.@ +v3L.€3 est combinaison linéaire des deux derniers “vecteurs

colonnes” (indépendants) de [L]e donc ImL = Vect{éz, €3}. un

Remarque 4.14 Si L est bijectif alors KerL = Vect{ﬁ} et InL =V, donc (KerL)* = ImL, bien que
L ne soit pas nécessairement symétrique ou antisymétrique : la réciproque de (4.16) est trivialement

fausse dans ce cas. un

4.7 Matrice d’un endomorphisme antisymétrique dans une b.o.n.

Proposition 4.15 Si [L]. = [L;;] est la matrice d’'un endomorphisme antisymétrique L dans une
b.o.n. (€;), alors la matrice [L]. est antisymétrique (en particulier les termes diagonaux de la matrice
sont nuls) :

LT =—L = Vi,j=1,..,n, Li =0, L;j=—Lj; (dansuneb.o.n.). (4.17)

Preuve. (4.11) donne L;; = (LT);; (dans une b.o.n.) avec LT = —L, donc L;; = —Lj;. "

4.8 Formules de changement de base

—

Soit (a@;) et (b;) deux bases de V. Soit P la matrice de changement de base de la base (a;) vers la
base (b;), c-a-d P la matrice qui stocke dans sa j-éme colonne les composantes du vecteur b; dans la
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13 5. Pseudo-vecteur (la matrice colonne) associé ¢ un endomorphisme antisymétrique dans R3

base (d@;). Donc pour j = 1,...,n on a posé :

n
by = Py, (4.18)
i=1
avec donc :
[Ej]a = = P.[d;]o = colonne j de P, (4.19)
P,
1 0
0 :
puisque [@1]a = | . |, - [@n)a = 0
0 1
Pour ¥ € V on note v; (resp. w;) ses composantes dans la base (@;) (resp. dans la base (b;)) :
n n U1 w1
U= Zvi&’i = szgz; doncavec [U,=| |, [Wh=]| : |. (4.20)
i=1 i=1 v, wy,

Pour L € £(V') on note A;; (resp. B;;) ses composantes dans la base (a@;) (resp. dans la base (b)),
cf. (4.3) :

Vj == 1, ey 1, LC_I:J = Z A,-jc'ii, LEJ = Z Bijgi7 (421)
i=1 i=1
donc avec : ) .
(Lo = [A5) "% A, [L]y = [By] " B. (4.22)

Proposition 4.16 Les formules de changement de base pour les vecteurs ¥ et les endomorphismes L
sont les formules :

[0y = P L[d]l. et [L]p=P L[L],.P (soit B=P 'AP). (4.23)

Preuve. Vérifions (4.23); sous la forme [¢], = P.[0]5.

U= 3 wjl_;j donne v = > w; (32, Pijdi) = 32,32, Pijw;)di, avec ¥ = 2, v;d;, donc v; =
> ; Pijw; comme annoncé.

Vérifions (4.23), sous la forme P.B = A.P. On a L.b; = > Bi;b; (par définition de B) pour tout j.

D'une part L.b; = L.(35;, Prjdr) = >y, Prj(L-dx) = >4 Prj (o, Aede) = 32,32, AexPrj)de =
Y o (AP)gjds.

D’autre part Zz B,‘jbi = Zz Bij(zz Pgiﬁg) = 24(21 PgiBij)ﬁg = Zg(P-B)ZjC_iZ-

Donc L.bj = ), B;jb; vrai pour tout j, donne (A.P),; = (P.B); pour tout £ et j. wa

5 Pseudo-vecteur (la matrice colonne) associé & un endomor-
phisme antisymétrique dans R?

5.1 Endomorphisme antisymétrique et matrice colonne associée par A

Soit L € E(I@) un endomorphisme antisymétrique.

Soit (€;) une b.o.n de R?. Soit [L]. la matrice de L dans la b.o.n. (€;). Avec (4.17) il vient : il
existe a,, 8,7 € R t.q. :

0 — B
[Lle= v+ 0 —-af. (5.1)
-6 « 0

On note [R.]. la matrice colonne donnée dans la base (&;) par :

[Rele=| 8 |- (5.2)
g
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14 5. Pseudo-vecteur (la matrice colonne) associé ¢ un endomorphisme antisymétrique dans R3

Proposition 5.1 Avec A défini par (3.1), on a, pour tout v € I@ :
[Lle-[]e = [Re]eAlt]e. (5.3)
En particulier : .
[L]e-[Rele = 0. (5.4)
Preuve. (’est immédiat (la matrice colonne [R], a été définie pour avoir (5.3)). n

5.2 Pseudo-vecteur (la matrice colonne)

—

Définition 5.2 La matrice [R.]. est appelée le pseudo-vecteur associé a L relativement & la b.o.n. (&;).

5.3 Pseudo-vecteur (matrice) versus vecteur

Proposition 5.3 Soit (€;) une b.o.n. de ]li? Soit L € E(Rﬁ) un endomorphisme antisymétrique de

0 — B
matrice [Llo=[ v 0 —a |, cf (5.1). Soit R, € I@ le vecteur donné dans la b.o.n. (€;) par :
-8 « 0
B . o
R. = ey + fé> + v€3, avecdonc [Ree= |0 ], (5.5)
Y
[ﬁe]e étant la matrice colonne stockant les composantes de R. dans la base (€;), cf. (5.2). Pour tout
U E ]1? on a : .
+ R ANV, si(€;) est directe,
L= B (5.6)
— R, ANU, si(€;) est indirecte.

Preuve. Il s’agit de vérifier que [L.7]e = +[R. A 7e : on a (5.3) et on a [Re]A[d]e = £[Re A T,
cf. (3.4) page 9. n

Ainsi R, ne représente L & I'aide du produit vectoriel par la formule L.0 = R. AT uniquement
quand la b.o.n. est directe.

Et suivant Porientation de la base (€;) c’est soit ée soit —1:26 qui, au travers du produit vectoriel,
représente L dans la b.o.n. (€;), cf. (5.6).

Remarque 5.4 Le pseudo-vecteur (la matrice) [ﬁe]e ne fait que stocker les réels «, 3,7 donnés
dans (5.1). Ici on est dans le cas particulier de R® oi un endomorphisme antisymétrique est re-
présenté par 3 réels, et 3 réels font penser & un vecteur de R3 (dans R? une matrice antisymétrique
est représentée par 1 seul réel, dans R* une matrice antisymétrique est représentée par 6 réels... : le
cas de R3 est trés particulier).

Ainsi dans R3, [ée]e a le gott d’un vecteur (il est décrit par trois réels), mais ce n’est pas un
vecteur représentant intrinséquement L (indépendant de la base).

Ici 'endomorphisme L représente une rotation, et le vecteur R, donné en (5.5) est un vecteur
directeur de “I’axe de rotation”, vecteur dont le sens dépend de I'orientation de la base quand on veut

s’en servir pour représenter L avec le produit vectoriel, cf. (5.6). =
—1
0
0

= O

0
Exercice 5.5 Soit L endomorphisme de matrice dans la base canonique [L]gp = 0],
0

o

comme en (1.6). Soit la b.o.n. indirecte (élz—ﬁl,égzﬁg,égzﬁg). Veérifier (5.6) pour ¢ = €;.

Réponse. La base (E;) est directe.
0
11- Avec (4.5), [L.0]r = [Lg.[0]lr = [Ls.[61]s = —[Ls.lEils=—[ 1 | = —[E2]s.
0
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15 5. Pseudo-vecteur (la matrice colonne) associé ¢ un endomorphisme antisymétrique dans R3

0
12- Notant Rp le vecteur associé 3 [L]E, on a Re = Es et [ﬁE]E = (0], dou Re NG =FEsneéEl =
1
E3 A (—E1) = —E3 A E1 = —Eb, cf. définition 2.4 du produit vectoriel page 6. Donc [Rp A #]r = [L.0]s

La base (€;) est indirecte.

-1 0 0
La matrice de passage est P = 0 1 0|, avec trivialement P~! = P.
0 0 1
0 1 0 0
Ona[lle=P '|Llg.P=| -1 0 0 |,cf (4.23), donc R. = —és et [Re]e=|[ 0
0 0 O -1
0
21- Avec (4.5), [L.¥]e = [L]e.[t]e = [L]e.[€1]e = | =1 | = —[e2]e.
0
22- Ro AT = (=) A& = & (b.on. indirecte), d’ott [Re A 7] = +[E2)e.

Exercice 5.6 Montrer, pour L endomorphisme antisymétrique dans ]1? :L#£0& R. £0, et :
KerL = Vect{R,}. (5.7)

— — —

Réponse. Ona: 7€ Kerl < L7 =0« +[R.A7]. =0 < R.
e

Exercice 5.7 Montrer, dans R”, que pour un endomorphisme L antisymétrique non nul, on peut
trouver une b.o.n. directe (€;) dans laquelle la matrice de L est de la forme :

=11
oy
o
—
o
&
1
h
RIS
=}
=
u
u

—a 0
0o o], a>o, (5.8)
0 O

ce qui permet de se ramener & une rotation dans le plan Vect{é}, €2}, comme en (1.3), cf. (1.6).

Réponse. Supposons L # 0 (trivial sinon). L étant antisymétrique, sa matrice dans la base canonique est de

0 —c b a
laforme [Llg=| ¢ 0 —a |.Soit Rg = aEy + bE> + cEs, avec donc [Relg = | b |. Ici LT =Rg AT
b a O c

pour tout ¥ (la base canonique est directe), cf. (5.6).
HR H’ donc on a Vect{&} = KerL = (ImL)™*, cf. (4.16). Et on prend (&, &) b.o.n. dans
ImL = (KerL)" telle que (&1, &, &) soit directe. B B

Vérifions que cette b.o.n. convient avec o = ||Rg||, et donc Rg = afs. Notons [L]e = [M;;] la matrice
de L dans la b.o.n. (&).

Avec (4.8) on a M;s = (L.€3,€;)gs = 0 pour tout ¢ puisque L.€5 = 0, et donc la matrice [L]. de L dans la
b.o.n. (€;) a sa 3-iéme colonne nulle. Puis M3; = (L.€;,€3)gs = 0 pour j = 1,2 puisque ImL | KerL, cf. (4.16),
et donc [L]. a sa 3-iéme ligne nulle. Puis [L]. est antisymétrique car L est antisymétrique, cf. (4.17), donc [L].

On prend €3 =

est de la forme (5.8). Comme R. = a3, comme (&) est directe, avec (5.6) on a L.&s = R, A& = a@3 A & =

—aéh, et donc Mi2 = (L.€2,€1)ps = —a(€1,€1)rs = —a. e
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Troisiéme partie

Champs de vecteurs et torseurs

6 Champ de vecteurs

Soit £ un espace affine d’espace vectoriel associé E. On se donne une origine O € £.

6.1 Définition

Définition 6.1 Un champ de vecteurs sur I’espace affine £ est une application :

.{5 —EXE 61)

| P = V(P) = (Pu(P)),
& - E : - : :
ouv: . est une fonction C*°. Ainsi un champ de vecteurs associe & un point le couple :
P — ¥(P)
V(P) = (point P d’application , vecteur ¥(P)). (6.2)

Remarque 6.2 Cas £ = R3.

Un vecteur ¥(P) peut étre dessiné “n’importe ot sur un dessin” et correspond a 3 degrés de liberté
(les composantes de ¥(P)).

Alors qu’un champ de vecteurs V, cf. (6.1), correspond a 2 x 3 = 6 degrés de liberté : 3 de position
(coordonnées de P) et 3 vectoriels (composantes de #(P)). Ainsi dans R3, un torseur aura 6 degrés de
liberté.

Et on dessine alors le vecteur ¥(P) au point d’application P. u

Notation abusive. On note abusivement : quand V(P) = (P, #(P)) :

V(P) "2 5(P), (6.3)

ol on ne doit néanmoins pas oublier que le point d’application P est sous-entendu : en particulier
cette notation abusive ne doit pas faire oublier que V correspond 4 6 degrés de liberté dans R3, voir
remarque précédente.

Exemple 6.3 Le “moment des forces” est un champ de vecteurs M : P — M(P) = (P,M(P)).

Exemple 6.4 Le champ des “vitesses eulériennes” est un champ de vecteurs V : P — (P, ¥(P)). «u

6.2 Champ de vecteurs affines

Définition 6.5 Un champ de vecteurs V : P — V(P) = (P,U(P)) est affine ssi ¥ : £ — E est affine,
c-a-d ssi il existe un point A € £ et un endomorphisme L € L(E) tels que :

VBe&,  #(B)=1u(A)+ L.AB. (6.4)
Proposition 6.6 Si ¥ est affine on a également :
VA, Be€&, #B)=uA)+ LAB. (6.5)

(Propriété de changement d’origine.)

Preuve. (6.4) donne 5(A’) = #(A) + L.AA", donc #(A) = #(A’) + L.A'A. Donc (6.4) donne #(B) =
#(A") + L.A'A + L.AB, donc (6.5).
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7 Torseurs

7.1 Définition
On se place dans le cas £ = R3.

Définition 7.1 Un torseur est un champ de vecteurs affine M : P — M(P) = (P, M(P)) “antisymé-
trique”, au sens ot L est antisymétrique dans (6.4) : pour A € R on a :

VBEeR®,  M(B)=M(A)+LAB avec LT =-L. (7.1)
R®

Donc un torseur vérifie : une fois une b.o.n. directe (€1, €2, €3) fixée dans R” euclidien, avec R, donné

par (5.5), on a :

M(B) = M(A)+ R. AAB  (b.on. directe). (7.2)
C’est en particulier le cas si on utilise la base canonique. Dans la suite on note :
R. noté g (la b.o.n. est supposée directe). (7.3)

7.2 Eléments de réduction
Définition 7.2 Le vecteur R vérifiant (7.2) est appelé la résultante du torseur relativement & la b.o.n.
directe (€;).

Définition 7.3 M (B) donné en (7.2) est appelé le moment du torseur M en B.

Définition 7.4 Pour A € R3 fixé, les éléments de réduction du torseur M sont la résultante Retle
moment M(A) (cas d’une b.o.n. directe).

Et on a la propriété usuelle des fonctions affines : si M : P — (P, M(P)) est un torseur, alors,
pour tout B, A, A’ € £ :

—

M (B) = M(A) + RAAB = NI(A') + RAAB, (7.4)
cf. (6.5). Donc si A’ est un autre point, & et M(A’) sont aussi des éléments de réduction.

Exercice 7.5 “L’auto-moment” d'un torseur est le réel (R, M (A))gs, produit scalaire de ses éléments
de réduction. Montrer que ’auto-moment d’un torseur est constant.

Réponse. (B, M(B))gs = (R, M(A)+ RAAB)gs avec R L RAAB donc (R, M(B))gs = (R, M(A))gs +0. &

7.3 Axe central d’un torseur

Définition 7.6 Soit un torseur M de résultante R #£ 0 dans une b.o.n. directe. L’axe central D du
torseur M est la droite affine :

D ={D eR?t.q. M(D) | R}. (7.5)

Proposition 7.7 Si R #+ 0, alors D est bien une droite affine, de vecteur directeur R:siDeD

alors : B
D = D + Vect{R}. (7.6)

Preuve. On prend les notations données en (7.1).
Avec (4.16) on a ]li? = KerL &+ ImL (car LT = —L), avec KerL = Vect{R} cf. (5.7)). Donc, avec
R défini par (7.4) (dans une b.o.n. directe), il existe (A, @) € R x R? t.q. :

M(A)= R+ Li=MR+RAd@ (€ KerL & ImL). (7.7)
Soit alors D le point défini par :
AD = —a. (7.8)
Donc avec (7.2) et (7.7) :
M(D) = M(A) + RAAD = AR+ RN id) + R A (—@0) = AR. (7.9)

Donc, avec (7.5), le point D appartient & D (qui n’est donc pas vide).
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—

Soit D’ un autre point dans D : donc il existe u € R t.q. M(D’') = pR.
Comme M (D') — M(D) = RADD', on a:
T
(u—NR=RADD. (7.10)

Donc le membre de dr(iite est perpendiculaire Menlbre dquauche, donc nécessairement ils sont
nuls : donc p = A (car Ri? par héf’pothése)e_%DD’ I R (C_?I R # 0 par hypothése). )

Donc Ja € R t.q. DD" = aR. Donc DD" € Vect{R}, soit D’ € D + Vect{R}. Donc D C
D + Vect{R}.

Réciproquemgt,) montrons que D + Vect{ B} C D. Soit D' € &p + Vect{R}, c-a-d D' = D + aR
oit a € R, c-a-d DD’ = aR. Alors :

M(D') = M(D) + RADD' = AR + R A (aR) = AR,

donc D’ € D. Donc D D D + Vect{R}.
Donc D = D + Vect{ R} = la droite affine passant par le point D et de vecteur directeur R. .

Corollaire 7.8 Si R £0 :
Le moment est constant le long de D : pour tout D, D’ € D on a M(D') = M(D).
Le moment est minimum (en norme) pour les points de laxe.

Preuve. Si D et D’ sont deux points de ’axe D, alors DD' | R, cf. (7.6), et donc :
M(D') = M(D) + R A DD’ = M(D).
Puis soit B € R3 et soit D € D. Alors :
M(B)=M(D)+RADB € Vect{R} & Vect{R}*,
Donc par Pythagore | M(B)||2 = ||M(D)|[? +||BADB||? > ||M(D)]|?, et le moment est minimal (en

norme) pour les points de ’axe D. u

7.4 Couple

Définition 7.9 Un couple est un torseur constant non nul,c-a-d un torseur t.q. L = 0 dans (7.1).
Ou encore : c’est un torseur de résultante nulle.

Donc un couple est un torseur M : P — (P, M (P)) t.q. :
VA,BeR?  M(B)= M(A). (7.11)

7.5 Glisseur

Définition 7.10 Si M est un torseur non nul qui n’est pas un couple, s’il existe A € R? tel que
M(A) =0, alors M est appelé un glisseur, et ’axe du glisseur est la droite passant par le point A et
de vecteur directeur R.

Donc pour un glisseur, les points d’annulation du moment existent et ils définissent ’axe du torseur.

18 25 avril 2014



