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Motivation : calcul classique problématique

Ou se donne une surface S C R™ et une fonction p : & € S — p(&) € R. Par exemple p est une

densité surfacique de masse sur une sphére S, qui peut étre considérée comme une fonction définie
sur R™, non nulle pour # € S et nulle pour & ¢ S.
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4 1. Surfaces et systémes de coordonnées

On cherche a définir les variations de p sur la surface S. Ici on ne peut pas se servir de la
dérivation classique dans une direction fixée ¥/ : par exemple sur la sphére, pour & € S, la quantité

L PLEHR) = p(@)

h—0 h (0.1)

ne peut pas servir a définir les variations “= dp(Z).0” de p dans la direction ¢ d’un vecteur tangent :
le point Z+hv n’est alors jamais sur la sphére pour h#0, et p(Z+hv) = 0 pour h#£0, et la limite
est +o0o0 quand p(Z) # 0.

D’autre part, quand on manipule des champs de vecteurs tangents & une surface (ou a une
variété), on ne peut pas les comparer avec le calcul classique (ils n’appartiennent pas, en deux
points distincts, au méme plan tangent), & moins de plonger la surface (ou la variété) dans un
espace plus grand la contenant : par exemple en considérant la sphére (variété de dimension 2)
dans ’espace plus grand qu’est R3; et méme dans ce cas, le vecteur différence obtenu n’a pas de
bonnes propriétés (cas du “vecteur déplacement” en mécanique, qui n’est pas un “vecteur objectif” :
sa mesure dépend de I'observateur, i.e. il ne satisfait pas aux régles de changement de base). De plus
un tel plongement n’est pas forcément souhaitable dans toutes les situations, comme par exemple
dans notre “espace-temps” en relativité générale, qui est une variété & quatre dimensions qu’on ne
veut pas nécessairement plonger dans un espace vectoriel de dimension plus grande. Il s’agit donc
d’introduire des outils permettant de calculer sur ces variétés. Ces outils permettront également
de mieux comprendre les calculs classiques sur les surfaces.

1 Surfaces et systémes de coordonnées

1.1 Définition

Soient deux entiers m,n tels que 1 < m < n. Soit U un ouvert de R™. On se donne une
fonction :

. |UCR™ —R" (L.1)
g . . . .
q — T =2(q) = §(q)
On note :
S =gU) = Img. (1.2)

Définition 1.1 Si g: U — S est un difféomorphisme (i.e. C* et inversible et d’inverse C*°) alors
@ est appelé “un systéme de coordonnées sur S”.

Et ¢ représentera les paramétres, U étant I’espace des paramétres, et & représentera les positions
dans ’espace, €) étant l'espace “géométrique”.

Sim =1 alors @ est appelée une courbe (réguliére).

Si m = n—1 alors ¢ est appelée une hypersurface (paramétrée) ou simplement surface (para-
métrée) dans R3,

Définition 1.2 S = Im est également appelée surface (géométrique).
Et dans le cas m = 1, S est appelée une courbe (géométrique).

Définition 1.3 Soit ¢ une surface (paramétrée) d’image S = Img (surface géométrique), et soit
Z € S. Une courbe sur S en & est une courbe ¢: t €] —¢,e[— &(¢t) € S telle que ¢(0) = 7.

Soit (Eﬂj)jzl’m,m la base canonique de R™ et soit (l_)'i)nzlw,n une base de R™. Ainsi :

UcCR™ —R"
5 m qt n n o' (gt q™) (1.3)
G=Y ¢'Ei= —T= alb = (@b = :
i=1 qm |(E_") j=1 j=1 wn(ql’ ’qm) |(1;)

Et on note ' = ¢*(§) = x%(q). Ainsi :

7= 7(q) = A(d) = s = ; . (1.4)
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5 1. Surfaces et systémes de coordonnées

Exemple 1.4 Coordonnées polaires : m = n = 2. Soit P un point de espace R = R2. On munit

Z1

R? d’un repére cartésien, et P est alors repéré a I’aide du vecteur & = OP = N ), ou (x1,x2)
2

sont les coordonnées cartésiennes du point (positions géométriques). On pose U = R x R 'espace
des paramétres, on note ¢ = (q1,q2) = (r,0), et on définit g sur U par :

do.0) = (1g ) = (L5)

rsinf

Pour avoir un diffeomorphisme, on restreint U par exemple & U = R’ x] — 7,7, avec donc S =
=3 u

F(U) ="°% O ouvert de I'espace R? privé du demi-axe des < 0. ua

Exemple 1.5 Coordonnées polaires sur le cercle S de rayon R : m =1et n =2.

ﬂ@—R(”w>—a (1.6)

sin 0
avec par exemple 6 €] — 7w, w[= U (pour avoir un ouvert). ua
Exemple 1.6 Coordonnées sphériques : m = n = 3 (voir polycopié précédent).

rcos 6 cosp

B(r,0,p) = | rsinfcosp | =7, (1.7)
7 sin @
r étant la distance au centre (le rayon), 0 la longitude et ¢ la latitude. u

Exemple 1.7 Coordonnées sphériques sur la sphére de rayon R : m =2 et n = 3.

cosf cos p
B(0,p) =R | sinfcosp | =7, (1.8)
sin ¢
0 étant la longitude et ¢ la latitude. =n

On dispose alors, au voisinage d’un point & = J(q) fixé, des courbes de coordonnées en Z
données par, pour i = 1,...,n :

é(fl) (t) = ¢(q17 A qz_17 q71+t7 ql+17 ccy qn)7
courbes tracées dans ). Ces courbes vérifient :
&) = .
1.2 Vecteur tangent

Soit ¢ une surface. Soit ¥ € S = Im¢. Soit ¢ une courbe réguliére sur S en .

Définition 1.8 La limite : . .
é(t) — &0) note

c'(0) = lim — = 7(%) (1.9)
est appelé un vecteur tangent & la courbe en .
Si on considére ’ensemble des courbes sur S en & on obtient :
Définition 1.9 L’ensemble des vecteurs tangents en & est noté Vz, et lensemble :
TSz = {7} x V; (1.10)

est appelé 'espace tangent (tangent space) en .

Et on note :
15 = | J 755 (1.11)

zes
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6 1. Surfaces et systémes de coordonnées

Définition 1.10 Un élément de TS est appelé un champ de vecteurs.

Définition 1.11 Les régles d’addition et de multiplication par un scalaire dans TSz sont celles
de Vz : avec des notations génériques :

(&, z) + (&, dz) = (£, Uz + ¥z), AMZ, Uz) = (Z, AUz), (1.12)
i.e. dans TSz les calculs sont usuels pour la partie vectoriel. D’ot la notation abusive :
TS "2¢ v, (1.13)

au lieu de (1.10). Et on note abusivement ¥z au lieu (Z, ¥) un élément de T.Sz.
Et on note ¢ un élément de TS (un champ de vecteurs).

1.3 Base (€;(Z))i=1...m du systéme et espace tangent

Au point Z = @(q) € S, pour i = 1,...,m on définit les vecteurs :

Looadef L, = O0F
€;(7) = dg(q).E; = @(@ (1.14)
. o L dd) - . -
ou si on préfere par €;(¥) = —-(t=0), vecteur tangent a la i-éme courbe de coordonnée au point .

Proposition 1.12 La famille (€;(Z))i=1,....m est une famille libre dans R™, et on a :

TSz = {&} x Vect{€1(), ..., &m(Z)}. (1.15)

Preuve. ¢ : U — S est un diffécomorphisme C*°, donc, notant £ = dg(R™), son application
linéaire tangente dg(q) : R™ — FE est un difféfomorphisme C*°, donc inversible donc injective, donc
les vecteurs d@’(q’)EE sont indépendants (sinon les Ej = (d@’(cj})*l(dgﬁ((f)ﬁj) seraient liés).

Puis pour une courbe & sur S en Z, on a &(t) = F(q1(t),...,qm(t)) = (1)), dou &'(t) =
POy g—ﬁ(q’(t))qi’(t) d’ou &'(0) = Y7, ¢”(0)€;(Z) est combinaison linéaire de €;(%). o

Exercice 1.13 Montrer que pour ¢ = 1,...,m, le vecteur €;(Z) est tangent a la i-éme courbe de
coordonnée au point Z.

Réponse. Par définition ¢ (t) = @(7 + tEi) quand ¥ = @(q), don &' (t) = d@(q + tE;).E;, d'on
&D1(0) = d@(q).E; = & ().

—

Si on dispose d’une base (b;);=1, ..., de R™, toujours avec la base canonique (E,),:lm de R™,
on note :

(de" (Z).E1)p ) B
[d3(D)Eo = : = [g:’j (@) =1 = [%@] = ((gl(f)>‘b (5n(f))|b)
A (T).Em )

la matrice rectangle n x m de dJ(g), dite matrice jacobienne de g, relativement aux bases choisies.

Exemple 1.14 Coordonnées polaires (1.5). Avec (1.5), la premiére courbe de coordonnées (r varie,
0 fixé) est un “rayon”, la deuxiéme courbe de coordonnées (r fixé, 6 varie) est un cercle. Et :

S [cost o _ [ —rsind
alr) = (sin@)E’ e(7) = < T cosf >|1§ (1.16)

sont les vecteurs au point & tangents aux lignes de coordonnées. La matrice de passage des coor-
cosf —rsinf

sinf  rcosf ) )

N.B.: ||e1(Z)|| = 1 et ||€2(F)|| = r; et (€1, &) forme une base orthogonale non normée. wa

données polaires aux coordonnées cartésiennes est la matrice P = <
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7 1. Surfaces et systémes de coordonnées

Exemple 1.15 Coordonnées polaires restreintes au cercle S de rayon R (1.6).

oo i —sinf
@ =g -r () (1.17)
est le vecteur de base du systéme. Avec les notations de (1.16) on a f; = &. ua

Exemple 1.16 Le systéme de coordonnées sphérique dans R3, cf. (1.7).
Les vecteurs de base du systéme de coordonnées sont données par :

cosfcosp —rsinfcosp —rcosfsiny
€1(¥) = | sinflcosp |, é&(&)=| rcosbcosp |, &€3(Z)=| —rsinfsingy |. (1.18)
sin 0 T COS

Ces vecteurs sont orthogonaux 2 & 2 mais non normés :
@l =1, [lea@] =rcose,  [les(@)]] =r

Ils forment les colonnes de la matrice de passage des coordonnées paramétriques sphériques ¢ aux
coordonnées euclidiennes 7 :

cosfcosp —rsinfcosep —rcosfsingp
P=[d3(q)]= [ sinfcos¢p rcosfcosy —rsinfsing | . (1.19)
sin ¢ 0 7 COS

1.4 Courbes et vecteurs tangents
On se donne une surface réguliére ¢ : U C R™ — R™ d’image S dans R".

Proposition 1.17 Pour tout vecteur ¢ € TSz il existe une courbe ¢ sur S en 7 telle que ¢'(0) =
Et mieux : il existe un paramétrage 1 de S tel que U soit le premier vecteur de base de 1) en

ie. U= %(q") =106 o (§) quand ) : @ = (ul, ..., u™) — & = (D).

v.
z,

Preuve. Pour simplifier les écritures, plagons-nous dans R? et S surface (variété de dimension 2).
Soit @ : U C R? — R? un paramétrage régulier de la surface S. Soit ©' € TSz ot & = @(ug, vo) € S.
On va chercher une courbe sur S correspondant & une premiére courbe de coordonnées. On cherche
un nouveau paramétrage régulier 1) : V. C R2 — R” de 3, i.e. tel que ¥(V) = S = @G(U), avec
T = 7,[7(@0, bo), pour lequel on veut que g—f(ao,bo) = 7.

Choisissons L : (a,b) € R? — L(a,b) = (u,v) € R? I'application linéaire (de changement de
base de V' vers U), telle que 1/_; = go L, i.e. telle que ﬁ(a,b) = J(u,v) quand (u,v) = L(a,b),
localement au voisinage de (ag, bp). On veut donc :

T a2 = 0P )4 50— ) g
U= (a,b) = dg(u,v). 9a (a,b) = ag. (u,v) + ﬂ@v (u,v) = aé(u,v) + Bes(u,v),

oll on a noté g—g(a, b) = (g) (vecteur constant = dL(a,b).E; donné par la premiére colonne de L,

car L étant linéaire la matrice de L est celle de sa différentielle). On impose donc & la premiére
colonne de [L] de contenir les composantes de ¥ dans la base (€1,é) du systéme @. On prend
comme deuxiéme colonne de [L] une colonne indépendante & la premiére. On détermine ainsi 1;
Conclusion : on a ainsi obtenue une courbe ¢, : a — J(a,bo) sur S qui convient : on a
b (a0) = & et G, '(ap) = 0. un

Proposition 1.18 Si¢': .S — TS est C* (un champ de vecteurs sur S) alors il existe une courbe ¢

sur S t.q. :
dc

(O =7(), &0)=7 (1.20)

et cette courbe est appelée courbe intégrale de U, encore donnée par é(t) = & + [, v(c(7)) dr.
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8 1. Surfaces et systémes de coordonnées

Preuve. L’équation (1.20) est une équation différentielle du premier ordre avec condition initiale :
on applique le théoréme de Cauchy—Lipschitz.

Ou encore, on procéde comme pour la démonstration précédente avec cette fois ¥(Z) qui sera
le premier vecteur de base du nouveau paramétrage 15 de la surface, voir polycopié précédent. um

Exemple 1.19 Etant donné un systéme de coordonnées ¢ : ¢ — & = F(q), la i-éme ligne de
coordonnées est donnée par Z(t) = ¢;(t) = @(q1, ..., t, ..., qn) au voisinage de t = ¢;. Par dérivation,
on obtient 2%(t) = 9;B(q1, ... t, o, qn) = =" &(T(t)) = &(E(t)). Et donc la i-éme ligne de
coordonnées donne le flot de €; i-éme vecteur de base du systéme. un

1.5 Dérivée d’une fonction sur S

Dans le paragraphe 0, ce qu’on voulait en fait, c’est considérer la dérivée le long d’une courbe
dans S :si €:t €la,b[— ¥ € S est une courbe réguliére en & = ¢(t) tracée dans S, on s’intéresse
a la fonction (po ¢) : t €]a,b[— (po&)(t) = p(¥) € R (densité linéique), et on veut connaitre les
variations de p le long de la courbe, i.e. on veut connaitre :

c(t)) — p(c(0
d(p o &)(0) :PH})M. (1.21)

dérivée de p en & le long de la courbe c.
Et si p est définie sur S, on veut connaitre ses variations dans S, i.e. le long de toutes les courbes
dessinables sur S.

Définition 1.20 Une fonction p : S — R est dite différentiable en & € S ssi il existe une forme
linéaire ¢z : TSz — R telle que, pour toute courbe ¢ sur S en & (donc avec ¢(0) = ), on a :

p(e(t)) — p(Z) = tLz.c"(0) + o(t). (1.22)

On note alors £z = dp(%) : TSz — R (forme linéaire restriction de ¢ & TSz). Et on dit que p est C*
quand dp dépend continiiment de Z.

Quand p est différentiable en & sur S on a donc :
d(p o A)(0) = lim M — dp(7).2(0).

Et si on prend toutes les courbes en Z, on peut obtenir les dérivées dans toute direction tangente
a S, cf. proposition 1.17, i.e. dans toute direction du plan tangent TSz & S en & :

dp(Z).5 = lim M, (1.23)

et le vecteur dp(Z).7 ne dépend pas de la courbe ¢ choisie telle que ¢’(0) = v.

1.6 Base duale (d¢'(Z))i=1...m du systéme

1

Notations. On a ¢ : U — S bijective C*, et on a ¢+ : S — U bijective C*° et on note :

S —-U
gliq . (1.24)

de méme qu’on avait noté¢ ¥ = @(q) = #(7). En particulier en utilisant la base canonique (E})
de R™, on note :
" 0@ '@
_ [ R té _ i [ = . .
(=3'@) " @@ =>_ ¢@®E=| = : . (1.25)

=t @)z \(E@H"@)/ 5

Disposant de la base (&;(%))i=1,...,m du systéme de coordonnées, base de T'Sz espace tangent & S

en 7, on en déduit la base duale (ei’(f))i:h__’m en ¥ = J(q), base des formes linéaires e!(7) € (TSz)*
définies par, pour tout i,5 =1,...,m :
RNz (7 i RNz (7 té PR\ 3 (o
(@) (@) =05, €(@)(E(@) "E = e'(@).8(@).

(Les €' € TY(S) sont des formes différentielles. )
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9 1. Surfaces et systémes de coordonnées

Proposition 1.21 On a, pour tout i =1,....,m :
¢(7) = dq' (), (1.26)

et (dq'(Z))i=1,...m est la base duale de la base (¢;(Z))i=1, .. m dans le plan tangent TSz

Preuve. On a (3~ 1o@)(q) = ¢, donc d@'ﬁl(f)(dcﬁ((j')ﬁj) = Ej quand & = ¢(q), soit dg(Z).€;(Z) =

E;, soit dq'().¢;(%) = o5 pour tout 4,j = 1,..,m. Et une forme linéaire, ici ¢’ : TSz — R,
est entiérement déterminée par ses images sur les vecteurs de base, d’ot dg’ = e’ pour tout
ij=1,.m.

Remarque 1.22 Quand n =m et =1, 0n a §= & et on note (e') = (dq') = (dx?) la base duale
de la base canonique. un

Quand n = m, F(¢) est un endomorphisme de R™, et on peut choisir comme base de R™ la base
canonique (E;)l:ln de base duale (dz?). Soit alors P = P(§) = [d@(q)] de matrice inverse

Q=Q(@) =P7(1) = [dg(D] " = ldg™'(@)] (1.27)
quand Z = @(q).

AAAA

nique) sont écrites dans la ligne i de Q :

n

dg' (%) =) Qi(¥) da’. (1.28)

j=1

Preuve. La colonne j de P contient les composantes de €;(Z) dans la base (gz)zzln, et par
définition de l'inverse P~ = @, on a : (ligne i de Q) x (colonne j de P) = 6; ua

Exemple 1.24 Cas m = n = 2. Pour le systéme de coordonnées polaires, cf (1.5), ot donc on uti-
lise la base canonique de R? O S de base duale (dg!(Z)=dz, d¢?(¥)=dz?) en ¥ (base indépendante
de 7).

On a r = r(Z), § = (&), on pose P = [dF(§)] de matrice inverse Q = [dF~*(¥)] au point
=30
Q= <C°Sn% Smf) (1.29)
et la base duale est donnée par (lignes de @), toujours quand & = @(q) :
[dr(Z)] = (cosf sinh), [df(Z)] = (—sinl  cosby (1.30)

expression matricielle relative a la base duale (dz,dy) de la base canonique, i.e. :

dr(Z) = e' (&) = cos O dx + sin§ dy note dr(%),

sin 0 cosf

(1.31)
d0(#) = *(¥) = —— = dr +

dy "2 do(z).

Exemple 1.25 Coordonnées polaires sur le cercle S de rayon R : m =1 et n =2, cf. (1.6).
Onaf:2e€S —0=0(F) €U, et la base duale en T = F(0) est (df(F)) constituée du seul
élément d6(Z) défini par dO(T).f1(Z) = 1.
Si on souhaite exprimer df(Z) sur la base implicite (dz',dz?) de R? D S (duale de la base
canonique), alors on retrouve (1.31). En effet, ce choix implicite exprime f (&) = &(Z) sur la base

canonique, donné par (1.16)o, et on vérifie que db(F).2,(7) = (—sn0 os0 ). (‘RRC (S)lsn;) L&
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10 1. Surfaces et systémes de coordonnées

Exemple 1.26 Le systéme de coordonnées sphérique dans R3, cf. (1.7), (1.18) et (1.19).
Les vecteurs de base étant orthogonaux, les lignes de la matrice inverse Q = P~! sont données
par les colonnes de P divisées par le carré des normes des vecteurs :

cosfcosp sinfcosp singp

__ _sin#f cos 6
Q = T COS T COS 0 . (1'32)
__cosfsingp __sinfsingp Cos
T r T

Et la base duale (dr=e',df=e?,dp=e®) en T est exprimée dans la base (dz');—1,2,3 en lisant les
lignes de @ :
dr = cos 6 cos pdx + sin 0 cos ¢ dy + sin p dz,

in6 0
do— Sl n cos dy.
7 COS P 7 COS

_cosGsimpdx_sin@singody_’_coscpd
r

1.7 Base biduale : notation a?f (Z)

Oun peut alors dériver toute fonction f: £ € S C R™ — f(Z) € R dans la direction des vecteurs
de base du systéme de coordonnées, c’est a dire calculer df (Z).¢;(Z) pour i = 1,...,m a 'aide de la
dérivation de fonctions composeées : ayant f(Z) = (f o F)(¢) quand Z = F(g), on obtient :

Oc(j)
WD =) g0 =a@am =L e=0). o
Notation. On note :
af_,defa( ) e =
aq (1.) - (_)7 donc = df(x)ez(x)’ (134)

appelée dérivée de f en & le long de la i-éme ligne de coordonnée (le long du i-éme vecteur de base
du systéme de coordonnées).
Définition 1.27 Quand f : .S — R, la fonction :

déf

Gf=fo (1.35)

{ U —-R
I L (1.36)
v @FN@= F@E  quand  F= (),
est appelée le “pull-back de f par ¢’

C’est la fonction qui raméne la fonction f dans U au sens oil elle permet de faire des calculs

sur f définie en ¥ & 'aide des paramétres ¢ caractérisant .

ou donc :

Donc par définition de g qfi on a :

Of - def (P f)
oD = —op @

Exemple 1.28 f(x,y) = g(r, #) ot on a noté g = g* f. Et par définition %( z,y) = 22(r,0

Donc avec le systeme @ des coordonnées polaires, (x,y) = @(r, ), et donc (r,0)
Si f(z,y) = 720 alors %L (x,y) = 2r0 (“évident”) (avec la définition : f(z,y) = (F*f)(r,0) = %0
donne 8f( ,y) =d¢f 22 f(T 0) = 2r0). un

Comme df (¥) € L(R™;R) est linéaire, df (¥) est déterminée dés qu’on connait ses valeurs sur
une base; en particulier dés qu’on connait les df (Z).€;(#) pour tout i, i.e. dés qu’on connait les
9L (7); et avec (1.33) on dispose ainsi de la formule :

aq*
if (%) = i ), (1.37)

donc au sens df (Z) = >, B(gi;f) (@) dq*(Z) : on a bien df (7).€;(%) = > i, 8(“0 ) (9)08 =

().
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11 1. Surfaces et systémes de coordonnées

Définition 1.29 Soit :

= — (&

aq*
appelé opérateur de dérivation dans la i-éme direction. Et (
de (€:(¥))i=1,....m- Et on note :

6%- (Z))i=1,..., m est appelée base biduale

0 note af

S @@ " @) (1.38)
Proposition 1.30 (6?# (%))i=1....m est la base duale de (dq'(%))i=1.. m. En particulier on re-
trouve : O
q' i
og = d;. (1.39)

Preuve. 8 (&).dg? (7) =3¢ dg? (T).6;(Z) = 67, et c’est bien la base duale. Egalement g—gz a les
deux sens :
- —("’) =0 car les ¢/ sont des variables deux & deux indépendantes,

an
- . Yiog e L N .
007 () —d6f O2°0" (39 — D498 () — XE o gy avec (A(F1)io@) : 7 — ((F1)0@)(@) = ¢,
donc gg (7) = &7, les variables qJ étant deux & deux indépendantes. ua

Remarque 1.31 Le calcul (1.33) de df (Z).€;(%) n’a pas utilisé la définition classique de la dériva-
tion dans une direction, & savoir df (Z).€;(Z) = limp_o w : ce calcul n’a de sens que
dans R™, et n’a pas de sens sur une surface, voir paragraphe 0 (le point Z + hé;(Z) n’est pas sur la
surface en général, & moins que la surface soit plane par exemple).

Le calcul (1.33) utilise df (Z).€;(Z) = gqu (Z) = limg—o (fo"a)(‘HkEIg)_(f"@)(‘D, ol ne sont utilisés

que les points ¥ = J(7+ kE_"J) de la surface S, et donc on dérive le long de la j-éme courbe de

coordonnées. .

Et résultat similaire pour f: # € S — f(&) € R? fonction & valeurs vectorielles.
En particulier, pour chaque j = 1, ..., m, on dispose des fonctions :

€ : €S CR"—¢g(x) e R"

Et, pour chaque & € 2, on obtient I’endomorphisme de;(Z) € L(R™; R™) entiérement défini par ses
valeurs sur les vecteurs €;(Z) de base, et on a (a l'aide de €;(Z) = €;(#(¢)) qu’on dérive) :

oL 0(€;o0F 6 0€;
dey @) = 292D (g S,

(Dérivée de €; en Z le long de la i-éme ligne de coordonnées.) D’ou :

de; (%) = Z % (#) @ dqi (). (1.40)
En effet on a alors dé;(%).6,(7) = >, gq (2)(dg'().€,(%)) = >, g;a (Z)0% = ggﬂ (&) pour tout
k=1,..,m. Etsivd=> v(Z)e(F), on obtient :

1=

—»

de;(Z Z vl aq

i=1

Exemple 1.32 Coordonnées polaires. Avec (1.16), avec la notation (1.34) :

ey, ., = oer , ., —siné _ | 0éy 0€y —rcos@ ez
=0 @ -( )—e2<x> D o= (o) = -ra@.

or cosf r —rsinf
(1.41)
Et on a bien str %(f) ae?( ) puisque = 8 i 2(q) et g€ C? (quand & = @(q)). Et avec :
- 861 361 - 662 862
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12 2. Symboles de Christoffel

on obtient : 1 1
déhl = —é>o®df, déy=—re; @df+ —é> R dr. (1.42)
T T
) . . . 00 B 0 —r .
Les représentations matricielles sont donc [de;] = 0 1 et [dés] = | 1 0 . un
T/ (@) T 1(€)

Exercice 1.33 Pour (¢&;(Z),€2(Z)) base du systéme de coordonnées polaires, calculer dé;(Z) et

dé>(Z) dans la base cartésienne.

Réponse. On passe aux coordonnées euclidiennes soit par changement de base (le faire), soit par calcul
direct : avec €1(%) = T, on ade; = %df+f®d%; avec df = I = F1 @ dx + E2 @ dy et d% = fr%dr:
— 25 (cos fdx + sin Ody), on obtient :

o 1 = = 1 = = .
dei (%) = ;(El ®dx + F2 ® dy) — T—Q(xEl + yE2) ® (cos Odzx + sin 0dy)

= 1((1 —cos? 0)Ey @ dx — cosOsin0E, ® dy — cosOsin0E; @ dx + (1 —sin® 0)Ey ® dy (1.43)
r

1 ( sin® @ —cos@sin@)

I : 2 )
r \ —cosfsinf cos” 0 \(B)

PN 0 -1\ . . s o . N 0 -1 L.
et avec &>(T) = L application linéaire en Z, on obtient dé>(Z) = 10 dZ, soit :
oL ., . 0 —1
dé>(¥) = —E1 @ dy + E» @ dx = . (1.44)
1o I(E)

On vérifie : dég(f).ﬁl = FEy et dés (f)ﬁz = fﬁl, i.e. dé>2(Z) est la rotation d’angle +3.
cosf —rsinf

sinf rcosé
&1 (%) et la seconde & (&) dans la base euclidienne en # quand (r,0) = @~ '(#). La matrice inverse est

(Pour le calcul direct : matrice de passage P = ( ) dont la premiére colonne donne

Q= (fﬁ bcloigg) dont la lére ligne contient e* = dr et la seconde ligne e? = df. On a donc
& @ df = (—rsinbE; + rcosfEs) @ (—2ldg 4 sy,
&1 ®df = (cosOE; + sin0FEy) ® (—snl gy 4 sqy),
& @ dr = (—rsinfFE; + rcos 0E2) ® (cos Odx + sin Ody),
d’onr (1.42) donne (1.43) et (1.44).) un

2 Symboles de Christoffel

2.1 Symboles de Christoffel dans R"

On traite ici d’abord le cas m = n. Dans ce cas il est usuel de noter S = Q (ouvert de R™).

Soit g: U C R™ — Q C R” le systéme de coordonnées, avec (€;(Z))i=1,... » la base du systéme
de coordonnées @ au point ¥ = (7). Le champ de vecteurs €; € T4 () est différentiable de
différentielle de; € T} (), et de;(¥) € L(R™;R") est un endomorphisme de R” pour ¥ € €. Et le
vecteur dé;(7).¢;(7) ="°% (dé;.¢;)(¥) € R™ a un sens pour tout 4, j.

Définition 2.1 Pour Z € , on note I'};(Z) les composantes du vecteur (dé;.€;)(Z) sur la base
(€ (7)) k=1,...n :
dé;().6(F) =Y T (&)ex(E). (2.1)
k

Les Ff’j sont donc des fonctions définies sur 2 par :

Iy =eb.(dej.e) (= dd".(de;.e)). (2.2)
Les I‘fj sont appelés les symboles de Christoffel du systéme de coordonnées, et les Ffj (%) sont
appelés les symboles de Christoffel en & du systéme de coordonnées.

k

Proposition 2.2 Pour un systéme de coordonnées, on a I'j; = F?i pour tout i, 5,k =1,...,n.
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13 2. Symboles de Christoffel

Preuve. On a dé;.€;(Z) = aqlaqi °_(7) = aqjaq 2 (q) = dé&;.¢;(%) quand Z = @(7), car § est O
2 ~> 2 =

donc C? (théoréme de Schwarz donnant 5= 8qj d(‘?] o dans ce cas). un

Exemple 2.3 Si on choisit un systéme de coordonnées cartésien, les vecteurs €; obtenus sont des

vecteurs constants, les de’; sont donc nuls, et dans ce cas les Ffj sont tous nuls. un

. . ) . . . . - 0
Exercice 2.4 Pour le systéme de coordonnées polaires, & savoir, avec ¢ = (1, 0), (q) = (:2?; 0 )

on note I'}, () = I'",(Z), et de méme pour les autres valeurs en exposant ou indice, notant r au
lieu de 1, et 6 au lieu de 2. Montrer que, en omettant (Z) pour alléger les notations :

1

6 6 %
Iy, =T, =T4=T7,=0, Tpy=—r, T)y=T5 = g (2.3)
c’est & dire que :
1
dél.gl = 0, dgl.gg = *gg = d€2.€17 d€2.€2 = —Tgl. (24)
T
Réponse. Voir (1.41). un

Exercice 2.5 Pour le systéme de coordonnées sphériques (1.7), montrer que les symboles non nuls
sont donnés par :

1 1
0 2
rf, =19 = o Iy, =rs. = o Igg = —rcos”p, Tl =-r (2.5)
I'f, =singcosyp, Fg@ = Fie = —tan . (2.6)
Soit d’une part :
dey.€; = 0,
Lo I 1,
d61.€2 = d€2.61 = —€g,
r

I Lo 1
d1-3=d3-1=;€3,

et d’autre part pour les vecteurs €5 et €3 tangents a la sphére :

dEy.8y = —1 cos? & + sin ¢ cos @es,
dﬂg.ﬂg = dgg.gg = —tan (pgg, (27)
d_’3._‘3 = —7“(?1.
Réponse. Calcul direct, voir polycopié précédent. mn
Proposition 2.6 Si pour i fixé on a ¥, = 0 pour tout k = 1,...,n, alors la i-éme ligne de

coordonnées au voisinage de T est le segment de droite ¢ N )( t) = Z+te;(Z), pour t dans un voisinage
de 0.

Preuve. La i-éme ligne de coordonnées est donnée par 6(;) (t) = F(7+tE;) quand Z = @(§). On a
E(fl)’(t) — d@(7+ tE;).E; = 6“" (T+LE;) = el(é(ﬁ)( t)) (i.e. €; est le champ de vecteurs tangent a la
ligne), donc &0 (1) = de; (*”( ). () = dei (@ (1).8(E (1)),

Ici par hypothése on a W(cj’) = dé;(9).€;(y) = 0 pour tout ¥ quand § = F(q). Et donc

Eg)”(t) = 0 pour tout ¢ pour la i-éme ligne de coordonnées, D’oti par double intégration ¢, &V est 1a
droite &0 () = & + 172 (0) = & + t&().
2.2 Connexion sur C*(S;R) = T(9)
Si f e C®(S;R) =TY(S) et e TS =T3(S), on note :
Vol Cari"2evis e (), (2.8)

ou on rappelle que pour ¥ € S :

df (7).5(Z) = lim f(e(t) — f(c(0))

N
t—0 t

quand Z = &(0) et ¥(Z) = ¢’(0), i.e. ¥ est le vecteur tangent & une courbe ¢ t.q. &0) = Z.
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14 2. Symboles de Christoffel

2.3 Connexion sur 75 = T, (S) : premiére approche

On reprend U C R™, @: U — R™ avec m < n, et S = J(U) (variété de dimension m dans R™).
Probléme rencontré : reprenons par exemple les coordonnées polaires sur le cercle S et (1.41) :
on a € (%) € TSz vecteur tangent au cercle, et on a :

dgg(f)gg(f) = —7“51 (,’f) ¢ TS@,

bien que seul €;(Z) de 'espace tangent intervienne : sa dérivation le long de lui-méme est un
vecteur qui n’est pas dans ’espace tangent 7Sz au cercle. On obtient d’ailleurs les forces d’inertie
centrifuges déduite de l’accélération % = déy(Z).€2(Z) (dérivée seconde) quand on reste sur le
cercle.

Et la partie de dés(Z).€2(%) perpendiculaire au cercle, au sens du produit scalaire euclidien
de R? n’intervient pas dans la description “le long du cercle”, autrement dit, les forces d’inertie
perpendiculaires au cercle n’ont pas d’influence sur le mouvement sur le cercle.

On convient donc de ne considérer que les projections perpendiculaires : soit :

Projrg. : R" — TS, (2.9)

lopérateur de projection orthogonal sur I’espace tangent TSz au sens du produit scalaire euclidien :
pour tout ¥ € R™ :

Projrg..v € TSz, défini t.q. (Projrg .U, W)gn = (U, W)gn Vi € TSz. (2.10)
(Ou si on préfere (7 — Projrg..U, W)rn = 0 pour tout w € TSz, i.e. ¥ — Projpg_ .0 L TSz.)
Définition 2.7 On note :

| {TS — THS) o)

_ déf . - — Noté -
= Projyg.(d.7) "E° Vi,

o

w — Vi, Vv
dite dérivation covariante de @ le long de ¥ sur 'espace tangent. Le sens de (2.11) est : pour tout
res:

= déf . /N =
(Vad)(Z) = Projpg,.(di().5(Z)). (2.12)

Définition 2.8 La connexion riemannienne sur TS est 'opérateur :

def (2.13)

TS x TS — TS
V:
(U,W) — V(U,7) = Vzw.

Définition 2.9 Quand f € C*°(S;R) et @ € TS, on pose (formule de Leibniz de dérivation d’un
produit), pour tout ¥ € TS :

V(fw).v= (Vfo)w+ f(Vw).d €T, (2.14)
et on note :
V(fw) =Vfd+ fVE € THS). (2.15)
Exemple 2.10 Quand n =m, on a Projrg_. =1 et :
(VW) (Z) = dd(Z).0(Z) = (V.0)(Z)

la dérivée covariante usuelle de w dans la direction v. un

Exemple 2.11 La connexion sur le cercle est définie sur les champs de vecteurs @ € TS de la
forme W(Z) = B(Z)é>(Z). Et dw(Z) est défini sur 'espace tangent au cercle par sa valeur sur le
vecteur de base €3(Z). On a :

g

d(Z).82(Z) = (dB(Z).€:(Z)) &2(Z) + B(T)(de2(2).&2(T) = 55

(%) €x(7) — B(Z) r en(),

D’ou :
mm
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2.4 Symboles de Christoffel sur S
Définition 2.12 Pour # € S, pour 4,j = 1, ..., m, on note Ffj(f) les composantes de (Ve,€;)(Z) =
ProjTSf(dé'j.a)(f) sur la base (€x(Z))k=1,....m
(Ve &) (@) =Y TH(@én(@),  Vij=1..,m (2.16)
k=1
Les Fk sont donc des fonctions définies sur {2 par :
I =e"Vae,  (=dd*.Vee)). (2.17)

Les Ffj sont appelés les symboles de Christoffel du systéme de coordonnées, et les Ffj (Z) sont
appelés les symboles de Christoffel en & du systéme de coordonnées.

Proposition 2.13 Pour un systéme de coordonnées, on a Fk = Fk pour tout i,j,k=1,....m

Preuve. On a dej.€;(%) = aq aqj (@) = aqaaq (q) = deé;.e;(¥) quand & = F(q), car F est C

2 = 2
donc C? (théoréme de Schwarz donnant 15’;] = an &g dans ce cas). Dot Projyg_(d€;.€;(%)) =

Projrg_(dé;.€;(7)). ua

Exemple 2.14 Sur le cercle, pour la connexion riemannienne, '3, est I'unique symbole de Chris-
toffel, et I'3, = 0, voir (2.4). L
Exemple 2.15 Sur la sphére, pour la connexion riemannienne, voir (2.7) :

I3,=0, T3, =sinpcosp, TI33=—tang, T5;=0, 2, =0, TI3,=0. (2.18)

2.5 Notation v de dérivation covariante dans la j-éme direction

Proposition 2.16 et notation. Soit un champ de vecteurs w sur S et un systéme de coordonnées
@ : U — S de base (€;(%)) en £ = @(¢). On note w'(Z) les composantes de W(Z) sur la base du
systéme en T :

On a, pour j=1,....m

1'

m
@wZ

c’est & dire w‘ij = dq".V W est donné par :

—+ Z Mt 203 wie, (2.19)
[

i,k=1

. ow’ moo A
T 7
=55+ > ot (2.20)
k=1
C’est la i-éme composante de la dérivée covariante de w0 le long de la j-éme ligne de coordonnées.

Preuve. De @ = Y, w'¢; on déduit dw.¢; = Y, (dw'.€;)&;+ >, wk(dey.€;), et dw'.€;(T) = ‘31;7 (Z)

t (2.16).

Exemple 2.17 Quand n = m, dans le systéme de coordonnées cartésien, posant :

W= w'E;, (2.21)

on a dw =Y, dw'E;, au sens dii.E; = Y, (dw'.E;)E; :

i ow' note i
Wi = o W
Et la différentielle d(Z) a pour matrice [du], 5 [gg’_, Jizt,n = [04]i=1, 0 wa
=1,..., n WMlg=1,..., n

15 12 janvier 2010



16 2. Symboles de Christoffel

Proposition 2.18 Si on dispose de deux champs de vecteurs w,v sur S et du systéme de coor-
données ¢ : U — S de base (€;(%)) en & = g(q), on a en Z, pour les composantes dans cette

base : "
" _')7’ — Zwlljvj i.e. = Z g j —+ Z F kw ’UJ (222)
j=1 j

J,k=1

ot on aposé W=y ;" we;, U= v'¢ et Vg =Y.' (Vgw)'eE;.
Preuve. On a V0 = 3, v/ Vg, d’ott le résultat avec (2.19). 5

Définition 2.19 La dérivée de Lie dans R™ est I'opérateur défini par :

- - noté

Ly = db.0 — dvad =" [0, ], (2.23)
et la dérivée de Lie sur S est 'opérateur défini par :
Lo = Vit — Vit "2 [7, 7). (2.24)

Corollaire 2.20 Pour les composantes de la dérivation de Lie Lzw, les symboles de Christoffel
disparaissent : pour W, 0 € TS et i =1,....m :

Z agi * ’ Z @wj (= Z;wfj”j B z;“fjwj)’
Jj= Jj=

quand [7, )" est la i-éme composante de [, ] sur la base du systéme de coordonnées, i.e quand
[0, 0] = Y% [0, W]'€;. En d’autres termes, les composantes de [0, %] dans la base du systéme de
coordonnées ne dépendent pas des symboles de Christoffel.

Preuve. Pour un systéme de coordonnées, on a 'y, —T'}; = 0 pour tout i, j, k. wa

2.6 Divergence
Rappel dans R™ :
Définition 2.21 La divergence d’'un champ de vecteurs wSTR™ est la trace de sa différentielle :
divw = Tr(dw). (2.25)
(Comme @ € T} (R"), on a diw € T} (R™) est la trace est bien définie.)

Sur la surface S, Popérateur V joue le role de d (dérivation) : pour @ € TS = Ta(S), on a
Vi € TL(S), et

Définition 2.22 La divergence d’un champ de vecteurs w € TS est la trace de sa différentielle :
divad = Tr(Vw). (2.26)

Exemple 2.23 Cas n = m dans le systéme de coordonnées cartésien, posant :

W= wk;, (2.27)

onadi=>), dw'E;, au sens dij = Zi(dwi.ﬁj)ﬁi, de matrice [dw] = [( ou’ )] izt . Alnsi :

divi =Y ', (= (31;’1.). (2.28)

i=1

Exemple 2.24 Cas n > m. Dans le systéme de coordonnées J, posant :

W(F) = _Z w'(7)&(), (2.29)

on a :
divi =3 wi, (=Y alq”i + 3 That). (2.30)
i=1 i=1 i k=1
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17 2. Symboles de Christoffel

2.7 Connexion sur T}(S) : premiére approche

Dans R (cas m = n), soit a € TP () une forme différentielle, donc avec a(%) € L(R™;R) = R™*
(forme linéaire). On a pour tout champ de vecteurs ¥ € T2, la fonction :

ad:7eQ— (a9 (@) Y a@).59d)

est C°(Q;R) = T (Q) de deérivée d(a.v) € TP () définie par, pour tout champ de vecteurs @ € T :
d(a.¥).8 = (dad).T + o (do.7) "L (da.¥ + a.dF). @
(formule de Leibniz). Et ainsi la différentielle da est donnée par :
(daid).¥ = d(a.t).F — a.(dvad) "2 da(d, 7), (2.31)

la derniére notation grace a 'isomorphisme canonique entre L(TSgz; L(TS# R)) = L(TSz TS%) et
L(TSz TS#R) = L?(TSz R) qui permet d’écrire da(¥) € L*(TSz; R), et donc da € T9(£2).

Pour les connexions sur S (cas m < n), soit a € TY(S) une forme différentielle et ¥ € TS un
champ de vecteurs. Alors a.? est une fonction, sa différentielle dv.10 est remplacée par V. =
V0 = Proj g (dv.), et on va également remplacer da.w par Vga = Vo :

Définition 2.25 La dérivée covariante d’une forme différentielle o € TY(S) sur S dans la direction
du champ de vecteurs @ € TS est la forme différentielle Va1 = Vga € TP(S) définie par, pour

tout v € TS :
V(a.9).w = (Va.w).v + a.(VUd), (2.32)
soit : )
(Vaw).d ¥ V(a.0).d - o.(Vi.5) 2.33)
" (V)5 "L Va(d, 7).
Et le tenseur Vo € T9(S) ainsi défini est appelé dérivation de « sur S.
Et quand S = Q est un ouvert de R™ (cas m = n), on note V = d.
En particulier, si f € C*°(S;R) et a € TY(S), alors fa € TP(9) et :
Va(fa) = (Vafla+ f(Vaa), (2.34)
au sens Vg (fa).0 = (df @) (a.v) + f (Vga.?), et :
Vifa)=(Vfa+ f (Va). (2.35)
Notations. Si f € C*, alors a = df € T?(9) et :
V(df) "2V I @ fipg " P f (2.36)

est ainsi défini sur toute variété S C R™.

2.8 Symboles de Christoffel pour la base duale

Proposition 2.26 Pour (¢!(%)) = (dq*(¥)) la base duale de la base (€;(Z)) = (gﬁ
de coordonnées g: e U — € S,on a:

(¢)) d’un systéme

m
Vael =— Z 7 ek, (2.37)
k=1
(on vérifie la cohérence de la position relative des indices) ot les Ffj sont les symboles de Christoffel

du systéme g, cf. (2.16)).

Preuve. Cas m = n : on a ¢’.¢; = ¢/, d’ou ¢’.¢; : S — R est une fonction constante, et donc
V(el.€;) = 0= Vel.g; + el.Vé;, et donc dans R" :

(Vel .&,).8 + e .(VE.&) = 0 = (Ve .&).8), + T,

d’ou (237) un
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18 2. Symboles de Christoffel

Exemple 2.27 Pour le systéme de coordonnées polaires on a donc :

del'_'l =0 (: _F:Tel - F:Gez)v
de'.& =re* =rdf (= ~Thre! = The?),
1 1
de*.é) = —=¢* — —df (= —T? ¢! —T%¢?), (2.38)
r r
de? g2:7161 :fldr (: 7F9 F e )
’ r r or 060
Exemple 2.28 Sur le cercle de R? et la base polaire réduite & €, on a donc :
Ve? =0, (2.39)
car Vg,e? = 0. -

Exemple 2.29 Surlasphére S(0;R) de R?, on a Vz,e? = —T'3,e%—T'35¢3, Vg,e® = —T'5ye?—Tiqe?,
Vaed = —T,e? —TZ,e3, donc avec (2.18) :

Ve,e? =tange?, Ve,e? = —sinpcospe? = Vgae2, Vé'363 =0. (2.40)

2.9 * Formules de changement de base pour les symboles de Christoffel

Le champ de vecteurs de;.¢; n’est pas objectif, c’est & dire il dépend de I'observateur : en
particulier le vecteur de;.¢; ne satisfait pas aux formules de changement de base (& cause de la
présence des symboles de Christoffel).

Et si €;(Z) et €;(Z) sont tangents a la surface, le vecteur dé;(&).€;(Z) ne l'est pas en général

cf. (2.7).
La dérivée de Lie corrige ces deux problémes. Voir polycopié précédent, ce paragraphe, et les
suivants.

On dispose ici de deux représentations paramétriques de S, i.e. on dispose de deux systémes de
coordonnées @y : Uy — S et gy : Uy — S (avec Uy, Uy ouverts de R™ espaces des paramétres).

Un point Z € S s’écrit donc des deux maniéres ¥ = @1(q1) = P2(q2).

Notons (€0 (%) = (dﬁa((fa)-ﬁi)iﬂ,m,m la base du systéme de coordonnées g, pour a = 1,2,
toujours avec (E‘i)izlw,m la base canonique de R™ et Z = @4 (qn)-

Exercice 2.30 Soit Y : ¢ € Us — X(¢2) = ¢1 € Up le difféeomorphisme de changement de
parameétres, avec donc g = ¢1 o X. N.B. : on note souvent ¥ = ¢ c’est a dire :

Soit P(Z) la matrice de changement de base de (€;.1(%)) vers (€;2(%)) (pour chaque ¥ donné),

ie.:
s ZPlf“ 2)

c’est a dire la colonne j de P(Z) donne les composantes de €},5(Z) dans la base (€;,1(Z)).
Avee X(q1) =D ixi((j'l)E’i, montrer que :

o' note Ot , _,

- (q = —(q)), 2.41

aq%( 2) 8q§( 2)) (2.41)

Pj(%) =
c’est a dire P(Z) = [dx(¢)] est la matrice de 'application linéaire dx(g>) dans les bases canoniques
de R™ (au point Z = F2(¢2)).

On appliquera les résultats au cas R® = R2, @; = I les coordonnées cartésiennes et @y les
coordonnées polaires.

— =

Réponse C’est un résultat générique pour un changement de variables. Ici on a dx(g2).F; = WXJ(E) =

Y B (@) B, et Eia(7) =1 dFa(Ga)-Bi = 222(qn).
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19 3. Métrique et systéme de coordonnées

Comme @2 = @1 0 ), on a dga(gz2) = dF1(q1) o dxX(g2), et donc :
S s & DL - oxt L L
€5:2(%) = dpa(q2).E; = dg1(qr).(dX Z 8q7 GuUT)E =) 87]-((12)81‘;1(96)

On a donc bien Pj (%) = o (G2)-

8q7
Si g1 = I (coordonnées cartésiennes) et F2 les coordonnées polaires, on a ¢y = & et ¢ = (r,60) avec

1 .
. _(xz=x (r,0) =rcosb e _ (cos@ —rsinf .
xX(r,0) = (y — X2(r0) = rsing )’ Et P = [dX(r,0)] = sinf  reoso | ot la matrice de passage des
coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires (c’est a dire de la base canonique vers la base polaire). an

Exercice 2.31 Suite. Montrer que, pour tout i, :

82 k 2
de.o. 61 9 = ZPKP dez 1. em 1+ Z €k;1- (2.42)
3q28q2
k k
(On peut remplacer =—%— par 9 L ou par ap§ , correspondant au hessien de x*, mais on perd
943043 943 dq3

alors la visualisation de la symétrie en 4, j.)

*x*
dqidq}

Ici les notations sont abusives au sens ou toutes les quantités sont prises en & sauf qui

prend ses valeurs en ¢y = F (). (2.42) s’écrit également :

> m 82
erj;zek;Q = Z(Z Pépl ‘T (;m 1 + a ,La J)ea 1 (243)
k

« m

et donne, avec €y, = >, QR0 ot Q = P71

o = Z(Z P{PI"Tg, . + 88

a J
«@ m
_ 8‘11 8(11 ro 0%qf 87‘115

On appliquera les résultats au cas R® = R?, @, = I les coordonnées cartésiennes et 3, les coor-
données polaires.

Réponse. On a é}';z = Ek P]ké’kg, d’oir déj;z.gi;z = Z (de €. 2)5 E (dek 1- 61 2)
On a PH@) = 25(3), avec @ = & (), dott dPF(F) = d25 (32).d 571(2), don dPH() 2 () =

J

455 (@)-(d5; (7) 82 (7)) = A5G (@) Br = 220 (D).

On a déy,1.€0 = Ze Pl- dé;1.€¢;1. D’olt en sommant les deux résultat on obtient (2.42).
D’ot immédiatement (2.43), d’ou (2.44).

En particulier, si g1 = I et @2 est le systéme polaire, on obtient I‘fj;z =>,

)@
(2.44)

82 e F) k
1qu %2 . on remarque
8q40q) 9aq1

donc que les symboles de Christoffel en polaires ne sont pas nuls, bien qu'ils le soient en cartésien : ces

symboles ne peuvent donc pas étre le composantes d’un tenseur puisqu’ils ne satisfont pas aux formules de

changement de base. un

3 Meétrique et systéme de coordonnées

3.1 Définition

Définition 3.1 Dans S variété de dimension m dans R™, une métrique riemannienne est un champ
de tenseurs g € T9(S) qui est symétrique défini positif. L.e. c’est une application g : ¥ € S —
g(Z) ="°% g ¢ L(R™,R™;R) qui est C* telle que gz définit un produit scalaire dans R (forme
bilinéaire symétrique définie positive). Le. gz est bilinéaire et vérifie gz(¥, W) = gz(w, ¥) pour tout
¥, € R", et gz(7,7) > 0 pour tout 7 # 0.

Définition 3.2 La métrique euclidienne sur S est la métrique riemannienne telle que gz est le

produit scalaire euclidien (-, -)gn restreint a TS. Autrement dit gz(7(Z), @(Z)) =% (7(Z), G (Z))gn
pour tout ¥, w € TS.
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20 3. Métrique et systéme de coordonnées

Soit un systéme de coordonnées @ : U C R™ — S C R"™, de base (&;(Z) = gﬁ (@))i=1,....m et de
base duale (e*(¥ )*dq( 7))i=1,...m €0 T = J(q).

En un point Z de S, une metrlque est un produit scalaire dans T.Sz. On notera g(Z) = gz de
produit scalaire (cette métrique en ) :

Zgw F)@el(f)  ondone  gz(6;(7),&(1)) = gi5(2), (3.1)

soit :
g= E:gijez ® e’ avec 9(€i, €5) = gij- (3.2)

\g/

Donc pour 7 = Y, v'(Z)&€;(Z) et @ = Y, w'(¥)€;(Z) (expression sur la base du systéme de

coordonnées) on a :

Remarque 3.3 En général la métrique euclidienne sur S n’est pas le push-forward de la métrique
euclidienne de R™ restreinte & U. En effet, par définition du pull-back de g(-,-) on a :

(@ 9)(@)(Ei, Ej) = 9()(E(2), €(T)) = gi(F) # b,

et donc (cp g) n’est pas la métrique euclidienne dans U. Sauf si (€;(Z)) est une b.o.n. indépendam-
ment de & pour la métrique g(-,-), ce qui n’est pas le cas pour la surface = le cercle dans R™ ou

bien = la sphére dans R? (dans ces cas la base du systéme n’est pas normée). =n

Exemple 3.4 La métrique euclidienne dans R™ est donnée dans le systéme cartésien usuel par :
(-, )rr = gz = de ®@dat,  [giy] =1,
ol (dz') est la base duale de la base canonique (E;), et dans ce cas 95 (%) = (Ei,ﬁj)Rn = ;5 est

indépendant de Z. uh

) s L DT ) . :
Exemple 3.5 Dans R?, la métrique euclidienne s’exprime en coordonnées polaires comme

(~, ')]Rn =gz = dr ® dr + T'2 df X d@, [gzj(f)] = <(1) 7’%) . (33)

L’expression dans la base des polaires est obtenue en calculant les gz(€;(Z),€;(Z)), ou bien en
appliquant les formules de changement de base [g]new = P7.[glowa-P des formes bilinéaires, ot P
cosf —rsind
sinf  rcosf

est la matrice de passage P = [dZ(r,0)] =

Exemple 3.6 Sur le cercle de R2, la métrique euclidienne s’exprime en coordonnées polaires
comme :

gz = r?df ® de, [9i5] = lg11]) = (7"2 )
puisque (€(T), €& (Z))gn = 2. -

Exemple 3.7 Dans R3, la métrique euclidienne s’exprime en coordonnées sphériques comme :
)

1 0 0
= dr @dr+1?cos® pdf ® df + r* dp @ de, [9ij]=(0 7%cos?p 0 |]. (3.4)
0 0 r?

Exemple 3.8 Sur la surface de la sphére de R?, la métrique euclidienne s’exprime en coordonnées
sphériques comme :

2 .2
gz =12 cos’ pdf @ df +r*dp @ do, lgi5] = (r Cgs v 7?2) (3.5)
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Exercice 3.9 Exprimer dans R?, & 'aide des coordonnées sphériques, la différentielle dg de la
métrique (3.4).

Réponse. On a dg € T3 (R?) défini par les dg.7 € T5 (R*) donnés par, avec (3.4) :
dg.t = (d*r.0) @ dr + dr ® (d°r.7)
+ [2r cos® ¢ (dr.T) — r* sin @ cos ¢ (dp.7)]d0 @ df + 1* cos® ¢ ((d°0.7) ® db + dO @ (d*0.7))
+ 2r(dr.0)de @ do + 2 ((d*¢.7) ® dp + do @ (d*¢.7)).

Et on a dg.e1 = 0= dg.e> = dg.e€s, en utilisant les symboles de Christoffel, c’est a dire dg = 0.
C’était de fait évident, car c’est la différentielle de la métrique euclidienne qui est constante donc de
différentielle nulle : dg = 0. .

3.2 Connexion sur les métriques : premiére approche

Dans le cas m = n, on pose V = d opérateur de dérivation. Dans le cas m < n :

Définition 3.10 Connaissant (2.31), si o, 8 € TP(S) sont deux formes différentielles sur S, on
définit la dérivée covariante de o ® 3 € T9(S) dans la direction @ par (formule de Leibniz de
dérivation d’un produit) :

Via®B).5 % (Va.s) ® B+ a® (VAT) "L Via® B). (3.6)
et la dérivée sur S est notée :
Vie®p)=(Va)®+a® (V). (3.7)

Et si T € T3(S) est somme de tenseurs élémentaires, T = Y, a; @ (3, alors VT est défini par
linéarité (donc VT € T9(S)) :

m

Z (0 ® B3;).5 "L VT (3.8)
3.3 Connexion sur les métriques dans une base

Soit un systéme de coordonnées @ : U — S de base (€;(Z))i=1,...m en & = F(q) et de base duale
(€'(%))i=1....m- On a en particulier, avec (2.37), pour tout 4,5,k =1,...,m :

V(e ®el).é, note (e ®ej) (V~ Nee +e® (Ve
(3.9)
= —ZI‘?ZJ@@] ZI‘ee ® e’
=1
D'ou, T € TY(S) étant de la forme T = > T;je' ®el, on a:
VT et Z(dTij.ﬁ) e + Z T;j Vi(e' @ el). (3.10)
ij ij

Cette définition est en particulier applicable aux métriques 7' = g¢. Ainsi par exemple pour
k=1,...m

. dgii , ) .
Vot = aglzj e = giThe' @ el =) giTi,e’ @ e = Vi, (3.11)
5 ijt ije
soit : 5
Vg.€, = 8?;’5 el — ZggJF el @el — ZQZZF el (3.12)
©j 74 ijl

Et Vg.o =Y, v*Vg.ex = Vag=> 1, v¥ Vs g pour tout 7= 3", v¥e), € TSz
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3.4 “Meétrique tuée” : métrique de Killing
On se donne une métrique g(-,-) sur S.

Définition 3.11 Dans le cas m = n, la métrique est tuée dans € ssi dg = 0 dans 79 ().
Dans le cas m < n, la métrique est tuée sur S ssi :

Vg=0 (3.13)

dans T9(S).
Une métrique vérifiant cette propriété est appelée métrique de Killing.

N.B. : Wilhlem Killing, mathématicien allemand du début du 20éme siécle, étudiant de Weiers-
trass, a donné son nom & ce type de métrique. Comme une métrique de Killing est annulée par
différentiation (par définition), il est tentant de parler de métrique tuée.

Exemple 3.12 Dans R” la métrique euclidienne g = ", dz’ ® dz' est un tenseur constant (indé-

pendant de ¥), donc toute dérivation la tue : on a dg = 0 (puisque d2x? = 0). un

Proposition 3.13 Sig(-,-) € T9(S) est la métrique euclidienne restreinte a S, alors g(-, ) est une
métrique de Killing, i.e. Vg =0 sur S.

Preuve. Soit §: U C R® — § C R™ est un systéme de coordonnées (donc avec m < n), de base
(€i)i=1,...m- On a:
9i; = (€, €) = (&, €))rn,

donc :

m

Vgij €k = (V&.8x, &)rn + (6, VE.E)an = > Thge; + s,

=1

d’ou Vg.€;, = 0 avec (3.12), vrai pour tout k =1, ..., m. un

Exemple 3.14 Vérification dans le cas des polaires et S = C(0, R) le cercle de rayon R (ici m = 1
et n = 2). La métrique euclidienne de R? restreinte & TS est une métrique de Killing.

Ici gz est défini sur TSz, i.e. uniquement sur Vect{ex(#)}. Et on a g = g e? ® % = r2df @ df
et avec (3.12) oui=j5=£=2:

) 2
Vg.éy = (aie — 2T, — 2 T9,)d0 @ df = 0 — 0 — 0,
puisque er = 0. On a bien Vgz.e5 = 0. un

Proposition 3.15 Soit g € T9(S) une métrique. S’il existe un systéme de coordonnées pour lequel
cette métrique est tuée, alors elle I’est dans tout systéme de coordonnées.

Preuve. La définition d’une métrique tuée est Vg = 0 indépendante de toute base (de toute repré-
sentation dans une base) : c’est une définition intrinséque. Si g est une métrique, si sa différentielle
Vg vérifie Vg = 0, on a Vg = 0 quelle que soit I’expression de g dans un systéme de coordonnées,

d’ou le résultat. un

Exemple 3.16 La métrique euclidienne de R™ exprimée en polaire est une métrique de Killing
(icim=n=2).
Par exemple pour la métrique euclidienne exprimée en coordonnées polaires, cf. (3.3), on a :
dgz. T = (d*r.0) @ dr + dr @ (d*r.¥) + (d(r?).7)d0 @ df + r*(d*0.7) ® df + r*df @ (d*60.7),
avec en particulier d(r?) = 2r dr. En particulier on a, avec les symboles de Christoffel (2.38) :
1 1
dgz.€1 =0+ 0+2rdf @ df +r*(—=)d0 @ do + r*(—-)df @ df = 0,
r T
et : 1 1
dgz.€s = —rd@@dr—rdr@d@—l—0+r2;dr®d9+r2;d9®dr =0.
Et donc pour tout ¥ (donc combinaison linéaire de €; et €2) on a dgz.v' = 0. Donc la différentiation

tue la métrique euclidienne, ce qu’on savait déja, bien qu’ici la métrique euclidienne soit exprimée
en polaire. =

Exemple 3.17 Voir ’exercice 3.9. un
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23 3. Métrique et systéme de coordonnées

3.5 Meétrique de Killing et symboles de Christoffel
Soit un systéme de coordonnées @ de base (€;(Z))i=1,..m en &, de base duale (e'(Z))i=1,..m
en . Soit g(+,) une métrique de Killing donnée (i.e. telle que Vg = 0). On note :

m

Zgu ‘ r) ® e’ (7).

Proposition 3.18 Pour tout i,j,k=1,....,mon a:

m

9gij
aqu - Z(gieFﬁk +95eTik) (3.14)
=1

les F;.k = ¢'.(Ve;.€) étant les symboles de Christoffel. D’ou, pour tout 4,5,k =1,...,m

3ng Ogk;  Ogir
2Zrzkgﬂ_ T o " g (3.15)

permettant de calculer les I‘;k a laide des g;;.
Preuve. On a g(7) = }_,; g:;(%) e {(7) ® e/ (£). Dot :

dg.é’k = Z(dgzjgk) 6i ® ej + Zgij (de’é’k) ® ej + Zgij ei ® (dej.é’k),
i ij i

et g étant une métrique de Killing on obtient avec (2.37) :

8gi; . o L,
0= > 8ng e el fZgijF?de ® e’ fZgiijcge’ Qe
i ijl igl
9 . S o
Z g” ®el — Z goiThiet @el — Zgigff;jel ® €.

ij ijt
Et (¢! ® ¢’) étant une base on obtient (3.14). Dot :
n n
giele + gjeT) + Z(guFﬁi + gjeTh) — Z(giefﬁj + grels)
=1 =1

n

39z’j 3gkj 0gik o
ok " ag dgi Z(

=1
n

= > [T5(gie = gie) + Ti(gie + gje) + T5i(gre — gre),
=1

e. (3 15) qui se lit également 2[Lk].[g] = [By], soit 2[Ly] = [Bk].[g]7, ot [Li] est la matrice des
(Ly): = = TJ, pour i,j = 1,...,n et on [By] est la matrice des (Br)ij = giﬁj + %g;; - %i’j’? pour
1,7 =1,...,n. Connaissant g on en déduit donc les I un

Le corollaire suivant sera. utilisé lors de 1’étude des surfaces, cas m = n—1 et €, = 7 étant alors
un vecteur normal unitaire & la surface :

Corollaire 3.19 Notonsg =Y/, gije' @ el une métrique de Killing dans R™. Supposons que &,
est normé et orthogonal a tous les autres vecteurs de base, i.e. gz(€,(%), (%)) = d,; pour tout j.
La matrice [g] = [g;;] de g est donc de la forme :

g1 -+ gim-1 O

[9] = : : |- (3.16)
In—-11 -+ Gn—-1n—1 O
0 0 1

Comme les g,; sont constants (soit = 0 soit = 1) pour tout j = 1,...,n, on a, pour tout j,k =
1,...,n:

=0. 3.17
e (317)
D’ou avec j =n dans (3.15) :
9gi
ot = — . 3.18
= -2 (318)
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24 4. Volume

Exemple 3.20 Sur la sphére de R3, soit ¢ = (0, p,7), et soit le systéme de coordonnées ¥ =
V(@) = (0, ¢,7) = @(r,0,¢) ou & est le systéme de coordonnées sphériques (1.7). Posons (@) =
$a(@) = 35 )—902( 7) = &(7) (Sulvamt un parallele), fo(F) = §2(7) = 6)w( r) = §3(%) = (7

7)

(suivant un méridien) et f3(Z) = ¥ 5(7) = ‘Z—f(m) Z1(Z) = €1(Z) (vecteur radial unitaire). L
r?cos’p 0 0

matrice de g dans cette base est [g]‘f: 0 r? 0 | = [gi], cf. exercice 3.7.

0 0 1
D’ou (3.18) donne :
1 9911 , 1 9g22 - ”
F?1_—§Tq3:—T0052@=F997 ng__iaiqg: =Lop [33=0=17,
et les I'}; = T7; = 0 quand 7 # j. Déja vu avec (2.5) et (2.6). ua

4 Volume

Ici m = n. Voir annexe A pour les déterminants.

4.1 Volume algébrique

Dans R” le volume algébrique i € T°(R") (non nécessairement positif) limité par n vecteurs
W, ...wW, € R™ est par définition le déterminant :

Y det (@, ..., ). (4.1)

4.2 Volume algébrique dans la base du systéme et jacobien

Soit g: 7€ U CR" — &= g(7) € Q2 CR™ un systéme de coordonnées dans 2.

Dans l’espace U des paramétres, on prend comme base la base canonique notée (E )i=1,....m>
de base duale notée (dX")i=1,...m
_ Dans I'espace géométrique R™ muni de la métrique euclidienne, on se fixe une base orthonormée
(bi)i=1,....n. On pose :

n [P @ 2 (q)
=3 =Y ¢ @bi=] = : (4.2)

- D) ey \TD @y
Ainsi : Bt 5ot
. SD’L = i (pl 1 i
cw@7=§:5;@wy®dx = Gghes = (P, (4.3)
et [Pz] = [dg(q)] = [ ((j)] [Pf] est la matrice jacobienne de 3 en ¢ relativement aux bases (E))
et (b;)
La base du systéme est (€;(Z));=1,..n OU
1
&(&) = dg(q).E; =y 5 Dbi=| : (4.4)
i=1 dp™
aij (@) |(B:)

et les composantes de €;(Z) sont données par la j-éme colonne de [Pz]. (Autrement dit c’est la
matrice de I’endomorphisme Pf = Zij P? b; @ b de R™ qui fait passer de la base (I;l) a la base
(@(@) : on a Peby = X, Pibi = &(2).)

Et la base duale est (e ( ) dq'(Z))i=1,..n en T = 3(q).
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25 4. Volume

Ainsi, quand & = 3(q), le jacobien de G en ¢ :

Jo(@) % detld@(@)] = det(@1(@), ., &,()) = det(Pr) (4.5)

est le volume limité par les vecteurs &;(Z). Le calcul matriciel redonne ce résultat puisque :

det(e1(Z), ..., 80 (%)) = det(d@(§).Er, ..., dB().En) = det(dF(q)) det(Ey, ..., Ey),
et det(El, ey En) =1 est le volume limité par les vecteurs de la base canonique.

Soit n vecteurs w;, j = 1,...,n. On note ﬂ; et w; (Z) les composantes des W; respectivement
dans les bases (b;) et (€;(Z)) :

@y =By bi = wj(@) &(@), (4.6)
ou donc w! (&) = dq¢'(£).w;. On note :
Wzl = [wh(@)] = ([W1]jez) - [Baljew)) (4.7)

la matrice dont les colonnes sont les composantes des w; dans la base du systéme. Onaen = J(q):

Zw (Z)ex (%) = Zw dgptf)Ek—Zw

: (4.8)
= Z([dw@][Wi])j bi (= Zﬂ; i)s
don B = ([dF@)] W), o |
[8;] = [de(@)][Wz],
et donc : _
det[3}] = det[dF(q)] det[Wz] = Jz(q) det[We]. (4.9)

Et (b;) étant une b.o.n. pour la métrique euclidienne, on a ji(@y, ..., @,) = det[3?](volume limité
par les w;). D’ou :

Proposition 4.1 Le volume fiz en & = §(¢) exprimé en dans la base du systéme de coordonnées
est donné par, pour tout W, ...,w, € R" avec w; =}, wi (%) &(T) :

fiz (W1, ..., By) = J3(q) det[w(F)]. (4.10)
En particulier on retrouve :
(@1 (), ..6.(F)) = J5(@) (4.11)
est le volume limité par les vecteurs de base du systéme.

4.3 Volume algébrique dans la base du systéme et métrique

Proposition 4.2 Soit g(-,-) la métrique euclidienne exprimée dans la base du systéme :
Z 9i5(%) dg' (%) @ dg’ (), (4.12)

et :
l9z] = [92(€i(Z), €(Z))] = [9i; ()] (4.13)

la matrice de g(-,-) dans cette base. Quand Jz(q) = det(€:(Z), ..., €,(Z)) > 0, i.e. quand la base du
systéme en & = J(q) est directe, on a :

_ J/detlgd] (4.14)

Et I’élément de volume en & s’écrit :

z = /detlgz] dg" (Z) A ... A dg™ (D),

soit encore :

fz(Wy, ..., W,) = /det[gz] det[w;-(f)], quand w; = Zw;(i"’)é;(f), (4.15)

i.e. quand les w}(Z) sont les composantes des w; dans la base (€;(Z)) du systéme.
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Preuve. On a [d@(g)] matrice jacobienne de ¢ dont les colonnes sont les composantes des
€;(Z) dans une base orthonormée B = (b;). Donc : (det[d@(q)])? = det[dF()]T. det[dF(])] =
det([d@(@)]" [d@(@)]) = det([&(Z)][;-1& (@) ) = det[(&:(Z), €;(Z))rn] 0l (-;-)n est le produit sca-
laire euclidien, et par hypothése g;; = gI(é (2),€;(Z)) = (&(&),€;(Z))rn puisque g(-,-) est la
meétrique euclidienne. un

Exemple 4.3 En polaire [gz] = ((1) 02> et J; = y/det[gz] = r, et donc le volume limité par

—

Ty = viey(Z) +viex(T) et vy = v3€)(T) + v3E(T) est donné par
11

. vi v

(v, Uy) = r det (v% vg) ,

ce qu'on vérifie immeédiatement : ici ||&1|| = 1, ||&2]| = r, & L &, la base (é1, & 2) est orthonormée,

1 1
vi v
donc ¥y = vie] +viéy = vi(é)) + rvl( ), idem pour s, et donc ji(¥;,v2) = det (rle 7"’1)22 ) -
i 2

4.4 Volume algébrique et pull-back

On considére le tenseur volume algébrique i € T2 () défini en (4.1).
Par définition du pull-back d’un tenseur, ici (F*f € TO(U)) pull-back du tenseur “élément de
volume” fi, on a (§*[1)(q) € TYR™; défini par, pour tout Wi, .., W, € TR"z

(B )W, ooy W) = fiz(B V1)), ooy (B W) (E))
= fz(d3( D)W, ..., dF(@). W)
det(d@(q). W1, ..., dB(). W)

= J5(q) det(Wy,...,W,,).

(4.16)

puisque (QB*WJ)(f) —def d@'(tj’)WJ € TR™z est le push-forward de Wj.
Dans U 'espace des paramétres ¢ notons dV 'élément de volume algébrique, avec donc, pour
tout W, € TR”,T
AV (W, ..., Wy) = det(Wr, ..., Wy,). (4.17)

Donc (4.16) donne dans T2 (U) : )
JsdV = G0, (4.18)

i.e. le pull-back de I’élément de volume /i (en &) par @ est .J dV (en §). Soit encore, quand & = @(¢) :
G i(q) = J5(q) dV = \/det|gz] dV, (4.19)
quand Jz(q) = det[dg(q)] > 0. D’ott :
Définition 4.4 On définit la métrique C* € TZ(U) comme étant le pull-back de la métrique
euclidienne g(-,-) = (-, )gn :
o> % g4, (4.20)
i.e. pour tout § € U, avec & = J(§) et w; = ng((j')V_V push-forward de W, :
CoWy, W) X ga(iy, ). (4.21)
On obtient :

Proposition 4.5 C* = §*g € T¢(U) est une métrique sur U, et :

G i(q) = 1/ det[CP(Q)] det = \/det[(Z | det, (4.22)

défini un forme multilinéaire alternée qui permet de calculer le volume géométrique det(w, ..., Wy,)
dans Q) en effectuant le calcul “sur la configuration de référence U”.

Preuve. Cg est trivialement un produit scalaire, @ étant un difféomorphisme. Et on a (4.19). oa

26 12 janvier 2010



27 5. Normale ¢ une surface

4.5 Volume positif

Définition 4.6 Le volume (positif) limité par n vecteurs est donné par la valeur absolue du
déterminant de ces vecteurs :

dvz(U, ..., Upn) = | det(T1, ..., Un)].

N.B. : la valeur absolue du jacobien sert & tenir compte d’un changement éventuel d’orientation
de la base (méme orientation si le jacobien det(d@(§)) > 0 et orientation opposée sinon), le volume
(positif) d’'un domaine étant toujours positif (ou nul), donc indépendant de Iorientation choisie.
Voir cours d’intégration.

La formule de changement de base dans les intégrales est :
f@datoda™ = | fE@) T3] da"..dg", (4.23)
reQ qeu

le volume d’un domaine €2 étant donné par le cas f = 1.

5 Normale a une surface

Soit ¢ : U c R*! — § C R™ une hypersurface réguliére. La métrique g(-,-) choisie sur S
est la métrique euclidienne (permettant le calcul des volumes usuels), métrique qui sera souvent
exprimée dans la base du systéme. La base dans U sera la base canonique de R* 71,

5.1 Forme normale

L’espace tangent TSz a la surface en ¥ = @(q) est engendré par les vecteurs tangents, pour
t=1,...,n—1: .
€() = dg(q)-E, (5.1)
ces vecteurs étant indépendants puisque ¢ est une surface réguliére.

Définition 5.1 La forme normale en & A la surface J est la forme linéaire :

0z TER" = ((5) ¥ det(e1(D), ..., 8an (), D). (5.2)

(¢z est linéaire car le déterminant est une forme multilinéaire et I'usage du déterminant impose la
métrique euclidienne dans R™.)
La forme normale a la surface @ est la forme différentielle ¢ € T7(S) définie par ((F) = {;z.

Proposition 5.2 La forme normale en & est nulle sur TSz : elle vérifie :

Keréi = TSf (53)

Preuve. Les €;(Z) pour i = 1,...,n—1 étant indépendants, et £z étant donné par (5.2), £z(¥) = 0

équivaut & ¥ combinaison linéaire des €;(Z), i.e. ¥ € TSz. ua
9 , o - rcosf

Exemple 5.3 Dans R” et les coordonnées polaires @ : (r,0) — & = J(r,0) = rsing |- On note

&(7) = 22(r,0) = <Z?§Z) et & (%) = 22(r,0) = (;2:199) les vecteurs de base du systéme.

Soit S = C(0,R) le cercle de rayon R (notre “surface” en 2-D), donné par ¥ = Fr(f) =
R (COSQ), de vecteur tangent :

sin @
ﬂ@:@ﬂw:R(smﬂ

cos 0

€2(7).

La forme normale au cercle {z étant linéaire est donnée par son image sur les vecteurs d’une
base en Z. Et (€1(%),€2(Z)) est une base en Z. On a £z(€1(Z)) = det(f1(Z),e1(T)) = —R, et
lz(€2(7)) = det(f1(Z), €2(Z)) = 0, d’ou :

lz = —Rdr(Z) (5.4)

est la forme normale au cercle. .
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Exemple 5.4 Pour le cercle (f) = & = (gg?i((:g) = @r(—0) parcouru en sens inverse, de

vecteur tangent :

(La forme normale a le signe opposé par rapport & l’exercice précédent.) o=

r cos 6y

Exemple 5.5 Pour un rayon r — & = @(r,6y) = rsin
0

), le vecteur tangent en T est :

On a 7.6, (Z) = det(fi (), &1(Z)) = 0, et .8 (F) = det(f1(Z), & (Z)) = r, d’on :

Lz =1 df(X)
En particulier 65.% = 1 est le volume (ici l’aire en 2-D) limité par les vecteurs normaux
orthogonaux €} (Z) et HZEQH' -

5.2 Forme normale unitaire

On rappelle que la métrique utilisée sur S est la métrique riemannienne g(-,-) = (-,-)g = (-, *)r»

dans R", et on note ||5]| = ||7]|, = \/(7,0)y = \/(7,0)r» = ||8]|r~ la norme associée.
Remarque 5.6 On a tendance a écrire ||0]|| = ||¥]|g» quand implicitement ¢ est exprimée dans la
base canonique, et on a tendance a écrire ||0]| = ||]|; quand implicitement ¥ est exprimée dans

la base du systéme, en particulier sur une surface ou g(-,-) est la métrique euclidienne restreinte a
la surface. Auquel cas g;;(Z) = g(€;(Z), €;(Z)) = (€;(Z), €;(Z))r~ donne les composante de g(-,-) =

(-,-)r~ dans la base (duale) du systéme, et en particulier g;; = ||&]|3.. e

On rappelle que la norme ||¢|| d’une forme linéaire £ € R™* est donnée par :

|£(9)]

[olly

[|]] = sup
vER™

Exemple 5.7 g(-,-) = dr @ dr + 12 df ® df en coordonnées polaires, et ||7]|, = Vol + r2v2 quand
p gt p , g q

7= V(@A) + 0 @(E). Dot 1] = supgege IR quand 0(7) = (E(7)). &

Définition 5.8 ¢z étant la forme linéaire normale en & a la surface S, cf. (5.2), on appelle forme
normale unitaire & la surface en Z la forme linéaire :

f~ i
nh = 2% b, (5.6)
1]
Ainsi n” € TY(S) est champ de formes sur S.
On a donc : =
b 7 gf.'l)
NeU = ,
O il
pour tout ¥ € R™.
Proposition 5.9 Si ' € T3S alors n(¥) = 0. Et ||n%|| =
Preuve. "z? — i donne ||nZ|| = lall — 1 et n2.5=0si & € TxS ua
Il [1€z1] z [[£z]] z *
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Exemple 5.10 Suite de 'exemple 5.3 : [|{z|| = sup,1 ,2 Wigl(f)l = SUp,,1 R _ R Dou :

[CREEICORE: A

nl = —dr(Z). (5.7)
au point & = F(R, 0). e
Exemple 5.11 Suite de I’exemple 5.4 :

n’ = dr(Z). (5.8)
au point 7 = 1(0) = G(R, —0). ua
Exemple 5.12 Suite de 'exemple 5.5 : [[{z|| = sup,: 2 7|(v‘v) iﬁz(i ;llé = Sup,: }?—UR;} =1=
L eay Don

n} =Lz = rd(I), (5.9)
au point & = J(r, 0p). ua

5.3 Vecteur normal unitaire

En un point & € R", disposant d’un produit scalaire gz(-,-) dans R™, & l’aide du théoréme de
représentation de Riesz, la forme linéaire £z (resp. n;) peut étre représentée par un vecteur Az
(resp. 7iz) :

Nz eR, VGeR®, 1:() = (Ns D),
iz e R, VGeR", nl()=

avec ||>‘ﬁ||gf = H@a”’

(5.10)

(7iz, V), avec ||z, = 1 (= |[nZl])-
Proposition 5.13 et définition. 77 € TS (est un champ de vecteurs sur S) qui vérifie :
X

||)‘f? ‘g

81

iz = et niiiz=gz(iiz.iz) =1 (= (fz,iz)g, = |[iz]2).

Et :
Vv € TSz, (ﬁf,ﬁ)gf =0.

Les vecteurs Az et 11z sont normaux a la surface S en ¥, et fiz est appelé vecteur normal unitaire
a la surface @ en Z.
Et iz est tel que la base (€)(&), ..., €,—1(Z), (X)) est une base directe, i.e. tel que :

det(81(Z), ..., En_1(Z), A(E)) > 0. (5.11)

(Le volume algébrique limité par les vecteurs de la base est positif.)

Preuve. On a g(7iz — IIXjI ,0) = ng.ﬂ'— HgiH .U = 0 pour tout ¢ € TSz, par bilinéarité de g(-, )
et définition de na Donc 7iz = ”:f” . Donc n; iz = 1 = g(7lz, 7z) est donné par le théoréme de
Zllg
Riesz (ou bien calcul : g(7iz, fiz) = e |I2g()\ ,Az) =1).
Puis pour U € TSz on a £z.0 = 0 = ||lz|| n%.0, dott v = 0 = (7iz, 0)g,-
Puis /3. Mz = H)\T||§ >0, d’out det (¢ (%), ..., &u_1(E),X) > 0, d’ott (5.11) (le déterminant est une
forme multilinéaire). a

Exemple 5.14 Cercle dans le sens trigonométrique : suite des exemples 5.3 et 5.10 :

Si

7= —é1(7), (5.12)
i.e. le vecteur normal unitaire pointe vers ’intérieur du cercle. un
Exemple 5.15 Cercle dans le sens inverse : suite des exemples 5.4 et 5.11 :

iz = +€1(%), (5.13)

i.e. le vecteur normal unitaire pointe vers ’extérieur du cercle. un
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Exemple 5.16 Suite des exemples 5.5 et 5.12 : 7i(Z) = (%) ua

T

Exemple 5.17 Ou se place en coordonnées sphériques (1.7), et on se place sur la sphére de rayon R
(fixé). Et on note
Rcosfcosp
Z=@r(0,¢0) = Rsinfcose (=3(R,0,9)).
Rsingp

On dispose des deux vecteurs tangents & la sphére (du systéme de coordonnées Fg) :

o o 10%)
A& = Z2R(0, o) = (R, 0, ),

ol
@) = 2220.0) = ex(.0.).
Et on note :
N
f3(.’L’) = E(}L 97 ‘P) - el(R7 9; 90)
Donc ici (f_i7 ﬁ, fg),) est la base (€3, 3, 1) dans la notation des coordonnées sphériques.
La forme normale est donnée par (7.0 = det(f1, fa,?), donc £z.62(X) = {z.€3(Z) = 0 et

0z.€1(T) = det(&, €3,€1) = R?cos p, ce qui donne :
lz = R?cos o dr.

D’ou :

On retrouve le résultat attendu. .
Remarque 5.18 Une notation utilisée pour Xf est :
X=E1 A e A1,

ou (€1, ...,€,—1) est une base de I’hyperplan tangent TzS, qui donne donc :

(51 VANAN gn_l,ﬁ)ﬂgn = det(€1, ...,qu_l, 17)

pour tout 7. En particulier dans R3 on retrouve « (@ A b,&)gn = det(@,b,@) »; dou £(7) =
det(é&, €2717) = (51 AN ég,ﬁ)Rs, et on obtient 7 = % 1L \/E)Ct{éi7 52} un

Proposition 5.19 ﬁf®n% est application linéaire de projection orthogonale sur 1z relativement
au produit scalaire gz(-,-) :
(7ig @ nl).0 = v g =T (5.14)

quand U = 17” + v, = 17” 4+ ng €TzS ®te Vect{ﬁf}, ou :

v, =n%T (= (g, 0),,)- (5.15)

Remarque 5.20 En mécanique quantique on note |7) =9¢f & un vecteur et (¢| =4¢f £ une forme
linéaire. Et on note |7)(¢| =4f 7@ ¢ Papplication linéaire de projection sur @, et on note |7) (¢].]) =
(€)6)|7). Ainsi on note iz ® n’ = |fiz)(n%|. ua

6 Aire

6.1 Elément d’aire

On reprend notre surface @ avec en chaque Z son vecteur normal unitaire 7(Z) = fiz. La métrique
sur S = Im¢ est la métrique euclidienne g(-,-) = (-, - )gn-
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Définition 6.1 On appelle élément d’aire en & la forme multilinéaire alternée doz = do(Z) définie

sur TSz par :
(ITSz)"' — R
dog : ( ) (6.1)

= - ~ N[ o deéf o N —
Uiy ooy Up—1) — do(Z) (U1, .ee, Up—1) = det(Ty, ..., Upn—1,Tiz).

En particulier d6(Z)(€1(Z), ..., €n—1(Z)) donne l’aire limitée par les vecteurs tangents de la base
du systéme de coordonnées sur la surface.

Définition 6.2 L’élément d’aire vectoriel est :
doz = 1(%) dog. (6.2)

(Tl sert a mesurer les flux [ f(@). =[5 f( f(@).7(Z) dog.)

6.2 Systéme de coordonnées ® dans R" associé a ¢ sur S

On reprend notre systéme de coordonnées ¢ : U C R ! - S CR"sur S.
On note ® : U = Ux] —e,e[C R® — R" le systéme de coordonnées défini par, pour tout
geR L
((¢,2)) = () + z7igq (= T+ 2i7iz), (6.3)
ol donc z donne « laltitude au dessus de la surface ».

Exemple 6.3 Voir exemple 5.17 (sphériques) ou §= (6, ), z =1 et ®(0,¢,2) = §(2,0,¢). on

®: U — ®(U) est un diffecomorphisme (pour e assez petit), et est donc également un systéme
de coordonnées. On note z = ¢, et donc (¢, 2) = (¢*,...,¢" "1, q") € U.

Comme 71 = ‘Z—f = %, on note :
én(Z) = (). (6.4)
La base du systéme ® est (€1(Z), ..., €n—1(Z), €,(Z)) (base dlrecte) n ¥ = g(q), ou €(¥) = g:ﬁ (@
pour i = 1,...,n. Sa base duale est (e!(%), ...,e"(¥)) = (d¢* (¥), ..., dqg"(Z)) ou en particulier :
e"(¥) = dg" (&) = n’ (D), (6.5)

ol n® est la forme linéaire normale unitaire.

—

Remarque 6.4 Soit (b;)i—1.., une b.on. de R™ en  avec b, = ii(Z). On a :

.....

n

dbg= > (dDg)}b; @ dX7, (6.6)

ij=1
ot donc [d®Pg] = [(d®g)}] est la matrice jacobienne de @ (relativement & (b;) et a la base canonique
de R" D U) .

6.3 Aire

d®(q) est un endomorphisme de R" de matrice [d®g], matrice n X n, et on pourra considérer
det[d®4]. Alors que [dF;] est une matrice n x (n—1) et son déterminant n’a pas de sens.

Quand, pour la métrique euclidienne, on dispose d’une base orthonormée B = (I_);) en Z,on a:
det[dP(q)]] = det(&1(7), ..., 7 (7)) = d&(F) (@1 (D), ... a1 (7)) "2 Ja (D), (6.7)

les €;(Z) étant exprimés sur la base B.
Et ’élément d’aire est noté sur TSz :

d6(Z) = Jo(q) dg*(F) A ... A dg" (). (6.8)

Soit g(+,-) la métrique euclidienne exprimée dans la base du systéme & :

gz =Y 9ij() dq' (%) ® dg’ (). (6.9)
ij=1
On a: o O
gzj 7{=1,.,.,1z71
iili=1,....n — j=1,...,n—1 1
[glj]j:1:_..:n ( 0 1) (6 0)

puisque g(€;,7) = d;,, par définition de 7iz.
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Proposition 6.5 Avec g(-,-) la métrique euclidienne exprimée dans la base du systéme ®, cf. (6.9),
et d® exprimée a 'aide de sa matrice [F|, cf. (6.6), on a, quand T = @(q) :

d6(7) = Jo(q) dg" () A .. N dg" (),
= \/det[gij(f)];zl ..... ot dgH () A Adg"TH(E), (6.11)

ou Jg(q) = det(d®(q)) est le jacobien du systéme de coordonnée ® en §, cf. (6.7).

Preuve. On applique (4.14). un

Exemple 6.6 Dans R?, pour le cercle @ : 6 € [0,27] — 7 = ZEE:?), on a (%) = —e1(2),

det(¢, (), &(7)) = R :
d5(Z) = Rdo(T).

Ici Pélément d’aire positif s’appelle élément de longueur (cas 1-D), et en particulier [ do = 27R

est bien la longueur du cercle. un
Exemple 6.7 Dans R2, pour le cercle @ : § € [0,27] — 7 = <ZZ?§((_S))>, le vecteur tangent
est f(Z) = —&(Z) (on tourne dans lautre sens), le vecteur normal unitaire est 7(Z) = +& (%)

— —

cf. (5.13) (normale pointant vers U'extérieur). Et do(Z)(f(Z)) = det(f (%), (%)) = +R, d’ou :
do (%) = RdO(Z),

méme signe que pour 'exemple précédent. un
Définition 6.8 On appelle élément d’aire positif en Z la forme dont I'image est la valeur absolue :
doz "2 | o (@) dg’ ()...dg" (),
donnée par, pour tout vy,...U,_1 € TSz :
dog(Vh, ..., Up—1) = |d6z(V1, ..., Un—1)] (= | det(V1, ..., Un—1, (Z))])-

Remarque 6.9 Notation de Hodge. Ayant défini la forme normale ¢, cf. (5.2), on note do = *¢,
ot £ est obtenue a I’aide de I'opérateur de Hodge (ou l'opérateur étoilé de Hodge) défini par :

(*6)(171, ...,17n_1) = K(Tfn),

pour tout base orientée (71, ..., ¥,) de R™. Voir cours de géométrie différentielle.
(L’opérateur de Hodge est défini de maniére plus générale par £ € Ay —— xf € A,_j ot :

—

(*6)(171, ...,Un,k) = e(ﬁn,k+1, ceey 'Un),

pour tout base orientée (7, ..., 0,) de R™.) ua

6.4 Symboles de Christoffel 7, pour
On disposait des symboles de Christoffel pour ¢ :
v = e .(de;.€;), Vi, g k=1,..,n—1.

On dispose des symboles de Christoffel Ffj = e*.(dé;.€;) pour @, pour tout i,5,k = 1,...,n. I est
immeédiat que :
TY =5, Vi, g k=1,..,n—1. (6.12)

Et (3.18) page 23 donne :
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Proposition 6.10 Quand g est une métrique de Killing (i.e. t.q. dg = 0), ce qui est le cas de la
meétrique euclidienne, et quand g(-,-) est exprimée sur la base du systéme & :

n
9=y gijdq' ®dg’, (6.13)
ij=1
i.e. quand les g;; = g(€;,€;), alors on a, pour tout i,j =1,...,n—1 :

1 5‘g2—j
no_ __ .14
i 2 9zm’ (6.14)

Le. les ~;; sont calculables a I'aide de la métrique exprimée sur la base du systéme. (Ce sont, pour
les €;,€; € TS, les composantes normales v;; = nb.(dé'i.é’j) des dérivées covariantes de;.€;, soit
encore vf; = g(ii, dé;.€;)).

7 Transport paralléle dans R"

7.0 Transport paralléle dans R" d’une fonction le long d’une courbe

On se donne une courbe ¢:|a, b[— R™.

Définition 7.1 Une fonction f : R™ — R est transportée parallélement le long de ¢ ssi ¢ est une
courbe de niveau de f :
f o€ est constante, (7.1)

—

i.e. f(Z) = constante quand Z = &(t) (‘I’altitude f(&)” ne change pas lorsqu’on se proméne le long
de la courbe).

Quand f : R™ — R est transportée parallélement le long de ¢, par dérivation de (7.1) :

df (7).9(%) = 0, (7.2)

—

en tout point Z = ¢(t) quand ¥(Z) = &’(t) : les variations de f le long de la courbe sont nulles.

Exemple 7.2 Toute fonction constante est transportée parallélement & toute courbe. un

Exemple 7.3 La fonction f(x,y) = r ot r = \/2? + y? est transportée parallélement a tout cercle

ét) = (gg?ﬁf) centré a lorigine : f o ¢ est constant sur ces cercles (puisque f(¢(t)) = R). Ou

encore, utilisant le produit scalaire canonique, df(Z) est représenté par son gradient v f(@) (le

gradient indique la direction de variation maximale). Et Vf () = v = § est paralléle & &,
T
alors que ¢’(t) = (;y) L Z. On a bien df(Z).c'(t) = (Vf(Z),9(Z))r2 = 0 quand & = ¢(t) ua

7.1 Transport paralléle dans R"” d’un champ de vecteurs le long d’une
courbe

Définition 7.4 Soit ¢: t €]a,b[— &(t) € R™ une courbe réguliére. Un champ de vecteurs & défini
dans R™ est dit transporté parallélement & la courbe ¢ ssi la fonction :

— —

woc est constante, (7.3)

c’est & dire ssi, pour tout ¢ €]a, b[, au point & = &(t), quand ¥(Z) = ¢’(t), par dérivation de fonctions
composées :
dw(Z).9(%) =0 (7.4)

en tout point & = é&(t) quand ¥(Z) = &’ (t). L.e. en ¥ les variations de « dans la direction ¥(Z) sont
nulles.
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Exemple 7.5 Tout champ de vecteurs @ qui est constant est transporté parallélement & toute
courbe, car on a dw(Z) =0 en tout Z.

N.B. : on peut ici considérer les champs de vecteurs constants, c’est a dire W(Z) = wW(y) pour
tout &, 7, car on est dans R™; quand on sera sur des surfaces, seule la notion de “vecteur tangent”
aura un sens, et par exemple sur la sphére, un champ de vecteurs ne peut pas étre constant :
deux points distincts voisins, les vecteurs tangents n’appartiennent pas au méme plan tangent
Voir paragraphe suivant. un

Exemple 7.6 On se place dans R2. On choisit les coordonnées polaires : soit ¢ le systéme de
coordonnées polaires. Soit w une champ de vecteurs exprimé sur la base du systéme de coordonnées
polaires :

@ : 7 € R = i(F) = a(#)) (1) + BE)E(7) = (a@))d

ou €1(%) = @.,(q) et (&) = F4(7), quand & = F(r,d), sont les vecteurs de base du systéme de
coordonnées. En & on considére sa différentielle duj(Z) appliquée au vecteur €>(Z), ce qui donne,
voir (1.42) :
dlf)éé = (dOL gg)gl + Oé(déi.éé) (dﬂ 82)62 + ﬂ(déggg)
Jda a 0p

= (Gg —rB)a + (5 + ).

Rcosf
Rsiné
relativement & la base canonique de R?. Le vecteur vitesse (vecteur tangent) a la courbe ¢ en ¥ est

Et on considére la courbe S=“le cercle” ¢(f) = < > =10t 7 pour 0 € [0,27] (et R > 0)

—Rsind
. Ny e S
donné par ¢’(0) = < Reosd > = (%) quand & = ¢(6).
Le champ o est transporte parallélement le long de S ssi dif.€; = 0, c’est a dire ssi 35 —r3 =0

et O‘+aﬂ =0. Do 2 802 S+ a=0. On en déduit :
1
a(r,0) = a(r)cos@ + b(r) sin b, d’ou B(r,0) = ;(—a(r) sin @ + b(r) cos 6),
avec a et b des fonctions quelconques. Donc, dans la base canonique :

W(F) = (a(r) cos 0-+b(r) sin 0) (ijz) g, eSO () cost) (_Sine)l(ﬁ) = (ZEQ ) @’

cos
et (&) est un vecteur qui ne dépend que de r. Donc seuls les champs de vecteurs de R? qui ne
dépendent que de r (et pas de ) sont transportés parallélement au cercle. (C’était intuitivement
évident.)
N.B. : ici on a utilisé implicitement le pull-back de o (idem pour ) dans la notation «(r,6).

On aurait da poser par exemple &(r, ) = a(x,y) et écrire ’équation différentielle pour & et non
pour «. =

Proposition 7.7 Dans un systéme de coordonnées J, un champ de vecteurs W est transporté
parallélement a une courbe ¢ de vecteur tangent ¥(Z) = ¢'(t) en & = &(t) ssi on a (7.4) i.e. ssi, pour
toutt=1,...n

n - n ow' n A A
wak,vk =0, ie. Z(quuk + ZF}ka)vk =0. (7.5)

k=1 k=1 j=1

Preuve. C’est I’expression de dw.v' dans la base du systéme de coordonnées, c’est a dire quand
@ =Y, w'E et T=3,v'¢, voir (2.22).

7.2 Géodésique dans R” : une droite

Définition 7.8 Une géodésique est une courbe ¢: t € [a,b] — & = ¢(t) € R™ telle que son vecteur
vitesse U(Z) = &’(¢) est transporté parallelement & lui-méme le long de ¢, c’est & dire tel que :

(U(Z) =) (To&)(t) est constant dans [a, b], (7.6)

—

(quand Z = &(t)) c’est a dire tel que ¥ est constant de long de la courbe.
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Proposition 7.9 Dans R" les géodésiques sont les courbes telles que :
(o) =0, (7.7)

c’est a dire telles que :
¢’ (t) =0, pour tout t. (7.8)

C’est a dire, dans R™, les géodésiques sont les droites.

Preuve. On cherche des courbes ¢ telles que 9(Z) = (¥o €)(t) = &'(t) est constant, donc telles que
¢"(t) = 0. Et 9(£) = &'(t) est constant s’écrit = ¢’(0) pour tout ¢; d’ou “&(t) = ¢’ (0)t + Zy”, ce

qui est I’équation d’une droite. un

Remarque 7.10 Dans (7.7) on pourrait écrire (¢ o ¢)'(t) = dv(Z).0(&) = 0, mais cette derniére
écriture dv(¥).U(Z) n’a pas de sens immédiat : pour calculer dv(Z) il faut calculer ses variations
dans toutes les directions, or ¢ n’est défini que sur la courbe (penser aux densités linéiques), ce
qui fait qu’on ne peut dériver que dans la direction de la courbe (celle du vecteur ¥ tangent a la
courbe), et on ne peut pas dériver dans des directions non tangentes a la courbe. I.e. on ne peut
dériver ¢ que dans la direction ¥(Z), i.e. on ne peut dériver que la fonction ¢ — (7o &)(t), et c’est
le sens qu’il faut donner & dv.¥ (bien que dv(Z) : R™ — R”™ n’est pas défini sur tout R™ a priori).
Autrement dit la notation dv de la différentielle n’est pas licite : seule la dérivée directionnelle
dans la direction v ’est. On conserve quand méme abusivement la notation de la différentielle,
et on écrit donc quand méme dv.7 = 0. Cet abus disparaitra quand on définira (plus loin) la
différentiation sur une surface. un

8 Transport paralléle sur une surface dans R”

8.1 Transport paralléle sur une surface d’un champ de vecteurs le long
d’une courbe

8.1.1 Définition

On se donne une surface S dans R™.

Ici on se place dans le cas ot on ne “voit” que S (on ne peut pas s’échapper de la surface). Donc
localement on ne peut se déplacer que dans la direction de vecteurs qui sont “paralléles” a S (i.e.
le long de courbes dans S).

Soit ¢:]a, b[— S une courbe sur S de vecteurs vitesses ¥(Z) = ¢’(t) quand & = &(t).

Soit @ € TS un champ de vecteurs sur S. (En mécanique par exemple, S est une “surface”
soumise & une force surfacique tangentielle .)

On s’intéresse aux valeurs du champ de vecteurs @ le long de ¢, i.e. on s’intéresse aux vecteurs :

@(F) = (@ 0 &)(t).

Les variations de ce champ @ en & = &(t) le long de la courbe sont données par (w o é)’(t). De ces
variations on ne retient que “ce qu’on voit”, i.e. on retient que les projections sur le plan tangent TS z
au point & = ¢(t) a savoir :

Projpg, (@0 2)'(2)).

Définition 8.1 Le champ de vecteurs @ € TS est dit transporté sur la surface (ou dans T5)
parallélement a la courbe ¢ ssi, quand # = é(t) :

Projrs. (o) () =0,  Vte [a,b], (8.1)

i.e. ssi:

Projrg_ (dw(7).9(Z)) = 0, VZ € &([a, b]). (8.2)
Définition 8.2 On reprend la notation des connexions, cf. (2.11) : on note :
(V) (&) © Projys, (did().5(2)),
la dérivée covariante sur S de w dans la direction ¢ en #. Et on note :

d(Wo @)
dt

D g
SR G, done = Projpg.(

i (t))- (8.3)
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Corollaire 8.3 (Caractérisation d’un transport paralléle.) @ € TS est transporté parallélement a
la courbe sur la surface ssi :

e ] (8.4)

Définition 8.4 Si « est un champ de vecteurs instationnaire, i.e. @ : [0,7] x S — @(t,Z) € TSz,
alors on note : DT 1er 63
w deéf ow
— = — + Vg,
dt ot N

et 2 est appelée dérivée matérielle ou dérivée totale.

—

Remarque 8.5 Soit u — ¢(u) = &t(u)) un autre paramétrage de la courbe & avec ¢ : u — t(u) un
diffeomorphisme. Comme (i o &)(u) = (@ o &)(t(u)), on a :

(50 (u) = (@ 0 &' (H(u)) ¢ (u),
et donc (1 o &)’ (u) est paralléle & (i o @’ () : si une projection est nulle pour un paramétrage, elle
est nulle pour tout autre paramétrage. un

8.1.2 Dans un systéme de coordonnées

Soit ¢ : @ = (¢%,....,q™) — & = @(§) € R, avec m < n, un paramétrage de la surface
(réguliere) S qui définit un systéme de coordonnées sur cette surface. Soit (€;(Z) = (q'))

la base du systéme de coordonnées en Z = F(q).

Proposition 8.6 Soit ¢ une courbe sur S, de vecteur vitesse (&) = ¢’(t) (tangent 4 S) en & = &(t).
On note v* les composantes de ¥ dans la base (€;). Soit @ € TS un champ de vecteurs sur S, et w"
ses composantes dans la base (€;). Donc :

§(@) =Y V'(@EE),  w@E) =) w(DE(E).

i=1 i=1

Le champ de vecteurs W est transporté sur S parallélement a ¢ ssi, pour tout i = 1,...,m :

Z T, =0, (8.5)

m

m
g wfjvj =0, ie. E
i=1

j=1

of. (2.20) et (2.22).

Preuve. C’est (2.22) avec (2.20) : avec & = >, w'é; on a dw.v = Y, (dw'.¥)é; + Y i, w'de;.T,
et avec 7= ", v/¢€; on obtient dw.v = Y7, vl (dw'.€;)& + Y] _ ) w'vdE;.;, et donc

dw. v = Zm: Zm:ngz); eﬂ—z Z w U]Fk €k,
=1

k=11,5=1

. - = m m 'Gwi N n m ko iri =
soit dw.v' =3 ;0 (32511 v 5o )€+ D2 Doy g Wi T €
. . . — m m
En projetant sur TSz, il reste Projpg_(dw.v) = Zi (25 v? an o+ Zk] L whv ij)ez, soit
. = =\ m 7 ) = N 2 7 k
PrOJTSf(dw.Ti) =i =1 wi;v7€; ot on a note_‘w‘.j = 3qJ + Dy whTY o
Et donc w est transporté parallelement & @ ssi Projpg_dw.v = 0, i.e. s51 les composantes de dw.v
sur la base du systéme sont nulles, i.e. ssi pour tout i = 1,...,m on a 0 = (dwf.¥)* = Z;n:l wlljvj. un

8.1.3 Exemples sur le cercle

Rcosf
Rsin6
fixé et 0 € [0,27[, relativement & la base canonique de R%. On se place en coordonnées polaires.
—Rsin# o
Rcos@ ) = &(7)

Exemple 8.7 En 2-D on prend S = la courbe = le cercle ¢(6) = ( ) =n0% Z pour R > 0

Le vecteur vitesse (vecteur tangent) & la courbe ¢ en & est donné par ¢’(0) = (

quand & = &(6).
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Soit W = €5 : S — TS. On considére ses variations dées le long de ¢, i.e. on regarde :
JERN o 0 — o
dey.éy = Tyge, + Lppéa = —re,

en les & = ¢(t), et de ces variations on ne voit que celle paralléles & €5 (le plan tangent en Z est ici
une droite qui a pour vecteur directeur ¥ = €(Z)) ; on obtient :

62.(d€2.€2) =0. (86)
Le champ €5 est transporté parallélement le long de lui-méme. un

Exemple 8.8 Suite; méme courbe ¢. On prend maintenant un champ de vecteurs w : S — TS
tangent a S, donc de la forme (& valeurs dans TS) :

W: & e S — W) = P(X)E(X) quand Z = d0).
On considére ses variations dw = df €5 + 0 dés le long de ¢, i.e. on regarde

diw.eéy = (dﬁég)gg + ﬁ(dgggg) = %52 + ﬁ(l“g(,é} + F29€2)
en T = ¢(t), et de ces variations on ne voit que celle paralléles a €5 (le plan tangent en & est ici une
droite qui a pour vecteur directeur ¥ = €;(Z)) ; on obtient :
2. (di.éy) = 9 BrY,. (8.7)
00
Ici er = 0, voir (2.3), et donc le champ « est transporté sur S parallélement & ¢ ssi % =0, i.e.
ssi 8 = [ est constant le long du cercle “R =constante” (i.e. 5 ne dépend pas de 6). Donc seuls
les champs @ : & — (cste)éy(Z) € TS sont transportés parallelement au cercle sur le cercle.
On retrouve en particulier que le champ €5 est transporté parallélement le long de lui-méme.
Interprétation mécanique : pour que le champ soit transporté parallément, il ne doit pas y
avoir d’accélération tangentielle, uniquement une accélération centrifuge ou centripéte. C’est le cas
d’un avion en vol & altitude constante (sans toucher aux commandes de vol), qui est dans ce cas
transporté parallélement a un grand cercle terrestre : s’il “accélére” (resp. s’il coupe ses moteurs),
il s’éloigne (resp. il se rapproche) de la terre, et il ne reste pas paralléle & un grand cercle terrestre,
et il n’est plus transporté parallélement & la terre.
cos<02>) ot ,
- 00 = Z pour R > 0 fixé et
sin(67)

6 €0, V2.

Exemple explicite avec la courbe §(6) = &(6%) = R(

8.1.4 Exemples sur la sphére de R?

R cos 6 cos ¢
Exemple 8.9 Avec les coordonnées sphériques, on prend le méridien ¢{¢) = | Rsinfpcosy | de
Rsinp
vecteur vitesse U(Z) = ¢’(p) = €3(Z) en & = ¢(¢), et on prend le champ de vecteurs W(Z) = €3(Z).
—Rcos fysin . —Rcosfycosp
On a W(Z) = (Wo é&)(p) = —Rsinbysine |, et %(gp) = | —Rsinfpcosp | = —Reé1(Z), de

Rcosyp —Rsing
projection sur le plan tangent ProjTS(dg’;C(gp)) = 0. Donc le champ de vecteur €3 est transporté
parallélement le long du méridien (“le long de lui-méme”).

(Noter que ||e5(Z)|| = R est constant, en particulier le long d’un méridien.) ua

Exemple 8.10 Suite : méme méridien et on prend maintenant le champ de vecteurs, pour & sur

—sin 90
le méridien, @W(Z) = IIZ%H = | cosfy |, unitaire tangent au parallele. On a %(g@) =0, de
0

projection sur le plan tangent ProjTS(%(go)) = 0. Donc le champ de vecteur @ est transporté
parallélement le long du méridien.

Donc tout vecteur de type aés3(Z) +ﬂHZ:27%H’ avec « et 3 constants, est transporté parallélement

le long d’un méridien. Un tel vecteur & une longueur constante (ici \/R2?a? + (32) et “tourne en
méme temps’ que le méridien : il est transporté parallélement au méridien. Exemple : un avion
qui suit un méridien : son fuselage ou ses ailes sont transportées parallélement & la terre le long du

méridien. .
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Exemple 8.11 Suite : méme méridien et on prend maintenant le champ de vecteurs W (%) = é5(Z)
—sin g cos
(tangent au paralléle non unitaire). On a wW(Z) = (Wod)(p) = R | cosfpcosy |, et ==
0
sin 6 sin
R | —cos %0 sing | = Zf;geg( Z) (ailleurs que sur ’équateur), de projection sur le plan tangent
PrOJTS(d“’OC (9)) = —miéx() # 0 (ailleurs que sur I’équateur et aux poles). Donc le champ de
vecteur €; n’est pas transporté parallélement le long du méridien (sa longueur ||W(Z)|| = Rcosgo
change avec ¢ contrairement au vecteur unitaire associé || M de I'exemple précédent). un

R cos 6 cos pg
Exemple 8.12 Eun 3-D, avec les coordonnées sphériques, on prend ¢(f) = | Rsinfcosyy | (un
Rsin ¢q
paralléle qui n’est pas un grand cercle sauf si g = 0 i.e. si c’est lequateur) de vecteur vitesse
U(Z) = ¢'(0) = é3(Z) en T = &(0), et on prend le champ de vecteurs W(Z) = €>(Z). On a dw.v =
déy.65 = —1 cos? e + sin ¢ cos pés, de projection :

Projg(dés.€s) = sin g cos pp€s # 0 pour wo #0:

le vecteur tangent aux paralléles n’est pas transporté parallélement au paralléle sur la sphére, sauf
dans le cas de 'équateur qui transporte effectivement son vecteur tangent par rapport a lui méme.
(Remarque : pour ¢g = £7, le paralléle est réduit & un point : ce n’est pas une courbe réguliére.) o

8.1.5 Remarque

Remarque 8.13 Si wWo ¢ : t — w(c(t)) est bien défini, ainsi que (w o €)'(t), il n’en est pas de
méme de dw(Z) puisque W n’est défini que sur la surface alors que dui(¥) est 'application linéaire
qui doit étre définie sur R” (développement limité @(§) — W (Z) = dw(T).(§—F) + o(§—T) avec §—7T
vecteur non tangent & la surface en général). Ainsi la formule (8.2) n’est pas bien défini si elle est
counsidérée “brutalement”; i.e. sans référence a la surface S et a la courbe ¢ : cette formule (8.2) que
si elle exprime (8.1) (voir également remarque 7.10).

Cela ne pose pas de probléme dans les applications en mécanique, voir exemples suivants.
D’ailleurs sur la surface, le calcul donnera des expressions du type g—(ﬁ(f) —def a(ng (§), et seules
les dérivées le long des lignes de coordonnées sur la surface seront considérées (les dérivées direc-
tionnelles parallélement a la surface) i.e. en d’autres termes ’expression dw(Z) ne sera pas considé-

n

rée comme étant dw(Z) =) . 8q @ (%) dq*(Z), mais comme étant > ;- g;‘j( 7) dg'(7) ="°% V(%)

(connexion) lorsqu’on dérivera le long de la surface. un

8.2 Géodésique sur une surface
8.2.1 Définition

On se donne une surface S C R™. On se donne deux points “voising” sur la surface S.

Intuitivement : la géodésique joignant ces deux points est la courbe dans S qui est “la plus
courte” possible. Ou encore la courbe qui permet de joindre ces deux points en un minimum
de temps, sous-entendu dans I’ensemble des courbes parcourues & une méme vitesse constante.
Ou encore la courbe sur la surface obtenue en “appliquant” une droite sur cette surface, le résultat
passant par les deux points.

Mathématiquement, la définition est :

Définition 8.14 Une géodésique sur S est une courbe géométrique Imc image d’une courbe régu-
liere ¢': t € [a,b] — &(t) € S sur la surface S, telle que, notant ¥(Z) = ¢’(t) “la vitesse” au point
Z=dt):

1- le paramétrage t € [a,b] de € est choisi tel que la courbe ¢ est parcourue & vitesse constante,
i.e. qu'il vérifie ||¢’(t)|| = ||¢'(a)|] pour tout ¢ € [a, b], i.e. ||U(Z)|| = constante pour tout T € Imc,
et

2- son vecteur vitesse est transporté sur S parallélement & lui-méme le long de ¢, i.e. :

—

Projgg_((T0 @) (t)) =0, vt € [a, b]. (8.8)
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Et comme ¢&'(t) = 9(Z) = v(c(t)) = (00 &)(t) donne ¢’ (t) = (o &)'(¢) :

Définition 8.15 Bis. Ou encore, une géodésique est une courbe ¢ parcourue a vitesse constante
telle que :
Projgs_(¢"(t)) =0, vt € [a,b], (8.9)

i.e. accélération ¢”(t) est orthogonale au plan tangent, i.e. accélération tangentielle est nulle.

Il n’y a donc pas de “force tangentielle” pour une particule soumise & “F = m7”, i.e. la particule
va “tout droit” sur la surface, i.e. ne prend pas de “virage” sur le plan tangent ; en d’autres termes
la force F = m7 est L S, i.e. est exclusivement “centrifuge” ou “centripéte” (ou nulle) relativement
a la surface.

Et comme ¢&'(t) = 9(Z) = v(c(t)) donne " (t) = dv(Z).0(F) :

Définition 8.16 Ter. Ou encore, une géodésique est une courbe ¢ parcourue & vitesse constante
telle que son champ ¥ de vecteurs tangents, donné par ¥(Z) = &’(t) quand & = &(t), vérifie :

Projpg(do.7) = 0. (8.10)
Avec la notation précédente (8.3), on peut réécrire (8.8) comme, pour tout ¢ :

Dv
— =0 8.11
=0, (8.11)
qui signifie que “I’accélération sur la surface” est nulle. Ou encore avec la notation des connexions,
aux points ¥ = ¢&(t) :

Vzu =0 (= Ve pv). (8.12)

Remarque 8.17 Rappel. Pour une courbe parcourue a vitesse &’ (t) constante, on a ||¢’(t)||3. =
(¢'(t),¢'(t))rn constant et donc de dérivée nulle : 2(¢’(¢),¢”(t))rn = 0, d’ou ¢’(t) L &"(¢), i.e.
Paccélération est toujours orthogonale a la vitesse (pour une courbe parcourue a vitesse constante).

Supposer de plus Projrg(¢”(t)) = 0 revient & supposer que ’accélération est également nulle
dans une direction du plan tangent orthogonale a la vitesse (on ne peut conserver qu’une accéléra-
tion normale & la surface). Intuitivement, cela revient & dire que la courbe ressemble & une droite
puisqu’accélération latérale nulle signifie qu’on ne va n’y & droite ni & gauche. I.e. localement si
on se place dans un voisinage du point ou la surface semble plate (voisinage “suffisamment petit”
pour assimiler la surface au plan tangent donné par le développement limité au premier ordre),
les géodésiques semblent étre droites. Par exemple sur terre quand on construit une maison, un
mur “droit et horizontal” suit une géodésique (courbe “la plus courte”). Ou encore le pont du lac
Pontchartrain en Louisiane (Etats-Unis) qui est long de 38,4 km, et qui est “tout droit” ou “en ligne
droite” au sens “sur la surface terrestre”, alors qu’en fait il suit une géodésique (sa longueur permet
d’ailleurs de voir la rotondité de la terre). D’ailleurs sur une sphére une géodésique est un morceau
de grand cercle : on obtient la courbe la plus courte entre deux points, voir exercices suivants. wou

Exemple 8.18 Un méridien est une géodésique, voir exemple 8.9, puisqu’ayant ||€53(Z)|| = R
constant, le paramétrage usuel permet de parcourir le méridien & vitesse constante.

Un paralléle n’est pas une géodésique sauf si c’est I’équateur, voir exemple 8.12 (bien que
[le2(Z)|| = ||U(Z)]| = Rcospy = constante et donc que le paramétrage usuel permet de parcourir
le paralléle & vitesse constante).

Par exemple, le chemin le plus court pour aller de Madrid & New York n’est pas de suivre le
40éme paralléle mais de se placer sur un grand cercle passant par ces villes, cf remarque 8.17 : le
chemin le plus court est obtenu en prenant l'intersection de la sphére avec le plan qui passe par les
trois points : centre de la terre, Madrid et New-York (plan qui n’est pas paralléle a 1’équateur, i.e.
qui ne contient pas de paralléle). Autrement dit, si on essaie d’appliquer une droite sur la sphére,
on obtient un grand cercle. un

Exercice 8.19 On rappelle qu'un grand cercle sur la sphére S = S(0, R) de R? est l'intersection
de la sphére et d’'un plan passant par le centre de la sphére. Montrer que les grands cercles sont
des géodésiques.

Réponse. Quitte a faire un changement de base euclidien orthonormé (z,y,z) — (X,Y, Z) on se rameéne
au cas ol le plan a pour équation Z = 0 : le grand cercle est I’équateur dont on a déja vu qu’il était une
géodésique, exemple 8.12.
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(Si I’équation du plan est ax + by + cz = 0, le changement de variable envoie E5 troisiéme vecteur
(asb,0)"

aZ+b2+4c2

vecteurs 51, 52 tels que (51, 52, 53) forme une base orthonormeée.)

de base canonique sur bs = ii ot 71 = vecteur normal unitaire du plan, et E) et Ey sur deux

Réponse. Bis : calcul direct = exercice de calcul différentiel.
Les grands cercles donc de la forme, pour une sphére centrée a l'origine, si R > 0 (rayon) et si
(a,b,¢) € R? est non nul (vecteur normal & un plan passant par l’origine) :
ar +by +cz=0,
a?+y*+ 22 =R

On se place en coordonnées sphériques (satisfaction automatique de 224+ y? 22 = Rz) ; les grands cercles
sont donc définis par (relation implicite entre 6 et ¢) :

™ T

acos@cosp + bsinfcosp + csinp =0, 0el0,2n], pe€ [—5, 5]

(8.13)
Par exemple, si a = b = 0 (le plan est horizontal), alors on a ¢ # 0 d’olt ¢ = 0, ce avec 6 quelconque, et
le grand cercle est ’équateur; si ¢ = 0 (le vecteur normal est horizontal), alors acosf + bsinf = 0, i.e.
tan @ =cste (si b # 0) (sinon c’est cotan § = cste), et donc § =cste : on est sur un méridien.
On suppose ¢ # 0, et quitte & multiplier par une constante, on prend ¢ = —1 et on obtient I’expression
explicite :
© = p(f) = tan" ' (acos 0 + bsin ).

Paramétrons un grand cercle en 6, soit :

cos 0 cos(p(0))
(@) = R | sinfcos(¢(0))

sin(p(6))

—sin @ cos(p(0)) — cos@sin(p(0))
Son vecteur vitesse en ¥ = &(0) est ¥(Z) = ¢'(0) = R | cosfcos(p(0)) | + R (0) [ —sinfsin(p(0)) |,
0 cos(¢(0))
ie.
c'(0) = &(X) + ¢’ (0)es(), quand & = &(0).
Et donc, en omettant & et 6 pour alléger ’écriture :

=/

c = dég.al +4 QO/I€3 4+ tp,dgg.gl

= dgz.éz -+ g@ldgzég -+ g@ll€3 + (pld€3€2 + (plzdég.ég,

= —Rcos® ¢ + sin ¢ cos p&s — 20’ tan pés + ¢''es — o> Ré,
Et en projetant sur le plan tangent on obtient :
Proj g (2" (0)) = —2¢" tan &> + (¢ + sin ¢ cos p)és

Cette projection n’est pas nulle (le long d’un meéridien par exemple ol quand ¢ n’est pas constant),
mais le grand cercle n’a pas été parcouru a vitesse constante : la paramétrisation choisie du grand cercle
(paramétrisation en 6) ne permet pas d’appliquer la définition d’une géodésique. Choisissons maintenant
une paramétrisation a vitesse constante.

Les vecteurs €» et &3 étant orthogonaux, on a ||¢’||? = ||z + ©'&3]|* = ||&2])* + ¢'?||&3]|?, et donc :

Nf=

||&"]] = R(cos ¢* + ¢'%)2,

est la vitesse de parcours avec le paramétrage en 6. On effectue alors le changement de paramétrage 6 « ¢
tel que dt = (cosp? + <p’2)% do, i.e. on pose :
= do _

ét) = &), ot donc E(t) = (cos® o+ ¢'?)

ol
Nl

et @ =(0(t)).

(Tl faut un changement de paramétrage inversible d’inverse continu, ce qui est le cas car cos® ¢ 4+ /2 =
%HE”(G)H avec ||c’(0)]] > ||é2]| > 0.) On a maintenant :

F(t) = €'(0) 50 (1) = (cos* 0 + %)

[NE

¢'(6),  quand 6= 0(t), o = p(6),

de norme constante = R : avec la paramétrisation ¢ proposée, le cercle est parcouru a vitesse constante.
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Et :
- d*0 do
= _ BV “v 211 —
c'(t) = 2C 6) + (dt) c'(9), quand 0 = 0(¢).
Et ayant (p o 6)'(t) = ¢'(6(2))0'(t), on a
d20 Y . 1" 2 12— 3 ,Singacosgo — (p//
- = — — 2 = _—
e @0 (—singpcosp+ ¢")(cos” o+ ¢'°) %) (cos? g+ g2)2 "
et donc ) y )
&) = @ T (6) + ¢"(6),

(cos? p +¢'2)? (cos? p +¢'?)
et donc la projection PrOJTS( "(t )) donne au préalable multipliée par (cos® ¢ 4 ¢’?)? # 0 pour simplifier,
et notant P = Projpg(¢”(t)) (cos® p + ¢’ )

P =/ (sinpcosp — @) (@ + ¢'&) + (cos® ¢ + ¢'*)(—2¢ tan & + (¢ + sin @ cos p)&3)
Cette projection est nulle ssi les composantes en €2 et en €s sont nulles, i.e. ssi :

@' (¢ +sinpcos g 4+ 2tan pp'?) = 0,
290,2 cos @sin ¢ + (" + sin p cos @) cos? @ =0.

On a tan™'/(z) = ﬁ

Et ¢(0) = tan™ " (acos f + bsin6).

Et ¢'(0) = W = cos? p(—asin® + bcos ).

Et " (0) = —2sin ¢ cos gy’ (—asinf + bcos ) — cos® p(acosd + bsin ) = —2tan pp'? — cos psin .
D’oti la premiére nullité.

D’ott (¢” + sin @ cos ) cos® p = —2cos psin p’?, d’ott la deuxiéme nullité. uh

Proposition 8.20 Soit ¥ : v — & = 4(u) € S une courbe (non parcourue a vitesse constante a
priori). Cette courbe est une géodésique ssi :

Proiry(7”(w) = T TIIE 514 11

Si on note W(¥) = 7'(u) le vecteur tangent en & = ¥(u), on a de maniére équivalente :

(dw(Z).0(Z), W(Z))rn

Projs (ddi(Z).4(7)) = 1@ (Z)]]

W(F). (8.15)

&
8
[\v]

Preuve. On se raméne & un paramétrage a vitesse constante : soit ¢ : u — t(u) une fonction C?
strictement croissante (de fonction inverse u : t — u(t) C? strictement croissante) et soit ¢: t —
é(t) = 4(u(t)) la courbe telle que ||¢’(t)|| = 1 pour tout t. Comme &’ (t) = 7' (u(t)) v’ (t), on choisit
donc u'(t) = Wl(t))”’ ou encore t'(u) = ||7'(u)]].

Comme §(u) = &(t) quand ¢t = t(u), i.e. ¥(u) = &(t(u)), on obtient ¥'(u) = &’(¢t(u)) t'(u), puis :

7" (u) = " (t(u)(t' (u)* + & (t(w) " (u).

Ayant ¢ une géodésique, on a Projpg(¢”’(¢t)) = 0, et donc (avec Proj linéaire et ¢’(t) dans le plan
tangent) :

Bt #(u) = |17 (w)l| = ((7/(u),7"(u))e= ) " donne

() = 3 ('), 7 ) ) 2T @), 7 (W),
soit ¢//(u) = 0T len oy (8.14),
Puis 7' (u ) = W(¥(u)) donne ¥"(u) = dw((u)).5'(u), soit ¥"(u) = dw(Z).W(¥) quand & =
( ) D’ou ( ) un
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8.2.2 Equation

La principale difficulté réside dans les notations. On commence par reprendre les notations
précédentes :

Soit U un ouvert dans R (espace des paramétres); et soit S une variété de dimension m
dans R™ (espace géométrique) paramétrisée par :

q' zH(q)
G:qd=| 1 | eU—2Z=¢(Q = : €S,
avec @ supposée étre un diffeomorphisme C'*°. C’est une systéme de coordonnées sur S. On dispose

ainsi de la base (€;(%))i=1,...m du systéme.
On considére une courbe (réguliére) sur S :

@it €la,bl— T =Z(t) = &t) = FG(t)) €8

avec ¢ : t €]a,b[— ¢(t) € U C R™ une fonction donnée (courbe dans U C R™).
On choisit comme base la base canonique (E;);=1..,» de R™, et on note alors :

g:telab—qt) =Y ¢(tE €eR™
i=1
La vitesse le long de la courbe est :
di m q'(t)
Dy =i = d0F=|
i=1 qm (t) B
Proposition 8.21 On aen Z = &(t) = g(¢(t)) :
&)=Y d't)&@), (8.16)
i=1

ie. les (¢*(t))i=1... m sont les coordonnées du vecteur vitesse &' (t) = ¥(F) de la courbe ¢ en ¥ = &(t)
dans la base du systéme de coordonnées en ¥. On note abusivement :

= g'é;. (8.17)
1=1

Preuve. On a &(t) = F(q(t)) d’ou en dérivant :

S - aq - dqi SR e
"(t) = d@(q(t =Y O dE@®)-Ei =Y _d' ()&,
i=1 i=1
puisque & () =4 d@(7).E; quand 7 = F(q). a

Corollaire 8.22 La projection de 'accélération dans le plan tangent est donnée par :

Projzs (@) = Y(4°(0+ 3 T (03°()) @), (8.18)

i=1 G k=1

Preuve. En dérivant ¢’(t) = Y~ ¢'(t) €(¢(t)), cf. (8.16), on a :

m m

& ( Zq ei(el(t)) + Zq ) dé;(E(t)).¢'(t) = > _d' (W)e@) + D ¢ (1)d"(t) dej(7).6, ().
i=1 j,k=1
Comme dé;.¢x = Y T, on déduit que Projpg(dé;.é) = » T%.&, d'oir (8.18).
i=1 =1

On en déduit :
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Corollaire 8.23 (Les équations déterminant une géodésique.) Soit ¢:t — & = é(t) = J(q(t)) € S
une courbe sur S, et soit U(&) = &'(t) son vecteur tangent au point ¥ = ¢(t). Les trois propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) € est une géodésique,

(ii) pour tout i =1,...,m

Z I (Z) ¢ (t) ¢*(t) = 0, (8.19)

J,k=1
(iii) son vecteur tangent est transporté parallélement a la courbe :
Proj;g(dv.v) = 0. (8.20)

Et en particulier, une courbe qui vérifie (8.19) ou (8.20) est parcourue a vitesse constante (c’est
une géodésique).

Preuve. (i)=-(ii). Si ¢ est une geode51que alors Projr¢(¢”(t)) = 0 et (8.18) implique (8.19).
(if)<(iii). On a ¢’(t) = ¥(c(t)), d’on " (t) = dv(Z).v(Z) quand T = &(t). Donc (8.19) équivaut
a (8.20).
(ii))=(i). Car ¢"(t) = dv(Z).v(Z). o

Remarque 8.24 On peut montrer directement qu’une courbe qui vérifie (8.19) est parcourue a
vitesse constante : avec (8.14) et (8.18) on obtient :

GO0
ey W=0

et comme la courbe est réguliére on a &'(t) # 0, et donc (¢ (t), &' (t))gn = 0 = 1a(le'®)|) =0

la courbe est parcourue a vitesse constante. un

Exercice 8.25 Réciproque de lexercice 8.19. Montrer a l'aide de (8.19) que les géodésiques sur
la sphére S = S(0, R) de R3, passant par un point Zy donné, sont les grands cercles.

Réponse. Premiére réponse : soit ¥y donné sur la sphére et soit ¢ une géodésique passant par Z. Soit
¢'(t) = 9(¥) quand T = &(t). Quitte a faire un changement de variables, on peut supposer que T est sur
léquateur, et que U(Zo) est tangent horizontal. L’équateur est solution de (8.19), et donc c’est la solution.
Et c’est un grand cercle.

Réponse. Bis. Deuxiéme réponse : calculs génériques (exercice de calcul différentiel).

1- Les grands cercles (non verticaux) d’une sphére de rayon R centrée a I'origine sont données par (8.13),
ot on prend c=1 :
acosf + bsin € = tan p.
(On a cosp # 0, i.e. ¢ # +7/2, le plan choisi étant non vertical ne passant pas par les poles).
En supposant 6 = 0(t) et ¢ = ¢(t), on obtient donc en dérivant :
' (—asinf + bcosf) = ' (1 4 tan® ),
et en dérivant encore :
0" (—asin@ + bcos0) + 0> (—acosf — bsin ) = ¢” (1 + tan® @) + 2¢'% tan (1 + tan® @),
soit :
0" (—asin@ + bcos0) — 0’ tan p = ¢” (1 + tan® ) + 2¢'0 tan o(—asin 6 + bcos ),
soit : i
(0" —2¢'0" tan ) (—asin @ + bcos ) = 72(@" + 6" cos @sin p). (8.21)
cos? ¢
2- Les géodésiques satisfont & une équation différentielle vérifiée par les grands cercles : ce sont les
grands cercles. Vérifions-le avec les équations de la géodésique données par (8.19), avec (2.6) :

6" —20"p tanp = 0,
@’ +6”sinpcosp = 0.

Et ces équations vérifient trivialement (8.21).

Remarque : on peut intégrer la premiére équation, réécrite %/ = 2<p tanp = 2¢’ jg;:‘; : on obtient
log(0') = —2log(cos ) —|— ¢ = 1Og(c052 ), ou ¢ =logc € R. D'ou 0 = 5 - = = ¢(1 + tan® ). La seconde
équation donne alors ¢ + ¢? tancpco§2 ;= = 0, équation différentielle en . un
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Proposition 8.26 Soit ¢ une courbe sur S. Si € est la courbe la plus courte joignant deux points
A et B (nécessairement sur la courbe), alors € est une géodésique sur S.

Preuve. On considére une famille de courbes ¢, : t € [a,b] — €, (¢) sur S, avec u €] — 1, 1] telles
que é,(a) = A et ¢, (b) = B pour tout u (toutes les courbes commencent en A pour se terminer
en B), famille telle que ¢ = ¢, est la courbe la plus courte joignant A et B. On note ¢(u,t) = &,(t)
et on suppose que toutes les fonctions ¢ sont 2 fois différentiables. La longueur d’une courbe ¢,

est : . .
~ oc
w= [l ollde= [ 15 ol

Par hypothése L(u) est minimum pour v =0. On a :

g ,,0¢ a ,,0c oc 1
(15 1) = (1), 9 ) e) ) =

2o N
(%(ua t)v %(uv t))R"

157 (u. )l ’

d’ou, en dérivant sous le signe | :

aL, . b 9% ¢, (t)
20 = [ Gt e

(vecteur vitesse normalisé), et par intégration par parties on obtient :

) = = [ (G0 T ) di (G 1), (V)i — (5 (0,0, 0

avec ¢(u,1) = B constant pour tout u, donc de dérivée en u nulle, idem pour &(u,0) = A : les

termes de bord sont nuls. Donc avec ‘flL (up) =0,0n a:

b oe i,
/a (KZ(uoat)v - U(t))R" dt = 0.

Ceci devant étre vrai pour tout a,b (ou tout A, B sur la courbe), on en déduit que pour tout ¢
on a g—(uo,t) i dﬁz‘o (t) pour tout t. Les courbes ¢, étant toutes dans S, le vecteur 9¢(u,t) est

dans TS. Et si on prend toutes les familles de courbes possibles, notant & = é,(t), on en déduit que

R . diB . . . T
laccélération Projr_g “u0(t) est nulle (voir exercice suivant) : la courbe est une géodésique. o

i
Exercice 8.27 Soit ¢: ¢ € [a,b] — &(t) une courbe non parcourue a vitesse constante. On se donne
un paramétrage s intrinséque de la courbe (parcours & vitesse unité), i.e. on pose 7(s) = ¢(t(s))
pour s € [0, L], ou donc s — t(s) est un changement de variable d’inverse ¢ — #(s) qui donne

[|7'(s)|]| = 1 pour tout s. On pose w(t) = Hé’iggl\ Montrer que 42 (¢) est paralléle a 7”(s), i.e. que
ces deux vecteurs sont normaux a la courbe (alors que ¢”(t) n est pas paralléle & ¥/(s) en général).
Réponse. On a W = %((é”(t),é”(t))mn)% = Hg,l(t)H(5"(t),€'(t))w = (¢"(t), W(t))rr, d'ott d’une
part :
! =/
o _ DI O] — ()0, B(E)en
©= TEHOI:

Et d’autre part 7(s) = &(t(s)) donne 7'(s) = &’(t(s)) t'(s) qui est normé a 1, d’out t'(s) = Puis

™(s) =" (1()) (' ())* + ' (t()) " (s),

avec ¢/(s) = ((&((s)), @ (¢()))an) "4 qui donne #7(s) = —¢ (s)(&" (£(5)), &' (¢(s)))an I ((s))]| > Done,
notant ¢ = t(s) :

1
e (NIl

1 1

—1! —»// —/ =/ —/

r (5) ( ) || ( ||2 -cC (t) (C (t),C (t))R"W'
Et donc w'(t) = ||¢’(t)|| 7" (s) : les vecteurs sont paralléles. Et comme pour une paramétrage curviligne
intrinséque on a 7" (s) L #'(s) (car ||F'(s)||> = 1), on en déduit que @ est également orthogonal & la
courbe. un
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45 9. Formes fondamentales et courbure

8.3 Shifter

Soit ¢ une courbe sur S.
Soit Wy € TSz, un vecteur du plan tangent & S en Zy. Par résolution de I’équation différentielle
linéaire avec condition initiale :

Dw
dt

—

=0, avec condition initiale W(Zp) = Wo, (8.22)

voir la notation (8.3), il existe un unique champ de vecteur w le long de ¢ solution.

Définition 8.28 Ce champ de vecteurs solution est dit étre le champ de vecteurs transporté
parallélement & ¢ & partir de .

Définition 8.29 On appelle alors transport paralléle du point &(s) au point ¢(¢) le long de &
Papplication S; s (“shifter” en anglais) :

Stsi

s

{ Tg(S)S —>Tg(t)S
w((s)) — w(@(t))

de transport parallele des vecteurs du plan tangent T,)S en les vecteurs du plan tangent Ty;)S
le long de ¢.

Exemple 8.30 En coordonnées sphériques, sur la sphére, le long d’un méridien le vecteur €5(&)
(vecteur de base tangent au méridien) est transporté parallélement au méridien. Par contre, le
long d’un paralléle le vecteur é»(Z) (vecteur de base tangent au paralléle) n’est par transporté
parallélement au paralléle (sauf pour le paralléle = ’équateur = grand cercle). un

Exemple 8.31 Dans R", i.e. le cas TS = R", on a Proj;q = I identité, et un transport paralléle
dans R™ n’est qu’un déplacement “identité vectorielle” du point &y au point &, i.e. : Sy 5 : (Zo, Wo) —

(&, o).

9 Formes fondamentales et courbure

9.1 Premiére forme fondamentale g € Ty (S) (métrique)

Soit ¢ : R™ — R"™ une surface réguliére avec m < n—1. Et ¢ définit également le systéme de
coordonnées sur la surface et & (%) = d@(q).E; la base du systéme de coordonnées sur la surface
en 7 = 3(q). Et on note (e(%) = dq'(¥))i=1,....m la base duale sur la surface.

Et on note G € T3 (R™) une métrique dans R™ et g € T3(R™) une métrique dans R™.

Définition 9.1 La premiére forme fondamentale sur la surface S = Im¢ est le tenseur métrique
g|rs “restreint & la surface”, encore noté g € T9(S).

1l est donc défini comme étant en ¥ € S la forme bilinéaire gz € L*(TSz, TSz R) donnée par
les :
9z(Vz, Wz) € R,

pour tous les Uz, Wz € TSz De maniére équivalente, il est défini par les :

N noté

93(8:(%), (%)) "= g5 (), Vij=1,..,m,
et donc comme :
m
9= Z 9ij dq" @ d¢’,
ij=1
au sens g(7) = 31" gij(Z)e’ (F) ® €/ (&) en tout & € S.
Et [9z]5 = [9ij(Z)] i=1.....m est la matrice représentant gz(-,-) dans la base du systéme de coor-
1 m

J=1,...,

données.
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Exemple 9.2 Si on utilise le produit scalaire g(-,-) canonique de R™, on a :
9ij (%) = (&(Z),&(D))rn = @ ()" .[¢;(D)).

Et pour la sphére précédente, cas n=3 et ¢ : R? — R3, avec la base du systéme sphérique, on
retrouve :

R? cos? 0
[gf]sph = ( 0 7 R2> ) (91)
quand & = F(0, ), i.e. :
gz = R%cos® pdf @ df + R* dp ® dy,
métrique usuelle (riemanienne) sur la sphére. =

9.2 Deuxiéme forme fondamentale k € T3 (S) : tenseur des courbures
9.2.1 Rappel : premiére définition de la courbure (positive), approche élémentaire

On va reformuler les résultats du cours de premiére année “Intégration sur les courbes et sur-
faces” (cours sur les repéres de Frénet), en termes de géomeétrie différentielle, ce qui permettra de
donner un sens a la courbure sous forme tensorielle.

On se place dans R™ (avec ici n = 2 ou 3).

On se donne une courbe :

C:t€la,b) > xF=2t) eR"
de paramétre ¢t. On choisit reparamétrer la courbe a ’aide de la coordonnée curviligne intrinséque,
i.e. un paramétrage de la courbe :

7:s€[0,L] = & =r(s)

ou s:t € [a,b] — s(t) € [0, L] est un changement de variable (difféomorphisme croissant d’inverse
t:se[0,L] —t(s) € [a,b]) tq.:

7(s) = &(t(s)) avec |7 (s)|| = 1.

Donc la courbe géométrique Im¢ = Im7 est parcourue & vitesse unité quand on choisit de la
représenter avec 7.

Remarque 9.3 Comme 7"'(s) = &’ (t(s)). 2 (s), on a donc % (¢) = ||¢”(t)||, ce qui donne la fonction
s:t—s(t) = j;f [|¢'(7)||dT (le changement de variable), et s(¢) est la longueur de la courbe entre
les points ¢(a) = 7(0) et &(t) = 7#(s(t)). ua
Notation. On note :
u(x) = 7'(s), quand & =7(s), (9.2)
le vecteur unitaire tangent a la courbe en Z.
Comme ||@(Z)||*> = 1 = ||F'(s)||> = (7'(s),7(s))rn, on en déduit 2(7"(s),7'(s)) = 0 (par

dérivation), i.e. que, pour tout s :
7" (s) L 7'(s).

Le vecteur 7/(s) étant tangent a la courbe, on en déduit que 7" (s) est orthogonal & la courbe (i.e.
dans I’hyperplan orthogonal & @(Z)). En particulier, il n’y a pas d’accélération tangentielle a la
courbe (courbe parcourue a vitesse constante) quand on choisit le paramétrage intrinséque.

Définition 9.4
k(@) = [|F"(s)ll,  quand & =7(s), (9.3)

est appelé la courbure de la courbe en 7.

Définition 9.5 Quand k(Z) # 0, R(Z) = =~ est le rayon de courbure et

7E)
. 77//(8 o
i(Z) = IOl quand & = 7(s), (9.4)

appelé vecteur normal a la courbe en Z. Dans ce cas k(%) # 0, 7(Z) étant défini, on a :
7" (s) = k(Z)R(T), (9.5)

et le plan (Z, @(¥), 1(¥)) est appelé 'hyperplan osculateur (le plan osculateur dans R3).
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Remarque 9.6 Si k(Z) = 0, dans R? on peut choisir 7(Z) = + (_%jf@;‘)) (L a(@) = (Z;Eg>) :

il n’y a pas unicité du choix du sens de 7(Z). Dans R?, on a encore plus de choix : cette définition
de la normale ne sera pas retenue dans la suite : on 1u1 préférera la définition & partir de la forme

normale. un
Remarque 9.7 Le plan osculateur (Z,77(s),7"(s)) en & est également défini par (Z,¢’(t),c”(t)) :

en effet ¢'(t)//7'(s(t)), car &'(t) = 7'(s(t))s'(t), et ¢”(t) € Vect{r"(s(t)),7"(s(t))} car "(t) =
7 (s(t))(s'(t)? + 7'(s)s" (). o'

cost

Exemple 9.8 Pour le cercle ¢(t) = R (sint

), on retrouve bien sir que le rayon est = R (indé-

1
pendant de s), et la courbure est k = = (indépendante de s) : de fait, la courbure et le rayon de

courbure ont été définis pour avoir ce résultat. Ici la coordonnée curviligne intrinséque est s = = uh

Exemple 9.9 On reprend les notations de ’exemple 5.3.

0 cos %
Pour le cercle ¥ = g(0) = R <C9S > =7(s) = R( . ) pour 0 € [0,27] et s € [0,27R],
sin 6 sin %

0
on a 7" (Z?r?& —+91(Z), dou :

ii(#) = 7 (@),

et le vecteur normal unitaire est dirigée vers le centre du cercle. Et on retrouve le résultat de
I’exemple 5.10. un

Exemple 9.10 Oun reprend les notations de ’exemple 5.4 (cercle parcouru en sens inverse).

Pour le cercle Z = Z(R, —0) = (f) = R < CO.S(G) > =17a(s) =R < o8 R > pour 6 € [0, 27]
7

—sin(0) —sin
7 0 = (2 — /=
(S2E ) =4 (o) = ~RAEAR-0) = (@),
R

—sin 6
(@) = 51 (D)

et la normale unitaire est encore dirigée vers le centre du cercle. Attention : cf. exemple 5.11 : le

sens a changé par rapport a la définition de la forme normale unitaire. un

et s € [0,2nR], on a 7 "(s) = —

==

d’ou :

9.2.2 Courbure (algébrique) : choix de la définition de la courbure

Les deux exemples précédents (9.9) et (9.10) montrent qu’on retrouve, mais uniquement au
signe prés, la normale unitaire définie précédemment en (5.2) et (5.6).

Cela pose un probléme : il faut savoir quelle définition on choisit. En fait, la définition clas-
sique (9.3) ne sera pas retenue dans la suite : elle impose k > 0 (et le sens de 7 en conséquence),
alors qu’il est “naturel” de considérer les courbures négatives, ce que permet la définition 5.2 de la
forme normale et de la forme normale unitaire définition 5.6. Penser & une courbe sinusoide dont
la courbure change de sens (change de signe).

En outre, la définition classique équation (9.3) ne permet pas de considérer le cas k(Z) =
pour définir un vecteur normal (en un tel point &) ; alors que pour la définition équation (5.10), 1
choix de la normale n’est pas lié a la courbure.

D’ou la nouvelle définition de la courbure :

Définition 9.11 On considére le vecteur normal unitaire 77(Z) donné par (5.10) & partir de la
forme normale définie en (5.2). Il vérifie en particulier (5.11).
Soit 7 une courbe dans S paramétrée par une coordonnée curviligne intrinséque.
On appelle courbure (algébrique) de la courbe 7 en & = 7(s) € Im7 le réel kx(Z) donné par,
quand & = 7(s) :
7"(s) = kq(2)7(T), (9.6)

Et quand k(%) # 0, R(Z) =

rayon de courbure est infini.

est le rayon de courbure (algébrique). Si k(Z) = 0 on dit que le

1
k(Z)
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Exemple 9.12 Le cercle parcouru dans le sens trigonométrique vérifie : le vecteur unitaire
iz = —€1(&) pointe vers l'intérieur du cercle, voir exemple 5.14, et on a 7" (s) = —%é’l (Z), voir

exemple 9.9. Donc 7/ (s) = +%ﬁ5, et la courbure est positive. un

Exemple 9.13 Le cercle parcouru dans le sens inverse vérifie : le vecteur unitaire iz = € (Z)

pointe vers 'extérieur du cercle, voir exemple 5.15, et on a 7"’ (s) = —%e} (Z), voir exemple 9.10.
Donc 7'(s) = — iiz, et la courbure est négative. ua
Exemple 9.14 L’ellipsoide z—z + Z—z + f:—; = 1, ellipsoide de révolution autour de l’axe des z
acosfcos
(comme la planéte Terre), est paramétrée usuellement par (0, ) = | asinfcose |, 0 et ¢ étant
csin
la longitude et la latitude. Plagons-nous sur l’équateur ¢ = 0 : la courbe considérée est donc le
acos 6
“cercle” de centre la terre, et de rayon a. & savoir ¢ (f) = | asinf |, et donc la courbure le long
0
de cette courbe est constante : kg, (Z) = 1.
aCoS ¥
Considérons un méridien par exemple § = 0 : la courbe considérée est ¢(¢) = 0 , l.e.
csing

une ellipse dans un plan vertical, et la courbure le long du meridien n’est pas constante : kz, (Z)
varie entre * et 1.
. a c . .,
Si on prend une courbe quelconque, on obtient la courbure associée. uh

9.2.3 Deuxiéme forme fondamentale k € T3 (S5) : tenseur des courbures

La courbure étant caractérisée par les variations 7'/(s) du vecteur tangent 7'(s) le long de
la courbe (en coordonnées intrinséques), on peut également exprimée cette courbure a I’aide des
variations en fonction de .

Notons :

S

(%) Lef 7'(s), quand 7 =r7(s),

le vecteur tangent unitaire en Z & la courbe 7, i.e. @(7(s)) = 7'(s). Donc en dérivant en s :

di(7).a4(T) = 7" (s) = kx(Z)7(Z), quand T = 7(s).
D’ou :
k(@) = n°(2).(dd(D).4(7)) (= g(iA(D), di(F).q(2))), (9.7)
noté :
ky=n’.(di@) (= g(7,di.q)), (9.8)

g(+,-) étant une métrique donnée (euclidienne dans le cas classique R™).

Définition 9.15 On définit le tenseur des courbures sur 7S comme étant le tenseur k& € T9(9)
défini par :
k(7, @) = n’.(dv.8) (= g(ii, dv.D)), (9.9)
i.e. k(U, W) est la composante normale & TS de la dérivée covariante dv.10.
(N.B. : dans certaines références mathématiques comme par exemple dans Marsden et Hu-
ghes [9], il y a un signe — dans la définition (9.9) ; ici on garde le signe +, ce qui donnera, pour le
tenseur de courbure associé, le “bon signe” pour la courbure de la sphére, voir paragraphe suivant,.)

En particulier pour une courbe 7(s) de vecteur tangent o(Z) = 7'(s) en & = 7(s), on a :
k(0,7) = ks
la courbure définie précédemment.

Cette définition n’est pas immeédiatement satisfaisante car, ¥ étant dérivé dans (9.9), il n’est
pas clair que k soit un tenseur :
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Proposition 9.16 Soit m = n—1, i.e. S est une variété de dimension n—1 dans R™. On note
d(n”) 2 b e TY(S) la différentielle de la forme normale unitaire n” € TY(S). On a, pour tout
v,w e TS :
dn’ (0, 0) = —n”.(dT.10). (9.10)
D’ou :
k= —dn’, (9.11)
et k est un tenseur € T9(S) qui « mesure les variations de n’ le long de la surface » (les variations

qui donnent la courbure).
Dans le systéme de coordonnées ® on a pour tout i,j =1,...,m :

n Doté

k’(é’l,é}) =% = kijv soit [k] = [’}’Z];‘_ii,::,m : (9.12)
En particulier k(-,-) est symétrique : pour tout v, € TS on a :
k(U, W) = k(w, v).
Et on a, pour tout i,j = 1,...,m, quand g¢;; = g(€;,€;) :
10g
kij = =550 (57 (9.13)

i.e. le tenseur des courbures est entiérement déterminé par la métrique sur la surface.
En particulier, si la base du systéme de coordonnées est orthogonale (sans étre nécessairement
normée), la matrice [k;;] est diagonale.

Preuve. Par définition de n” € T?(S) on a n’

dn’ € T9(S) avec pour tout @ € TS :

.0 = 0 pour tout v € TS, et donc par dérivation on a

dn” (16, 7) +n’ (dv.a8) = 0,
d’ot (9.10). En particulier :
dn’ (€,&;) = —n’.(dé;.€;) = =,

par définition des symboles de Christoffel (cf. le systéme de coordonnées ® défini en (6.3)). Ceux-ci
étant symétriques en 5, k(-,-) est symétrique. D’ou (9.13) avec (3.18). wa

Définition 9.17 Définition alternative : on définit le tenseur des courbures sur TS comme étant
le tenseur k € T9(S) défini par (9.11) :

k4. (9.14)

9.2.4 Interprétation : courbure k(7,?)

Proposition 9.18 (Interprétation du tenseur des courbures.) Soit ¢ une courbe réguliére sur S,
soit = ¢(t) un point sur cette courbe.

On suppose que (localement au voisinage de &) la courbe est contenue dans un plan orthogonal
a S, i.e. contenue dans un plan Pz qui contient 7i(Z).

Et on suppose la courbe parcourue a vitesse unité (quitte a la reparamétrer), i.e. ||0(Z)|| =
[|¢’(t)]| = 1 pour tout t quand & = ¢&(t). Alors la valeur :

s, = (s, 75) (9.15)

est la courbure en ¥ dans la direction vz = ¥(Z) (unitaire).

Preuve. On a ||¢’(t)||> = 1 donc par dérivation on a &”(t) L &'(t) (courbe parcourue & vitesse
constante). Par hypothése Pz = Vect{c’(t),7(Z)} > ¢"(¢), et donc ¢"(t) = w(Z)7A(Z) pour un
certain x : et par définition x(Z) est la courbure.

Et &'(t) = 0(&) = 0(¢(t)) donne & (t) = dvi(Z).1(Z), et donc n’(Z).¢" (t) = n’(Z).(dV(7).0(F)) =

k(5(Z), ¥(Z)). Donc k(¥, 7) ="°% k est la courbure annoncée (quand ¥ est unitaire). un
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Corollaire 9.19 On se place dans la base du systéme de coordonnées G. On note v =y, v'€; et :

k= kijdg' ®dg’. (9.16)
i,j=1

On a: .

ko= k(T,0) = Y kijv'vl. (9.17)
i,j=1
Et en particulier :
g & 1

“=HErEr et (9.18)

est la courbure de la surface dans la direction du i-éme vecteur de base.

N.B. : ce n’est pas en général la courbure le long de la i-éme ligne de coordonnées dans son
plan osculateur mais c’est la courbure de la géodésique qui en & a pour vecteur tangent un vecteur
paralléle a €; (voir exemple des paralléles en coordonnées sphériques réécrit dans 'exemple sui-
vant 9.20, et voir paragraphe 9.4). En d’autres termes, c’est la courbure de la surface en un point ¥
dans la direction U, et non la courbure d’une courbe choisie au hasard sur la surface dont un vecteur
tangent en T est ¥ (il y a beaucoup de telles courbes, courbes qui n’ont pas méme courbure, cf. un
paralléle et un grand cercle tangents en un point sur la sphére terrestre).

Preuve. Pour une courbe passant par Z contenue dans le plan vertical de vecteur tangent é;(Z),
cette méme courbe reparametree pour étre parcourue a vitesse unitaire a pour vecteur tangent

i, d’ou la valeur de k; = k( , eJ ). ua
||6 Ik AIRBIEA]

Exemple 9.20 Pour la sphére exprimée en coordonnées sphériques, avec (9.1) et (9.13) on obtient,

ici avec 2" = 2% =1 : )
[ —Rcos“p 0
kz = ( 0 —R> . (9.19)

Ou encore on utilise (2.5). Cela signifie :
k= —Rcos’pdf ®df — R dp @ dp.
Donc, le long d’un méridien parcouru & vitesse unité pour avoir la courbure :
G &, R 1
R? R’

et le méridien (qui est un grand cercle) est une courbe de courbure f% et de rayon de courbure —R.
En particulier, le centre de courbure par rapport & un point & sur le méridien est donnée par
Z + (—R).7(Z) = le centre de la sphére : résultat qu’il fallait retrouver.

Et le long d’un paralléle parcouru & vitesse unité pour avoir la courbure :

€y €5 —Rcos?¢p —1

k(——, — = = —
el @l = ety ~ '

et le paralléle (qui n’est pas un grand cercle quand ¢ # 0) est une courbe de courbure f% et
de rayon de courbure —R. En particulier, le centre de courbure par rapport & un point & sur le
meéridien est donnée par Z + (—R).7(Z) = le centre de la spheére.

Ce dernier résultat est moins intuitif (on aurait pu imaginer que le rayon de courbure était celui
du cercle contenu dans le plan du paralléle) : pour le comprendre il faut remarquer que c’est la
courbure de la surface qu’on calcule et non la courbure d’une courbe sur la surface. Ici un point ¥
de la sphére passe beaucoup de courbes dont le vecteur tangent en & est paralléle au vecteur
¥ = &(Z). Et seul ce vecteur tangent est pris en compte dans le calcul de k(%) = —dn” (7, 7).
Et on s’intéresse de fait a la courbe dont le plan osculateur & + Vect{'(s),7"(s)} contient la
normale & la sphére : il est immédiat que c’est un grand cercle (géodésique), et que ce n’est pas un
paralléle. D’ou le résultat.

—sind cos 6
Calcul pour le paralléle : ¢’(0) = €5(Z) = Rcosp | cosf |,douc”(f) =—Rcosp | sinf |,
0 0
d’ott le plan osculateur (&, Vect{r"'(s), 7" (s)}) = (&, Vect{c"(t),c” (t)}) est le plan “horizontal” (qui
contient le paralléle), plan qui ne contient pas le vecteur normal a la spheére 7i(Z) = IT Si
on est sur I’équateur qui est un grand cercle. -'-
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9.3 Le tenseur K € T}(S) des courbures associé
9.3.1 L’endomorphisme K3z associé a kz

Disposant de la métrique g(-,-), a ’aide du théoréme de représentation de Riesz, au tenseur de
courbure k € T9(S) on associe 'endomorphisme Kz € L(T3S, TzS) défini par :

(K., %), = k(¥, W) (= g(dv.w,q)), (9.20)
au sens ou, pour tout ¥,w € TS (deux champs de vecteurs surfaciques), pour tout & € S :
9K (2).5(7), 0(7)) = ke(3(3), (7).
On exprime également (9.20) en écrivant :
k=K’ (9.21)

Et k étant symétrique, K est symétrique.

Représentation matricielle. Dans la base (€;);=1,... n—1 du systéme de coordonnées, soient [K| =
[K]] la matrice de K, [g] = [¢;;] la matrice de g, et [k] = [k;;] la matrice de k. On a donc posé :

n—1 n—1 n—1
KzZK}@Z@@, g:Zgijei®ej, k:Zkijei®ej.

i,7=1 i,j=1 i,7=1

Avec (9.20) on obtient :

K = e [K]=[g "KL (9.22)
En effet (9.20) donne []T.[g].[K].[t] = [@]T.[k].[5] pour tout ¥,. Cela s'écrit également pour
tout ¢, 7 :
n—1 ) n—1 )
Z gMKf = kij ou encore K; = Z g’é.kgj, (9.23)
=1 =1
ou [gV] =% [g;5] 7" = [g] 7.

Exercice 9.21 Expliciter les calculs sur la base du systéme de coordonnées permettant d’obte-
nir (9.22) ou (9.23).
Réponse. On pose K = 22;1:1 K.& ® dg™ et donc K.¢; =Y., K;é& (colonne j de [K]). On a (9.20)
d’ot :

9(K.€;, €) = k(€ &),
soit :

Z Kf gei = kji,
I

soit 3, 9K = kij (par symétrie de g et de k), soit ([g].[K])i; = kij, ce pour tout i,j, soit (9.23),
d’oul (9.22). un

Remarque 9.22 En passant au transposé dans (9.22), on a également, par symétrie de k, g et K :
[K].[g] =[k]  ie.  [K]=[kl.lg]" (9.24)
| |

9.3.2 Courbures principales, courbure moyenne, courbure gaussienne

Définition 9.23 Les valeurs propres de I’endomorphisme Kz sont appelées les courbures princi-
pales et leurs inverses les rayons de courbure principaux. Le premier invariant : la trace :

Tr(Kz) (9.25)
est appelée courbure moyenne (somme des valeurs propres), et le dernier invariant : le déterminant :
det(Kz) (926)

est appelé courbure gaussienne (produit des valeurs propres).
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Proposition 9.24 Si la base du systéme de coordonnées est orthogonale, alors (cf. (9.18)) :
Ki(T) = K} ().

donne la courbure en ¥ de la courbe contenue dans le plan Vect{€;(Z), 7(Z)}.

Preuve. En effet, dans ce cas [g] est diagonale, et K! = % avec gi; = g(€i,€) = ||€]]* : on
applique (9.18). o=

1

== 0
Exemple 9.25 Pour la sphére on a [g]~! = (R2 °852*” 1 ) dans le systéme de coordonnées
R?

sphériques qui est orthogonal, et donc avec (9.19) :

wi= (5

Et [Kz| est la matrice des courbures (inverse des rayons de courbure) dans la base du systéme de
1

coordonnées. En particulier [¢,]7.[K].[e1] = (1 0). (_OR _01 ) . <(1)> = —+ donne la courbure
R

d’un grand cercle (courbe sur la surface contenue dans un plan normal & la surface).
Les rayons de courbures valent bien —R ( et R en valeur absolue), et les signes “—” sont en
accord avec le centre du cercle osculateur qui est le point Z + (—R).7iz (centre de la sphére).
La courbure moyenne est —% = Tr(K), la courbure Gaussienne est 5z = det(K). ua

”

Remarque 9.26 Une autre définition de la courbure moyenne est —|Tr(K)], qui pour la sphére

redonne bien le résultat attendu %. Et pour obtenir une autre “courbure moyenne” & partir de la

courbure gaussienne, on prend (] det K |)ﬁ qui pour la sphére redonne . ua

9.4 Géodésique et deuxiéme forme fondamentale

Proposition 9.27 L’équation d’une géodésique € :la,b|— S (qui est en particulier une courbe
parcourue a la vitesse unité) s’exprime également :

au sens dv.v = k(U, ¥)ni, o on a noté v(¥) = ¢’(t) quand T = ¢&(t).

Preuve. La notation dz(f) est la notation abusive de d(Z?E) (t) = dd%/(t) = ¢"(t) = dv(Z).9(%)

quand Z = &t). Et si on projette sur la normale on obtient 7°(dv.%) = k(#,7). Et pour une
géodésique, la projection de dv.v' sur le plan tangent est nul, ce qui est le cas quand dv.v est
normal a la surface. un

10 Tenseurs des déformations

10.1 Rappel
10.1.1 Transposée d’une forme bilinéaire

Définition 10.1 Sib: F x F' — R est une application bilinéaire, on appelle application bilinéaire
transposée I’application b7 : F' x E — R définie par, pour tout (#,7) € E x F :

v (v, 1) = b(i, V). (10.1)

(Il est immédiat que I'application b7 ainsi définie est bilinéaire.)
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10.1.2 Différentielles premiéres et secondes ...

Soit F et F' deux espaces vectoriels et soit U un ouvert dans E. Soit :
fiU—F (10.2)
une fonction C°(U; F).
Soit @ fixé dans U. La différentielle de f en @ € U notée (Df)(@) = Df(@) est Papplication
linéaire (si elle existe) :
Df(d): E—F (10.3)
donnée par, pour ¥ € FE :

Df(w).7 = }llli%

e F.

f(@+ ho) — f(@)
h

Et Df(4).U est appelée la dérivée directionnelle de f en @ dans la direction ¥. Et si application :
Df:U — L(E;F) (10.4)

existe et est continue sur U, on dit que f est C1(U; F).
La différentielle seconde en u € U est ’application linéaire :

D(Df)(@) "¢ D2f(@) : E — L(E; F) (10.5)
donnée par (si elle existe), pour ¥ € E :

. . Df(u+hv)— Df(u)
D2f(“)'”*;1£% N

i.e. est définie par, pour ¥,w € FE :

€ L(E; F),

Et si I’application :
D?f:U — L(E; L(E; F))

(ainsi définie) est continue sur U, on dit que f est C%(U; F).
A T’aide du difféomorphisme canonique L(E; L(E; F)) ~ L(E, E; F) on note :
(D2 f(@).7).0 "% D2 (@)(7, @).
Et le théoréme de Schwarz indique que si f est C? alors D? f () est symétrique : pour tout ¥, w € E
on a D2 (if)(#, @) = D f(@)(i, ) :
D*f(a) = D*f(a)".

10.1.3 ... et dérivées partielles premiéres et secondes

Supposons que E = Fy X E5 et U = Uy x Uy ou U; est un ouvert dans F;.
Pour @ = (i, uz) € Uy x Us, on notera :

fan Ur > F, fait) € fla, i), (10.6)

idem pour fz,-
La différentielle Df en @ = (1, @a) est donnée par, pour ¥ = (U1, 73) € Ey X Es :

Df(u).v = Df(i).(v1, 2) = Df(a@).(¢1,0) + Df(a).(0,v2)
"C Dy F(@).0) + Do f (i) T
Les applications linéaires ainsi définies :
Dif(i) € L(By:F),  Daf(il) € L(Exi F), (10.7)
sont appelées les dérivées partielles. On a donc :

~ lim f(ty + hty, ts) — f(th, U2)
h—0 h

D f(u).7 € F, (10.8)

soit encore :
Dy f (i) = Dfa, (i) (10.9)
la différentielle de fz, en @;. Idem pour Ds f ().
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Puis par bilinéarité, quand @ € U et ¥;,w; € E; :

D2 f(@)((Wh, T2), (@1, @) = D? f(@)(h,0), (@,0)) + D*f ( 1) ((v1,0), (0, w))
7)(0,72), (@1,0)) + D*f(@)((0, T), (0, @)
W) + Do f (4 )(ﬂ17U72)
) (T2, W1) 4 Dag f (@) (¥, W

+D2 f(
"= Duf@(@n,
+ Dglf(l_[ (

Les applications bilinéaires ainsi définies :
Dljf(ﬁ) EL(Eian;F)7 (1010)

ou :
Dy f(t@, ) = D fg, (@), (10.11)

idem pour Do, et :

Dia f(@)(31, ) = DA (@)((1,0), (0,172)) = D((DF)(@)-(71,0)).(0, @) 012
= D(D1f(10).01).(0,d2) = Da(D1 f(u).01). u72, '
idem pour Do f (i), sont appelées les dérivées partielles secondes. Ainsi :

Quand f € C?, la symétrie de D? donne D? f()((71,0), (0,w)) = D2 f(@)((0, @), (¥, 0)), soit
Dlgf(ﬁ)(gl,lﬁg) = D21f(ﬁ)(u72,171), soit :

Dy f(i) = Dy(D1 f)(@) = D1(Daf) (@) = Doy f ()" (10.14)

10.1.4 Cas particulier
Cas particulier £y =Ret f: RXx F; — F, on a:

Df(@).(1,0) = Dy f(@).1 "Z* %( i) €F, (10.15)

Et on a, pour v e Ret W € Es :

D2 f(@).(v, %) = D f(@).((v,0), (0, @) = D((Df)(@)-(v,0))-(0, @)

O ) (@).0, ) = v Do((2L 1)) 5,

= vD((am1

ainsi que :

Doy f(@).(w, v) = D f(@).((0, @), (v,0)) = D(Df)(@).(0, @)).(v,0)
= DD )(0)0)-(0,0) = v 2 (D) (7).0).
Par symétrie de D? quand f € C?, on obtient :

of 9

Dy (8:5 (@) = @(sz)(ﬁ) € L(Ey; ), (10.16)
avec donc : of 5
D2 [¢] @ = al-l o D2f (10.17)
Si de plus E; = R, on retrouve :
0 giir Ok w O°f
3(?;2 (z',2%) = 8:;1 (!, 2?) "E° ey (z',2%) €F,

toujours quand f € C2.
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10.1.5 Application 4 un mouvement 1;

Soit un “mouvement” (une application C?) :

- [O,T] XSO — R" 10.18
R e E= ), (10-18)

(Par exemple Sy est une surface.) Sa différentielle au point (¢, X ) est donnée par, pour tout s € R
et W e (TS())X:
Ot + hs, X +hW) — 4 (t, X)

h )

quand Sy est une variété plate (un ouvert dans (7So)y), et si Sp est une variété quelconque, on

DJ(t7X')'(Sﬂ VT/) = }ILIL%

remplace le terme hW dans le membre de droite par c(h) ou € est une courbe en X dans S telle
que ¢’'(0) = W. Utilisant le paragraphe précédent ou ici x; = ¢ dans (10.15), on notera :
0

D11 =— t Dy =d 10.19
1 ot € 2 ( )

les dérivées partielles en temps et en espace, ot donc pour (, )?) €10,T] x Sp :

a4

5 (b X)eR" et dy(t,X) € L((TSo)¢;RY), (10.20)

et d@/;(t,)?).zﬁ € R" pour tout @ € (T9y) ¢. Et par exemple on aura pour la dérivation seconde
croisée :

i, %) = 2 Y odd .
Dioy(t, X) = a;b( t,X) = daif( X) = %(t,X) € L((TSo) ¢; R™), (10.21)
et, pour tout @ € (TSo) ¢
odil )
Bt & X)W eR" (10.22)

10.2 En espace : jacobienne et transposée
10.2.1 Rappel : transposée d’une application linéaire

Soit (E, (-, )g) et (F, (-, -)F) deux espaces vectoriels munis de produits scalaires, et L € L(E; F)
une application linéaire continue de F dans F' (si E et F sont de dimension finie alors une telle
application linéaire est toujours continue).

Définition 10.2 L’application linéaire transposée de L est I'application LT : F — E définie par :
(L™ ,4)p = (L@, W)p,  V(i@,0) € ExF. (10.23)

Ayant supposé L continue, une telle application linéaire LT existe : & @ fixé la forme linéaire
Lz : 4 — (L., W) est continue, et donc, par application du théoréme de représentation de Riesz,
il existe @ € E t.q. £g.0 = (@, 1), on note @ = LT .40, et il est immeédiat que LT est linéaire.

On ¢’intéresse dans la suite uniquement au cas d’espace de dimension finie comme les T.Sz.
Notons m = dim E et n = dim F. Soit (€;) une base de E de base duale (e'), et soit (f;) une base
de F' de base duale (f7). Alors L est entiérement déterminée par les f*.(L.¢;) ="°'¢ L%, et LT par

les et.(LT.f;) ="°t¢ (LT)%. On a donc noté :

I TIT o Y
=1 j=1 i=1 j=1
[L] = [L%] est la matrice de L, et [L”] = [(L")}] celle de L", dans les bases choisies.
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Exemple 10.3 Soit £ = R2, F = R3, bases canoniques (E} g2, Eo.p2) de R? et (Ey.ps, Eygs, Esps)

10
de R3. Soit L : R? — R? donné par L.E_’l;Rz = El;R3; L.E’Q;Rz = EQ;RS, ie. [L] =0 1] (et
0 0

L(R?) = R? x {0} est le plan horizontal de R3). On prend les produits scalaires canoniques,
ona L” : R® — R? donné par (LT .Ejgs, E;p2)ge = (L.E;ge, Ejgs)gs, Aot LT.Eygs = Ej e,

(é ) 8) (et KerL” = Vect{ Bygs} = (ImL)*). o

LT.E_'Q;Rs = E2;R27 L.Eg;Rz = 6, soit [LT]

10.2.2 Jacobienne et transposée

Soient Sy une variété de dimension m dans R™ (plus loin se sera une “surface”).

On reprend les notations (10.18) (plus loin ce sera I’application “mouvement d’une surface”) :
soit ¢ : [0,T] x Sy — R™ une application C2. On utilisera les notations (10.19) et (10.20). A ¢ fixé
on note :

déf

(X)) E 0, X) "7 (o) = S (10.24)

Et on suppose que 1/7,5 1 So — S; définit un difféeomorphisme. Ainsi S; est une variété de dimension m
dans R™. (Exemple : un objet occupe la position Sy & l'instant 0 et la position Sy & l'instant ¢,
autrement dit S, est une photo de I'objet a 'instant 7).

Définition 10.4 Notons quand T = 1/_1; (X), toujours a partir de (10.18) :
déf >\ noté n
Fy(X) = dgy(X) "= Fg, € L((TS0) ¢iR")

la différentielle de Jt en X , appelée gradient de déformation (bien que ce ne soit pas un gradient
mais une différentielle).

C’est I'application linéaire définie sur (7'Sp) ¢ par, a t fixé :

wtw(s));wt(a(o» (= (0 &) (0) "% g

Fy(X).W = lim B(X).E'(0)),

s—0

oll @: s — &(s) est une courbe dans Sy en X, i.e. t.q. @0) = X et &/(0) = W.

Proposition 10.5 Soit ¢ : s ] —&,e[— Sy une courbe en X € Sy (donc telle que &(0) = X) de
vecteur tangent &,’(0) =" W (X ) en X. Cette courbe est transformée par le mouvement en la
s

courbe & : s €] —¢e,e[— S; on &(s) = (o co)( ). Alors & est une courbe en & = (X)) de vecteur
tangent en T donne par W(Z) = ¢ '(0) ou :
W(E) = di(X).W(X) € (TS))z, (10.25)

et F,(X) transforme les vecteurs tangents a (TSo) ¢ en des vecteurs tangents a (1S;)z.
Preuve. On dérive &(s) = (¢ o &)(s). un

Définition 10.6 La formule (10.25) est appelée formule de transport des champs de vecteurs
tangents par le mouvement 1.

Remarque 10.7 On notera également, pour X € 8, fixé :

De(t) E i, X) = (10.26)

I’application “trajectoire de X7 dans R™. (Exemple : un point de l’objet se trouve en X aDinstant 0

et en Z & Pinstant ¢.) Ici & X fixé, la vitesse V (¢, X) = ‘%’ v (t, X) = dgf (t) = U(t, &) € R™, n’est pas

un vecteur tangent & S¢, & moins que la surface Sy ne ghsse sur elle-méme”. u
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10.2.3 F(t,)z) dans une base de R"

Soit (l_)'i;o)i:l’,,,,n et (l_)’i;t)izl,m,n deux bases de R™. On notera (b})i—1....n et (b%)i—1.._n les bases
duales.
Pour X € R™ notons :

X= > X'bi, (10.27)
1=1,...,n
et pour X € S, notons :
n ) n )
F=9(t,X) =) 0'(t, X) b = > _ 2’ bt (10.28)
i=1 i=1
D’ou : .
F(t,X) = dpy(X) = > by ® dip'(t, X), (10.29)
i=1
au sens, pour tout W e (TSo)
Ay (X)W = (di (t, X ). W )bz (10.30)
i=1

Remarque 10.8 On peut écrire :

= 0Xi
et donc, notant Fl(t X)= aXJ (t X):
F(t,X)=dij(t,X) =Y Fi(t,X) by @b). (10.31)
ij=1

Mais cette expression ne sera pas utilisée : elle pourrait inciter & penser que F va de R™ & valeurs
dans R™ (représenté par une matrice [F}]i=1... n X n), ce qui n’est pas le cas quand m < n :
j= 1 n

I'ensemble de définition de F' est (T150) ¢ et non R™ tout entier (quand m < n). Dans la suite, la
matrice représentant F' sera une matrice n X m. un

10.2.4 F(t,X) avec la base du systéme g

Ona Fy(X) € L((TSy) ¢; R™) avec dim (TSg) ¢ = m, et sa représentation dans une base est une
matrice n X m.

Soit @y : U C R™ — Sy C R™ un systéme de coordonnées sur Sy et soit (€7, 0( X)) i=1...m la
base du systéme en X = Bo(qo) (& savoir eI;O(X) = d@o((]o).El pour I =1,....m (E ) I=1,..m
est la base canonique de R™.) Soit (66()_('))1:1,__1” la base duale.

Soit (I_J'Z-;t)izlwyn une base de R" de base duale (b);—1 . N.B. : cette base va étre dérivée
en temps et est donc bien considérée comme étant une base dans R™ tout entier (pas uniquement
de (TSt)j‘)

On peut alors représenter F; par :

n

X) = ZZ ) by ® e (X). (10.32)

Et [F%] i=1,.... = [F] est la matrice n x m qui représente F' dans les bases choisies. En particulier

Fy(X).e50(X) = zn:F}(t,X) bis. (10.33)

i=1
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10.2.5 FT(t,X) avec la base du systéme Jj

On a FI'(X) € L(R™; (T'So) ¢ ), et sa représentation dans une base est une matrice m x n.

—

Avec les bases précédentes (l_))i;t)izl’m’n de R™ et (€7,0(X))r=1,...m du systéme de coordonnées
sur Sy, on peut représenter FT par :

FI(X) =22 (FD)j(t, X)ero(X) @ b]. (10.34)
I=1j=1
Et [(FT)§]I_:11 ,,,,, m = [FT] est la matrice m x n qui représente F'7 dans les bases choisies. En
j=1,..., n
particulier pour j =1,...,n :
Fl(X) b = (FT)j(t, X) r0(X). (10.35)

1

Et comme (FtT.gj;t, €1.0)go = (Ft-€10, gj_%f)gt par définition de la transposée, et comme FtT.gj;t =
Z?{L:l(FtT)f gK;Q et Ft.é’];o = ZZ:l(Ft)]IC bk;t on obtient :

[90]jeo-1F ] = [FY]" 9]0, (10.36)

— —

ot [go]e, = [90(€T;0, €:0)]1,0=1,....m €t [ge]jp = [9¢(Dise, bjit)]i j=1,...n sONt respectivement les matrices
des métriques dans les bases choisies de (7.5y) ¢ et R™.

10.2.6 Remarque : F(t, X) dans des bases de (TSo) ¢ et (1S:)z complétées

Soit @ = Jt o @p le systéme de coordonnées choisi pour S;. Soit (&;.4(Z))i=1,...m sa base en Z,
& savoir €;4(%) = d@'t(tj;).ﬁi, de base duale (€}(Z))i=1,....m. Par dérivation on a d@; = dz/;t.dgb'o, et
donc quand Z = (X)) :
E4(Z) = dpy(X).E50(X). (10.37)
Ou encore on applique (10.25).

Comme Fy(X) = dip(t, X) € L((TSo) ¢; (TS¢)z), on peut exprimer F,(X) comme :

Fgo =2 2 (F)5(X) @(@) @ f (X). (10.38)

Mais la dérivée en temps posera probléme : on ne pourra pas dériver “brutalement” (10.38) en
temps, au sens ou, si on dérive (10.38) on obtient “brutalement”, quand & = J(¢t, X) :

OF , = & OF,, o o AL dE(t, T =
o (X)) = Y% atJ (t,X) (@) @ ef(X)+ > Y F5 ——® e (X), (10.39)
i=1 J=1 i=1 J=1
ol on a noté €;(t, T) —def €i4(Z), et o pour i =1,....,m :

de;(t, ) B 0e;
dt ot

(t, %) + dé; (¢, T).i(t, T), (10.40)

est la dérivée totale de €;. Cela n’a pas de sens ici : la vitesse 0(t,%) ¢ (TS:)z a priori (sauf si
par exemple on a un mouvement de surface qui “glisse sur elle-méme”), alors que de;,.(Z) est un
opérateur qui agit uniquement dans (7.S;)z tel que défini précédemment : on a é&; € TSy = T} (S;)
et donc de;; € T{(Sy).

Il faut donc corriger cette approche : par exemple, quand m = n—1, en considérant les surfaces
S: comme étant les “fibres moyennes de surfaces épaisses”. Par exemple, on utilise (6.3), ici :

D:((q, 2)) = Ge(@) + 27iz,(9) (10.41)

ce qui permet de définir (€;.4);=1,..» comme base de R™ (base du systéme ®, = base de J; com-
plétée) et non plus uniquement (€;.);=1,...m sur le plan tangent (7.S,)z.
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Et maintenant, on part de (10.38), modifié en :

=D (F)H(X) Ea(7) @ e (X), (10.42)
i=1J=1
ot (F;)% =0 pour tout i > m + 1. Et (10.39) est modifiée pour donner :

OF | o ~x= OFY ¢) 2 () zdez -
E(t,X):ZZ o (1. X) () ®el(X +ZZF ®eO(X), (10.43)

i=1 J=1 =1 J=1

Et on pourra se servir des symboles de Christoffel v}, cf. paragraphe 6.4 : pour i = 1,...,m, (10.40)
donne :

n
. - dé;(t, T 36 7)
U = E CATHEE S 71(# ) 1 g vt’yljek (10.44)

Et dgiéz’x) n’est pas nécessairement dans le plan tangent a cause de Z;A vg%"jé'n (t,Z).

10.2.7 Tenseurs des déformations C et C”

Soient Wi, Ws dans (T'Sp) ¢ et leurs transportés w; = F)?~t-Wi dans (T'St)z ou & = z/_;t( ). Par
définition de la transposée on a :

(W, W2)g,, = (Fyg, Wi, Fig,, Wa)g,, = (Fg;t.Fg;t.Wl,WQ)gm. (10.45)
Définition 10.9 L’endomorphisme C;(X) = Cg.y (TS0) g — (IS0) ¢ défini par :
Cy

FL F

Fi, Fy, (10.46)

est appelé le tenseur des déformations en X.Et C, = FF.Fy = TSy — TSy est appelé le tenseur
des déformations.

1l est immédiat que Cg, est symétrique : (F7.F)T = FT (FT)T = FT F.

Ce tenseur mesure les déformations relatives des vecteurs transportés par 1/7:& : (10.45) donne :

(@1,102) g, = (Cgy- W1, Wa) g .- (10.47)

: la définition de Cy(X ) dépend tres fortement du choix des métriques sur (7S¢) ¢ et (755)z.

Soit le tenseur :
C? € TS (So) (10.48)

associé & C; a l’aide du théoréme de Riesz : pour tout Wl, W, € (TSo) ¢

O (X)W, Wa) ¥ (0, (X)W, Wa)g, (10.49)
encore noté :
C%., (W1, TW,) <0Xt Wi, Wa)g. (10.50)

Et avec (10.47) et @; = Fy(X). WZ, ona:

cg?;t(v*vl, Wa) = gz (W, @2) (= gze(Fg,, W1, Fig,, - Wa)), (10.51)

qui mesure les déformations relatives des vecteurs V_Vl et V_Vg aprés le mouvement 1;
Proposition 10.10 C? € T9(So) est le pull-back de la métrique g, € T9(S;) par ) :
= Vi g, (10.52)

Et C’tb est une métrique sur Sy qui raméne le calcul des déformées dans S; a un calcul sur “la
configuration de référence Sy”.
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Preuve. Par définition du pull-back on a quand & = ¢(X) :
(6790) ¢ (W1, Wa) = g4 (A (X)W1, dib(X) W) = g¢.0(Cg,- Wi, Wa) = C% (W1, Ws).

Et C’b est bien le pull-back de g; par 1/;;.
Puis Cb , est trivialement bilinéaire symétrique, cf. (10.49), et

C% (W W)—gf;t(Fg;t.W,FX;t.W)zH W||g(m

quand W #* 0 (car Fg,, est inversible, 1/7 étant un mouvement) : C’i?_t est un produit scalaire. ow

>0

N.B.: Cy(X) € L((TSo) ¢; (TSo) ¢) est un endomorphisme sur (TSO)X, et comme on dispose de
Iisomorphisme canonique £((TS0) ¢; (TS0) ¢) ~ L((TS0) ¢, (TS0) ¢ ) on identifie C;y canonique-

ment au tenseur C; € T (Sp) : 'isomorphisme est donné par (c, X.W) = C~'t X(W,E), et on note
C=cC.

10.2.8 Tenseurs des déformations C' et C° dans une base de (TSo) ¢

On reprend F; donné par (10.32). On a pour J =1,...,m

Ci.€y0=FF.(Fi.€50) =

NE

(F)k FTF b,”_ZZFt (FDYEero.

k=1 k=11=1
Ainsi : .
Ci= Y (Co)jéro@ey. (10.53)
I,J=1
ou : .
(C)f =Y (FOLE)S. (10.54)
k=1
Et comme [FT] = [go]‘;i.[Ft]T.[gthb“ on a également :
[Cy] = [90]\_63'[Ft]T'[gt]|bt-[Ft}~ (10.55)

Dans la base (81;0()?)) de (TSo) ¢, soit [C?] = [C1y.] la matrice de C} :

m

= > Cuet®ef, (10.56)
I,J=1

ou donc Cyry = C’tb(éj;o,éj;o) = (Ct.€1.0,€1.0)g,- Et avec (10.49) ou (10.51), on a :
[C] = [90)eo [Ce]  soit Crug = grxo(Co)- (10.57)
K=1
En effet C° (Cr0, €r:0) = (C-Cro, €r0)en = L CT (€ri0:€1:0)90 = 2i C1 grc70 = ([C1" [g0]) 17,
soit [C”] = [C]".[go]|e, et la matrice [go] est symétrique (de méme que [C] dailleurs).
10.3 En temps : tenseurs des taux de déformation lagrangien D et D’
sous I’hypothése métrique euclidienne
10.3.1 24 X)

Onaﬁ: [0,T] x Sy — R™ avec Je C?, et donc :

o)

5 (6X) "V (X), (10.58)

V=—"0:[0T]xS8 —R" V(X)=

et 1_/‘(t7 )?) a un sens, est appelé la vitesse lagrangienne, et Vecl
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On a Fy(X X) = dwt( X) ="0% F(t, X) = dip(t, X) € L((TSo) ¢ : R") au sens F(t, X). W(X)
dipy (X)W (X) quand W € TS. Ainsi a X fixé on dispose de Fg:[0,T] — Fg(t) = F(t, X) définie
sur (T:0) ¢. Et donc :

%f(t, X) = d%f(t,)?) =dV(t,X) € L((TSo)¢ : R™), (10.59)

——(t,X) We =dV(t, X).Wg, (10.60)
sous ’hypothése 1/7 € C?.

10.3.2  2ED (4 XY et métri lidi
iy at s et metrique euclidienne

On dispose des métriques gy définie dans Sy et g; définie dans R™ D St_: B
Ona F; € L((TSo) ¢;R™). On a FI' € L(R™; (TSo) ¢) défini pour tout W1 (X) € (TSo) ¢ et tout
Wy € R™ par :

—

gi,o(FT(th)-w2a Wl(X)) = gf,t(F(t,X)~W1(X),w2), (10.61)

- —

quand & = ¥(t, X). La dérivée en temps donne :

T - -
(O (0, )0, WA (D))

or das o (10.62)
= (7 6 X) Wi(X), o), , + = (F (1, X). WA (X), @a(t, 7))

Hypothése. On prend g; = (-, )gr» la métrique euclidienne de R™ (plus généralement on peut
considérer une métrique constante dans le temps).

N.B. : souvent on prend également gy = (-, -)g~ la métrique euclidienne de R™ restreinte a So,
autrement dit, on dispose du méme instrument de mesure (le produit scalaire euclidien) a chaque
instant dans R™. (L’expression de ce produit scalaire dans une base dépendra néanmoins de la base
choisie qui pourra étre la base d’un systéme de coordonnées.)

Dans ce cas on a d“zl’; £ = 0 (la métrique euclidienne ne dépend pas du temps), et (10.62) donne :
OFT OF OF 1 ., =
(W Ay, W) gy = (- o W, ) = ((E)T-w% W1)gos (10.63)

pour tout W, € (TSo) ¢ et W € R™, et donc, ayant choisi g; = (-, )r» la métrique euclidienne,
on a: .

OF OF

— = (=) . 10.64

5 = (o) (10.64)

10.3.3 %(t,f(’) et métrique euclidienne

On a C(t,X) = FT(t,X).F(t,X) pour (t,X) € [0,T] x Sy défini par, pour tout Wy, W, €
(TSo) %

(CW1, Wa) gy = (F.Wy, F.Ws),,. (10.65)
D’ou par dérivation en temps :
oC OF . - - OF dg(t, @), = =
(G W1 Wago = (G Wi, EW)y, + (R, W), + g(dt V(FVL, PV, (10.66)

On reprend I’hypothése précédente : g; = (-, -)rn» la métrique euclidienne de R™ (constante). Et

donc : .
oC OF P FT.aF

ot~ ot ot

qui vaut 2 fois la partie symétrique de (F'T. dF ) grace a (10.64). En partlcuher C est symétrique.

(10.67)
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10.3.4 60 —(t, X) et métrique euclidienne

On a:
Cy (W1, Wa) = (C.W1, Wa)g, (= (4" g:)(E) (W, Wa), (10.68)
et donc :

ac’ aC

ot (WlaWQ) (8t W17W2)907 (1069)

avec (10.67).
Exprimé avec la métrique euclidienne dans Sy on a également :

aicbqq OF - OF

a7 WQ)gt + (E'W1;F~W2)gt~ (1070)

10.3.5 Tenseurs des taux de déformation lagrangien D et D’ et métrique euclidienne

Définition 10.11 Le tenseur taux de déformation lagrangien est le tenseur D; € T} (Sp) défini

par :
10C

=590 € TH(So), (10.71)
au sens : 1 80
D(t,X) = 5 o X) "% p,(X), (10.72)

avec Dt()z ) endomorphisme de (7S¢) ¢ qui est symétrique quand g; est la métrique euclidienne.

On lui associe le tenseur D2 € T9(Sp) & I'aide du théoréme de représentation de Riesz :

DE(WMWQ) - (Dt _’17W2)g0- (1073)
Et comme (Dp. Wi, Wa)g = L (25, Wa)gy = & 2(CL.Wh, Wa)gy = & 2C0(W1,Wa)y =
35 oC; (Wl,WQ) ona:
1.0C?
Di=32tt)  €TP(S). (10.74)

10.4 Vitesse eulérienne ¥(t, 7), et di(t, 7)

10.4.1 Deéfinition

Posons :
V(t,X) = %f (t, X) "2 5(¢, 7), (10.75)
quand Z = (¢, X), V étant la vitesse lagrangienne et @ la vitesse eulérienne. Ainsi :
Vi:So—R" et @:S —R", (10.76)
et donc : o
dVi(X) € L((TSo) ¢: R"™) et dvy (%) € L((TSy)z R™). (10.77)

(Les variations spatiales le long des surfaces.)
Comme V (¢, X) = #(t,Z) = 6(t, (t, X)), soit encore :

Vi(X) = (@ 0 ) (X), (10.78)
on a, quand 7 = (¢, X) :
AV (t, X) = di(t, 7). Fy(X). (10.79)

—

Ainsi pour les W(X) e (TSo) ¢, quand w(t,Z) = Fi(X X)W (X) = (. W)(X) (push-forward

par ) : S
di(t, 7). (t, ) = dV (£, X)W (X) € R™ (10.80)

Remarque 10.12 d#; n’est pas un endomorphisme de R", sauf quand (7.S;)z = R” i.e. quand
Sy est un ouvert de R™. Et donc en général sa trace Tr(dvy(Z)) = div(0:(Z)) n’a pas de sens (la
trace est un opérateur définit sur les endomorphismes qui sont en particulier représentés par des
matrices carrées). ua
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10.4.2 ¥ et di’ et métrique euclidienne
On a ¥y : St — 0:(Z%) € R™, donc sa différentielle en Z vérifie :
dvy (%) € L((TSy)z R™).

Soit la forme bilinéaire :
(d5,)’ () € L((TS1)z R™; R) (10.81)

associé par Riesz & dvi(Z) relativement & la métrique g:(-,-) : pour tout @(Z) € (TSt)z et tout
weR™:
(d5)" () (@(@), @) = (d5,(2).1(T), D) g, (10.82)

(
Pour 7 € Sy, soit @ (%) € L(R™;R)

R) = R™" la forme linéaire associée par Riesz & 0:(%) € R" :
pour tout @ € R™ :
0 (8).0 = (5(%), @), (10.83)
On a ainsi défini la forme différentielle i : S; — R™*. Sa différentielle en ¥ vérifie :
d(7)(%) € L((TS)z R™).
Proposition 10.13 On a, quand g; est la métrique euclidienne :

d(7)(Z) = (d5})’(F) € L((TSy)z R™R), (10.84)

ou on a utilisé I'isomorphisme canonique L((TSt)z; R™") ~ L((TSt)z, R™; R).

Preuve. Avec (10.83), on a pour @ € R™ :

d’ou pour tout @ € TS, :

(d(T)(2).1(2)) -0 = (dgzye - TT)) (G (), D) + g4 (dT,(2). (), D),

)i
Et on a lidentification (d(2?)(Z).4(Z)).0 = d(?)(Z)(@(Z), @) grace a 'isomorphisme canonique. a

10.4.3 d¥ et doT

Ayant dv(%) € L((TS;)z;R™), on a dv} (T) € L(R™; (TS;)z) défini par, pour tout @z € (TS;)z
et tout W € R™ :
(A} ()4, 1iz) gy, = (dV,(X). Uz, D), - (10.85)
On définit alors :
(di])’ (&) € L(R", (TS})z; R) (10.86)
par :
(do} ) (@)(, tiz) = (dv] (7)., i)
Et avec (10.84) on définit le transposé ((dv;)”)T (¥) € L(R™, (TS;)z; R) par (comme le transposé
d’un tenseur (J)), pour @ € R™ et iz € (1S:)z :

(10.87)

EERS

((d,)")" (&, i) = (di2,)"(iiz, D) (10.88)
Proposition 10.14 On a, métrique euclidienne ou non :
((d5)T) = ((dw)")"
Preuve. Pour W € R" et 4 € TSS; :
((d5) ") (@, ) = (d5) " B, ) g, = (AT, D) g, = (dT)" (@, ) = ((d5)")T (@, 7).
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10.5 ) et divergence
10.5.1 Divergence pour les volumes ou pour les surfaces qui glissent sur elles-mémes

La divergence de la vitesse eulérienne est une mesure de la compressibilité, voir cours précédents.

Pour les volumes, i.e. dans le cas ou S; est un ouvert de R™, on a (TS:)z = R™ et on a
dv,(Z) € L(R™;R™) : 'opérateur dv;(%) est un endomorphisme de R™.

Une surface qui glisse sur elle-méme, cas S; = Sy, est donnée par un mouvement 1/7,5 : Sy —
S, = Sy qui vérifie : la vitesse V (¢, X) = 8w = (t, X) = #(t,Z) € (TS;)z (vitesse tangente & la surface).
Ainsi dvy (%) € L((TSt)z; (TSy)z) - loperateur dvi(Z) est un endomorphisme de (7:Sy)z. D’ou :

Proposition 10.15 Dans le cas particulier ot Sy = Qg et S; = € sont des ouverts de R™, on a
dvy(Z) endomorphisme de R™, et dans le cas particulier ou Sy = Sy (la surface glisse sur elle-méme),
on a dvy(Z) endomorphisme de (TS4)z, la trace a un sens et vaut, lorsque g(-,-) est la métrique
euclidienne :

) (9F — —
Tr(dv, (7)) "2 dive, () = Tr(=(t, X).F(t, X)~!
(@) "2 divii(@) = Te( (1 X)F (8 X)) 059
= Tr(D(t, X).O(t, X)),
(La derniére égalité pourra étre généralisée a des mouvements quelconques de surfaces.)
Preuve. Ici F(t,X) est considéré comme un opérateur (TSo)g — Im((TSo)g) = (TS¢)z

on dispose de son inverse F(t,X)™' : (TS))z — (TSo) ¢- On applique (10.79), soit dvt(f)
av(t, X).F(t,X)"' = 981, X). F(t )?)—1 € L((TSy)z: (TS)z). D’ou (10.89);.

Puis C = FTFdonneQD— 9% = FJrFT%f,dOU
OFT  OF OF OF
FToDFl=pT . 4+ Fpl="2"1F" F~
ot ot o E T+ G FT

puisque ¢;(-,-) est la métrique euclidienne, cf. (10.64). Et %—f.F‘l € L((TSt)z; (TSt)z), dou :

TY(%I;F Y=mr(FT.D.F!).

Puis F-'=CL.FT, dout F-T.D.F ' =FT.D.C '.FT. D’ :

T(%l:F Y=Tr(F~T.D.C7LF") =Tx(D.C™").

En effet, rappel : qu’elle que soit le choix de la base (a@;) dans (7.S0) ¢, une base (b;) étant don-
née dans (TS;)z = (TSo)g ici, et [P] = [Pj] étant la matrice de passage de (d;) a (b;), on a
Tr(P~1.A.P) = Zijk(P_l)gAiPik =2 iik(P; f(P ) )Ai =2k 5;6AJ 21 Af = Tr(4) (la trace

est intrinséque : ne dépend pas de l’observateur, soit ici ne dépend de la base). Ici P = FT. un

10.5.2 Deéfinition de 17|| sur les surfaces

L’opérateur somme di; +dv7 n’a pas de sens en général sur les variétés : dv, (%) € L((TS;)z; R™)
alors que do} € L(R"™;(TS;)z). (Cela a un sens dans le cadre du paragraphe précédent.)

Soit S; une surface dans R™ (une variété de dimension m = n—1). Etant donné un systéme de
coordonnées F; sur St, on dispose du vecteur normal unitaire 7i;(Z) en tout & € S;. On décompose
alors v; suivant sa partie paralléle et sa partie normale :

1
’Ut = ’17t Il + Utn’fit S (TSt)j’ @Vect{ﬁt(f)}, (1090)
ot vy (&) = 02(2).0,(2) = (0(Z), A (T 7))y, » est la projection sur la normale & la surface relati-
vement & la métrique g; sur (T:S¢)z, et ol ¥y || = Uy — veniis. Et on note :
T =T + vafl. (10.91)
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10.5.3 Connexion Vv sur (TSt)z, et tenseur des courbures

(10.90) donne :
dvy (%) = dvy || (%) + v, (L) 14 (L) + ve (T) diie (%), € L((TSt)z R™), (10.92)
au sens, pour tout 4(Z) € (TS)z (avec notations allégées) :
dv.i = dv)).u + (dvy,. 1) 7T + vy, dii. 4. (10.93)
D’ou, pour tout @, w € (TS;)z, puisque (7, W), =0 :
(dv.10, W) g, = (dv)|.1, W)y, + vy (dil.i,D)g,.
Comme || € TSy, et on peut utiliser la connexion définie en (2.11) : pour tout @ € (7S¢)z

(V). @)(F) = Projrs,), (dvy | (Z).u(Z)), (10.94)

noté :
VﬁH.d = Projpg, (dﬁu.ﬁ). (10.95)

Et donc, avec k = —dii> € T9(S;) le tenseur de courbure donné par (9.11) et K € T} (S;) I’endo-
morphisme associé donné par (9.20), pour tout @, w € (TS¢)z

(dv.ii, @)y, = (V).

= (Vj: U, W) g, — vp (KU, W)y, (10.96)
caractérise la projection de di.ii sur (TS;)z, i.e. caractérise di” sur (TS¢)z x (TS¢)z.
10.5.4 Divergence div 7
Comme :
Vi € L((TSe)z; (TS1)z) =~ 17 (St), (10.97)
est un endomorphisme sur (7S;)z. Et on peut définir sa trace :
divy 5| Te(VE, ) (10.98)
Le transposé de V| est aussi un endomorphisme sur (75;)z
(V)" € LU(TS))z: (TS:)z) = T} (), (10.99)
ou, pour tout @, w € (TS;)z
(Vo))" B, @) g, = (VT )., 0)g, (10.100)
Et ainsi le symétrisé :
Yoy + (V) +2(v17t (1 T (S)) (10.101)
est bien défini, et :
div i) = Tr(L +2(Vﬁt”)T). (10.102)
10.5.5 Dtb comme pull-back
On définit les bémols :
(Vg € T9(TSy), (VT )F)" € TH(TSy), (10.103)
ot, pour tout @, w € (TS;)z
(V&,))) (@, @) = (VT .0, B)g,,  (VT)") (@, 7) = (V)" 0, )g,. (10.104)
Et par définition des symétriques de tenseurs, on a :
(Va )" = (Vo))" (10.105)
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Proposition 10.16 Quand g; est la métrique euclidienne, le tenseur D! € T9(Sy) est donné par :

L Ve (v )T
D? = (2l . dl

— Vin ki), (10.106)

pull-back, ot k; = —dii; est le tenseur des courbures sur (TS;)z, cf. (9.11).
. oo v (v )T Lo = -
Alitre_z‘nent dit, D} (Wy, W) = (M — Vgn k) (W1, Wa) quand W; € (TSo) ¢ et w; =
F(t,X).W,; € (TS:)z, ou encore :

V’I_ftH + (VUtH)T
2

(DtW17W2)go = (( — Utn Kt)'u_jlvu_j2)gt' (10107)

Preuve. On a dans T} (Sp) :

oc  OFTF -
el dVT . F 4+ FT.aV = FT 4" .F + FT.dv.F = FT .(do" + dv).F.
Donc :
oC = = =T — 1 T =T —\b T T
(57 Wi, Wa)gy = (0" + d0). Wy, FWa)g, = (di" + dv)’ (F-Wh, FWa),,,
i.e. (10.106) avec (10.92) sachant (7, (&), Wa)rr = 0 oit Wy = F.Wy € (TSy) .

Lemme 10.17 On a pour les représentations matricielles dans des bases données :

[D].[C™Y] = [D"].[C"] L. (10.108)

Preuve. On se fixe une base en X dans (TSo) ¢ ce qui permet d’avoir les représentations matri-
cielles. La définition de D? donne [D?] = [D;].[g0], et de méme [C?] = [C}].[go], les matrices étant
symétriques. D’oil :

[DL.[C™"] = [D’]-[go] " [g0]-[C") 7} = [D")[C") 1.

Corollaire 10.18 On a :
Tr(D;.Cy ") = divy| 0y — ven Tr(K), (10.109)
ainsi que :
Te([D)].[C] 1) = div) ¥y — ven Tr(K). (10.110)
Preuve. Notons :
V| + (V)"
P 11 2( U)o v Ky, Te(Z) = divii, ) — 0. Te(K), (10.111)
Iendomorphisme de (T'S;)z associé au membre de droite de (10.107). Ainsi (10.107) se réécrit :
(DWW, Wa) gy = (Z.401,10a),, = (Z.F. W1, FEW3),,
= (FT.Z.FEW1, Wa) gy,
et donc :
D=FT.ZF.
Et donc :
FTDF'=2Z (10.112)
Comme Tr(AB) =), AiBF = Tr(BA), on a:
Tr(Z) = Te(D.F~LF~T) = Tx(D.C™Y), (10.113)
puisque C = FT.F, d’ott (10.109). D’ott (10.110) & l'aide de (10.108). a
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Notation. Comme Ctb = 1;* g; est le pull-back de la métrique g, on peut utiliser la métrique C’tb
sur Sy plutot que la métrique go. (On prend souvent gg et g; les métriques euclidiennes, et donc ici
on n’utilise pas la métrique gy sur Sy mais la métrique zﬂ*gt.) Et 4 la forme bilinéaire D? on peut
alors associé endomorphisme D, défini implicitement par :

(De.01,U2) s = DU, Ua). (10.114)
Comme matriciellement on obtient [D?] = [D,][C?], et donc [D?].[C?]~! = [D], on obtient :
Tr(D,) = Te([D2).[C2]7Y) "2 Tr e (D°) "2 Tre, (D), (10.115)

la trace Tre» (D7) étant la trace de 'endomorphisme associé 4 D! au travers de la métrique C? =
*g; ('endomorphisme D). Et le résultat (10.110) est réécrit :

Tres (Dlz) = diV||17t || — v Tr(KG). (10.116)

Voir par exemple 'utilisation de cette notation dans Marsden et Hughes [9].

11 Conservation de la masse

11.1 Principe (ou loi) de conservation de la masse pour un volume
11.1.1 Principe

Soit U, : X e Qg — o= \I/t()?) = \Il(t,)_(') € Q; un mouvement dans R™, ou Qg et £; sont des
ouverts de R™. On note :

F(t,X)=dV,(X) € LR™RY) et J(tX) = det(F(t, X)) (11.1)

la différentielle et le jacobien de ¥, en X.EtF:X — F(t, X ) est appelé le gradient de déformation
(bien que ce soit une différentielle).

Soit p(t,Z) la densité massique d’un objet occupant I'ouvert €; a linstant ¢ (en particulier
p(0, X) est la densité massique de l’objet occupant 'ouvert €y a I'instant 0). On suppose p € C*°.

Loi de conservation de la masse : pour tout ¢ € [0,T], pour tout ouvert A C g,

/ p(t, %) de = / p(0, X)dX (= constante du temps), (11.2)
TEW,(A) XecA

i.e. 'objet transporté conserve sa masse au cours du temps.

Proposition 11.1 Localisation. La loi de conservation de la masse s’écrit, pour tout t € [0,T] et
tout X € Q) : . .
p(t, ©)]J(t, X)| = p(0, X), (11.3)

quand 7 = U(t, X).
Preuve. On utilise la formule de changement de variables dans les intégrales :

[ ettdyde= [ ple. w8106 D) x
FeW(A) XeA

avec (11.2). Et si [ f(y) dy = [ g(y) dy pour tout B borélien, alors f = g, voir cours d’intégration
(souvent vu sous la forme : si h est intégrable, si [, h(y)dy = 0 pour tout B dans la tribu, alors
h == O). ...
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11.1.2 Conservation de la masse et divergence

On note : 50
Vi X)=V(t,X) = E(t,)?) eR" (11.4)

la vitesse lagrangienne dans €; (et = %—qi’(t, X) sur ), et on note #(t, &) la vitesse eulérienne :

7,(7) = 0(t,7) ¥V, X) er (11.5)

8

quand Z = ¥,(X). Et & € TQ = TE() est un champ de vecteurs sur €, de différentielle
dv, € T ().
Proposition 11.2 Avec J(t, X) = det([F,(X)]), on a pour X € Qo quand & = U,(X) :

oJ, = -

5 (6:X) = divi(t, ) J (t, X), (11.6)

ou U(t, %) = %—‘f(t, X) est la vitesse eulérienne.
Preuve. On se donne une base (@;(X)) en X et une base (b;(Z)) en Z = ¥(X), et on note [F(X)]

la matrice de Fy(X) = d¥(t, X) dans ces bases.
On applique (A.31) et (10.89) avec A(t) = [dU(t, X)] et J = det(A). ua

Corollaire 11.3 (Localisation bis.) Si, en & € Q; a I'instant t, la vitesse eulérienne est ¥(t,Z) =
0:(Z), la loi de conservation de la masse s’écrit en les points (t,Z) € [0,T] x § :

d

ii + pdivi =0, (11.7)
ot % = % + dp est la dérivée totale et div la divergence dans ;. Et donc, avec les dérivées
partielles :

ap R

5 + div(pv) = 0. (11.8)

Preuve. U, étant un difféeomorphisme, J est C°°, ne s’annule pas, et est positif (car l’est & ¢ = 0).
D’ou par dérivation de (11.3) en temps :

dp(t, ¥(t, X))
dt

aJ
ot
% étant la dérivée totale, d’ott (11.7) & 'aide de (11.6) sachant .J # 0. D’ou avec Z = U(t, X ), avec
V(t, X )= %—‘f(t, X ) la vitesse lagrangienne, et avec les dérivées partielles :

‘](t7 X:) + p(tv \IJ(}?)) (tai) =0,

(%(’fv ) + dp(t, 7).V (1, X)) + p(t, #) divil(t, ) = 0,

d’out (11.8) puisque (¢, #) =€ V (¢, X) quand Z = (¢, X), sachant div(p?) = dp.7 + pdiv. o

11.2 Conservation de la masse pour les surfaces

Ici Sy est une surface dans R™ (variété de dimension m) pour ¢ € [0, T].

11.2.1 Gradients de déformations
So est déformée en Sy par le mouvement 1/_); :
Ui X € Sg— 7 =1y(X) € R, (11.9)

ce qui définit Sy = Imipy. Et on note F(t, X) = F,(X) =3¢ dop, (X) =% dy)(t, X) la différentielle
en espace de ¥ appelée gradient de déformation, avec donc :

—

Fy(X) € L((TSo) g; R™), (11.10)
et Im(Fy(X)) = (TSy)z.
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Soit Gy : U C R™ — Sy C R™ un systéme de coordonnées sur Sy de base (b ( 0 = dgo. E; )iz
Et soit :

, sy met

G =i 0@ : U — S, (11.11)
Proposition 11.4 J; est un systéme de coordonnées sur S; de base (l_)’i;t(f))izlw’m en T = 1/_); (X)
ou :
bit () = Fy(X).bio(X).

Preuve. @; est un difféomorphisme car composé de difféomorphismes. Et I;”(f) = dG,().E; =
dy(X).50(9)-Es = Fi(X).bi;0(X). o'

Soit J(t, X) Daire limitée par les vecteurs b, +(Z) dans (T'S;)z muni de la métrique euclidienne.
Cette aire est égal au volume de hauteur 1 dont la base est donnée par ces vecteurs.

Notons :
déf

Fy(X) € L((TSo) ¢; (TS1)z), Fy(X) = F/(X), (11.12)
la bijection permettant de considérer inverse Fy(X)~* € L((TSy)z; (TSo) ), et dont la matrice est

une matrice carrée m xm (alors que la matrice de F; est une matrice nxm). Ici ¢ est nécessairement
aﬁ

fixé et (2, X ) n’a pas de sens (& moins que m = n ou que la surface glisse sur elle-méme pour
que Sy = S = Sy pour tout 7 € [0,7T]).

11.2.2 Meétrique euclidienne et aire

Pour le moment on travaille a ¢ fixé.

On suppose qu’on dispose d’une base (@;,;(Z))i=1,....m en chaque point Z € S;, et qu’ainsi la
variété S; est considérée indépendamment d’un espace plus grand la contenant (ici R™). Et on
dispose de méme d’une base (@;;0(Z))i=1,....m en chaque point X e So. Ainsi :

ZFt]a” ) ® aj(X), (11.13)
1,j=1

et [Ft;] est la matrice carrée mxm de F(X). Et le volume limité par des vecteurs Gi: o(X) € (TSo)

Mm >

pour i = 1,...,m est transformé en le volume limité par les vecteurs &, (&) = Fy(X)..0(X)
(TSt)z pour i = 1,...,m donné par :

et ([t ()] oy o [Eonst () = det([F(t, X)]) det (@00 ags s B0 (KNjag). (11.14)

On pose :
Ji(X) = det([F(t, X)]), (11.15)

qui est le volume transporté : si (E;-;o()?)) est une b.o.n. pour la métrique euclidienne sur (7.5y) ¢,

alors det([F(t, X)]) est le volume dans (7S;)z limité par les vecteurs transportés, volume indépen-
dant de la b.o.n. choisie.

11.2.3 Aire et tenseur des déformations

Soit Cy = FI'.F} le tenseur des déformations.

Lemme 11.5 On a : . oL
Ci(X) = F,(X)T . Fy(X), (11.16)

et pour g; la métrique euclidienne sur (TSt)z

Ji(X) = (det[C?(X)])=. (11.17)

Preuve Pour U, W € (TSo)¢ on a (C’t.U,W)go = (FtT.Ft.(j,W)gO = (Ft.[j,Ft.W)gt =
[Cb(bz,ovby,o)] [[bi;t]aTt.[l;j; Ja.) = ([F)" [Ft])w,dou [C?] = [F]".[Ey], d'ot det[C7] = (det[ £ ]) L
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Remarque 11.6 On rappelle que C? = 97 g;, donc que J;(X) = (det[¢} g:(X)])2 : donc le volume
dépend exclusivement du pull-back de la métrique g; par . un
Le tenseur des déformations Cy(X) est un endomorphisme de (T5S) ¢ qui permet de se placer
sur la variété Sy de dimension m indépendamment de I’espace ambiant R™. En particulier, comme

précédemment on note pour (¢, X) € [0,7] x Sp :

= 10C, <
Diy(X)==-—(,X 11.18
t( ) 2 Ot ( ) )a ( )
dérivation temporelle dans Sy.

Proposition 11.7 On prend g; la métrique euclidienne sur S;. On a sur [0,T] x (TSo) ¢ :

%‘t] = J Tr(D.C™Y) = J Tx([D°].[C"]7Y). (11.19)

Preuve. Avec (A.31) on a :

b b

MM _ qeriop) (A (ez171) = 72 iyl [0,

. [C7)> [Cy]

dJ  d(det[C?])z 1 _ 1 d(det[C]))

@ = 3etlal a
Puis on utilise (10.108). u

11.2.4 Conservation de la masse pour les surfaces

Sur les surfaces, la loi de conservation de la masse s’énonce, quand J, = det(F;(X)) :

constante = / p(t, &) dr = / p(t, (t, X)) |J(t, X)| dX. (11.20)
TES XGSO

Faire le parallele avec (11.3). 3
Comme F' est un difféomorphisme et Fy = I, on a J > 0 et les valeurs absolues sont redondantes.

Proposition 11.8 La loi de conservation de la masse sur les surfaces s’énonce également :

p(t,p(t, X)) J(t, X) = p(0,X), (11.21)
et encore : d
cht) +pTe([D°).[C°]7Y) = 0, (11.22)
et donc : p
L+ pdiv 7 + pon Tr(K) = 0, (11.23)

expression faisant intervenir le tenseur des courbures et la composante parallele a (TS;)z de la
vitesse eulérienne.

Preuve. (11.21) se déduit de (11.20) (ici on utilise F} et non F}), d’ou (11.22) par dérivation en
utilisant (11.19). Puis on se sert de (10.109). ua
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12 Transport de la normale & une surface

12.1 Transport d’une surface par le mouvement

(Voir notes de cours “mécanique : fonctions lagrangiennes et eulériennes...”, qu’on présente
différemment ici.)

On se place ici dans le cas S; variété de dimension m = n—1 dans R".

On suppose disposer de la métrique euclidienne (qu’on exprimera dans un systéme de coordon-
nées).

Ici on s’intéresse & un objet “sans épaisseur” occupant un domaine surfacique Sy, C R"™ a
I'instant tg et un domaine surfacique S; C R™ & l'instant t. En & € S; & l'instant ¢ sa densité
massique est notée p(t,Z) (densité surfacique) et sa vitesse eulérienne est notée ¥(t,Z) (définie
dans tout R™ : l’objet se déplace dans 'espace, pas uniquement le long de la surface).

La difficulté réside dans les notations.

Soit Sp une (hyper-) surface (de dimension n—1) dans R™ qui se déplace dans R™. Soit :

(O ” . (12.1)

o Sy CR" — S, CR"
X i =d(X),

le mouvement de “la surface” avec 1;0 = I (Pidentité). Pour XeSyetTe Sy, on notera également :

N(X)=iio(X) et (&) = ii(&)

3t

les vecteurs unitaires normaux a Sy en X et a S; en 7.

12.2 Généralisation aux coques

De maniére & pouvoir généraliser les calculs aux “coques” déformables (ou “surfaces épaisses”

—

déformables), considérons que la surface S; = ¥(Sg) est la “fibre moyenne” d’un objet ayant une
“épaisseur” : on dispose des ouverts g et ; de R™ avec Sy C Qg et S; C 4, et on dispose d’un
mouvement, pour ¢ € [0,77] :

QO — Qt
U, { . . L (12.2)
X —U(X) tq VXeS, U(X)=u(X),

avec ¥y = I. Et on pose, pour tout X eQ:

4w, (X) (12.3)

Fi(X)
le gradient de déformation.
Exemple 12.1 Soit Sy donnée, soit € > 0 donné, et soit :
Qo ={Y =X +hN(X), VX € Sy, Vh €] —¢,¢[}.
(Q0 est d’épaisseur 2¢.) Soit la fonction ¥y :

Qo — Qt
\I/t . = .
Y = 0,(Y),

-

définie par, pour tout X € Sp et tout h €] — e,¢[, notant ¥ = wt()?) :
U (X +hN(X)) = (X)) + hit(fi (X)) = T+ hit(T). (12.4)

C’est un mouvement de “coque” ou Sy est la fibre moyenne, mouvement “qui conserve la normale
a la fibre moyenne” : on a d¥;(X).N(X) = lim,_o \I't(X+hN(i())_‘I’t(X) = 71(Z), i.e. le transport de
la normale en X donne la normale en 7.

(Un mouvement de coque quelconque ne conserve pas la normale a la fibre moyenne.) un
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12.3 Transport des vecteurs de base tangents et de la normale

Soit W, donné en (12.2) (déduit de ).

On se donne :
. [UcCR"™ =5, cR"
®o -

7 — X =g
un systéme de coordonnées sur Sy. Et on prend comme systéme de coordonnées sur S; le systéme

donné par :
= G0 {UCR”*—MS}CR”
Pt =Pt 0 Po . .. -
7 — T=@(qQ) = u(X).

La base du systéme de coordonnées sur la surface S; est (€1.;(Z))i=1,...n—1 €n T = G¢(§) ou :

€r.i(7) dSBt((T)E_’z = d&t(ff)'é'o;i(f), (12.5)

i.e. la base du systéme de coordonnées gy est transportée par le mouvement @Et en la base du
systéme de coordonnées @;. Et la base duale est (e}(Z) = dq;(Z))i=1,...n—1 au point & = G(q).
Comme ¥, restreint & Sy est égale & v, cf. (12.2), on a aussi :

—

Eri(T) = dU(X).60.4(X), pour i=1,..,n-1, (12.6)

Proposition 12.2 On a quand = ¢;(X) € S; et F;(X) = d¥,(X) :

(@) = PE T AX)
1F(X) T g ()]

(12.7)

Attention : la normale n’est pas transportée par le mouvement en un vecteur normal (et unitaire),
sauf dans le cas trés particulier de mouvements ¥ comme dans exemple 12.1 (surface épaisse dont
la déformation conserve la normale a la fibre moyenne).

Preuve. La forme normale & la surface Sy en X est donnée par, pour tout VeR:

6o(X).V = det(€p.1 (X)), ..., oen_1(X), V).

—

La forme normale & la surface S; en & est donnée par, pour tout ¥ € R™, notant v = Ft(X).V :

D’otu pour les vecteurs associés par le théoréeme de représentation de Riesz & 'aide des métriques g,
sur S; et gg sur Sy, cf. (5.10), pour tout ¥ € R™ t.q. ¥ = Fy(X).V :

D’ou :

D’ou (12.7) par normalisation des X. ua
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12.4 Relation entre les éléments d’aire

Ou se replace sur nos surfaces Sy et Sy (les fibres moyennes).

Proposition 12.3 Lorsque la métrique choisie est la métrique euclidienne dans R™ : en ¥ = ﬁt()?),
pour tout Vi,...,V,_1 € T(Sp) ¢, notant v; = Fy(X).V; € T(S;)z pour i = 1,...,n—1, et notant
Ji(X) = det(F,(X)), on a :

Ao (Z) (T oy Tu) = [T ()] F(X) TN (X) || oo (X) (Vi oy Vo). (12.8)

D’ou, pour toute fonction f; : Sy — R intégrable :

fi(%) do(T) :/)265 Fi(@e(NTU(X)] [[F(X)~T.N(X)|| doo(X). (12.9)

reS
Preuve. Soit M = F, '.ii (le pull-back de @ par ), avec donc i = F,.M. Avec (12.7) on a
(projection de W sur Vect{N}) :

—

b a7 YIEY: 1 - —— T 3 o
N°.M = gy ¢(M,N) = gy ¢(F, "1, N) = g1 (7, F; T .N) = ||F; T .N|| g1.2(7,7),
ce avec g, #(71,7) = 1. D'ou M = ||F;T.N||.N + M|‘ avec MH € (TSo) ¢ qui est orthogonal a N
pour le produit scalaire euclidien.

D’ow, pour tout @y, ...,U,—1 € (T'S¢)z vecteurs indépendants (sinon on aura 0 = 0), avec V. =
F; .4 € (T'So) ¢ (les pull-back) :
d&t(f)(gl, '~'a17n71) = det(@'l, ...,’l_)'n,hﬁ)
det(F,. VA, ..., Fy.V,o_1, Fy.M)
e (12.10)
det(Ft) det(Vl, veny Vn—la M)
det(Ft) det(vla A _’n—la HFt_TNH N)a

puisque J\ZTH est combinaison linéaire des V; et n’intervient pas dans le déterminant, d’ou (12.8).
D’ou (12.9).

Exemple 12.4 En particulier quand ¥ est donné par (12.4) avec donc Fy(X)~7.N(X) = @(%)
(normale transportée par ¥), on a :

doe(B) (T, o Tn_1) = | Je(X)| doo(X)(Vh, ..., V1) (12.11)

A Rappels : déterminants

Soit E un espace vectoriel de dimension m de dual E* = L(E;R).

A.1 Forme multilinéaire alternée

Une forme p-linéaire (linéaire, bilinéaire et trilinéaire quand p = 1 et 2 et 3) est une application
z: (01,...,7p) € EP — R qui est linéaire par rapport a chaque @ :

Z(~~~717i—17171' + )\ﬁ, 171'—&-1; ) = Z(...,5¢_1717¢,17i+1, ) + )\Z(...,ﬁi_l, ’l_l:, 17i+17 ),

pour tout A € R, tout @ € F et tout v; € E pour tout ¢ =1, ..., p.
Elle est dite alternée ssi :

Z(’U]_, ceny ﬁi, ...71_}}7 ...,Up) == —2(171, ceey i_j'j, ---777i7 ...,Up> (Al)

pour tout U; € E pour tout 4,j = 1,...,p. Ou de maniére équivalente ssi z(¢1, ..., ¥j) est nulle dés
que deux des ¥; sont égaux.
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Soit S, 'ensemble des bijections de {1, ...,p} dans lui-méme, une telle bijection étant appelée
une permutation. Une transposition 7 est une permutation 7 € S, qui échange deux entiers :
i # 7, 7(4) = 4, 7(j) = i, et 7(k) = k pour tout k # i,j. Toute permutation est composée de
transpositions, et la signature (o) d’une permutation est 1 si elle est composée d’'un nombre pair
de transpositions et —1 sinon.

Si z est p-linéaire, alors la forme p-linéaire z, définie par :

(U1, ey Tp) = Y 2(Unyseens U, (A.2)

oES)

est une forme p-linéaire alternée appelée antisymeétrisée de z.
Soit p formes linéaires (P, ....¢P € E*. Le produit tensoriel de ces p formes est 'application
multilinéaire ' @ ... @ ¢P : Ep — R définie par :

<el®...®ep><a,..,vp>defHW* (= € (#)--7(7). (4.3

Le produit extérieur £! A ... A £P de ces p formes est la partie alternée de ¢! @ ... ® £, i.e. avec la
notation (A.2) : L1 A AP =% (11 @), soit :

AN =17 @ L0, (A.4)
o€S,

i.e. pour tout ; :

(XA e APY (B o, Ty) = Z Hélﬁm (A.5)

Exemple A.1 Dans R? muni de sa base canonique (E;) de base duale (dz'), on a :
dat A da? = dat @ da? — da? @ da?,

avec donc (dz* A dz?) (9, ¥2) = aire du parallélogramme de cotés o) et ¥s. oa

A.2 Forme m-linéaire alternée et déterminant detp

Proposition A.2 Si p = m (la dimension de E) alors I'ensemble A,,(E) des formes m-linéaires
alternées est de dimension 1. D’ott si B = (b;)i=1,..m est une base de E de base duale (b');=1,. m
alors b' A ... Ab™ est une base de A,,(E) et :

(B A oo AB™) (b1, ..oy b)) = 1. (A.6)
Donc si z est une forme m-linéaire alternée alors il existe \ € R tel que :
Z2=Ab"A L AD™,

a savoir A = z(by, ..., by,).

Preuve. (b%) étant la base duale, avec (A.5) on a immédiatement (A.6).

Soit z une forme m-linéaire alternée. Une telle forme est entiérement déterminée par ses valeurs
sur les vecteurs de base, i.e. par les z(bal, b, s,,) bour toute permutation o € S,,. Toute permu-
tation est composée de transposition, et donc, z étant alternée, z est déterminée z(ggl, e l_;c,m) ol

o est croissante, donc avec o l'identité : z est déterminée par z(by, ..., b, ) =" A. un

Définition A.3 Le déterminant detp relativement & la base B est la forme m-linéaire alternée
dans F espace de dimension m donné quand A =1 :

def

det oL AL AD™. (A7)
B
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Corollaire A.4 Si C = (C;) est une autre base, il existe A\ € R tel que :

det = Adet, (A.8)
B C

a savoir A = detp (i, ..., Cm).
N.B. : si A > 0 on dit que les bases ont méme orientation.

Soit (U;)j=1,...,m m vecteurs dans E. Soit (v;)izl,”_,m les composantes de ¥; dans la base B :

m U]
— i .
v = g vjbzf :
=1 m

Vi /B

Alors [v}] est la matrice des composantes, et :
- — y hoté i
dgt(vl,...,vm) = dgt[vj]. (A.9)
A.3 Déterminant detp(L) d’un endomorphisme

Définition A.5 Soit L € L(F) un endomorphisme de E et B = (5¢)i=17,,_7,L une base de E de base
duale (b");=1..m. On définit le déterminant detp (L) par :

det(L) def Aet(Lby, vy Libm). (A.10)
Soit les réels :
L ¥y b)) (A.11)
i (L.bj), .
et [L] = [L}] appelée la matrice de L relativement a la base B. Autrement dit on a posé L =
> Lib; ® b/, On note :
noté i
dgt(L) = dgt[Lj]. (A.12)

A.4 Déterminant det(L) (volume algébrique) dans R™

On se place dans R™ muni de sa base canonique (E;), et on note (dz*) sa base duale.

Définition A.6 Le déterminant dans R™ est le déterminant det( 7, ou (E_"l) est une base cano-
nique. On note :
det = dz* A ... Adz™. (A.13)

Et le déterminant est appelé “volume algébrique”.

Exemple A.7 Dans R2 on a da! A da? = da! @ da? — dz? @ dzt. Si (by, by) est une base donnée

par b; = 3. ﬁ;ﬁi, on a det(by, by) = 3132 — BL2 # 1 en général. o
Définition A.8 Si L € L(R™) est un endomorphisme de R™ on note :
det(L) = det(L.E}, ..., LEy,) = det[L}] = det[L], (A.14)

ottonanoté L =73, Lj E; @ da.

A.5 Déterminant det d’une matrice

De maniére générale, si [A] = [a}] est une matrice, on la considére comme étant la matrice de
Pendomorphisme A € L(R™) :
A= aiE;@da! (A.15)
ij
exprimé dans la base canonique, et le déterminant de la matrice est par définition :
det[a;»] = det(A). (A.16)

Remarque A.9 Dans un espace vectoriel de dimension m, il n’y a pas de base canonique en
général : “la base canonique” n’a de sens que dans un espace produit comme R x ... X R ol un
vecteur de la base canonique est 'un des vecteurs (1,0, ...,0),...,(0,...,0,1) de R x ... x R.

Par exemple dans un “plan incliné” dans R3, il n’y a pas de base “canonique”, comme dans les
espaces tangents (T.5)z. uh
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A.6 Calculs par récurrence des déterminants de matrices : mineurs et
cofacteurs

On s’intéresse au calcul de déterminant de matrices A = [a;]l j=1,...,m- On considére 'endomor-
phisme de R™ associé & cette matrice relativement a la base canonique, cf. (A.15).

Définition A.10 Soit M; la matrice m—1 x m—1 déduite de A en supprimant la i-éme ligne et la
j-éme colonne. Cette matrice peut-étre considéré comme la matrice d’un endomorphisme de R™~1
dans la base canonique de R™~1.

Les mineurs de A sont les déterminants m? = det(M?).

Définition A.11 Le cofacteurs sont les :

C;‘ = (=1)"! m; (A.17)

La matrice des cofacteurs est la matrice C' = [¢}] i=1.....m .

J=1,..., m

Proposition A.12 Le déterminant de A est donné par exemple par le développement par rapport
a la premiére colonne :

m

det(4) =Y (1) ai m} = Zalcl (A.CT)E = (0.ATH, (A.18)

=1

ou CT = [¢]] = Loom €5t la matrice transposée de C.
Jj= m

Et de méme, en développant par rapport a la j-éme colonne pour j € [1, m]y quelconque :

det(A Za = (A.CT), = (C.ATY. (A.19)

Preuve. Le déterminant est une forme multi-linéaire alternée sur les colonnes, et donc det(A) =
det(a@y, ..., @) = Y, al det(Ey, .., @) = Y, a} det(E;, d2—adEj..., dm—al, E;) = Y, alch. wa
Exemple A.13 Dans R? on trouve :

ail; Q12 413

a Qa a a a a
det | as1 ass ass = a1 det 22 2 ao1 det 12 13 + agp det 12 13 .
a3z2 ass a3z2 Aass G2 A23
a3y asz2 as3

A.7  det(A) = det(AT)

Si A = [a}]i=1,..m , sa matrice transposée est AT = (AT —

j=1,.... m i=1,..., m
Donc si C est la matrice des cofacteurs de A, alors CT est la matrice des cofacteurs de A7,
D’ou :

Proposition A.14 On a :
det(AT) = det(A). (A.20)

Preuve. Avec (A.19) on a det(A) = Z” akch = + > alcl = det(AT). o

A8  det([L].[M]) = det([L]) det([M])
Proposition A.15 Si [L] et [M] sont deux matrices m x m alors :
det([L].[M]) = det([L]) det([M]), (A.21)

i.e. le déterminant du produit est le produit des déterminants.
En particulier si [L] est inversible alors :

det([L]™1) = (det[L]) ™. (A.22)

Preuve. Démonstration par récurrence sur la dimension de l'espace a I’aide la définition A.10 et
de (Alg) .
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A.9 Cofacteurs et inverse d’une matrice

Proposition A.16 On a, I étant la matrice identité de R™ :

A.CT = C. AT = det(A) I, (A.23)
et donc quand A est inversible :
ATl = detl( 7y cT. (A.24)
Preuve. Terme diagonal : .

(A.cTy: Zazcz—det A),

cf. (A.19).

Terme extra diagonal, j # i. Pour la lisibilité prenons ¢ = 1 et j = 2 (idem pour les autres
cas). Soit alors B dont les deux premiéres colonnes sont identiques et égales a la premiére colonne
de A, et dont toutes les autres colonnes sont celles de A : on a donc posé b = by = bi pour
tout 7 = 1,...,m et b’ = bi pour tout i = 1,...,m et tout j = 3,...m). Deux colonnes de B étant
identiques on a det B = 0, et les cofacteurs c5 sont donc les mémes pour A et pour B (toutes les
colonnes sauf la deuxiéme sont égales). D’ou :

(A.cT)} = Zakck = Zbkck = Zb & = det(B.CT) = det(B) det(CT) =

D’ou (A23), d’on (A24) un

A.10 Déterminant det et produit scalaire euclidien

On se place dans R™ muni de sa base de son produit scalaire euclidien, et on prend une base
orthonormée B = (b;) (relativement au produit scalaire euclidien), et on note (b") sa base duale.

Proposition A.17 Le déterminant est indépendant du choix de la base orthonormée de méme
orientation :
dgt = det quand B est une b.o.n. orientée positive (A.25)

Preuve. Il s’agit de montrer que A AV =dzt AL Adz™

Ona (b*A... A bm)(bl, ...,b ) =1

On a (dz* A ... Adz™)(by, ..., bm) = (dz* A ... Ada™)(L.E}, ..., L.E,,) = det(L) ou L est 'endo-
morphisme de changement de base.

Soit P la matrice de L donné par L = 77", P;E_'l ® da?, ot donc 5}- = L.E; = S PJ?E_;

Par hypothése (l;l) est orthonormée, soit (gi,gj)]Rnl = 4;5, dou 0;; = Yy, PikPjé(E’k,E'g)Rm =
> owe PEP{ore = 3, PFPF = (PT.P)i, dou PT.P = I. D’ou (det P)® = 1, d’ou det P = 1 car
det P > 0, les bases ayant méme orlentation. un

> Il

A.11 Déterminant detp et produit scalaire

Soit g(-,-) = (-, )y un produit scalaire, soit (bs)i—1....m une base, et soit [g]p = l9i5] = [g(b;, gj)]
la matrice de g dans la base (b;). En d’autres termes g = > 9i b @V Et si 0= 3, vk by, et

W =", w'b, sont deux vecteurs exprimés sur la base (b), on a :

17,16 Z’U UV Gke = ﬁ [g]B[’LF)]B

Siv; =Y, v kby, pour i = 1, ..., m sont m vecteurs exprimés sur la base B, on note [V]5 = [v g la

matrice dont les colonnes sont les composantes des ¥; dans la base ( ;). On obtient matriciellement :

[9(T;, 7)) i=1m = [V]E.[g]5.[V]B,
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d’ot pour les déterminants de matrices :

detlg(5, )] = det[g] . (det[V]z)?.

Si de plus (b;) est une base directe relativement & g(-, ), i.e. si det[g] > 0, et si les (¢;) forment une
base orientée positivement, i.e. si det[g(?;, 7;)] > 0, on en déduit :

) = W (= det[V]g), (A.26)
etlg]n

expression générique utilisée par exemple dans le cas de la métrique euclidienne exprimée dans un
systéme de coordonnées .

dgt(vl, veey Upny

Proposition A.18 Si C = (¢;) est une base quelconque on a :

dgt = t. (A.27)

1
———— det = —— de
det[g]c | det P
ot P est la matrice de passage d’une base orthonormée B = (b;) a C, i.e. Ci= P;li

det[g(l_)ai,l_;j)] _

Vdetlgle \/delt[g]c quand B = (b;) est une base

Preuve. (A.26) donne detc(by, ..., by) =

orthonormée. .

Quand P est la matrice de changement de base, &; = >, Pib;, soit Pj = b*.(¢;) pour tout
i,j, on a [glc = PT.[g]p.P car g(c,c) = g(P.bi, Pbj) = Y., PFP{g(bg,be), d'on detlgle =
(det P)? det[g] g avec ici B orthonormée. wa

Exemple A.19 Dans R?, le volume limité par le parallélogramme de cotés donnés par les vecteurs
U et W est | det(¥, w)|. En cartésien, on a :

det = da' A d2? = do' ® d2® — d2® ® da' (A.28)

(antisymétrique), et donc det(7, @) = v'w? — v2w! quand 7 = v'E; + v2Es, et @ = w'E) + w?Es.
En particulier, det(E, Eo) = 1 = (da! A da?)(Ey, Ea) = (da! @ da? — da? @ dat)(Ey, Ey) = 1
est le volume (ici I’aire) du quadrangle limité par les vecteurs de base canonique; et
Et si on change 'ordre des vecteurs, on obtient par exemple det(Eg,El) = —1. Et le volume

limité par Eg et El est donné par la valeur absolue du déterminant. -n

cos) —rsinf

Exemple A.20 Et en polaire, avec P = (sin@ v cosl

) la matrice de changement de base,

on a Jz =det P =r et donc

det = dax' Adx® =rdr Adf = r(dr ® d — df ® dr), (A.29)

et donc det(v,w) = r(v"w? — v%w") quand T = v"é; + v9ey et W = w"é + wey. Les formules de

T 1 0 in@
changement de base donnent effectivement (ze> =p! (52) avec P! = ( o ) et

T T

VU cos fv! + sin o2 e g 1.2 2.1
donc <U9> = (i(sinf)vl 4 cos 02 . Et on trouve bien : r(v"w’ — v?w") = viw?* — viw'.
1 0 -
(b 12 ) VAl =r = Vaetls@. 5]
En particulier, (rdr A df)(€1,€2) = r(dr @ df — df @ dr)(é1,82) = r est le volume (ici laire)
limité par les deux vecteurs (de base du systéme) orthogonaux €; et é> de longueur respective 1
et r.

Icig=

Exemple A.21 Sur la sphére de R?, la métrique euclidienne dans la base du systéme sphérique

. €s, e €3, € R? cos? 0 y .
a pour matrice [g] = (;]Eé'z gz; Zgé,i 52;) = < 0 4 RQ)’ cf. (3.4). D’ou +/det[g] =

R? cos . o

Exemple A.22 Sur la sphére de R?, pour la base normalisée (ﬁ, j;) ol fZ(f) = ;i((j)@ et fé(f) =
3(%) 13 matrice de = (g(f1,f1) g(f1,f2)> = (1 O) = it (f1, fo

, g est [g] = SRR 2003 = = I, autrement dit (f1, f2) est
B g(f??fl) g(f27f2) 01

orthonormée pour g(-,-). D’ou \/det[g] = 1. Cette base normalisée est trés utilisée pour les calculs

de surface. .

1

o,
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A.12 Dérivée d’un déterminant

Lemme A.23 Soit A(t) = [a} (t)]L 1...m une fonction matricielle ([0, T); R™).

Soit [¢%(t)] = (det A)[(A~H]] Ia matnce des cofacteurs de A(t). On a :

detA U da§ Y
Z d— ¢t = det(A) Z (A7, (A.30)
1,j=1 3,j=1
soit : d(det A A
% = det(4) Tr(“2. A7), (A.31)

Preuve. Soit @; € R™ le vecteur dont les composantes dans la base canonique sont stockées dans
i

at
J
la j-éme colonne de A : [d;] = - Ainsi det(A) = det(dy, ..., dp,). Comme det est une forme
a™
e J
multilinéaire alternée on a :
d(det(A)) da; . L. dd,,
T =de t(ﬁ as, ...7am) + ...+ det(al, a9,y ..., W)

Le j-éme terme de la somme développé par rapport & la j-éme colonne donne :

o
- - da; . daj
det(ah...,aj,h at’ y Qjgly ey @ m) = E T Cj,
i=1
: . d(det A) _ m da;- i n
et on fait la somme : === =3>""_ | 4 ¢} ua

Remarque A.24 (A.31) est une relation matricielle, et la trace est ici la somme des termes
diagonaux de la matrice.

On rappelle cependant que la trace est par définition un opérateur qui agit sur les endomor-
phismes, qu’une matrice A carrée peut toujours étre considérée comme étant la matrice d’un
endomorphisme, et que la valeur de la trace est alors indépendante de la base choisie : notant P
la matrice de passage d’une base dans une autre et Q = P~! on a

Te(QAP) =) QLALP! =) (PQ)LAL =) A} = Tr(A),
k

ikl ke

la formule de changement de base A — P~!AP étant vraie pour les endomorphismes (ou les

tenseurs T7). ua

B Annexe : Langage de géomeétrie différentielle : quelques
notions

Appelé calcul de Cartan, cf. Cartan [3].

Ici on dira qu’une paramétrisation est réguliére si elle est injective et au moins C? (on aura
besoin de la normale).

Le but est d’introduire les variétés sans référence & un espace “plus grand” : par exemple on
relativité générale, nous vivons sur la variété espace-temps de dimension 4, variété qui n’est pas
un espace vectoriel (c’est une “surface”) et qu’on ne veut pas considérer comme sous-ensemble d’un
espace vectoriel plus grand (de dimension > 5).

On renvoie & un cours de géométrie différentielle pour une présentation compléte. Ici on ne fait
qu’une introduction.
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B.1 Définitions : variétés, cartes, atlas

Jusqu’a présent on a considéré une paramétrisation g : U — S de la surface S (la géométrie).

Ici on considére I'inverse ¢ = g1 : § — U. Et on notera S = M (Manifold en anglais).

En particulier, avec les notations précédentes, on pourra avoir M =  un ouvert de R™ ou
bien M = S une surface dans R™. Dans tous les cas, M sera notre “ensemble géométrique”, qu’on
va essayer de “cartographier” (i.e. de repérer les points de cet ensemble par exemple a ’aide de
coordonnées polaire, cartésiennes, sphériques...)

Remarque B.1 Attention! En géométrie différentielle, f est_appelé un systéme de coordonnées.
Alors qu’en mécanique, le systéme de coordonnées c’est ¢ = ¢~!! Ici la fonction ¢ : ¥ — § envoie
un point géométrique & vers sa représentation en coordonnées paramétriques g. un

Soit donc M un ensemble de points dans R™. On va définir la notion de “M variété de dimen-
sion p”.

Définition B.2 Une carte locale sur M est une bijection E :S — U, ou S un sous-ensemble de M
et U est un ouvert de RP?, la carte étant alors notée (S, ().

Définition B.3 Un atlas sur M est une collection de cartes locales {(.5;, Qt;),z € I}, ou I est un
ensemble donné, telle que :

1- ./\/l = Uie[ Si, et

2- toutes les cartes sont compatibles entre elles, i.e. si (S;, ) et (S;, C_;) sont deux cartes telles
que S;(S; # 0 alors @ ) g:;’l est un difféomorphisme C°° 14 ou il a un sens, i.e. de 'ouvert
Gi(S; S;) C RP sur 'ouvert CHJ(Sz NS;) C RP.

Définition B.4 Si M peut étre muni d’un tel atlas, on dit que M est une variété de dimension p.

Exemple B.5 Le cercle centré en 0 de rayon R dans R? peut étre muni des deux cartes (_; = @';1 :
Z = (z,y) € S; — q0) € U; ou g;() = (Rcos,Rsinf) ou Uy =] — m, 7| (ouvert qui exclut le
point £ = (—R,0) € S) et pour Uz =|0, 27| (ouvert qui exclut le point Z = (0, R) € S). Ces deux
cartes (S1,(1) et (S2,¢2) forment un atlas du cercle, et le cercle est une variété de dimension 1.
Par exemple pour ¢ €] — 5, 5, [, on a (1(v,y) = arctan(¥) = 0(z,y). un
Exemple B.6 M est “la France”, S; une région de France a cartographier, et U; est la photo prise
d’un avion, d est une carte locale, et l'atlas est donné par un atlas routier (ici l’atlas routier est

I’ensemble des images U; = (;(S;)). ua

Exemple B.7 Une hyper-surface S dans R™ est une variété de dimension n—1. Exemple de la

sphére dans R3. LS

Exemple B.8 Projection stéréographique. On considére la sphére S? = S(0,R) = M de R?
centrée en 0 de rayon R, & laquelle on enléve le pole nord. Pour Z un point de cette sphére, on
trace une droite qui passe par & et le pole nord, et on prend 51 : ¥ — §= (u,v) € R? I'intersection
de cette droite avec le plan “z = —17. Ici S; = S2 — {pole nord}, la carte est (Sy,¢;), et U = R2

(On appelle également projection stéréographique la projection précédente ou on remplace le
plan d’équation “z = —1” par le plan d’équation “z =constante”).

Si on veut disposer du pole nord, on fait la construction “symétrique” a partir du pole sud. A
I’aide des deux cartes ainsi définies, on a recouvert la sphére : ces deux cartes forment un atlas. dm

Exemple B.9 Un point Z de la sphére M = S? = S(0, R) de R centrée en 0 de rayon R, & laquelle
on a enlevé “les poles et le méridien de Greenwich”, ensemble noté S, peut étre repéré par (6, p) € U
(longitude-latitude) avec U =0, 2x[x] — Z, Z[ ouvert de R2, i.e. on pose  : & — ((Z) = (6, ©).

272
Rcosfcosy
A Taide des coordonnées sphériques, 7 : (0,¢) — 7#(0,¢9) = & = | Rsinfcosy |, et on a
Rsingp
f: Pl 7 — 7ND), et 5: S — U est une carte dans M. o=
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B.2 Orientation d’une surface

Soit 5’1 = ¢ :U c R! - § C R” une paramétrisation locale réguliere de M.
Soit (€;(Z))i=1,..n—1 la base image de la base canonique (El)l 1,..n—1 de R"™ L par @, ie.
€;(%) = dg(q). E quand 7 = J(g). (En d’autres termes (e}(a‘:’))izlym,n_l est la base du systéme
de coordonnées .)

Définition B.10 Soit 1/7 7€V c R"! — § C R" une seconde paramétrisation locale réguliére
de S. On dit que & et w définissent la méme orientation locale de S ssi le changement de paramé-
trisation o @: 7€ U — 7 € V est de jacobien positif, i.e. ssi det(d(1)~! o $)(7)) > 0 pour tout
geU.

—

(Noter que [dF(q)] est une matrice n x (n—1), alors que [d(1)~! o $)(7)] est une matrice carrée
(n—1) * (n—1).)
Exemple B.11 Dans R?, soit S le cercle de rayon R (& un point prés) paramétré par @ : 6 €

S cos 0
10,27[— Z=R (sin0

On a & (f) = 3'(0) = R (‘Si“) — @ (0).

cosf

. Par convention, on dit qu’on dispose de 'orientation positive du cercle.

. I - o S cos(At)
Pour A > 0, soit la paramétrisation du cercle ¢ : t € [0,5F[— & = R (Sin()\t) . On a

f) =¢'(t) = AR (;EQS?) = b1 (t) (cercle parcouru dans le méme sens 2 la vitesse AR).
La relation entre Z = @(0) et § = 1(t) est donnée a Iaide de F(At) = ¥(t). Donc au point

= @(At) = ¢(t) = ¢, on a by (t) = Ad1(At), i.e. f1(Z) = Aé1(Z) : la matrice de changement de base
est le scalaire A > 0, et donc on conserve bien 'orientation du cercle. un

Exemple B.12 Paramétrisation du cercle en sens inverse. Pour p > 0, soit la paramétrisation du
corce 3 ¢ € 0.2 = 7 ( Solm 1) ). ona i) = ) = e ("0 ) =
¢1(t) (cercle parcouru en sens inverse a la vitesse uR).

La relation entre Z = @(A) et 7 = 1(t) est donnée a aide de F(2m — put) = (t) : Donc au
point & = @21 — put) = () =, on a & (t) = —udy (27 — ut), i.e. f1(Z) = —pé1(Z) : la matrice de
changement de base est le scalaire —p < 0, et donc & et 1/7 donnent deux orientations différentes
du cercle. =

Proposition B.13 Localement il n’existe que deux orientations possibles.
Preuve. Une application réguliére ¥ : R"~! — R"~! a son jacobien > 0 ou < 0. Ici ¥ = ¢ L o@. d

Définition B.14 (Orientation locale.) Une carte locale (S, §~1) détermine une orientation de S,
lorientation de S au voisinage de ¥y déterminée par J est donnée par 'orientation de la base

Donc, pour un autre difféomorphisme local 127 (une autre carte locale (53, 1/7*1)), de base associée

(fi(®))iz n—1 Ol fi(@) = di(§).E; quand & = (), cette base & méme orientation que la base
(€;(Z)) si la matrice de changement de base a son déterminant positif.

Définition B.15 (Orientation globale). Soit S une surface réguliére (une variété). On dit que S
est orientable ssi il existe un atlas (U, 951‘_1)1 de S qui conserve I’orientation, i.e. ssi sur U; (U,
on a det(d(g; o 95';1)(@) > 0 pour tout point ¢ commun aux cartes @; et ¢;, pour tous g, j.

Exemple B.16 La sphére est orientable, le ruban de Mdbius n’est pas orientable. un
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B.3 Différentiation sur une variété

A T’aide d’un atlas on peut définir une topologie sur une variété (les ouverts, d’ou la continuité)
puis la différentiabilité :

Définition B.17 Une sous-ensemble A d’une variété M est un ouvert ssi pour tout a € A il existe
une carte locale (U,, 3,) avec a € U, et U, C A.

Le., pour tout a € A, il existe U, C A tel U, est 'image réciproque d’un ouvert de R™ avec
a € U, (puisque par définition d’une carte g, : U, — V, Pensemble V, est ouvert dans R™).

Corollaire B.18 Ayant défini les ouverts de M, on a ainsi défini une topologie sur M.

Preuve. On vérifie aisément que ’ensemble des ouverts ainsi définis sont tels qu’une union quel-
conque et une intersection finie sont des ouverts, et que ’ensemble vide et M tout entier sont des

ouverts. .

Exemple B.19 La sphére S? de R?, munie des cartes de 'exemple B.8, est munie de la topologie
attendue : celle induite de R3, i.e. ses ouverts coincident avec les QN .S? oi €2 est un ouvert de R3.
(Ici S? est également considéré comme ensemble plongé dans R3. Dans la suite, S? sera souvent

considérée par elle-méme : sans référence & son plongement dans R?). un

Définition B.20 Soit f: M; — My ou M; et My sont deux variétés de dimensions respectives
m et me. On dit que f est de classe C" en & € M ssi il existe une carte (U, $1) au voisinage
de #, avec @1 : Uy — V3, et une carte (Us, F2) au voisinage de f(Z), avec @ : Us — V4, tel que
f(U1) C Uy et tel que G0 fo@yt: Vi — Vs est de classe C" (de ouvert V; € R™ dans I’ ouvert
Vo C R™2).

Et goo fo 35’;1 —noté [, est appelé u représentant local de f.

Proposition B.21 L’identité I : M — M est un difféomorphisme.

Preuve. Par définition d’une variété, les changements de cartes g5 o gZJ'fl : V. — V sont des
difféeomorphismes, donc @ o I o ;1 = By 0 F; ! est un diffeomorphisme. un

Corollaire B.22 Les cartes (U, §) sont tels que les @ sont des difféomorphismes.

Preuve. On applique la définition précédente : on note ¢ : U — V C R™ la bijection définissant
la carte locale. 1- soit 7,/; V — V C R™ un diffecomorphisme. Alors (U, 1/) o @) est également une
carte locale. 2- On en déduit que ¢ Lo (¢ F)ol : U — V,ou I est l'identité de U, est un
difféomorphisme ; i.e. ¢ est un difféeomorphisme. uh

B.4 Fibré tangent a une variété

Définition B.23 Soit M une variété, soit £ € M et soient deux réels a,b t.q. a < 0 < b. Une
courbe sur M en Z est une application ¢ : t €la,b[— ¢(t) € M telle que ¢(0) = & et telle que &
est C'*. Une courbe est réguliére ssi &’ (t) # 0 pour tout ¢. On ne traitera que de courbes réguliéres.

Remarque B.24 En appliquant la définition B.20, oil ici M joue le réle de M, le caractére C!
est bien défini : il suffit de prendre @ : U — V ou V est un ouvert de R™, gy 'identité de ]a, b[
dans lui-méme : dire que ¢ est C" équivaut a dire que @y o ¢:Ja,b[— V est C’T ==

Le fibré tangent a une variété sera la réunion des espaces vectoriels tangents. C’est ’ensemble
de vecteurs tangents a la variété, vecteurs qui ne peuvent pas ici étre définis comme étant des
bipoints sur la variété : exemple de la sphére ot un vecteur (non nul) tangent en un point A n’est
pas un bipoint v = AB ot B est aussi un point de la sphére ; pour que ¥ soit tangent a la sphére,
et U = At', le point C' n’appartient pas a la sphére (il est forcément strictement “au dessus” de la
spheére).

On suit 'approche d’Abraham et Marsden, i.e. 'approche & l'aide des courbes tracées sur la
variété : un vecteur vitesse (vecteur tangent a la courbe) sera déclaré étre un vecteur tangent a la
variété.
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—

Définition B.25 Soit (U, §) une carte tel que & € U C M. Deux courbes ¢, ¢ sont tangentes

en Z relativement a  ssi les courbes Go & et Go s :] —e,e[— R™ sont tangentes en 0, i.e. ssi :
3@ (1) — @) [rm
g 1260 = F@O -

Remarque B.26 Dans le cas des surfaces plongées dans R™ (ou dans le cas des ouverts de R") et
@ de classe C!, on retrouve les résultats usuels : 'expression (B.1) dit que les vecteurs tangents sont
identiques : avec &(0) = %, on a (e ()= ¢(02(t))|hmm _ ||so(01(t)) P(e1(0) _ @) — sﬂ(fz(O))H
[|[d3(Z).(¢"1(0) — c’2(0)) +0( )|], et @ étant un dlffeomorphlsme quand t — 0on obtlent [l¢’1(0 )

c’2(0)]| = 0, i.e. que les vecteurs tangents ¢’1(0) et ¢’2(0) sont égaux (vitesses égales). un

Proposition B.27 Le fait que deux courbes soient tangentes ne dépend pas de la carte choisie : si
(U1, 41) et (ug, P2) sont deux cartes en T, si ¢y et ¢y sont deux courbes tangentes en T relativement
a Jy, alors elles sont tangentes en & relativement a gs.

Preuve. Pouri = 1,2. On a @06 = (F20@; H)o(F10¢) (au vmsmage de Z), et donc d(F206;)(t) =
d(2 0 F7) (B1(E(1).d(1 0 G)(1), et done (@ 0 G)(0) = (s o F)(@).d(: o &)(0). Comme
d((ﬁl e} 81)(0) = d(@'l e} 52)(0), on en déduit d(('BQ e} 51) 0) = (QDQ e} CQ)(O) un

—'77

Il est immédiat que la relation “étre tangent en est une relation d’équivalence (reﬂexwe
symétrique, transitive). On définit alors les classes d’équivalence des courbes tangentes en # : pour
¢ une courbe donnée en &, on note [c]z sa classe d’équivalence :

[¢]z = {courbes tangentes & ¢ en T}.

Exemple B.28 Dans le cas d’une variété qui est un ouvert dans R™, une courbe est donnée
par ¢ :]a,b[— R™ et son vecteur tangent en ¥ est parfaitement défini par ¢’'(0) = lim; o &
Un représentant de [c]z est alors donné par la droite &(t) = Z + t’(0), i.e. [dz est caracterlse par
le vecteur tangent ¢’(0) a cette droite. ua

Définition B.29 On appelle espace tangent & M en &, ou fibré tangent & M en &, l’espace :
Tz(M) ={[@lz: ¢ courbe en &}

Et on note :
TM= ] Tz(M)
FeM

appelé fibré tangent (ou espace tangent) de M.
On peut alors définir la différentielle :

Définition B.30 Pour f: M — N de classe C! et ¢ :]a,b[— M une courbe sur M, la fonction
foé:la,bl— N est une courbe sur N. On définit Tf : TM — TN par :

Tr(@s) = [f o &y "S (F(&), Df(&).5), (B.2)

quand ¥ est un représentant de la classe [¢]z. Et Df(Z).0 est appelé différentielle de f en & dans
la direction v.

Cette définition a bien un sens : par définition Df(Z).0 = d(f o ¢)(t=0) = }iﬂé w €

R. Et on vérifie facilement que la courbe f o ¢ est tangente a toute courbe fo é’pour tout ¢ € [C)z
cette définition est indépendante de la courbe choisie dans [¢]z.

B.5 Connexion

On reprend ce qui a été dit au paragraphe C, ot on remplace S par M.
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B.6 p-forme différentielle

Une p-forme extérieure (ou plus simplement une p-forme) sur Q C R™ est un tenseur « € TISJ(Q)
qui est alterné, i.e. tel que, pour tout Z, la forme multilinéaire a(Z) € L((R™)P;R) est alternée.
C’est a dire, pour tout &, az est multilinéaire et, pour tous ¥, ..., v, € Tx(R"™) :

ai(vla () 6;0) = Sign(ﬁ)ai(ﬁﬂ(l)a ey rD;r(p))

pour toute permutation 7 sur {1,...,p}, ou sign(w) = +1 est la signature de la permutation.
(Définition équivalente : az(1, ..., Ux) = 0 chaque fois que deux des vecteurs sont égaux.)

On note A,(R™) I'ensemble des (0 p) tenseurs qui sont alternés. Et un élément de A,(R")
est appelé une p-forme sur R".

B.7 Volume

En particulier le déterminant vérifie det € A, (R™) (c’est une n-forme), et il définit le volume, et
I’ensemble des n-formes dans R est de dimension 1, i.e. toute n-formes dans R™ est proportionnelle
au déterminant. En coordonnées cartésiennes, (dxi)i:17..,,n étant la base duale de la base canonique
(Ei)izl _____ » de R™, on note :

det = dazt A ... A dx™.

Cest la forme multi-linéaire alternée vérifiant det(Ey, ..., E,) = 1. Et donc p € A, () est néces-
sairement de type :
w(@) = g(%) dz* A ... Ada",

ot g € C®(R).

Remarque B.31 Rappel dans R". Soit ¢ : U C R® — Q C R" un difféomorphisme.
Le pull-back d’une fonction g € C*°(2; R) par ¢ est une fonction f € C*°(U;R), notée f = g*g,

définie par :
(F*9)(q) = 9(Z),

quand Z = F(§). Le pull-back permet de faire des calculs sur la “configuration de référence”, ici U,
au lieu de les faire sur la “configuration actuelle”, ici 2.
Pour p > 1, le pull-back d'un tenseur ¢ € T))(Q) par § est le tenseur noté @*t € T (U) défini

—

par, quand = @(q), et quand 7;(Z) = d@(q).V;(q) pour i = 1, ...,p (les transportés des V; par @)

— —

(PG V1 V) = L(E, U1, ., 1),

Le. (F*)(T, V1, ..., V) = H(@(@), dB(q). V4, ..., dB(d).V},). Noté encore :

153

(@) (Vi s V) = L (T, ey Tp),s

Et, quand f = g*g est le pull-back de g par {J, le pull-back de u par J est donné par, quand
7= (@)

(& m)(@) = (@) (@) dXT A .. NdXT, (B.3)
ot (dX?);—1,. . n est la base duale de la base canonique dans R" D U et Jz(q) = det(d@(q)) le
jacobien de J en ¢. un

Remarque B.32 Attention aux notations : dans (B.3) on a utilis¢ la notation dX' et non dq’.
Si on avait utilisé cette derniére notation, on aurait écrit G*u(q) = f(q) J3(q) dg* A ... A dg™, la
notation dq’ est alors celle de la base duale de la base euclidienne dans R™ O U ; d’ailleurs on
intégre sur U. Ce n’est donc pas dq’(Z), notation pour la base duale dans R™ D Q de la base
(€:(%)) en T € Q du systéme de coordonnées : (dX?) est la base duale de la base canonique dans
I’espace de départ.

Pour éviter les confusions d’écriture, on utilisera dX* (et non dq’) quand on travaillera dans U

sans référence a . oa

Définition B.33 L’intégrale de p sur Q (ouvert de R") est la valeur de l'intégrale de Lebesgue

de g sur Q :
/ ] def / gdx!..dz". (B.4)
Q Q
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On suppose que det(d@(g)) > 0 pour tout ¢. On a donc également dans ce cas :

[ en® [ @@ @ axaxn (B.5)
U U

(Ici on est dans le cas ¢ : U — Q difféomorphisme avec U et € ouverts de R™.)
Et on obtient pour un difféomorphisme @ qui conserve I'orientation (i.e. Jz(¢) > 0 pour tout §),
réécriture de (4.23) (changement de variables dans les intégrales) :

/Qu:/UsE"‘u, (B.6)

écriture usuelle de (4.23) en géométrie différentielle (lorsque & conserve I'orientation dans R™) qui
va étre généralisée aux surfaces orientables de R™.

Interprétation : pour calculer U'intégrale de p sur © (“configuration actuelle”), il suffit de calculer
lintégrale de son pull-back @g*u sur U (“configuration de référence”).

B.8 Aire d’une surface orientable

On réécrit (B.6) dans le langage de la géométrie différentielle. On se donne une surface réguliére
orientable S C R™ paramétrée par :

F:UCR" - SCR"

On note (€;(Z))i=1,....n—1 la base sur S définie par &;(Z) = gfi

s

(¢) au point ¥ = @(¢). Et on note
(€!(%) = dq'(¥))i=1,.. n—1 la base duale. Et on suppose que @ définit P'orientation.

Soit p une (n—1)-forme sur S (donc u(Z) est une forme multilinéaire alternée définie sur TzS
le plan tangent & S en &). On a u de la forme :

() = g(2)dg" (£) A ...dq" (D),

qu’on peut caractériser a l’aide de son pull-back dans U, qui est de la forme, quand f(§) =
("9)(@) = 9(Z) quand 7 = &(q) :

5 (@) = (@) /det(C2) X' Ao AdX™

Définition B.34 On définit alors l'intégrale de p sur une surface orientée S par :

déf ok
/u = /w s (B.7)
S U

qui n’est autre que la formule de changement de variables usuelle.

B.9 Produit intérieur

Pour & € T(R™) on définit 'opérateur de produit intérieur (contraction) :
| {Anw) A1 (RY),

1 -
a g, (igaz)(U1y ooy Un—1) = az(W, V1, ..., Up_1).

En particulier pour o = det le déterminant (qui détermine le volume), pour ¥, ..., U,,_1 tangents &
la surface, pour 7 le vecteur normal unitaire a la surface, iza détermine l'aire (au signe prés) du
parallélépipede de coté 01, ..., 0,—1. On a en effet (au signe preés), en se restreignant a TSz :

(izdet)z = (=1)"Ydg" () A ... Adg" 1 (Z) = (=1)" " dog,
puisque :

(i det) (€1 (D), ..., Ea_1(Z)) = det(A(E), E1(D), ..., Ea_1(Z)) = (=1)" "' det(1(Z), ..., En_1(Z), #(Z)).
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B.10 Différentielle extérieure

(En quelque sorte, Popération “réciproque” du produit intérieur.)
On introduit I'opérateur de différentiation extérieure :

LAY - AR,
B dexs3,

comme suit : pour une forme n—1-linéaire alternée 5 sur R" on commence par considérer sa différen-
tielle usuelle définie en 7, i.e. 'application linéaire tangente d@ (&) ="°% §'(¥) € L(R", A,_1(R"))
(définie par le développement limité a l'ordre 1). Donc §'(Z).w € A, —1(R™) est la dérivée dans la
direction o définie par :

(ﬂ/(f)u_j)(ﬁlﬂ ceey ﬁn71> = }ILIm

(On supposera au moins 3 € C1.) Et & 8’ on associe la différentielle extérieure (alternée) deyt3 €
Ap(R™), en posant :

n—1

D (1)U (@)-5) (T, ooy it Tipds o B

=0

R N def
dextﬁf(”Oavla'“avn—l) =

En particulier, si 8z = Ba,...a,_, (Z)dz® A ... Adx®~ (et toute (n—1)-forme différentielle est une
somme de tels termes), on a :

dext Bz = dBa,...an_o (&) Adz® A oA dztt

— 8 A ey . y ; .
ott dfay...a,_, (T) = >0 4 % dx® . Comme les da’ A da’ sont nuls, il reste :
dextBz = Bar-cany dz® A dx® A ... Adzt = y(Z)dxt A A da™
extIz — Dpan =7 ;

ot les (&) sont faciles & déterminer : ainsi si § € A, —1(R™) alors dext(3z est proportionnel au
volume.

Exemple B.35 On prend ® le systéme de coordonnées cartésien dans R™. Soit la mesure :
pz =" de't A A dz" T (B.8)

qui donne :
dextpiz = dz™ ANdxz' A .. A dz" 1,

ie. :
dexepiz = (=)™ dz' A .. Adz™ = (—1)" det = (—1)"d,

ot df) est ’élément de volume.
Et pour une surface plane (horizontale) de normale 7 = E,,, on a i7(dextptz)(E1,y ..oy En—1) =
dextuf(E’n7 E17 crey Enfl)a d,Ofl :

Tadext by = dz' A .. Adz" L.
Exemple B.36 Soit ¢ un systéme de coordonnées sur une surface. On prend ® le systéme de
coordonnées dans R™ déduit de &, cf. (10.41). Soit (sur la surface) la mesure :
pz = g() dg" (Z) A ... A dg" (@), (B.9)
qui donne :
dexopiz = dg(%) A dg"(Z) A ... Adg"(Z)

On a dg(Z) =Y., %’i(f)dqi(f), et donc :

a — n( = — n—1/=
dextftz = a—q‘(i(:c) dg™ (@) A dg*(F) A ... A dg" " (E). (B.10)
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En particulier :
9(@) =q"(®) = dexpz = dg" (@) Ndg (F) A ... Ndg" T (E),

et donc dexipt = (—1)"+1ﬁ, i.e. I’élément de volume est donné par :

det =dQ =dax' A ... Adx™ = (—1)" T Ty deye st
ol det est le volume et Jg est le jacobien du systéme de coordonnées P.
Puis 47 (dextptz) (€1, s €n—1) = dextpiz(7, €1, ..oy En—1), d’OU :
iidexe iz = dg* (Z) A ... Adg"H(Z)
la contraction avec le vecteur normal unitaire donne la mesure de surface. un

Exemple B.37 Dans R?, on prend les coordonnées polaires avec donc les vecteurs de base &) (%) =

cosf R —sind o " a1s _

(sin@) et (%) =r ( o 0 ), et la base duale (dr(Z),df(Z)). L’élément de volume est d) =
dx Ndy =rdr Adf.

- - ([ Rcosf

Sur le cercle F: 0 — ¥ = <Rsin9

unitaire est donnée par 71(Z¥) = —€1(Z), cf. remarque 5.18, qui fait de (€3, 7) une base directe. Le

systéme de coordonnées ® associé & @ est donc donné par, cf. (10.41) :

®(0,2) = 3(0) + 2ii(F) = R (C039> . (C039> ,

sin 6 sin 0

(paramétré dans le sens trigonométrique), la normale

et les vecteurs de base sont (pour |z| < R, ce qui est suffisant car on s’intéresse au cercle) :

R0 = 500 =(r-2) (00) = e,

cosf R
oo 0D . 0 o
fo(T) = 5 (r.2) = ii(T) = - (E?ﬁa) = —&(D).

La base duale est donc f1(Z) = 52 d0(Z) et f*(Z) = —dr(Z) = dz(2).
Soit p(Z) = zdO(Z) la mesure sur le cercle. (Par rapport a ’exemple précédent, ici on a ¢" = z
et dg™ = dz). Donc dexgpt = dz A df = —dr A df, et —r dexepr = 7 dr A df est ’élément de volume.
Puis pour Z sur le cercle (avec donc z=0 et fl = é5) on obtient iﬁdextﬂf(ﬁ) = dext (7, €3) =
(dz A dO)(7,&) = 1 = dO(f1). Et donc izdexiz = db.
Exemple B.38 Dans R?, on prend les coordonnées polaires avec donc les vecteurs de base &) (%) =
(2?;3) et ex(7) =r (;zlsntf), et la base duale (dr(Z),df(Z)). L’élément de volume est d) =
dx Ndy =rdr Adf.
7 cos Oy
rsin 6y
un systéme de coordonnées sur la variété de dimension 1 (le rayon Im) ; le vecteur directeur est

—

donnée par fi(Z) = & (Z) et le vecteur normal unitaire par 7i(Z) = 18,(&), cf. exemple 5.16, qui

Soit un “rayon” a fy fixé, i. e. la courbe G : 7 € R} — ¥ = ( > Cette courbe définit

fait de ( fi,fi) une base directe. Le systéme de coordonnées ® de R? associé a @ est donc donné

par, cf. (10.41) :
- Lo 7 cos 6 —sin6
O(r,z) = G(r) + zii(&) = <7~sin9§) +z ( COS%O) ,

et les vecteurs de base sont :

S D > o 1
@ =50 = (gt ) =aild) Fld) = 52 2) = 1) = Laa(a).
La base duale est donc f1(%) = dr(%) et f2(¥) = rdf(¥) = dz(Z) (et ici dz est une mesure
“dimensionnelle”, tout comme dr, et contrairement & df qui est “adimensionnelle” ; ici z mesure
l’éloignement au rayon).

Soit u = zdr la mesure au point & = ®(r,z). (Par rapport a 'exemple précédent, ici on a
q" = z et dq" = dz). Donc dexypt = dz Adr = —rdr A df, et —dexyp est élément de volume.

Puis i7dexi iz € A(R?) est caractérisé par iﬁdextﬂf(ﬁ) = dext 4(7, ]?1) = (dz Ndr)(7, fi) =1=
dr(fi). Donc izdexs iz = dr. ==
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Théoréme B.39 Si f € C?, alors deyi(dext f) =0

Preuve. La différentielle seconde f” = d?f est symétrique dans ce cas, et donc sa partie antisy-

métrique d2, f est nulle. =

Remarque B.40 N.B. : attention aux notations : la différentiation extérieure d’une forme [ est
souvent noté df (notation de Cartan réservée aux p-formes différentielles, i.e. aux formes multi-
linéaires alternées) et non dexs3, et dans ce cas (Cartan) la différentiation usuelle est notée 3’ et
non dB. Attention donc au contexte. uh

B.11 Théoréme de Stokes

Proposition B.41 Théoréme de Stokes. Soit Q2 ouvert régulier borné de R™ de bord la surface
réguliére S = 0S) orientée de telle que sorte que la normale soit entrante dans ; i.e., si g: U —
S C R"! est un paramétrage de (2, orientation de ce paramétrage qui donne (€1, ...,€,_1,7)
repére direct vérifie 1i pointe vers l'intérieur de €.

Alors pour o une n—1-forme sur S :
/ ext = / a. (B.11)
Q s

Preuve. Dans R? : une surface S est une variété de dimension 1 (une courbe). Soit « une 1-forme.

Elle est de la forme a(Z) = P(&)dz+ Q(Z)dy, qui donne deyi(T) %(f)dy/\d:v—&— %(f)dw/\dy =

(—%—5(33’) + %(f))da:/\dy. Et la formule de Green-Riemann (voir cours de 1ére année) indique que :

O &+ 99z = [ P(@)dz+ Q&
| 5@+ GE@)ddy = [ Pada+ Q@

ce qui n’est autre que (B.11).
Dans R3, c’est la formule d’Ostrogradski :

/(8—13 + @ + a—R) dxdydz = / Pdydz + Q dzdx + R dxdy,
Q@ Oxr Oy Oz s

et ici avec « qui est forcément de la forme a = Pdy A dz + Qdz A dx + Rdx A dy. Ou encore
avec dr'dr? = n3do et permutation sur les indices, c’est la formule de la divergence fQ divy dQ) =

[qv.itdo.
s

Dans R™, voir par exemple Abraham et Marsden (démonstration a ’aide d’une partition de
Punité et d’un changement de variables). ua

C Connexion sur une variété de R"

C.1 Connexion et dérivée covariante pour les champs de vecteurs sur 7S

Soit S une variété.

Meéme si ¥ et @ sont des champs de vecteurs sur S (i.e. 0,4 € TS), il n’y a aucune raison
pour que (d.7)(Z) € TSz (soit dans le plan tangent TSSz) ; par exemple, sur la sphére de R3, on a
déy.€y = —1 cos? @y + sin ¢ cos pés, voir (2.5) et (2.6), i.e. bien que é(F) soit un vecteur tangent,
quand 7 # 0 et ¢ # £7, dé.€>(Z) est un vecteur entrant dans la sphére et non tangent (terme
—7rcos? péy).

Ici on veut définir une dérivation sur la sphére qui reste sur la sphére. On va voir qu'une telle
dérivation appelée connexion est par exemple la dérivation usuelle qu’on projette ensuite sur le
plan tangent : si on vit dans le plan tangent, on ne voit que ce qui est tangent, i.e. on ne voit que
les projections sur le plan tangent. Cela donnera la connexion riemannienne (celle qui est utilisée
en physique).
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Définition C.1 Une connexion (affine) sur une variété S est une application V :

v TS xTS — TS, (1)

) (U, ) — Vg, '
qui & deux champs de vecteurs du plan tangent associent un troisiéme champ de vecteurs du plan
tangent, telle que :

(i) V est bilinéaire, et

(ii) pour f € C*°(S;R) (fonction sur S & valeurs scalaires) et tout ¥, € TS :

Vit = f Vi, (C.2)

(iii) et :
Vi f@) = fV0 + (df.0). (C.3)

Définition C.2 Et VW est appelée dérivée covariante de w dans la direction v.

Exemple C.3 On retrouve le cas particulier classique de la dérivation covariante dans un ouvert
dans R™ : V défini par Vi = dl.¥ est une connexion. En effet, (i) (¥, W) — Vg = d.¥ est
bilinéaire, (ii) dw.(f0) = fdw.v, et (iii) d(fw).v = f dw. 0 + (df .0)w. un

Exemple C.4 (La connexion riemannienne sur la sphére.) Dans R?, on prend la la sphére S =
S(0, R) donnée par (1.7) avec r = R constant. En un point £ = F(g), on dispose des vecteurs
tangents €5 (%) = %(cj’), et €3(%) = g—i(q"), et on ne veut considérer que les vecteurs en ¥ de TSz
du plan tangent & la sphére au point Z. On considére alors la connexion donnée par la projection
de la différentielle usuelle dans R? sur le plan tangent :

VW = Projpg(dw.v). (C.4)

Ainsi, avec (2.6) et (2.7), on définit la connexion Riemannienne sur la sphére par :
Va8 = sin g cos s (= 9,8 + Thyes),
Ve, @3 = — tan pé = Ve, &, (= [, é + I'y,3),
Ve, @3 =0 (=T & +T'%,é).

C.2 Symboles de Christoffel pour une connexion

Soit U un ouvert de R™, avec m < n, et une surface paramétrée @ : ¢ = (¢*,...¢™) € U —
©(q) € S C R™. Soit (€;(%))i=1,....m la base de TSz du systéme de coordonnées F au point & = @(),

ie. &(#) =% £2(q) quand ¥ = 3(g).

Définition C.5 Soit V une connexion sur S. Par définition d’une connexion sur S, disposant des
deux champs de vecteurs €; et €; dans TS pour 7, j € [1,m], on sait que V¢, &; € TS (est un champ
de vecteurs sur S), qui donc s’exprime sur la base (€;);=1,...m. On note Ffj(f) les composantes de
ce champ de vecteurs en tout Z € S :

Ve (@) = > TH(&)e(@). (C.5)
k=1

(Noter la cohérence de position des indices.) Les Ffj (Z) sont appelés les symboles de Christoffel en Z

de la connexion V (relativement au systéme ). Et les Ffj sont, appelés les symboles de Christoffel
de la connexion V (relativement au systéme ).

On se donne une connexion V et un systéme de coordonnées @ : U — S de base (€;(Z) = 92(q))

= 2%
quand & = J(q).

Proposition C.6 Pour un champ de vecteurs & € TS avec & = Y, w'e;, les composantes de
Ve, W (dérivée covariante de w dans la direction de la j-éme ligne de coordonnées) dans la base

89 12 janvier 2010



90 C. Connexion sur une variété de R™

(€;) du systéme sont données par :

(Ve, @) = OLE i . (C.6)

aqj k=1

Si on dispose d’un second champ de vecteurs ¢ € TS avec ¥ = ) j v/ €}, les composantes de Vw0
dans la base (€;) du systéme sont données par :

(V) = —vj + Z I/ wh (C.7)

j=1 J,k=1

Preuve. On a :

Ve = Vg, Zwe Z el—l—ZwV
Z el—&—z ZF gwjez—l—Zkake“

et avec Vg = 31/ Vg0, on a les résultats. L

ﬂ)
g.

Exemple C.7 On reprend la connexion Vzw = dw.v dans un ouvert donnée dans ’exemple C.3.
On peut paramétrer localement cet ouvert & I'aide d’un systéme de coordonnées cartésien, et les
vecteurs €; obtenus sont des vecteurs constants; et dans ce cas les I‘fj sont tous nuls. Immédiat. au

Exemple C.8 On reprend la connexion riemannienne de ’exemple C.4 des coordonnées sphé-
riques. Les vecteurs du plan tangent sont des combinaisons linéaires de €5 et €3. On calcule donc
dés.€s, des.€3 = dé3.€5 et dé3.€3, et on ne retient que les composantes en €5 et €3. La connexion est

définie par les symboles donnés dans (2.6) : Vz,€ =singpcosp s, Vg, €3 = —tanpéy = Vg, s, et
V" €3 = 0
'y =sinpcos g, Feg; = Fw = —tany. (C.8)

Exemple C.9 (La connexion Riemannienne sur le cercle.) Dans R?, on prend la “surface” 1-

D donnée par le cercle ¢(6) = (gg?ﬁg

) = Z. En un point &, on dispose du vecteur tangent
Rcosf
tangent” au cercle au point Z (i.e. de la droite tangente au cercle en %), i.e. les vecteurs en &
paralléles & é5(&).
On considére alors la connexion donnée par la projection de la différentielle usuelle dans R? sur
la droite engendrée par le vecteur € (&) parallélement & &) (), projection donnée par :

" —Rsinf Lo . >
c'(0) = ( St ) = &»(Z), et on ne veut considérer que les vecteurs en Z de TSz du “plan

P: v — (d.9)é
(On vérifie que P(€1) = 0 et que P(&) = €5 : le vecteur € est conservé.) Donc la connexion est :
Vi (U,%W) — Vaw = (df.(dd.v))é(T).

Ou vérifie que V est bien une connexion sur 75 : (i) la bilinéarité est immédiate, (ii) car dw.(fw) =
fdw.v, (iii) car d(fw).0 = fdw.v + (df U)W
En particulier, on a Vz,é5 = (df.(Thee1 + T'9p¢2))e2 =0 ¢
Les seuls vecteurs tangents sont de la forme ¢(Z) = a(Z)é:
di.é; = 9%¢, + adé,.€;. Et on a donc :

ar e?.¢; =0 et 1"29 =0.
2(Z) avec donc dv = da & + adés et

Ve = 5o ()e(),
car Vg,é2 = 0. Donc avec un champ de vecteur tangent @(Z) = b(Z)é(Z), on obtient
0
V(@) = b(&) 55 (£)e(3),
dérivée covariante de ¢’ dans la direction  sur le cercle. =
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C.3 La dérivation V associée

La connexion V telle que définie en (C.1) n’est pas symétrique : c’est de fait une dérivation
de o dans la direction ¥’ (qui n’est pas dérivé). C’est immédiat dans un systéme de coordonnées @
de base (€;(Z)) : comme V est bilinéaire, V est défini par ses images sur les vecteurs de base, &
savoir les :

—

m
i k -
Oij = Vé‘iej = E Fijek,
k=1

pour i,j = 1,...,m oit m est la dimension de la variété S, au sens Ci;(Z) = S35, TF (Z)ér(Z).
Soient v et 1 les champs de vecteurs définis par leurs composantes :

U= E V'€, W= E w'e;.
% i

Avec (C.2) on a:
Vgé} = Zviéij, (Cg)

et les composantes v’ ne sont pas dérivées : seules les valeurs ponctuelles #(¥) interviennent.
Avec (C.3) on a:

Ve =Y wCij+ Y (dw &), (C.10)
J J
et, dans le dernier terme, les composantes w’® sont dérivées : (dw’.€;)(&) = %Z’f (Z).
De maniére générale : _
VW = Z(vlw]@ —|—via—w7€') (C.11)
J aqz J

1,J
fait intervenir les valeurs ponctuelles de v et de W et les valeurs dérivées de .

Comme dans V zuw seules les valeurs ponctuelles de ¢ interviennent (pas les dérivées), pour tout
champ de vecteurs @ € TS = T3 (S) on peut définir :

B s — TS
Vi : (C.12)

[oN
o)
-

(Dans R™ usuel on a V.7 = dw.#.) Et Vi peut étre identifié au tenseur Ve T (S) donné par :
Vi (5, 0) = £.(VE.5), (C.13)

pour tout ¥ € TS et tout £ € T10~(S). (Autrement dit, V@ (Z) = Viy est la forme bilinéaire
Vi : TgS x TS — R définie par Vibz (7, £) = £.(Viz.0) pour tout 7 € TS et tout £ € (TS)*.)

Pour simplifier les notations, et qu’il n’y a pas d’ambiguité (quand on fait attention), on note
abusivement V = V = V. Donc :

. (C.14)
@ — Vi, VT = Vi

est donné par (C.11) : c’est la dérivation (associée a la connexion) de & dans la direction ¢. Ainsi,
notant : ‘ ‘
Vi =Y (V)i @ ¢,
©j
on a e'(Vi.€;) = (V)}, et donc cf. (C.10) (ou encore avec (C.6)) :
ow

(V) = 30+ > Thw' = wi;. (C.15)
k=1

composantes du tenseur de dérivation de w sur la surface dans la base du systéme de coordonnées.
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Remarque C.10 Le fait que dans Vzw seules les valeurs ponctuelles de ¥ interviennent (pas les
dérivées), a permis de définir le tenseur Vi en (C.13).
Mais on ne peut pas définir du “tenseur” de type :
ZU: 0 — Zv.a8 = VW,
avec donc Zv0.w donné par (C.11); Z¥ est également linéaire en w mais ne permet pas de définir

un tenseur 77 () puisqu’il fait intervenir a la fois @ € T, () et dw € T} (9). o

Remarque C.11 Définition alternative : étant donnée une connexion V sur S et i € TS = T, (S),
on appelle dérivée du champ de vecteurs @ sur S le tenseur Vi € T} (S) tel que la contraction
V.7 soit égale & Vg, pour tout champ de vecteurs v € TS :

Vi € .
Le., pour tout (£,7) € TY(S) x T¢(S) :
Vil §) = (V). (C.16)

On retrouve bien sir les résultats précédents. un

Exemple C.12 Dans un ouvert de R™, on retrouve les notations usgelles : dans la base canonique,
on a w(Z) = ), w'(Z)E;, puis V(L) = dii(L).0 = ), (dw'(F).0)E; et en particulier Vg, w(Z) =
di(z).e; =), g%(f)ﬁz, et donc dui(7) = >, g%(f)ﬁz ® E7. Et la matrice [dw(F)] représentant

dw(Z) dans la base canonique est la matrice [%} wa

C.4 Divergence diviwi d’un champ de vecteurs « sur 7.5

Définition C.13 La divergence d’un champ de vecteurs o € TS est Tr(Vw) = la trace du tenseur
Vi € T1(S) (la divergence d’un champ de vecteurs est une fonction a valeurs réelles).

Dans la base d’un systéme de coordonnées, la divergence est obtenue par contraction des indices :

divis =y w'|; = Z(‘;‘; +) Thw*)  eT(9), (C.17)
% k

%

i.e. pour tout 7 € S, divii(#) = 3, w'j;(%) = 3;(3% () + X2, Dipwh (7).

Exemple C.14 Dans un ouvert de R" et la dérivation usuelle (les symboles de Christoffel sont
nuls) on a :

- i ow' note i
divw = E w'; = o E w4,
’ oz’

K3 1 K3
cette derniére notation n’ayant ici pas d’intérét. un

C.5 Meétrique et connexion riemannienne

Définition C.15 Une métrique riemannienne g(-,-) sur une surface S est une forme bilinéaire
symétrique définie positive sur TS :

g:T€S — gz € TI(TSz), gz symétrique définie positive.

— =

(I.e. gz est un produit scalaire sur TSz, i.e. est bilinéaire sur TSz, avec gz(¥,w) = gz(W, ¥) pour
tout ¥, w € TSz et gz(U,v) > 0 pour tout ¥ € TSz.)

Remarque C.16 On choisit souvent (dans un premier temps) pour métrique Riemannienne celle
qui localement est donnée par le produit scalaire canonique de R : localement au voisinage d’un
point Z, la surface (la variété) est approchée par son plan tangent 7Sz dans lequel on choisit le
produit scalaire euclidien. un
Définition C.17 Si S est une surface et V une connexion sur la surface, on définit la torsion
comme étant I’application bilinéaire TS x TS — TS définie par :

Tor (¥, %) = Vit — V7 — [, 10].
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Exemple C.18 Dans R" avec V = d la dérivation usuelle, la torsion est nulle. un

On va se restreindre aux connexions les plus simples sur les surfaces : celles de torsion nulle, qui
de plus tuent la métrique (ces connexions transportent les vecteurs parallélement sur une surface).
En clair on se restreint aux connexions qui fonctionnent comme la connexion riemannienne sur la
sphére, voir exemple C.4.

Théoréme C.19 On se donne une métrique riemannienne. Il existe une unique connexion V sur S
telle que :

(i) la torsion est nulle, i.e. Vi — V50 = [U, W] pour tout v,w € TS,

(ii) la connexion appliquée a la métrique riemannienne est nulle (la connexion tue la métrique),
i.e. Vyg = 0 pour tout v € TS.

Sur la base (€;(%)) d’un systéme de coordonnées, de base duale (¢!(%)), (i) et (ii) s’expriment
respectivement :

(iii) les symboles de Christoffel vérifient “la symétrie en i,j” :

Iy =Tk, Vijk, (C.18)

Jjuo

(iv) si gz = > 9;1(2)e? (T) @ e*(Z) pour tout T € S alors :

9a.
3951- - Z(Ffj% + 0950 (C.19)
¢
D’ott on déduit, notant [g%] —def [gi;]" (matrice inverse) :
1 9gi Ogmj  09ij
k _ - km im mj ij
T =3 ;g (o + ot = g (C.20)

équations donnant les I‘fj en fonction de la métrique choisie (pour un systéme de coordonnées
donné).

Preuve. Les équations (C.18) a l'aide de (i) et (C.19) & l’aide de (ii) sont immédiates. Puis on

99,k Igik 09ij . T i Tk Tk .
forme 90t T g — gt de qui donne, a l'aide de la symétrie “I'j; = I'};” :

89jk 0gik 39ij ¢
- =~ — = 2g01 .
o¢ | og  og %: Gtk ij

D’ou (020) .

Exemple C.20 Les hypothéses (i) et (ii) ont été faites pour reproduire ce qui se passe sur la
sphére de R3. Sur cette sphére, on veut que la connexion V souhaitée soit celle donnée dans
I'exemple C.4 (projection de la différentiation usuelle dans R? sur le plan tangent). De la matrice
[9]spn trouvée, cf (3.4) et (3.5), on ne retient que le dernier bloc 2*2 en 6, ¢ en fixant r = R, &

savoir B2 cos? 0 1 0
cos” ) s ij R2cos? ¢
[glj]_( 0 R2>7 d’ott [g]]_<R 0 ® ]:}2)
Et on retrouve (C.8) a I’aide de (C.20). Par exemple, ayant (q1,q2) = (6,¢) :

L 0912 | 0921 Ogn 1 1
Tip=Th = 50" ()42 (G 7+ 57— g =50~ 7

o T od o 5 (0 — 2R? cos psin p)) = cos @ sin .

C.6 Connexion sur les formes et sur les tenseurs

Définition C.21 Une connexion sur les champs de tenseurs de 77 (.S), encore appelée une dérivée
sur les champs de tenseurs, est une forme bilinéaire :

(TS X TI(S) - TI(S)
' (0,T) — V4T,

telle que :
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(i) pour Tr(S) = TY(S) (champ de fonctions), Vy est la différentiation “Vf = df.o"”

(ii) pour T7(S) = TS = Ty (S) (champ de vecteurs), V; est une connexion sur les champs de
vecteurs,

(iii) V compatible avec les contractions, i.e., pour « une forme sur TS et ¥ un champ de vecteurs
sur TS, on a Vy(a.w) = (Vya). W + a.(Vyw) (done = d(o.w).v)),

(iv) V est une dérivation : V(11 ® Ts) = (ViT1) @ T + T1 ® (Vi12) quand Ty € T71(S) et
Ty € T72(S).

Et V3T est appelée la dérivée covariante de T dans la direction .

Proposition C.22 Etant donnée une base (€;(Z)) d’un systéme de coordonnées de base duale
(e(Z)) (avec les ¢! € TY(S)), on a :

Veel ==Y Tiet  eT{(9), (C.21)
k
ot les Ffj sont les symboles de Christoffel pour la connexion V, cf. (C.5). (Noter la cohérence de
position des indices, et ne pas oublier le signe —.)

Etsil =Y, ;" € TY(S) (une forme sur S), on a Vg 0 € TP(S) de laforme Ve £ =57, (Ve £);€f,
les composantes (Vg,{); étant données par :

(Ve,0); = Zekr "2 (C.22)

Preuve. On a e'.¢}, = 6! est une fonction constante sur S, et donc d(e*.e}).¢; = 0, et donc :
d(e gk) g 0= ng (Gi.gk) = (ngei).é'k + ei.(ngé}c) = (ngei).é'k + F;’ka

d’ou (C.21). Puis Vgl = 3, Ve (lLie') = 3, ggje + 3, liVee =3, 2 aq;e =2y, T
d’ou (022) mn

Proposition C.23 (Cas particulier des métriques.) On se donne un systéme de coordonnées sur S
de base (¢;(%)) en ¥ € S, de base duale (e*(Z)). On a :

Ve (e ®@el) = — Z( tef@ed + 1,6t @ ). (C.23)
¢

EtsiT € TY(S) avec T = > i Tije'®@el, onaVaT eTY(S) et

0Ty
(VD) = J = 2Tk + Tiel'hy). (C.24)
£

Preuve. On a Vg, (¢! ®e’) = (Vae)@el +e' @ (Vael)= -3, Tief@el -, ieee
Puis Vg, T = Zu[gfei ® el + T;Vee @ ¢l + Tije! @ Vel Bt Y, Ti;Vael ® e/ =

=i TiTiget el = =30, TyTh el @l et de méme 3, Tyje' @ Vg el = =3, Tjze! T et =

—EijZTMFﬁjei(@eﬁ, d’on (C.24). ua

Proposition C.24 Pour T = ZT;: JZ €, ®...0¢, et @els € TT(S) dans la base du systéme
de coordonnées, on a :

oT -
(vng)ll e Jlk]s +ZT&2 zrrz£+ZTZ1£ ZTFZ

J1---Js Ji---J J1---Js

_ 2122.. ’LT 2122.. ’LT _
ZTsz Js th ZTM Js sz

(C.25)

Preuve. Exercice. -n
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C.7 Dérivée VT d’un champ de tenseurs 7" sur 7.5
Soit T € T7(S) un tenseur de type (7).

Définition C.25 Sa dérivée est le tenseur VT € T7,, de type (
soit égale a V5T

411) tel que la contraction V1.7

Soit g : U C R™ — R™ un systéme de coordonnées sur S de base (€;(Z)) en & = F(q), et de
base duale (e¢*(%)).

Proposition C.26 Soit ¢ € TY(S) avec ((Z) = >, £;(Z)e'(Z) pour T € S. On a VL € TY(S) avec :
VI = Zzujei@d‘, (C.26)
ij

i.e. les £;; sont les composantes de V{ données par (C.22).
Preuve. On a (Z” &Uei & ej).e?k = Zl €i|k6i et on a ngf = ZZ €i|kei = Vﬁ.gk, d’ou l’égalité. mn

Proposition C 27 Quand T“Jl: sont les composantes de T sur cette base les composantes de

VT notées Tl1 |k sur cette base sont données par :
2] .ee
T = (Va5

Preuve. Exercice. un

Exemple C.28 Dans un ouvert de R", on retrouve les notations usuelles avec le gradient d’un
champ de tenseurs T. Par exemple pour un tenseur 7' € T3(S), dans la base canonique, on a
T(%) = Y, T (D) E; ® Ej, puis ViT(7) = dT(7).0 = Y_,;,(dT9(2).0)E; ® Ej et en particulier
Vi I(&) =Y, 950 (F)E; ® Ej, et done VI(&) = dT(&) = 3,5, %o (£) E; ® Ej @ E*.

ij Oz ijk Oxk

C.8 Divergence divl' d’un champ de tenseurs 7" sur 75
Pour T € T{(S) on a VI' € T},

Définition C.29 On suppose 7 > 1. Alors divT est le tenseur de 77! obtenu par contraction des
derniers indices covariant et contravariant de VT, i.e. dans la base d’un systéme de coordonnées

ou les composantes de 7" sont les T} :

Q10 dpo1 0101k
(dIVT)Jl Js T le,,,js |k

k

Exemple C.30 Pour un champ de vecteurs @ € Ty (S) de matrice [w'], on a divi une fonction
sur S donnée par :
divw = szh
i

Pour un champ de tenseurs T € T} (S) de matrice [T}], i.e. T = 3, T}€; ® ¢/ et donc VT =
Yk k€ @ ¢/ @ e*, on a divT champ de formes donné par :

divT = Z(Z Ti;)e’

e. (divl); = >, T]?|i, et donc dans R?, divl = (>, 7%, >, T4 >; T4 ) (matrice ligne donc
pour la divergence d’un tenseur de type (i) qui correspond & un endomorphisme). Ainsi, en méca-
nique, [, divTI.7dQ = [, >, Tj ;07 d¥ pour tout champ de vecteurs 7 = Y, v'€;

Pour un champ de tenseurs T € T2(S) de matrice [T%], i.e. T = D i TYé; ®é; on a divl

champ de vecteurs donné par :
divT = Z ZT”

Et en mécanique, si £ =), v;e’ est un champ de formes (noter la position des indices), on obtient
CAVT =30, TV o, =" divTL, don [o divTLd = [ >, T v, dS.

La divergence d'un tenseur de T9(S) n’est pas définie. En particulier, la divergence d’une
meétrique n’a pas de sens. un

95 12 janvier 2010



96 REFERENCES

C.9 Transport paralléle d’un champ de vecteurs

On reprend le paragraphe 8.1 avec le langage des connexions.
Soit S une surface réguliére et soit V une connexion sur S.
Soit ¢: [0,7] — S une courbe réguliére sur S de vecteur tangent ¥(Z) = ¢’(t) en & = &(t).

Définition C.31 Soit @ un champ de vecteurs sur S'; la dérivée covariante de  le long de &
est définie par VW, est notée Vz/, et est appelée la dérivée matérielle de «Jf le long de ¢; avec
Z = ¢&(t) c’est donc :
L def o _ note DW
Vew & v "2 28 (C.27)
dt
Exemple C.32 Sion se place dans un ouvert de R™, et si on prend comme connexion la connexion

usuelle (la dérivation), on retrouve :

2 d i
(V) ) & (V0) (2) = () 5(2) = ai(2) 1) = D0 o),
dérivée covariante usuelle de  le long du vecteur vitesse ¢(Z) = ¢’(t) au point T = c(t). o

Définition C.33 (Cette définition dépend de la connexion choisie.) Un champ de vecteurs 0 est
dit transporté parallélement a la courbe € ssi, pour tout ¢ avec & = ¢(t) :

Dw - . .
E(f) =0, relativement a la connexion V,
i.e. ssi d(Z).9(t) = 0, i.e. ssi W est invariant le long de la courbe ¢ (i.e. les variations de w sont

nulles dans la direction des vecteurs tangents a la courbe).

Exemple C.34 Dans un ouvert de R™ avec la connexion = la dérivation, on veut que % (t) =0,

et donc que W o ¢ =constant= w(Z) en tout & point de la courbe : le champ de vecteurs est en

chaque point de la courbe donné par un méme vecteur (constant). ==

Définition C.35 Un vecteurs @y en ¢(0) est dit transporté parallélement le long de ¢ s’il existe
un champ de vecteurs o transporté parallélement & la courbe € tel que Wy = w(0). (Un tel champ
de vecteurs est unique puisque solution de ’équation différentielle % = 0 avec condition initiale

@(0) = @o.)

Remarque C.36 Si & est un champ de vecteurs sur S qui dépend de ¢, i.e. & : [0,T] x S — TS,

on note :
DB o 0y, DO, oy 00
Dt T e T at YT o

et est appelée la dérivée matérielle de o le long de & (ou dérivée totale). un

(t, %) + Vi(t, ©), (C.28)
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