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1 Le (vrai) produit ve
toriel ∧

R
3
est muni de sa base 
anonique ( ~E1, ~E2, ~E3) et de son produit s
alaire eu
lidien (·, ·)R3

: don


~E1 = (1, 0, 0), ~E2 = (0, 1, 0) et ~E3 = (0, 0, 1), et si ~x =
∑3

i=1 xi
~Ei et ~y =

∑3
i=1 yi

~Ei alors :

(~x, ~y)R3 =

n∑

i=

xiyi
noté

= ~x · ~y. (1.1)

Et on note ||.||R3 =
√
(·, ·)R3

la norme asso
iée.

On rappelle que le déterminant dans R
3
est la forme trilinéaire alternée R

3 × R
3 × R

3 → R telle

que det( ~E1, ~E2, ~E3) = 1. En parti
ulier | det(~u,~v, ~w)| ≤ ||~u||R3 ||~v||R3 ||~w||R3
, ave
 égalité ssi les ve
teurs

sont 2 à 2 orthogonaux. Et le volume algébrique (positif ou négatif) du parallélépipède de 
�tés ~u, ~v

et ~w est par dé�nition det(~u,~v, ~w). (Voir poly
opié �Valeurs propres et valeurs propres généralisées�.)

1.1 Dé�nition du produit ve
toriel

Soit ~a et

~b deux ve
teurs dans R
3
. Soit ℓ

~a,~b
: R3 → R la forme linéaire dé�nie par, pour ~v ∈ R

3
:

ℓ
~a,~b

(~v) = det(~a,~b, ~v). (1.2)

(La linéarité est immédiate.) Le théorème de représentation de Riesz (voir 
ours d'éléments �nis)

appliqué ave
 le produit s
alaire eu
lidien (·, ·)R3
donne : il existe un unique ve
teur ~w

~a,~b
tel que :

∀~v ∈ R
3, ℓ

~a,~b
(~v) = (~w

~a,~b
, ~v)R3 (= ~w

~a,~b
· ~v). (1.3)
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2 1. Le (vrai) produit ve
toriel ∧

Dé�nition 1.1 Le ve
teur ~w
~a,~b

=noté ~a ∧~b ∈ R
3
est appelé le produit ve
toriel de ~a et

~b (dans 
et

ordre).

Don
, par dé�nition du produit ve
toriel de deux ve
teurs, on a, pour tout ~a,~b,~c ∈ R
3
:

det(~a,~b,~c) = (~a ∧~b) · ~c. (1.4)

En parti
ulier, si ~a et

~b sont indépendants, si on note :

si ~n =
~a ∧~b

||~a ∧~b||
, alors det(~a,~b, ~n) = (~a ∧~b) · ~n = ||~a ∧~b|| (1.5)

est l'aire du parallélogramme de 
�té ~a et

~b (= volume du parallélépipède de base ~a,~b et de hauteur

unité).

Proposition 1.2 1- L'appli
ation ∧ : R3 × R
3 → R

3
dé�nie par ∧(~u,~v) = ~u ∧ ~v est bilinéaire et

alternée :

∀~u,~v ∈ R
3, ~u ∧ ~v = −~v ∧ ~u. (1.6)

2- Si ~u,~v ∈ R
3
, alors ~u ∧ ~v est orthogonal à la fois à ~u et à ~v :

~u ∧ ~v ∈ Vect{~u,~v}⊥, (1.7)

où Vect{~u,~v} est le sous-espa
e ve
toriel engendré par ~u et ~v.

3- Si ~u,~v ∈ R
3
alors :

||~u ∧ ~v||R3 ≤ ||~u||R3 ||~v||R3 , (1.8)

et

||~u ∧ ~v||R3 = ||~u||R3 ||~v||R3 ⇐⇒ ~u ⊥ ~v. (1.9)

Preuve. 1- Le déterminant étant multilinéaire et alterné, (1.4) donne immédiatement : ∧ est bilinéaire

et (1.6).

2- Le déterminant étant alterné, (1.4) donne immédiatement (~u ∧ ~v) · ~u = det(~u,~v, ~u) = 0, et de
même (~u ∧ ~v) · ~v = 0, don
 (1.7).

3- (1.4) donne det(~u,~v, ~u ∧ ~v) = ||~u ∧ ~v||2
R3 . Et le déterminant véri�e | det(~u,~v, ~u ∧ ~v)| ≤

||~u||R3 ||~v||R3 ||~u ∧ ~v||R3
, ave
 égalité ssi les trois ve
teurs sont 2 à 2 orthogonaux, D'où (1.8).

Si ~u ⊥ ~v, ave
 (1.7) on a | det(~u,~v, ~u∧ ~v)| = ||~u||R3 ||~v||R3 ||~u ∧ ~v||R3
, d'où ||~u ∧ ~v||R3 = ||~u||R3 ||~v||R3

.

Si ~u 6⊥ ~v, alors det(~u,~v, ~u ∧ ~v) < ||~u||R3 ||~v||R3 ||~u ∧ ~v||R3
, don
 ||~u ∧ ~v||R3 < ||~u||R3 ||~v||R3

. Don
 si

||~u ∧ ~v||R3 = ||~u||R3 ||~v||R3
alors ~u ⊥ ~v.

1.2 Cara
térisation dans la base 
anonique

Soit ∧ l'appli
ation :

∧ :

{
R

3 × R
3 → R

3

(~u,~v) → ∧(~u,~v)
déf

= ~u ∧ ~v.
(1.10)

On note

~E4 = ~E1 et

~E5 = ~E2.

Proposition 1.3 ∧ est bilinéaire et alternée, et pour i = 1, 2, 3 :

~Ei ∧ ~Ei+1 = ~Ei+2, (1.11)

soit

~E1 ∧ ~E2 = ~E3,
~E2 ∧ ~E3 = ~E1, et

~E3 ∧ ~E1 = ~E2. Don
 ~u =

3∑

i=1

ui
~Ei et ~v =

3∑

i=1

vi ~Ei donnent

~u∧~v = (u2v3−u3v2) ~E1+(u3v1−u1v3) ~E2+(u1v2−u2v1) ~E3. Notant [~u]E , [~v]E et [~u∧~v]E les matri
es


olonnes sto
kant les 
omposantes des ve
teurs dans la base 
anonique E = ( ~Ei), on a don
 :

[~u]E =




u1

u2

u3




et [~v]E =




v1
v2
v3




donnent [~u ∧ ~v]E =




u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1


 . (1.12)
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3 1. Le (vrai) produit ve
toriel ∧

Preuve. det étant trilinéaire alternée, la bilinéarité et le 
ara
tère alterné de ∧ sont immédiats.

D'une part det( ~E1, ~E2, ~E3) = 1, et d'autre part det( ~E1, ~E2, ~E3) = ( ~E1 ∧ ~E2) · ~E3, 
f. (1.4). Idem

ave
 les autres indi
es. Don
 (1.7) et (1.9) donnent (1.11).

Puis, ∧ étant bilinéaire et alternée, on a :

~u ∧ ~v =

n∑

i,j=1

uivj ~Ei ∧ ~Ej =
∑

1≤i<j≤3

(uivj − ujvi) ~Ei ∧ ~Ej

= (u1v2 − u2v1) ~E1 ∧ ~E2 + (u2v3 − u3v2) ~E2 ∧ ~E3 + (u1v3 − u3v1) ~E1 ∧ ~E3

= (u1v2 − u2v1) ~E3 + (u2v3 − u3v2) ~E1 + (u3v1 − u1v3) ~E2.

(1.13)

D'où (1.12).

Exer
i
e 1.4 Montrer que ~u ∧ (~v ∧ ~w) = (~u, ~w)R3~v − (~u,~v)R3 ~w.

Réponse. Dans la base 
anonique :

[~v]E =




v1
v2
v3




et [~w]E =




w1

w2

w3




donnent [~v ∧ ~w]E =




v2w3 − v3w2

v3w1 − v1w3

v1w2 − v2w1


 .

D'où [~u ∧ (~v ∧ ~w)]E




u2(v1w2 − v2w1)− u3(v3w1 − v1w3)
u3(v2w3 − v3w2)− u1(v1w2 − v2w1)
u1(v3w1 − v1w3)− u2(v2w3 − v3w2)



 =




(
∑

3

i=1
uiwi)v1 − (

∑
3

i=1
uivi)w1

(
∑

3

i=1
uiwi)v2 − (

∑
3

i=1
uivi)w2

(
∑

3

i=1
uiwi)v3 − (

∑
3

i=1
uivi)w3




.

Remarque 1.5 On 
al
ule ~u ∧ ~v dans la base 
anonique ave
 l'é
riture formelle :

~u ∧ ~v = det




~E1 u1 v1
~E2 u2 v2
~E3 u3 v3



 , (1.14)

où on développe formellement le déterminant suivant la première 
olonne, 
e qui redonne (1.12).

1.3 Base orthonormée (b.o.n.) et matri
e de passage

Dé�nition 1.6 (~ei)i=1,2,3 est une b.o.n. dans (R3, (·, ·)R3) ssi (~ei, ~ej)R3 = δij pour tout i, j = 1, 2, 3.

Exemple 1.7 La base 
anonique ( ~Ei) est une b.o.n. de R
3
(pour produit s
alaire eu
lidien).

Notation : soit (~ai) une base de R
3
.

si ~x =
3∑

i=1

xi~ai alors on note [~x]a =




x1

x2

x3



 , (1.15)

où don
 [~x]a est la matri
e 
olonne des 
omposantes de ~x dans la base (~ai).

Proposition 1.8 Soit (~ai) une base de R
3
. On a, ave
 la notation . du produit matri
iel :

∀~x, ~y ∈ R
3, (~x, ~y)R3 = [~x]Ta .[~y]a ⇐⇒ (~ai) une b.o.n. dans R

3. (1.16)

É
riture équivalente :

∀~x, ~y ∈ R
3, ~x · ~y = [~x]Ta .[~y]a ⇐⇒ (~ai) une b.o.n. dans R

3. (1.17)

Preuve. Soit ~x =

3∑

i=1

xi~ai et ~y =

3∑

i=1

yi~ai. On a [~x]Ta .[~y]a = (x1 x2 x3 )




y1
y2
y3



 =

3∑

i=1

xiyi par

dé�nition du produit matri
iel. (En parti
ulier [~ai]
T
a .[~aj ]a = δij pour tout i, j est toujours vrai puisque

[~a1]a =




1
0
0




, [~a2]a =




0
1
0




, [~a3]a =




0
0
1




.)

Et, par bilinéarité du produit s
alaire, (~x, ~y)R3 =

3∑

i,j=1

xiyj(~ai,~aj)R3
, don
 (~x, ~y)R3 = [~x]Ta .[~y]a pour

tout ~x, ~y ssi (~ai,~aj)R3 = δij pour tout i, j, 
-à-d ssi (~ai) une b.o.n..
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4 1. Le (vrai) produit ve
toriel ∧

Dé�nition 1.9 Soit (~ai) une base de R
n
. La matri
e de passage de la base 
anonique ( ~Ei) à la

base (~ai) est la matri
e :

P = [Pij ] = ( [~a1]E [~a2]E [~a3]E ) . (1.18)

Don
, pour j = 1, 2, 3, la j-ème 
olonne [~aj ]E de la matri
e P sto
ke les 
omposantes de ~aj dans

la base ( ~Ei) :

~aj =

3∑

i=1

Pij
~Ei, [~aj ]E =




P1j

P2j

P3j



 . (1.19)

Proposition 1.10 On a :

(~ai) est une b.o.n. ssi PT .P = I. (1.20)

Preuve. Pour tout i, j on a (~ai,~aj)R3 =
3∑

k,ℓ=1

PkiPℓj( ~Ek, ~Eℓ)R3 =
3∑

k,ℓ=1

PkiPℓjδkℓ =
3∑

k=1

PkiPkj =

3∑

k=1

(PT )ikPkj = (PT .P )ij = [~ai]
T
E .[~aj ]E . D'où (1.16) donne (1.20).

1.4 B.o.n. dire
te et indire
te

On rappelle que, par dé�nition, le déterminant d'une matri
e P est le déterminant de ses ve
teurs


olonnes dans la base 
anonique, don
 pour (1.19) :

det(P )
déf

= det(~a1,~a2,~a3). (1.21)

Et que det(PQ) = det(P ) det(Q) pour toute matri
e P,Q, ainsi que det(P ) = det(PT ). (Voir poly
opié
valeurs propres et valeurs propres généralisées.)

Proposition 1.11 Si (~ei) est une b.o.n. de R
3
alors det(~e1, ~e2, ~e3) = ±1.

Preuve. Soit P la matri
e de passage de la base ( ~Ei) à la b.o.n. (~ei) ; don
 PT .P = I, don


det(PT .P ) = 1 = det(PT ) det(P ) = det(P )2, don
 det(P ) = ±1. Et det(~e1, ~e2, ~e3) = det(P ).

Dé�nition 1.12 La b.o.n. (~ei) est dire
te ssi det(~e1, ~e2, ~e3) = +1, et indire
te ssi det(~e1, ~e2, ~e3) = −1.

Exemple 1.13 ( ~E1, ~E2, ~E3) est dire
te, et ( ~E1, ~E2,− ~E3) est indire
te.

1.5 Produit ve
toriel dans une b.o.n. dire
te ou indire
te

On pose ~e4 = ~e1 et ~e5 = ~e2.

Proposition 1.14 Soit (~ei) une b.o.n. de R
3
. On a :





si (~ei) est dire
te alors ~ei ∧ ~ei+1 = + ~ei+2 pour i = 1, 2, 3

si (~ei) est indire
te alors ~ei ∧ ~ei+1 = − ~ei+2 pour i = 1, 2, 3

(1.22)

Don
 ~u =
∑3

i=1 ui~ei et ~v =
∑3

i=1 vi~ei donnent, ave
 la notation (1.15) :






si (~ei) est une b.o.n. dire
te alors [~u ∧ ~v]e = +




u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1


 ,

si (~ei) est une b.o.n. indire
te alors [~u ∧ ~v]e = −




u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1


 .

(1.23)
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5 2. Le produit matri
iel ∧̃ (le pseudo-produit ve
toriel)

Preuve. Ave
 (1.4) on a det(~e1, ~e2, ~e3) = (~e1 ∧ ~e2, ~e3)R3
. Don
 (~e1 ∧ ~e2, ~e3)R3 = +1 si la b.o.n. est

dire
te et = −1 si la b.o.n est indire
te, 
f. dé�nition 1.12. Don
, ave
 (1.7) et (1.9), ~e1 ∧ ~e2 = +~e3 si

b.o.n. dire
te, et ~e1 ∧ ~e2 = −~e3 si b.o.n. indire
te. Mêmes 
al
uls ave
 les autres indi
es.

Soit ~u =

3∑

i=1

ui~ei et ~v =

3∑

i=1

vi~ei. On a, ∧ étant bilinéaire et alternée :

~u ∧ ~v =

n∑

i,j=1

uivj~ei ∧ ~ej =
∑

1≤i<j≤3

(uivj − ujvi)~ei ∧ ~ej

= (u1v2 − u2v1)~e1 ∧ ~e2 + (u2v3 − u3v2)~e2 ∧ ~e3 + (u1v3 − u3v1)~e1 ∧ ~e3

= ε
(
(u1v2 − u2v1)~e3 + (u2v3 − u3v2)~e1 + (u3v1 − u1v3)~e2

)
,

(1.24)

où ε = +1 si la b.o.n. est dire
te, et ε = −1 si la b.o.n. est indire
te. D'où (1.23).

Don
 attention : un produit ve
toriel ~u ∧ ~v est un ve
teur dont l'expression matri
ielle [~u ∧ ~v]e
(la représentation) dans une b.o.n. en fon
tion de [~u]e et [~v]e dépend de l'orientation de la b.o.n.,


f. (1.23) : formellement :

~u ∧ ~v = ± det




~e1 u1 v1
~e2 u2 v2
~e3 u3 v3



 ,
+ si (~ei) b.o.n. dire
te,

− si (~ei) b.o.n. indire
te,
(1.25)

où on développe le déterminant suivant la première 
olonne.

2 Le produit matri
iel ∧̃ (le pseudo-produit ve
toriel)

2.1 Le produit matri
iel ∧̃

Dé�nition 2.1 Pour deux matri
es 
olonnes




u1

u2

u3




et




v1
v2
v3



, on dé�nit leur pseudo-produit ve
-

toriel 
omme étant le produit matri
iel (entre deux matri
es 
olonnes) :




u1

u2

u3


 ∧̃




v1
v2
v3


 =




u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1


 . (2.1)

(C'est un produit au sens ou 
'est distributif.)

Corollaire 2.2 Ave
 la notation ∧̃, 
f. (2.1), on a pour i = 1, 2, 3 :





si (~ei) est une b.o.n. dire
te alors [~ei ∧ ~ei+1]e = + [~ei]e∧̃[~ei+1]e (= + [~ei+2]e),

si (~ei) est une b.o.n. indire
te alors [~ei ∧ ~ei+1]e = − [~ei]e∧̃[~ei+1]e (= − [~ei+2]e).

(2.2)

Plus généralement, pour ~u =

3∑

i=1

ui~ei et ~v =

3∑

i=1

vi~ei, ave
 don
 [~u]e =




u1

u2

u3




et [~v]e =




v1
v2
v3




:






si (~ei) est dire
te alors [~u ∧ ~v]e = + [~u]e∧̃[~v]e,

si (~ei) est indire
te alors [~u ∧ ~v]e = − [~u]e∧̃[~v]e.

(2.3)

Preuve. (1.23) et (2.1) donnent (2.3). D'où en parti
ulier (2.2).

N.B. : [~u]e ∧ [~v]e n'a pas de sens 
ar [~u]e et [~v]e ne sont pas des ve
teurs mais des matri
es : 
'est

[~u]e∧̃[~v]e qui a un sens (produit matri
iel). De même ~u∧̃~v n'a pas de sens 
ar ~u et ~v ne sont pas des

matri
es mais des ve
teurs : 
'est ~u ∧ ~v qui a un sens (produit ve
toriel).
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6 3. Endomorphismes antisymétriques dans R
3

Remarque 2.3 On note souvent abusivement (mais pas dans 
e poly
opié) :

∧̃
noté

= ∧ . (2.4)

Éviter 
et abus de notation permet d'éviter les erreurs de signe.

Exer
i
e 2.4 Démontrer dire
tement (2.2).

Réponse. On a [~e1]e∧̃[~e2]e =




1
0
0


 ∧̃




0
1
0


 =




0
0
1


 = [~e3]e, 
f. (2.1). Et on a ~e1 ∧~e2 = ±~e3, 
f. (1.22). Don


[~e1 ∧ ~e2]e = ±[~e3]e. Idem par permutation 
ir
ulaire sur les indi
es. D'où (2.2).

2.2 Matri
e antisymétrique et pseudo-ve
teur

Dans R
3
une matri
e antisymétrique est une matri
e M = [Mij ] i=1,...,3

j=1,...,3
telle que :

∀i, j = 1, 2, 3, Mji = −Mij. (2.5)

Don
 M est de la forme :

M =




0 −c b

c 0 −a

−b a 0


 , (2.6)

où a, b, c ∈ R. Don
 :

ave
 la matri
e [~x] =




x

y

z




on a M.[~x] =




−cy + bz

cx− az

−bx+ ay



 =




a

b

c



 ∧̃




x

y

z



 , (2.7)

où on a utilisé le pseudo-produit ve
toriel (2.1). Soit :

M.[~x] =
	

RM ∧̃[~x], où on a posé

	

RM =




a

b

c



 . (2.8)

Dé�nition 2.5 La matri
e 
olonne

	

RM =




a

b

c




est appelée le pseudo-ve
teur asso
ié à M . (Ce n'est

pas un ve
teur : 
'est une matri
e 
olonne.)

Attention : 
'est le pseudo-produit ve
toriel ∧̃ qui est utilisé dans (2.7) et (2.8), 
f. (2.1). D'ailleurs

	

RM ∧ [~x] n'a pas de sens, 
ar le produit ve
toriel ∧ est un produit entre deux ve
teurs, pas entre deux

matri
es.

3 Endomorphismes antisymétriques dans R
3

3.1 Endomorphisme et matri
e asso
iée

Dé�nition 3.1 Une appli
ation linéaire L : Rn → R
m

est une appli
ation qui véri�e L(~x + λ~y) =
L(~x) + λL(~y) pour tout ~x, ~y ∈ R

n
et tout λ ∈ R.

Et on note alors L(~x) = L.~x (notation de la distributivité : L.(~x+ λ~y) = L.~x+ λL.~y).

Dé�nition 3.2 Un endomorphisme dans R
n
est une appli
ation linéaire L : Rn → R

n
.

Soit L : R
n → R

n
un endomorphisme. Soit (~ei) une base de R

n
. Notons Lij les 
omposantes

de L.~ej dans la base (~ei) :

L.~ej =
n∑

i=1

Lij~ei, [L.~ej]e =




L1j

.

.

.

Lnj


 . (3.1)
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Dé�nition 3.3 La matri
e de L dans la base (~ei) est la matri
e :

[L]e = [Lij ] =




L11 ... L1n
.

.

.

.

.

.

Ln1 ... Lnn



 =
(
[L.~e1]e ... [L.~en]e

)
. (3.2)

Elle sto
ke dans sa 
olonne j les 
omposantes de L.~ej dans la base (~ei).

Proposition 3.4 Soit L un endomorphisme de R
n
et soit ~x ∈ R

n
. On a ave
 le produit matri
iel :

[L.~x]e = [L]e.[~x]e. (3.3)

(Propriété essentielle du produit matri
iel relativement aux appli
ations linéaires.)

Preuve. L.~ej =
∑n

i=1 Lij~ei pour tout j et ~x =
∑n

i=1 xi~ei donnent L.~x =
∑n

j=1 xjL.~ej (linéarité

de L), don
 L.~x =

n∑

j=1

xj(

n∑

i=1

Lij~ei) =

n∑

i=1

(

n∑

j=1

Lijxj)~ei, don
 [L.~x]e =




∑n
j=1 L1jxj

.

.

.∑n
j=1 Lnjxj


 qui vaut bien

[L]e.[~x]e.

Proposition 3.5 Soit (~ei) une base de (R
n, (·, ·)Rn). Soit [L]e la matri
e de L dans la base (~ei). Alors :

∀i, j = 1, 2, 3, Lij = (L.~ej , ~ei)Rn ⇐⇒ (~ei) est une b.o.n.. (3.4)

Preuve. On a (L.~ej, ~ei)Rn = (
∑n

k=1 Lkj~ek, ~ei)Rn =
∑n

k=1 Lkj(~ek, ~ei)Rn
. Don
 (L.~ej, ~ei)Rn = Lij pour

tout i, j = 1, 2, 3 ssi (~ek, ~ei)Rn = δki pour tout i, k = 1, 2, 3.

3.2 Endomorphisme transposé (relativement au produit s
alaire eu
lidien)

Dé�nition 3.6 Soit L : Rn → R
n
un endomorphisme. L'endomorphisme transposé (relatif au produit

s
alaire eu
lidien (·, ·)Rn
) est l'appli
ation linéaire LT : Rn → R

n
dé�nie par :

∀~x, ~y ∈ R
n, (LT .~x, ~y)Rn = (L.~y, ~x)Rn (= (~x, L.~y)Rn). (3.5)

Proposition 3.7 Si (~ei) est une b.o.n. de R
n
alors :

[LT ]e = ([L]e)
T , soit (LT )ij = Lji, ∀i, j. (3.6)

Preuve. Ave
 (3.4) et (3.5), on a (LT )ij = (LT .~ej , ~ei)Rn = (L.~ei, ~ej)Rn = Lji.

3.3 Endomorphisme antisymétrique

Dé�nition 3.8 Un endomorphisme L : Rn → R
n
est antisymétrique dans (Rn, (·, ·)Rn) ssi :

LT = −L. (3.7)

Proposition 3.9 L est antisymétrique ssi sa matri
e [L]e dans une b.o.n. (~ei) est antisymétrique :

[L]Te = −[L]e, soit Lji = −Lij , ∀i, j. (3.8)

En parti
ulier Lii = 0 pour tout i.

Preuve. Ave
 (3.4) on a Lji = (LT )ij = (LT .~ej , ~ei)Rn = (−L.~ej , ~ei)Rn = −Lij . En parti
ulier

Lii = −Lii, soit 2Lii = 0.

Exer
i
e 3.10 Montrer que si L est antisymétrique, alors L.~x est orthogonal à ~x, pour tout ~x.

Réponse. (LT .~x, ~x)Rn = (L.~x, ~x)Rn
par dé�nition de LT

, et (LT .~x, ~x)Rn = (−L.~x, ~x)Rn

ar L est antisymé-

trique, d'où (L.~x, ~x)Rn = −(L.~x, ~x)Rn
, don
 (L.~x, ~x)Rn = 0.
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3.4 Endomorphisme antisymétrique dans R
3

Dans R
3
, la matri
e d'un endomorphisme antisymétrique dans une b.o.n. (~e1, ~e2, ~e3) est de la forme,


f. (3.8) :

[L]e =




0 −c b

c 0 −a

−b a 0


 , (3.9)

soit don
 (le
ture 
olonne par 
olonne) L.~e1 = c~e2 − b~e3, L.~e2 = −c~e1 + a~e2, L.~e3 = b~e1 − a~e2, par

dé�nition de la matri
e d'un endomorphisme dans une base, 
f. (3.1).

Don
, 
f. (3.3) :

ave
 [~x]e =




x

y

z




on a [L.~x]e = [L]e.[~x]e =




bz − cy

cx− az

ay − bx



 , (3.10)

soit don
 L.~x = (bz − cy)~e1 + (cx − az)~e2 + (ay − bx)~e3.

Remarque 3.11 Dans R
2
un endomorphisme antisymétrique a une matri
e de la forme :

[L]E =

(
0 −α

α 0

)
= α

(
cos π

2 − sin π
2

sin π
2 cos π

2

)
. (3.11)

C'est don
 la matri
e de rotation d'un quart de tour (dans le sens trigonométrique pour α > 0)

omposée ave
 l'homothétie de rapport α.

3.5 Ve
teur représentant un endomorphisme antisymétrique de R
3

Proposition 3.12 L est un endomorphisme antisymétrique de R
3
ssi il existe un ve
teur

~RL ∈ R
3

t.q. :

L.~x = ~RL ∧ ~x (3.12)

Et on a, ave
 ( ~Ei) la base 
anonique :

[L]E =




0 −c b

c 0 −a

−b a 0




ssi [~RL]E =




a

b

c


 . (3.13)

Preuve. Soit FL : R3 ×R
3 → R l'appli
ation donnée par FL(~x, ~y) = (L.~x, ~y)R3

: on a immédiatement

FL bilinéaire (et alternée).

Soit

~R ∈ R
3
et soit G : R3 × R

3 → R l'appli
ation donnée donné par G~R
(~x, ~y) = det(~R, ~x, ~y)R3

:

on a immédiatement G~R
bilinéaire (et alternée).

On a FL = G~R
ssi FL et G~R

ont mêmes valeurs sur les ve
teurs d'une base. Don
 F = G ssi

FL( ~Ei, ~Ej) = G~R
( ~Ei, ~Ej) pour tout i, j = 1, 2, 3, 
-à-d ssi

~R = ~RL donné par (3.13).

3.6 Pseudo-ve
teur asso
ié à un endomorphisme antisymétrique

On dispose de (2.6) et (2.7).

Soit (~ei) une b.o.n. de R
3
.

Soit L est un endomorphisme antisymétrique de matri
e [L]e =




0 −γ β

γ 0 −α

−β α 0




.

Soit

	

R[L]e = +




α

β

γ




le pseudo-ve
teur asso
ié à la matri
e [L]e, 
f. (2.8).

Dé�nition 3.13 Le pseudo-ve
teur

	

R[L]e est appelée le pseudo-ve
teur asso
ié à L relativement à la

base (~ei).

8 28 avril 2015



9 3. Endomorphismes antisymétriques dans R
3

Proposition 3.14 Soit L un endomorphisme antisymétrique. Soit

~RL le ve
teur asso
ié par (3.12).

Soit (~ei) une b.o.n.. Soit [L]e =




0 −γ β

γ 0 −α

−β α 0




la matri
e de L dans la b.o.n. (~ei). Soit
	

R[L]e =




α

β

γ




le pseudo-ve
teur asso
iée à la matri
e [L]e, 
f. (2.8). Alors :





[~RL]e = +
	

R[L]e = +




α

β

γ




si (~ei) est dire
te,

[~RL]e = −
	

R[L]e = −




α

β

γ




si (~ei) est indire
te.

(3.14)

Preuve. Soit ~x ∈ R
3
donné par [~x]e =




x

y

z




. On a [L.~x]e = [L]e.[~x]e =




βz − γy

γx− αz

αy − βx



 =
	

R[L]e∧̃[~x]e,


f. (3.3) et (2.8). Et L.~x = ~RL ∧ ~x, don
 [L.~x]e = [~RL ∧ ~x]e = ε[~RL]e∧̃[~x]e, 
f. (2.3) ave
 ε = +1 si

b.o.n. dire
te et ε = −1 si b.o.n. indire
te. Don
 [~RL]e = ε
	

R[L]e.

Exemple 3.15 Cas parti
ulier : L donnée dans la base 
anonique par :

[L]E =




0 −γ 0
γ 0 0
0 0 0




don
 par [~RL]E =




0
0
γ



 . (3.15)

Et L.~x = ~RL ∧ ~x = γ ~E3 ∧ ~x indique que, pour γ > 0, L est une rotation de +π
2 autour de

~E3, suivie

d'une homothétie de rapport γ.

Exer
i
e 3.16 Montrer que tout endomorphisme antisymétrique de R
3
s'é
rit sous la forme (3.15)

où E est rempla
é par e = (~ei) une b.o.n. dire
te.

Réponse. Soit L 6= 0 donné par (3.9) où (~ei) = ( ~Ei). On pose ~e3 =
~R

||~R||
R3

. Et on prend ~e1, ~e2 t.q. (~ei) est une

b.o.n. dire
te de R
3
, par exemple on prend ~e1 =

~RL∧~Ek

||~RL∧~Ek||R3
où k est 
hoisi t.q.

~RL ∧ ~Ek 6= ~0, puis on prend

~e2 = ~e3 ∧ ~e1. Puis on applique les formules de 
hangement de base.
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