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On rappelle les formules 
onnues de 
hangement de bases, et on donne les formules moins 
onnues de


hangement de ve
teurs de représentations d'une forme linéaire donnée, représentations dépendantes

du 
hoix d'un produit s
alaire.
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1 Les observateurs

1.1 Bases

Dans R
n
, n = 1, 2 ou 3 par exemple, un observateur anglais 
hoisit une base (~ai)i=1,...,n =noté (~ai),

et un observateur français 
hoisit une base (~bi). L'anglais mesure en pieds, 
haque ~ai représentant �un

bâton� de longueur 1 pied (1 ft) dans une dire
tion donnée, et le français mesure en mètre, 
haque

~bi
représentant �un bâton� de longueur 1 mètre (1 m) dans la dire
tion donnée. Dessin. On notera :

λ =
1

0, 3048
≃ 3.2808, (1.1)

ave
 don
 1 m = λ ft. Et on prendra souvent :

~bi = λ~ai, (1.2)

pour la simpli
ité des 
al
uls et l'interprétation des résultats.

Une base quel
onque de R
n
sera notée (~ci).
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2 1. Les observateurs

1.2 Bases duales

L'ensemble des formes linéaires sur R
n
(appli
ations linéaires R

n → R) est noté R
n∗
. Pour ℓ ∈ R

n∗
,

on utilise la notation usuelle de la linéarité (distributivité) : pour ~u ∈ R
n
:

ℓ(~u)
noté

= ℓ.~u. (1.3)

Si (~ci) est une base de R
n
, on note ci les formes linéaires dé�nies par, pour tout i, j :

(ci(~cj) =) ci.~cj = δij, (1.4)

une forme linéaire étant dé�nie par ses valeurs sur les ve
teurs d'une base. Et (ci) est une base de Rn∗

appelée base duale de la base (ci).
Si ~u ∈ R

n
alors le réel :

ui
c
déf

= ci.~u (1.5)

est appelé la i-ème 
omposante de ~u relativement à la base (~ci). Et on a :

~u =
∑

j

uj
c ~cj , (1.6)

puisque ci.~u =
∑

j u
j
c(c

i.~cj) (par linéarité de ci) donne ci.~u =
∑

j u
j
cδ

i
j = ui

c. On a utilisé, et on

utilisera, la 
onvention d'Einstein.

En parti
ulier l'anglais a sa base duale (ai) et le français a sa base duale (bi).

1.3 Notations matri
ielles

1.3.1 Ve
teurs

On notera

∑n
i=1

=
∑

i. Soit ~u est un ve
teur dans R
n
.

Si ~u =
∑

i

ui
c~ci alors on note [~u]|c =







u1
c
.

.

.

un
c






, (1.7)

où [~u]|c est la matri
e 
olonne des 
omposantes ui
c de ~u dans la base (~ci).

1.3.2 Formes linéaires

Soit ℓ une forme linéaire dans R
n∗

(un outil simple de mesure des ve
teurs).

Si ℓ =
∑

i

ℓi,cc
i, alors on note [ℓ]|c = ( ℓ1,c ... ℓ1,c ) , (1.8)

où [ℓ]|c est la matri
e ligne des 
omposantes ℓi,c de ℓ dans la base (~ci).

L'é
riture en matri
e ligne et matri
e 
olonne permet de béné�
ier du 
al
ul matri
iel :

ℓ.~u = [ℓ]|c.[~u]|c =
∑

i

ℓi,c u
i
c ∈ R. (1.9)

Ce sont également les notations de la 
ontra
tion tensorielle :

ℓ.~u = (
∑

i

ℓi,cc
i).(

∑

j

uj
c~cj) =

∑

ij

ℓi,c u
j
c (c

i.~cj) =
∑

ij

ℓi,c u
j
c δ

i
j =

∑

i

ℓi,c u
i
c. (1.10)

N.B. : jusqu'à présent on ne s'est servi d'au
un produit s
alaire.
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3 1. Les observateurs

1.3.3 Endomorphismes

L'ensemble des endomorphismes dans R
n
(appli
ations linéaires R

n → R
n
) est noté L(Rn;Rn).

Soit L ∈ L(Rn;Rn) un endomorphisme.

Si L.~cj =
∑

ij

Li
j,c~ci, don
 Li

j,c
déf

= ci.(L.~cj), alors on note [L]|c
déf

= [Li
j,c], (1.11)

où [L]|c est la matri
e de L relativement à la base (~ci). Et on utilise la notation tensorielle :

L =
∑

ij

Li
j,c~ci ⊗ cj , (1.12)

au sens, pour ~u =
∑

i u
i
c~ci ∈ R

n
, à l'aide des 
ontra
tions tensorielles :

L.~u =
∑

ij

Li
j,c (~ci ⊗ cj).~u =

∑

ij

Li
j,c~ci(c

j .~u) =
∑

ij

Li
j,c u

j
c ~ci. (1.13)

Et on a les règles usuelles du produit matri
iel pour 
al
uler les 
omposantes du ve
teur L.~u dans une

base (~ci) :

[L.~u]|c = [L]|c.[~u]|c =







∑

j L
1
j,c u

j
c

.

.

.

∑

j L
n
j,c u

j
c






. (1.14)

1.3.4 Formes bilinéaires

L'ensemble des formes bilinéaires sur R
n
est noté L(Rn×R

n;R). Une forme bi-linéaire est un outil

de mesure des ve
teurs. Soit β(·, ·) ∈ L(Rn × R
n;R).

Si βij,c
déf

= β(~ci,~cj), alors β(·, ·) =
∑

ij

βij,cc
i ⊗ cj , et on note [β]|c = [βij,c], (1.15)

où [β]|c est la matri
e ligne des 
omposantes βij,c de β(·, ·) dans la base (~ci).
Et le 
al
ul tensoriel donne, quand ~u =

∑

i u
i
c~ci et ~w =

∑

iw
i
c~ci :

β(~u, ~w) =
∑

ij

βij,c(c
i ⊗ cj)(~u, ~w) =

∑

ij

βij,c(c
i.~u)(cj . ~w) =

∑

ij

ui
cβij,cw

j
c = [~u]T|c.[β]|c.[~w]|c, (1.16)

la dernière égalité utilisant le produit matri
iel usuel. Et on retrouve en parti
ulier β(~ci,~cj) = βij,c.

Un produit s
alaire sur R
n
est une forme bilinéaire g(·, ·) : R

n × R
n → R qui est symétrique

(g(~u, ~w) = g(~w, ~u) pour tout ~u, ~w) et dé�nie positive (g(~u, ~u) > 0 pour tout ~u 6= ~0). Et (1.16)donne :

g(~u, ~w) = [~u]T|c.[g]|c.[~w]|c = [~w]T|c.[g]|c.[~u]|c, (1.17)

grâ
e à la symétrie de [g]|c (on a g(~ci,~cj) = g(~cj ,~ci)).

1.4 Base eu
lidienne

Une base eu
lidienne dans R
n
pour n ≥ 2 est une base �orthonormée au sens d'Eu
lide�, i.e. telle

que :

• On prend trois �bâtons� de longueur 3, 4 et 5 relativement à une �longueur unité 
hoisie� (le pied

pour l'anglais et le mètre pour le français par exemple). Dessin.

• On forme un triangle ave
 
es bâtons, un tel triangle étant re
tangle (Pythagore 32 + 42 = 52).
Dessin.

• Deux ve
teurs, 
ha
un modélisant un �bâton�, sont dits orthogonaux s'ils sont distin
ts et paral-

lèles �aux 
�tés droits� d'un triangle re
tangle. Dessin.

• Une base (~ci) est �orthonormée au sens d'Eu
lide� ssi les ~ci sont deux à deux orthogonaux et de

longueur unité (le pied pour l'anglais et le mètre pour le français par exemple). Une telle base est dite

eu
lidienne.

N.B. : Eu
lide ne 
onnaissait ni les pieds anglais ni les mètres... il avait sa propre longueur unité.

Et il ne 
onnaissait pas les produits s
alaires...
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4 2. Matri
e de passage entre bases

1.5 Ve
teur normal et forme normale à une surfa
e

Soit une surfa
e régulière S de dimension n−1 dans R
n
(admet un plan tangent en tout point).

Dans l'espa
e tangent à S, soit (~ei(p))i=1,...,n−1 une base eu
lidienne en un point p ∈ S, 
f. � 1.4.

Et soit ~en(p) =
noté ~n(p) un ve
teur de R

n

onstruit 
omme au � 1.4 pour obtenir une base eu
li-

dienne (~ei(p))i=1,...,n de R
n
. Dessin.

Le ve
teur ~n(p) = ~en(p) est appelé un ve
teur normal normal à S en p (unique au signe près).

La base duale (ei(p))i=1,...,n permet de 
onnaître les 
omposantes d'un ve
teur ~v ∈ R
n
sur la base

(~ei(p)). En parti
ulier :

(en(p).~v =) n♭(p).~v = vn(p) (1.18)

est la 
omposante de ~v en p le long de la normale à la surfa
e. (Cette dé�nition du ve
teur normal,

et don
 de la forme normale, est faite avant l'introdu
tion d'un produit s
alaire : 
'est une notion de

base eu
lidienne.) (La notation n♭
fait référen
e à la position des indi
es d'une forme linéaire dans

une base : en bas : si (~ci) est une base dans R
n
, alors n♭(p) =

∑

i ni(p)c
i
.)

Et par exemple la formule de la divergen
e s'é
rit, pour

~f : Rn → R
n
une fon
tion C1

, pour Ω un

ouvert régulier de R
n
de bord Γ, ave
 ~n(p) le ve
teur normal unitaire sortant :

∫

Ω

div ~f(p) dΩ =

∫

Γ

n♭(p). ~f(p) dΩ, (1.19)

le réel n♭(p). ~f(p) donnant la 
omposante de

~f(p) normale à la surfa
e.

1.6 Produit s
alaire eu
lidien

Un produit s
alaire eu
lidien n'a de sens que si on s'est donné au préalable une base eu
lidienne

(
hoisi par un anglais ou un français par exemple).

Le produit s
alaire eu
lidien relatif à une base eu
lidienne (~ci) est la forme bilinéaire dé�nie par :

gc(·, ·) =

n
∑

i=1

ci ⊗ ci, où don
 [gc]|c = I. (1.20)

L'outil produit s
alaire eu
lidien permet alors :

• de mesurer la longueur, dans l'unité 
hoisie, de tout ve
teur ~u =
∑

i u
i
c~ci à l'aide de la formule

de Pythagore ||~u||gc =
√

gc(~u, ~u) =
√
∑

i(u
i
c)

2
(en pied pour l'anglais et en mètre pour le français),

• de savoir si deux ve
teurs ~u, ~w sont orthogonaux au sens d'Eu
lide, 
e qui est le 
as ssi gc(~u, ~w) =
0, et plus généralement de donner l'angle θ entre deux ve
teurs ~u, ~w grâ
e à gc(

~u
||~u||gc

, ~w
||~w||gc

) = cos θ.

Et si on tient à utiliser le produit s
alaire eu
lidien alors (1.19) s'é
rit aussi

∫

Ω
div~f(p) dΩ =

∫

Γ
gc(~n(p), ~f(p)) dΩ (notation usuelle mais inutile).

2 Matri
e de passage entre bases

Soit deux bases (~ai) et (~bi) dans R
n
. On note P i

j les 
omposantes de

~bj dans la base (~ai) :

~bj =
∑

i

P i
j~ai, don
 P i

j
déf

= ai.~bj . (2.1)

La matri
e P = [P i
j ] est la matri
e de passage de la base (~ai) vers la base (~bi) (matri
e de l'endomor-

phisme de R
n
de 
hangement de base). Et on note :

Q
déf

= P−1 noté

= [Qi
j ], et don
 ~aj =

∑

i

Qi
j
~bi, et Qi

j = bi.~aj . (2.2)

En e�et,

∑

iQ
i
j
~bi =

∑

i Q
i
j(
∑

k P
k
i ~ak) =

∑

k(
∑

i P
k
i Q

i
j)~ak =

∑

k(PQ)kj~ak =
∑

ik δ
k
j~ak = ~aj .

Et pour les bases duales on a :

bi =
∑

i

Qi
ja

j , et ai =
∑

i

P i
j b

j . (2.3)

En e�et (
∑

iQ
i
ja

j).~bk =
∑

im Qi
ja

j .(Pm
k ~am) =

∑

im Qi
jP

m
k δjm =

∑

iQ
i
jP

j
k = δik = bi.~bk, pour tout k.

Idem pour ai.
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5 3. Formules de 
hangement de base

Exemple 2.1 Notre anglais et notre français du � 1.1. Ave


~bi = λ~ai pour tout i, on a :

P = λ I, PT = λ I, PT .P = λ2I, et P−1 =
1

λ
I

noté

= Q. (2.4)

N.B. : la matri
e P n'est pas orthonormale : PT .P 6= I, ou en
ore PT 6= P−1
, 
ar λ 6= 1 
f. (1.1).

3 Formules de 
hangement de base

Les formules de 
hangement de base permettent à deux observateurs d'é
hanger leurs informations :

les formules traduisent, pour un même �objet�, ses 
oordonnées relatives à la base d'un observateur

en ses 
oordonnées relatives à la base de l'autre observateur.

3.1 Pour les ve
teurs

Soit ~u ∈ R
n
un ve
teur dans R

n
(notre �objet�). L'anglais et le français le dé
rivent dans leurs

bases : ~u =
∑

i u
i
a~ai =

∑

i u
i
b
~bi. Ave
 (1.7) et (2.1) on a :

[~u]|b = P−1.[~u]|a, (3.1)

dite formule de 
hangement de base des 
omposantes d'un ve
teur. En e�et :

~u =
∑

j u
j
a~aj =

∑

j u
j
a(
∑

i Q
i
j
~bi) =

∑

i(
∑

j Q
i
ju

j
a)
~bi donne ui

b =
∑

j Q
i
ju

j
a.

On dit qu'un ve
teur est �
ontravariant� : ses 
omposantes se transforment ave
 P−1
.

Don
 
onnaissant [~u]|a, on obtient [~u]|b en 
al
ulant P−1.[~u]|a.
Et 
onnaissant [~u]|b, on obtient [~u]|a en 
al
ulant P.[~u]|b.

3.2 Pour les formes linéaires

Soit ℓ ∈ R
n∗

une forme linéaire sur R
n
(notre �objet�). L'anglais et le français la dé
rivent dans

leurs bases (duales) : ℓ =
∑

i ℓi,aa
i =

∑

i ℓi,bb
i
. Ave
 (1.8) et (2.3) on a :

[ℓ]|b = [ℓ]|a.P, (3.2)

dite formule de 
hangement de base des 
omposantes d'une forme linéaire. En e�et :

ℓ =
∑

i ℓi,aa
i =

∑

i ℓi,a(
∑

j P
i
j b

j) =
∑

j(
∑

i ℓi,aP
i
j )b

j
, et don
 ℓj,b =

∑

i ℓi,bP
i
j .

On dit qu'une forme est une ve
teur �
ovariant� (ve
teur dans R
n∗
) : ses 
omposantes se transforment

ave
 P .

Et ℓ.~u est le réel donné par, 
f. (1.9) :

ℓ.~u = [ℓ]|a.[~u]|a = [ℓ]|b.[~u]|b ∈ R, (3.3)

égalité de véri�
ation immédiate ave
 (3.2) et (3.1) : [ℓ]|b.[~u]|b = ([ℓ]|a.P ).(P−1.[~u]|a) = [ℓ]|a.I.[~u]|a.

3.3 Pour les endomorphismes

Soit un endomorphisme L ∈ L(Rn;Rn). Représentons le dans des bases (~ai) et (~bi) :

L =
∑

ij

Li
j,a~ai ⊗ aj =

∑

ij

Li
j,b

~bi ⊗ bj , [L]|a = [Li
j,a] et [L]|b = [Li

j,b]. (3.4)

On a :

[L]|b = P−1.[L]|a.P, (3.5)

dite formule de 
hangement de base des 
omposantes d'un endomorphisme L. En e�et, (2.1) et (2.3)

donnent :

bi.L.~bj =
∑

km Qi
kP

m
j ak.L.~am, soit Li

j,b =
∑

km Qi
kL

k
m,aP

m
j = (Q.[L]|a.P )ij .
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6 4. Représentations d'une forme linéaire par des ve
teurs

3.4 Pour les formes bilinéaires

Soit une forme bilinéaire β(·, ·) ∈ L(Rn × R
n;R). Représentons la dans les bases (~ai) et (~bi) :

β(·, ·) =
∑

ij

βij,a a
i ⊗ aj =

∑

ij

βij,b b
i ⊗ bj, [β]|a = [βij,a] et [β]|b = [βij,b]. (3.6)

On a :

[β]|b = PT .[β]|a.P, (3.7)

dite formule de 
hangement de base des 
omposantes d'une forme bilinéaire, où PT = [(PT )ij ] est la

matri
e transposée de P = [P i
j ] (don
 (PT )ij = P

j
i ). En e�et, (2.1) donne :

β(~bi,~bj) =
∑

km P k
i P

m
j β(~ak,~am), soit βij,b =

∑

km P k
i βkm,aP

m
j = (PT .[β]|a.P )ij .

Et, pour ~u, ~w ∈ R
n
, le réel β(~u, ~w) est indépendant du 
hoix de la base :

β(~u, ~w) = [~u]T|a.[β]|a.[~w]|a = [~u]T|b.[β]|b.[~w]|b ∈ R, (3.8)

la deuxième égalité étant de véri�
ation immédiate ave
 (3.7) et (3.1) :

[~u]T|b.[β]|b.[~w]|b = (Q.[~u]|a)
T .(PT .[β]|a.P )(Q.[~w]|a) = [~u]T|a.(P.Q)T .[β]|a.(I).[~w]|a.

N.B. : PT 6= P−1
en général, 
f. (2.4), au moins pour notre anglais et notre français. Don
 les formules

de 
hangement de base des formes bilinéaires 
f. (3.7), sont di�érentes des formules de 
hangement de

base des endomorphismes 
f. (3.5).

4 Représentations d'une forme linéaire par des ve
teurs

4.1 Théorème de représentation de Riesz

Soit ℓ ∈ R
n∗

(une forme linéaire sur R
n
). C'est i
i �l'objet 
onsidéré�.

Pour �dessiner� ℓ, on la �représente� à l'aide d'un ve
teur, à 
ondition de disposer d'un produit

s
alaire. Si on dispose d'un produit s
alaire g(·, ·), le théorème de représentation de Riesz indique :

∃!~zg ∈ R
n, ∀~u ∈ R

n, ℓ.~u = g(~zg, ~u). (4.1)

(Voir poly
opié �Eléments �nis�.) Attention le ve
teur ~zg n'est pas intrinsèque (à ℓ) : il dépend du


hoix du produit s
alaire (la suite traite essentiellement de 
et in
onvénient).

4.2 Cas d'un seul produit s
alaire et obje
tivité isométrique

Soit ℓ ∈ R
n∗

une forme linéaire. L'anglais et le français veulent la représenter à l'aide d'un ve
teur.

Soit g(·, ·) un même produit s
alaire 
hoisi à la fois par l'anglais et le français (on peut rêver... !).

Soit ~zg ∈ R
n
le ve
teur de représentation de ℓ relativement au produit s
alaire g(·, ·), 
f. (4.1).

Proposition 4.1 et dé�nition. Le ve
teur de représentation de Riesz est un ve
teur (un �vrai ve
-

teur� !). En parti
ulier il véri�e la formule de 
hangement de base :

[~zg]|b = P−1.[~zg]|a. (4.2)

Si �tout le monde� utilise le même produit s
alaire g(·, ·), i.e. le même �outil�, alors ~zg est dit

�obje
tif isométrique�. C'est une �obje
tivité en un sens restreint�, voir � suivant.

(Cela ne 
onvient pas pour notre anglais et de notre français.)

Preuve. Première démonstration : 
omme ℓ et g(·, ·) sont des tenseurs, il en est de même de ~zg.

Deuxième démonstration : à l'aide des formules de 
hangement de base. Soit ℓ ∈ R
n∗
. Soit ~zg =

∑

i z
i
a~ai =

∑

i z
i
b
~bi le ve
teur ~zg donné en (4.1). On a [~u]T|b.[g]|b.[~zg]|b = [~u]T|a.[g]|a.[~zg]|a, 
f. (3.8), ave


[~u]|b = Q.[~u]|a et [g]|b = PT .[g]|a.P , don
 :

([~u]T|a.Q
T ).(PT .[g]|a.P ).[~zg]|b = [~u]T|a.[g]|a.[~zg]|a, (4.3)

vrai pour tout ~u, ave
 QT .PT = (P.Q)T = I, et ave
 [g]|a inversible (matri
e d'un produit s
alaire),

don
 P.[~zg]|b = [~zg]|a, i.e. (4.2).
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7 4. Représentations d'une forme linéaire par des ve
teurs

4.3 Cas de deux produits s
alaires ...

Dans le 
as de nos observateurs anglais et français, on a a priori deux produits s
alaires distin
ts

(on arrête de rêver...), un noté ga(·, ·) pour l'anglais et son pied, et l'autre noté gb(·, ·) pour le français

et son mètre. Si l'anglais utilise une base (~ai) et le français une base (~bi), on a :



















ga(·, ·) =
∑

ij

gaij,a a
i ⊗ aj , [ga]|a = [gaij,a] = [ga(~ai,~aj)],

gb(·, ·) =
∑

ij

gbij,b b
i ⊗ bj, [gb]|b = [gbij,b] = [gb(~bi,~bj)],

(4.4)

Exemple 4.2 Si (~ai) est une base eu
lidienne (en pied) et si ga(·, ·) est le produit eu
lidien asso
ié

alors [ga]|a = I, i.e. ga =
∑

i a
i ⊗ ai.

Si (~bi) est une base eu
lidienne (en mètre) et si gb(·, ·) est le produit eu
lidien asso
ié alors [gb]|b = I,

i.e. gb =
∑

i b
i ⊗ bi.

Si en plus

~bi = λ~ai, alors a
i = λbi, et don
 :

ga(·, ·) = λ2gb(·, ·) 6= gb(·, ·), (4.5)


f. (1.1) : on est en présen
e de deux produits s
alaires eu
lidiens distin
ts.

4.4 ... Les représentants de Riesz ...

Soit ℓ une forme linéaire donnée (notre �objet�), observée à la fois par l'anglais et le français.

Soit ~za le ve
teur de représentation de ℓ à l'aide du produit s
alaire ga(·, ·), et soit ~zb le ve
teur de
représentation de ℓ à l'aide du produit s
alaire gb(·, ·).

Et soit ~u un ve
teur observé à la fois par l'anglais et le français. Don
 ave
 (4.1) :

ℓ.~u = ga(~za, ~u) = gb(~zb, ~u). (4.6)

4.5 ... La formule de 
hangement de ve
teurs ...

Proposition 4.3 On a pour les 
omposantes dans la base (~bi) :

[~ga]|b.[~za]|b = [~gb]|b.[~zb]|b, (4.7)

formule de 
hangement de ve
teurs de représentation de Riesz. Don
 :

~za 6= ~zb en général, (4.8)

i.e. le ve
teur de représentation dépend de l'observateur : le ve
teur de représentation de Riesz n'est

pas obje
tif (il dépend de l'observateur ; voir (4.12) dans le 
as de l'anglais et du français).

Preuve. (4.6) exprimée dans la base (~bi) donne ave
 (3.8) :

ℓ.~u = [~u]T|b.[~ga]|b.[~za]|b = [~u]T|b.[~gb]|b.[~zb]|b, (4.9)

pour tout ~u, d'où (4.7). En parti
ulier [~zb]|b 6= [~za]|b en général. Et deux ve
teurs sont égaux ssi ils ont

mêmes 
oordonnées (sur une même base), d'où (4.8).

Corollaire 4.4 . Cas parti
ulier de produits s
alaires eu
lidiens :

si [ga]|a = [gb]|b = I alors [~zb]|b = PT .P.[~za]|b, (4.10)

dite formule de 
hangement de ve
teurs de représentation de Riesz dans le 
as de bases eu
lidiennes

relatives à 
haque observateur (bien que 
e soit une formule liant leurs 
oordonnées dans la base (~bi)).
Don
 :

~za 6= ~zb quand PT .P 6= I, (4.11)


omme dans le 
as de l'anglais et du français, 
f. (2.4) (et voir exemple suivant).

Don
 représenter systématiquement une forme linéaire par un ve
teur (lequel ?) n'est pas une

bonne idée quand on veut s'assurer de l'obje
tivité des résultats.
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8 5. Espa
e pivot, (pseudo) obje
tivité isométrique, et (pseudo) identi�
ation

Preuve. On a [ga]|b = PT .[ga]|a.P , 
f. (3.7) ; don
 (4.7) donne (4.10).

Exemple 4.5 Suite de l'exemple 4.2 : on a [ga]|a = [gb]|b = I, et don
 [~zb]|b = PT .P.[~za]|b = λ2[~za]|b,
don
 :

~zb = λ2~za, (4.12)

ave
 i
i λ2 = 1

0,30482
≃ 10, 76, don
 le ve
teur ~zb est plus de 10 fois plus long que le ve
teur ~a.

Exemple : 
onsidérons le 
as ℓ = a1, et don
 ~za = ~a1. Et soit ~u = ~a1. Alors ℓ.~u = 1, et on a

bien ga(~za, ~u) = 1 
ar ga(~za, ~u) = ga(~a1,~a1), et on a bien gb(~zb, ~u) = 1 
ar gb(~zb, ~u) = gb(λ
2~za, ~u) =

gb(λ
2~a1,~a1) = gb(λ~b1,

~b1
λ
) = gb(~b1,~b1) : on a bien (4.9).

Remarque 4.6 Les unités internationales en aviation sont dans �le plan horizontal� le mile nautique,

et �sur la verti
ale� le pied anglais. Et se tromper de ve
teur de représentation, peut-être 
atastrophique

lors d'un atterrissage... Il vaut mieux travailler ave
 l'objet original (la forme linéaire) qui est le même

pour les deux observateurs, plut�t qu'ave
 un représentant (un ve
teur de représentation, lequel ?).

Remarque 4.7 Autre appli
ation : 
as d'une puissan
e P proportionnelle à la vitesse. Notons ℓ =
∑

i ℓi,aa
i =

∑

i ℓi,bb
i
la forme linéaire donnant 
ette puissan
e (l'instrument de mesure fon
tion de la

vitesse ~u), où don
 P = ℓ.~u pour une vitesse ~u.

Et supposons que 
ette puissan
e P est donnée en Watt à la fois par l'anglais et le français (James

Watt est un é
ossais, don
 ça va...).

Pour un ve
teur vitesse ~u =
∑

i u
i
a~ai =

∑

i u
i
b
~bi, l'anglais mesure la puissan
e Pa = ℓ.~u =

[ℓ]|a.[~u]|a ∈ R, et le français mesure la puissan
e Pb = ℓ.~u = [ℓ]|b.[~u]|b ∈ R. Et aux erreurs de

mesure près, pour une même vitesse, on a Pa = Pb = P (en Watt). I
i on a une seule forme linéaire ℓ

représentant P , et le 
al
ul donne un résultat indépendant de la base 
hoisie.

En revan
he, pour trouver P à l'aide des ve
teurs de représentation, il ne faut pas se tromper de


hoix, puisqu'i
i ~za 6= ~zb, alors que les deux observateurs veulent obtenir la même puissan
e P (la

même forme linéaire).

4.6 ... qui n'est pas une formule de 
hangement de base

Les formules de 
hangement de base 
on
ernent un unique ve
teur : elles donnent la relation entre

les 
omposantes de 
e même ve
teur dans deux bases di�érentes, 
f. (3.1).

Alors que la formule (4.7) (et la formule (4.10)) donne la relation entre deux ve
teurs di�érents.

5 Espa
e pivot, (pseudo) obje
tivité isométrique, et (pseudo)

identi�
ation

Dé�nition 5.1 Quand on 
hoisit pour tous les observateurs un même produit s
alaire eu
lidien (·, ·)g
(don
 les mêmes unités de mesure), l'espa
e (Rn, (·, ·)g) est dit être l'espa
e pivot.

Don
 le 
hoix d'un espa
e pivot est subje
tif : 
elui de l'anglais ou 
elui du français ?...

Corollaire 5.2 . Cas parti
ulier d'un 
hangement de base orthonormée : si on se donne

a priori un espa
e pivot (Rn, (·, ·)g), alors un 
hangement de base eu
lidienne est un 
hangement de

base orthonormée, et les ve
teurs de représentation de Riesz sont identiques :

si PT .P = I et [ga]|a = [gb]|b = I, alors ~za = ~zb. (5.1)

et on parle alors de �l'obje
tivité isométrique� (ou d'obje
tivité par 
hangement de base orthonormée).

Dans 
e 
as on peut �identi�er� une forme linéaire ℓ et son ve
teur de représentation ~z.

Cette identi�
ation n'est pas intrinsèque puisqu'elle dépend du 
hoix du produit s
alaire.

Et elle est absurde dans le 
as de notre anglais et de notre français qui ont 
ha
un leur produit

s
alaire eu
lidien et don
 
ha
un leur ve
teur de représentation, et don
 
ha
un une �identi�
ation

di�érente�... Ce n'est don
 pas une identi�
ation...

On peut quali�er l'�identi�
ation� du 
orollaire pré
édent de �pseudo identi�
ation�.

De même on peut quali�er �l'obje
tivité isométrique� de �pseudo obje
tivité�.

Autrement dit l'obje
tivité isométrique 
on
erne un unique observateur qui veut véri�er : si je


hange de b.o.n. (si je tourne la tête), alors je dois véri�er que mes 
al
uls sont 
orre
ts...

Elle est 
ependant très utile et très utilisée dans le 
as de mouvements de solides.
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