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On utilise ici les tenseurs et les contractions tensorielles.
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1 Dualité

1.1 Espace vectoriel VV

Soit V' un espace vectoriel de dimension n isomorphe & R™. On n’utilisera pas de produit scalaire.
Soit (€;)i=1,...n =10t (&) de V une base indépendante du point p € 2. Représentation matricielle
d’un vecteur relativement & une base (€;) :

1

si U= Z v'e; €V, onnote [0]=[ : matrice colonne, (1.1)
i

ou on utilise la notation “indice-exposant” d’Einstein.



2 1. Dualité

1.2 Espace vectoriel dual V*

Soit V* = L(V;R) le dual de V, i.e. 'ensemble des formes linéaires sur V, i.e. ensemble des
applications linéaires & valeurs réelles.

Pour ¢ € V* et ¥ € V on note £(¥) = £.9, notation d’un produit (distributivité) car ¢ est linéaire.

Les ¢ € V* sont des “instruments de mesure des vecteurs” : si v € V alors £.¥ € R donne une valeur
de ¥, pour 'instruments de mesure /.

On note (ef) la base duale de la base (&;), i.e. la base constituée des formes linéaires e’ € V* t.q. :
(e'(e) =)  €.g=7; (1.2)

Donc e’ est la forme linéaire de projection sur la droite vectorielle engendrée pas €; parallélement aux
autres directions. Ainsi, si v = Zj v/ €}, alors e'.¥ = v* donne la valeur de la i-éme composante de ¢

sur la base (&;). Autrement dit, on calcule v* & partir de ¥ grace a e'.
Représentation matricielle d’une forme linéaire relativement & la base duale (e’) :

si = Z&ei eV* onnote [{]=(¢ .. ¥¢,) matrice ligne, (1.3)

ou on utilise la notation “indice-exposant” d’Einstein. En particulier, si ¥ =, v'€; alors :
CE=) L', et LT=(L . L) | P, (1.4)
i

produit matriciel d’une matrice ligne 1 * n par une matrice colonne n * 1. La convention d’Einstein
permet de s’assurer que le calcul fait est objectif (indépendant de la base choisie).

1.3 Contraction et symbole de Kronecker
La fonction ¢ suivante, trivialement bilinéaire, est appelée opération de Kronecker :
V*xV =R
g ~ o def ,
(£,7) = §(¢L,0) = L.0.
Egalement appelé la “contraction d’une forme linéaire et d’un vecteur”.
En particulier si on dispose d’une base (€;) alors é(e’, €;) = d; = le symbole de Kronecker.

1.4 Bidual, isomorphisme

On note V** =% (1*)* — £(V*;R) le dual du dual, appelé le bidual.
Les vecteurs ¢ € V* sont mesurés a 1’aide des v € V** (les formes linéaires sur V*), le résultat
étant le réel v.0.

V - Vv*
J . . . (1.6)
7T "2, on Veevr, J@)L g2

On note :

J est un isomorphisme canonique (application linéaire bijective dont la définition ne dépend que des
objets et non de leur représentation). Et le bidual V** est interprété comme ’ensemble des dérivations
directionnelles. Et on note alors souvent abusivement :

vl "2 G, (1.7)

Soit (&;) une base de base duale (¢*). On note (e;) la base duale de la base ('), dite base biduale
de la base (€;). Donc on a e;.e! = el.¢; = §7, et e;.el =1 ¢ e,

Etsit =3, l;el, alors e;.l = {; (= (.€;) donne la valeur de la i-éme composante de ¢ sur la
base (ef).

N.B. : il n’y a pas de régle de calcul matriciel qui tienne avec v € V** et £ € V* pour calculer v.¢ :
pour faire du calcul matriciel il faut passer par J et écrire v.¢ = (.7 = [{].[¢] = le réel produit d’une
matrice 1 x n par une matrice n * 1.
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3 2. Tenseurs L]

En revanche toutes les régles de contractions tensorielles tiennent : la convention d’Einstein sur la
position des indices exposants permet de ne pas se tromper car on ne peut contracter qu’un indice
avec un exposant (et pas deux indices, et pas deux exposants).

Ainsi si v =3 v'e; et £ =3 £;el, alors vl = 3, vl (e.ed) = 30, 0"l

Et si o= ,v'¢ et £ =3, (;¢7, alors £.0 = 3, ;0" () .e;) = 3, £iv" = v.l quand v = J (7).

En effet si 7 =", v'¢; alors v = J(0) = >, v'e;, car v.e! = .7 = v’

2 Tenseurs L]

2.1 Définition

Soit V' un espace vectoriel, et soit V* son dual.
Les tenseurs L] sont définis a I'aide des deux espaces vectoriels V et V*.
Définition 2.1 Soit r,s € N avec 7 ou s non nul. Un tenseur de type r s sur V (ou de type (%) sur V)
est une forme multilinéaire T € L(V*,...,V*,V,...,V;R) noté L7, et T est aussi appelé un tenseur L.
——— N —
r fois s fois

Et on note £2 =R

Exemple 2.2
LY = (V R) V=,

EO = L(V*R) = V** ~ V, grace a l'isomorphisme 7, cf. (L8),

L(V, V R) = les formes bilinéaires sur V x V,

L(V*,V;R) = les formes bilinéaires sur V* x V, isomorphe & ’ensemble des endomorphismes,
Dans tous les cas les tenseurs sont des instruments de mesure de formes et de vecteurs. un

2.2 Produit tensoriel

Rappel :si f: A — Ret g: B — R sont deux fonctions, on appelle produit tensoriel de f et g la
fonction de deux variables f ® g : A x B — R définie par, pour tout x € Aety € B :

(f @ 9)(@,y) & F(2)g(y). (2.1)

En particulier avec v € £§ = L(V*;R) et £ € LY = L(V;R), le produit tensoriel de v et £ est la
fonction v ® £ : V* x V — R définie par, pour tout m € V* et tout w € V :

(v @ 0)(m, @) = (v.m)(0F) "2 (7 @ 0)(m, @) (2.2)

(On a utilisé I"isomorphisme 7 dans la notation). Trivialement v ® ¢ bilinéaire : v® ¢ ="°% 7@ ¢ c L.
Et ¢,m € £ donnent £ ® m € L3, ott (¢ ® m)(¥,w) = (£.¥)(m.1¥) pour tout v, € V.
Et v,w € £} donnent v ® w ="" F@ @ € L3, ot (T W)(L,m) = (v@w)(l,m) = (v.f)(w.m) =
(£.7)(m.@) pour tout £,m € V*.
Les tenseurs de type a® b, ot a € V ou V* et b € V ot V*, sont appelés “tenseurs élémentaires”.
Plus généralement, 11 ® ... ® v, ® 1 ® ... ® £5 est un tenseur élémentaire de L. Et a 'aide de
I'isomorphisme J, on le note également ¥} ® ... ® ¥, @ {1 ® ... @ €5 € L.

2.3 Composantes

Si on dispose d’une base (€;) de base duale (e), alors (e;, @ ... ® €;, ® e/t ® ... ® e’*) est une base
de L7, également notée (€;, ® ... ® € ® e/! @ ... ® ef*) grace a lisomorphisme J. Et on utilise les
notations d’Einstein. Par exemple pour T' € £} (cas de d?¥(p) voir plus loin) :

T=>Tyéiee e, e 0,0,%) =Y T b w (2.3)
ijk ijk
car (&; @ e/ @ e¥)((, ¥, @) = (&.0)(¢7.¥)(e*.). On note Ty, = T}, il n’y a pas d’ambiguiteé.
Et pour T € L3 (cas de d?a(p) voir plus loin) :
T=> Tjeodee, e  T(6d) =Y Tpuvuw". (2.4)
ijk ijk
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4 2. Tenseurs L]

2.4 Isomorphisme et application linéaire associée a une forme bilinéaire

Si A et B sont deux espaces vectoriels, on note £(A; B) ’ensemble des applications linéaires de A
dans B. (Le cas B = R vient d’étre traité.)

Si C est un autre espace vectoriel, on note L(A, B;C) ’ensemble des applications bilinéaires
sur A x B a valeurs dans C. Et quand C' = R les applications bilinéaires sont appelées les formes
bilinéaires.

Soit, L € L(A; B) (une application linéaire de A dans B). On note :

L(A;B) — L(B*, A;R)
Ig : { . def (25)

L -T=1L) ol T(ly, @) = £p.(L.a),

qui est un isomorphisme canonique.
On identifie ainsi une application linéaire L et la forme bilinéaire Zo(L) =T

Notation de la contraction : si b € B** et ¢, € A* alors T = b® {, € L(B* x A;R) est 'application
linéaire définie par (b ® €g)(lp.@) = (b.0p)(¢,.d). Et on note également, pour une utilisation avec les
contractions : iy

L=T;'(b®{,) "E°b®{, au sens (2.6)
ou on doit utiliser la contraction tensorielle pour faire les calculs. De maniére générique la contraction
s’écrit ;

(a®b).c=a (b.c)=(b.c)a, (2.7)
dés que (b,c) € V x V* ou bien (b,c) € V* x V (compatibilité pour avoir b.c € R).

Exemple 2.3 Cas A=V et B=V*. Ona L(V;V*) =~ LV** V;R) ~ L(V,V;R) = LY.
Soit L € L£(V;V*). On identifie L & la forme bilinéaire T = Z5(L) € L.
Pour les calculs : si (€;) est une base de V de base duale (e?) :

si L(L)=T= Z T;je' ®@e! alors on note aussi L note Z Tije' ®e’, au sens (2.8)
ij ij

ot on doit utiliser la contraction tensorielle pour faire les calculs : (¢! ® €7).7 = ¢’ (¢/.7) donne :

Lv= (Z Tije®el)v= ZTijei(ej.ﬁ) = ZTijUj el eV (2.9)
ij ij ij
Il n’y a pas d’ambiguité (la matrice [T;;] = [€;.(L.€;)] est la matrice usuelle de L). Et :
(L) =T (w,0) = Z T;jw'vd . Attention & l'ordre entre ¥ et 0. (2.10)
ij

Exemple 2.4 Cas A=B=V.O0naL(V;V)~L(V*V;R) =L}
Soit L € L(V; V). On identifie L & la forme bilinéaire T' = Z»(L) € L}.
Pour les calculs : si (€;) est une base de V de base duale (e?) :

sio (L)=T= Z TJ’ € ® e’ alors on note aussi note Z TJ‘ ¢ ®el, ausens (2.11)
i ij
ot on doit utiliser la contraction tensorielle pour faire les calculs : (€; ® e7).7 = €; (e.7) donne :
Li=() Tjeed)i=> Ti&e.s) =Y Tjé eV =~V (2.12)
ij ij ij

Il n’y a pas d’ambiguité (la matrice [T}] = [e’.(L.€;)] est la matrice usuelle de L). Et :

(LV)L=T(,0) = Z Tj&-vj. Attention & l'ordre entre ¥/ et /. (2.13)
ij
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5 3. Tenseurs TT ()

2.5 Isomorphisme et application linéaire associée a un tenseur d’ordre 3

On se contente du cas des tenseurs d’ordre 3 dont on aura besoin dans la suite, le cas général étant
traité de la méme maniére.

Soit L € L(A; L(B;C*)) = L(A; L(B; L(C;R))) une application linéaire de A dans £(B; C*). Pour
GecAbeBetccCona:

L% Lae (B0t (La)b et S((L.a)b).eeR. (2.14)
On note alors :
{ L(A;L(B;C")) — L(C, B, A;R)
Ig .

. . (2.15)
L 5T=1I3L) ou T(Eba) < ((Ld).b).¢G

qui est un isomorphisme canonique. Attention & 'ordre.

Exemple 2.5 On a L(V; L(V;V*)) ~ L(V,V,V;R) = L3, cf. ZI5).
Soit I'application linéaire L € £L(V; £L(V;V™)). On lidentifie & la forme trilinéaire Z5(L) € L3
Si (€;) est une base de V de base duale (¢f) :

note

si s(L)=T= ZTW“ e@el ®e? alorsonnote L= T, au sens (2.16)
ijk

ou on doit utiliser la contraction tensorielle pour faire les calculs : pour @,b,ce V :

L.a= Z Tijkei ® ej(ek.d') = ZTijkak el ®el,
ijk ijk
(La)b = Tira®e' (e)0) = Tyrbla*e (2.17)
ijk ijk
b).&=> TypbldF (e'.0) = > Tiuc'ta* = T(Eb,a).
ijk ijk
Attention & 'ordre. Il n’y a pas d’ambiguité. u

Exemple 2.6 On a L(V;L(V;V)) ~ L(V*,V,V;R) = L], cf. T3 dans [2.15).
Soit I'application linéaire L € L(V; £(V;V)). On I'identifie & la forme trilinéaire Z5(L) € LL.
Soit (€;) est une base de V de base duale (¢?).

Si I3(L)=T= Z Tjk &;®el @e" alorson note L ngté T, au sens (2.18)
ijk

ou on doit utiliser la contraction tensorielle pour faire les calculs : pour @, beV et yeV*:

L.&':ZTZké;@)e] e".a) Z ka ke @ e,
ijk ijk
(L.d) bfZTZka é; ( e]b E:TZ bak e, (2.19)
ijk ijk
ankbj ZTZk’)/ZbJ ('y,l_); 6)
ijk ijk
Attention & 'ordre. Il n’y a pas d’ambiguité. u

3 Tenseurs 77 ()

Soit V un espace affine d’espace vectoriel associé V, et soit 2 un ouvert dans V. Les points p € 2
représentent par exemple les positions de particules d’un objet.

Plus généralement on pourrait considérer {2 une variété différentiable de dimension n avec son
fibré tangent (I’ensemble des espaces vectoriels tangents en chaque point). Dans ce cas on utiliserait

aux points p €  une base (€;(p)) de I'espace tangent en p. Et alors pour le calcul des dérivées, les

dérivées notées g% seraient & remplacer par les dérivées v, incluant les symboles de Christoffel. Voir

polycopié : Mécanique, tenseurs 2éme partie. Pour simplifier les notations on restera dans le cadre
affine avec une base (€;) indépendante de p. (Pour les dérivées de Lie les symboles de Christoffel
disparaissent.)
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6 3. Tenseurs TT ()

3.1 Champ de fonctions
On notera C°(Q;R) ="°' T9(Q2) ’ensemble des fonctions C° sur €.

3.2 Champ de vecteurs

On notera T; () 'ensemble des champs de vecteurs sur €, dits tenseurs de type (é) (grace a

lisomorphisme J) : c’est ’ensemble des fonctions :
Q = VV"*=LIV%5R
U . ( ) (3.1)
p — ¥(p)

(Définition précise : voir poly “Tenseurs...” ; dessin : en chaque point p on dessine un vecteur.)
Et, grace a I'isomorphisme J entre V et V**, on a £.4(p) = v(p).L ="°% §(p).¢ pour tout £ € V*.

Si on dispose d’une base (€;) de base duale (e?), on a pour p € Q :
sio o(p) =) vi(p)é; €V =Ly, alors T=) v'e; €Tp(Q). (3.2)
3.3 Champ de formes linéaires : les formes différentielles

On notera TP () I’ensemble des champs de formes linéaires sur ©, appelées formes différentielles,
ou encore tenseurs de type ((1)) : c’est ’ensemble des fonctions :

Q > V*=L(V;R)
p — a(p)

(3.3)

Donc «a(p) est la forme linéaire caractérisée par les valeurs réelles a(p).0 pour tout 7 € V.

Contraction : si on dispose d’'un champ de vecteurs v € T (€2), en chaque point p on peut calculer
le réel (a.¥)(p) = a(p).¥(p), mesure du champ ¥ par la forme « en p.

Si on dispose d’une base (€;) de base duale (e?), on a pour p € Q :

si a(p) = Zai(p)ei eV *=/,% alors a= Zaiei € TY(). (3.4)
Et avec 7= Y, v'¢; € T3 (Q), on a a(p).t(p) = 3_;; ai(p)v’(p) € Ret a0 =3, v’ € Tg(Q).

3.4 Tenseurs de type 1 1

On notera T} () I'ensemble des champs de tenseurs de type (1) sur €2, appelés simplement des
tenseurs. C’est ’ensemble des fonctions :

Q=L =L(V,V;R)
' { p = T() (35)

Donc T'(p) est la forme bilinéaire caractérisée par les valeurs réelles T'(p)(¢, W) pour tout £ € V* et
@ € V. (Application & la différentielle d’ € T} (£2).) Dans une base :

T=Y Tiewed ecT(Q), e TED)=> Tt €T (3.6)
ij ij
Et T est isomorphe & un champ d’endomorphismes, cf. (217)).
3.5 Tenseurs de type 0 2

Définition similaire pour T’ € T9(Q) :

Q = LY=LV, V;R
: 2 = £ ) (3.7)

p = T(p)

Donc T'(p) est la forme bilinéaire caractérisée par les valeurs réelles T'(p)(¥,w) pour tout ¥, € V.
(Application a la différentielle da € T9(€2).) Dans une base :
T=) Tj'we e¢TP(Q), et T@d)=>) Tp'nw €TH(Q) (3.8)
ij

ij
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7 4. Fonctions différentiables o valeurs scalaires

3.6 Tenseurs de type 1 2

Définition similaire pour T € T}(Q) :

Q = Ly=LV*V,V;R
: 2 = L ) (3.9)
p = T(p)
(Pour les dérivées secondes d¥ des champs de vecteurs.) Dans une base :
T=YThéed e eTy(Q), et  T{Td0) =Y Thta'vw". (3.10)
ijk ijk
3.7 Tenseurs de type 0 3
Définition similaire pour T € T9(Q) :
Q > LY=LV, V,V;R
T: s =L ) (3.11)
p —T(p)
(Pour les dérivées secondes d?a des formes différentielles.) Dans une base :
T=) Tpc®e @ eT)(Q), et T(ivd) = Tjpu'v'uw". (3.12)

ijk ijk
4 Fonctions différentiables a valeurs scalaires
4.1 Définition

On suppose connue la notion de fonction continue sur Q.

Définition 4.1 La fonction f : © — R est différentiable en p € Q (ou dérivable en p) ssi elle
admet un développement limité au premier ordre au voisinage de p, i.e. ssi il existe une forme linéaire
ly =noté gf(p) € V* telle que pour tout ¥ € V et au voisinage de h = 0 (pour h € R suffisamment
petit pour que p+ ho' € Q) :

f(p+ hv) = f(p) + hdf (p).v+ o(h). (4.1)
Autrement dit son graphe admet un hyperplan tangent en p (un droite si n = 1, un plan si n = 2).
Donc si la différentielle df (p) existe, on a df (p) € V* = L(V;R) = LY, et :

L flp+ho)—f(p)

eR. (4.2)

Et df (p).v est appelé la dérivée directionnelle de f en p dans la direction @.

Définition 4.2 Si f est différentiable en tout point p € € alors f est dite différentiable dans Q. Et
la différentielle de f est alors I’application df définie par :

g 1877 (4.3)
p = df(p),

qui & un point p € Q associe la forme linéaire df (p). Et alors df € TY(Q).
Et si df est continue, alors on dit que f € C1(Q;R).

Définition 4.3 La fonctionnelle d :

i CHOR) — CO(Q; V™)
' [ =df

est appelée différentielle, ou dérivation.
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8 4. Fonctions différentiables o valeurs scalaires

Si on dispose d’une base (€;), on note :

Q —R
o of f(p +hé;) — f(p) (4.5)
o7 OF ()48 ()., = i L2 — T '
p =550 = df(p).g; = lim Y ;
dérivée directionnelle dans la direction €;. Ainsi :
n af ) .
df (p) = @(p)ej evr, [df(p)] = (=) ... 2L(p)), (4.6)
j=1

une forme linéaire étant représentée par une matrice ligne.

Egcemple 4.4 Soit V = R? espace affine muni d’une origine O et d’une base cartésienne (€;), et on note
Op = & + yé> Soit f(p) = £ pour y # 0. Alors 9 (p) = S et 9 (p) = — s et [df (p)] = (3 —3=)-
Et on vérifie que : df (p) : © € R? — df (p).T avec, pour tout © € R? avec v/ = viey + v2é, :

__of i 21 1 x4 1 x vl s
df(p)-UZa—x(p)U +a—y(p)v ZZU —?U Z(g *y_z) v2 = [df (p)].[v].
Dans “df(p).0” le point est le point de la contraction “forme linéaire” - “vecteur”, alors que dans
“ldf (p)].[7]” le point est le point de la multiplication matricielle. wn
Et on a défini la fonctionnelle (linéaire) de dérivation 8—‘21 :

CH;R) — CO(R)

0
—— d of (4.7)
0x7 = =L _aqre.
f = py i df .€;
Et & p fixé, on a aussi défini la fonction %(p) de dérivation en p :
5 CYR) =R
5,7 P 0 def _of (4.8)

fooasw)f=dfip)e; (= 550),

et %(p) est identifiable & e; le j-éme vecteur de la base biduale de (€&;), voir polycopié algébre

linéaire. Ainsi e; = %(p) est l'opérateur de dérivation dans la direction €;, interprétation de l'iso-
morphisme (L.G).

4.2 Propriété de conservation versus de non conservation

Définition 4.5 Une forme différentielle o € TP (£2) est dite exacte ssi il existe f € C? telle que a = df.

Proposition 4.6 Soit t; < to et soit v : [t1,t2] — Q une fonction C' (une courbe paramétrée
différentiable dans Q). On note Im(y) = {p € Q, 3t € [t1,t2], p = v(t)} (courbe géométrique), et on
note p1 = y(t1) et pa = y(t2) les extrémités de la courbe.

Si f € C1(Q;R) alors I'intégrale :

/ ar / AT B dt = F(p2) — Fp) (4.9)
Im(~) t=t1

est une valeur réelle indépendante du chemin v joignant p; et ps. En particulier si p1 = po alors
flmm df = 0, et on dit que “le travail de la différentielle df le long d’un chemin différentiable v est

conservatif”. C'est faux en général pour les formes différentielles o € TY () quelconques.

Preuve. df (4(t)).7'(t) = (f 0 )(t) et donc [r.df =3 [ (for)(t)dt = (for)(t2) — (f o7)(t1).
Pour les formes différentielles, voir I’exemple suivant. =
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9 5. Fonctions différentiables, cas général

Exemple 4.7 (Spin.) Dans ’espace affine de dimension 2, soit un référentiel d’origine O et de base
cartésienne (€;). Notons (e?) la base duale. On repére un point p € Q a I’aide de (A)Z = Z?Zl x'€;. Soit
a € R? la forme différentielle “de spin” définie par :

a(p) = —z?e! +xle? € (R?)*, [a(p)] = (—2* a'). (4.10)

C’est “le prototype” de la forme différentielle exprimant la perte d’énergie le long du cercle paramétré

v :t€0,2n] — v(t) donné par Ov( ) (RCOSt). Ici le travail de « le long de Im~y est non nul :

2 —Rsint 2
o= t)dt = / —Rsint Rcost ( ) dﬁ:/ R2dt #0,
/m’y /t ) t 0( ) Rcost t=0

bien que v(0) = v 27r) En particulier o n’est pas une différentielle exacte, cf. proposition [4.6l un

5 Fonctions différentiables, cas général

Toujours avec 2 un ouvert dans ) espace affine d’espace vectoriel associé V.
Soit Z un espace vectoriel. L(V; Z) est I’ensemble des applications linéaires de V dans Z.

5.1 Définition générale

Définition 5.1 Une fonction F': Q C V — Z est différentiable en p € € ssi il existe une application
lindaire L, =" dF(p) : V — Z telle que pour tout 7 € V :

F(p+ hv) = F(p) + hdF(p).v+o(h) € Z. (5.1)
(Le développement limité au premier ordre au voisinage de p existe.)

Donc si la différentielle dF(p) existe, on a dF(p) € L(V; Z), et

dF(p).v = lim Flp+ht) = F(p)

Lim N €. (5.2)

Et dF(p).v est appelé la dérivée directionnelle de F' en p dans la direction ¢. On a ainsi défini la
fonction (quand elle existe) :

; {Q — L(V:Z) 53)

p — dF(p).

Et si dF est continue, on dit que F est C*. (Le cas Z = R a été traité au § 1)

5.2 Différentielle dv d’un champ de vecteurs

Cas Z =V dans la définition 5.1
La fonction ¢ : Q C V — V est différentiable en p € § ssi il existe une application linéaire, alors
notée dv(p) € L(V;V), telle que pour tout @ € V :

h—>0 h

ev. (5.4)

On a di(p) € L(V;V), et on a l'isomorphisme T, cf. 23) avec A=B=V.
On note Zy(dv(p)) = d(p) € L(V*,V;R). Donc pour £ € V* on a :

(do(p)aB).L = di(p)(¢, @),  dv € THQ). (5.5)

On a ainsi identifi¢ 'endomorphisme dii(p) avec la forme bilinéaire di(p). Attention a Pordre, cf. ZI3).
Et on “identifie” la différentielle d': Q — L(V;V) et le tenseur dv € T{(9).
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10 5. Fonctions différentiables, cas général

Proposition 5.2 Dans une base (¢;) de V on a :

o'

= — z= >, J * 1. 1= S .
dv(p) = > 5 (peee e LV ViR),  [dip)] = [55(@)] = ') (5.6)
Et on note également, pour une utilisation avec les contractions :
)" S P paee cLviv), (i) = (95 0) 6.7
e Contraction (€; ® e/).Z = é€;(e’.Z) = 27¢é;, donc :
dvi(p).Z = > o ()2’ €V, (5.8)
e contraction €;.0 = ¥; :
(di(p).2).L = a—vi.(p)fizj (= du(t, 7). (5.9)
— O ’
ij
Preuve. Avec 9(p) = Y, v'(p)€;, (5.4) donne pour tout j :
Lo . v (p+hé;) — vi(p) L ovt .
di(p).€; = Z;}lllg%) . € = G (p)e; €V, (5.10)
donc pour tout 7,7 :
o o i o' A i -
(dv(p).€;).e’ = 5 (p) = do(p)(e*, &;). (5.11)

D’ou ([ED, (m) et (m) =

Exemple 5.3 Soit V = R? muni d’une origine O et d’une base cartésienne (&;), et O_1>)

v;(}(?;)\éf) pour z > 0 et y # 0. Alors [dV(p)] = ( 2?

y

Soit ¥ donné par [(p)] = (

5.3 Différentielle da d’une forme différentielle

Cas Z = V* dans la définition 511
La fonction o : Q C V — V* est différentiable en p €  ssi il existe une application linéaire, alors
notée da(p) € L(V;V*), telle que pour tout & € V :

_ déf

do(p). W lim alp + hi) = alp)

lim - eV (5.12)

On a da(p) € L(V; V™), et on a l'isomorphisme Zy, cf. (Z0) avec A=V et B=V"*.

On note Zy(da(p)) = da(p) € L(V,V;R). Donc pour §¥ € V* on a :
(da(p).).5 "= da(p)(F. @), da € TH(Q). (5.13)

On a ainsi identifié 'application linéaire da(p) avec la forme bilinéaire Ja(p). Attention a ’ordre,

cf. ZI0).

Et on “identifie” la différentielle div : Q@ — L(V; V) et le tenseur dv € T}(9).

Proposition 5.4 Dans une base (¢;) de V on a :

dop) = 3 5 ()¢ 9 LWV, )] = (GHm] =loG) 619
Et on note également, pour une utilisation avec les contractions :
noté o i ] LT _ Ja
doip) "2 L 00 LIV, Lo = (i) (5.5
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11 5. Fonctions différentiables, cas général

(Pl et eV, (5.16)

e contraction e'.if = y° :

(da(p)B).5 =Y _ 5=y’ (= da(p) (7, @), (5.17)

J

Preuve. Avec a(p) =Y, a;(p)e’, (5:12) donne :

= _ 1 ai(p+héj) —ailp) ; 0\
do(p).¢; = ,13102 - e = Z o) e (5.18)
donc :
oo 0oy ~ Lo

(da(p).€;).€; D (p) = da(p)(€;, €;)- (5.19)
D’ou (5.14), (5.I6) et (5.17). "

Exemple 5.5 Suite de I'exemple @71 Ici a(p) = a1(p)e? + az(p)e? ot a;(p) = —x2 et as(p) = 21.

Donc 84 =0, 9% = -1, 9% =1, 922 =0, d’ou :

da(p) = —e' ®e* +e? ®e', (5.20)

et donc da(p).61 = +e? et da(p).ea = —el, et :

(da(p).a8).7 = do(p)(F, W) = —w?y' +w'y?. (5.21)
Noter que Ja(p)(gj, w) # c?a(p)(u‘i, 7) : la forme bilinéaire c?oz(p) n’est pas symétrique.

Ici la matrice de ’application bilinéaire Ja(p) est [Ja(p)] = <(1) _01 ) , matrice non symétrique. o

5.4 Cas particulier de la différentielle seconde d°f

Dans le cas particulier d’une forme différentielle exacte : o = df, avec f € C?*(Q;R) :

_ def df (p + hai) — df (p) noté. 12

d(df)(p)-@ = lim - f(p)ad eV (5.22)
Et pour tout ¢, W € V :
(d(df)(p)B).F=)  (d>f(p)-D).§ "2 & f (p) (7, @), (5.23)

avec d2f € TY(Q).

Théoréme 5.6 (de Schwarz.) Quand f est C2 sur Q alors d2f est symétrique au sens oi d>f est
symétrique : pour tout p € et tous y,w €V :

(df(p).@).§ = (d*f(p).5).@,  soit  d*f(p)(F. @)= d*f(p)(&,7). (5.24)

En particulier si (€;) est une base cartésienne, on a :

o) 2] ) 2
OxI ox’ Oxtdzi’
et la matrice [%] est symétrique, appelée matrice hessienne de f.
Preuve. Voir polycopié 1ére année : Fonctions de plusieurs variables. u
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12 6. Différentielles secondes

5.5 Une relation entre les différentielles premiéres

Soit a € TY(Q) et T € Ty ().

On définit le produit contracté a.v : Q — R par (a.v)(p) = a(p)v(p).

Ainsi a.7 € T{(Q) et quand « et ¥ sont C!, d(a.v) € TY(Q).

Avec dii(p) € L(V;V) et dii(p) € LY, et avec da(p) € L(V;V*) et da(p) € LY.
Ainsi pour @ € V on a dv(p).w € V et da(p).w € V*.

Proposition 5.7 On a la “formule de dérivation d’un produit” :
d(a.¥) = (da).7 + o.(dV), (5.26)
au sens, pour W € V (dérivée dans la direction W) :

d(0.7).5 = (daB).7 + a.(d7. ). (5.27)

Preuve. On a : . . .
a(p + hv).¥(p + hiv) — a(p).v(p)
h—0 h ’

avec

a(p + hb).T(p + hit) — a(p).T(p) = a(p + hid).(F(p + hb) — F(p)) + (a(p + hb) — a(p)).v(p)
= (a(p) +0(1))(h dv(p).@ + o(h)) + (h da(p). + o(h)).T(p)
= ha(p).(dv(p).w) + h (da(p).w).v(p) + o(h),

d’Ofl (m) I.I

Remarque 5.8 Démonstration a l'aide d’une base : a.¥ = Y, ayv’, dou d(a.t) = Y, (doy) v* +

>, i (dv'), dou , .
v) = Z(Z ajj )+ Zai(z azj e?), (5.28)

d’ot d(a.¥).W =), (g% viwd + > Qi Qv Qv i o

6 Différentielles secondes

6.1 Différentielle seconde d?v d’un champ de vecteurs

Soit 7: Q2 CV — V supposé C2. Ona di:Q CV — L(V;V).
On prend Z = L(V; V) dans la définition [E]: on a :

QCV = LV, L(V; V)
&5 ¥ a(aw) - { et (6.1)
p — d°o(p) = d(dv)(p),
ou donc pour tout W € V :
: dii(p + hid) — div
25(p). = d(d5)(p).5 % lim TEEPD) ZdTB) gy (6.2)
h—0 h
Donc d?¥(p).0 est caractérisé a I'aide des vecteurs 7 € V :
(d*3(p).b).ij €V ~V*. (6.3)
Et pour £ € V* on note, cf. (ZI8) (attention a 'ordre) :
((d2T(p).).5).L "2° E3(p)(¢.§,T) € R, (6.4)

ot donc d27 € T (Q).

On rappelle que dans une base (€;) on a dv'=}_,; gfj € ®el
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13 6. Différentielles secondes

Proposition 6.1 Dans une base (¢;) de V on a :

H2v? ) o2t noté
>, J k ote
a:ckaxa( pla®e e, ghag — Uik

d*7(p) = (6.5)

ijk

le théoréme de Schwarz indiquant que l’ordre entre j et k n’a pas d’importance dés que v € C?. Et
on note également, pour une utilisation avec les contractions :

2.~ \ NOté &0’ - j k
d*v(p) "= m(p) € e ®e", (6.6)
ijk
e Contraction (€; ® e/ ® e*).0 = (&; @ &) (e* D) :
20\ 0% k2 o o
d*v(p).w Sk 7 p)w e ®e € L(V*,V;R)~ L(V; V). (6.7)
ijk
e contraction (&; ® e/).§f = &;(e?.7) :
. L ani
(d?¥(p).a0).¢ = Sk B (p)ywh & eV, (6.8)
ijk
e contraction €;.4 = ¥; :
Lo v : S .
(@50) ) )= 5o ) byt €R (= PEE)ET). (©9)
ijk

Preuve. (6.I) donne :
dv(p+héy).€; — div(p).€;

(d(d)(p)-€k)-€; = lim - , (6.10)
avec di(q).¢; = 3, 22 (¢)@, d'ou :

v’ -\ = v’ —
SOk A T .
(A(dT)(p).5) & — Yim 208 PERE) G = 2 5y () &

h—0 h (6.11)

S g 28O N 55 0) g 0 00 '
— h=0 h ! — Ok O p) €
D’ou (d(dv)(p).ex).€;.e' = %(p) = c?ﬁ(p)(ei,é’j,é'k), d’on ([G.3). o

6.2 Dérivations d(du.7)

On définit le produit contracté da.v: Q — V par (di.7)(p) = dii(p).d(p) € V. Ainsi di.v € Ty ().
Et d(du.v) € T} ().

Proposition 6.2 On a (formules de dérivation d’un produit), pour i € C? et v € C* :
d(di.7) = (d*@).7 + du.(dv) € TLH(Q), (6.12)
au sens, pour tout W € V :

d(dit.0).0 = (d*T@.0).T + dii.(dv.5) € Ty (Q), (6.13)

Preuve. On a : Ji it Ji. T
d(dii5)(p) & = lim SEDEHD) = LD
h—0 h

avec :
dii(p+h).0(p+hib) — dii(p).7(p) = dﬁ(p+hw) (U(p+hi) — ¥(p)) + (dii(p+hw) — dii(p)).v(p)
= (di(p) + o(1)).(h dv(p).w + o(h)) + (h d(di)(p).& + o(h)).v(p)
= hdi(p).(dv(p).w) + h (d(di)(p).w).v(p) + o(h),

d’Ofl (m) I.I

13 22 avril 2017



14 6. Différentielles secondes

4 : 51047 ) . T dut o _ 0%’ i 1 Ou’ dv?
N Démonstration a I’aide d’une base : on a du.v =}, 55 vl &, et d( ])ek = 5557 U+ 55 ks
ou :
o?ut ou' ovd
d(du.v).e, = 4.1}36-4——.—5
(dii.5) — Qakdwd " Qwd Qak (6.14)

Avec (68), donc d2ii.c, = Y, 2205 & @ e, donc (d2i.6x).0 =Y, =20%—vi &.

ij OzFozI ij Oxk oI
Etdi=3, gi5€®e, et dvey =3, g? &, donc dii.(dv.éy) =3, % 9 & Vrai pour tout k.

ou’
ij Oxd

ij dxI Ox

6.3 Dérivée seconde de Lie : Lz(Ls1)

Soit @, 7 € Ty () deux champs de vecteurs C'. La dérivée de Lie autonome de @ le long d’un flot
de champ de vecteurs vitesses ¥ est définie par (voir poly “Flots et dérivées de Lie dans R™”) :

Lyl = dii.¥ — dv.id € Ty (Q). (6.15)
Dans une base (€;) on a :
out . ot
7 i_ e,
Lzl = g (axjv 57 & )€. (6.16)

Lemme 6.3 On suppose ii,5 € C?. On a :

d(Lyil) = (d*@).7 4 dii.(dv) — (d*0).@ — dv.(di) € TEH(Q), (6.17)

au sens, pour W € V :
d(Ly) 0 = (d*U.48).7 + dil.(dv.0) — (d*T.0).i — dv.(di.v) € Ty (5), (6.18)
Preuve. On applique ([6.12)). oa

Démonstration a I’aide d’une base : d(Ly1) = Zuk(agk gzj vl + g—;j % - af’jg;a u? — % %)ei ®ek.
) & 2w’ i 4 Oul vl 2%t 5 2l duly »
Done d(Lyt)-€x = 22 (gpma70" + 557 907 ~ gargm @’ ~ %ﬁ)e :
N 62 N 62
Avec d?4. €L = (me &Cmng 61 ® el ®e ) (Ek) = ZL] CELrrd 61 ® ¢l
Donc (d%i.é;,).v =2 afkwvjez
Avec dit.(dv.e) = (X, 956 © 0)(3, 3% é)) = X, 9% 8% e,
Et termes similaires pour —(d?¥.€y).@ — dv.(di.ex). D’ou ([6I8) pour tout €. D’ott ([G.IN).

Corollaire 6.4 Soit i, v,w € T, (). On suppose i@,7 € C? et w € C'. On a :

Lg(Lyi) = (d*. w) T+ dii.(dv.ab) — (d*0.48).7 — di.(did.b) — dib.dii. T + dib.di. . (6.19)

En particulier :
Ly(Lytl) = (d*@.0).7 + di.dv.T — (d*0.9).4 — 2d0.did.7 + dv.dv.i. (6.20)
Preuve. On a L(Ly@) = d(Ls0). 0 — dw.(Lz0) et (61]). o

6.4 Différentielle seconde d?a d’une forme différentielle

Soit a: 2 CV — V* supposé C?. Onada:Q CV — L(V;V*).
On prend Z = L(V;V*) dans la définition 511 : on a :
QO = L(V;L(V; V)
d2a ¥ d(da) - et (6.21)
p — d*a = d(da)(p),

ou donc pour tout w e V :

d*a(p).ai 4 1im da{pthii) = da(p) e L(V; V™) (6.22)
h—0 h
Donc d?a(p).i est caractérisé a l'aide des vecteurs 7 € V :
(d®a(p).d).ij € V*. (6.23)
Et pour Z € V on note, cf. (ZI6) (attention a Pordre) :
(Pa(p).).5).2 "2 Pa(p)(Z,§,5) € R, (6.24)

ot donc d?a € T(Q2).

14 22 avril 2017
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Proposition 6.5 Dans une base (¢;) de V on a :

2)p) =3 24 e g @t
o OxkOxi ’

82041' té
Gat 2 vk (029

le théoréme de Schwarz indiquant que 'ordre entre j et k n’a pas d’importance dés que o € C?. Et
on note également, pour une utilisation avec les contractions :

té 82041‘ i ;
[Ada)p) =) dalp) "= ) Grm W) e @ e (6.26)
ijk
e Contraction (¢! ® ¢/ ® e¥).40 = (¢! ® &/)(e* .a), donc :
2 - 62ai k i j *
d*a(p).ad = Dk 7 (p)w¥e' ®@e’ € L(V,V;R) ~ L(V; V™), (6.27)
— 0rtox
e contraction (e' ® e?).ij = e*(e? ), donc :
A2 ) -
2 =\ = 1 Jak i *
(d”a(p).w).g = 2 Do (p)y’'w"e €VT, (6.28)
e contraction e'.Z = 2* :
2 N Py i gk 2 > ==
(@alp)0)9).7= Y 5o ) 2y (= P ()R 5. 0) (6.20)
o

Preuve. ([6.21) donne :

(d(da)(p)-€x)-¢; = lim . , (6.30)
avec da(q) = >, fai(g) e’ @€, donc da(q).€; = Y, 2% (g)e’, dot :
doy — i doy i
) i h L . i g
(d(da)(p).¢x).&; = lim Ligut hek) e =2 Gt ) e

h—0 h (6 31)

N b 9ou (p+héx) — 3, 9% (p) ZfZiaai( o .
h—0 h Oxk O
D’ou ((d(da)(p).€k).€5).€; = Bffgu (p) = (?a(éi,éj,ék), d’ou (625]). wa

6.5 Dérivations d(da.v) et d(a.dv)

Soit 7: Q2 — V C?, donc dvr: Q — L(V; V), et d(dv) : Q — L(V; L(V;V)).
Soit a: 2 — V* C?%, donc da : Q — L(V;V*), et d(da) : Q — L(V; L(V; V™).

On définit le produit contracté da.v : Q — V* par (da.v)(p) = da(p).¥(p) € V* au sens, pour tout
wevV:
(da.v)(p).w = (da(p).w).7(p) € R (6.32)

(pas d’autre possibilité pour obtenir un réel). Ainsi da.v € TY(Q). Et d(da.v) ~ d(da.¥) € TS(9Q).
On définit le produit (contracté) a.dv : Q — V* par (a.d?)(p) = a(p).dv(p) € V*, au sens, pour
wevV:
(a.dV)(p). @ = a(p).(dv(p). W) € R (6.33)

(pas d’autre possibilité pour obtenir un réel). Ainsi a.dv’ € TY(Q). Et d(a.dv) ~ d(a.dv) € T9(Q).

15 22 avril 2017



16

Proposition 6.6 On a (formules de dérivation d’un produit) :

(d?).T + da.(di) = Q — L(V; V),
d(e.d?) = (da).dv + a.(d?¥) : Q — L(V; V),

—N—
2
U
Q
S
I

au sens, pour W € V :

Donc pour tout f €V :

Preuve. On a : . . .
- (da.V)(p+h) — (da.V)(p) c

h—0 h

avec

6. Différentielles secondes

(6.34)

(6.35)

(6.36)

do(p+hib).5(p+hidf) — da(p).5(p) = da(p+hidd).(T(p+hid) — (p)) + (de(p+hib) — dev(p)).T(p)
= (da(p) + o(1)).(h dv(p).w + o(h)) + (hd(da)(p).w + o(h)).T(p)
= hda(p).(dV(p).w) + h (d(da)(p).w).v(p) + o(h),

d’on ([6.35);.
On a: e - s
d(o0.dD)(p). 7 = lim (22D @HHD) = (@ dD)D) iy
h—0 h
avec :

(0.d) (p+hib) — (e.dV)(p) = (« (p+hw) a(p)).d (p+hw)+a( ).(dT(p+had) — dii(p))
= (hda(p).w + o(h)).(dV(p) + o(1)) + a(p).(h d(dT)(p).& + o(h)

= (h(da(p ) W).dv(p) + o(h)) + (ha(p).d(dv)(p
d’Ofl (M)Q.
Démonstration a 1’aide d’une base. Pour ([6.33); : on a da.tv' = Zz] ga; vl et

)@ + o(h)),

, d’on :

d(dov).€,, =Y, (d(g%) ér)vd et + 4(dv3 ér) el = =2 agkﬁ vl el + %gﬂ et
Avec ([6.25), donc d?a.€), = ik af’tﬁ et ®el, donc (da.é). 0=, SO%as_yi i

ij DxFoxs

0 o) =
Et avec da = )7, 5%’ @ ¢/, et avec dv.ey = ), a;k é;, donc da.(dv.€y) =

Z da; dv? et
- ij 6:6-7 ozF

On a vérifié : d(da.?v).€y, (d2a ek) U+ da.(dU.€)) pour tout k, d’ou (635);.

Pour (638)> : on a a.dv = Zz] ;9% e7, doit :
oy ,
d(OL d’U) €k = Zz] d(Oéz 07 € ) €k = ZZ] Ba,ak g’:ln)J I + Zw Q Bfkng e’.

Avec da =37, 996t ® e/, done da.ey = Y, gl‘xke et avec dv =}, g;’J €;

Donc : (dav.€y).dv =3, gik % e’

Et avec d*0.ep = > o & ® ¢’, donc a.(d*v.¢y, Zzg alaa%l
€k)

ij dxFdxI k927 €

On a vérifié : d(a.dv).€;, = (da.€f). dv + a.(d*T

6.6 Dérivée seconde de Lie : L;(L;za)

@ el

) =
pour tout k, d’ou ([6.33)s.

Soit a € TY(Q) et ¥ € Ty () une forme différentielle et un champ de vecteurs C'. La dérivée de
Lie autonome de « le long d’un flot de champ de vecteurs vitesses v est définie par :

Lya =da.i+ a.di € TY(Q),

et, pour tout W e V :
(L50).10 = (da.¥).ab + (a.d)ai € TH(Q).

16

(6.37)

(6.38)
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17 6. Différentielles secondes

Remarque 6.7 La dérivée de Lie autonome d’une fonction f est la dérivée directionnelle usuelle
Lzf = df.v. Et la dérivée de Lie autonome Lz a été construite de telle sorte que

o Li(aW) = d(a.).¥, car f = a.l est une fonction, et en supposant

o Li(awW) = (Lya). W+ a.(Lyw), car la dérivée de Lie est une dérivation.

Donc (Lya). W = Ly(a.W) — a.(Lyw).

Comme d’une part Lg(a.b) = d(a.w).0 =
dv.av), on obtient (Lza). W = (da.v) o

—

.(dib.7) et d’autre part a.(Ly. W) = o (dw.v—
v—

u_f d’f)”lﬁ), d’Ofl (m) I.I

L

2)W+a
—a.(d
Dans une base (¢€;) on a :
£~a:2%vjei+2a-a—vi.ej et (£~a).u'1’:2 wh? +Za —w] (6.39)
v Z] aZ] ’LJ 'Lax‘] b v ?

Lemme 6.8 On suppose o et 7 C%. On a :
d(Lza) = (d*a).T + da.(d¥) + (da).dv + a.(d?T) : Q — L(V;V*), (6.40)
au sens, pour W € V :
d(L50)0 = (d*a.10).5 + da.(di.a5) + (daad).dv + a.(d*Tap) : Q — V*, (6.41)
Donc pour tout 4 € V :

(d(Lya). 0.7 = ((d*a.b).0).7 + (do.(dT.40)).i@ + (da.ab).dv.i + a.(d*T.a0).70 € R. (6.42)

Preuve. On applique (634), ([€35) et (6-36). wn

Démonstration & I’aide d'une base. Avec (6.39) : _

d(Lya) = Zijk(agkaw v/ + gij g;}; )e! @ e + Zz‘jk(g:f g;}j ta; agka 5)el ® ek

Done d(Lga).8, = 3, (52’ + 535 Ge0)e’ + 32,5 (55 555 + o gl el

Avec d*a = Y4 aigg;ﬂe ® el © ¥, done ey = Y, 62,€g;ﬂe ® ¢/, donc (d’a.ey).v =
2 %076

Avec dov.(d7.¢) = (X; 9%’ @ e0).(3,; 9%:6)) = X, 92 Qe

Avec (dovéy).dv = (3, 9% e').(X,; &5é @ el) = X, 92 Qv el

2 2,1
Avec a.(d*v.6) = (3, aze D2 afkazJ &®e) =3 5ot
D’ou ([6.41)) pour tout €j, donc pour tout .

Corollaire 6.9 Soit 7,7 € T4 () et a € TY(Q). On suppose @ C!, et ' et o C2.
On a Lya € TY(Q) et Lz(Lya) € TY(Q) avec :

Li(Lya) = (d*a.ab).0 + do.(dv.ab) + (da.ad).dv + o.(d?V.40) (6.43)
+ (da.¥).dw + (o.dV).dw € T7(Q) ’
donc, pour tout w € V :
Li(Lya).d = ((d*d).v).id + (do.(dv.aD)).d@ + (doad).dv.id + o.(d*.40).ad (6.44)
+ (da.?).dw.d + a.dv.di.d € R. '

Preuve. On a Lz(Lza) = d(Lya).d + (Lye).di. Bt @A) et Lya.did = ((da).T + a.(dD)).db. o
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