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1 Dualité

1.1 Espa
e ve
toriel V

Soit V un espa
e ve
toriel de dimension n isomorphe à R
n
. On n'utilisera pas de produit s
alaire.

Soit (~ei)i=1,...,n =noté (~ei) de V une base indépendante du point p ∈ Ω. Représentation matri
ielle

d'un ve
teur relativement à une base (~ei) :

si ~v =
∑

i

vi~ei ∈ V, on note [~v] =




v1

.

.

.

vn




matri
e 
olonne, (1.1)

où on utilise la notation �indi
e-exposant� d'Einstein.

1



2 1. Dualité

1.2 Espa
e ve
toriel dual V ∗

Soit V ∗ = L(V ;R) le dual de V , i.e. l'ensemble des formes linéaires sur V , i.e. l'ensemble des

appli
ations linéaires à valeurs réelles.

Pour ℓ ∈ V ∗
et ~v ∈ V on note ℓ(~v) = ℓ.~v, notation d'un produit (distributivité) 
ar ℓ est linéaire.

Les ℓ ∈ V ∗
sont des �instruments de mesure des ve
teurs� : si ~v ∈ V alors ℓ.~v ∈ R donne une valeur

de ~v, pour l'instruments de mesure ℓ.

On note (ei) la base duale de la base (~ei), i.e. la base 
onstituée des formes linéaires ei ∈ V ∗
t.q. :

(ei(~ej) =) ei.~ej = δij . (1.2)

Don
 ei est la forme linéaire de proje
tion sur la droite ve
torielle engendrée pas ~ei parallèlement aux

autres dire
tions. Ainsi, si ~v =
∑

j v
j~ej , alors e

i.~v = vi donne la valeur de la i-ème 
omposante de ~v

sur la base (~ei). Autrement dit, on 
al
ule vi à partir de ~v grâ
e à ei.

Représentation matri
ielle d'une forme linéaire relativement à la base duale (ei) :

si ℓ =
∑

i

ℓie
i ∈ V ∗, on note [ℓ] = ( ℓ1 ... ℓn ) matri
e ligne, (1.3)

où on utilise la notation �indi
e-exposant� d'Einstein. En parti
ulier, si ~v =
∑

i v
i~ei alors :

ℓ.~v =
∑

i

ℓiv
i, et ℓ.~v = ( ℓ1 ... ℓn ) .




v1

.

.

.

vn



 , (1.4)

produit matri
iel d'une matri
e ligne 1 ∗ n par une matri
e 
olonne n ∗ 1. La 
onvention d'Einstein

permet de s'assurer que le 
al
ul fait est obje
tif (indépendant de la base 
hoisie).

1.3 Contra
tion et symbole de Krone
ker

La fon
tion δ suivante, trivialement bilinéaire, est appelée opération de Krone
ker :

δ :

{
V ∗ × V → R

(ℓ, ~v) → δ(ℓ, ~v)
déf

= ℓ.~v.
(1.5)

Également appelé la �
ontra
tion d'une forme linéaire et d'un ve
teur�.

En parti
ulier si on dispose d'une base (~ei) alors δ(e
i, ~ej) = δij = le symbole de Krone
ker.

1.4 Bidual, isomorphisme

On note V ∗∗ =déf (V ∗)∗ = L(V ∗;R) le dual du dual, appelé le bidual.

Les ve
teurs ℓ ∈ V ∗
sont mesurés à l'aide des v ∈ V ∗∗

(les formes linéaires sur V ∗
), le résultat

étant le réel v.ℓ.

On note :

J :

{
V → V ∗∗

~v → J (~v)
noté

= v, où ∀ℓ ∈ V ∗, J (~v).ℓ
déf

= ℓ.~v
noté

= v.ℓ.
(1.6)

J est un isomorphisme 
anonique (appli
ation linéaire bije
tive dont la dé�nition ne dépend que des

objets et non de leur représentation). Et le bidual V ∗∗
est interprété 
omme l'ensemble des dérivations

dire
tionnelles. Et on note alors souvent abusivement :

v.ℓ
noté

= ~v.ℓ. (1.7)

Soit (~ei) une base de base duale (ei). On note (ei) la base duale de la base (ei), dite base biduale
de la base (~ei). Don
 on a ei.e

j = ej.~ei = δ
j
i , et ei.e

j =noté ~ei.e
j
.

Et si ℓ =
∑

j ℓje
j
, alors ei.ℓ = ℓi (= ℓ.~ei) donne la valeur de la i-ème 
omposante de ℓ sur la

base (ei).

N.B. : il n'y a pas de règle de 
al
ul matri
iel qui tienne ave
 v ∈ V ∗∗
et ℓ ∈ V ∗

pour 
al
uler v.ℓ :

pour faire du 
al
ul matri
iel il faut passer par J et é
rire v.ℓ = ℓ.~v = [ℓ].[~v] = le réel produit d'une

matri
e 1 ∗ n par une matri
e n ∗ 1.
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3 2. Tenseurs Lr
s

En revan
he toutes les règles de 
ontra
tions tensorielles tiennent : la 
onvention d'Einstein sur la

position des indi
es exposants permet de ne pas se tromper 
ar on ne peut 
ontra
ter qu'un indi
e

ave
 un exposant (et pas deux indi
es, et pas deux exposants).

Ainsi si v =
∑

i v
iei et ℓ =

∑
j ℓje

j
, alors v.ℓ =

∑
ij v

iℓj (ei.e
j) =

∑
i v

iℓi.

Et si ~v =
∑

i v
i~ei et ℓ =

∑
j ℓje

j
, alors ℓ.~v =

∑
ij ℓjv

i (ej .ei) =
∑

i ℓiv
i = v.ℓ quand v = J (~v).

En e�et si ~v =
∑

i v
i~ei alors v = J (~v) =

∑
i v

iei, 
ar v.e
i = ei.~v = vi.

2 Tenseurs Lr
s

2.1 Dé�nition

Soit V un espa
e ve
toriel, et soit V ∗
son dual.

Les tenseurs Lr
s sont dé�nis à l'aide des deux espa
es ve
toriels V et V ∗

.

Dé�nition 2.1 Soit r, s ∈ N ave
 r ou s non nul. Un tenseur de type r s sur V (ou de type

(
r
s

)
sur V )

est une forme multilinéaire T ∈ L(V ∗, ..., V ∗
︸ ︷︷ ︸

r fois

, V, ..., V︸ ︷︷ ︸
s fois

;R)
noté

= Lr
s, et T est aussi appelé un tenseur Lr

s.

Et on note L0
0 = R,

Exemple 2.2

L0
1 = L(V ;R) = V ∗

,

L1
0 = L(V ∗;R) = V ∗∗ ≃ V , grâ
e à l'isomorphisme J , 
f. (1.6),

L0
2 = L(V, V ;R) = les formes bilinéaires sur V × V ,

L1
1 = L(V ∗, V ;R) = les formes bilinéaires sur V ∗×V , isomorphe à l'ensemble des endomorphismes,

...

Dans tous les 
as les tenseurs sont des instruments de mesure de formes et de ve
teurs.

2.2 Produit tensoriel

Rappel : si f : A → R et g : B → R sont deux fon
tions, on appelle produit tensoriel de f et g la

fon
tion de deux variables f ⊗ g : A×B → R dé�nie par, pour tout x ∈ A et y ∈ B :

(f ⊗ g)(x, y)
déf

= f(x)g(y). (2.1)

En parti
ulier ave
 v ∈ L1
0 = L(V ∗;R) et ℓ ∈ L0

1 = L(V ;R), le produit tensoriel de v et ℓ est la

fon
tion v ⊗ ℓ : V ∗ × V → R dé�nie par, pour tout m ∈ V ∗
et tout ~w ∈ V :

(v ⊗ ℓ)(m, ~w) = (v.m)(ℓ. ~w)
noté

= (~v ⊗ ℓ)(m, ~w). (2.2)

(On a utilisé l'isomorphisme J dans la notation). Trivialement v⊗ ℓ bilinéaire : v⊗ ℓ =noté ~v⊗ ℓ ∈ L1
1.

Et ℓ,m ∈ L0
1 donnent ℓ⊗m ∈ L0

2, où (ℓ⊗m)(~v, ~w) = (ℓ.~v)(m.~w) pour tout ~v, ~w ∈ V .

Et v, w ∈ L1
0 donnent v ⊗ w =noté ~v ⊗ ~w ∈ L2

0, où (~v ⊗ ~w)(ℓ,m) = (v ⊗ w)(ℓ,m) = (v.ℓ)(w.m) =
(ℓ.~v)(m.~w) pour tout ℓ,m ∈ V ∗

.

Les tenseurs de type a⊗ b, où a ∈ V où V ∗
et b ∈ V où V ∗

, sont appelés �tenseurs élémentaires�.

Plus généralement, v1 ⊗ ... ⊗ vr ⊗ ℓ1 ⊗ ... ⊗ ℓs est un tenseur élémentaire de Lr
s. Et à l'aide de

l'isomorphisme J , on le note également ~v1 ⊗ ...⊗ ~vr ⊗ ℓ1 ⊗ ...⊗ ℓs ∈ Lr
s.

2.3 Composantes

Si on dispose d'une base (~ei) de base duale (ei), alors (ei1 ⊗ ...⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ ...⊗ ejs) est une base
de Lr

s, également notée (~ei1 ⊗ ... ⊗ ~eir ⊗ ej1 ⊗ ... ⊗ ejs) grâ
e à l'isomorphisme J . Et on utilise les

notations d'Einstein. Par exemple pour T ∈ L1
2 (
as de d2~v(p) voir plus loin) :

T =
∑

ijk

T i
jk ~ei ⊗ ej ⊗ ek, et T (ℓ, ~v, ~w) =

∑

ijk

T i
jk ℓiv

jwk, (2.3)


ar (~ei ⊗ ej ⊗ ek)(ℓ, ~v, ~w) = (~ei.ℓ)(e
j .~v)(ek. ~w). On note T i

jk = T i
jk s'il n'y a pas d'ambiguité.

Et pour T ∈ L0
3 (
as de d2α(p) voir plus loin) :

T =
∑

ijk

Tijk e
i ⊗ ej ⊗ ek, et T (~u,~v, ~w) =

∑

ijk

Tijku
ivjwk. (2.4)
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4 2. Tenseurs Lr
s

2.4 Isomorphisme et appli
ation linéaire asso
iée à une forme bilinéaire

Si A et B sont deux espa
es ve
toriels, on note L(A;B) l'ensemble des appli
ations linéaires de A

dans B. (Le 
as B = R vient d'être traité.)

Si C est un autre espa
e ve
toriel, on note L(A,B;C) l'ensemble des appli
ations bilinéaires

sur A × B à valeurs dans C. Et quand C = R les appli
ations bilinéaires sont appelées les formes

bilinéaires.

Soit L ∈ L(A;B) (une appli
ation linéaire de A dans B). On note :

I2 :

{L(A;B) → L(B∗, A;R)

L → T = I2(L) où T (ℓb,~a)
déf

= ℓb.(L.~a),
(2.5)

qui est un isomorphisme 
anonique.

On identi�e ainsi une appli
ation linéaire L et la forme bilinéaire I2(L) = T .

Notation de la 
ontra
tion : si b ∈ B∗∗
et ℓa ∈ A∗

alors T = b⊗ ℓa ∈ L(B∗×A;R) est l'appli
ation
linéaire dé�nie par (b ⊗ ℓa)(ℓb.~a) = (b.ℓb)(ℓa.~a). Et on note également, pour une utilisation ave
 les


ontra
tions :

L = I−1
2 (b⊗ ℓa)

noté

= b⊗ ℓa au sens (2.6)

où on doit utiliser la 
ontra
tion tensorielle pour faire les 
al
uls. De manière générique la 
ontra
tion

s'é
rit ;

(a⊗ b).c = a (b.c) = (b.c) a, (2.7)

dès que (b, c) ∈ V × V ∗
ou bien (b, c) ∈ V ∗ × V (
ompatibilité pour avoir b.c ∈ R).

Exemple 2.3 Cas A = V et B = V ∗
. On a L(V ;V ∗) ≃ L(V ∗∗, V ;R) ≃ L(V, V ;R) = L0

2.

Soit L ∈ L(V ;V ∗). On identi�e L à la forme bilinéaire T = I2(L) ∈ L0
2.

Pour les 
al
uls : si (~ei) est une base de V de base duale (ei) :

si I2(L) = T =
∑

ij

Tij e
i ⊗ ej alors on note aussi L

noté

=
∑

ij

Tij e
i ⊗ ej, au sens (2.8)

où on doit utiliser la 
ontra
tion tensorielle pour faire les 
al
uls : (ei ⊗ ej).~v = ei (ej .~v) donne :

L.~v = (
∑

ij

Tij e
i ⊗ ej).~v =

∑

ij

Tije
i(ej .~v) =

∑

ij

Tijv
j ei ∈ V ∗. (2.9)

Il n'y a pas d'ambiguïté (la matri
e [Tij ] = [~ei.(L.~ej)] est la matri
e usuelle de L). Et :

(L.~v). ~w = T (~w,~v) =
∑

ij

Tijw
ivj . Attention à l'ordre entre ~v et ~w. (2.10)

Exemple 2.4 Cas A = B = V . On a L(V ;V ) ≃ L(V ∗, V ;R) = L1
1.

Soit L ∈ L(V ;V ). On identi�e L à la forme bilinéaire T = I2(L) ∈ L1
1.

Pour les 
al
uls : si (~ei) est une base de V de base duale (ei) :

si I2(L) = T =
∑

ij

T i
j ~ei ⊗ ej alors on note aussi L

noté

=
∑

ij

T i
j ~ei ⊗ ej, au sens (2.11)

où on doit utiliser la 
ontra
tion tensorielle pour faire les 
al
uls : (~ei ⊗ ej).~v = ~ei (e
j .~v) donne :

L.~v = (
∑

ij

T i
j ~ei ⊗ ej).~v =

∑

ij

T i
j~ei(e

j .~v) =
∑

ij

T i
jv

j ~ei ∈ V ≃ V ∗∗. (2.12)

Il n'y a pas d'ambiguïté (la matri
e [T i
j ] = [ei.(L.~ej)] est la matri
e usuelle de L). Et :

(L.~v).ℓ = T (ℓ, ~v) =
∑

ij

T i
j ℓiv

j . Attention à l'ordre entre ~v et ℓ. (2.13)
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5 3. Tenseurs T r
s (Ω)

2.5 Isomorphisme et appli
ation linéaire asso
iée à un tenseur d'ordre 3

On se 
ontente du 
as des tenseurs d'ordre 3 dont on aura besoin dans la suite, le 
as général étant

traité de la même manière.

Soit L ∈ L(A;L(B;C∗)) = L(A;L(B;L(C;R))) une appli
ation linéaire de A dans L(B;C∗). Pour

~a ∈ A, ~b ∈ B et ~c ∈ C on a :

L
~a−→L.~a ∈ L(B;C∗)

~b−→(L.~a).~b ∈ C∗ ~c−→((L.~a).~b).~c ∈ R. (2.14)

On note alors :

I3 :

{L(A;L(B;C∗)) → L(C,B,A;R)

L → T = I3(L) où T (~c,~b,~a)
déf

= ((L.~a).~b).~c,
(2.15)

qui est un isomorphisme 
anonique. Attention à l'ordre.

Exemple 2.5 On a L(V ;L(V ;V ∗)) ≃ L(V, V, V ;R) = L0
3, 
f. (2.15).

Soit l'appli
ation linéaire L ∈ L(V ;L(V ;V ∗)). On l'identi�e à la forme trilinéaire I3(L) ∈ L0
3.

Si (~ei) est une base de V de base duale (ei) :

si I3(L) = T =
∑

ijk

Tijk e
i ⊗ ej ⊗ ek alors on note L

noté

= T, au sens (2.16)

où on doit utiliser la 
ontra
tion tensorielle pour faire les 
al
uls : pour ~a,~b,~c ∈ V :





L.~a =
∑

ijk

Tijke
i ⊗ ej(ek.~a) =

∑

ijk

Tijka
k ei ⊗ ej ,

(L.~a).~b =
∑

ijk

Tijka
k ei (ej.~b) =

∑

ijk

Tijkb
jak ei,

((L.~a).~b).~c =
∑

ijk

Tijkb
jak (ei.~c) =

∑

ijk

Tijkc
ibjak = T (~c,~b,~a).

(2.17)

Attention à l'ordre. Il n'y a pas d'ambiguïté.

Exemple 2.6 On a L(V ;L(V ;V )) ≃ L(V ∗, V, V ;R) = L1
2, 
f. I3 dans (2.15).

Soit l'appli
ation linéaire L ∈ L(V ;L(V ;V )). On l'identi�e à la forme trilinéaire I3(L) ∈ L1
2.

Soit (~ei) est une base de V de base duale (ei).

Si I3(L) = T =
∑

ijk

T i
jk ~ei ⊗ ej ⊗ ek alors on note L

noté

= T, au sens (2.18)

où on doit utiliser la 
ontra
tion tensorielle pour faire les 
al
uls : pour ~a,~b ∈ V et γ ∈ V ∗
:





L.~a =
∑

ijk

T i
jk~ei ⊗ ej(ek.~a) =

∑

ijk

T i
jka

k ~ei ⊗ ej ,

(L.~a).~b =
∑

ijk

T i
jka

k ~ei (e
j .~b) =

∑

ijk

T i
jkb

jak ~ei,

((L.~a).~b).γ =
∑

ijk

Tijkb
jak (~ei.γ) =

∑

ijk

T i
jkγib

jak = T (γ,~b,~a).

(2.19)

Attention à l'ordre. Il n'y a pas d'ambiguïté.

3 Tenseurs T r
s (Ω)

Soit V un espa
e a�ne d'espa
e ve
toriel asso
ié V , et soit Ω un ouvert dans V . Les points p ∈ Ω
représentent par exemple les positions de parti
ules d'un objet.

Plus généralement on pourrait 
onsidérer Ω une variété di�érentiable de dimension n ave
 son

�bré tangent (l'ensemble des espa
es ve
toriels tangents en 
haque point). Dans 
e 
as on utiliserait

aux points p ∈ Ω une base (~ei(p)) de l'espa
e tangent en p. Et alors pour le 
al
ul des dérivées, les

dérivées notées

∂vi

∂xj seraient à rempla
er par les dérivées vi|j in
luant les symboles de Christo�el. Voir

poly
opié : Mé
anique, tenseurs 2ème partie. Pour simpli�er les notations on restera dans le 
adre

a�ne ave
 une base (~ei) indépendante de p. (Pour les dérivées de Lie les symboles de Christo�el

disparaissent.)
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3.1 Champ de fon
tions

On notera C0(Ω;R) =noté T 0
0 (Ω) l'ensemble des fon
tions C0

sur Ω.

3.2 Champ de ve
teurs

On notera T 1
0 (Ω) l'ensemble des 
hamps de ve
teurs sur Ω, dits tenseurs de type

(
1
0

)
(grâ
e à

l'isomorphisme J ) : 
'est l'ensemble des fon
tions :

~v :

{
Ω → V ≃ V ∗∗ = L(V ∗;R)

p → ~v(p)
(3.1)

(Dé�nition pré
ise : voir poly �Tenseurs...� ; dessin : en 
haque point p on dessine un ve
teur.)

Et, grâ
e à l'isomorphisme J entre V et V ∗∗
, on a ℓ.~v(p) = v(p).ℓ =noté ~v(p).ℓ pour tout ℓ ∈ V ∗

.

Si on dispose d'une base (~ei) de base duale (ei), on a pour p ∈ Ω :

si ~v(p) =
∑

i

vi(p)~ei ∈ V ≃ L1
0, alors ~v =

∑

i

vi~ei ∈ T 1
0 (Ω). (3.2)

3.3 Champ de formes linéaires : les formes di�érentielles

On notera T 0
1 (Ω) l'ensemble des 
hamps de formes linéaires sur Ω, appelées formes di�érentielles,

ou en
ore tenseurs de type

(
0
1

)
: 
'est l'ensemble des fon
tions :

α :

{
Ω → V ∗ = L(V ;R)

p → α(p)
(3.3)

Don
 α(p) est la forme linéaire 
ara
térisée par les valeurs réelles α(p).~v pour tout ~v ∈ V .

Contra
tion : si on dispose d'un 
hamp de ve
teurs ~v ∈ T 1
0 (Ω), en 
haque point p on peut 
al
uler

le réel (α.~v)(p) = α(p).~v(p), mesure du 
hamp ~v par la forme α en p.

Si on dispose d'une base (~ei) de base duale (ei), on a pour p ∈ Ω :

si α(p) =
∑

i

αi(p)e
i ∈ V ∗ = L0

1, alors α =
∑

i

αie
i ∈ T 0

1 (Ω). (3.4)

Et ave
 ~v =
∑

i v
i~ei ∈ T 1

0 (Ω), on a α(p).~v(p) =
∑

ij αi(p)v
i(p) ∈ R et α.~v =

∑
ij αiv

i ∈ T 0
0 (Ω).

3.4 Tenseurs de type 1 1

On notera T 1
1 (Ω) l'ensemble des 
hamps de tenseurs de type

(
1
1

)
sur Ω, appelés simplement des

tenseurs. C'est l'ensemble des fon
tions :

T :

{
Ω → L1

1 = L(V ∗, V ;R)

p → T (p)
(3.5)

Don
 T (p) est la forme bilinéaire 
ara
térisée par les valeurs réelles T (p)(ℓ, ~w) pour tout ℓ ∈ V ∗
et

~w ∈ V . (Appli
ation à la di�érentielle d~v ∈ T 1
1 (Ω).) Dans une base :

T =
∑

ij

T i
j~ei ⊗ ej ∈ T 1

1 (Ω), et T (ℓ, ~v) =
∑

ij

T i
j ℓiv

j ∈ T 0
0 (Ω). (3.6)

Et T est isomorphe à un 
hamp d'endomorphismes, 
f. (2.11).

3.5 Tenseurs de type 0 2

Dé�nition similaire pour T ∈ T 0
2 (Ω) :

T :

{
Ω → L0

2 = L(V, V ;R)

p → T (p)
(3.7)

Don
 T (p) est la forme bilinéaire 
ara
térisée par les valeurs réelles T (p)(~v, ~w) pour tout ~v, ~w ∈ V .

(Appli
ation à la di�érentielle dα ∈ T 0
2 (Ω).) Dans une base :

T =
∑

ij

Tije
i ⊗ ej ∈ T 0

2 (Ω), et T (~v, ~w) =
∑

ij

Tijv
iwj ∈ T 0

0 (Ω). (3.8)
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3.6 Tenseurs de type 1 2

Dé�nition similaire pour T ∈ T 1
2 (Ω) :

T :

{
Ω → L1

2 = L(V ∗, V, V ;R)

p → T (p)
(3.9)

(Pour les dérivées se
ondes d2~v des 
hamps de ve
teurs.) Dans une base :

T =
∑

ijk

T i
jk~ei ⊗ ej ⊗ ek ∈ T 1

2 (Ω), et T (ℓ, ~v, ~w) =
∑

ijk

T i
jkℓiv

iwk. (3.10)

3.7 Tenseurs de type 0 3

Dé�nition similaire pour T ∈ T 0
3 (Ω) :

T :

{
Ω → L0

3 = L(V, V, V ;R)

p → T (p)
(3.11)

(Pour les dérivées se
ondes d2α des formes di�érentielles.) Dans une base :

T =
∑

ijk

Tijke
i ⊗ ej ⊗ ek ∈ T 0

3 (Ω), et T (~u,~v, ~w) =
∑

ijk

Tijku
iviwk. (3.12)

4 Fon
tions di�érentiables à valeurs s
alaires

4.1 Dé�nition

On suppose 
onnue la notion de fon
tion 
ontinue sur Ω.

Dé�nition 4.1 La fon
tion f : Ω → R est di�érentiable en p ∈ Ω (ou dérivable en p) ssi elle

admet un développement limité au premier ordre au voisinage de p, i.e. ssi il existe une forme linéaire

ℓp =noté df(p) ∈ V ∗
telle que pour tout ~v ∈ V et au voisinage de h = 0 (pour h ∈ R su�samment

petit pour que p+ h~v ∈ Ω) :

f(p+ h~v) = f(p) + h df(p).~v + o(h). (4.1)

Autrement dit son graphe admet un hyperplan tangent en p (un droite si n = 1, un plan si n = 2).

Don
 si la di�érentielle df(p) existe, on a df(p) ∈ V ∗ = L(V ;R) = L0
1, et :

df(p).~v = lim
h→0

f(p+ h~v)− f(p)

h
∈ R. (4.2)

Et df(p).~v est appelé la dérivée dire
tionnelle de f en p dans la dire
tion ~v.

Dé�nition 4.2 Si f est di�érentiable en tout point p ∈ Ω alors f est dite di�érentiable dans Ω. Et
la di�érentielle de f est alors l'appli
ation df dé�nie par :

df :

{
Ω → V ∗

p 7→ df(p),
(4.3)

qui à un point p ∈ Ω asso
ie la forme linéaire df(p). Et alors df ∈ T 0
1 (Ω).

Et si df est 
ontinue, alors on dit que f ∈ C1(Ω;R).

Dé�nition 4.3 La fon
tionnelle d :

d :

{
C1(Ω;R) → C0(Ω;V ∗)

f 7→ df
(4.4)

est appelée di�érentielle, ou dérivation.
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Si on dispose d'une base (~ei), on note :

∂f

∂xj
:






Ω → R

p 7→ ∂f

∂xj
(p)

déf

= df(p).~ej = lim
h→0

f(p+ h~ej)− f(p)

h
,

(4.5)

dérivée dire
tionnelle dans la dire
tion ~ej. Ainsi :

df(p) =

n∑

j=1

∂f

∂xj
(p) ej ∈ V ∗, [df(p)] = ( ∂f

∂x1 (p) ... ∂f
∂xn (p) ) , (4.6)

une forme linéaire étant représentée par une matri
e ligne.

Exemple 4.4 Soit V = R
2
espa
e a�ne muni d'une origineO et d'une base 
artésienne (~ei), et on note−→

Op = x~e1 + y~e2 Soit f(p) = x
y
pour y 6= 0. Alors ∂f

∂x
(p) = 1

y
et

∂f
∂x

(p) = − x
y2 , et [df(p)] =

( 1
y

− x
y2

)
.

Et on véri�e que : df(p) : ~v ∈ R
2 → df(p).~v ave
, pour tout ~v ∈ R

2
ave
 ~v = v1~e1 + v2~e2 :

df(p).~v =
∂f

∂x
(p) v1 +

∂f

∂y
(p) v2 =

1

y
v1 − x

y2
v2 =

( 1
y

− x
y2

) (
v1

v2

)
= [df(p)].[~v].

Dans �df(p).~v� le point est le point de la 
ontra
tion �forme linéaire� · �ve
teur�, alors que dans

� [df(p)].[~v]� le point est le point de la multipli
ation matri
ielle.

Et on a dé�ni la fon
tionnelle (linéaire) de dérivation

∂
∂xj :

∂

∂xj
:






C1(Ω;R) → C0(Ω;R)

f 7→ ∂

∂xj
.f =

∂f

∂xj
= df.~ej .

(4.7)

Et à p �xé, on a aussi dé�ni la fon
tion

∂
∂xj (p) de dérivation en p :

∂

∂xj
(p) :






C1(Ω;R) → R

f 7→ ∂

∂xj
(p).f

déf

= df(p).~ej (=
∂f

∂xj
(p)),

(4.8)

et

∂
∂xj (p) est identi�able à ej le j-ème ve
teur de la base biduale de (~ei), voir poly
opié algèbre

linéaire. Ainsi ej = ∂
∂xj (p) est l'opérateur de dérivation dans la dire
tion ~ej , interprétation de l'iso-

morphisme (1.6).

4.2 Propriété de 
onservation versus de non 
onservation

Dé�nition 4.5 Une forme di�érentielle α ∈ T 0
1 (Ω) est dite exa
te ssi il existe f ∈ C1

telle que α = df .

Proposition 4.6 Soit t1 < t2 et soit γ : [t1, t2] → Ω une fon
tion C1
(une 
ourbe paramétrée

di�érentiable dans Ω). On note Im(γ) = {p ∈ Ω, ∃t ∈ [t1, t2], p = γ(t)} (
ourbe géométrique), et on

note p1 = γ(t1) et p2 = γ(t2) les extrémités de la 
ourbe.

Si f ∈ C1(Ω;R) alors l'intégrale :

∫

Im(γ)

df
déf

=

∫ t2

t=t1

df(γ(t)).~γ ′(t) dt = f(p2)− f(p1) (4.9)

est une valeur réelle indépendante du 
hemin γ joignant p1 et p2. En parti
ulier si p1 = p2 alors∫
Im(γ)

df = 0, et on dit que �le travail de la di�érentielle df le long d'un 
hemin di�érentiable γ est


onservatif�. C'est faux en général pour les formes di�érentielles α ∈ T 0
1 (Ω) quel
onques.

Preuve. df(γ(t)).~γ ′(t) = (f ◦ γ)(t) et don

∫
Γ
df =déf

∫ t2

t=t1
(f ◦ γ)′(t) dt = (f ◦ γ)(t2)− (f ◦ γ)(t1).

Pour les formes di�érentielles, voir l'exemple suivant.
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Exemple 4.7 (Spin.) Dans l'espa
e a�ne de dimension 2, soit un référentiel d'origine O et de base


artésienne (~ei). Notons (e
i) la base duale. On repère un point p ∈ Ω à l'aide de

−→
Op =

∑2
i=1 x

i~ei. Soit

α ∈ R
2
la forme di�érentielle �de spin� dé�nie par :

α(p) = −x2e1 + x1e2 ∈ (R2)∗, [α(p)] = (−x2 x1 ) . (4.10)

C'est �le prototype� de la forme di�érentielle exprimant la perte d'énergie le long du 
er
le paramétré

γ : t ∈ [0, 2π] → γ(t) donné par
−−−→
Oγ(t) =

(
R cos t
R sin t

)
. I
i le travail de α le long de Imγ est non nul :

∫

Imγ

α =

∫ 2π

t=0

α(γ(t)).~γ ′(t) dt =

∫ 2π

t=0

(−R sin t R cos t ) .

(
−R sin t
R cos t

)
dt =

∫ 2π

t=0

R2 dt 6= 0,

bien que γ(0) = γ(2π). En parti
ulier α n'est pas une di�érentielle exa
te, 
f. proposition 4.6.

5 Fon
tions di�érentiables, 
as général

Toujours ave
 Ω un ouvert dans V espa
e a�ne d'espa
e ve
toriel asso
ié V .

Soit Z un espa
e ve
toriel. L(V ;Z) est l'ensemble des appli
ations linéaires de V dans Z.

5.1 Dé�nition générale

Dé�nition 5.1 Une fon
tion F : Ω ⊂ V → Z est di�érentiable en p ∈ Ω ssi il existe une appli
ation

linéaire Lp =noté dF (p) : V → Z telle que pour tout ~v ∈ V :

F (p+ h~v) = F (p) + h dF (p).~v + o(h) ∈ Z. (5.1)

(Le développement limité au premier ordre au voisinage de p existe.)

Don
 si la di�érentielle dF (p) existe, on a dF (p) ∈ L(V ;Z), et :

dF (p).~v = lim
h→0

F (p+ h~v)− F (p)

h
∈ Z. (5.2)

Et dF (p).~v est appelé la dérivée dire
tionnelle de F en p dans la dire
tion ~v. On a ainsi dé�ni la

fon
tion (quand elle existe) :

dF :

{
Ω → L(V ;Z)

p → dF (p).
(5.3)

Et si dF est 
ontinue, on dit que F est C1
. (Le 
as Z = R a été traité au � 4.1.)

5.2 Di�érentielle d~v d'un 
hamp de ve
teurs

Cas Z = V dans la dé�nition 5.1.

La fon
tion ~v : Ω ⊂ V → V est di�érentiable en p ∈ Ω ssi il existe une appli
ation linéaire, alors

notée d~v(p) ∈ L(V ;V ), telle que pour tout ~w ∈ V :

d~v(p). ~w
déf

= lim
h→0

~v(p+ h~w)− ~v(p)

h
∈ V. (5.4)

On a d~v(p) ∈ L(V ;V ), et on a l'isomorphisme I2, 
f. (2.5) ave
 A = B = V .

On note I2(d~v(p)) = d̃~v(p) ∈ L(V ∗, V ;R). Don
 pour ℓ ∈ V ∗
on a :

(d~v(p). ~w).ℓ = d̃~v(p)(ℓ, ~w), d̃~v ∈ T 1
1 (Ω). (5.5)

On a ainsi identi�é l'endomorphisme d~v(p) ave
 la forme bilinéaire d̃~v(p). Attention à l'ordre, 
f. (2.13).

Et on �identi�e� la di�érentielle d~v : Ω → L(V ;V ) et le tenseur d̃~v ∈ T 1
1 (Ω).
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Proposition 5.2 Dans une base (~ei) de V on a :

d̃~v(p) =
∑

ij

∂vi

∂xj
(p)~ei ⊗ ej ∈ L(V ∗, V ;R), [d̃~v(p)] = [

∂vi

∂xj
(p)] = [vi,j(p)]. (5.6)

Et on note également, pour une utilisation ave
 les 
ontra
tions :

d~v(p)
noté

=
∑

ij

∂vi

∂xj
(p)~ei ⊗ ej ∈ L(V ;V ), [d~v(p)] = [

∂vi

∂xj
(p)]. (5.7)

• Contra
tion (~ei ⊗ ej).~z = ~ei(e
j .~z) = zj~ei, don
 :

d~v(p).~z =
∑

ij

∂vi

∂xj
(p)zj ~ei ∈ V, (5.8)

• 
ontra
tion ~ei.ℓ = ℓi :

(d~v(p).~z).ℓ =
∑

ij

∂vi

∂xj
(p)ℓiz

j (= d̃~v(ℓ, ~z)). (5.9)

Preuve. Ave
 ~v(p) =
∑

i v
i(p)~ei, (5.4) donne pour tout j :

d~v(p).~ej =
∑

i

lim
h→0

vi(p+h~ej)− vi(p)

h
~ei =

∑

i

∂vi

∂xj
(p)~ei ∈ V, (5.10)

don
 pour tout i, j :

(d~v(p).~ej).e
i =

∂vi

∂xj
(p) = d̃~v(p)(ei, ~ej). (5.11)

D'où (5.6), (5.8) et (5.9).

Exemple 5.3 Soit V = R
2
muni d'une origine O et d'une base 
artésienne (~ei), et

−→
Op = x~e1 + y~e2.

Soit ~v donné par [~v(p)] =

(
v1(p) =

√
x

v2(p) = x
y

)
pour x > 0 et y 6= 0. Alors [d~v(p)] =

( 1
2
√
x

0
1
y

− x
y2

)
.

5.3 Di�érentielle dα d'une forme di�érentielle

Cas Z = V ∗
dans la dé�nition 5.1.

La fon
tion α : Ω ⊂ V → V ∗
est di�érentiable en p ∈ Ω ssi il existe une appli
ation linéaire, alors

notée dα(p) ∈ L(V ;V ∗), telle que pour tout ~w ∈ V :

dα(p). ~w
déf

= lim
h→0

α(p+ h~w)− α(p)

h
∈ V ∗. (5.12)

On a dα(p) ∈ L(V ;V ∗), et on a l'isomorphisme I2, 
f. (2.5) ave
 A = V et B = V ∗
.

On note I2(dα(p)) = d̃α(p) ∈ L(V, V ;R). Don
 pour ~y ∈ V ∗
on a :

(dα(p). ~w).~y
noté

= d̃α(p)(~y, ~w), d̃α ∈ T 0
2 (Ω). (5.13)

On a ainsi identi�é l'appli
ation linéaire dα(p) ave
 la forme bilinéaire d̃α(p). Attention à l'ordre,


f. (2.10).

Et on �identi�e� la di�érentielle d~v : Ω → L(V ;V ) et le tenseur d̃~v ∈ T 1
1 (Ω).

Proposition 5.4 Dans une base (~ei) de V on a :

d̃α(p) =
∑

ij

∂αi

∂xj
(p) ei ⊗ ej ∈ L(V, V ;R), [d̃α(p)] = [

∂αi

∂xj
(p)] = [αi,j(p)]. (5.14)

Et on note également, pour une utilisation ave
 les 
ontra
tions :

dα(p)
noté

=
∑

ij

∂αi

∂xj
(p) ei ⊗ ej ∈ L(V ;V ∗), [dα(p)] = [

∂αi

∂xj
(p)]. (5.15)
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• Contra
tion (ei ⊗ ej). ~w = ei(ej. ~w) = wjei, don
 :

dα(p). ~w =
∑

ij

∂αi

∂xj
(p)wj ei ∈ V ∗, (5.16)

• 
ontra
tion ei.~y = yi :

(dα(p). ~w).~y =
∑

ij

∂αi

∂xj
(p)yiwj (= d̃α(p)(~y, ~w)). (5.17)

Preuve. Ave
 α(p) =
∑

i αi(p)e
i
, (5.12) donne :

dα(p).~ej = lim
h→0

∑

i

αi(p+ h~ej)− αi(p)

h
ei =

∑

i

∂αi

∂xj
(p) ei, (5.18)

don
 :

(dα(p).~ej).~ei =
∂αi

∂xj
(p) = d̃α(p)(~ei, ~ej). (5.19)

D'où (5.14), (5.16) et (5.17).

Exemple 5.5 Suite de l'exemple 4.7. I
i α(p) = α1(p)e
2 + α2(p)e

2
où α1(p) = −x2 et α2(p) = x1.

Don


∂α1

∂x1 = 0, ∂α1

∂x2 = −1, ∂α2

∂x1 = 1, ∂α2

∂x2 = 0, d'où :

dα(p) = −e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1, (5.20)

et don
 dα(p).~e1 = +e2 et dα(p).~e2 = −e1, et :

(dα(p). ~w).~y = d̃α(p)(~y, ~w) = −w2y1 + w1y2. (5.21)

Noter que d̃α(p)(~y, ~w) 6= d̃α(p)(~w, ~y) : la forme bilinéaire d̃α(p) n'est pas symétrique.

I
i la matri
e de l'appli
ation bilinéaire d̃α(p) est [d̃α(p)] =

(
0 −1
1 0

)
, matri
e non symétrique.

5.4 Cas parti
ulier de la di�érentielle se
onde d2f

Dans le 
as parti
ulier d'une forme di�érentielle exa
te : α = df , ave
 f ∈ C2(Ω;R) :

d(df)(p). ~w
déf

= lim
h→0

df(p+ h~w)− df(p)

h

noté

= d2f(p). ~w ∈ V ∗. (5.22)

Et pour tout ~y, ~w ∈ V :

((d(df)(p). ~w).~y =) (d2f(p). ~w).~y
noté

= d̃2f(p)(~y, ~w), (5.23)

ave
 d̃2f ∈ T 0
2 (Ω).

Théorème 5.6 (de S
hwarz.) Quand f est C2
sur Ω alors d2f est symétrique au sens où d̃2f est

symétrique : pour tout p ∈ Ω et tous ~y, ~w ∈ V :

(d2f(p). ~w).~y = (d2f(p).~y). ~w, soit d̃2f(p)(~y, ~w) = d̃2f(p)(~w, ~y). (5.24)

En parti
ulier si (~ei) est une base 
artésienne, on a :

∂ ∂f
∂xi

∂xj
=

∂ ∂f
∂xj

∂xi

noté

=
∂2f

∂xi∂xj
, (5.25)

et la matri
e [ ∂2f
∂xi∂xj ] est symétrique, appelée matri
e hessienne de f .

Preuve. Voir poly
opié 1ère année : Fon
tions de plusieurs variables.
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5.5 Une relation entre les di�érentielles premières

Soit α ∈ T 0
1 (Ω) et ~v ∈ T 1

0 (Ω).
On dé�nit le produit 
ontra
té α.~v : Ω → R par (α.~v)(p) = α(p)~v(p).
Ainsi α.~v ∈ T 0

0 (Ω) et quand α et ~v sont C1
, d(α.~v) ∈ T 0

1 (Ω).

Ave
 d~v(p) ∈ L(V ;V ) et d̃~v(p) ∈ L1
1, et ave
 dα(p) ∈ L(V ;V ∗) et d̃α(p) ∈ L0

2.

Ainsi pour ~w ∈ V on a d~v(p). ~w ∈ V et dα(p). ~w ∈ V ∗
.

Proposition 5.7 On a la �formule de dérivation d'un produit� :

d(α.~v) = (dα).~v + α.(d~v), (5.26)

au sens, pour ~w ∈ V (dérivée dans la dire
tion ~w) :

d(α.~v). ~w = (dα.~w).~v + α.(d~v.~w).
(5.27)

Preuve. On a :

d(α.~v)(p). ~w = lim
h→0

α(p+ h~w).~v(p+ h~w)− α(p).~v(p)

h
,

ave
 :

α(p+ h~w).~v(p+ h~w)− α(p).~v(p) = α(p+ h~w).(~v(p+ h~w)− ~v(p)) + (α(p + h~w)− α(p)).~v(p)

= (α(p) + o(1))(h d~v(p). ~w + o(h)) + (h dα(p). ~w + o(h)).~v(p)

= hα(p).(d~v(p). ~w) + h (dα(p). ~w).~v(p) + o(h),

d'où (5.27).

Remarque 5.8 Démonstration à l'aide d'une base : α.~v =
∑

i αiv
i
, d'où d(α.~v) =

∑
i(dαi) v

i +∑
i αi (dv

i), d'où :

d(α.~v) =
∑

i

(
∑

j

∂αi

∂xj
ej) vi +

∑

i

αi(
∑

j

∂vi

∂xj
ej), (5.28)

d'où d(α.~v). ~w =
∑

ij(
∂αi

∂xj v
iwj +

∑
ij αi

∂vi

∂xj w
j
.

6 Di�érentielles se
ondes

6.1 Di�érentielle se
onde d2~v d'un 
hamp de ve
teurs

Soit ~v : Ω ⊂ V → V supposé C2
. On a d~v : Ω ⊂ V → L(V ;V ).

On prend Z = L(V ;V ) dans la dé�nition 5.1 : on a :

d2~v
déf

= d(d~v) :

{
Ω ⊂ V → L(V ;L(V ;V ))

p → d2~v(p)
déf

= d(d~v)(p),
(6.1)

où don
 pour tout ~w ∈ V :

d2~v(p). ~w = d(d~v)(p). ~w
déf

= lim
h→0

d~v(p+ h~w)− d~v(p)

h
∈ L(V ;V ). (6.2)

Don
 d2~v(p). ~w est 
ara
térisé à l'aide des ve
teurs ~y ∈ V :

(d2~v(p). ~w).~y ∈ V ≃ V ∗∗. (6.3)

Et pour ℓ ∈ V ∗
on note, 
f. (2.18) (attention à l'ordre) :

((d2~v(p). ~w).~y).ℓ
noté

= d̃2~v(p)(ℓ, ~y, ~w) ∈ R, (6.4)

où don
 d̃2~v ∈ T 1
2 (Ω).

On rappelle que dans une base (~ei) on a d~v =
∑

ij
∂vi

∂xj ~ei ⊗ ej .
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Proposition 6.1 Dans une base (~ei) de V on a :

d̃2~v(p) =
∑

ijk

∂2vi

∂xk∂xj
(p)~ei ⊗ ej ⊗ ek,

∂2vi

∂xk∂xj

noté

= vi,jk, (6.5)

le théorème de S
hwarz indiquant que l'ordre entre j et k n'a pas d'importan
e dès que ~v ∈ C2
. Et

on note également, pour une utilisation ave
 les 
ontra
tions :

d2~v(p)
noté

=
∑

ijk

∂2vi

∂xk∂xj
(p)~ei ⊗ ej ⊗ ek, (6.6)

• Contra
tion (~ei ⊗ ej ⊗ ek). ~w = (~ei ⊗ ej)(ek. ~w) :

d2~v(p). ~w =
∑

ijk

∂2vi

∂xk∂xj
(p)wk ~ei ⊗ ej ∈ L(V ∗, V ;R) ≃ L(V ;V ). (6.7)

• 
ontra
tion (~ei ⊗ ej).~y = ~ei(e
j .~y) :

(d2~v(p). ~w).~y =
∑

ijk

∂2vi

∂xk∂xj
(p) yjwk ~ei ∈ V, (6.8)

• 
ontra
tion ~ei.ℓ = ℓi :

((d2~v(p). ~w).~y).ℓ =
∑

ijk

∂2vi

∂xk∂xj
(p) ℓiy

jwk ∈ R (= d̃2(~v)(p)(ℓ, ~y, ~w)). (6.9)

Preuve. (6.1) donne :

(d(d~v)(p).~ek).~ej = lim
h→0

d~v(p+h~ek).~ej − d~v(p).~ej
h

, (6.10)

ave
 d~v(q).~ej =
∑

i
∂vi

∂xj (q)~ei, d'où :

(d(d~v)(p).~ek).~ej = lim
h→0

∑
i
∂vi

∂xj (p+h~ek)~ei −
∑

i
∂vi

∂xj (p)~ei

h

=
∑

i

lim
h→0

∂vi

∂xj (p+h~ek)−
∑

i
∂vi

∂xj (p)

h
~ei =

∑

i

∂

∂xk

∂vi

∂xj
(p)~ei.

(6.11)

D'où (d(d~v)(p).~ek).~ej .e
i = ∂2vi

∂xk∂xj (p) = d̃2~v(p)(ei, ~ej , ~ek), d'où (6.5).

6.2 Dérivations d(d~u.~v)

On dé�nit le produit 
ontra
té d~u.~v : Ω → V par (d~u.~v)(p) = d~u(p).~v(p) ∈ V . Ainsi d~u.~v ∈ T 1
0 (Ω).

Et d(d~u.~v) ∈ T 1
1 (Ω).

Proposition 6.2 On a (formules de dérivation d'un produit), pour ~u ∈ C2
et ~v ∈ C1

:

d(d~u.~v) = (d2~u).~v + d~u.(d~v) ∈ T 1
1 (Ω), (6.12)

au sens, pour tout ~w ∈ V :

d(d~u.~v). ~w = (d2~u.~w).~v + d~u.(d~v.~w) ∈ T 1
0 (Ω), (6.13)

Preuve. On a :

d(d~u.~v)(p). ~w = lim
h→0

(d~u.~v)(p+h~w)− (d~u.~v)(p)

h
∈ V ∗,

ave
 :

d~u(p+h~w).~v(p+h~w)− d~u(p).~v(p) = d~u(p+h~w).(~v(p+h~w)− ~v(p)) + (d~u(p+h~w)− d~u(p)).~v(p)

= (d~u(p) + o(1)).(h d~v(p). ~w + o(h)) + (h d(d~u)(p). ~w + o(h)).~v(p)

= h d~u(p).(d~v(p). ~w) + h (d(d~u)(p). ~w).~v(p) + o(h),

d'où (6.13).
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Démonstration à l'aide d'une base : on a d~u.~v =
∑

ij
∂ui

∂xj v
j ~ei, et d(

∂ui

∂xj v
j)~ek = ∂2ui

∂xk∂xj v
j + ∂ui

∂xj
∂vj

∂xk ,

d'où :

d(d~u.~v).~ek =
∑

ij

∂2ui

∂xk∂xj
vj ~ei +

∂ui

∂xj

∂vj

∂xk
~ei.

(6.14)

Ave
 (6.6), don
 d2~u.~ek =
∑

ij
∂2ui

∂xk∂xj ~ei ⊗ ej , don
 (d2~u.~ek).~v =
∑

ij
∂2ui

∂xk∂xj v
j ~ei.

Et d~u =
∑

ij
∂ui

∂xj ~ei⊗ ej, et d~v.~ek =
∑

j
∂vj

∂xk ~ej , don
 d~u.(d~v.~ek) =
∑

ij
∂ui

∂xj
∂vj

∂xk ~ei. Vrai pour tout k.

6.3 Dérivée se
onde de Lie : L~w(L~v~u)

Soit ~u,~v ∈ T 1
0 (Ω) deux 
hamps de ve
teurs C1

. La dérivée de Lie autonome de ~u le long d'un �ot

de 
hamp de ve
teurs vitesses ~v est dé�nie par (voir poly �Flots et dérivées de Lie dans R
n
�) :

L~v~u = d~u.~v − d~v.~u ∈ T 1
0 (Ω). (6.15)

Dans une base (~ei) on a :

L~v~u =
∑

ij

(
∂ui

∂xj
vj − ∂vi

∂xj
uj)~ei. (6.16)

Lemme 6.3 On suppose ~u,~v ∈ C2
. On a :

d(L~v~u) = (d2~u).~v + d~u.(d~v)− (d2~v).~u− d~v.(d~u) ∈ T 1
1 (Ω), (6.17)

au sens, pour ~w ∈ V :

d(L~v~u). ~w = (d2~u.~w).~v + d~u.(d~v.~w)− (d2~v.~w).~u− d~v.(d~u.~w) ∈ T 1
0 (Ω), (6.18)

Preuve. On applique (6.12).

Démonstration à l'aide d'une base : d(L~v~u) =
∑

ijk(
∂2ui

∂xk∂xj v
j+ ∂ui

∂xj
∂vj

∂xk − ∂2vi

∂xk∂xj u
j− ∂vi

∂xj
∂uj

∂xk )~ei⊗ek.

Don
 d(L~v~u).~ek =
∑

ij(
∂2ui

∂xk∂xj v
j + ∂ui

∂xj
∂vj

∂xk − ∂2vi

∂xk∂xj u
j − ∂vi

∂xj
∂uj

∂xk )~ei.

Ave
 d2~u.~ek = (
∑

ijm
∂2ui

∂xm∂xj ~ei ⊗ ej ⊗ em).(~ek) =
∑

ij
∂2ui

∂xk∂xj ~ei ⊗ ej .

Don
 (d2~u.~ek).~v =
∑

ij
∂2ui

∂xk∂xj v
j~ei.

Ave
 d~u.(d~v.~ek) = (
∑

ij
∂ui

∂xj ~ei ⊗ ej)(
∑

j
∂vj

∂xk~ej) =
∑

ij
∂ui

∂xj
∂vj

∂xk~ei.

Et termes similaires pour −(d2~v.~ek).~u − d~v.(d~u.~ek). D'où (6.18) pour tout ~ek. D'où (6.18).

Corollaire 6.4 Soit ~u,~v, ~w ∈ T 1
0 (Ω). On suppose ~u,~v ∈ C2

et ~w ∈ C1
. On a :

L~w(L~v~u) = (d2~u.~w).~v + d~u.(d~v.~w)− (d2~v.~w).~u− d~v.(d~u.~w)− d~w.d~u.~v + d~w.d~v.~u. (6.19)

En parti
ulier :

L~v(L~v~u) = (d2~u.~v).~v + d~u.d~v.~v − (d2~v.~v).~u− 2d~v.d~u.~v + d~v.d~v.~u. (6.20)

Preuve. On a L~w(L~v~u) = d(L~v~u). ~w − d~w.(L~v~u) et (6.18).

6.4 Di�érentielle se
onde d2α d'une forme di�érentielle

Soit α : Ω ⊂ V → V ∗
supposé C2

. On a dα : Ω ⊂ V → L(V ;V ∗).
On prend Z = L(V ;V ∗) dans la dé�nition 5.1 : on a :

d2α
déf

= d(dα) :

{
Ω → L(V ;L(V ;V ∗))

p → d2α
déf

= d(dα)(p),
(6.21)

où don
 pour tout ~w ∈ V :

d2α(p). ~w
déf

= lim
h→0

dα(p+h~w)− dα(p)

h
∈ L(V ;V ∗) (6.22)

Don
 d2α(p). ~w est 
ara
térisé à l'aide des ve
teurs ~y ∈ V :

(d2α(p). ~w).~y ∈ V ∗. (6.23)

Et pour ~z ∈ V on note, 
f. (2.16) (attention à l'ordre) :

((d2α(p). ~w).~y).~z
noté

= d̃2α(p)(~z, ~y, ~w) ∈ R, (6.24)

où don
 d̃2α ∈ T 0
3 (Ω).
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Proposition 6.5 Dans une base (~ei) de V on a :

d̃2(α)(p) =
∑

ijk

∂2αi

∂xk∂xj
(p) ei ⊗ ej ⊗ ek,

∂2αi

∂xk∂xj

noté

= αi,jk, (6.25)

le théorème de S
hwarz indiquant que l'ordre entre j et k n'a pas d'importan
e dès que α ∈ C2
. Et

on note également, pour une utilisation ave
 les 
ontra
tions :

(d(dα)(p) =) d2α(p)
noté

=
∑

ijk

∂2αi

∂xk∂xj
(p) ei ⊗ ej ⊗ ek. (6.26)

• Contra
tion (ei ⊗ ej ⊗ ek). ~w = (ei ⊗ ej)(ek. ~w), don
 :

d2α(p). ~w =
∑

ijk

∂2αi

∂xk∂xj
(p)wk ei ⊗ ej ∈ L(V, V ;R) ≃ L(V ;V ∗), (6.27)

• 
ontra
tion (ei ⊗ ej).~y = ei(ej .~y), don
 :

(d2α(p). ~w).~y =
∑

ijk

∂2αi

∂xk∂xj
(p) yjwk ei ∈ V ∗, (6.28)

• 
ontra
tion ei.~z = zi :

((d2α(p). ~w).~y).~z =
∑

ijk

∂2αi

∂xk∂xj
(p) ziyjwk (= d̃2(α)(p)(~z, ~y, ~w)). (6.29)

Preuve. (6.21) donne :

(d(dα)(p).~ek).~ej = lim
h→0

dα(p+h~ek).~ej − dα(p).~ej
h

, (6.30)

ave
 dα(q) =
∑

ij
∂αi

∂xj (q) e
i ⊗ ej , don
 dα(q).~ej =

∑
i
∂αi

∂xj (q)e
i
, d'où :

(d(dα)(p).~ek).~ej = lim
h→0

∑
i
∂αi

∂xj (p+h~ek) e
i −∑

i
∂αi

∂xj (p) e
i

h

=
∑

i

lim
h→0

∂αi

∂xj (p+h~ek)−
∑

i
∂αi

∂xj (p)

h
ei =

∑

i

∂

∂xk

∂αi

∂xj
(p) ei.

(6.31)

D'où ((d(dα)(p).~ek).~ej).~ei =
∂2αi

∂xk∂xj (p) = d̃2α(~ei, ~ej, ~ek), d'où (6.25).

6.5 Dérivations d(dα.~v) et d(α.d~v)

Soit ~v : Ω → V C2
, don
 d~v : Ω → L(V ;V ), et d(d~v) : Ω → L(V ;L(V ;V )).

Soit α : Ω → V ∗ C2
, don
 dα : Ω → L(V ;V ∗), et d(dα) : Ω → L(V ;L(V ;V ∗)).

On dé�nit le produit 
ontra
té dα.~v : Ω → V ∗
par (dα.~v)(p) = dα(p).~v(p) ∈ V ∗

au sens, pour tout

~w ∈ V :

(dα.~v)(p). ~w = (dα(p). ~w).~v(p) ∈ R (6.32)

(pas d'autre possibilité pour obtenir un réel). Ainsi dα.~v ∈ T 0
1 (Ω). Et d(dα.~v) ≃ d̃(dα.~v) ∈ T 0

2 (Ω).

On dé�nit le produit (
ontra
té) α.d~v : Ω → V ∗
par (α.d~v)(p) = α(p).d~v(p) ∈ V ∗

, au sens, pour

~w ∈ V :

(α.d~v)(p). ~w = α(p).(d~v(p). ~w) ∈ R (6.33)

(pas d'autre possibilité pour obtenir un réel). Ainsi α.d~v ∈ T 0
1 (Ω). Et d(α.d~v) ≃ d̃(α.d~v) ∈ T 0

2 (Ω).
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Proposition 6.6 On a (formules de dérivation d'un produit) :

{
d(dα.~v) = (d2α).~v + dα.(d~v) : Ω → L(V ;V ∗),

d(α.d~v) = (dα).d~v + α.(d2~v) : Ω → L(V ;V ∗),
(6.34)

au sens, pour ~w ∈ V :

{
d(dα.~v). ~w = (d2α.~w).~v + dα.(d~v.~w) : Ω → V ∗,

d(α.d~v). ~w = (dα.~w).d~v + α.(d2~v.~w) : Ω → V ∗.
(6.35)

Don
 pour tout ~y ∈ V :

{
(d(dα.~v). ~w).~y = ((d2α.~w).~v).~y + (dα.(d~v.~w)).~y,

(d(α.d~v). ~w).~y = (dα.~w).(d~v.~y) + α.((d2~v.~w).~y).
(6.36)

Preuve. On a :

d(dα.~v)(p). ~w = lim
h→0

(dα.~v)(p+h~w)− (dα.~v)(p)

h
∈ V ∗,

ave
 :

dα(p+h~w).~v(p+h~w)− dα(p).~v(p) = dα(p+h~w).(~v(p+h~w)− ~v(p)) + (dα(p+h~w)− dα(p)).~v(p)

= (dα(p) + o(1)).(h d~v(p). ~w + o(h)) + (h d(dα)(p). ~w + o(h)).~v(p)

= h dα(p).(d~v(p). ~w) + h (d(dα)(p). ~w).~v(p) + o(h),

d'où (6.35)1.

On a :

d(α.d~v)(p). ~w = lim
h→0

(α.d~v)(p+h~w)− (α.d~v)(p)

h
∈ V ∗,

ave
 :

(α.d~v)(p+h~w)− (α.d~v)(p) = (α(p+h~w)− α(p)).d~v(p+h~w) + α(p).(d~v(p+h~w)− d~v(p))

= (h dα(p). ~w + o(h)).(d~v(p) + o(1)) + α(p).(h d(d~v)(p). ~w + o(h))

= (h (dα(p). ~w).d~v(p) + o(h)) + (hα(p).d(d~v)(p). ~w + o(h)),

d'où (6.35)2.

Démonstration à l'aide d'une base. Pour (6.35)1 : on a dα.~v =
∑

ij
∂αi

∂xj v
j ei, d'où :

d(dα.~v).~ek =
∑

ij(d(
∂αi

∂xj ).~ek) v
j ei + ∂αi

∂xj (dv
j .~ek) e

i =
∑

ij
∂2αi

∂xk∂xj v
j ei + ∂αi

∂xj
∂vj

∂xk ei.

Ave
 (6.25), don
 d2α.~ek =
∑

ijk
∂2αi

∂xk∂xj e
i ⊗ ej , don
 (d2α.~ek).~v =

∑
ij

∂2αi

∂xk∂xj v
j ei.

Et ave
 dα =
∑

ij
∂αi

∂xj e
i ⊗ ej , et ave
 d~v.~ek =

∑
jk

∂vj

∂xk ~ej , don
 dα.(d~v.~ek) =
∑

ij
∂αi

∂xj
∂vj

∂xk ei.

On a véri�é : d(dα.~v).~ek = (d2α.~ek).~v + dα.(d~v.~ek) pour tout k, d'où (6.35)1.

Pour (6.35)2 : on a α.d~v =
∑

ij αi
∂vi

∂xj e
j
, d'où :

d(α.d~v).~ek =
∑

ij d(αi
∂vi

∂xj e
j).~ek =

∑
ij

∂αi

∂xk
∂vi

∂xj e
j +

∑
ij αi

∂2vi

∂xk∂xj e
j .

Ave
 dα =
∑

ij
∂αi

∂xj e
i ⊗ ej, don
 dα.~ek =

∑
i
∂αi

∂xk e
i
, et ave
 d~v =

∑
ij

∂vi

∂xj ~ei ⊗ ej .

Don
 : (dα.~ek).d~v =
∑

ij
∂αi

∂xk
∂vi

∂xj e
j.

Et ave
 d2~v.~ek =
∑

ij
∂2vi

∂xk∂xj ~ei ⊗ ej, don
 α.(d2~v.~ek) =
∑

ij αi
∂2vi

∂xk∂xj e
j.

On a véri�é : d(α.d~v).~ek = (dα.~ek).d~v + α.(d2~v.~ek) pour tout k, d'où (6.35)2.

6.6 Dérivée se
onde de Lie : L~w(L~vα)

Soit α ∈ T 0
1 (Ω) et ~v ∈ T 1

0 (Ω) une forme di�érentielle et un 
hamp de ve
teurs C1
. La dérivée de

Lie autonome de α le long d'un �ot de 
hamp de ve
teurs vitesses ~v est dé�nie par :

L~vα = dα.~v + α.d~v ∈ T 0
1 (Ω), (6.37)

et, pour tout ~w ∈ V :

(L~vα). ~w = (dα.~v). ~w + (α.d~v). ~w ∈ T 0
0 (Ω). (6.38)
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Remarque 6.7 La dérivée de Lie autonome d'une fon
tion f est la dérivée dire
tionnelle usuelle

L~vf = df.~v. Et la dérivée de Lie autonome L~vα a été 
onstruite de telle sorte que

• L~v(α.~w) = d(α.~w).~v, 
ar f = α.~w est une fon
tion, et en supposant

• L~v(α.~w) = (L~vα). ~w + α.(L~v ~w), 
ar la dérivée de Lie est une dérivation.

Don
 (L~vα). ~w = L~v(α.~w)− α.(L~v ~w).
Comme d'une part L~v(α.~w) = d(α.~w).~v = (dα.~v). ~w+α.(d~w.~v) et d'autre part α.(L~v . ~w) = α.(d~w.~v−

d~v.~w), on obtient (L~vα). ~w = (dα.~v). ~w + α.(d~w.~v)− α.(d~w.~v − d~v.~w), d'où (6.38).

Dans une base (~ei) on a :

L~vα =
∑

ij

∂αi

∂xj
vjei +

∑

ij

αi

∂vi

∂xj
ej , et (L~vα). ~w =

∑

ij

∂αi

∂xj
wivj +

∑

ij

αi

∂vi

∂xj
wj . (6.39)

Lemme 6.8 On suppose α et ~v C2
. On a :

d(L~vα) = (d2α).~v + dα.(d~v) + (dα).d~v + α.(d2~v) : Ω → L(V ;V ∗), (6.40)

au sens, pour ~w ∈ V :

d(L~vα). ~w = (d2α.~w).~v + dα.(d~v.~w) + (dα.~w).d~v + α.(d2~v.~w) : Ω → V ∗, (6.41)

Don
 pour tout ~u ∈ V :

(d(L~vα). ~w).~u = ((d2α.~w).~v).~u+ (dα.(d~v.~w)).~u + (dα.~w).d~v.~u+ α.(d2~v.~w).~u ∈ R. (6.42)

Preuve. On applique (6.34), (6.35) et (6.36).

Démonstration à l'aide d'une base. Ave
 (6.39) :

d(L~vα) =
∑

ijk(
∂2αi

∂xk∂xj v
j + ∂αi

∂xj
∂vj

∂xk )e
i ⊗ ek +

∑
ijk(

∂αi

∂xk
∂vi

∂xj + αi
∂2vi

∂xk∂xj )e
j ⊗ ek.

Don
 d(L~vα).~ek =
∑

ij(
∂2αi

∂xk∂xj v
j + ∂αi

∂xj
∂vj

∂xk )e
i +

∑
ij(

∂αi

∂xk
∂vi

∂xj + αi
∂2vi

∂xk∂xj )e
j
.

Ave
 d2α =
∑

ijk
∂2αi

∂xk∂xj e
i ⊗ ej ⊗ ek, don
 d2α.~ek =

∑
ij

∂2αi

∂xk∂xj e
i ⊗ ej , don
 (d2α.~ek).~v =

∑
ij

∂2αi

∂xk∂xj v
jei.

Ave
 dα.(d~v.~ek) = (
∑

ij
∂αi

∂xj e
i ⊗ ej).(

∑
j

∂vj

∂xk~ej) =
∑

ij
∂αi

∂xj
∂vj

∂xk e
i
.

Ave
 (dα.~ek).d~v = (
∑

i
∂αi

∂xk e
i).(

∑
ij

∂vi

∂xj ~ei ⊗ ej) =
∑

ij
∂αi

∂xk
∂vi

∂xj e
j
.

Ave
 α.(d2~v.~ek) = (
∑

i αie
i)
∑

ij
∂2vi

∂xk∂xj ~ei ⊗ ej) =
∑

ij αi
∂2vi

∂xk∂xj e
j
.

D'où (6.41) pour tout ~ek, don
 pour tout ~w.

Corollaire 6.9 Soit ~v, ~w ∈ T 1
0 (Ω) et α ∈ T 0

1 (Ω). On suppose ~w C1
, et ~v et α C2

.

On a L~vα ∈ T 0
1 (Ω) et L~w(L~vα) ∈ T 0

1 (Ω) ave
 :

L~w(L~vα) = (d2α.~w).~v + dα.(d~v.~w) + (dα.~w).d~v + α.(d2~v.~w)

+ (dα.~v).d~w + (α.d~v).d~w ∈ T 0
1 (Ω),

(6.43)

don
, pour tout ~u ∈ V :

L~w(L~vα).~u = ((d2α.~w).~v).~u+ (dα.(d~v.~w)).~u+ (dα.~w).d~v.~u+ α.(d2~v.~w).~u

+ (dα.~v).d~w.~u+ α.d~v.d~w.~u ∈ R.
(6.44)

Preuve. On a L~w(L~vα) = d(L~vα). ~w + (L~vα).d~w. Et (6.41) et L~vα.d~w =
(
(dα).~v + α.(d~v)

)
.d~w.
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