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1 Exemples

1.1 Longueur minimale d’une courbe dans R?

Dans le plan on veut trouver la courbe la plus courte joignant les points A = (24, ya) €t B = (b, Yp)-
(On veut montrer que c’est le segment de droite joignant A & B.)

Si on veut mettre ce probléme sous forme mathématique, il faut commencer par comprendre
I’énoncé : 1- c’est quoi une courbe ? 2- Sa longueur 7 3- Que veut dire “la plus courte”?

1- Une courbe (sous forme paramétrée) est une fonction

it [a,b] = () = (%;) nO 1) € R?, (1.1)

qui & chaque paramétre ¢ (interprété par exemple comme un temps) associe une position Z(t). Par

t .
§§?§t> pour ¢ € [0, 27]. Ici
a chaque angle ¢ (exprimé en radian) on associe la position Z correspondant & cet angle sur le cercle.

L’image I' = Im7 est également appelé une courbe (géométrique).
Et ici 7(a) = A et #(b) = B sont imposés.

exemple, un cercle de rayon R centré a ’origine est donné par 7(t) = (

2- La longueur de la courbe paramétrée 7 est donnée par :
b 6
J(7) = / (02 Ty (02 dt "2 J(r). (1.2)
t=a

(Application de Pythagore = [ds = [ \/da? + dy?, voir cours de premiére année.) On montre im-
médiatement que J ne dépend pas du paramétrage choisi, i.e. si ¢: u € [¢,d] — ¢(u) est un autre
paramétrage de I', on a J(7) = J(§) grace a la formule de changement de variable dans les intégrales.
D’ow le nom J(I') pour le résultat (et J(7) pour le calcul).
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) 1. Ezemples

3- Trouver la courbe la plus courte signifie “minimiser J”, i.e. : parmi toutes les fonctions ¥ € C*,
trouver une fonction 7, qui minimise J(7) :
J(Tm) = min J(7).

FeCl([a,b]);R2)
7Fla)=A, #(b)=B

Cas particulier : la courbe géométrique I" est donnée sous forme graphe d’une fonction f : z — f(z),
ie. T ={(z, f(z)) pour x € [zq,xp|}. Ici f(xa) = ya et f(ap) = yp sont imposés. La courbe paramétrée
associée est par exemple :

P x € [T, ya) = x) = (ffx)) (1.3)

(ici on a pris t=x). Et on doit donc minimiser :

b )
— [ VPR ), (1.4)
r=a
sur ’ensemble des fonctions f € C([zq, p];R) t.q. f(x4) = ya et f(zp) = yp sont imposés.

1.2 Brachistochrone

Dans R? (résolu par Bernoulli en 1696).

Connaissant un point haut A = (x4,y,) et un point bas B = (z3,ys), on cherche a connaitre la
courbe joignant A & B telle que : si on lache un objet de A le long de la courbe, ’objet arrive en un
temps minimum en B. On suppose les frottements nuls et la gravité constante.

La solution est utilisée : cela ressemble aux rampes de skate-board ou roller, ou encore les “half-
pipes” de snowboard. Mathématiquement ce sont les cycloides. Il s’agit de le prouver.

Calcul : par choix du repére (0, z,y), on prend y, = 0 et ’axe des y est dirigé vers le bas.
Soit E = {f € C'([wa,xp);R) : f(wa) = ya et f(zp) = yp imposés}. On cherche une solution
dans E.
Calculons le temps mis pour aller de A & B le long du graphe de f. En un point & = (x,y) =
(z, f(x)) du graphe, I’élément de longueur est ds = \/da:2 +dy? = \/1 + f/(x)? dz. Si en ce point la
ds

vitesse est ||¥]], on a ||7]| = pre ie. dt = ||_,|| D’ou le temps total :
/ v1 —|—f’ 2 dx
||U|| '

11 reste & exprimer ¥ en fonction de z. La conservation de I’énergie (cinétique + potentielle) nous
donne, “1m||¥(x,y)||* — mgy = constante” en tout point (z,y) de la courbe, et “ constante = 0 ”
puisque vitesse et position initiales sont nulles. On a donc ||¥(z,y)|| = v/2gy. Donc :

1+f’
/ 1/ e (1.5)

Pour montrer que la fonction f réalisant le minimum de T est une cycloide, on utilisera 1’équation
d’Euler-Lagrange (ou plus simplement la formule de Beltrami dans ce cas), cf. paragraphes suivants,
exemple 2,10

Remarque 1.1 Autre présentation : on a (trivialité) :

T(f)
T(f) = / dt. (1.6)
t=0
On veut effectuer un changement de variable dans l'intégrale pour avoir une relation du type T'(f) =
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4 1. Ezemples

d
), “graphe de f”, la relation dt = @ donne :

Si L(f) est la longueur de la courbe #(x) = ( TGl
v

/(@)
L(f) ds
0= e

ds est I’élément de longueur (le paramétrage en s est dit intrinséque), et si on prend le paramétrage car-
x

tésien 7(x) = y = f(z) de la courbe, I’élément de longueur est ds = |7 (z)||dz = /1 + f/(z)? dz.
Et donc :
ﬂﬂ/%'W+ﬁ@V®
ez, 0@, f@DI
Puis on se sert du principe de conservation de ’énergie. u

1.3 Géodésique

On se place ici dans R?. On considére une surface paramétrée, pour 0 € [0y, 1] et ¢ € [po, 1] :

(0, ¢)
70, ¢) = | y(6,9) |,
(0, )
et notons S = Im(7) P'ensemble des points de la surface géométrique image de 7.

Exemple 1.2 La sphére S centrée en 0 de rayon R est donnée par exemple par :

cos b cos p o
7(0,90) = R | sinfcosp |, 0 € [0, 27] (longitude), ¢ € [—5, 5] (latitude).
sin

Soit une courbe dessinée sur .S, pour u € [ug, u1] :

dessinée sur cette surface. On s’est implicitement donné des fonctions 6 : u € [ug, u1] — 0(u) € [0, 04]
et ¢ 1 u € [ug, ur] = ¢ (u) € [po, p1]-

Définition 1.3 On se donne deux points A, B € S et une courbe sur S joignant A et B. Si cette
courbe est de longueur minimale, elle est appelée une géodésique sur S.

Exemple 1.4 Sur la sphére précédente, si 0(u) = 0y constant et p(u) = u pour u € [—7, 5] alors

Z(u) décrit un méridien. -

Intéressons-nous ici aux courbes de la forme ¢ = ¢(0) (description 1-D explicite), et donc aux
courbes, pour 0 € [a,b] :
Z(0) = 7(6,¢(0)) (1.7)

dessinées sur S. Le point de départ est A = 7#(a, p(a)) et le point d’arrivée est B = 7(b, p(b)).

Exemple 1.5 Sur la sphére, on suppose donc que la latitude est fonction de la longitude : on se

déplace soit vers l’est (exemple A = Angers et B = Berlin), soit vers I’ouest. ua
On a:
oF oF o+ 5:¢ (0
Z1(0) = 55 (0. (0)) + @(9,30(9))99'(9) = | 56+ 52¢'(0) | (6,9(9)), (1.8)

5+ 529 (0)

vecteur “vitesse” qui est tangent a la courbe, et la longueur de la courbe est donnée par :

04 61
ﬂa:A mewzé L9, 0(0), ' (0)) b, (L9)

=0 =0
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5 1. Ezemples

L0, 6).6(6)) = (11556, o0 + 2556, 2(6)). 520 6) ¢ O + 1152 (60.6) & O)P)2.

notée abusivement : o7 oF
2, 7 OF
— (1551 + 255 5 e

La géodésique est la courbe qui minimise J (donnée par ([]E])) sur ’ensemble des fonctions 7 € C?
t.q. Z(a) = A et Z(b) =B .

On écrira J(2) = J(¢), cf. (T3), et on cherchera ¢ :  — (#) qui minimise la valeur de intégrale .J.

R? +|| s@ll )%

1.4 Dérivée particulaire et notations

Rappel : si g : 2 € R — g(x) € R est une fonction dérivable en x alors sa dérivée en x est notée :

dg . aef . g(z+h)—g(x)
L@ =gk (= lm=———"

).

Dans le cas particulier ou la variable est une variable de temps, on note g : t € R — g(¢) € R, et on
note également, :

dg oté e
2 () =g'(t)"="4(t). (1.10)

Rappel : soit f : (t,x1,...,7,) € [a,b] x R*® — f(t,x1,...,7,) € R une fonction C* en (¢,7) =
(t,z1, ..., Tn). Ses dérivées partielles en (¢, Z) sont données par :

af . ft+hyx, .y mn) — [t 21, )
e Xp) =1
Bp (o) = i, h ’
of . @+ hyxo, ) — f(E 1,22, Tn)
—_— =1
By (12 Tn) = i h ,

Cas particulier o tous les z; sont des fonctions de ¢. On pose, avec Z(t) = (z1(t), ..., xn (1)) :

g(t) = f(t, 21 (), oy (t) "2 F (1, T (L)).
Définition 1.6 Alors on note :

. d noeD notée D ,_' note D
G =) LDt te DIEI) no

5 noté -
() "L S "R SR (1 7(1) "2 L (F (1 7)),

D
et la fonction D_{ : [a,b] x R™ — R ainsi définie est appelée la “dérivée particulaire” de f, ou “la

deérivée totale” de f le long de la trajectoire t — Z(t).

Donc, par dérivation de fonctions composées :

Df of

DL50) = Wit (0, 0)
af dxq af dx,
L (w1 (1)y ey T (1)) 2 (8) A+ oo+ (21 (), ooy T (£)) —2 (¢
b 1O e (0) GHO + e (10, (0) G20
0 -
= X 0,70) + 9 70,20) - 500,70),
o (£, (1)) V)
ou Vf(t, (t)) = : est le “gradient en espace”, ¥(t, Z(t)) ‘Zl—f[t) = le vecteur
2L (1, 7(t)) e (1)
vitesse, et “-” le produit scalaire de R™. Et on note (une trajectoire t — Z(t) étant sous-entendue) :
Df . af noté af - & o DOté noté
Dt = T VIE gyt @IS f tf'

La notation (7- V) f car -V =3¢ &C + .. +vn8 donne(*~ﬁ)(f):ﬁf~17

5 21 septembre 2018



Lo 9L _ D 9L _
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Remarque 1.7 Pour disposer du gradient, on a besoin du produit scalaire canonique de R™. Si on
veut se passer de l'utilisation d’un produit scalaire (et ainsi avoir une expression intrinséque), on se
sert de la définition de la différentielle de f en espace, ce qui donne :

D

DI w0 = Wity + are. .60, %),
ou ici df (t, ) =% df,(Z) est, a t fixé, la différentielle de f; en & (la différentielle en espace). Dans
ce cas le “ désigne la “contraction” dfy(Z).7 =3¢ df,(Z)(¥) (notation usuelle pour les applications
linéaires). Voir poly “Mécanique : tenseurs lére partie, Algébre linéaire”. u
2 Théoréme d’Euler-Lagrange dans R : 2 — 2L _

dq Dt 94

2.1 Cadre

On munit €' ([a, b); @) de Ia norme [|fllcr = [|flloc + 1f'llscs 0t [[glloe = Suppegay lo(t)], grace a
laquelle C([a, b]; ) est un espace complet.

Soit deux réels ag, aq, soit  =]y1, y2[ un intervalle ouvert borné non vide contenant ag et aq, et
on note :

E={q€ C'([a,0];) : q(a) = a0, q(b) = a1}, (2.1)

I’ensemble des fonctions qui sont C' & image dans 2 dont les extrémités sont bloquées, faire un dessin.
C’est un espace affine d’espace vectoriel associé noté :

Eo = {p € C'([a,0: Q) : p(a) = 0, ¢(b) = 0}. (2.2)
On munit £ et Ey de la topologie de C* (topologie induite). On note :
Bo(0,h) = {p € Ey, llgllcr <h} ={p € Eo, [|¢llcr < h} (2.3)
la boule ouverte centre ¢ et de rayon h dans Ey, et pour ¢ € E et h >0 :
B(g,h) = {a} + Bo(0,h) = {f € E: |[f = qller <h} (2.4)
la boule ouverte centre ¢ et de rayon h dans E.

Soit une fonction :

L.{[a,b]xRxR —~R 25)

(X,Y,Z) = L(X,Y,Z),
qu’on supposera C? dans la suite.

Définition 2.1 Quand la fonction L est considérée le long de “trajectoires” t € [a,b] — (X,Y,Z) =
(t,q(t),q(t)), oit ¢ € C'([a,b];Q), la fonction L est appelée un lagrangien.

2.2 L’action

Pour L un lagrangien, on note J : E — R la fonctionnelle :
b
Ja) = [ Lia. i) dr (26)
t=a

Définition 2.2 J(q) est appelée action du lagrangien L le long du chemin g.

Exemple 2.3 La longueur de la courbe explicite (I3)) est donnée par (I4)). Dans ce cas on pose

L(X,Y,Z) =1+ Z2. i

Exemple 2.4 Pour la brachistochrone (I3) on pose L(X,Y,Z) = 12*;]{,2. un
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7 2. Théoréme d’Euler—Lagrange dans R : d—q - D%, =

2.3 Théoréme d’Euler—Lagrange dans R
But : minimiser J sur E :

t E t.q.
rouver q € q- J(q) = ganlIrElJ(f)

ou J est Paction donnée par (Z6) et E est donné par (21)).

Sous les hypothéses de dérivabilité usuelles, on veut donc que la différentielle dJ(q) (ou dérivée)
de J en ¢ soit nulle.

On rappelle que dJ(q) : Eg — R est Papplication linéaire (quand elle existe) définie sur ’espace
vectoriel Ey associé a F, cf. ([2.2)), vérifiant (développement limité au premier ordre), pour tout ¢ € Ej :

J(g+hp)=J(q) + hdJ(q).«+ o(h) au vois de h = 0. (2.7)
Et, quand dJ(q) existe, pour ¢ € Ey la quantité suivante existe :

. Jg+hp)—J(q
dJ(fI)AD:}llg%)( h) (),

(2.8)

et est appelée la dérivée de J en ¢ dans la direction .

E étant ouvert, une condition nécessaire pour que J soit minimum en ¢ € E est la condition
d’Euler : les dérivées directionnelles dJ(g).¢ soient nulles pour toute fonction ¢ € Ey (variations
nulles au voisinage de ¢).

Théoréme 2.5 On suppose L € C*(R3;R) telle que ses dérivées 2 B—Y et GZ sont bornées. Pour que
J ait un minimum en q € E, il est nécessaire d’avoir :

/a O (10, (0) 90) + 9 (1,4(1), (1)) (1) dt = 0. 29)

Si de plus L € C?(R3;R) et si q réalisant un minimum est C?, alors, pour tout t (donc en tout point
de la courbe q) :

oL D
2= 97 _ 2.1
oy Dt 0 (2.10)
soit gé = 8‘2{28 q q. Appelée équation d’Euler. Notation abusive usuelle :
L D /0L
a—f—<a,):0, (2.11)
dq dq
soit 2L = 2L 4 OLg + 2Ly

Y " at8q = 990G 92§

Preuve. Montrons que (210) est une condition nécessaire. Soit ¢ € F et ¢ € Ey fixés. Soit :

b
P = Jla+he) = [ Dit (b)), a + o) (1) . (212)

intégrale qui dépend du paramétre h. On a dJ(q).o = limp_ w = F’(0), dérivée de F en 0,

cf. (Z8). La question est : peut-on dérivée sous le signe ['? Si oui on a :

b d
P = [ L )0, (o) (@) de

b
= [ G0, e 0) 90 + G2 la+ho) o) (rhe) (0) o (6) .
et la condition d’Euler F'(0) = dJ(q).o = 0 donne (2.3).

Pour pouvoir dériver sous le signe f:, vérifions les hypothéses du théoréme de convergence dominée
de Lebesgue. Soit g(h t) = L(t, (g + ho)(t), (g + he)'(t)) Vintégrant dans F(h), cf. 2I2). On a :

29 (1) = | < (@+h)(E). (a-+ho) (1) olt) +

(2.13)

+ 520 (a+he) (1), (a+he) (6) ¢/ ()
(2.14)
< || ||oo||<p||oo + ”az”“”“" oo "2

)

car L est C! de dérivées bornées et ¢ est C! sur [a,b]. Et I'inégalité est vraie pour tout h €] — hg, ho|,
ol ho > 0 est t.q. hgy € Ey. Comme C est une fonction constante, elle est L'-intégrable sur [a, b], et le
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théoreme est vérifié : F est dérivable dans | — ho, ho[ et on peut dériver sous [, d’ot (ZI3)), d’ou [Z3)
en prenant h = 0.
Supposant de plus L et ¢ C?, par intégration par parties on a :

b b
/ag—é(t,q(t),c}(t)) P(t) dt:—/a l%(g—é(t,q(t),c}(t))) cp(t)dtJr[g—;(t,q(t),(}(t))cp(t)]g,

ot le terme de bord est nul puisque p(a) = ¢(b) = 0. Donc pour que ¢ réalise un minimum il faut :
b
oL . D /0L .
N et = 2.1
/ <5.Y (t:a(t), a(t)) — 5 (aZ (t,q(t), q(ﬂ))) p(t)dt =0, (2.15)

ce pour toute fonction ¢ € Ey () C?. Comme C? est dense dans C°, que () est L([a,b]) car CY; et
que « si f:() (t)p(t) dt = 0 pour tout p € C? alors () =0 », on déduit que () =0, i.e. 2I0). au

Remarque 2.6 Preuve de (2.I0) “a la physicien” : quand on bouge un peu la courbe ¢, on a la courbe
q = dq, et lintégrale J(q) devient J(q) + dJ ou :

. oL oL _.
0J = 5/L(t,q,q) dt = /(—5q+ —0q) dt, (2.16)
dq q
puis 6q = 62—;1 = %6(], d’ou (29))... Puis intégration par partie comme précédemment. ua

Exemple 2.7 Longueur d’une courbe en 2-D, cf. (Td) : on a L(X,Y,Z) = V1+ 22 = (1 + Z2)z,
avec donc 33—5(()(, Y,Z) = 9L(X,Y,Z) =0, avec 2L(X,Y,Z) = Z(1+ Z?)"z, OL(X,Y,Z) =
(1+ Z%)~=. Et I'équation d’Euler est :

[V

0—0—0—f"(x)(1+ f'(x)*)"

dont la solutiont f = q vérifie ¢’ () = 0. Donc ¢(x) = c1x + ¢ ou les ¢; sont calculées a laide
des conditions aux limites g(a) et ¢(b) données : la courbe de longueur minimale est un segment de
droite. =n

=0,

__noté

2.4 Cas %—% =0 : formule de Beltrami

Cas L(X,Y,Z) = L(Y, Z), i.e. cas g—)L( =noté aL = 0. Ici 2I0) devient : trouver g t.q.
oL . ’L .. 0°L

—g—=—1q
0 " 0g0q oy

=0. (2.17)

Puis on remarque que, si z : t — z(t) est la fonction définie par :

oL

2(t) = L(q(t), 4(1)) — q(t) D (a(t), a(t)), (2.18)
on a par dérivation de fonctions composées (notations abrégées) :
,_OL. OL.. OL 82L . 0°L ..
2= ——q+t c4—q
dq = 0q o7 " oq0q 05

2.19
OL_BL, Pl -
9 007 oy’

Donc (2I7) s’écrit 2 = 0. Donc, cf. ([218), il existe une constante k telle z(t) = k pour tout ¢, i.e. telle

que L(q(t), (t)) ()8(( q(t)) =k, ie. :

L—q= =k, (2.20)

dite équation de Beltrami.
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9 2. Théoréme d’Euler—Lagrange dans R : %—5 - D%?Té =0

Exemple 2.8 En 2-D, et longueur de la courbe explicite donnée par (I4) : on a L(X,Y,Z) =
VI+2Z% = (1 + 7%=, avec donc g—é(X,Y, Z) = Z(1 + Z%)~z, et Z20) donne : il existe k € R

t.q. :
1+ f'(@)2)E = /(@) @)1+ ['(2)?) "t =k,

donc )
L+ f'(x)? = f'(x)* = k(1 + f'(2)?)2,

donc f'(z) = (3 — 1)z ="°% g constante. Donc nécessairement f(z) = 1@ + co. Et une telle fonction
convient. =n

2.5 Equations de Lagrange inchangées par ajout d’une dérivée totale
Proposition 2.9 On suppose L C?. Soit de plus une fonction C? :

. R? 5 R 091
I (X,Y) — f(X,Y). (2.21)

Alors I'équation (210) est inchangée si on ajoute w alL.

(Par un choix judicieux de f, la fonctionnelle L + % peut étre plus simple que L, et on obtiendra
la méme courbe q réalisant un minimum de J.)

Preuve. Soit L définie par :

7 _ af of
L(X,Y,Z)fL(X,Y,Z)JraX(X,Y)JraY(X,Y)Z. (2.22)
Donc : _ .
oL _oL o of 0L _oL of
ay 9y  9YoX oy 0z 0Z oY’
et : " " "
8%L B 8L n 0%f 0%L B 0L n 0%f 8%L B 0L
0X0Z 0XdZ  9XdY’ oYoZ  oYodzZ = oy?’ 072 9z
Notons : .
Ta) = [ Ltaw.qw) (2.23)
t=a

laction de L le long de q. L’extremum de L est donné par les ¢ t.q. pour tout ¢, cf. ZI0) :

OL  92L . 9’L  ..O°L

_ oL _ _ 2.24
ov  oxoz lovez Yoz (2.24)
soit, :
oL 0% f 0*f . 0%L 0% f . 0%’L CO0%f W 0L
0 =(57+ tav3 9~ - —q —d5v5 — 4 53
oY 0X9Yy oY 0X0Z 0XoY Yoz oY 0z (2.25)
_ oL 0%’L . 0°L e 0?L ’
oy oxoz Tovaz ~ Tazr
les termes en f s’annulant. Donc un extremum de L est un extremum de L et réciproquement. =

2.6 Exemple de la brachistochrone

Exemple 2.10 Brachistochrone. Ici L(X,Y, Z) = ﬁ (H;Zf)i = L(Y, Z) ne dépend pas de X. Donc
2

une courbe ¢ ="°% f qui réalise le minimum cherché vérifie ’équation (220) de Beltrami.
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10 3. Théoréme d’Euler—Lagrange dans R™ : ‘g—g - Dgtg—é =0
Ona oL 1 Z
a7 Ya Z) = )
A V29 (14 22)3Y3
et donc il existe une constante k € R telle que, cf (Z20), avec Y = fet Z = f':
1+ 223 Z
( ki T )2 -Z T,1 \/@k
Y2 (1+22)2Y=
On a donc : ) )
1=+/2gkY2(1+ 2%z,
1
soit, en posant ¢ = Sgh? :
fa+ %) =c (2.26)

dont la solution est une cycloide pour une roue de rayon R = §

Rappel. L’équation paramétrique usuelle de la cycloide (au signe de y prés, ici roue de rayon R
qui roule “sous le plafond” et “vers la droite” sans glisser) est, pour 6 € [0, 27] :

0= (50) = (A=),

Onazx ( ) = R(1 — cos ) qui est strictement posmf pour 6 €]0,27[. Donc x : § — x(#) est inversible
sur |0, 27[, d’inverse noté 6 : © — 6(x). D’ou f(z) = y(6(x)) = (y o 6)(x) est dérivable de dérivée
fl(x) = ’(9( x))0' (x), avec y'(6) = Rsinf et avec 9’( ) = /%9) = R(i—cosg) quand 0 = 0(z ) Donc
fl(x) = 15120(:9 quand § = 6(x). Avec cos = cos(2%) =1 — 2sin* £ et avec sinf = 2cos £ sin 4. Donc
fl(x) = =2 2 .Dot 1+ f'(2)? = =—%7. Dot f(x)(1+ f'(x)?) = W = 2R. Donc la solutlon est
sin b sin 2
bien la cyc101de décrite, cf. (2.26). wn
3 Théoréme d’Euler-Lagrange dans R” : & — DIL _
0q Dt 9q
3.1 Introduction
On s’intéresse aux fonctions & valeurs vectorielles :
@ (t)
E={q:teab —qt) = € R", q(a) et q(b) fixés, q € C?}. (3.1)
an(t)

La dérivée est notée E(t) = {(t), et la dérivée seconde & dt2 2(t) = q4(¢).

Soit :
RxR*"xR" — R
L: oL oL (3.2)
(t,9,2) = L(t,9,%)
une fonction C?, et soit :
b

s@ = [ Lieat).aw) i (3.3)

t=a

une fonctionnelle & minimiser sur I’ensemble des fonctions q € F.

Exemple 3.1 Dans R?. En cartésien on prend q = (z,y) = & € R?. Et q(t) = (x(t),y(t)) donne la
position & linstant ¢. Et §(¢) et q(¢) donne les vitesses et accélération au point q(¢) a l'instant ¢ (le
long de la trajectoire t — q(t)). o
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Exemple 3.2 On prend :
r té «
q= (9) "ZC (r,0) eR} xR

(paramétrage en polaire), la position géométrique étant donnée par

i =t = ) = (150 ).

rsind

a0 = (41

permet de déduire la position Z(t) = @(q(t)) a 'instant ¢, & savoir :

Et la connaissance de :

a0 = (1) onpts) ) = @000,

soit encore Z(t) = (Foq)(t). Donc la vitesse vérifie Z'(t) = dg
de la courbe 7, cf. (II)) est donnée par (L2) & savoir :

(a(t)).q(t). Et, par exemple, la longueur

b b b .
| o= [ jaga@aia= [ ae).ao)a " s,

=a =a t=a
oil on a posé L(q,q) =3¢ ||d3(q).ql|, ou encore avec les notations @2) L(t,7,2) = ||d@(#).Z]| =
norme de la différentielle de J en ¢ dans la direction 2. Ici L est indépendante de ¢ et on note
L(t,:lj, 5) = L(:lj, 2) .
3.2 Théoréme d’Euler—-Lagrange dans R"
Soit E ’espace défini en (BI)).

Théoréme 3.3 Une fonction q € E qui réalise le minimum de J vérifie :

oL D (8L

a_yi(tv q(t)a (.I(t)) - E 8_21-“’ q(t)7 q(t))) =0, Vi=1,..,n, (34)

systéme de n équations aux n inconnues les n fonctions q; composantes de q. Ce qui est noté :

0L D OL _
ay,- Dt 821- -

0, Vi=1,..,n. (3.5)

Soit avec les notations de la mécanique : pour tout i = 1,...,n (les n équations) :

oL D /0L
- — = Vi=1,... 3.6
5 Dt(a@,.) L V=l (3.6)
dites équations d’Euler.
Preuve. Reprendre la démonstration du théoréme =

Remarque 3.4 Le systéme des n équations (3.5) peut s’écrire :

Z_g B DDt(é'L) . oL D <8L) _o (3.7)

% =0, 1.e. a—qfﬁta—q

Exemple 3.5 On reprend I'exemple [T} équation (L2). Ici ¥ = (x,y) et 2= («/,y).

11 21 septembre 2018



oL

12 3. Théoréme d’Euler—Lagrange dans R™ : 9 ~ DQ 9L —

toq

Ici L(t,7,2) = ||2]] = /2% + 23, et donc %* g; =0, et 8L (t,gj’,é’): fziu,pourz‘:l,l Donc :
oL, _ . x4 (t)

(0, 7(0) = D
Zi (21 (8)% + 25(1)?)

=

pour ¢ = 1,2, et, avec :

S0+ 2(0)h) = 5 (@50 + (1)) (0 () + 20 () (1)
on obtient :
:C;/ OIF (D] — :C; t = (D) 1(t2ff§(t)1;/(t)
P (gi( f’(t)vf'/(t))) = Ol ||f'(’()t)||2 ol
_ (@ (#)? + 25(1)?) — 2 () (@] (D)2 (1) + 25(t)25 ()
|17 ()]

Et le systéeme (3.7) donne, pour tout ¢ :
f (t)ay(t) — 4 ()l (t) =0,
wy ()7 () — 25(t)a] (t) = 0,

deux fois la méme équation, soit, pour tout ¢ :

Ty Ty
— (2 —(t
(0 =20,

d’ott log(ax)) = log(Bxh) pour a, B réels qcq, Aot ax] = fa), d’ott ax; = Bz + b, équation d’une
droite. u

Exercice 3.6 Reprendre 'exemple [Tl équation (2], mais cette fois ci en coordonnées polaires.

Réponse. Z(r,0) = (x(r, 0;) = (:Z?jg), et avec pour une courbe, r = r(t) et 6 = (t). La courbe cherchée
est donc de type G(t) = F(r(t),0(t)), avec (notations abusives pour alléger I’écriture) g'(¢) = gf (r,0)%(t) +
oz a0 1 _ [cosOY —7rsinf [ r'cosO —rf sinf a2 9
2 (1 0) 3 (1) = <sm9) Uy < rcos 0 ) 0= (r'sin@—l—rﬁ/sinﬁ > et donc [|g"(1)[|* = /(1) +r*(£)6' ().
Donc :
Jp(Z) = \/r 2+ 7r2()0(t)? dt. (3.8)
t=a
Donc ici on pose q = (r,0) = (y1,y2) = ¥, donc § = (r',0') = (21,22) = Z, et :
L(t,§.2) = (A +yi8)F (= (" +1707)%).
On a:
(9_L:y1z§:7’0/2 8_L:0 (9_L:z_1:r_' G_L:ysz:r%V (3.9)
8y1 L L ’ 8y2 ’ 821 L L7 822 L L ' ’
D’ou :
dL 8L . 8_L., _ 7'0/27'/ N 7",7'// N 7"29,0// _ 7'7",9,2 +T'/T'N+7"29,0N
a oyt ezdT L L L L ’
d’otu :
i(a_L) B o rr’6/2+r/2”+r26/9” B T'N(TQ + 7a29/2) o292 _ 200 p20007 9"
dt 0z’ L2 - L3
T'(']"T'//Q/Q _ T'/29/2 _ 7'7"/9/0//)
= L3 .
et : 12 11 2nlptt
d (8L B (27"7’/0/ +T20//)L _ 7,20/7‘1” 0 +r2 +r<6°6
dt 0z’ L2
B (27"7'/0/ + 7'20//)(7'/2 + 7"29/2) _ 7"29/(7"7'/9/2 + 7"/7'// + 7'20/0//)
= 73
. 2rr20" + 2031703 4+ 12120 4+ 110”07 — r3r' 0 — r2r'r"9 — r19’%9"
= 73
_ r/(2r/20/ + r29/3 + rr/a// _ ’r"r//g/
= 73
Les équations d’Euler donnent deux fois la méme équation :
2r°0" — rr"'0' + 120" + 1’9" =0, (3.10)

pas immédiate & résoudre... & moins de revenir en cartésien : on sait que la solution est une droite, et donc

(BI0) donne une équation différentielle satisfaite par les droites en coordonnées polaires. .
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4 Rappels de mécanique classique

En route vers I’hamiltonien.

4.1 Principe fondamental

On considére des particules. Soit Z(¢) la position d’une particule a l'instant ¢. La fonction ¢ — Z(¢)
désignera la trajectoire d’une particule. Soit ¥(t, Z) la vitesse (eulérienne) de la particule qui se trouve
en £ = Z(t) a instant ¢, i.e. :

Lo o def dT
(e, 7(1) © 0. (4.1)

Si ¥ est indépendante de t, i.e. %(t, Z) = 0 pour tout ¢, on dit que le mouvement est stationnaire.
Dans ce cas, toutes les particules qui passent par un point % sont animées de la méme vitesse en ¢/,

car si i = #(t) et = Z(t), alors ‘é—f(t) =9(Z(t)) =9(y) = 17(%'(?)) = ‘fi—f(f) (cas stationnaire).
Et l’accélération (eulérienne) de la particule qui se trouve en & = Z(t) a l'instant ¢ est par définition :

g a) LT (= PUAD), (4.2

Principe fondamental de la mécanique (équations de Newton). Soit fun “champ de forces”
(un champ de vecteurs). Pour une particule de masse m constante soumise a 'instant ¢ au point & a

—

la force f(t,Z) on a :

~—

f=m7, (4.3)
au sens, quand & ¢ la particule se trouve en Z(t), son accélération vérifie :

Flt,70) = mA#0) (= mT2 (o)

(Exemple avec f le champ de “pesanteur”.)
C’est une équation différentielle du second ordre dans R™ en l'inconnue la fonction t — Z(¢),

“trajectoire de la particule soumise & une force f;’. Autrement dit, c’est le systéme différentiel :
dQI‘i .
e () = fi(t,x1(t), ...y zn (1)), i=1,..,n. (4.4)

Sa résolution nécessite deux constantes d’intégration dans R™ données en générale par les conditions
initiales #(to) et 9Z(to) = ¥(to, Z(to)) (position et vitesse initiales : 2n constantes scalaires).

m

4.2 Energie cinétique

On se place dans un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. On prend pour simplifier R” muni
de son produit scalaire euclidien (-, -)r» et de sa norme euclidienne associée ||.||rn.

Définition 4.1 Pour une particule de masse m en Z a I'instant ¢, de vitesse (eulérienne) (¢, Z), et
de vitesse scalaire v = ||¥||gn, ’énergie cinétique E. est définie par :

1
E.(v) = EmUQ. (4.5)
Notation compléte : E,(t,#, ) =4 1lmp? ="' E,(#) qui a un sens pour ¥ vecteur & ¢ en & (i.e. pour
¥ un champ de vecteurs instationnaire).

Proposition 4.2 et définition. On a :
mv = VE.(7), (4.6)

noté oy ost appelé quantité de mouvement.

et mv =

Preuve. On a, pour w € R" et h > 0 :
2. + 20, W)gn + h2||W5|)* = v* + 2h(V, B)grn + o(h),

||T + had||&. = ||V]

d’ott :
E.(U+ hw) = E.(U) + h (m¥, @W)r» + o(h).
Et le développement limité de £ au premier ordre donne, au voisinage de h =0 :
Eo(¥ + i) = Ec(5) + h (VE(0), #)zn + o(h),

vrai pour tout w, d’ou (&H). wa
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Principe fondamental de la mécanique généralisé. Soit f un champ de vecteurs (“un champ de
forces”). Une particule de masse m (non nécessairement constante) soumise a l'instant ¢ au point Z &

—

la force f(t,Z) on a :
> dp
j= (47)

4.3 Energie potentielle

Définition 4.3 Soit un ouvert € dans R™ (un ensemble de particules). S’il existe une fonction E, €
CL(;R) telle que la force sur toute particule & la position ¥ est indépendante du temps et est donnée
par :

OB, =
axf (l‘)

f@=-vE@=- : | (48)
OB, (=
o (T)

alors la fonction E, est appelée énergie potentielle. (Il est immédiat que si E, existe alors E, est

définie & une constante prés.)
Donc f dérive du potentiel E, ssi f est le gradient du potentiel E),.

Remarque 4.4 Généralement f est une fonction (¢, %) — f(t, ). Donc si elle dérive d’un potentiel

5 - > > [
onaa—{:(),etonnotef:a:%f(x). ua
Exemple 4.5 Oscillateur harmonique 1-D : E,(z) = 1ka”® & une constante prés (potentiel da au
ressort). n
Exemple 4.6 Pesanteur “constante” : on a E,(z) = —gz & une constante prés, z étant altitude. =u

4.4 Systéme conservatif

Définition 4.7 Un ensemble de particules constituant un ouvert dans R™ est dit conservatif ssi il
existe une fonction potentielle E,,.

Proposition 4.8 Pour un systéme conservatif, le principe fondamental (£3) s’énonce également :

D 0E, 0FE,
— — =0 4.9
Dt o5 oF (4.9)
autre écriture de £-(mv) = —VE, = f.
Preuve. On a 86% = mv et 8{%” = —f : on a bien {@7]). wn

Exemple 4.9 Oscillateur harmonique 1-D : on a E[(v) = mv et E},(z) = kx, et on retrouve I’équation

du ressort mz” + kx = 0. un

4.5 Energie totale

Définition 4.10 Dans le cas d’un systéme conservatif, pour une particule de masse m en 7 & I'instant ¢
animée de la vitesse (eulérienne) (¢, &), I’énergie totale est la fonction E définie par :

E(Z,7) = E,(%) + Eu(7), (4.10)

et on note :
E=FE,+F. (4.11)

(L’énergie totale est considérée en les (%, 7) = (Z, ¥(t, Z)), sinon on ne peut pas considérer E..)
Notation compléte de (£I0Q) :
E(@(t), u(t,2(t))) = Ep((1)) + Ec(v(t, (t)))- (4.12)

Exemple 4.11 Oscillateur harmonique 1-D : on a E = 1mv? + ka?. o

14 21 septembre 2018



15 4. Rappels de mécanique classique

Proposition 4.12 Pour un systéme conservatif, I’énergie totale se conserve au cours du mouvement,
i.e. le long de sa trajectoire, I’énergie totale E d’une particule est constante :
dE
— =0. 4.13
o (4.13)
Preuve. Soit g(t) = E(Z(t), 0(t, Z(t))) = E.(0(t,Z(t))) + Ep(Z(t)). On a, avec les notations allégées :

dB qes dg _ OE. d7  OF, dF
dt ~— dt 97 dt 97 dt

—

=miy — fo=(my—f)o=

Remarque 4.13 (£I1) suggére que “les bonnes définitions” de E, E. et E, sont données par : ce
sont les fonctions définies sur le fibré tangent, i.e. ’ensemble des champs des vecteurs 7 définis par
(@) = (#,9(Z)) ot ¥: R™ — R" est une fonction C°°, définies par :

Ec(ﬁ(:i’)) = E.(U(Z)), ot donc 86]”1‘ =0,

Ey(U(Z)) = Eo(%), ot donc 222 =0, et
E(0(7)) = Eo(0(&)) + E,(0(% ))-
C’est la définition donnée dans un cours de géométrie différentielle. wn

4.6 Travail et force dérivant d’un potentiel

Proposition 4.14 Soit 2 C R™ un ouvert connexe.
La force (supposée continue) dérive d’un potentiel E,, : Q — R (supposé C*) ssi, pour tous points
1, @9 € Q et toute courbe I" dans ) joignant ¥y a ¥, le travail :

T(f,r) % / Fdi (4.14)
r
ne dépend que des extrémités ¥ et o de I'. Et dans ce cas :
T(f.T) = By(#1) - By(#). (4.15)

Preuve. Soit 7 : t € [a,b] — 7(t) une courbe réguliére avec ¥(a) = 71 et #(b) = Z2 t.q. T' = Im7.
Donc :

—

T(fT)= f(F( ). (t) dt (4.16)

t=a

1- Si f dérive d’un potentiel E, alors t — f(7(t)).7'(t) = —VE,(7(t)).7(t) est la dérivée de

— —(E, o 7)(t), et donc T(f I) = —ft J(Epor)(t)dt = —[(E, o P)(1)]%, d’ot {@I5).

2- Réciproque. Soit 1, % € Q fixés, soit F une courbe dans 2 joignant ¥ et &, et soit 7 : ¢ €
[a,b] = 7(t) un paramétrage de I'z.

On définit la fonction E, :  — R par E, (%) = —T(]?7 I'z), ce qui définit entiérement E, car T ne
dépend pas du chemin.

Comme  est ouvert et & € , il existe hz > 0 t.q. la boule B(Z, hz) de centre & et de rayon hz
est entierement dans Q. Soit § € B(Z, hz), notons & = §—Z, et notons :

@, 9] ={r(t) =¥+ tud t.q. t € [0,1]} (4.17)

le segment de droite joignant & & ¢, paramétré par 7 : ¢ € [0, 1] — 7(t) = £+tu, avec donc dr(t) = u dt.

Le travail étant indépendant du chemin, on a szu[f, ] = fF +f~ 744 (relation de Chasles),
soit :

Avec :

[(@).4 + o(@) = —E,(T + u) + E,(Z),
i.e. E,(§) = Ep(Z) — f(Z).(§—T) + o(§—T). D’ont E,, est différentiable en & avec VE,(Z) = —f(Z). &

15 21 septembre 2018



16 5. Principe de moindre action d’Hamilton

5 Principe de moindre action d’Hamilton

5.1 Principe fondamental vs équations d’Euler—Lagrange

Placons-nous en coordonnées cartésiennes dans R™.
Pour un systéme conservatif on a (£9) :

d 0E. 0E,
il P _ 0. 1
dt 0v ox 0 (5.1)
Définissons donc la fonction L par :
L=E.—-E,, (5.2)

la différence entre les énergies cinétiques et potentielles, i.e. L : R™ x R® — R définie par :
L(i], 2) = Ec(%) — Ep(y). (5.3)
Et les équations de Euler-Lagrange (B.7) se lisent :

ddL 9L

En comparaison avec (5.)), il y a “juste” le signe qui change...

5.2 Principe de moindre action de Hamilton en cartésien

Théoréme 5.1 On suppose le systéme conservatif, et on pose L = E, — E,, comme en (5.3).

Une solution du principe fondamental (£.3) vérifie les équations d’Euler—Lagrange (5.4).

Et donc une trajectoire & : t € [a,b] — Z(t) qui est solution du principe fondamental est également
un extrémum de la fonctionnelle :

b b
J(:E):/t: L(E@), 7' (t)dt  ("Z° /t: Ldt). (5.5)

Preuve. Euler-Lagrange [3.7)), a savoir ?3_5* — %(%) =0, avec (5.3) donne —ﬁEp(gj) — %(ﬁEC) =0.

Ce qui est une autre expression du principe fondamental f — %(mﬁ) = 0 dans le cas des systémes

conservatifs, cf. proposition (4.8 .

Définition 5.2 Une coordonnée y; telle que g_gi = 0 (i.e. L ne dépend pas de y;), quand ¢ =

(Y1, .-y Yn), est appelée une coordonnée cyclique.

Corollaire 5.3 Si y; est une coordonnée cyclique (ici en cartésien si F, ne dépend pas de y;), on a
pouri=1,...,n:

Dmu;
Ttl =0, ie. muv; = constante sur la trajectoire. (5.6)

5.3 Cadre de la dynamique des systémes conservatifs usuels

rcosf

rsin@)’ le long d’une trajectoire t —

Exemple des coordonnées polaires : pour 7(r,0) = (

1

7(r(t),0(t)) la vitesse est donnée par ||7]| = (r? + r26?)2 qui est une fonction non seulement de
r’ et de &', mais également de r. Ainsi 7 = ¢((r,0), (v',0")) = ¥(q,q), ot on a posé q = (r,6).
Donc dans le systéme de coordonnées polaires q = (r, §) I’énergie cinétique s’exprime sous la forme :

E(v(q,4)) = Ec(q,q), (5.7)

oit donc E, = FE. o #. Dans la suite, on omet le “tilde” de ]E~'7C(q7 q) pour retenir F.(q,q) (allége
Pécriture). Généralisation :
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Définition 5.4 Cadre de la dynamique des systémes conservatifs usuels : on suppose qu’on dispose
d’un systéme de coordonnées q. On suppose que :
1- I’énergie cinétique est une forme quadratique de type :

n

Fi(a,4) = 5(A@.4 @) = 367 A@d (=5 D ay@ii,) (58)

ou A = [a;;] : R" — R"™ est une fonction matricielle sur R™ telle que A(q) est symétrique pour tout g,
2- ’énergie potentielle ne dépend que de q (caractérise la position) :

E,:qeR" — E,(q) €R. (5.9)

5.4 Principe de moindre action de Hamilton

Soit q un systéme de coordonnées. On définit le lagrangien par :

ot E, et I, sont les expressions de I’énergie cinétique et de I’énergie potentielle dans le systéme de
coordonnées considéré.

Exemple 5.5 En polaires E. = E:(q,q) = im(r'? + r20"?) et E, = E,(q) = (E, o ¢ )(@) si
F:q— T = @(q) est le changement de variables polaire-cartésien. ua

Corollaire 5.6 On se place dans le cadre de la dynamique des systémes conservatifs usuels.
Quel que soit le systéme de coordonnées, on conserve les équations d’Euler—Lagrange :

— == (5.11)

Une courbe t — q( ) satisfaisant cette équation est solution du principe fondamental et réalise un
extremum de J(q f L(q (t)) dt.

Preuve La courbe solution réalise, sur ’ensemble des courbes I' de méme extrémités, le minimum

de J(T ft Z'(t))dt, et le minimum de V'intégrale est indépendante du choix du systeme
de coordonnees (1ndependant du changement de variables). o

6 Equations de Lagrange

6.1 Introduction

En cartésien : prenons 'exemple d’un oscillateur harmonique. L’énergie cinétique est E, = 2muv?

2
et 'énergie potentielle est E, = $ka?, et 'énergie totale E = E. + E, se conserve.

L’équation du mouvement est I’équation différentielle du second ordre mz + kax = 0 qui s’exprime
également comme systéme différentiel du premier ordre :

{ m:c =mI 6.1)

mi = —kx

On pose alors p = mi, et cela s’écrit :

p=mz
{ p=kx
Ce systéme s’écrit donc aussi :
,_ o
| o (6.2)
P= o

On va montrer : pour les systémes conservatifs, quel que soit le systéme de coordonnées q, en
définissant convenablement p, le systéme prend la forme :

oL
P74
. 0L
P7 0q
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Remarque 6.1 Rappel. Usuellement (6.1)) est écrit :

d ((mx 0 1 mx .
Oy (0 () e xeax o

m

1 . . . .
ou X = (ﬁil) et A= ( Ok O>' La solution du systéme vérifie ©1 = x5 et Ty = f%xh donc
2 “m

¥ =—mx et donc la solution x cherchée est donnée par z = x;.
Le systéme de Lagrange (6.2) ne cherche pas & résoudre ce systéme différentiel : le systéme (G.2))
est une présentation différente de ’équation du second ordre mi + kx = 0 sous la forme

(3)= (% o) (02)

Les équations de Hamilton par contre chercherons a résoudre le systéme ([G.3)). u

k

6.2 Calcul
Soit L = E. — E,, donné par (5.10).

Définition 6.2 Dans un systéme de coordonnées choisi (penser aux polaires), avec (5.10) on définit :
def OL
= —_— . 6-4
9 &) (6.4)
noté : 5L 9E
- = = ¢ 6.5
p=G =5 (65

et p est appelé le moment généralisé (ou la quantité de mouvement généralisée).

(Le terme “moment généralisé” est mal choisi : on pourrait dire “moment paramétrique”.)

/
Exemple 6.3 En 2-D dans le systéme cartésien p = mv =m (;j, ) est la quantité de mouvement. su

OE,.
or’!

pZm(rgle/) (# mv)

est le moment généralisé. A comparer i la quantité de mouvement mv' = m (

OF.
o6’

Exemple 6.4 En polaires, E. = 2m(r’? + r2¢'?). Donc =mr' et = mr260’. Donc

r’ cosf — rf sinf .
r'sinf® + rf cos |’

L’équation d’Euler (5.I1)) se lit également :

oL
= — 6.6
P=5g (6.6)
d’ou :
Définition 6.5 Les équations (6.3) et (6.6) forment le systéme d’équations de Lagrange :
oL
P=—7
09
oL (6.7)
p= oq’
Le sens de (6.1 est : trouver la fonction la fonction q : [a,b] — R™ t.q. :
oL )
p(t) = 5= (alt),a(t)),
q
(6.8)
5(1) = 9% q(1). 4(1)
pt) = E qlt),alt)),
systéme différentiel du premier ordre correspdant & I’équation différentielle du second ordre :
D 0L oL
——(q(t),q(t)) = —(q(t), q(t)). 6.9
i aq(q( ).4a(t)) aq(Q( ):4a(t)) (6.9)

p=—kx
d’ot ma& = —kx a résoudre. .

. . p=mz p=mi
Exemple 6.6 Oscillateur harmonique 1-D : systéme de Lagrange { . . D’ou { . ,
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7 Equations de Hamilton

7.1 Introduction

Ces équations ont été concgues pour les systémes conservatifs.

Comme les équations de Lagrange, les équations de Hamilton sont une réécriture du principe
fondamental “ f = m#~" pour un systéme conservatif.

Mais la différence essentielle est : le systéme de Hamilton est un systéme différentiel du premier
ordre de type :

o0t
~ Op d(q) _ q
' oH de type p <p)A'<p ,
P=—5-

q

alors que le systéme de Lagrange est une réécriture de ’équation du second ordre, voir remarque
Par exemple pour le ressort en 1-D, le systéme de Hamilton sera donné par (G3) dans le cas

cartésien sous la forme : p )
T 0o = x
%(ma})<k (7)L> <m:c>’ (7.1)

puisque dans ce cas ¢ = x et p = mai.

7.2 Hamiltonien : approche élémentaire
7.2.1 Introduction en cartésien

La fonction de Lagrange L = E. — E, a un signe “—” alors que ’énergie totale £ = E. + E, a un
signe “+47 :

1 1
L= §m02 - E, Vs E = §mv2 + B,

et comme on s’intéresse aux systémes conservatifs on a E = constante, relation qui nous intéresse. Or
on a :
E =mv?—L,
au sens E(Z,v) = m||v]|* — L(Z, 7).
Pour se ramener & un systéme différentiel du premier ordre de type (7)), on décide de faire un
changement de variable :

o) def mu & U= R,
m
on obtient : )
R - R - P
E(Z,7) = p.¢ — L(Z,7) = —|Ip|* - L(Z, >)
’ m m (7.2)
"2 H(,p),
appelé hamiltonien. Autrement dit :
1 p
H(Z,p) = —||p||* — L&, =), 7.3
(@p) = —lIplP? - Lz 2) (73)
et on a récupéré le “bon signe +” :
- 1 - , -
H(Z,p) = smv® + E,(&) = Ec(0) + Ey(7), (7.4)

2

au nom des variables prés...

On décidera de faire systématiquement le changement de variable v <> p ou p est défini par
oL

P:a—q.~
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7.2.2 Dans un systéme de coordonnées

Rappel. Soit q un systéme de coordonnées, et F(q) = & ="°% #(q) le changement de systéme de
coordonnées vers les cartésiens (vers la représentation géométrique).

Exemple 7.1 En polaires, q = (r,0) et = g(q) = (:Z?ﬁg) un

Une trajectoire est donnée par 7(t) = Z(t) = J(q(t)), et la vitesse par

Définissons la fonction E'p par :

Ey(q) = E,& (=B (@@), ie E,%EB0q (7.6)

et la fonction E. par :

Ee(q,q) = Ec(V) (= Ec(dg(q).q)). (7.7)
Ainsi le lagrangien s’exprime dans les nouvelles coordonnées & 'aide de la fonction :

L(q,4) = Eo(q,4) = Ep(@)  donc = L(Z,7) = E(7) — Bp(d).

On définit alors : ~ ~
deéf OL aEc
P = 5= (= —
oq oq

appelé moment généralisé (on devrait plutot dire moment paramétrique, voir plus haut).
On va montrer, dans le cadre de la dynamique des systémes conservatifs usuels, que cette relation va
permettre de faire un changement de variable p <> q, en chaque q donné. On définit alors I’hamiltonien

par :

); (7.8)

H(q,p) = p-a— L(q,4), (7.9)

faire le paralléle avec ([7.2).
N.B. : dans la suite on omettra les tildes™ pour alléger I’écriture.

Exemple 7.2 En polaire on a q = (r,6) et ¢ = (r',0'), et on a E.(q,q) = im(r'? +1r20%). Avec (Z8)

onap=(p,p2) = (g—g, g—g“,), le moment généralisé, avec donc p; = %]f, =mr’ et p; = %’gf = mr20’.
Donc également ' = B et ' = L2
On a ainsi le changement de variable p <+ q en chaque q.
D’ott ’hamiltonien :
_ = . = _ Lo P3 =
H(q,p) =p-q— (Be(a,4) = Ep(q)) = pir + p2f — 5= (01 +°5) + Ep(a),
les variables q et p étant ici indépendantes. Autrement dit, posant :
Lo P3 =
H((q1,92), (p1,p2)) = q1p1 + q2p2 — %(Zﬁ + q_g) + Ep((q1,42)),
1
la fonction H définit notre hamiltonien en polaires. =

7.3 Systéme de Hamilton

Proposition 7.3 Dans le cadre de la dynamique des systémes conservatifs usuels, cf. (5.8), la diffé-

rentielle de F. en { est linéaire, avec :
OFE.
09

(q,4) = A(q).q4 = p. (7.10)

Et ayant A(q) symétrique définie positive, on a ainsi défini un changement de variables p <> q donné
par :
p=A@.q & a=Aq 'p. (7.11)
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21 7. Equations de Hamilton

Preuve. Soit § fixé, et soit g(2) = E.(7, 2). Ona g(2) = 2(A(§).Z, D)rn, d’olt (Vg(2) = A(7).Z puisque
A(Y) est symétrique.
N.B. : on retrouve la définition (T.8)) de p. wn

Remarque 7.4 On a également :

OE, Ok,
{4 =2E.=p.q, y =27¢ _ A(q).q, 7.12
2 4 pa, o p=5o (q)-4 (7.12)
au sens 88% (q,4).a = 2E.(q,q4) = p.q. oa

Définition 7.5 On se place dans le cadre de la dynamique des systémes conservatifs usuels. Disposant
du systéme de coordonnées q, de :

et de :
p = A(q).q, (7.14)
cf. (CI2), on pose :
déf ., .
H(q,p) < p.d—L(q, ) (7.15)
La fonction H est appelé hamiltonien.
On a donc :
H(q,p) = p-(A(a)"".p) — L(q, A(a)"".p). (7.16)
Exemple 7.6 En coordonnées cartésiennes, on a p = mv, on a H = %.U — %m% + E, (%), soit
H(Z,p) = 50" + Ep(7), on p* = [|p|[f..
Exercice 7.7 Montrer que si on pose :
.\ déf . .
H(q,p,4) = p.4— L(q,q), (7.17)
on a bien, grace a la définition de p :
OH
— =0, 7.18
5 (7.18)
et donc H(q,p,q) = H(p, q).
Réponse. % =p— Zé = 0 par définition de p. .
Proposition 7.8 On se place dans le cadre de la dynamique des systémes usuels. Ayant p = g—é,
on a:
H = EC + EI)) (7'19)
i.e. H est I’énergie totale du systéme exprimé dans les variables (q,p).
N.B. : le sens de (Z19) est H(q,p) = E.(q,q4) + E,(q) avec ¢ = A(q)~!.p.
Preuve. On applique (Z.12)). un

Théoréme 7.9 Avec p défini par (6.43), le systéme de Lagrange (6.1) est équivalent au systéme de
Hamilton défini par :

o o
= o
o on (7.20)
oq’
Le sens de (£20) est : trouver la fonction q : t — q(t) t.q. pour tout t € [a,b] :
OH
q(t) = —(q(t t
a(t) = 5 (a®).p(®)),
OH
b(t) = ——(q(t), p(t
p(t) = =54 (alb). p(t),
et s’exprime également sous la forme : la solution @ : t — J(t) = gg; ) est une courbe intégrale du
a_H -
champ de vecteurs Xy = ( o, ), ie. %f(t) = Xu(3()).
" 9a
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Preuve. Avec (.10 on a :

OH OH oL
dH = —dp+ —d dp — —d
op + 9q q=qdp aq q,
donc 28 = g et 24 aq’ et les équations de Lagrange donnent BL =p. o
Exemple 7.10 Oscillateur harmonique 1-D : on a p = 2& = 2E: — my. D'ott B, = 1Lp?, avec
E, = 1ka?, donc H(p,x) = 3 =p* + Lka?.
p=—kzx
D’oul le systéme de Hamilton . p ,ie (D). ua
&=
m

7.4 Approche intrinséque

On rappelle que R"* = L(R™;R) est ’ensemble des formes linéaires sur R™ (applications linéaires
a valeurs dans R) et est appelé le dual de R™.
7.4.1 Introduction

La définition de p donnée en ([6.4) est basée sur la différentielle du lagrangien L : R® x R” — R :

notant X = X € (R")?2,V = Vi € (R")2ethecR:
Xo Va

L(X +hV) = L(X) + hdL(X).V + o(h) (7.21)

oudL(X) € (R?")* (forme linéaire sur R™ x R" = R?") par définition de I’application linéaire tangente,
soit :

L((X1, X2) + h(Vi,V2)) = L(X1, X2) + h (dLy(X), dLa(X)). (VQ) +o(h). (7.22)

et on a noté dL(X) = (dL,(X),dL2(X)) ou les dL;(X) € R™™".
Une autre notation usuelle est dL;(X) = ;—i(X ). On notera donc :

dL(q, &) = (dLx(q, &), dLa(a & >>=<§—§<q,q>,§—§<q,q>>.

Et on posera le long d’une trajectoire solution du principe fondamental (i.e. du systéme de Lagrange
pour les systémes conservatifs) :

(1) =S¢ (alt). 4(0). (7.23)
noté : oL
P=—== R (7.24)

Donc ici p(t) € R*™ = L(R™;R) est une forme linéaire. Ce n’est pas un vecteur.

Remarque 7.11 On peut représenter les formes linéaires par des vecteurs & condition de disposer
d’un produit scalaire, mais alors les expressions de ces vecteurs dépendent du produit scalaire choisi :
on perd le caractére intrinséque (= indépendant de 'observateur).

Exemple. Soit f : & € R™ — 1(|7||2, = 3(M.Z,Z)g» ="°% 1(Z, &)y ott M est une matrice symé-
trique définie positive. On a :

f(Z 4+ hv) = f(&) + hdf (Z).0+ o(h),

ou df (Z) est donnée par df (Z).v = (M.Z,¥)rn = (&, V) rs. Donc df (Z) est Papplication linéaire repré-
sentée comme df (Z).0 = (¢, 0)77 :

1- par le vecteur § = M.Z relativement au produit scalaire canonique (-, -)gn, ainsi que

2- par le vecteur § = Z relativement au produit scalaire (-, ).
Et ¢ dépend explicitement du choix du produit scalaire. u
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23 7. Equations de Hamilton

7.4.2 Hamiltonien
Soit une fonction C? :

R" x R"™ — R
H: (7.25)

(a,€) — H(q,?).

Sa différentielle dH(q, ¢) = (%(q, 0), %(q7 ¢)) en un point (q,¢) est donnée par :
H(q+ ko, ¢+ hm) = H(q,¢) + hdH(q,?). <;"1) +o(h)
OH . OH

ol %—Z(q, ?) est une forme différentielle, et ou %—I;(q, £) € R ~ R" est un champ de vecteurs.
(Ona ZH:R" x R™ — R" et G :R" x R™" - R"™ ~R")
On se donne le lagrangien L sur R™ x R™ (systéme supposé conservatif) :

L(Qa q) = Ec(Qa q) - Ep(q)'

On pose par définition le long d’une solution ¢ — q(t) du systéme de Lagrange (qui donne une solution
du principe fondamental dans le cas conservatif) :

)

= %(Q(t)ad(t)) €R™, (7.26)

p(t)
ou ici g—z désigne la différentielle (donc pour L : (¢, 2) — L(¥,Z), on a % définie par L((7,Z+ h) =

L(§, 2) + %5(5,9)-(0, h) + o(h)).
Et le long de ces courbes on pose :

H(q,p) = p.a—L(a,a() "L pa—L(a,d) (= pa—E.ad) + Ey(q)) (7.27)

N.B. : on a vérifié, dans le cas des systémes conservatifs, que ¢ = q(p), cf. proposition [[3] équa-
tion (CII) qu’on réécrit de maniére intrinséque, d’ol cette expression.
Les équations de Hamilton s’écrivent :

d_q — a_H c R”7
dt op
w o (7.28)
o S R™
dt dq < ’
au sens : J oH
q n
— ()= 5—(a(t),p(t)) €R",
dt Jp
o - (7.29)

g )= —5qatp()  ER™.

Cette expression est intrinséque, et s’exprime également sous la forme : la courbe ¢ — (q(¢), p(t)) €
R”™ x R™ est une courbe intégrale du champ de vecteur Xg : R® x R™* — R x R™™ donné par :

oH ) oH
X _| P it Xy=| P 7.30
H(Qap> OH ) 501 H OH . ( . )
—a—q(%p) ~oq

d
i.e. (C28) s’écrit — (q) = Xu(q,p)-

dt \p

7.4.3 Transformée de Legendre

Voir poly Transformé de Legendre, ou Arnold [2] par exemple.

La transformée de Legendre permet de généraliser cette approche p <+ ¢ au cas ol L est convexe
en g (le cas parabolique en ¢ étant le cas particulier traité dans le cadre de la dynamique des systémes
conservatifs usuels).
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24 8. Forme symplectique et systéeme de Hamilton

Soit & q fixé la fonction Lq(q) = L(q,q), et soit Zq(p,q) = (p,q) — Lq(d) pour p € R™™.

On pose Yqp(q) = Z4(p,q), et on cherche un minimum de Y : un minimum est donné en un

. Y . OLq /s . . ) .
point § tel que B—C.lq(p,q) =0=p- % (q)- Notons q(p) le point trouvé (pour lequel Yy p(a(p))

donne un minimum de Y') : ce point vérifie

On définit alors la transformée de Legendre de g — Lq(§) comme étant la fonction :

. té 6
p = Zq(p,d(p)) "= Hq(p) = "= H(q,p),

appelée hamiltonien du systéme.
La transformée de Legendre existe dés que Lq est convexe, ce qui est bien le cas dans le cadre de
la dynamique des systémes conservatifs usuels.

8 Forme symplectique et systéme de Hamilton

8.1 Forme symplectique
8.1.1 Espace des phases

On se place dans R, i.e. on cherche les trajectoires t € [0,7] — Z(¢t) € R™ suivies par des particules.
Le principe fondamental :

. d*z

Fit 7)) =m0 (5.1

est un systéme différentiel du second ordre dans R™ qui se résout a ’aide des condition initiales #(0)
et 4(0) = (0, Z(0)).
L’espace des phases est I’ensemble dans lequel on prend les conditions initiales, soit ici

R?" = R"™ x R™ = {position initiale} x {vitesse initiale}.

Et, dés que f est Lipschitz en Z uniformément en ¢, le théoréme de Cauchy—Lipschitz nous donne une
bijection entre P et ’ensemble des solutions :

(i}ff)) €R?™ & 317 solution de (&I).
0

Ainsi lespace des solutions est de dimension 2n.

Remarque 8.1 Dans le langage de la géométrie différentielle, ’espace des phases est le fibré tan-
gent. un

8.1.2 Forme symplectique usuelle

Soit (,51 q = (ql,...,qn) c R" —» @1((1) =7 R" et QEQ 7= (2’1,...,Zn) cR"” —» (,52(2) = gj’G R™
deux systémes de coordonnées sur R™ (les domaines de définitions sont des sous-ensembles de R"™).

Ainsi (B, @2) est un systéme de coordonnées sur R?" I’espace des phases, et on dispose d’une base
(€15 ey Eny €t 1y ovy €2 ) de R? et d’une base duale (dq?, ..., dq", dz?, ..., dz") de R?"*.

N.B. : ici, il y a ici un probléme de notation : un élément ¢ € (R?")* agit sur les vecteurs £ =
(£1,&) e R™ x R™, ie. £.£ =£.(£1,&) a un sens.
Or dq* € R™ donc dq* ¢ (R?")*. Dire que (dg',...) est une base de (R?>")* est donc absurde. On
commence par définir les d, pour tout & = (&;,£) € R® x R? = R?" :
TaF_ T gydef iz
dq'.€ = dq'.(€1,6) = dg' &y,

o (8.2)
d €= d(&,86) ¥ di' &,

et il est clair que c’est de la base (Jql, e Jq”, le, e Jz”) dont on voulait parler.
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25 8. Forme symplectique et systéeme de Hamilton

Pour alléger les notations, on enléve le™ i.e on pose :

i Z i o o déf L2
dg'.€ = dq'.(€,6) = dg' &,

, (8.3)
i & i oydef iz
d2' € =dz' (€, &) = dz'.&.
C’est abus de notation est systématique (c’est “évident”...).
Soit w : R?® x R?™ — R la forme bilinéaire alternée définie par :
w= Z dg A dz "2® dg A dZ (= Z dq' ® dz' — dz' @ dq), (8.4)
i=1 i=1
ot on utilise les notations (8.3)).
Donc si &€ = (£1,&) e R x R™ et 77 = (1]1,72) E R x R™, on a :
w(& i) =w((&, &), (7,1) = D> _(dg" £)(d="if) — (d=".€)(dg" .7)
L (85)

oD U e e A AR AN AL
=1

toujours avec les notations (83), les composantes ' et 1’ étant clairement prises relativement a la
base (€;) du systéme de coordonnées, i.e. on a posé £ = Y . £'¢; et i = > n'é;.
La forme bilinéaire w est donc représentée dans le systéme de coordonnées (q, Z) par la matrice :

[w] = <OI é) ; (8.6)

W), () = (BT [ET) L. (”) , ®.7)

: i T2
uisque : |WwW]. = = N .
puisque : [w] <n2> (—m)

En particulier [w]. (69) = (%j), et donc w((€;,0),(0,&)) = d;; est Pélement (i,n+j5) de la
J
matrice 2n * 2n représentant w.

au sens usuel :

Remarque 8.2 La matrice de () est une “matrice de conservation”, qui quand n = 1 n’est autre que

1 . .
(_01 0) la matrice de rotation d’un quart de tour. =

8.2 Hamiltonien et forme symplectique canonique
8.2.1 Espace des conditions initiales du systéme hamiltonien

Le systéme différentiel du second ordre (B de taille n a été transformé en systéme différentiel
hamiltonien du premier ordre ((28)) de taille 2n. Pour ce systéme, ’ensemble des conditions initiales
est :

CIH = R" x R™* = {X(0) = (ggg; ) ). (8.8)

(Condition Initial pour 'Hamiltonien : ce n’est donc pas ’espace des phases.)
L’ensemble des solutions est :

Xy ={t€[0,T] - Xp(t) = (gg) € R™ x R}, (8.9)

en bijection avec CIH.
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8.2.2 Forme symplectique canonique pour 1’hamiltonien

On reprend la démarche du paragraphe RI.2] ou la différence essentielle est qu’on travaille sur
Pespace R" x R™* = CIH et non sur I’espace R" x R™.

On part donc de la base duale (dg', ...,dq™) de R™*, et de la base biduale (91, ..., d,) de (R™*)*.

On dispose de la base duale (dq',...,dq", 01, ..., 0n) de (R™ x R™*)*.

Comme précédemment on a une absurdité de notation. On commence par définir, pour tout & =
(£.0) e R" x R"* = CIH :
dg'.7 = Jq’(g, £) def dq' €,

deéf

N . (8.10)
0;.% = 0;.(€,0) ¥ 9,0,

et il est clair que c’est de la base (c?ql7 ...,c?q”,gl, ...,5n) dont on voulait parler. Pour alléger les
notations, on enléve le™, i.e on pose :
dg'.7 = dqi.(g, £) def dqi.g,

deéf

) (8.11)
0,7 = 0i.(5,0) L o0,

C’est abus de notation est systématique (c’est le sens “évident”...).

On rappelle que le bidual E** d’un espace E de dimension finie est canoniquement isomorphe & F
avec 'isomorphisme :

noté

deE* o ieE,  on () =Lz"EZL, VleE* (8.12)

D’ou la manipulation “aisée” du bidual.

Soit w : CIH — R la forme bilinéaire alternée définie par :

w=Ydg' N0, "L dgndp (=Y dd © 8~ 0 @ ddg), (8.13)
=1

=1

ol on a bien str fait appel aux notations (8IT).
Donc si & = (£,£) e CIH=R" x R"" et ¢ = (7,m) € CIH=R" x R"*, on a :

w(@, ) = > _(dg".2)(0;.9) — (0:.%)(dg".7)

i=1

i=1

= [m].[€] - [€].7,

(8.14)

toujours avec les notations ([B3)).
La forme bilinéaire w est donc représenté dans le systéme de coordonnées @ : q — £ (donc pour la
base duale associée & la base biduale) par la matrice :

[w] = <OI é) ; (8.15)

) : (8.16)

au sens usuel :

I3

W((E0), (.m) = (€ €) [wl. (
puisque : [w]. <Z> = (””%) et que (£ £). (””:7) S

Définition 8.3 Pour une variété {2 caractérisée par un systéme de coordonnées ¢ : q € U C R" —
Z € Q C RP (avec p > n), la forme symplectique w définie par ([BI3) est appelée la forme symplectique
canonique sur €.

26 21 septembre 2018



27 A. Rappels

8.2.3 Forme différentielle canonique pour I’hamiltonien

Soit 6 : U x R™™ — (R™ x R"*)* défini par, pour un point & = @g(q) € Q et une forme différentielle
a sur € : ot
=> aidg' "=’ pda, (8.17)
donc avec : B 4
0(a,).(£,0) =D ;& (8.18)

cf. notation (RII).

Définition 8.4 La forme différentielle 0 est appelée la forme différentielle canonique pour ’hamilto-
nien.

Remarque 8.5 Cette définition (8I7) de 6 est donnée dans un ouvert de R™. Si on se place sur une
variété Q, la définition de 6 est toujours donnée par ([BI7), mais avec :

0:Qx TOQ) — TOTHQ) x TIQ)),
donc dans ®IR) avec o et £ des formes différentielles et £ un champ de vecteurs. n

On a: o
dext =Y 0; Adg' "2 dp A dg = ~w,

i.e., au signe prés, la différentielle extérieure de 0 est la forme symplectique canonique.
En effet :

oo 0(q-+hé, o+ he) — 6(q, o
df(q, ).(€,0) = lim - Ze dq',
donne :
(d8(q, @).(€,0)) me,
et donc :

dexte(qv Oé)((f e thn _mL€ 9

qu’on compare avec (8I4).

A Rappels

A.1 Systéme de coordonnées et bases du systéme

Cas des variétés de dimension n dans R? ou p > n.

A.1.1 Systéme de coordonnées

Un systéme de coordonnées sur une variété de dimension n est une application C*° :

L U —Q
P S
q — 7=¢g(q)

ol U est un ouvert de R" et ) un ensemble dans R? pour un p > n.
U est appelé espace des paramétres et () espace géométrique, et on dit que J est le systéme de
coordonnées q.

Exemple 1 : cartésien : U = 2 = R" et J = I 'identité (avec donc T = q).
Exemple 2 : polaires (donc dans R?) : U = R% x R et Q = R? — {0}, avec q = (r,6) et & = (z,y),

. [ x=rcosh =z(r,0) = p'(r,0) .
avecc'o(r’o)<yrsin9y(r,9)gp2(r,9) dein=p=2.
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Et ¢: U — @(U) est un diffeomorphisme si on se restreint & par exemple & U = R’ x|—7, 7[ (quand
on ne s’intéresse pas aux points dans un voisinage du demi-axe des x négatifs), ou a U = R x]0, 2|
(quand on ne g’intéresse pas aux points dans un voisinage du demi-axe des x positifs).

Exemple 3 : dans R?, cercle C(ﬁ, R) centré en 0 de rayon R : ici U = [0,27] et Q = C(ﬁ, R),

B " ~ 2 (x=Rcosf =x(0) = p(0)
avec ¢ = 0 et ¥ € C(0, R), avec J(0) = (y — Rsinf — y(0) — ¢*(8)
paramétrisation du cercle). Ici n = 1 et p = 2 : le cercle est une variété de dimension 1 dans R2.

) (autrement dit ¢ donne une

A.1.2 Base du systéme de coordonnées

Etant donné un systéme de coordonnées q, on dispose d’une base (€;)i=1,....» du systéme de coor-
données définie par :

op
oq’

€ (7) = 75(a), quand 7 = @(q). (A1)

Les & (Z) sont les vecteurs tangents (non unitaires en général) aux lignes de coordonnées t — @(q+hE;)
aux points Z = @(q), ou (E;) est la base canonique de R”™.

Donc, si dg(q) : R™ — RP est ’application linéaire tangente, on a €;(Z¥) = dg(q).E;, et si [dF(q)] =
[%‘%(q)] est la matrice jacobienne de ¢ (dans les bases canoniques de R™ et RP), alors €;(Z) est donné
par la j-éme colonne de [dF(q)].

Exemple 1 : systéme cartésien : [dF(q)] = I et (€;) est la base canonique indépendante de .
Exemple 2 : polaires (donc dans R?) : [d@(r,0)] = (COSG rsm@)y et €1(%) = (COSQ), et

sinf rcos6 sin 6
PN —rsind
() = ( rcos )

Exemple 3 : variété = cercle C(0, R) : [d3(0)] = (RRC?SHQO >, et €1(%) = (RRC(S)ISH:

dans la base, vecteur qui est tangent au cercle au point & = @(#) du cercle.

> , le seul vecteur

Et un vecteur vz du plan tangent en ¥ & la variété s’exprime usuellement a ’aide de la base du
systéme de coordonnées sous la forme 0z = > v.é;(Z).

Exemple 3 : le systéme de coordonnée du cercle est ¢ = 6, et un vecteur vz tangent au cercle en un

o S o —Rsin0 .
point & = F(0) est de la forme vz = Aé1(Z) = A ( R cosd > ot A € R.

A.1.3 Base duale du systéme de coordonnées

On dispose également de la base duale (dq'(Z),...,dq"(¥)) définie en ¥ = J(q), o1, pour tout i,
dq'(7) est la forme définie par, pour tout j,

dg'(¥)(&;(¥) = 65,  moté  dg'.&; = 6, (A.2)

ol 5; est le symbole de Kronecker.

Autrement dit, dg*(Z) est la projection sur Vect{€;(Z)} parallélement aux autres directions (&),
pour tout j # 1.

Donc, ayant [d@(q)]*.[dF(q)] = [0!], la forme linéaire dg*(Z) est immédiatement donné par la
i-éme ligne de [d@(q)] L.
Exemple 1 : (dz!, ..., dx™) ot d2’ est donc la projection sur la i-éme composante. Et la forme linéaire
dz! est représentée par la matrice ligne [do'] = (1 0 .. 0), le calcul matriciel donnant bien
de').[e1] = 1, [da'].[é] = 0, ..

Exemple 2 : matrice jacobienne [dg(q)] = cosf sin 9) .

i oy ) Cmerelagtl” = (S5 3
Donc la base duale est (dr,df) ou dr(Z) et dO(Z) sont représentées par les matrices lignes

[dr(Z)] = cosfdx + sinfdy = (cosf sinf),, ; quand T = F(q), et

[dO(F)] = =228 dp 5l dy = (=snf  cosl) . quand 7 = F(q).
On vérifie bien que [dr(Z)].[e1(Z)] = 1, [dr(Z)].[e2(Z)] = 0, ainsi que [dO(Z)].[e1(Z)] = O et
[do(Z)].[e2(2)] = 1.

28 21 septembre 2018



29 A. Rappels

Exemple 3 : df ou .
(@) = =22 e 4 =0y = (2 250)
vérifie bien df(Z).¢1(Z) = 1.

A.1.4 Dérivée partielle : notation

Soit F:q € U — & € Q un systéme de coordonnées, soit f : U — R une fonction, et soit g : @ — R
définie par (push-forward de f par ) :

deéf . . . = -
9= fog™t, ie.  g(@=f(a) quand 7= g(q). (A.3)
Définition A.1 La notation g{j’i (Z) n’a pas de sens a priori puisque g est défini sur les Z et non sur
les q : on lui donne par définition le sens :

dg @) dséf Of
oqt 0t

(@) quand 7= J(q). (A.4)

Cette notation est systématiquement implicitement utilisée en mécanique.

Exemple 2 Soit f(r,0) = r%. Soit g(z,y) = f(r,0) = r? (donc g(¥) = x?+y?). Par définition on a

52(w,y) = 2r et Gh(z,y) = 0. (Donc g(z,y) = 2\/22+y2.)

A.2 Formes différentielles exactes

Ce sont les formes différentielles qui expriment que “localement les forces dérivent d’un potentiel”.

A.2.1 Forme différentielle

Définition A.2 Si Q est un ouvert de RP, une forme différentielle sur € est une fonction dans
0% (0.0 x (R?)") =191% T(0).
Si Q est une variété dans R?, voir Exemple 3 suivant et cours de géométrie différentielle.

Exemple A.3 Soit f € C(;R), Q ouvert de RP. Sa différentielle df : Z € Q — (Z,df (T)) € Qx (RP)*
est une forme différentielle ot on rappelle que df est définie en & € Q par df (Z) € (RP)* ou :

f(@ + ha) - f(Z)

df (Z).d = 1i R
pour tout 4 € RP. Et pour alléger les notations on note d. f=df. u

Définition A.4 Si Q est une variété de dimension n dans RP, une forme différentielle sur Q est un
tenseur de type (?), i.e. une application dans T7(£2) —def C>(Q; TQ*) appelé ensemble des tenseurs

de type ((1))

Exemple 3 : en un point & le “plan tangent” Tz (de dimension 1) est la droite tangente au cercle
en Z, notée (Z, Vect{€1(Z)}).

Soit T = Uz 1752 est I'union des plans tangents, ici I'union de toutes les droites tangentes au
cercle, faire un dessin.

Un champ de vecteurs sur ) est une application 5’, qui & & € Q associe un couple 5’(3@’) = (Z,9(Z))
ou U(&) € Tz Et 5’(3‘:’) est représenté par le vecteur ¥(Z) dessiné au point Z. Pour alléger les notations
on note 5’5 = Uz, i.e. on omet le™.

Par exemple &) :  — 9(Z) = (Z, &1 (F)) ="°% &,(Z) : & est un champ de vecteurs sur le cercle.

(On rappelle qu’un vecteur peut étre représenté en n’importe quel point, alors que pour un champ
de vecteurs de valeur 5’(3‘:’), le vecteur U(¥) est nécessairement représenté au point 7, i.e. c’est le couple
(Z,9(Z)) qui a un sens). appelé ensemble des tenseurs de type ((1))

Une forme différentielle est une application &, qui & & € 2 associe un couple a(Z) = (Z, a(Z))
ou (%) est une forme linéaire sur TzQ (donc a(¥) € (TzQ)*). Et la linéarité permet la notation
045(17) = 0555.’17.

Par exemple d¢' : Z — (&, dg" (%)) ="°% dq'(Z) : dg" est une forme différentielle sur le cercle.
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A.2.2 Différentielle extérieure

La différentielle extérieure d’une forme différentielle o € T7(2) est la forme bilinéaire alternée
notée dexyr € T9(S2) définie par, pour tout ¥ € 2 :

dext(Z) (€, V) = (da(Z).4).0 — (da(Z).V). 4, (A.5)
ou do est la différentielle usuelle caractérisée par, pour tout u € Tz() :

do(7).G = lim 2E 1) — (@)

0
lim - e T(9), (A.6)

€ R, pour tout i, v € Tz2.

avec donc (da(Z).4).7 = limp,—0 M

2

Remarque A.5 N.B.: quand la différentielle usuelle est notée D f (alors qu’ici elle est notée df), la

différentielle extérieure est notée df (alors qu’ici elle est notée dext f)- n

A.2.3 Forme différentielle fermée et conservation
Définition A.6 Une forme différentielle o € T7(2) est dit fermée dans € ssi :
deXtOé =0.

Dans R", avec la base duale (dq!,...,dg") d’un systéme de coordonnées, toute forme différentielle
s’exprime sous la forme :
n
o= Z a;dg’,
i=1

au sens o(Z) = Y., (%) dg' (%) pour T € Q, o les a; € C°(Q;R).
Et la différentielle de « en un point ¥ est donnée par :
n n aa
S i PG
doti = Zdaz.u dq' = Z aq,u dq*,

i=1 i,j=1

au sens do(Z).d = Y1 da;(Z).ddg'(F) = Y7, g;’? (Z)u’ dg'(Z) quand @ = >, u'€;(¥) =
ul,...,u")|z dans la base (€;(¥))i=1,.. n du systéme au point & =
(u',...;u")z dans la base (€;(%))i=1,...,n du syste point & = ¢

pour alléger I’écriture :

(q). Et donc, en omettant (Z)

n n
dexear(il, B) = Y doy.iidg'.5 ) do.idg'.ii
=1 =1

n

do;  ; Ooy ; . da;  Oay.
_ (AN A (2 A L J 74,0
= E aqju v —aqjv ut = g (aqj i Ju'v

ij=1 ij=1
Et donc dire que « est fermée signifie que, pour tout i, j :

= o (A7)
dans €.
Remarque A.7 Dans R?, la relation % — %—(;_1 = 0 pour tout i, j s’écrit formellement rot(a) = 0,

et exprime “la conservation” : on “tournera” sans perdre d’information. Voir poly de premiére année
“intégrales sur les courbes et surfaces” pour une interprétation du rotationnel.

Rappel : si rot(7) = 0, alors “0 = v /7, ce qui s’exprimera pour les formes différentielles : si
rot(a) = 0, alors “a = df”, au moins localement, ce que montre le théoréme de Poincaré, paragraphe

suivant. Et donc dextcr = 0 : on ne perd pas d’information (on converve l'information). un

Remarque A.8 Une forme différentielle n’est pas fermée en général, avec ¥ = (z,y) : prendre
a() = —yde + xdy = a1 (z,y) de + az(x, y) dy.
Les équations (A7) ne sont pas satisfaites. ..

Remarque A.9 Bis. Une forme fermée permet d’avoir “la conservation” : la proposition [£.14] s’écrit
dans ce cas T(f,T) = [. o et, dans le cas o = dg, le travail vaut “ [.dg = g(B) — g(A)” : il ne dépend
que des extrémités du chemin I'.

Ce n’est pas le cas avec o = —ydx + x dy dans R?. u
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A.2.4 Forme différentielle exacte

Définition A.10 Une forme différentielle a € TP () est dite exacte dans (2 ssi il existe une fonction f
définie dans tout Q et C? telle que a = df :

3f € C*(4R) t.q. a=df.
Et dans ce cas f est appelée primitive de o (ou encore f est un potentiel).

Proposition A.11 Si f € C?(;R), alors dex(df) = 0. Do, si « est exacte alors o est fermée.

a2L gL
Preuve. Comme f € C? on dispose du théoréme de Schwartz ;ﬁ = 21 Donc dey(df) =

ox;
avec (A.3).

Donc si a = df alors dexyx = 0. un

Remarque A.12 Une forme différentielle n’a pas de primitive en général : prendre
a(Zf) = —ydx + xdy = aq dx + aa dy.
qui n’est pas fermée, et qui donc ne peut étre exacte. =

A.2.5 Théoréme de Poincaré

Remarque A.13 Une forme différentielle peut étre fermée (dexscr = 0) sans etre exacte : dans Q =

— {0}, prendre a( r) = ;1% Iei ay(z,y) = — =5z et b o (x,y) = }%y“ et as(z,y) =
et %%(:c, y) = y2+y Et localement o = df on f(x,y) = arctan( ).

Par contre sur un cercle I' centré en 0 de rayon R, on a fro= 3= [ —ydz+ xdy = 27, alors que
si av était exacte, on aurait [, df = [f]3Z, = f(R,0) — f(R,0) =

Le théoréme suivant dit quand méme que localement, i.e. si dext(¥) = 0 pour tout Z dans un

voisinage d’un point Zy alors (%) = df (¥) dans ce voisinage, i.e. « est exacte localement. wa

X
2+y2

Théoréme A.14 (de H. Poincaré) Si o est fermé dans Q ouvert de R", alors au voisinage de chaque
point ¥ il existe f telle que o = df. Le. toute forme différentielle fermée est localement exacte : il
existe U C (), il existe f € C?(U;R), t.q. (%) = df (¥) pour tout ¥ € U.

N.B. : ce théoréme est souvent énonce comme : si § est un ouvert étoilé, et si o est fermée dans (2,
alors a est exacte dans ). La démonstration donnée le démontre.

Preuve. Soit & € Q. Soit § €  tel que le segment [Z, 3] = {tZ + (1—t)y : ¢t € [0,1]} soit entiérement
dans 2. Posons :

1
@) = [ ot

Veérifions que df (%) = a(Z).
Posons :
L fonxe SR
' (t,9) — A(t,9) = a(ty).4,

avec donc f(if ft _o Alt, 7)) dt.
A t fixé, posons Ay (T ) —dét A(t, ). Sa différentielle est donnée par :

dA().U = a(ty).v + t (da(ty).0).4.
Comme deyxsx = 0 on a da symétrique, et donc :
dA(Y).7 = a(ty).7 + t (da(ty).y).V,

et donc :
dA(§).7 = (a(tg) + t da(ty).5).T = b'(t).T oll b(t) =t a(ty).

Donc la fonction « étant au moins C? :

&
—
<y
~—
<L
Il
—
—
| =
2
—
~
=
Q.
~
S~—
<L
Il
—
S
PN
—
S~—
\
S
N
o
S~—
S~—
<L
Il
Q
N
<y
~—
<L

Ce pour tout v € R™, donc o = df . .
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A.3 Produit extérieur et différentielle extérieure

On vient de voir que les formes différentielles exactes conservaient localement 'information : o = df
implique que le travail fr a le long d’un chemin fermé est nul.
On peut formaliser cette idée.

A.3.1 Produit extérieur

Définition A.15 Si/, m € R™* sont deux formes linéaires sur R", alors le produit extérieur des deux
formes linéaires est la forme bilinéaire alternée définie par :

Am=0l@m-—m®x{,

i.e. donnée par, pour tout u,v € R" :
(¢ Am) (T, T) = L(@)m(T) — m(@)0(T) = det <£(li) m(li)) .

Exemple A.16 Dans R?, dz' A dx? est appelé le volume (ot aire en 2-D). En effet, pour @, 7 € R?,
le réel (dz! A dx?)(i@, v) = ulvg u?v! = det(#, ¥) donne laire du parallélogramme de cOtés i et U. un

Exemple A.17 Dans R3 muni de son produit scalaire canonique w = dz? A dx? est caractérisé par
w(it, ) = u?v3 — v3u? quand @ = (u1 u?,ud) et ¥ = (vl,v?,0%). Si on note a3 = (u?,u3) € R? et
Ta3 = (v%,03) € R? les projetés de @ et U sur le plan yz, alors w(u, ¥) donne laire du parallélogramme
limité par a3 et vUas.

Et de maniére générique dans R™ muni de son produit scalaire canonique, si w = ¢ A m, si pour
un vecteur % on note @z, = (£(@), m(@)) € R? son projeté sur le plan engendré par les vecteurs 7y et
7, unitaires orientés orthogonaux respectivement a Kerl et a Kerm (cf. théoréme de representatlon

de Riesz), alors w(#@, ¥') donne laire orienté du parallélogramme de coté @z, et Tpp, . ==

Remarque A.18 Dans R?, le produit A permet de définir Porientation locale d’une surface,  I’aide

z=¢'(q",¢*)
de dw = dg* Adg? : ici on se donne une surface paramétrée 3 : q = (¢',¢%) = T = | v=¢'(¢*,¢%) |,
z=¢'(q",q%)

on définit les vecteurs de base de ce systéme de coordonnées ¢€;(Z) = %g’—;(q) au point ¥ = J(q), et on
définit la base duale (dq'(Z), dg?(¥)) aux points ¥ = F(q). Et on a :

(dg' Ndg*)(é1,8) =1,  (dg' Adg®)(Es,é1) = —1.

A.3.2 Expression dans un systéme de coordonnées

Si on se donne une base (€;);—1, .. » de base duale (dg*)i = 1,...,n, une forme linéaire ¢ s’écrit :
n ; t)
K:Z&dq S ) g
la matrice ligne [(] = ({1 ... {;),, représentant ¢ dans la base (dg"). Et avec m = Y 1, m;dq" =
(m1 ... mn)ygona:
€1m1 ﬁlmn

(@m = Z tim;dg' ® dg? "2 [6my)jag =
i,j=1 bomy ... Lymy, \dg

En effet, on rappelle que :

(0 @ m).(i@,7) = (@ Z Ciutmyv) = [id] [ [0m;) g [0

3,j=1
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Donc la matrice de £ A m dans la base (dq’) est la matrice antisymétrique :

0 617n2‘4'ﬂ11€2 ves glﬂin 4’ﬂ@1€n
lomy —mol 0 :
[gAm]‘dq: 27161 . 2€1
. 0 lp_1mp — mp_14y
ennh,_7n%€1 oee enn%kJ,_7n%€n—1 0 |dg

En particulier dg* A dg* = 0 pour tout i et :

[dql A\ dqz]‘dq = 0 . o s
|dg

de méme pour les autres dq* A dg’ : tous les termes de la matrice sont nuls sauf le terme “ligne i
colonne ;5”7 qui vaut 1 et le terme “ligne j colonne ¢” qui vaut —1.
Ainsi (dg* A dg?)ii=1....n est une base de l'espace vectoriel des formes bilinéaires alternées. Et si
i<j

n = 2, ’espace est de dimension 1.

A.3.3 Différentielle extérieure d’une forme différentielle

Proposition A.19 Pour la forme différentielle donnée par (dans un systéme de coordonnées) :

*:Z%mwﬁzwm.”%@mw (A.8)

on a : 0 day _ dag
Oqt 0q2
i oo . 4 i doy _ dap 0
doxtt = Z do; Ndg' = Z ¢ dg Ndqg' = | 3¢ T gt . (A.9)
i %] .
ldg
ou encore dext(x = Zu %‘;J dg’ A dg’.

Preuve. Soit o = Y, a;dg’ o o; : Q — R. Avec (A6) :

do.il = Z do;. @ dg,

et donc avec (AF) :

doxta(U, V) = ZdaZ dq ) Zdaz dq )

= Z(dai ® dq")(ii,¥) = Y _(doy ® dq")(T, 1)

% %

Z(dai A dg) (i, 7).

i

Puis comme do; =Y i g—‘;‘}dqj (différentielle de la fonction «y) :

(i, ) = Z(‘; OLde) N da') (3, 7)
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