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2 1. Le probléme

1 Le probléme

1.1 Le probléme initial
1.1.1 L’équation initiale

On se place sur un intervalle [a,b] C R avec —o0 < a < b < 0.
1l s’agit de résoudre numériquement 1’équation aux limites de Sturm—Liouville :

— (p(z)u'(2)) + q(x)u(x) = f(z), pour z € [a,],
C.L.,

ou p et ¢ sont des fonctions positives et bornées.
Les conditions aux limites en a et b sont 'une des conditions suivantes :
— u(xo) et u(b) sont connues (C.L. de Dirichlet),
— u/(a) et v/ (b) sont connues (C.L. de Neumann),
— wu(a) et u/(b) sont connues (C.L. mixtes Dirichlet—Neumann),
— Neumann généralisé : p(zg)u'(zg) + Az u(zg) connue (C.L. mixte), pour xzo=a et/ou b, et
pour Az, €R donné.

1.1.2 La forme variationnelle

Formellement, on multiplie (1.1); par une fonction v et on intégre sur [a, b] :

b b b
/ play () (z) dz — [p(e)d (z)o(@)]? + / a(@)u(e)o(z) dr = / f(@)o(z) de
C.L..

Prise en compte des conditions aux limites (1.1)5 : 2 cas.

1. Siw est connu en a (resp. en b), alors il n’y a pas a le calculer : il suffit de prendre dans (1.2)
les v tels que v(a) = 0 (resp. v(b) = 0). C’est le cas des conditions de Dirichlet.

2. Sinon, u n’est pas connu en a (resp. en b), et il faut le calculer : on ne peut pas se contenter
de considérer les v tels que v(a) = 0 (resp. v(b) = 0). C’est le cas des C.L. de Neumann et
C.L. mixtes.

Exemple. On suppose u(a) = g, connu et p(b)u’(b) + Apu(b) = gp connu. Le terme de bord s’écrit
alors, sachant qu’on ne prend que les v tels que v(a) =0 :

[p(z)u (x)o(x)]; = p(b)u’ (D)v(b) — 0 = gyv(b) — Ayu(b)v(b).
D’ou (1.2) s’écrit : trouver la fonction u telle que pour toute fonction v vérifiant v(a) =0 :
b b
/ p(x)u' (z)v' (x) dz + Xpu(b)v(b) —I—/ q(z)u(z)v(z) dz —/ f(x)v(x) dx + gpv(b).
a a
Ayant supposé p et ¢ € L*([a,b]), ’équation ci-dessus n’est plus formelle dés que u et v sont

pris dans H!([a,b]), i.e. dés que u, v, u' et v’ sont dans L?([a,b]), i.e. de carré intégrable. Le
probléme (1.2) s’écrit donc rigoureusement, :

Trouver u € H'([a,b]) ot u(a) = u, t.q. Vo € H([a,b]) ot v(a) =0 :

b b
/p(w)u’(m)v'(m) dx—!—/ q(x)u(z)v(z) dz + Mpu(b) / f@)v(z)dx + gyo(b). (1.3)

a(u,v) bilinaire £(v) linaire
Exercice 1.1 Réciproquement, montrer qu’une solution de (1.3) satisfait & (1.1) au sens des dis-

tributions. e

1.2 Le probléme discret associé

On souhaite trouver une solution approchée (numeérique) uy, de u. On va chercher ici une solution
up, € Py, i.e. qui est continue sur [a, b] et affine par morceaux.
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3 1. Le probléme

1.2.1 Les fonctions de base pour le probléme discret

L’espace P; des éléments finis : on commence par partager [a, b] en n intervalles : [a,b] = (JI_, I)
ou Iy = [zp—1,21) avec a = zg < 21... < z, = b. Bt P, = {f € C°[a,b;R) : fj;, affine} =
Pensemble des fonctions continues sur [a, b] qui sont affines sur chaque If.

Base usuelle de P : les n+1 fonctions chapeaux ¢; € P; définies par :

VZ,j = O, o n, QDl(lL']) = 51]

Donc :
1 — X

wo(x) pr— ans [zg, x1]

wo(x) = 0 dans [z1, z,],

pi(x) = 0 dans [zo, zi—1] | J[wit1, 20,

r —T;—1
Vi=1,..,n—1, pi(z) = xz—ix:,l dans [2;_1, x4,
Ti41 —

T

() = d e
wi(x) p—— ans [x;, Ti+1],
on(z) = 0 dans [xg, zp—1],

T — Tp—1

on(x) = dans [xn,—1,zy).
Tp — Tp—1

Dessin. (Exercice facile : c’est bien une base.) Si g € Py, alors notons ¢; ses composantes sur la
base (¢;)i=o,...n, 1.€. écrivons

n
g(x) = chapj(x), ou donc ¢; = g(x;) pour i =0,...,n.
=0

Et connaitre une fonction g € P, c’est connaitre ses composantes c; sur la base (¢;)i=o,....n-

1.2.2 La non compatibilité du probléme initial

On cherche une solution uy € P; de (1.1). Cela semble absurde. En effet, u;, n’est pas dérivable
aux points x;, et il est encore plus ambitieux de considérer sa dérivée seconde : il y a apparition
de masse de Dirac aux points z; et (1.1) n’est plus une équation fonctionnelle.

1.2.3 Formulation variationnelle pour le probléme approché

Ce n’est donc pas une solution P; de (1.1) qu’on cherche, mais une solution P; de (1.3). C’est
sensé car les fonctions f € P; sont bien dans I’espace H([a,b]). D’ou le probléme approché (avec
probléme de Dirichlet en a) :

Trouver u, € P o up(a) = u, t.q. Yo, € Py vérifiant vp(a) =0 : (1.4)
a(up,vy) = £(vp). '
1.2.4 Calcul pratique de la solution approchée
Soit (avec la condition de Dirichlet imposée en a)
P, = {’Uh e P vh(a) = 0} (15)

Les (¢;)i=1,..n forment une base de Pi,, et le probléme (1.4) s’écrit de maniére équivalente :
résoudre le probléme de n équations

Trouver uy, € Py ot up(a) = u, t.q. pour tout i =1,...,n :

b b b
/ p(x)up (z)@;(r) da +/ q(@)un(z)pi(w) dz + Apun(b)pi(b) =/ f(@)pi(x) dz + gypi(D).
(1.6)
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4 1. Le probléme

Et connaitre uy,, c’est connaitre ses composantes c; sur la base ¢; :
n
up(x) = E cjpi(z), avec ¢y = u, connu : Dirichlet en a.
7=0

Et (1.6) s’écrit donc comme le probléme de n inconnues et n équations :

Trouver les c;, j = 1,...,n t.q. pour tout ¢ = 1,...,n :

n b n b
S pa)s @)@ dares + 30 [ aales o) does + Meadin
= Ja = Ja (1.7)
b
— [ #@gia) o + gpi0).
On pose (générique pour toutes les conditions aux limites) :
b
R=[Rylyzizy =1 p@)i(@)elle) dalyeis,.
, (1.8)
M = [Mijlosisn = [/a 4(2)p;(x)pi() dx + Aocndin] ozizn,
et : b
co Jo f(@)po(x) dz
e=| ), F- : (1.9)
b
Cn J, f(@)on(x) da
Pour notre probléme avec C.L. de Dirichlet en a, cf (1.7) ou i = 1, ..., n, on pose :
R= [Rijl1gisn M = [M] 1sign,
RO = [RiO]lgign (1ére colonne de R), MO = [Mio]lgign (lére colonne de M),
€1 _ fi
=1 : (I'inconnue du probléme), f=1:
Cn In
Avec ces notations, le probléme (1.7) s’écrit :
Trouver ¢ € R™ :
. (1.10)
(R + M)EZ f — Co(RO + Mo),

systéme résolu par exemple avec une méthode de type LU.

Conclusion : On vient de trouver ¢. On reconstitue donc la fonction cherchée :
n
un(z) =Y cjpi(x).
i=0

Il reste & dessiner cette fonction : tout logiciel usuel de calcul permet un tel dessin.

Remarque 1.2 D’un point de vue pratique, souvent on n’extrait pas R de R, mais on pose :

107 0 ... 0 107¢o
0o 0 ... 0 - - - f

cr)=| . , R=R+(CL), M=M+(L), f=| " |,
0 0 ... 0 £,

et on résout :

Trouver ¢ € R"*1 :
(R+M).é=f
On impose ainsi la valeur ¢y indirectement : le terme 107 étant trés grand devant les termes de la

premiére ligne de R et de M, la premiére ligne de ce probléme permet de trouver ¢y avec une trés

bonne approximation. La programmation est ainsi simplifiée (peu dans le cas 1-D mais beaucoup

plus dans les cas 2-D et 3-D par exemple). un
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5 2. La programmation

Remarque 1.3 Une autre méthode trés proche de celle de la remarque précédente consiste a
poser :

107 (0 ... 0) 107 (0 ... 0) 107¢o
: [Rij]1gign : [Mij] 15icn :
0 0 fu

et on résout :

{ Trouver ¢ € R™+! :
R+ ND).i= T
La condition aux limites cq est alors calculée de maniére exacte. Bien siir, au lieu de 107 on peut

prendre tout simplement 1, mais prendre 107 permet dans une méthode de résolution de type LU
avec pivot d’avoir un grand pivot en premiére place. un

2 La programmation

La programmation consiste en le calcul des matrices M de masse et R de rigidité, ainsi que du
vecteur second membre f, voir (1.8) et (1.9).

2.1 Les f;

11 s’agit de calculer, voir (1.9), pour 0 < i <n:

b n Tk
fi= [ @@ =3 [ fapie) da.
@ k=1"%k-1
On note, pour une fonction g quelconque, et I, = [z_1, x| le k-iéme intervalle :

510) = [ gerdo= [ gta)de 2.1)

k—1

Et on remarque que le support des fonctions ¢; est dans I; | J I;+1. Donc pour =0 et i=n il reste :

fo= / ' F@) o) de = Si(foo),  fn = / " F@)en(@) dz = Su(fon).
Et, pour 1 <7 <n-—1:

fi= /z f(x)pi(x) dr + /g%rl f(@)pi(z) dz = Si(fpi) + Sit1(fei)-

2.1.1 Programmation “naturelle”

L’algorithme est élémentaire :

1- les extrémités sont calculées a part :
£(0)= S1(fpo) et £(m)= Sn(fen).

2-les fpouri=1,...n—1:
for i=1 a n-1, % pour chaque point intérieur,

£(1)= Si(fei) + Sit1(fei).

end

Cette programmation élémentaire pose probléme dans le cas d’éléments finis dans le plan (cas
2-D) ou dans l’espace (cas 3-D). Regardons pour simplifier le cas 2-D avec un maillage triangulaire :
les fonctions chapeau de base ; € P; sont définies comme étant continues sur R?, affines sur chaque
triangle, et valant 1 au noeud 4, et 0 aux autres noeuds (les noeuds étant par définition les sommets
des triangles).

Et donc les fonctions chapeau ont leur support qui est I'union des triangles dont un sommet
est le noeud i. La boucle précédente : “for i=1:n-1" n’est alors pas facile & programmer : il faut
commencer, pour chaque noeud ¢ & répertorier les triangles adjacents, avant de faire les calculs
d’intégrale.

Une méthode plus simple est donnée au paragraphe suivant.
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6 2. La programmation

2.1.2 Programmation en vue du cas n-D

Sur chaque intervalles I, on doit calculer les intégrales Sk (fp;), mais uniquement pour i = k
ou i =k + 1, les autres cas donnant des intégrales nulles.

Ainsi pour le premier intervalle £k = 1, on doit calculer :

1- S1(f, ¢o) (pour avoir fy),
2- S1(f,¢1) (pour avoir la premiére partie de f).

Pour le second intervalle k£ = 2, on doit calculer :

1- S3(f, 1) (pour compléter fy),
2- S5(f,2) (pour avoir la premiére partie de f3).

Et on continue, d’ou 'algorithme :

£(0)=0 % initialisation & 0 de fj

for k=1 & n, % on parcoure les n intervalles
flk—1) = f(k—1) =+ Sk(f, Y1) % seconde partie de fy_;
f(k) = Sk—1(E, ¢x) % premiére partie de fy
end

Notez qu’avec cette programmation, les termes de bord fj et f, se traitent de la méme maniére
que les termes intérieurs (on n’a pas eu a les programmer a part).

Noter qu’en vue du cas n-D et des éléments finis P, pour £>2, on programme en fait :

f=0 % initialisation & O de f

for k=1 & n, % on parcoure les n intervalles
flk—1) = f(k—1) =+ Sk(f,¥x—1) % participation & fj 4
f(k) = f(k) + Sk—1(f, ¥x) % participation a fy
end

2.2 Les Mij et Rij

11 s’agit de calculer, voir (1.9) :

b b
Rz‘j:/ p(x)@)(z)p(x) do et Mij:/ q(z)pj(x)pi(w) dz.

Regardons par exemple M;; (R;; se traitant de la méme maniére).
Ona:

M5 =3 [ a@es@pnla) do =3 116,
k=1"1Ir k=1

oit on a posé Th(i,j) = [, a(x)e;(2)p:(x) da.
Ayant le support de ¢, inclu dans [xy_1, z¢+1] = Ip|J Lp+1, il vient :

(LU Liv) NI U Lj41)

M;; = E(Zﬂ Z) + T%—O—l(i’ Z)
M; i1 =T;(i,i—1)

Miiv1 = Tia (i, i+1),

J & {i—1,1,i+1} : M;; =0,

Comme dans le paragraphe 2.1.2, il est judicieux de faire une boucle sur les intervalles (surtout
en vue d’une programmation en 2D ou en 3D) : ainsi pour le premier intervalle k = 1, on calcule :
1- 71(0,0) pour avoir Mo,

2- T1(1,0) pour avoir M.
3- T1(0,1) pour avoir My;.
(1,1)

4- T1(1,1) pour avoir la premiére partie de M.
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7 2. La programmation

Pour le second intervalle k = 2, on calcule :
1- T5(1,1) pour compléter My,
2- T5(2,1) pour avoir Mo;.
3- T»(1,2) pour avoir Mis.
4- T5(2,2) pour avoir la premiére partie de Mas.

Et on continue, d’ou I'algorithme :
M=0 % initialisation de 0 de la matrice M

for k=1 & n, % on parcoure les n intervalles
Mec1x—1 = Me—1x—1 + Tk( - 1,k—1) % seconde partie de My_jx 1
My x—1 = Te(k,k — 1) % calcul de Mgy 4
Mg—1x = Te(k — 1,k) % calcul de Mg_1x
My x = Mpx + Te(k, k) % premiére partie de My
end

Notez que la matrice M est symétrique, donc on a My 1 = Mjy_1, et il est suffisant de
calculer I'un de ces deux termes pourra voir 'autre sans calcul. En 2-D cependant, il n’y a aucune
raison pour que la matrice M ou la matrice R soient symétriques (on demande seulement que
(R + M) soit coercitive, voir le cours d’éléments finis).

Noter qu’en vue du cas n-D et des éléments finis P, pour ¢{>2, on programme en fait :

M=0 % initialisation de O de la matrice M

for k=1 & n, % on parcoure les n intervalles
Mectx—1 = Me—qe—1 + Te(k—1,k—1) % participation & Mg 1 x—1
Mg k—1 = Mex—1 + Te(k,k — 1) % participation & Mgy 1
M1 = Me—1x + Te(k — 1,k) % participation & My 1y
My x = Mgy + T(k, k) % participation & Mgy
end

Et cette structure de programme est conservée pour des éléments finis Py, cas £>2, en n-D.

2.3 Remarque sur les calculs d’intégrales

Il est judicieux d’écrire son propre petit programme de calcul d’intégrale, par exemple & ’aide
de la méthode de simpson :

p N g(c) +49(*52) + 9(8)
Ag(x)dx—(ﬂ—a) - .

Cette formule est exacte pour tout g polynéme de degré inférieur ou égal & 3, et est en O((8 —a)*)
pour toute fonction C*. Comme pour nous les intervalles d’intégration sont les Jo, B[=|zk_1, 7]
de longueur h = xp—x_1 petite, cette formule donne de bons résultats.

En fait, pour des éléments finis Py, qui donnent des résultats de précision O(h), il suffit de
considérer la méthode d’intégration des trapeézes :

B «
[ oty = (5 - 71,

qui est exacte pour les polynomes de degré < 1 et en O((8 — a)?) = O(h?) pour les fonctions C?,
et comme on doit faire la somme Y ,_, de termes en O(h?) avec n = %, la précision obtenue est en
O(h). Cependant, la méthode de Simpson n’est guére plus cotteuse (au moins en 1-D), et permet
de considérer l'intégration des éléments finis Pj.

2.4 Exercice
Exercice 2.1 Vérifier que les fonctions chapeau définies § 1.2.1 sont dans H([a, b]).

Réponse. Regardons par exemple la fonction o3 (un “chapeau”).
Cette fonction 3 est continue sur [a,b], donc de carré continue, donc de carré intégrable. La
fonction 3 par contre n’est pas dérivable au sens classique. Mais elle I’est au sens des distributions :
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8 2. La programmation

on a, pour toute fonction ¢» € C*°([a,b]), notant T, la distribution réguliére associée & 3 :

b x3 T4
(@) ) Y~ tpa) = - [(@v@ o= [ e @do - [ oo)'@ da,

x2 x3

puisque @3 est nulle sur [zg, x2] |74, Zn]. Et @3 est affine sur [zq, 23] et sur [z3,x4], de dérivée

valant respectivement pr— et e Donc, aprés intégration par parties :

www:fglmeﬁﬂflmeo

, T3—T2 vy Ta—T3

b 1
- ( 1}952@3[ - 71]1-3,1-4[)1/)(25) dx.

T3—T2 Lg—T3

Et donc (T,,)" est la distribution réguliere associée a la fonction ———11,, 4,[ = 727 1jas 2, (C'eSE
la dérivée usuelle la ou elle pouvait étre calculée, i.e. ailleurs qu’aux coins xs, 23 et z4). On la note
simplement (T,,) = 5.

Et la fonction en escalier ¢4 est bien de carré intégrable (elle est définie en escalier presque
partout donc intégrable pour la mesure de Lebesgue).

On fait les mémes calculs pour toutes les fonctions ¢; pour i = 0,...,n, les fonctions demi-
chapeau g et ¢, ne posant pas de probléme particulier (il n’y a qu’un terme a intégrer par parties
au lieu de deux), puis toute fonction de P; étant combinaison linéaire des p;, toute fonction de Py

est également dans H([a,b]). o
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9 2. La programmation

WRRRRRRDRAAA%%Y%  programme principal progpl.m  AAUUAAAAAAAAALAA LA L,

% programme de calcul de la solution du probleme du Laplacien

% en 1-D avec elts finis P1.

h

% Résolution sur 1l’intervalle [aa,bb] de :

A -beta u’’ + alpha u = f (*)
YA pour les CL de Dirichlet homogenes;

beta = 1, alpha = 1, % coefficient de 1’équation (*) & résoudre
% fonction f dans (*) ; £ = °fb’, voir fin

aa = 0, bb = pi, if aa>=bb, error(’aa doit etre inferieur a bb’),end

n = 10, h = (bb-aa)/n, ) nombre d’intervalles et pas uniforme de chaque intervalle

xm = aa:h:bb ) les points du maillage : xm(1)=aa, xm(2)=aath, ..., xm(n+1l)=bb.

%xm = linspace(aa,bb,n+1) % les points du maillage : xm(1l)=aa, xm(2)=aath, ..., xm(n+l)=bb.

% Assemblage du membre de droite :
F = sparse(nt1,1); 7% initialisation
for k = 1:n Y Considération du k-ieme intervalle [xm(k),xm(k+1)]
for il = 1:2, % il = ilocal
ig = k-1 + il1; % ig = iglobal
F(ig) = F(ig) + integsimpson(’phibasef’,xm(k) ,xm(k+1),il,k,xm);
end
end

=

Assemblage matrices

K = sparse(ntl,n+1); % initialisation

M = K; % initialisation

for k = 1:n % Considération du k-ieme intervalle [xm(k),xm(k+1)]

for il =1:2, % il
ig = k-1 + il; ) ig = iglobal
for jl = 1:2, % jl = jlocal

jg = k-1 + jl; % jg = jglobal

ilocal

M(ig,jg) = M(ig,jg) + integsimpson(’phiphibase’,xm(k),xm(k+1),il,jl,k,xm);
K(ig,jg) = K(ig,jg) + integsimpson(’phiderphiderbase’,xm(k) ,xm(k+1),il,jl,k,xm);
end

end

end
K = beta*K + alpha*M; % Matrice du membre de gauche :

% Prise en compte des conditions de Dirichlet homogéne, par pénalisation :
K(1,1) = 10°7; K(n+1,n+1) = 10°7;
F(1) = 0; F(nt+1) = 0; % plus généralement F(1) = u(aa) et F(n+1l) = u(bb) données du probléme

% Prise en compte des conditions de Dirichlet homogéne, de maniére exacte :

%  sprintf(’conditions aux limites de Dirichlet’)

% K=K([2:n-1,2:n-1]); M=M([[2:n-1,2:n-1]1]); F=F([2:n-1]);

% et dans la solution on doit faire :

% u(2:n)=u;u(1)=0;u(n+1)=0; J plus généralement u(l) = u(aa) et u(n+1l) = u(bb)

% Calcul de la solution :
u = K\F; J résolution de K*u = F par la méthode LU.

plot(xm,u) % Dessin du graphe de la solution u(x)

% Les fonctions utilisées %% YAYAA

Wbkl

function y = phibase(x,il,k,xm)
% Pour il=1,2, les 2 fonctions phi_{il} de base Pl sur le kiéme intervalle [xm(k),xm(k+1)]
A (les deux demi-chapeaux). Ici il = numéro local a 1l’intervalle.

if (i1<1 | il>2),error(’il y a exactement deux fonctions de base sur un intervalle’),end

if (il==1)
y = (x-xm(k+1)) ./ (zxm(k)-xm(k+1)); % décroissante sur [xm(k),xm(k+1)]
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10 2. La programmation

else

y = (x-xm(k)) ./ (xm(k+1)-xm(k)); % croissante sur [xm(k),xm(k+1)]
end
DIl b Il Tl ot ot o T o T o e oo e o e oo T T o T o o e T o T T o e T o e T e e T

function y = phiphibase(x,il, j1,k,xm)

% produit phi_{il}*phi_{jl} des fonctions de base Pl sur le k-iéme intervalle [xm(k),xm(k+1)] :

y = phibase(x,il,k,xm) .* phibase(x,jl,k,xm);
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function y = phiderbase(x,il,k,xm)

% Pour il=1,2, les derivees phi_{il}’ sur le k-iéme intervalle [xm(k),xm(k+1)]

% Voir les fonctions de base pbaseab.m

if (il<1 | i1>2),error(’il n’’y a que deux fonctions de base’),end

if (il==1)

y = -ones(size(x)) / (zxm(k+1)-xm(k)); % ou bien pdbaseab = -x.~0
else

y = ones(size(x)) / (xm(k+1)-xm(k));
end
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function y = phiderphiderbase(x,il,jl,k,xm)
% produit phi_{il}’*phi_{j1}’ des dérivées des fonctions de base, sur le k-iéme intervalle

y = phiderbase(x,il,k,xm).*phiderbase(x,jl,k,xm);
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function y = phibasef (x,il,k,xm)
% produit phi_{il}(x)*f(x) sur 1l’intervalle k, sur le k-iéme intervalle

y = phibase(x,il,k, xm).*fb(x);
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function y = fb(x)
% fonction pour le membre de droite

y = 10%x.70; %y=10*ones(size(x));
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function val = integsimpson(fun,a,b,varargin)
intégration de fonction fun par simpson sur [a,b]

=

c = (atb) / 2;
y = feval(fun,[a c b],varargin{:});

fa = y(1);
fc = y(2);
fb = y(3);

val = (b-a) * (fatd*fc+fb) / 6;
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