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Transformée de Legendre :
f(point) — f*(pente), et f** = f.
Introduction, et exemples :
thermodynamique (énergie libre), et énergie (hamiltonien)
Gilles LEBORGNE
3 aott 2022

But : changement de variable point x vers pente p = f’, donnant le changement de fonction f vers sa
transformée de Legendre f*, ce changement réitéré redonnant f = f**.
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Notation : « g := f » signifie « g est défini par : g est égal & f ».

1 Transformée de Legendre 1-D

1.1 Introduction formelle
1.1.1  f*(p) = px — f(x)...
R —-R

. R —-R
Sif: alors sa transformée de Legendre f* : .
p = f*(p)

v = f() } est définie par
f*(p) :=px — f(x) pour x t.q. la pente de f en x est p. (1.1)

1.1.2 ...donc f**=f

R —-R
r — f(z)

[ (@) =ap—f"(p) = f(z), donc f™ =f. (1.2)

Donc si on connait f* alors on reconstruit f.

Donc f**:= (f*)*: { } vérifie, pour p t.q. la pente de f* en p est x,

1.2 Définition de la transformée de Legendre
1.2.1 Développement limité de f et la définition

Soit I un intervalle ouvert de R (non vide), soit f € C'(I;R) et soit # € I. Au voisinage de z, le
développement limité de f au premier ordre est

f(z) = f(xo) + p(x—xo) + o(x—10), ou p= f'(x0) = pente en o,

- pr  + Yp +o(z—o), (1.3)
~ —
droite linéaire  — f*(p):=pwo—f(zo)

ou donc y, = f(xg) — xop. Voir figures |1.1

Définition 1.1 Si p € Im(f’) (si p est une pente de f) alors la transformée de Legendre f* de f est
définie avec (1.3 par f*(p) = —y,, i.e.

f(p) := pro — f(zo) quand  zo = (f')"}(p), (1.4)
i.e. quand zq est le point ou la pente de f vaut p.

Et avec des notations génériques :

’f*(p) =pr— f(x) quand 2z = (f)"'(p)| (i.e. quand z vérifie f'(x) = p). (1.5)

(Le signe — permet d’avoir f(z) =ap — f*(p).)
Autrement dit, la transformée de Legendre de f est la fonction f* définie sur Im(f’) par

fr=1.)" = fo(f)7 (1.6)
i.e., pour tout p € Im(f’),
F ) =p ()7 ) = £ (@), Yp € Im(f"), (1.7)
i.e., pour tout x € I,
F(f (@) = f(x)z - f() (1.8)

Donc :

changement de variable | point  — pente p = f’(z) ‘ Legondre changement de fonction | f(z) = f*(p) |




3 1.2. Définition de la transformée de Legendre

—=
=1 o £l = 3 a =3

FIGURE 1.1 — Pour p € Im(f’) (pente donnée), P = (zp, f(z,)) est le point du graphe de f d’abscisse
z, tel que f'(x,) = p. L’équation de la tangente en P est y(z) = y, + pr (trait pointillé), et f*(p) :=
—yp = pxp — f(zp). Et Q = (xp,pz,) est sur la droite linéaire x — px (trait plein). La fleche =
PQ=Q-P= (0, —yp) = (0, f*(p)) donne “la plus grande distance possible entre P et @, cf. .

= o = a

FIGURE 1.2 — Représentation de f*(p) = —y,, pour une fonction exponentielle. Ici Im(f’) = R% : la
figure de droite avec la pente p < 0 n’est pas dans le domaine de définition Im(f’) de f*; voir exercice

Proposition 1.2 Soit f € C'(I;R) strictement conveze (resp. strictement concave). Si p € Im(f’), i.e.
s’il existe x, € I t.q. p = f'(xp) alors x, est unique, a savoir x, = (f')~'(p). Donc la transformée de

Im(f") - R , .
. de f donnée en (1.5)) est bien définie.
p = [(p)

Si de plus f € C%(I;R) alors f' et (f')~! sont C*.

Legendre f* :

Preuve. On a f’ € C°(I;R) strictement croissante (resp. strictement décroissante), donc bijective I —
Im(f’) avec Im(f”) ouvert, et I'inverse de f’ est

(M~ {Im(f/) -1 (1.9)

p = ()7 Hp) = x, = le point ou la pente vaut p.

Et le lemme [A.12] donne f’ et (f)~' € C*~'si f € C*, pour k = 1,2. ’a
1.2.2  f= f*

Proposition 1.3 Quand f € C?(I;R) est strictement convexe (resp. concave), f* € C*(Im(f');R) et

(FY o f =1, ie [(f) =) "] (1.10)

Donc

p=1') = o= (V) e |p= Do) = o= T )] (1.11)

Et f* est strictement convexe (resp. concave), et opérateur * : f — f* est involutif :

=7} 02

ou f** = (f*)*, ie. f**(z) = xp— f*(p) = f(z) quand p = ((f*)')~"(2).



4 1.2. Définition de la transformée de Legendre

Preuve. Soit f une fonction C? convexe stricte (si f est concave strlcte considérer —f). Donc f* €
C'(Im(f"); R) est bien définie (prop. [1.2]et (L.6)), et (L.8) donne Y (' () f (x) = f'(x)x + f(x) —
f'(@) = f"(z)z, donc (f*)'(f'(x)) = Jﬂgf”( z) #0), d’ou

Donc p = f'(z) ssi z = (f') "1 (p) =LID (1) (p), i.e. .

Bt (f)(f/(z) = o domme (f*)"(f'(x))f"(x) = 1, e ) - f—() > 0 quand p = f'(x),
donc (f*)” est blen définie et convexe stricte. Et f**(gq f*(p) quand ¢ = (f*)'(p) =
(f) (f' () =D (f) = (f'(x)) = x, donc f**(z) = ap — f “ ) f(z), donc f** = f. L

Exercice 1.4 Veérifier que (—f)*(p) = —f*(—p), et redonne (—f)** = —f.
Réponse. Soit p € Im(f’) et soit = t.q. p = (—f) (x) = —f'(z). Alors (—f)*(p) = pz — (—f)(z) = px + f(z) =
—((=p)x — f(z)) = —f*(—p) comme demandé.

Dot (=f)"(z) = (=)")" (@) = 2p — (=) () = 2p = (=f"(=p)) = 2p+ [*(=p) = 2p + (—px — f(z)) =
—f(z) = (=f)(z) : relation vérifiée. un

1.2.3 Exemples

2

Exemple 1.5 f(z) = {ma? donnef (p)=3% m,carp f'(z) = mz,donc x = £, donc f*(p) = &= — L.
En particulier f: 2z — f(z) = 7 est “conservée’ par Legendre : f*(p) = %. ua

Exercice 1.6 Plus généralement (problémes élémentaires de recherche de minimum pour une parabole) :
soit a > 0 et xg,yo € R, et soit f la fonction parabolique donnée par, pour x € R :

L@ — 20)?, (1.13)

f(x):yo-i-Q

Montrer que f* est parabolique (déterminer f*). Vérifier que (f*)* = f.
Réponse. Soit p € R. Ayant f'(z) = a(z — z0), le point z, t.q. f'(xp) = p vaut
p
:cp::co—o—a. (1.14)

(11:2
Donc f*(p) = pp — f(zp) = p(x0 + 2) — (Yo + §(2)?) = 55 0" + 2op — yo = 55 (p + ax0)® — “5° — yo, donc :

2

« . o 1
f(p) =20+ g(P—po)Q, ou 2o = —Yo — TO, 8= > Po=—ao, (1.15)
et f* est bien parabolique. Et
2
*\ * ~ N ~ 1
(P @ =io+ 3=t on o= (-20-"2)=po, v=F=a to=—Bm=z,  (116)
donc (f*)*(t) = yo + 2(t — z0)® pour tout t, d'ott f*(z) = f(x) pour tout = un

Exercice 1.7 Soit a > 0 et zg,yo € R et la fonction de type exponentielle donnée sur R par, pour x € R :

f(z) =yo + ae” 0. (1.17)
Déterminer f*. Voir figure [1.2] Pour f(x) = e®, montrer f*(p) = plog(p) — p. Vérifier que (f*)* = f.
Réponse. Soit p € Im(f’). Ayant f'(z) = ae® 0, le point xp, t.q. f'(zp) = p vaut

ZTp = To + log(=) = zo + log(p) — log(a). (1.18)

o3

Donc

[ (p) = p(xo + log(p) — log()) — f(xo + log(g)) = p(zo — log(a)) + plog(p) — (yo + a%)

) (1.19)
= —yo +p(xo —log(a) —1+1og(p)) = —yo +p(zo — 1 +log(*")).
Cas particulier : yo =0=2xz9 et a =1. On a f(z) =€” et f*(p) = plog(p) — p. Et, pour p € R},
¥ 1
(") (p) = zo — log(a) — 1 + log(p) tpo =20 log(a) + log(p) = o + 10g(§) (=zp). (1.20)
Donc, pour g € R, le point p, t.q. (f*)' (pg) = g vaut
pq = ae? 70, (1.21)

Donc (f*)*(q) = qae?™%0 — f*(ae?™ ") = aqe?™®0 — (—yo + ae? " (2o — 1+ q —20)) = yo + ae?™ %0 = f(g). um
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1.2.4 Définition avec le sup

Définition 1.8 La transformée de Legendre de f : R — R convexe est la fonction f* définie par

f*(p) = sup(pz — f(x)) (1.22)

xzel

Voir figures|1.1| et [1.2| En particulier si le sup est atteint pour x = x,, alors f*(p) = pz, — f(x,).
p p p

Autrement dit, p(z,p) = pr — f(x) alors f*(p) = sup,c; ¢(z,p), et si le sup est atteint pour z = x)
alors g—i(xp,p) =p— f'(zp) =0, Le. x, vérifie f'(z,) = p.

Exercice 1.9 Cette définition, cf. (1.22), est un peu plus générale de la définition donnée par (1.5) :
Soit a, 8 € R et soit f(x) = ax + [ (affine) pour z € R. Déterminer f* avec (4.4). Méme question pour
x € [a,b]

Réponse. Ici f n’est pas strictement convexe. f*(p) = sup,cp pr — ax — 8, donc f*(a) = —f et f*(p) = oo pour
p # «a, donc f*(p) n’est définie que pour p = a (et Im(f’) = {a}).

Pour = €la,b[ on a f*(p) = sup,¢jq (P — @z — 8. Cas a > 0 : si p € [, 00[ alors f*(p) = bp — ab — B (affine)
et si p €] — 00, ] alors f*(p) = ap — aa — ( (affine). Dessin. Autres cas : exercice. un

Proposition 1.10 Soit f € C?(I;R) une fonction strictement convexe. (1.22) donne, pour tout (x,p) €
Ix Im(f),

’pa: < f(z)+ f*(p) ‘ (Inégalité d’Young). (1.23)

Et on retrouve : il existe x,, € I unique, a savoir donné par f'(x,) = p, t.q. sup,c; o(z,p) = ©(xp, p)
(= max;er (,p)) et

*(p) = pxp, — f(zp) = pr — f(x) quand f'(x)=p. (1.24)

Preuve. Soit p € Im(f’). La fonction ¢, : & = ¢, (z) := p(z,p) = px — f(x) est C*(Q;R) et strictement
concave, car ¢,/ (x) =p — f'(z) et ¢,/ (x) = —f"(x) < 0. Soit z, € I t.q. p = f'(xp). Avec ¢,/ (z,) =0
(car f'(#,) = p), donc ¢, est maximum au point z,, donc ¢,(x) < @,(x,), pour tout z € I, d’ou (1.23),
avec pp(xp) = pry — f(xp) = f*(p) comme défini en (L.5). 8

Exercice 1.11 Pour f(z) = % ona f*(p) = %, et 1} redonne l'inégalité remarquable prg %(1’2 +p?)
(due & (z — p)? > 0). Plus généralement, pour a > 1 et f(z) = %, montrer : f*(p) = & pour b t.q.

Lil=1tet 1) redonne zp < L- + % (inégalité d’Young).

a

Réponse. f(x) = %; f est convexe stricte, et f*(p) = pzr — f(x) pour z t.q. f'(z) = p, i.e. 2°7' = p, i.e.

1 . 1 1. _a_ _ N .
x = pa-1 donc f*(p) = a—1tl _ %(pa—l) =(1- %)pa—l. On pbose % =1- % = aTl, donc f*(p) = %pb. Puis
¢(z,p) = pr — f(z) < sup,cp (2, p) = f*(p) donne px — == < B-. .

Exercice 1.12 Soit f(x) = §2? définie sur [c,d] ou ¢,d € R et ¢ < d et a > 0. Déterminer f*.

Réponse. La fonction f est strictement convexe sur ]e,d[ car a > 0.

Soit p € R et g, la fonction définie par g,(z) = px — f(z) sur [¢,d]. La fonction est continue sur le compact
[c,d], donc atteint son maximum sur [c,d] : donc f*(p) = sup,c(. 4 9(%) est définie pour tout p € R. On a
gp(z) =p— f'(z) =p— az.

1- Siz = 2 €le, d], c.a.d. sip € Im(f') =]ac, ad], alors g, atteint son max en x, = .

Donc f*(p) = gp(2) =p2 - f(2) = % — %(g)2 = % quand p € [ac, ad], et f* est une fonction quadratique.
2-Siz =2 >d: onest dans le cas p > ad. Donc g,(x) > ad — ax = a(d — ). Donc g, (z) > 0 pour z € [c, d].
Donc g, est croissante sur [c,d] et atteint son max en z = d. Donc f*(p) = gp(d) = pd — f(d) = pd — 2d°, et f*
est une fonction affine.
3-Siz =2 < c:onest dans le cas p < ac. Donc g,(z) < ac — az = a(c— ). Donc g,(z) < 0 pour z € [c, d].
Donc g, est décroissante sur [c, d] et atteint son max en z = c. Donc f*(p) = gp(c) = pc — f(c) = pc — 2%, et f*
est une fonction affine. o
cp — 562 si p<ac (affine),
Résumé : f* est définie sur I* = R par f*(p) = in si p€ [ac,ad] (quadratique), un
dp — %dQ si p>ad (affine).



2 Application a la thermodynamique

2.1 Energie interne pour une transformation réversible

T = température, P = pression, V = volume, S = entropie. Pour une transformation réversible, la
quantité de chaleur élémentaire vaut 6QQ = T'dS, le travail élémentaire vaut dW = —PdV, et Iénergie
interne vaut dU = 6Q + 6W, i.e.

dU =TdS — PdV, ausens dU(S,V)=T(S,V)dS— P(S,V)dV, (2.1)
les variables indépendantes étant S et V, ot donc U est C! et
ou ou ou ou
T=— P=— T = — P=P = — . 2.2
55 et Gy ausens (S, V) aS(S, V) et (S, V) 8V(S, V) (2.2)

2.2 L’énergie libre F' associée (Helmholtz free energy) = cas isochore

Cas d’une transformation réversible & volume constant V' =V}, (transformation isochore). On note

Uy, (S) := U(S, Vo), donc  dUy, (S) =T, (S)dS ot | Ty, (S) =

(S) | = la pente. (2.3)

(On a supposé Uy, € C'.) La température étant facile & mesurer (pas I’entropie) on utilise la transfor-
mée de Legendre : supposant Uy, (localement) strictement convexe, changement de variable S — T, et
changement de fonction Uy, (S) — Uy, (T) :

Uy, (T) = TS(T) = Uy, (S(T))  quand  S(T) = (Uy,")"H(T) = Sy, (1), (2.4)
noté
Uy,"(T) =TS — Uy, (S) quand S = Sy, est t.q. Uy, (S) =T. (2.5)
Définition 2.1 L’énergie libre a volume constant Vj est la fonction Fy, := —Uy,", donc
| B (T) = Uy, (S(T)) = TS(T) | quand  S(T) := (Uy,") ™ (T) = S, (T), (2.6)
noté
Fy,(T) = Uy, (S) =TS quand S est t.q. Uy, (S) =T. (2.7)
Et on note

F=0-75) 29

au sens F(T,V) = U(S(T,V),V) — TS(T,V) quand S(T,V) = (Uy')"'(T), ie. quand S vérifie
ou _
55 (S, V) =T.

Récupération de U : on a F* = (=U)*, donc F** = —U : A volume constant.

2.3 Dérivée de F a volume constant

donne
B, (T) = Uy, (S(T)) S'(T) — S(T) = T'S'(T) = =S(T), (2.9)
—_———
=T
donc
dFy, (T) = =S(T)dT noté [dFy, = —SdT (2.10)
noté dF = —S dT (quand g—g =0, i.e. & volume constant).

Remarque 2.2 Approche classique : F' = U — T'S donne

dF =dU - SdT —-TdS

(2.11)
=TdS—SdT —TdS = —S dT,

ou donc % = -5, ie. (T) =-5(T),ie. F'(T)=—-S(T) : quand V est constant.
NB : le sens de (2.11); est assez obscure car il semble que 7" et S sont les variables... ce qui n’est pas
le cas, cf. (2.6)... Mais c’est une maniére d’écrire (2.9)... ’h



3 Application a I’énergie cinétique en 1-D

Approche similaire & celle de I’énergie libre... mais ici on a en plus besoin d’un produit scalaire. En
1-D le produit scalaire entre deux réels x et y est x « y = czy ot ¢ > 0 est une constante. On prend ¢ =1
pour simplifier (le 1 représente 1 pied ou 1 métre par exemple).

3.1 Energie cinétique

Pour m € R (“la masse”), I'énergie cinétique est la fonction parabolique

R —-R
E.: 1 3.1
v = E(v) = §mv2. (8.1)
(v est “la vitesse”.)
3.2 Quantité de mouvement et transformée de Legendre
On a ”
E./(v) =mv "2® p = appelé la quantité de mouvement, (3.2)
. 1
Donc E.*(p) pv — F.(v) =pv— gmv2 quand v = £ donc
1 p?
-Ec>k =5 - .
=32 (33)

3.3 Potentiel, lagrangien, hamiltonien

Soit Eyot : © € R — E,pi(x) € R une fonction C! (“potentiel” : on ne s’intéresse qu'aux systémes
conservatifs). Le lagrangien est la fonction

[L(2,0) = B(v) — Bou(a) | = gm0 — (). (3.4)

(z = “position”; v “vitesse”.)

Remarque 3.1 Minimiser le lagrangien pour une particule, soumis & un potentiel, sur ’ensemble des
trajectoires reliant deux positions permet d’obtenir la trajectoire de la particule entre ces deux positions;

et ’énergie totale est conservée le long de cette trajectoire. .
A 2 fixé on pose Bt o = Ept(z) et Ly(v) := L(z,v), donc
L,(v) = %va —Epot o- (3.5)
Autrement dit, on considére I’énergie cinétique a une constante prés.

Ayant L (v) = mv = E/(v) = p, la transformée de Legendre L,* de L, est donnée par L,*(p) =
pv — Ly (v) = pv — E(v) 4+ Bpotz = B (p) + Epot,e quand v = £, donc

* 1 p2 noté
L, (p) = 2m + Epot.e = Hal(p). (3.6)
m
Ce qui défini ’hamiltonien H : R xR — R :
1p? .
H($>p) = 5% + Epot(x) = E (p) + -@ot(x)- (37)

“Interprétation” : p = mv donne H(z,p) = %va + E,ot(x) = énergie totale... mais ici ce n’est pas v
(vitesse) la variable mais p (quantité de mouvement = la pente de E.) :

E(x,v) = E() + By(z) %" H(z,p) = E*(p) + Bpt(). (3.8)

V—=p=muv



4 Transformée de Legendre n-D

4.1 Forme linéaire, différentielle, convexité

Soit R? := L(R™; R) I'ensemble des formes linéaires (applications linéaires & valeurs scalaires) sur R™.

Pour une forme linéaire ¢ € R}, ses valeurs ¢(w) € R, pour @ € R™, sont notées

o) "2 0.5, (4.1)

notation usuelle de la “distributivité”’ ~ linéarité : £(w; + \iy) = £(wW ) + AM(Wz) est noté L.(wWh + Awz) =
LAy + M.y

Soit une fonction f : & € R® — f(Z) € R. Sa différentielle en un point & est la forme linéaire
df (%) € R = L(R™;R) (application linéaire & valeurs réelles) définie par, quand elle existe : pour tout
rer (7 + hid) ~ /()

A . f(@+ hw) — f(Z
df (Z) a0 = %136 h (4.2)
(dérivée dans la direction @ quand la limite existe).

(Autrement dit, df (). = g% 5(0) ot gz 5(h) := f(&+ hd).)

Et alors le graphe de f a pour’ plan tangent en & le plan passant par (&, f(Z)) qui est paralléle au plan
vectoriel Ker(df(Z)) = {& € R™ : df (&)W = 0} = le noyau de la forme linéaire df ().

Et fest Ol ssidf : ¥ € R — df(Z) € R est C°. Et on poursuit la construction des fonctions C* pour
k> 2.

On se limite aux f C?; le développement limité de f au second ordre est f(T+hw) = f(Z)-+h df (). 0+
2 2
5 & (@) (0, @) + o(h?), ou d*f := d(df) (soit gz.w(h) = gz,(0) + hgl 5(0) + %-g% 5(0) + o(h?)).
Une fonction f C? est strictement convexe ssi d? f est définie positive, i.e. ssi d?f(Z) (w0, @) > 0 pour
tout @ € R"—{0}, i.e. ssi le graphe de f “ressemble localement” & un paraboloide strictement convexe.

4.2 Définition de la transformée de Legendre

Définition 4.1 Soit © un ouvert dans R" et f € C?({);R) strictement convexe. La transformée de
Legendre de f est la fonction f* : Im(df) — R définie par, pour p € Im(df),

] F5(p) :=pi— f(&) quand 7 vérifie p = df (7,) \ (4.3)

i.e. en le point & ou le plan tangent au graphe de f est paralléle au plan vectoriel Ker(p) = {7 € R" :
p(¥) = 0} = le noyau de la forme linéaire p.

Autrement dit, f*(df (Z)) := df (Z).Z — f(Z) pour tout ¥ € Q.
Définition 4.2 Définition plus générale : la transformée de Legendre de f € C?(Q;R) strictement
convexe est la fonction f* : Im(df) — R définie par

f*(p) := sup(p.7 — f(Z)) |, (4.4)
e

cette définition pouvant étre généralisée aux fonctions convexes non strictement convexes et & un domaine
de définition 2 Im(df).

Donc, si ¢ : R" x R* — R est définie par
¢(@,p) = p.7 — f(2), (4.5)
alors (4.4) s’écrit f*(p) = supzcq ¢(Z, p).

Proposition 4.3 Soit f € C%({;R) une fonction strictement convexe. donne, pour tout (Z,p) €
Q x Im(df),

& < f(#)+ f*(p)| (Inégalité d’Young). (4.6)
Et on retrouve (4.3)). Réciproquement, si alors (4.4).

Preuve. Soit 7 € , soit p € Im(df), soit p(Z,p) = p.7 — f(Z). A p € Im(df) fixé, soit &, t.q. p = df (T,)
et soit ¢, : T — ¢,(T) := ¢(Z,p) = p.& — f(Z). La fonction ¢, est C?(Q;R), avec dp,(T) = p — df (T) et
d?¢,(Z) = —d*>f(Z) < 0, donc ¢, est strictement concave. Avec dip,(T,) = 0 (car df(Z,,) = p), donc ¢,
est maximum au point &,, donc, pour tout = € Q, p,(z) < ¢,(x,) = p.Zp — f(Tp) = f*(p) comme défini

en ([L.3). Donc (£.4) = (4.3) et [{3) = ([d.4). 5




5 Cas particulier de I’énergie cinétique dans R”

5.1 Lagrangien associé

Soit E. : ¥ € R™ — E.(¥) € R une fonction strictement convexe C?. Et soit Fpyt : T € R" — E,(T) €
R une fonction donnée (“potentiel”). Ici Z est un vecteur position, i.e. un vecteur bipoint relatif & une
origine choisie, et ¥ est un vecteur vitesse.

Le lagrangien associé est la fonction L : R™ x R™ — R définie par

| L@, 0) = E(8) ~ ()] (5.1)

A 7 fixé on pose Epot.w = Epot(Z) et Ly (V) := L(Z,7), i.e.
Lm(g) = Ec(ﬁ) - Epot,m' (52)

(L. est la fonction E. & une constante prés : ¥ est la variable et Z est un paramétre).
Sa transformée de Legendre L,* : R} — R est donnée par

noté

L, (p) =p.¥— L(0) = B*(p) + Epor,e. = Hgz(p) quand o est t.q. p = dE.(7). (5.3)

Interprétation : le changement de variable v — p = “différentielle en ¥ donnant la pente en ¢’ a donné
le changement de fonction L, — L.*.

5.2 Hamiltonien associé
(5.3) deéfini ’hamiltonien associé H : R" x R — R :

(H(7,p) = E*(p) + Bor()]. (5.4)

6 Energie cinétique et hamiltonien de vecteurs

Il peut étre difficile de comprendre les calculs pour “I’'Hamiltonien de ’énergie” : pourquoi une forme
linéaire p (et H(Z,p)) plus quun vecteur § (et H(Z,p))? D’autant plus que p; = p* pour les calculs
élémentaires 7

6.1 Neécessité d’un produit scalaire pour définir I’énergie cinétique

Dans R™ muni d’un référentiel on choisit un produit scalaire (-, )4, on note (@, W), = @+ et ||d|| =
Vi« @ = la longueur de @ relative a ce produit scalaire (unité de longueur en métre, ou en pied par
exemple). L’énergie cinétique est la fonction F. : R™ — R définie par, avec m > 0,

PO
E (V) = §mllvl|2- (6.1)

Et pour des calculs simples, on utilise (&;) une (-,-),-b.o.n., i.e. une base (-,-)g-orthonormée, i.e. t.q.
(€;,€;)g = 6;; pour tout ¢, j. Alors

1 n n
E.(V) = Zm Z v? quand T = Z V; €. (6.2)
i=1 i=1

Pour une base (&;) quelconque : E.(7) = im szzl GijViv; OU g5 := g(&;, €;).

6.2 Utilisation de la quantité de mouvement vectorielle
6.2.1 Quantité de mouvement vectorielle
La quantité de mouvement (classique vectorielle)
p=mu (6.3)

ar

permet d’énoncer le principe fondamental de la dynamique (Newton) : 9F

> forces extérieures (si en
particulier m est constant alors m%} =3 forces extérieures).
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6.2.2 Rappel : représentation de Riesz et gradient associé & une différentielle

Si ¢ e L(RMR) = R (forme linéaire), et si on choisit un produit scalaire (-,-),, alors on peut

représenter ¢ & 'aide d’un vecteur Z; (théoréme de représentation de Riesz) : 3!(; € R” t.q., pour tout
w e R™,

(g, W)y = a8, noté (et = L7 (6.4)
quand un produit scalaire est imposé. De plus H@H = ||4||, avec la norme usuelle dans R donnée par
el = sup [0,

[1@]|=1

Doncsi f € CHR™;R), si 7 € R", alors df (%) € R}, (sa différentielle en F) peut étre représentée par un
vecteur, noté grzxdgf(f), appelé le vecteur gradient de f en & relatif & (-,-), : pour tout @ € R", cf. li

(grad, f(7), @), = df (F).@, noté gradf(Z)«d = df (¥).w. (6.5)

Interprétation : gradg f(&) donne‘la direction de plus grande pente” ; en effet, le développement limité au
premier ordre s’énonce, pour tout W € R"”,

F(@ + hid) = f(Z) + hdf (F).45 + o(h)

. (6.6)
= f(Z) + hgradf (%) » @ + o(h),

et la différence “de hauteur” f(Z + hid) — f(Z) est max pour les @ || gradf (%), cf. Cauchy-Schwarz.

6.2.3 Gradient de 1’énergie cinétique — quantité de mouvement vectoriel

La différentielle dE.(¥) : R®™ — R de ’énergie cinétique E. en ¥ est calculé a l’aide de (4.2)) : avec

E.(0) = $mT+¥ (= 4m Y. | v? dans une b.o.n.), on a, pour tout @,

E.(T+ h) — E(7)

dE.(0).0 := lim =mUewW =pe . (6.7)
h—0 h
Donc
gradF.(¥) = p = p(¥) = la quantité de mouvement . (6.8)

(Dans une (-,-)4-b.on. (&) on a gradE,(7) = S pi€i.)

6.2.4 Transformée de Legendre de vecteurs de F,

La transformée de Legendre de F. est F.* : R% — R donnée par E.*(p) = p.0 — F.(¥) quand ¢ vérifie
dE.(¥) = p (€ R%). A la forme linéaire p € R on associe son (-, -), vecteur de représentation de Riesz ' :
donné par, pour tout w € R”,

On peut alors définir “la transformée vectorielle” de Legendre E.* de E, :

E*(p) = E*(p). (6.10)
Donc _
E*(p)=p+¥— E(¥) quand ¢ vérifie m¢ = p. (6.11)
oo Iul§
~ 1||p
EX(p) == . 12
(=500 (612

6.2.5 Lagrangien et hamiltonien “de vecteurs” associé
On reprend le lagrangien donné en (5.1) :
S oS S S R S
L(Z,V) = E(V) — Byt (%), et Lp(¥) = §m|\v\|2 — Eota (6.13)
a & fixé. D’ou sa “transformée vectorielle” de Legendre :

_ 1P

noté 7
= ot = Hz(p), .14
5 T Lot (p) (6.14)

L (7)

10



1 6.3. Notations de dualité, et p; = p°

D’ou “I’hamiltonien vectoriel” associé :

171

m

+ Epot (T). (6.15)

N | =

ﬁ(f7m = Ec*(ﬁ) + Epot(f) =

“Interprétation” : = m# donne H(Z, ) = 1m||5]|? + B, (¥) = énergie totale... mais ici ce n’est pas 7 la
variable mais 7 (la quantité de mouvement) :

E(Z,7) = BE.(0) + E,(&) 8" H(Zp) = E*(§) + By (). (6.16)

6.3 Notations de dualité, et p;, = p’
6.3.1 Convention

(Convention d’Einstein.) Si (€;) est une base dans R™ (les i sont “en bas”), si ¥ € R”, alors les
composantes de ¥ relatives a la base (€;) sont notées v* (les ¢ sont “en haut”) :

n

7=>) v'é. (6.17)

i=1

les i sont “en haut”) : c’est la base de R} définie par : les

La base duale de la base (&;) est notée (e?) (
) définies par

e' € R = L(R™;R) sont (les formes linéaires

(e'(€;) =) e'.¢; =4 (6.18)

(vaut 1 si i = j et vaut 0 sinon). Autrement dit, e’ est 'opérateur de projection sur la droite vectorielle
Vect{€;} parallélement aux autres directions (€;). Donc avec (6.17) on a :

e'.v=v" :donne la i-éme composante d’un vecteur ¥ dans la base (&;). (6.19)

En effet, ¢ étant linéaire, ¢’.(3°7_, v7€;) = Y1 viel.d; = Y11, 076 = o' .
Si £ € R’ (forme linéaire) on note ¢; (les ¢ sont “en bas”) ses composantes sur la base duale (e?) :

= Z&ei, ou donc ¥; = {.€;. (6.20)
i=1

Donc avec (6.17) on a
n
0T =Y L', (6.21)
i=1
Et une somme comme >, ¢;v* n’est licite pour la convention que si les ¢ sont une fois en haut et une fois

en bas. Si cette convention n’est pas respectée alors le résultat “n’est pas intrinséque” (n’est pas objectif) :
il dépend du choix d’un utilisateur (en pratique : dépend d’un produit scalaire ou d’une base).

6.3.2 La différentielle df exprimée dans une base

Pour ¢ = df (Z), cf. 1) on note ¢; = gwfl (Z) ses composantes (les ¢ sont “en bas”) :

o
b= ozt

ozt

i=1

(Z) :=df(Z).€;, et donc df(Z)= (Z)e". (6.22)

6.3.3 Expression d’un vecteur de représentation de Riesz, et gradient

Soit une base (€;), et (e*) sa base duale. Si on choisit un produit scalaire (-, )y, si g;; = g(€;, €;), et si
( € R (forme linéaire) alors (6.4) donne (Ug,€5)g = L.€;, donc

0= lie et L= (& avec » gyl'=1; (6.23)
i=1 i=1 i=1
o 4
(Probléme matriciel [g;;]. | * | = | ! | & résoudre pour trouver les ¢°.)

o Ly

11
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Cas particulier (&;) est une (-,-),-b.o.n. : on a g;; = &;;, donc £* = ¢;.
En particulier pour £ = df (%) Y1, 2L (%) on a f, = grad, f(7) =20 Y| (¢, et

(grad, f (%), &), = df (7).€; donne znj gijl? = of (Z), (6.24)

2t
i=1 9

d’ott les composantes ¢ et gradg f(&) par résolution d’un probléme matriciel.

Cas particulier (€;) est une (-, -)g-b.o.n. : £f = %(f) (noter que i est “en haut” a gauche et i est “en

bas” & droite : relation non intrinséque car elle dépend du choix d’un produit scalaire).
6.3.4 Pour l’énergie cinétique
Dans notre cas de I’énergie cinétique, les notations donnent

ok, ,
(@), (6.25)

L=dE.(V)=p= Zpiei, ol p; =
i=1

Donc avec un produit scalaire (-,-)q et une (-,-)g-b.o.n. (&) :

- - — = i— N = i aEc —
ly = grad, E.(v) = ;p &, o ;giﬂﬂ = 55 (@. (6.26)
Cas particulier (€;) est une (-,-)4-b.o.n. : alors
. OE
= ——(7) = p;..., 6.27
b= =y (6.27)

ce qu’on trouve dans beaucoup de cours “pour simplifier”... mais qui mélange les notations et entraine
une confusion entre une fonction et un vecteur, ici confusion entre la covariance (forme linéaire) et la
contravariance (vecteur).

A  Annexe

A.1 Ensemble convexe

Dans R, un ensemble convexe est un intervalle (borné ou non borné). Soit n > 1. R™ est un espace

affine, O est une origine, R est I’espace vectoriel usuel associé, un point A est repéré a ’aide du vecteur
(bi-point) OA4.

Définition A.1 Le segment de droite reliant deux points A, B € R™ est

[A,B] == {P eR": 3t €[0,1] t.q. OP = (1-t)OA + tOB}

] (A.1)
={P=A+tAB"Z° P(t) : t € [0,1]}.
Un ensemble C C R™ est convexe ssi pour tout A, B € C on a [A, B] € C. Dessin.
Et le segment de droite vectoriel reliant deux vecteurs v4,vp € R™ est
[Ua,0] = {0 €R™: 3t €0,1] t.q. U= (1—¢t)Uas + tUp}
= {T= (1—t)Ta + tip "¢ 5(t) : t € [0,1]). (4.2)

A.2 Fonction R — R affine

Définition A.2 Une fonction affine ¢ : R — R est une fonction de la forme : dp € R t.q. pour tout
relR:

¢(x) = pr + Yo. (A.3)

Le graphe G(¢) = {(z,y) € R? : y = ¢(x)} C R? de ¢ est la droite de pente p qui intercepte 'axe
“vertical” z = 0 en yo = (0).

12



13 A.3. Fonction R — R convexe

Une fonction affine ¢ est trivialement C*°, avec p = ¢'(z) = la pente est indépendant de x, et
@™ (z) = 0 pour tout n > 2. Et toute fonction de la forme, pour z¢ € R :

Y(x) = plz—x0) + o (= p(x—x0) = translatée de ¢), (A4)
est également affine (poser yo = o — pzo dans (A.3)). Et le graphe G(v)) = {(z,y) € R? 1 y = (x)} de ¢
est la droite dans R? de pente p qui intercepte 'axe “vertical” z = o en §y. Dessin.

A.3 Fonction R — R convexe

Définition A.3 Soit a < b. Une fonction f :]a,b[— R est dite convexe ssi pour tout zg,x; €]a, b[, avec
xo # 1, le segment de droite [Py, P;] dans R? d’extrémités Py = (o, f(z0)) et Py = (z1, f(x1)) est au
dessus du graphe de f :

Vo, z1 €]a,b], xo # x1, YVt € [0,1], (1—t)f(zo) +tf(x1) > f(1-t)zo + tz1), (A.5)

ie. (1=t)f(wo) + tf(x1) > f(x) ot @y = (1—t)zo + tay et t € [0,1]. Voir figure [A1]
Et f est strictement convexe ssi I'inégalité ci-dessus est stricte pour tout ¢ €]0, 1[.
Et f est concave (resp. strictement concave) ssi —f est convexe (resp. strictement convexe).

2

FIGURE A.1 — Fonction f convexe, ici fonction exponentielle (graphe en trait plein). les points Py =
(0, f(xg)) et Py = (z1, f(x1)) sont deux points du graphe. Le segment [Py, P;] les joignant (trait pointillé)
est au dessus du graphe. Soit, avec x; = (1—t)zp + tx1, le point Q = (z¢, (1—t) f(xo) + tf(z1)) (sur le
segment) est au dessus du point P = (xy, f(x¢)) (sur le graphe).

Exemple A.4 Si f est affine, alors on a égalité dans car avec f(x) = px + yo, on a (1—t)f(xg) +
tf(z1) = (1—t)(pzo + yo) + t(pz1 + yo) = a((1—t)xo + tz1) + yo qui est bien égal & f(x). o

Exemple A.5 Soit f : R — R donnée par f(r) = x2. Son graphe est une parabole, son graphe est
strictement convexe, et f est strictement convexe. .

Exercice A.6 Montrer : 1- si f € C'(Ja,b[;R et si f' # 0 alors f est inversible C!, 2- si f' > 0
(resp. f' < 0) alors (f~1)" > 0 (resp. (f~')’ < 0), 3- Si f C! est strictement convexe et f' > 0 (resp.
f < 0) alors f~1 est strictement concave (resp. convexe). (Exemples : f(z) = e et g(x) = e~* donnent
z=f"(y) =log(y) et z = g~ (y) = —log(y).)

Réponse. 1- f est C° et f' # 0 alors soit f' > 0 soit f/ < 0 (sinon Jzo t.q. f'(zo) = 0 grace au théoréme
des valeurs intermédiaires). 2- f est inversible car si f' > 0 (resp. < 0) alors 1 < z2 = f(x1) < f(z2) (resp.
f(z2) < f(x1)) donc f est injective, donc f bijective sur son image f(]a, b]) qui vaut ] f(a), f(b)[ (resp. | f(b), f(a)]).

Et fﬁl(ng:zzl(“) = f(zm;):jﬁ%ml) pour y1 # y2 et y; = f(x;) donne f~! dérivable. 3- Et si f' > 0 alors ((f~!) o
Fx) =z et y = f(x) donnent (f~1)'(y) = % > 0 et (f7') décroissante stricte et f' croissante stricte, et si
f < 0alors (f1)'(y) = ﬁ < 0et (f') croissante stricte et f' décroissante stricte. on

Exercice A.7 Montrer : f est convexe ssi

Vo, x1 €]a, b,

Jlwo) + (1)
2

13



14 A.3. Fonction R — R convexe

Remarque A.8 Dans On ne suppose pas que o < 1, 1.e. que o < T1 ou que T1 < Tg, la définition
est la méme : poser u = 1—t, donc u €]0,1[ et z; = (1—u)z1 + uxg = Z,, donc on a inversé le sens de
parcourt du segment [Py, P], voir figure , segment parcouru de Py vers P; pour quand ¢ croit, et
segment parcouru de P; vers Py pour quand u croit. .

Définition A.9 L’épigraphe de f est I’ensemble des points (x,y) € R x R qui sont au dessus du graphe,
c.a.d. :

epi(f) ={(z,y) ERxR:y > f(z)}. (A7)
Voir figure [A.1]: partie au-dessus du graphe.
Proposition A.10 f est convexe ssi son épigraphe est convexe. Donc une fonction est convexe ssi, pour
tout xo, 1 €a,b|, le segment de droite [Py, P1] dans R? d’extrémités Py = (o, f(z0)) et Py = (a1, f(z1))

(points du graphe de f) est tout entier dans I’épigraphe, voir figure
(Cette proposition peut servir de définition d’une fonction convexe.)

Preuve. Exercice. un

Proposition A.11 Soit f :]a,b[— R convexe, zg, 21 €la,b] avec zo < x1, A €]0,1[, et zy = (1-X)xo +
Az1 : la pente moyenne entre xq et x vérifie :

f(xa) = f(x0) _ flx1) = f(=o) (A.8)

Ty — X - Tr1 — X ’

c.a.d. la pente moyenne est une fonction croissante de X\ (ici x¢ < x1). Faire un dessin. Et

fwr) = fzo) _ flz1) = f(2r) (A.9)

1 — o - T1— Ty

En particulier, si f est dérivable dans ]a, b[, alors pour xg,x1 €]a,b| t.q. o < x1, et pour A €]0,1] :

f(z1) = f(z0)

T1 — Zo

f(wo) < < fl(z1), ie. f'(zo) < f'(za) < f'(21), (A.10)
et f' est une fonction croissante sur |a, b, avec inégalités strictes si f est strictement convexe, auquel cas
f' est croissante stricte.

Et si f € C*(Ja,b[;R) alors f” > 0 sur Ja,b|, avec f"” > 0 si f est strictement convexe, auquel cas f’
est un C*t difféomorphisme (une application bijective C* d’inverse C!).

Preuve. On a 2y —xz9 = A(x1 —zp). Donc 1} équivaut a f(;(;);i((;r)o) < f(wgl):;()x“), ie. f(zy)—flxo) <
A(f(z1) = f(=0)), i.e. f(zxn) < (1=X)f(x0)+ Af(z1); vrai car f est convexe.

Onaz; —zy = (1-X)(z1 — 2¢)- Donc 1) équivaut a f(z;3:£§z°) < ({(_z/{))(;{(_xgg), ie. (1=A)(f(zq)—
f(xo)) < f(z1) — f(zn), ie. flxx < (1=A)f(zo) + Af(x1); vrai car f est convexe.

Soit A, € [0,1], A < p, et h €]0,4 — A[. On a f(f“)ff(‘“) < L@ S@umn) f'(z,) pour f

Ty —Tx) - (Zp—zp—n)
dérivable. D’ou :
f(xu) — f(:c)\)

Ty — T

Calcul similaire si A > p. D’ou(A.10)).

Et les inégalités sont strictes si f est strictement convexe (par définition de la stricte convexité).

< flxn), e < flan),

Dousi f € C?, alors f”(z)) = lim,, 4 W >0, avec > 0 si f est strictement convexe (donc
f' strictement croissante).

Si f est strictement convexe et C2, on applique le lemme suivant avec h = f’ qui est C!
strictement croissante. .

Lemme A.12 Soit I et J deux intervalles ouverts dans R et k =0 ou 1.

Si g € CF(I;J) est bijective, alors g est monotone stricte et g~' € C¥(J;I) (donc pour k = 0 g
est un homéomorphisme C°, et pour k = 1 g est un difféomorphisme C'). Et g~! est croissante (resp.
décroissante) ssi g est croissante (resp. décroissante).

14
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Preuve. Soit g bijective continue. Soit a,b € I, a < b. On a g(a) # g(b) car g est injective. Supposons
g(a) < g(b) (sinon on considére —g). Soit = €la, b[. Montrons que g(a) < g(z) < g(b).

On a g(x) # g(a) car g est injective. Si g(z) < g(a), donc g(x) < g(a) < g(b)), alors il existe ¢ € [, b] tel
que g(c) = g(a) (théoréme des valeurs intermédiaires car g est continue sur [z, b], voir polycopié “Fonctions
de plusieurs variables...”). Absurde pour g injective. Idem si g(z) < ¢(b). Donc g(a) < g(z) < g(b). Donc
g est strictement croissante sur ]a, b, pour tout a,b € I, donc sur I.

Montrons que g~ ' est continue. Supposons ¢ strictement croissante (sinon on prend —g). Soit yo €
J et mg = fl(yo); il s’agit de montrer : V8 > 0, In > 0, t.q- Yy €]yo—n,vo+n[, on a g~ (y) €
197 (y0)—8B, 9 *(yo)+p[. Prenons 3 suffisamment petit pour que |zo—f, xo+3[C I.

g étant continue, l'image g(Jzo—fB,zo+03[) est un intervalle qui contient yo (théoréme des va-
leurs intermédiaires). Et ¢ étant strictement croissante, notant 71 > 0 et 72 > 0 les réels tels que
g(Jzo—B, w0+B[) =|yo—m1,Yo+n2l, alors = min(n1,72) convient.

Si de plus g € C!, alors ¢'(z) > 0 pour tout x € I. Et g~ !(g(x)) = z. D’oit g~ ! est dérivable de
dérivee (g71) (y) = ﬁ ouz =g !(y). Comme ¢ € C' et g7t € CY, g’ o g7 € C, et est un fonction

1

qui ne s’annule jamais. Donc (g=1)" € C°. n
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