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1 Présentation

Soit d = 1,2,3 (dimension d’espace). Soit n € N* (un entier qui peut étre “grand”). Soit n
points (P, z;) € R x R o1 P; est une position et z; une valeur.

Exemple : les P; sont des points d’'un champ pétrolifére et les z; = z(P;) représentent une
“quantité” de pétrole en P; (obtenue par carottage).

But : en un point P quelconque (du champ pétrolifére), on veut estimer la quantité z(P) a
I’aide des n valeurs connues z; en les P;.

Moyen : construire une fonction d’interpolation z : P — Z(P) dont le graphe passe “au mieux”
par les n points (P, z;) (donc Z(P;) ~ z;), ce a 'aide de critéres dépendant du choix de 'utilisateur
(“art de l'ingénieur”). Suivant les critére choisis, la méthode est appelée une méthode de Krigeage.

2 Reégression

Démarche pour parvenir au but :

1- On représente (on dessine) les n points (P, z;) € R% x R.

2- Parmi un certain nombre de fonctions prédéfinies z (linéaire, quadratique, exponentielle, log,
rationnelle...), on en choisit une qui “semble passer au mieux par les n points”.

3- La fonction Z choisie dépend de quelques paramétres. (Exemple : avec R? = R? si le graphe
d’un plan semble convenir, alors on choisit z sous la forme Z(z,y) = ax + by + ¢, et Z dépend des
3 paramétres a, b, c.) On choisit alors (art de 'ingénieur) un critére pour calculer les paramétres.
(Exemple : méthode des moindres carrées).

4- On a ainsi construit une fonction z, et pour un point quelconque P on dira que sa valeur
estimée est Z(P).

Définition 2.1 Les étapes 2- et 3- sont appelées les étapes de la régression. Une régression consiste
donc a, quand on dispose de n points :

(i) se donner a priori une fonction z “simple” dépendant de quelques paramétres,

(ii) se donner a priori un critére pour calculer les paramétres, ce qui déterminera z.
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3 Example 1-D

Cas R =R.

1- Soit les n = 4 points P, = x1 = —1, P, = 190 = 4, P3 = ©3 = 3, Py = x4 = 10, en lesquels
21 =06, 20 =0, z3 =1, z4 = 12. Dessin.

2- Choisissons z une droite, soit z(z) = ag + a1 2.

3- 11 s’agit de calculer les paramétres ag et a;. Choix du critére pour calculer ag et a; : méthode
des moindres carrés. Donc ag et a; devront minimiser la fonction J définie par :

1 n
(1(),(11 Z|Zj = 52(&()+a1$j 7Zj>2. (31)
j=1

Au minimum on a ﬁJ(ao,al) = 6, donc ﬁJ(ao,al) = <Z§j=;(czz+ff; Z]Z) ): OO), d’ou le
j=1"Lj\40 1ty —=5) =

N Jj=1 j=1 < .
systéme n n N a résoudre : on obtient ag et aj.
2
(E zj)ao + (E ri)ay = E TjZj
Jj=1 Jj=1 Jj=1

4- Pour un point 2 quelconque on pose alors z(z) = ag + a;x = valeur estimée en x.

4 Vers la méthode de krigeage

4.1 Approximation affine par morceaux

Domaine d’¢tude Q2 C R? (avec d = 2 par exemple). Et soit n points (P, z;) € Q x R.

Soit P un point donné dans €.

Une méthode trés simple pour estimer une valeur z(P) & partir des n valeurs z; = z(P;) pour
i =1,...,n est la méthode de Lagrange (utilisée en éléments finis) : plutot que d’essayer de trouver
une fonction z globale, comme décrit ci-dessus, on cherche une fonction localement affine (dite
fonction affine par morceaux).

Description de la méthode de Lagrange : on construit un maillage constitués de simplexes
de R? (dans R des segments, dans R? des triangles, dans R? des tétraédres....) dont les points P;
constituent les “sommets” (les “noeuds”) du maillage. Le maillage approximant Q est noté Q=
U”K K le maillage, les K; désignant les simplexes, et ng désignant leur nombre. Dessin (voir
cours d’éléments finis).

Et on prend les fonctions “chapeau” (¢;)i=1,... » définies par : chaque ¢; est continue sur €2, est
affine sur chaque simplexe, et vérifie, pour tout 4, j :

@i(P}) = dij. (4.1)

Donc ¢;(P;) =1 et ¢; est nulle en tous les autres points P; # P;, et donc ¢; est nulle sur tous les
simplexes dont P; n’est pas un sommet.

Exercice 4.1 Donner et dessiner les n = 4 fonctions chapeau de base de ’exemple du § [B =

Et la fonction d’estimation z retenue est la fonction affine par morceaux donnée par :
n . n
zZ= sz 05, soit, VPeQ, Z(P)= sz ©;(P). (4.2)

Remarque 4.2 Pour un P fixé, ce P appartient & un simplexe K. Soit (Kj)k=1,... ¢+1 les numéros
du sommet du simplexe K (un segment [Pk, , Pg,] dans R, un triangle (Pk, , Px,, Px,) dans R?).
Pour les i # K}, les fonctions ¢; sont nulles sur K. Dessin. Donc z(P) = ZZT 2K, 9K, (P).

On dit que la valeur Z(P) est obtenue par un calcul local, au sens ou elle ne dépend que du
triangle contenant P (on ne va pas voir plus loin). Avec un dessm tout est clair. n
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Pour comparer avec la méthode de krigeage, cf. § Bl : (£2) donne :

si 35 t.q. P = P; alors Z(P) = z(F;),

- 4.
sinon, Vj, P # P;, et alors Z(P) = Z ©;(P) z;, (4.3)
j=1
avec :
. 100
D pi(P)=1=—= =100%. (4.4)
p 100

(Voir (@.3)) et (£.6).)

Dans la méthode de krigeage, les inconnues correspondent aux fonctions ¢;, souvent notées w;
pour “weighting functions”. (Ici les ¢; ont été données a priori). La méthode de krigeage est une
meéthode trés particuliére pour calculer les w;. Et d’ailleurs la méthode de krigeage ne les calcule
pas vraiment (les w;) : elle les calcule uniquement en un point.

Précisons les équations ([@3)-(@4) a I'aide de [@2). Placons-nous dans R? = R? par exemple.
Soit Kp = (Py(1), Pr(2); Prs)) le triangle du maillage (de sommets les Py;)) contenant P. Alors

les coordonnées barycentriques de P sont les A; = ¢;(P), voir cours d’éléments finis : on a P =
2321 Aj Py (au sens OP = 2?21 Aj Py(;) pour un point O donné), et 2?21 Aj = 1. Donc :

{ Aj = i) (P) est la j-éme coordonnée barycentrique dans Kp pour j = 1,2,3, (4.5)

et v;(P) =0, Vi ¢ {k(1),k(2),k(3)}.

Pour connaitre zZ(P), cf. (£3), on a uniquement besoin de connaitre les (Py(;y, zx(;)) pour j = 1,2, 3.
Et :

n 3
Z ;(P) = Z ¢r)(P) =1=100% (somme des coeflicients barycentriques). (4.6)
J=1 J

)

Remarque 4.3 Cette méthode est adaptée au cas ou seules les valeurs “proches” de P sont im-
portantes.
Ici il n’y a pas d’étape de régression : on donne a priori les A;(P) = ¢;(P) (aprés construction

d’un maillage), i.e. on se donne Z a priori. ua

4.2 Inverse distance weighting (IDW)
L’approche ici est globale (non locale comme précédemment) exprimant ’idée :
“Things which are closer to each other are more related than distant ones”.
Donc on définit la fonction z par :
si P = P; alors z(FP;) = 2,
si P # P; pour tout i, alors Z(P) = i Xi(P) z;, (4.7)
i=1

ot les fonctions de pondérations w; = \; (les “weighting functions”) sont données par exemple par :

WL(P) 1 n
i(P) = ou Wi(P)= ——— et W(P)= W;(P). (4.8)
)= W) )= P RIP )= 2 Wl
En particulier on a :
& 100
NMP)=1=—=1 . 4.
; (P) Top = 100% (4.9)

Les A;(P) sont des pourcentages car ils sont tous positifs et leur somme vaut 1 = 100%.

Remarque 4.4 Cette méthode est adaptée au cas d’un milieu “relativement homogéne”.
Ici il n’y a pas d’étape de régression : on donne a priori les \;(P), donc Z.
Et plus généralement on peut remplacer W;(P) = HP_;RHQ par une autre fonction dépendant

également de la distance & P;. =n
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5 Meéthode de krigeage

C’est une méthode purement déterministe, et non probabiliste comme peuvent le suggérer
certains ouvrages. Le vocabulaire utilisé est néanmoins celui des statistiques—probabilités.

5.1 Les fonctions inconnues

On cherche toujours a estimer des valeurs Z(P) en des points P en fonction de valeurs z; données
aux n points P;. La forme de Z: P — Z(P) s’exprimera comme dans (L3) avec @A), ou comme

dans ([@X1) avec ([£9) :

zZ= ZwL z;, ausens z(P)= ZwL(P) 2i, avec Zwi(P) =1=100%. (5.1)
i=1 i=1

i=1

Les inconnues sont les fonctions w; : P — w;(P) (les réels w;(P) sont les coefficients de pondéra-
tion).
Mais ici on n’essaiera pas de connaitre les w; en tout point, mais uniquement en un point FPp.

Remarque 5.1 Dans le cas d’un “milieu assez homogéne”, les fonctions w; trouvées par la méthode
de krigeage ne seront “pas trés différentes” des fonctions \; données en (8] : la méthode de
krigeage n’a aucun intérét dans ce cas. La méthode de krigeage est intéressante dans le cas d’un
milieu “suffisamment non homogeéne” (“suffisamment hétérogene”) avec suffisamment de (P;, z;). oa

5.2 Vocabulaire des probabilités

1- La valeur moyenne d’une fonction f sur un ensemble E = {z1,...,zx} discret de cardinal N
est formellement :

N
valeur moyenne de f = f = Z — f(z;), ou m= Zml (5.2)

les m; étant les “masses ponctuelles”, m = Zf\il m; étant la “masse de E”, et " le pourcentage
correspondant.

1’- Quand on raméne la masse totale & 1 = 152 = 100%, le vocabulaire utilisé est souvent celui
des probabilités et la moyenne de f est appelée ’espérance de f. Relativement a (5.2) cela revient
a poser :

N
mg 7 _ _ _ —
pi = Ev f - 2?1 f(xz>a et sz - 100 = 100%. (53)

2- Le moment d’ordre 2 de f autour de sa valeur moyenne est formellement :

Ny

i=1

— )2 (5.4)

5!?

2’- En probabilité le moment, d’ordre 2 de f est appelé la variance et noté V(f) :

N
f) = Zpi (f(z)—f)> (5.5)

3- Le moment Mo (f) définit trivialement une semi-norme (au carré) associée au semi-produit
scalaire :

N
m; - —
=D (@) - Diglx) - 7). (5.6)
i=1
et (+,-)2 un produit scalaire sur ’ensemble des fonctions de valeur moyenne nulle. (On aMs(f) =
(f, f)2.) On dispose alors de la notion d’orthogonal : on a f L g quand (f, g)2 = 0 sur cet ensemble.
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3’- En probabilité le semi-produit scalaire (B.6]) est appelé la covariance :

A N J—
COV(f,g) nozte (f7 g)COV = (f7 9)2 = sz (f(x) - f)(g(x) - g)) (57)

ou donc V(f) = cov(f, f). Si on note & ’ensemble des fonctions d’espérance nulle, alors cov(-,-)
est un produit scalaire sur &. Et on a la notion d’orthogonalité sur sur &. En particulier deux
fonctions non nulles f, g € & orthogonales sont indépendantes. Et (f, g)cov mesure “une dépendance
(ou indépendance) relative de f et de g”.

5.3 Mesurer 'inhomogénéité : la “matrice” de covariance

5.3.1 Les ensembles des points voisins

Notons P = {P; : i = 1,...,n}. Et notons z(P;) = z; pour tout i. On pose (avec le cardinal =
le nombre d’éléments) :

E(0) ={(Pi, Pj) € P x P t.q. i < j},

N(0) = cardinal de E(0) = w,

m(0) = ﬁ Z z(P;) (moyenne de z sur E(0)), (5.8)
(P;,P;)€E(0)

V(0) = ﬁ Z (z(P;) —m(h))* (variance de z sur E(0)).
(Pi,P;)€E(0)

Et pour h > 0 on pose :

E(h)={(P;,P;) e PxPtq.i<jet||P— Pl =h},
N (h) = cardinal de E'(h), et si N(h)#0:

m(h) = ﬁ Z z(P;) (moyenne de z sur E(h)), (5.9)
( )(Pi=Pj)€E(h)
V(h) = L Z (2(P;) —m(h))*> (variance de z sur E(h)).

N(h)

(Pi,P;)EE(R)
(Donc le couple (P;, P;) est dans Ep, ssi i < j et la distance qui sépare P; de P; est h.)

En pratique : on considére les P; & une distance h = ¢ de P; avec € < h ou1 € est & définir par
l'observateur. Donc dans E(h) on peut remplacer ||P; — P;|| = h par ||P; — Pj|| € [h—e, h+e€].

Et pour trouver E(h) on forme la matrice triangulaire supérieure stricte avec P; en ligne, P;
en colonne, et ||P; — P;|| & intersection de la ligne i et de la colonne j. Et on extrait les termes
de la matrice qui valent h &+ € pour déterminer E(h).

(Il n’y a qu’un nombre fini de réels h > 0 t.q. E(h) soit non vide.)

5.3.2 La fonction de covariance

Notons 71 et 7 les projections R? — P définies par 71 (z,y) = = et ma(x,y) = y.
Notons Xg =zom : E(h) > Ret X, = zoms : E(h) — R, les fonctions (appelées variables
aléatoires par les probabilistes) qui sont donc définies par : V(P;, P;) € E(h) :

Xo(Pi, Py) = 2(P),  Xu(P, Pj) = 2(P). (5.10)
Xo et X, étant définies sur le méme ensemble E(h), on peut donc considérer leur covariance :
deéf
Ch) € cov(Xo, Xn) = Y (XO(R-,P]-) fmo) (Xh(PZ-,Pj) fmh). (5.11)

(Pi, Pj)€E(h)
Notations usuelles : on numérote les éléments (les couples) de E(h) : pour k =1,..., N(h) :

noté

(Pi,Pj) = Qunx € Ep, quand k= kj(i,j), (5.12)
olt on a défini au préalable une bijection k : {(i,j) € N* : (P, P;) € E(h)} = k = k(i,j) €
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[1, N(h)]n (on a ordonné I'ensemble E(h)). Et, quand (P;, Pj) = Qnr ot k = k(¢, j), on note :
Zy = Xo(Qnk) = Xo(Pi, Pj) = zi,  Zin = Xn(Qni) = Xn(Pi, Pj) = 2j, (5.13)
quand (P;, Pj) = Qnk avec k = k(4, j). Et donc (GI1)) s’écrit aussi :

Np

C(h) = cov(Xo, Xp) = Z(Zk — mo) (Zk+h — mh). (5.14)
k=1

5.4 On préfére les fonctions croissantes : le variogramme

Il se trouve que la fonction C' : h — C(h) définie en (.I4) est décroissante en général. Et on
préfere utiliser les fonctions croissantes : on pose :

I'(h) = C(0) — C(h). (5.15)

Cette fonction ' : h — T'(h) est appelée le “variogramme”. Et 1'usage fait qu’on utilise le “semi-
variogramme” :

(5.16)

5.5 Le semi-variogramme approchée par une fonction simple

On reprend la démarche du § [ (régression). Soit z : P — z(P) la fonction inconnue cf. ().
1- On représente les valeurs calculées y(h) du semi-variogramme pour les h t.q. E(h) # 0.

2- Et on choisit une fonction 7 : h — 7(h) qui “passe au mieux par ces valeurs y(h)”.

3- On calcule les paramétres caractérisant la fonction 7 choisie.

4- On obtient :

~ = fonction d’approximation du semi-variogramme. (5.17)

5.6 Solution au probléme initial

Rappel : but : calculer les fonctions w; de (BI) (on suppose que les méthodes des § [4.1] et
ne sont pas satisfaisantes).

En fait on ne va pas calculer les fonctions w; (en tout point) : on ne va s’intéresser qu’a un seul
point P ="°% Py et on ne va calculer que les n valeurs w;(P,). Donc on n’obtiendra qu’une seule
valeur d’estimation de Z(Fy) au point Py, cf. (51)) :

H(Py) =Y wilP) 2. (5.18)
i=1
Procédé :
e On connait les points P;, et donc les h;; = ||P; — P;|| pour ¢,j € [1,n|y (calculs simples).
e Py est fixé, donc on connait les ho; = ||Py — Pj|| pour j € [1,n]n (calculs simples).

e A l'aide du semi-variogramme approché (5.17), on note :
Gi; =7(|P; — P;||) =7(hij), pouri€ [0,n]yet j€ [1,n]n, (5.19)

Noter que h;; = 0, mais que 7(0) n’est pas forcément nul, cf. effet pépite éventuel.

e On choisit les n valeurs w;(Py) pour j € [1,n]y pour qu’elles vérifient le systéme de n
équations :
Gﬂwl(Po) + ...+ Gmwn(Po) +A=Gy, pouri=1,...,n, (520)

ot A\ (multiplicateur de Lagrange) est introduit pour satisfaire la contrainte supplémentaire :
w1 (Po) + ... + wp(FPy) =1=100%, i.e.la somme des poids vaut 1. (5.21)

(Si on n’introduit pas A alors les poids w;(Pp) ne sont pas des pourcentages.) Ecriture de (2.20)
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et (0.2I) sous forme matricielle :

Gin ... G, 1 w1 (Fy) G1o

: : : = S (5.22)
Gnl oo Gnn 1 Wn, (-P()) Gn()

1 1 0 A 1

e La résolution de ce systéme donne les w;(FPy). D’ou Z(Fy) avec (5.I8).

Remarque 5.2 Comparaison avec {@3)-@4) ou @1)-EY) : dans (£4) ou @) les w; sont

donnés explicitement a priori, et dans (8] en fonction des hg; ot ho; = ||Py — Fjl|, cf. @S).
Alors qu'ici les w;(Pp) ne sont pas donnés explicitement, mais implicitement : ils sont solutions

du systéme (B.22) qu’il faut résoudre. n
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