Notes de cours de 'ISIMA, deuxiéme année
http://www.isima.fr /~leborgne

Intégrale de Lebesgue, introduction

Gilles LEBORGNE

28 octobre 2024

Table des matiéres

[0.:1 TFonctions indicatrices, en escalier, tages] - . . - . v v o i v i e e
0.2 Espace topologique| . . . . . . . Lo e
0.3 Intégrale de Riemann|. . . . . . . . . . . L

|1  Ensembles, tribus et mesures|

[1.1  Tribus, espaces et ensembles mesurables, tribu borélienne| . . . . . . . ... ..o o oL
1.2 Mesure d’ensembles, espace mesuré| . . . . . . ... Lo Lo Lo e e e
|I1.3  Propriété essentielle : une mesure est monotone| . . . . . . . . ... Lo oL
1.4  Ensembles p-négligeables, ensemble de Cantor|. . . . . . . . . .. ... ... L.
1.4.1 nsembles p-négligeables| . . . . . .. .. oo L
[1.4.2 FEnsemble de Cantor] . . . . . . . . . . . L
1.5 'Tribu étendue A,f. . . . . . ...
1.6 Notion de u-presque partout (4-p.p.)|. . « <« « v e
[I.77  Fonctions égales f-D.DJ . . - o o v v v v e e e
1.8 Fonctions nulles p-p.p. (fonctions p-négligeables)| . . . . . . . ... ... ..o oL
2 Fonction A-mesurablel
.................................................
2.2 __Fonctions continues : mesurablesl . . . . . . . ...
2.3 Stabilité de I'ensemble des fonctions mesurables| . . . . . . . . . . ... oo
[3_Intégration de fonctions positives|
3.1 esure de fonctions étagées| . . . . . . . L L L Lo e e e e e e
3.2 Intégrale de tfonctions A-mesurables positives| . . . . . . . ... Lo o
3.3  Fonction intégrale] . . . . . . L oL e
3.4 ¥ Support d’une fonction]. . . . . .. ...
[3.4.1 Support d’une fonction définie partout| . . . . . . . .. ... Lo Lo
[3.4.2  Support d’une fonction définie presque partout| . . . . . ... ..o
[35 F Supremum essentiel et [[.[[o]. - - - . . . . .
[4 Espaces £ et L]
4.1 Fonction p-mesurable] . . . . . . o oo e e
4.2 Fonctions u-intégrables et espace L (E, A, p)| . . . . . . . o
21 Fonctions avaleurs réelles] . . . . . . . . ...
[4.2.2  Fonctions & valeurs complexes|. . . . . . . ..o Lo o
4.3 Critere d’'intégrabilité par domination| . . . . . . . . . . . .. Lo L
4.4  Reste d’une intégrale] . . . . . . . oL
4.5 TFonctions négligeables et semi-norme sur £ (E, A, p)| - - . . . . . ... o
4.6 Espace L'(E, A, 1) . . . . . o o e
4.7 Convergence dans CV(R) (VL (R)| . . . . . . o oo e
4.8 Espace L1 (R) . . . . o o
[ Théorémes de convergence]
[5.1  Théoréme de Beppo—Lévi (ou de convergence monotone)] . . . . . ... ... ... .........
[5.2.1 Rappel : Iiminf|]. . . . . . . . e e
0.2.2 Lemmede Fatoul . . . . . . . . Lo
5.3  Convergence en moyenne pour la mesure f. . . . . . . . . . . oo e e e
3.1 Convergence en MOYENIE| . . . . « v v v v v v e et e e e e
[0.3.2  Convergence en moyenne vs convergence p-presque partout| . . . . . . . ... .. ... ..

10
10
10
10
11
12
13
14

15
15
16
17

17
17
19
20
21
21
22
23

23
23
24
24
25
26
26
26
27
28
28



[5.4 Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée)| . . . . . . . . . . ... ... L. 34
BAT TethGOTGMEl . - « « o o o oo et e e e 35

5.4.2 Xemples| . . .o oL Lo 36

5.4.3 La primitive d’une fonction £! est continue| . . . . . . . . ... ... ... ... 37

[5.5 Continuité d’une intégrale dépendant d’un parametre[. . . . . . . .. .. ... ... ... 38
5.6 érivation d’une intégrale dépendant d’un parametre|. . . . . . . . .. ..o L 40
5.7 Application aux lois de conservation en mécanique| . . . . . . . . ... L. Lo 43

6 Théors e Fubinl 44
6.1 Te théoréme de Fubinil . . . . . . . . . . . . 44
6.2 Le théoreme de Tomelldl . . . . . . . . . . . o o o 45
6.3 Fourier inversel . . . . . . . . e 46

|7 Espaces L* et L7 47
|8 Espaces LP(I) et LP(I)| 48
BI1  Définition] . . . . . . . . L 48
8.2 Inégalité d’Young|. . . . . . . . oL 49
8.3 Inégalité d’'Holder|. . . . . . . o o L o 49
8.4 Inégalité de Minkowski|. . . . . . . .. Lo 50

8.5 * Complément : complétude et Separabilitd] . . « . v v v vt e e e e e e e 50
8.6 * Fonctions Lebesgue-mesurables et fonctions en escalier] . . . . . . . v v v v v i 52
R61 _Mesure exterieure]l . . . . . . . v v v i 52

8.6.2 Sous-additivitél . . . . . . . . e 52

[8.6.3  Outer Regularity| . . . . . . . . . o 53

8.6.4 Littlewood First Principlel . . . . . . . . .o 54

8.6.5 Approximation d’une fonction L'(RR) par une fonction en escalier| . . . . . . . .. .. ... 54

19 Changement de variables dans les intégrales dans R"| 54
9.1  Volume d'un ouvertl . . . . . . . . . . o e e e e e e e e e 54
9.2 Formule de changement de variables| . . . .. ... ... ... ... .. 00000 0oL 55
03 VersTa mesure Image] . . . . . . . . o o e 56
(9.4 Mesure image| . . . . .. ... 57
[9.4.1 Rappel : définition de f=H . . . . . .. .. 57

[9.4.2  Deéfinition de la mesure image| . . . . . . . ..o Lo L 57

[9.4.3 Propriétés|. . . . . . . .. 58

[0-44 TFormule de changement de variables dans les intégrales| . . . . . . . . .. . ... ..... 59

110 Convolution et régularisation| 59

|10.1 Notations fet 7o fl . - . o o o o 59

10.2 Deéfinition de [a 60
[10.3 Stabilité par convolution : L' (R) * LPF(R) C LP(R) pour 1 <p <oqf . . . . ... ... ... .... 61
[[0.4 Dérivation et convolufIonl . .« + « v v v v v e e e e e e e e e 62
[10.5 Stabilité de Ly  (R) par convolution “bornée”| . . . . ... ... ... ... L 62
[10.6 Régularisation par convolution] . . . . . . . . . . . . . . . e 63
[10.6.1 Régularisation d’une fonction Ly, (R)] . . .. ... ... ... ... ... . ..., 63
[10.6.2 Suite régularisante ou approximation de Iidentitél. . . . . . . . . o v 63
[10.6.3 Regularisation C* des fonctions 1y, oo €6 Tigp)| - - - - - - - - v v oo oo oo 64
[10.7 D(R) = C°(R) est dense dans LP(R) pour 1 <p <oo| . . . ..o oo v i it 65
[10.7.1 Ty, et convergence p.p. des régularisées|. . . . . .. .......... ... ....... 66
10.7.2 1j, 5] et convergence LP des régularisées pour p € [1,00] . . ... ... ... ... ... .. 66
10.7.3 CY(K) est dense dans LP(K), pour 1 <p<oo| . . . . . . oo 66
10.7.4 CY(R) est dense dans LP(R), pour 1 <p <oof . . . . ... ... ... ........... 66
10.7.5 D(R) est dense dans C?(R) au sens LP(R), donc D(R) est dense dans LP(R)|. . . . . . .. 67

110.8 Lemme de Lebesgue| . . . . . . . . o e e e 67
0.9 Partition de Tunitél . . . . . . . . . . . o e 67
[10.9.1 1g comme somme de régularisées (partition de 'unité de R)| . . . . ... ... ... .. .. 67

’ ¢ dans R™ . . . . L 68

[10.10L7 (R) et résultat de “projection”| . . . . . . . .. ..o L 69
A" Annexe : cardinaux N; et Ny 70




IB Annexe : fonction exponentielle et suite numeérique]

71



0 Rappels

Soit E un ensemble et P(F) I’ensemble des sous-ensembles de E (donc A € P(E) & A C E).

0.1 Fonctions indicatrices, en escalier, étagées

Définition 0.1 Soit A C E. On appelle fonction indicatrice de A (ou fonction caractéristique de A) la fonction
14 : E — R définie par :

() { =1 size A (présence), 0.1)

=0 sizg A (absence).

(NB, vocabulaire en optimisation : la fonction caractéristique de A est x4 : E — R définie par ya(x) = 0 si
x€A et xa(zr)=ccsizgA)

Définition 0.2 Une fonction en escalier est une fonction f: E — R t.q.
n
dn € N*, El(ai,bi,ci)izl,“.,n S RBn tq Vi € [1an]Na a; < bi7 f = Zcil(ai7bi)a (02)
i=1
ou (a;, b;) désigne un intervalle ouvert ou fermé ou semi-ouvert.

Définition 0.3 Une fonction f: F — R est étagée (is a simple function) ssi f est une combinaison linéaire de
fonctions indicatrices d’ensembles :

dn € N*, H(Ci)i:17...,n S Rn, H(Ai>i:1,.,,,n S P(E)n, f = Z CilA,Lw (03)
=1

(Ici les ensembles A; ne sont pas nécessairement disjoints.)
Définition équivalente : Une fonction f : E — R est étagée ssi son image Imf est un ensemble fini : In € N*,

3(ci)iz1,...n € R", Imf = {c1,...,¢, } ; done notant A; = f~(¢;) ={xz € E: f(z) = ¢;}, on a (0.3).
Exemple 0.4 La fonction 1g : R — R est étagée (non en escalier) : n =1, ¢c; =1 et A; = Q dans (0.3). un

Remarque 0.5 Pour l'intégrale de Lebesgue les fonctions en escalier ne sont pas suffisantes : on aura besoin
des images réciproques 1;11(J ) out J est un intervalle de R (alors que l'intégrale de Riemann est basée sur les
images directes des 14(I) ou I est un intervalle de R). En particulier on aura besoin de : ua

Proposition 0.6 Si f : E — R, = [0,00] (“fonction a valeurs positives”), alors il existe une suite croissante
(fn)nen~ de fonctions étagées qui converge simplement vers f :

Vo € E, le fu(z) = f(2),
ie,Vx € E,Ve >0,3N, . € N,Vn >, ., |fn(z) — f(2)] <e. Idem pour f de signe quelconque.

Si de plus f est bornée alors la convergence est uniforme : ||f — fnlloo — 0, 01 ||9]]c0 def sup |g(x)|.
n—roo rcE

Preuve. f > 0 :pourn € N* et i =1,...,n2" on pose :

_q1.0—=1 1 i—1 ) _
Bui= (g gel) = (o o < f@) < 50} et Fa= [~ (mool) = {w: f() 20}, (0.4)
n2"
Donc, pour tout n, (U B,;) U F,, est une partition de E. Puis on définit les fonctions étagées f, par :
i=1
i1 i1
i=1 1=2

Faire un dessin. Il est immédiat que f, < f, que F, 11 C F,,, que

AR A R | j i
pour j = 22—17227 2777( < 2n+1’ W < %, donc Bn+1,j C Bn,i7 (06)

et donc f,(z) < fry1(x) pour tout x € E : la suite (f,) est croissante majorée par f.
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Soit z € E t.q. f(z) < oo, puis n t.q. f(z) < n, puis le i € [1,n2"]y t.q. z € B,,; i.e.

fulw) = 1< @) < o (07)

Alors | f(z) — fo(2)] = f(z) — fa(z) < 5=, donc (f,) converge simplement vers f en z. Et si f(z) = oo on a
fa(x) = n—p 40000 en z, donc (f,) converge simplement vers f. Donc (f,) converge simplement vers f
dans E.

Cas f de signe quelconque : on a f = fi — f_ ou fy et f_ sont les fonctions positives définies par f =
sup(f,0) et f— = —min(f,0); on construit les suites (f,+) et (fn—) associés, et on pose f, = fn+ — fn—. La
suite (f,) convient.

Cas f bornée > 0. Notons C' = ||f|loc = sup,eg |f(z)|. Alors pour tout n > C on a F, = (), et donc
fo =37 =11p  pour tout n > C. Donc pour tout z € E on a |f(x) — fa(x)| < 5 dés que n > C, par

n
définition des B, ;. Dot ||f — fulloco —n—o00 0. Cas f signe quelconque : démarche précédente. .

Exercice 0.7 Soit f = 1g : R — R la fonction indicatrice de Q I’ensemble des rationnels. Que valent F}, et les
B,, dans la preuve précédente, et que vaut donc f, ?

Réponse. (La fonction 1g est déja une fonction étagée au sens de la définition ) Fi=Q, fi =19 = f. Et (fa)n~
croissante < f, donc f, = f = 1g pour tout n.

Vérif : Pour n > 2, F, =0 et B =0 sauf Bpg ={2:0<1g(z) < 5x} =R—Qet Bnang1 = {z:1< 1g(z) <
inl} = Q, donc fn = 1Bn,2“'+1 = 1@ = f pour n Z 2. l.l

Exercice 0.8 Soit A, B € P(E). Montrer : 1yup = 141p ssi A= B.

Réponse. On a 141p = lanp car 1a(x)lp(x) =1ssiz € Aet z € B.
Donc 1aup =1algssi AUB =ANB.
Et AUB=ANBssiACANBet BCANB,ssi ACBet BC A,ssi A= B. un

0.2 Espace topologique

Soit un ensemble E.

Définition 0.9 Une topologie sur F est un ensemble de sous-ensembles de E, i.e. O C P(E), tel que :
1. 0 et E sont éléments de O,

2. O est stable par intersection finie, i.e., pour tout n € N* et pour toute famille (finie) (U;)i=1,..n € O™
ona(_, U €O,

3. O est stable par union quelconque, i.e., pour toute famille (U;);c; out I est un ensemble quelconque on a
Uies Ui € 0.

Les éléments U de O sont appelés les ouverts de E (ou les ensembles ouverts dans E).

Le couple (E, Q) est appelé espace topologique.

Exemple 0.10 Topologie O usuelle de R : celle engendrée par les intervalles ouverts |a, b] pour a < b. Elle
est appelée topologie borélienne, ou topologie usuelle. Et par exemple U; =] — 1, 1[ donne (;2, U; = [0, 1] qui
n’est pas ouvert : d’ou le finie dans le 2. de la définition .

Exemple 0.11 Topologie usuelle de R? : celle engendrée par les rectangles ouverts |a, b[x]c,d[ pour a < b et
¢ < d (les pavés ouverts). Elle est également appelée topologie borélienne, ou topologie usuelle. Idem dans R™

4 l'aide des pavés ouverts. un
Exemple 0.12 Pour tout E, O = {{), E'} est une topologie appelée la topologie grossiére. Exclue dans la suite. &a

Exemple 0.13 Pour tout E, O = P(FE) est une topologie appelée la topologie discréte. Utilisée pour la mesure
de Dirac, la mesure de comptage, les probabilités discrétes... =n

Définition 0.14 Si (E,Og) et (Z,0z) sont deux espaces topologiques, une application f : E — Z est dite
continue ssi I'image réciproque de tout ouvert de Z est un ouvert de E, i.e. ssi VV € Oz on a f~1(V) € Op.

Définition 0.15 Soit / un ensemble, soit (A4;);cr une famille de sous-ensembles de E, et soit F' = |J; A; C E.
La topologie engendrée par la famille (A;);cr est la plus petite des topologies sur 'ensemble F' pour laquelle les
A; sont ouverts (i.e. I'intersection de toutes les topologies pour lesquelles les A; sont ouverts).
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Exercice 0.16 Soit (A;);c; une famille de sous-ensembles de E contenant ), et soit O la topologie engendrée
par (A;)icr dans F' = J; A;. Montrer que U € Op ssi U est une union quelconque d’intersections finies de A;.

Réponse. Soit G ={B C E:3n € N, (ix)r=1,....n € I", B =(,_, Ai, } Pensemble constitué de toutes les intersections
finies de A;, et soit H = {Z C E : 3J ensemble , Vj € J, 3B; € G, Z = |J,., B;} 'ensemble constitué des unions
quelconques d’éléments de G.

11 s’agit de montrer que O = H.

D :soit Z € H;done Z =J,.; Bj ot B; = N, Ai, pour tout j. Donc B; € OF pour tout j (intersection finie),
donc Z € Op (union quelconque). Donc H C Op.

C : montrons que H est une topologie : si c’est le cas, comme elle contient I, elle contient la plus petite des topologies
engendrées, donc H D OF.

On a ) € H par hypothése. Comme F = J; A;, on a F' € H. Il est immédiat que H est stable par union quelconque
puisqu’une union quelconque d’union quelconques est encore une union quelconque. Il reste & montrer que H est stable
Ba et Y = Upe,, Cp deux éléments quelconques de H, les Ba et les Cp

jeJ

par intersection finie. Soient Z = |,
étant des intersections finies de A;. Comme 'union et 'intersection sont distributives I'une par rapport a ’autre, on a
ZNY = (Unes, Ba)NUges, C8) = Ua,pyes, xs,(Ba(1Cs) qui est bien une union quelconque d'intersections finies.

Pour un nombre fini d’intersection, on fait une récurrence immédiate. un

Exemple 0.17 Og étant la topologie (usuelle) engendrée par les intervalles ouverts de R, on déduit de I’exercice
précédent que tout ouvert est une union quelconque d’intervalles ouverts. En effet, une intersection finie d’inter-
valles est un intervalle : soit X =]ay, bi[N]agz, b2[. Si a1 < ag, on a soit by < ag et alors X = 0, soit ag < by < by
et alors X =Jasg, b1 [, soit by < by et alors X =]ay,b1[. Et idem si as < ay. Et récurrence immeédiate. =n

Exercice 0.18 Of étant la topologie (usuelle) engendrée par les intervalles ouverts de R, on a mieux : montrer :
si U € Ok (un ouvert), alors U est une union au plus dénombrable (unique) d’intervalles ouverts disjoints. (Ainsi
10, 1{U]2, 3[ est un ouvert réunion de 2 intervalles ouverts; et si U est ouvert alors U est “au pire” une réunion
dénombrable d’intervalles ouverts.)

Réponse. Soit x € U. Comme U est ouvert et les intervalles ouverts formant une base de voisinage, il existe un intervalle
ouvert inclus dans U contenant x. Notons ]a., b, [ le plus grand intervalle ouvert dans U contenant x, oit a,, b, € R. D’otlt
U = Ugeplas, ba[ (en particulier si U est connexe alors U est constitué d’un seul intervalle). Et dans chaque Jas, bz,

J¢. € Q t.q. ¢z €las, bs[, avec immeédiatement Iy, = I,. Donc U = | I,,. Comme Q est dénombrable, I'union est

az €U
au plus dénombrable. Et par construction les ouverts sont disjoints. Et ’unicité d’une telle union est immédiate. un

Exercice 0.19 Malheureusement le résultat précédent ne tient pas dans R? (et plus généralement dans R™
pour n > 2) au sens : les pavés ouverts ]ay, by[x]az, ba[ de R? engendrent la topologie usuelle de R?, mais un
ouvert de R? n’est pas une union dénombrable de pavés ouverts (non dégénérés) disjoints. Le montrer pour le
cercle unité. (Puis voir ’exercice suivant.)

Réponse. Soit D = {Z: ||Z||* < 1}. Supposons qu'’il existe une union | Jy. P; constituée de pavés ouverts disjoints non
dégénérés telle que Jy. Pi = D. Notons Py =]xz1, z2[x]y1, y2[, avec (xa—x1)(y2—y1) # 0 car P1 non dégénéré. Et on a
(z1,23¥2) ¢ Py (car Py est ouvert et (z1, 23¥2) est sur son bord, dessin), avec (z1, £45¥2) € D (strictement convexe),
et D = Jy. Pi, donc 3k € N*, k > 1, (z1, L4%2) € Py. Avec Py N P # () (union disjointe) donc (z1, “5%2) sur le bord

de Py, donc non dans P, (ouvert). Absurde. un

Exercice 0.20 Définition : Soit (F; = [a;, b;]);cr une famille d’intervalles fermés t.q. a; < b; pour tout i. Cette
famille est dite presque disjointe ssi les intervalles ouverts ]a;, b;[ sont deux a deux disjoints.

Montrer que si U € Og (i.e. U est un ouvert), alors il existe une famille dénombrable (F; = [a;, b;])ien-
presque disjointe d’intervalles fermés t.q. U = F;. Et cette propriété est conservée dans R” ot les F; sont
des pavés.

iEN*

Réponse. On pave R™ par les pavés cubiques [a1, a1+¢] X ... X [an, an+q] ol les a; sont des multiples de 2™ et ¢ =27
||

(pavés de volume 27™)™). (Voir par exemple Rudin [I7] p. 48.) =n

0.3 Intégrale de Riemann

Rappel, l'intégrale de Riemann étant supposée connue. Soit f : [a,b] — R continue, —o0o < a < b < 0.
Soit n € N* h = b;a, et x; = a+ih pour i = 0,1,...,n. Donc [a,b] = U;_,[xi—1, 2] avec x;—x;,_1 = h pour
tout ¢. Dessin. Soit & € [x;—1, ;] un point dans le i-éme intervalle [z;_1,z;]. On approxime f par la fonction
en escalier définie par : z €|x;—1,x;[ = fn(x) = f(&) (la valeur de f,, au point x; n’a pas d’importance). Donc

fn=>11 F(&) Y2, 2], définie “presque partout” dans [a,b] (voir la suite).

L’aire A(f) =note fab f(z)dx (notation de Riemann) “sous la courbe f” est approximée par A,(f) =
S (wi—xi—1) f(&), somme des aires des rectangles de largeur (z;—x;_1) et de hauteur f(&;). Et A, —, o0 A.



1 Ensembles, tribus et mesures

1.1 Tribus, espaces et ensembles mesurables, tribu borélienne

Soit £ un ensemble. Pour A C E, on note A = E — A le complémentaire de A dans FE.

Définition 1.1 Etant donné un ensemble E, une tribu (ou o-algébre) est un ensemble A C P(E) de parties
de FE tel que :

1. 0 et E sont éléments de A,
2. A est stable par complémentation, i.e., si A € A, alors A € A.

3. Aest stable par union et intersection dénombrable, i.e. si (A;);en+ € AN alors Nien+ Ai € Aet J;en- Ai €
A,

Remarque 1.2 Dans la définition précédente, il y a des redondances : une définition “minimale” équivalente est
(i) E € A, (ii) stabilité par complémentation, (iii) stabilité par union dénombrable. En effet (ii) et (i) impliquent
EY =0 € Aet (i) et (iii) impliquent ({J;cn- 4i)¢ = Nien- AY € A

Définition 1.3 Un ensemble F muni d’une tribu A constitue un espace mesurable noté (E,.A) (espace sur
lequel on va pouvoir construire des mesures).
Et les ensembles A € A sont appelés les ensembles mesurables de E.

Exemple 1.4 A= {(), E} est la tribu grossiére d E. o
Exemple 1.5 A = P(FE) est la tribu discréte de E (elle contient tous les singletons {z} pour x € E). o
Exemple 1.6 Pour AC E, A#0, A# E, A= {0, A, A E} est une tribu (importante en probabilités).

Exercice 1.7 Montrer que si A, B € A, alors B — A € A.
Réponse. B— A= B A°. un

Proposition 1.8 Une intersection quelconque de tribus de E est une tribu de E.
Preuve. Un élément de l'intersection appartient a toutes les tribus et donc vérifie 1., 2., 3. un

Définition 1.9 Soit F' = (A;);cs une famille de sous-ensembles de E, ou I est un ensemble quelconque (dénom-
brable ou non). L’intersection de toutes les tribus contenant (A;);cs est appelée tribu engendrée par la famille
(A;)ic1, souvent notée o(F) (co-algébre engendrée par la famille F). Construite & lan remarque [1.13]

Définition 1.10 Si (E, Q) est un espace topologique, on appelle tribu borélienne la tribu o(Q) engendrée par
les ouverts de E (c’est la plus petite tribu contenant la topologie O, ou encore, c’est l'intersection de toutes les
tribus qui contiennent la topologie O). Ses éléments sont appelés les boréliens.

Exemple 1.11 Cas particulier du langage : la tribu borélienne de R, notée Ag, est la tribu engendrée par les
intervalles ouverts. Donc dans R, I'usage du mot tribu borélienne indique que R a été préalablement muni de
sa topologie usuelle, celle engendrée par les intervalles ouverts.

On vérifie immédiatement que les intervalles ouverts, fermés, semi-fermés, bornés ou non, sont dans la tribu
borélienne (en particulier, les singletons A = {z} = [z, 2] sont dans la tribu borélienne). Et on voit que Ag est
également, par exemple, la tribu engendrée par les intervalles | — oo, b pour b € R.

(La tribu borélienne de R est strictement incluse dans P(R), voir remarque On montre également que
la tribu borélienne de R a “seulement” la puissance du continu, dit de cardinal 2", contrairement & P(R).) ot

Proposition 1.12 (Tribu par restriction.) Soit (E, Ag) un ensemble mesurable, soit F C E, et soit Ap =
{ANF: A€ Ag}. Alors Ap est une tribu sur F, et (F, Ar) est un ensemble mesurable.

Preuve. 1-Ona A =0 € Ag, donc DNF = € Ap. 2- Soit B € Ap, donc B = ANF avec A € Ag.
On a AY € Ag (tribu), donc F — B = F — (ANF) = F N A® € Ap : le complémentaire de B dans F
appartient & Ap. 3- Soit (B;)y+ une famille dans Ap. Donc B; = A; N F pour tout i ou 4; € Ag, donc
U;L:l Bl = U?:l(Al N F) = (U?:l AZ) NF e AF (d1str1but1v1té) un
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Remarque 1.13 La construction d’une tribu engendrée o(Z) par une famille Z = (4;);c; de sous-ensembles
de E n’est pas aussi simple que celle de la construction d’une topologie engendrée par cette méme famille,
cf. exercice Cette construction peut étre faite par “récurrence transfinie” (ou “induction transfinie” ou
“construction transfinie”).

Exemple pour la tribu borélienne de R on a Z = O ’ensemble des ouverts. Les étapes sont :

0- si Z est une famille d’ensembles, on note Z, ’ensemble des unions dénombrables et Zs ’ensemble des
intersections dénombrables.

1- Soit Zy = {ACR: A€ O ou A° € O} 'ensemble des ouverts et des fermés (“= O J(0)7).

2- Soit Z1 = (Zp)s U(Zp)s et par récurrence Z, 11 = (Zn)o U(Z0n)s.

3- On montre que o(Z) = |~ Zy, i.e. que tout élément de la tribu appartient & un Z, (quitte & prendre
n suffisamment grand) : le sens DO est immédiat. Le sens C est moins immédiat : il s’agit de montrer que
Zoo =U,—1 Zy est bien une tribu : il est immédiat que toute autre tribu contenant O doit contenir Z.,. Tout
d’abord il est non vide car contient Zy O O.

La stabilité par passage au complémentaire : si A € Z, alors il existe n € N tel que A € Z,,. Montrons que
AC € Z, (donc € Z,) : c’est vrai pour n = 0 par construction de Zy. Supposons que ce soit vrai pour n—1 (i.e.
si B€ Z, 1 alors BY € Z,,_1).Si A€ Z, alors A est de la forme A = (UnBi) U(Ny Cj) oules B;, C € Zy, 1,
done A€ = (Ug B N C)C = (M BY)NUx €€) € (N BYUUs € € (Za-1)s UZu)o = Zs -
on a bien A® € Z,,.

La stabilité par union dénombrable : soit (A;);en une famille dénombrable dans Z..,. Notons «; € N tel que
A;j € Zo,. On a alors ;2o A € U2y Za, C Zoo.

Rappel : le translaté de ¢ d’un ensemble A est 'ensemble t+A = {& =t+a, a € A} (ie. x €t+Assidac A
t.q- * = t+a). En particulier le translaté d’un intervalle est un intervalle. On en déduit que le translaté d’un

borélien dans R est un borélien. un

1.2 Mesure d’ensembles, espace mesuré

Soit (E,.A) un ensemble mesurable.

Définition 1.14 Une mesure positive (ou plus simplement une mesure) sur la tribu 4 est une application
. A =Ry =10,00]
positive non nulle  : t
A = p(A)
L pu(®) =0,
2. u est o-additive (propriété d’additivité dénombrable), i.e., pour toute famille dénombrable (A;);en+ d’en-
sembles mesurables 2 a 2 disjoints on a p({J;cn. Ai) = Doy p(Ai) -

si (A;)ien- € AV et si, Vi, j € N¥, 4, ﬂAj =0, alors p( U A;) = Z,u(Ai). (1.1)
i=1

iEN
3. E est réunion dénombrable d’éléments de A de mesure finie, i.e., E = J;°, A; avec p(A;) < oo pour tout
1€ N,
Et u(A) est appelée la mesure de I’ensemble mesurable A € A.
Définition 1.15 Un espace mesurable (E,.4) muni d’une mesure p est noté (E, A, u), et est appelé espace
mesuré.

Cas particulier : si u(F) = 1, alors p est appelée mesure de probabilité, et (E,.A, ) est appelé espace
probabilisé.

Exercice 1.16 Montrer que 2. implique 1. (donc 1. est redondant dans la définition [1.14)).

Réponse. On prend As = Ay = ... = ) dans 2, et donc quand A; N Az =0 on a pu(A1 U Az) = (A1) + p(Az).
Puis soit A1 € A t.q. p(A1) < co. Un tel A; existe car une mesure vérifie 3.. Et A, = 0 € A. Et A; et () sont disjoints
(A1N0=0). Dot (A1) = p(A1 U0) = p(A1) + pu(0), dou u(0) = 0. o

Exercice 1.17 Montrer que si A, B € Aet A C B, alors pu(A) < u(B).
Réponse. B = A|J(B — A) avec A(\(B— A) = 0. wn

Exemple 1.18 ' = R muni de sa tribu borélienne Ag : la mesure usuelle py, dite mesure de Lebesgue, est
définie par : Va,b € R, a < b,
we([a,b]) =b—a (la longueur de [a, b]). (1.2)

En particulier us([a, a]) = 0 = pue({a}) pour tout a : on dit que py est une mesure “diffuse” (ou sans atome ou de
densité). Vérifier que uy est une mesure sur Ag n’est pas simple (le point 3. de la définition est immeédiat :

R = UneZ[n - 1,71]).
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Point le 2. de la définition [L.14] voir par exemple Muthukumar [10], Rudin [I7], Villani [18]... (Le §[8.6|donne
une idée de la démonstration & ’aide de la mesure extérieure).
Ainsi l'espace (R, A, 1) est un espace mesuré. "

Exemple 1.19 Sur la tribu A = {§), E'}, la fonction p définie par p(@) =0 et u(E) = 1 est une mesure.
En revanche, toujours sur A = {0, E'}, la fonction définie par u(0) = 0 et u(F) = oo n’est pas une mesure

(le point 3. n’est pas satisfait). ua

Exemple 1.20 (Mesure de Dirac p = §,) Soit F un ensemble muni de sa tribu discréte A = P(E), et soit un
point x € E. Pour A € A on pose :

=1 sizeA, .
0. (A) { —0 sizgA ie. 0:(A) = 14(x), (1.3)

ot 14 est la fonction indicatrice de A, cf. (0.1). On vérifie que p = d,, est bien une mesure : le point 3. est donné
par 6,(F) = §,({z}) = 1. Le point 2. est donné par : si (A;)n+ est une famille d’ensembles mesurables 2 & 2
disjoints, alors un au plus des A; contient zx.

Remarque : si ¢ € E alors . est une mesure de probabilité car §.(F) =1, i.e. 1g(c) = 1.

Comme 6, ({z}) = 1, la mesure J, n’est pas une mesure “diffuse” (la mesure d’un singleton n’est pas néces-

sairement nulle), contrairement a la mesure de Lebesgue. n

Exemple 1.21 (Mesure de comptage) On prend F = (z;);en un ensemble dénombrable et A = P(E) (tribu
discréte). On pose :

p=Y 6., ie. VA€A p(A)=) la(z) (1.4)
i=1 i=1
1(A) compte le nombre de points x; dans A. On vérifie que c’est une mesure. un

Exemple 1.22 (Mesure atomique) On prend E un ensemble quelconque et A = P(F). On se donne une suite
(z1)ien+ de points de E, et une suite (\;);en+ de réels, et on pose

o0 oo
p=> Xba, ie  VA€A p(A)=> Nla(x). (1.5)
i=1 i=1
On vérifie que c’est une mesure. En particulier §, est une mesure atomique. .

Exemple 1.23 (Mesure de Stieljes) On prend E = R, A la tribu borélienne et F' : R — R une fonction réelle
croissante. On pose, pour tout a,b € Rsia <b:
déf
pr(a,8]) & F(br) - Fa-), (1.6

F(b+) = limp>o0,n—0 F(b+ h) et F(a—) = limps0,n—0 F'(a — h). Faire un dessin. Et F' étant croissante, on a
F(b+) = infy~p F(z) et F(a—) = sup,, F(x) qui existent toujours.

F est appelée primitive de up (définie & une constante pres).

Cas particulier F' est continue : pup([a, b)) =3 F(b) — F(a).

Et en particulier lorsque F'(z) = x, alors pp est la mesure de Lebesgue. un

Exercice 1.24 Vérifiez que pour une mesure de Stieljes donnée et b > a on a :

pr(la,b]) = F(b—) — F(a—),

pr(la,b]) = F(b+) — F(a+),

pr(Ja, b)) = F(b—) — F(a+), (1.7)
pr({a}) = F(a+) — F(a—) noté [F](a) (saut de F en a).

Réponse. Par définition ur({a}) = pr([a,a]) = F(a+) — F(a—), i.e. (L.7)4.

Et [a,b] = {a}U]a,b], union disjointe, donne ur([a,b]) = pr({a}) + pr(a,b]), soit F(b+) — F(a—) = F(a+) —
F(a—) + pr(Ja,b]). Dot (L.7)2. Idem pour les autres cas.

Autre démonstration. Pour tout h > 0 tel que b—h > a :

pr([a,b=h]) = F((b=h)+) = F(a—) — F(b—) — F(a—),

car F((b—h)+) < F(b—) pour tout h>0, et F((b—h)+) > F(b— ¢) pour tout € dés que h < . De méme pour les autres
| |
cas. L]
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Exemple 1.25 Mesure de probabilité : c’est le cas de la mesure de Stieljes ou F (croissante) est continue &
droite et est telle que F(—o0) = 0 et F(co) = 1. En particulier on a :

pr(] — oo, t]) = F(t). (1.8)
Et F est appelée fonction de répartition de la probabilité u.

Exemple : F' = 1| [ est la fonction de répartition de la probabilité J. sur R, et F' est une primitive de .,
voir cours de distributions. un

1.3 Propriété essentielle : une mesure est monotone

Définition 1.26 Soit (A, )1<n<co € ’P(E)N* une suite de sous-ensembles de E.
Elle est : croissante ssi Vn € N* A,,1DA, ; décroissante ssi Vn € N*, A, 1CA, ; monotone ssi elle est
croissante ou décroissante.

. . noté ..
Si (A,,)n+ est croissante, on note U A, = lim A,.
n—oo
neN*
. . . noté ..
Si (A,,)n~ est décroissante, on note ﬂ A, = lim A,.
N n— 00
neN*

Proposition 1.27 et définition. Soit (F, A, i) est un espace mesuré et (A, )nen+ une suite dans A.
1- Si (A,,)n+ est croissante alors p( U Ap) = lim p(A,), ie.
n—o0
neN*
(Ap)nen~ croissante = pu(lim A,) = lim u(Ay). (1.9)

n— o0 n— oo
On dit qu’une mesure p est croissante. Donc lim,,,~ p(Ay,) = p(lim,— o A,) pour les suites croissantes, et on

dit : “on passe a la limite sous p pour les suites croissantes”.
2- Si (Ap)nen- est décroissante et si de plus pu(A;) < oo alors on a également (1.9).

Preuve. 1- {J, - An € A car A est une tribu. On pose By = A et By 1 = Anp1—A, pour n>1 (les B, sont
les “couches successives de 'oignon A”). On a B; € A car A est une tribu, A4, = {J;_, Bx (immédiat), et les By,
sont 2 & 2 disjoints (immédiat), donc J,,cnx An = Upen+ Br et (U, en- An) = D ren- #(Bk) car p (mesure)
est o-additive, avec Y, o p1(Br) = limy oo (35— (By)) (série de termes positifs) = limy, o0 (1> 5_; Bk))
(somme finie) = lim,,_,~ p(Ay), cqfd.

2- Démonstration similaire. N.B. : 'hypothése u(A;) < oo est nécessaire : sinon eg. prendre A4, =
{n,n+1,....}, on a (Ap)y+ décroissante, A, —n_00 0, donc p(lim, o A,) = 0, alors que p(A,) = co pour
tout n. .

Remarque 1.28 On considére (R, Ag) 'espace borélien réel usuel, et pp la mesure de Lebesgue sur R. Alors
si Ae AR, on a M@(A) = inf{ug(U) :UeO,UD A}

Pour le voir, on définit 4 : Ax — Ry par p(A) = inf{u(U) : U € O, U D A}. On montre que u est bien
une mesure, et qu’elle est égale & py sur les intervalles ouverts. un

1.4 Ensembles y~-négligeables, ensemble de Cantor
1.4.1 Ensembles p-négligeables

Soit (E, A, 1) un ensemble mesuré et A € A
Définition 1.29 A est p-négligeable ssi u(A) = 0.

Exemple 1.30 Pour la mesure de Dirac ., si @ & A, alors 0, (A) = 0 et A est d,-négligeable. Et si x € A, alors
0-(A) =1 et A n’est pas négligeable. ua

Exemple 1.31 Pour la mesure de Lebesgue py, tout ensemble dénombrable est négligeable (eg. us(Q) = 0). Et
un ouvert non vide n’est jamais négligeable (il contient un intervalle ouvert non vide). .
1.4.2 Ensemble de Cantor

Pour la mesure de Lebesgue py, il existe des ensembles négligeables qui sont non dénombrables. Exemple :
I’ensemble de Cantor, construit comme limite de la suite de fermés emboités dont les premiers termes sont :

Ap =1[0,1]
A = [O,%}U[g,l} (1.10)
Az = 0, 51Utz 51U, SIUES 1)

L au centre de chaque intervalle restant. Faire un dessin.)

(On enléve 3

10
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La suite (A,) est décroissante. L’ensemble A, = lim, o0 Ay = ), cy An €st mesurable borélien comme
intersection dénombrable de fermés. Et il est immédiat que ju(A,) = 2 g(A 1) = (2)™ et donc qu’a la limite
te(As) =0, ie. Ay est pug-négligeable.

Et A, est non dénombrable : A, contient les bords de A, pour tout n, et sachant que Ay a 2 bords et
A, 41 a deux fois plus de bords que A, on déduit que A,, a 2”1 bords. D’oi1 A, contient au moins 2" éléments
(puissance du continu voir annexe E[) et est donc non dénombrable.

Remarque 1.32 A, est compact comme intersection dénombrable (1, .y A, de compacts (chaque A, est par
construction fermé et borné). Et A, n’a pas d’intérieur (il ne contient aucun ouvert, ou encore son complémen-
taire est partout dense) : s’il contenait un ouvert, il contiendrait un intervalle ouvert Jz—e, z+¢e[ pour z € R et
un ¢ > 0. Or par construction A,, contient des intervalles disjoints de largeur = 3w~ Donc quel que soit € > 0 en
choisissant n t.q. 3% < g, A, ne contient pas de tel intervalle, et Ao, C A,,. .

Remarque 1.33 L’ensemble de Cantor permet de définir une fonction f continue croissante sur [0, 1] telle que
f(0) =0et f(1) =1 dérivable presque partout, i.e. dérivable en tout point de [0,1] — A avec A négligeable, et
telle que f’(x) = 0 presque partout, i.e. pour tout x € [0,1] — A, ou A est négligeable.

C’est la fonction déﬁnie qui sur [}, 2] vaut % (intervalle manquant de A), qui sur [, 2] et [T, 8] vaut
respectivement 7 Let 3 7 (cf intervalles manquant de As)... Et f est bien constante au voisinage de chaque point
de [0,1] — A. Falre un dessin.

Pour la mesure de Lebesgue, f est donc dérivable “partout ot on la voit”, car un ensemble A négligeable (=
de mesure nulle) est un ensemble “invisible” pour l'instrument de mesure “la mesure de Lebesgue”. Et partout
o on la voit on a f’(z) = 0 (on dira plus loin que f’ = 0 preque partout), mais f n’est pas constante (bien
que f soit continue). En particulier f(z) # fo f'(t)dt : donc f n’est pas la primitive de sa dérivée (1a ou elle
existe), bien que fo (t) dt soit bien deﬁme au sens de l'intégrale de Lebesgue (voir plus loin).

Cette fonction de Cantor est un exemple de fonction qui est continue mais qui n’est pas absolument continue,
i.e. telle que f n’est pas 'intégrale de sa dérivée : f(x) 0) # fo t) dt. Attention, ici la dérivée n’est définie
que presque partout, et la notation de I'intégrale est celle de Lebesgue (1 1ntegrale de Riemann est insuffisante). £

Exercice 1.34 On a vu que ’ensemble de Cantor est un ensemble non dénombrable d’intérieur vide et de
mesure nulle. Construire un ensemble B non dénombrable d’intérieur vide et de mesure non nulle.

Réponse. On reprend le procédé de Cantor en partant de By = [0, 1], mais au lieu supprimer un intervalle de largeur

% au milieu, on supprime un intervalle de largeur 1—c; ot ¢1 €]0,1[. On obtient Pensemble By = [0, <] U [1-<,1]
avec jiy(B1) = c1 et By contient deux intervalles de longueur %, donc p¢(B1) = c¢1. Puis on continue en supprlmant un
intervalle de largeur 1—cz,01t c2 €]0, 1[, pour obtenir By = [0, 2 L]U[F — 2%, 4] U... avec donc p(Bz2) = cicz, et Ba

€1 c2
5 o e

On a construit un ensemble B, tel que p¢(Br) = cica...cn et By ne contient que des intervalles de longueur 01‘2',;,6”.

ne contient que des intervalles de longueur

A la limite on obtient ensemble Bo tel que we(Bss) = cica.. . Soit ¢ €]0, 1[. Choisissons les ¢; €]0,1] tels que
1e(Bso) = ¢ (en particulier tous les B, veérifient ,ug(Bn) ) Donc [I=, ¢ = ¢ donc > ;2 In(c;) = In(c), donc
> 112]((%) =1=5%7, 21. On choisit les ¢; t.q. 11?‘((%) = 2“ soit ¢; = 2% . Comme Boo a le méme nombre de points que

I’ensemble de Cantor, cet ensemble est non dénombrable. Et comme pour ’ensemble de Cantor, B n’a pas d’intérieur

puisque B, ne contient que des intervalles de largeur <5 < 2% (pour Cantor on a ¢, = % pour tout n). Donc B = B

convient. un

1.5 Tribu étendue A,

Il est pratique mathématiquement de considérer une tribu “étendue”

Définition 1.35 Soit B € P(E). S’il existe A € A p-négligeable (u(A4) =0) t.q. B C A, alors B est également
dit p-négligeable (bien que non mesurable a priori), et on note u(B) = 0.
Un ensemble B € P(E) est dit p-mesurable s’il est égal p-presque-partout & un ensemble A mesurable
(A€ A),ie si ANBC et BN A® sont pu-négligeables (faire un dessin), i.e. si :
WAE = B)) = 0 = u(B\(E - A). (1.11)

Et on dit alors que B = A p-presque-partout, et on définit la mesure de B par u(B) = u(A).
Et si B est p-négligeable, on dit que p est portée par B¢ = E — B.

Proposition 1.36 Les ensembles ji-mesurables engendrent une nouvelle tribu A, (qui contient A).

Preuve. On le vérifie facilement. Exercice. un

11
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Remarque 1.37 En général, A, ¢ P(E), i.e. il existe en général des sous-ensembles de E qui sont non p-
mesurables.

Exemple (Vitali, 1905) dans R muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue py :

(i) On considére la relation d’équivalence : xRy ssi y — x € Q (réflexive, symétrique, transitive : immédiat).
Pour z € R, on note & = {z + ¢ : ¢ € Q} la classe d’équivalence de z.

(ii) L’axiome du choix permet de former un sous-ensemble A de R en choisissant un et un seul point a, dans
chaque classe d’équivalence &. (Et A est 'ensemble de Vitali= I’ensemble des représentants choisis.)

(ii)” Supposons que A est pg-mesurable.

(iii) Montrons alors que |J,cq(q+A) = {qg+ A : g € Q} ="' P est une partition dénombrable de R.

(iii); L’union vaut R : soit « € R, soit a, le représentant de & dans A, donc ¢ = x—a, € Q,x = g+a, € ¢+ A,
donc x € P, donc P D R, donc P =R.

(iii)2 L’union est une partition : sinon 3¢1,¢2 € Q, 1 # g2, et Iz € (1 + A)N (g2 + A); donc . = ¢1 + a1 =
g2 + as ol a1,az € A, donc as — a1 = g2 — q1 € Q, donc a;Ras, donc a1 = as, donc a; = as (le représentant
choisi par construction de A), donc g2 = ¢;. Absurde puisque ¢; # g2. Donc 'union est une partition.

(iv) Supposons que A est mesurable, i.e. A € A (tribu borélienne de R). Donc tout translaté B, = ¢+ A € A
est un borélien, voir remarque m Donc si A € A, (tribu borélienne étendue de R) alors By =g+ A € A,,.
donc 'union dénombrable P = J cq(q+A) € A,

On a [0,1[= [0, 1[NR = [0, 1[NP = [0,1["(U,eq(91+A4)) = U,eq([0; 1[N (g+A)), union disjointe de [0, 1[ (car
[0,1[N(g+A) C (g+A) et(iii)). Donc

1= pe((0,1) = - e (0.0 Va+4)) = D pae(I-0.1 - gl 4)
q€Q q€Q
= > {Zﬂe([—q+k,1—q+k[ﬂfl)} = > wi{l ([—q+k,1—q+k[ﬂA)}7

g€(0,1[NQ keZ g€[0,1[NQ kEZ

car P'union “(J, ., est disjointe (puisque si k1 # ky alors [—q + k1,1 — ¢ + ki[[—q + k2,1 — ¢ + k2[= (). Et

donc (distributivité de N) :
1= > w@®AH= D wmA). (1.12)

q€[0,1[NQ q€[0,1[NQ
(v) (1.12) est absurde : on ne peut n’y avoir pg(A) = 0, ni avoir pe(A) # 0 : donc (i)’ est absurde, donc A
n’est pas pg-mesurable. un

Remarque 1.38 Dans les applications “ingénieur” des mathématiques appliquées, les sous-ensembles de R
seront tous mesurables pour la mesure de Lebesgue : on ne sait pas exhiber explicitement un ensemble qui n’est
pas mesurable (méme si on sait qu’il en existe grace a 'axiome du choix, cf. remarque précédente). .

1.6 Notion de p-presque partout (u-p.p.)

Rappel : Soit E un ensemble. Soit Z une affirmation (une assertion) sur E. Soit :
V={xcE:Z()vrai} et F={xcE:Z()faux} (donc F=VO). (1.13)

On dit que Z est vraie sur F, ssi Z est “vraie partout”, i.e. ssi elle est vraie en tous les points de FE, i.e. ssi
V=EFie.:
“Zvral? <= F=10 (1.14)

Définition 1.39 Z est dite vraie p-p.p. (u-presque-partout) ssi F' € M, i.e. ssi F' est p-mesurable et pu-
négligeable :
“Z vrai u-p.p.” <= u(F) =0, (1.15)

a comparer avec (1.14]). On dit également “Z p-p.p. vrai’.

Interprétation de ([1.15) : la mesure p “ne voit pas” ’ensemble des points ou c’est faux : u(F) = 0. Donc
“Z est vraie pour u”.

Exercice 1.40 Soit iy la mesure de Lebesgue sur R. Montrer que u(N) = 0 et 1 (Q) = 0. En déduire que la
propriété “tous les réels sont irrationnels” est une propriété vraie pg-p.p..

Réponse. On a N C R ot N = [, y{n} est une union dénombrable d’ensembles (les singletons) deux a deux disjoints,
donc pe(N) =3 we({n}) = > 40 =0 car ¢ est une mesure.

On a Q C R et Q dénombrable : il existe une bijection f : N — Q. Donc pe(Q) = pe(f(N)) = pe(U,en{f(n)}) =
Y nen e({f(n)}) =0, car union dénombrable de singletons distincts 2 a 2. un
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13 1.7. Fonctions égales p-p.p.

L’ensemble F' n’est pas toujours facile & caractériser. On utilise souvent un ensemble A plus grand que F,
t.q. u(A) = 0 et A facile & caractériser. On note :

Moo ={A e A:pu(A) =0}, (1.16)

I’ensemble des ensembles p-négligeables. Donc si A € M, alors A est un ensemble qu’on “ne voit pas” quand
on le regarde avec la mesure p.

Proposition 1.41
“Z vrai p-p.p.” <= JAe M, o t.q.: Yz € E— A on a“Z(zx) vrai”. (1.17)
(Un tel A contient F.)
Preuve. F¢ = {x € E: Z(z) vrai}) est mesurable car complémentaire d'un ensemble mesurable.
= : supposons (Z vrai u—p.p.), ie. u(F) =0, cf. 1) On a, Yo € FY, Z(x) vrai. Donc il existe bien un
Aec A, asavoir A=F, t.q. u(A) =0et, Vo € AC Z(z) vrai.

<« : supposons le membre de droite de (1.17) : il existe 4 € A, t.q. u(A) =0 et, Vo € A®, Z(z) vrai. Donc
A® cV =FY donc F C A, donc u(F) < u(A) =0, donc u(F) = 0 (une mesure est positive). o

Rappel : Soit Z une affirmation (une assertion) sur E.
“Z est faux’ & négation de “Z est vral” < 3Jz € E, Z(z) faux < F # 0, (1.18)

cf. (1.14)).

Définition 1.42 Notation : On dit que Z est faux au sens p-p.p. ssi u(F) # 0, et on note :

“Z est faux pu-p.p.” def négation de “Z est vrai u-p.p.” < u(F) #0, (1.19)
cf. (L.I5). On dit également “Z p-p.p. faux” (donc Z est faux sur un ensemble qu’on voit).
Proposition 1.43 Z est faux p-p.p. ssi il existe un ensemble non négligeable sur lequel A est faux :

“Z est faux p-p.p.” <= JA € At.q. u(A) #0et,Vz € A, “Z(x) faux”. (1.20)

Interprétation : “Z est faux u-p.p.” ssi la mesure p “voit” un ensemble A sur lequel A est faux (ce n’est pas nécessai-
rement F' tout entier).

Preuve. = : supposons “Z est faux p-p.p.”. Donc u(F) # 0, cf. (1.15]). Donc il existe A, a savoir A = F, t.q. u(A) #0
et Ve € A= F on a “Z(x) faux”.

< : supposons le membre de droite de (1.20). On a A t.q. u(A) > 0 et Vo € A, “Z(z) faux”, donc A C F', donc
w(A) < p(F), donc u(F) > 0, et on utilise (1.15)). 7

Remarque 1.44 On a, par négation de (1.17) :
“Z est faux p-p.p. <= VA€ Myo, 3z € E— A, “Z(z) faux”. (1.21)

Ce résultat sera peu utilisé. un

1.7 Fonctions égales yu-p.p.
Rappel : avec on a: (f = g) ssi (Vx el f(x)= g(z)), ie. :

(f:g) = {rcE: f(x)#g(x)} =10 (1.22)
< Vz € E, f(z)=g(z).
Soit f et g: E — R deux fonctions py-mesurables. On a, cf. :
(f=gupp) < p{zeE: f(z)#g(z)})=0 (1.23)

= JA € My, Yz € A°, f(z) = g(z),

et on dit alors que f = g p-p.p., ou encore f = g & un ensemble p-négligeable prés. A comparer avec (1.22).

13



14 1.8. Fonctions nulles p-p.p. (fonctions p-négligeables)

Exemple 1.45 1p = 0 p-p.p- (la fonction 1g est négligeable pour la mesure de Lebesgue).

Soit f = 1ja,3) €t g = 1j2.31. On a f = g partout sauf pour x € {2,3}. On a p,({2,3}) = 0, donc f = g p1e-p.p.
(pour la mesure de Lebesgue).

En revanche f # g do-p.p. (pour la mesure de Dirac d2). En effet f(2) # g(2) avec §2({2}) =1 # 0; le
singleton {2} n’est pas négligeable pour la mesure d. un

Exemple 1.46 Et (1.20) donne :

(f#gmpp.) = pllze B f@)# g(x)}) #0
= JA¢ Mo t.q. Vo € A, f(z) # g(z),

(1.24)

i.e. “la mesure y voit un ensemble A (on a pu(A) # 0) sur lequel f # ¢”. A comparer avec la négation de ([1.22) :

(1 #9) <= FeB, f(@)#g(a). (1.25)
Exemple pour f = 1jp5) et g = 1jp 5 avec p = 0o + 03 : ici My = {A CR: 2,3 ¢ A}. Et il existe A ¢ M,
par exemple A = {2}, t.q. f(x) # g(x) pour tout = € A (i.e. pour x = 2). ’a

Exercice 1.47 Vérifier que la négation de (1.23)) est :

(f #g ,u—p.p.) = VYA€ My, Iz € A9, f(2) # g(z). (1.26)

Appliquer & Pexemple f = 133 et g = 1)3 3 avec p = da.

Réponse. Le contraire de (3z € Z t.q. “Propriété”) est : (Vz € Z on a “Propriété fausse”).

Le contraire de la propriété : (Vz € A on a f(z) = g(z)) est : (3z € A“, f(z) # g(z)). D'out .

Exemple pour f = 1j25) et g = 1j2 5 avec pu = 2 : la propriété (VA € M,,0) s’écrit dans ce cas: (VA CR t.q. 2 ¢ A).
Donc pour A € Mo on a2 € A%, et f(2) # g(2). .

Exemple 1.48 Convergence pu-p.p.. Rappel : une suite (f,,)y+ de fonctions converge simplement vers une fonc-
tion f ssi elle converge “en tout point” :

(fn njgofsimplement) <— VaxeE, f[fulz)— flx). (1.27)

n—oo

Une suite (f,,) de fonctions converge pu-p.p. (converge “presque partout”) vers une fonction f ssi :

(fo= fupp) = B ful@) 2 f@)} =0
= JAe My, tq.Vze A°, fulz) — f(2),

n— oo

(1.28)

i.e. ssi Vensemble {x € E : f,(x) 4 f(x)} est pu-négligeable.

En particulier, si la suite converge simplement alors la suite converge u-p.p.. La réciproque est fausse :
exemple avec la mesure de Lebesgue : f, = 1) 1) et f(0) = (=)™ : on a f, —n—o0o 0 we-p.p., alors que
(fn(0))n+ ne converge pas. ' o

1.8 Fonctions nulles p-p.p. (fonctions p-négligeables)

On introduit la relation d’équivalence des fonctions égales u-presque partout : si f et g sont mesurables, on
pose :
fRg < [f=gupwpp,

< dAeMy, VeeE-A f(zx)=gx), (1.29)

< f=g+h : JAeM,, VreE-A hz)=0.
i.e., les deux fonctions f et g sont égales & un ensemble de mesure nulle prés. Et R est bien une relation
d’équivalence dans Fj; (réflexive, symétrique, transitive : immeédiat). Et la classe d’équivalence d’une fonction f
mesurable est I’ensemble :

noté ;

classe(f) ={g € Fu:gRf} = f.

En particulier, la classe des fonctions nulles presque partout, dite “ensemble des fonctions négligeables” (pour
la mesure p), est : _
N =classe(0) =0={f € Fp: f =0 pu-p.p.}. (1.30)

Exercice 1.49 Montrer que f € N ssi 34 € Mo t.q. 1g_af = 0.
Réponse. C’est ((1.29)2 avec g = 0. n
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Donc : '
fRgy <= f—ge. (1.31)

Remarque 1.50 Interprétation : f et g sont p-p.p. égales ssi I'instrument de mesure g ne peut pas les diffé-
rencier. .

Exemple 1.51 Pour la mesure de Lebesgue la fonction 1g est nulle p-p.p. : on a 1g € N' = 0, i.e. i@ =0,
i.e. 1gRO. Ainsi pour la mesure de Lebesgue on a us(1g) = 1e(0), et Uinstrument de mesure p, ne fait pas la
différence entre 1g et la fonction nulle. De méme si on remplace Q par un ensemble fini ou dénombrable, ou par
I’ensemble de Cantor par exemple. un

Exercice 1.52 Montrer que f “non nulle” p-p.p. ssi :
3B ¢ Muo, Yz e B, f(z)#0, (1.32)

i.e. f est non nulle sur tout un ensemble vu par la mesure u.

Réponse. f nulle p.p. : 34 € Mo, Vo € A®, f(z) = 0. Négation :
VA€ Mo, 3Jwe A°, f(z)#0. (1.33)

Supposons ((1.32)). Soit B t.q. (1.32). Montrons (1.33). Soit A € M o, donc 1- soit AN B = () auquel cas B C A et c’est
trivial, 2- soit AN B # § auquel cas A° N B # (), car A N B = () implique B C A, donc u(B) = 0, absurde : il existe
donc 2 € A N B t.q. f(x) #0.

Supposons ([1.33). Montrons (1.32)). Soit N = {z : f(x) # 0} (’ensemble des non-zéros de f). Montrons que p(N) # 0,
et on prendra alors B = N. Sinon u(N) = 0, donc f est nulle p.p.. C’est la négation de ([1.33)) : absurde. Donc p(N) # 0. uu

2 Fonction A-mesurable

2.1 Définition

On se donne un espace mesurable (E, Ag). Pour le moment on ne dispose pas de mesure.

On cherche a savoir quand une fonction f : F — R est “mesurable” (ou “intégrable relativement & une
mesure £”) : il va falloir que f ait un sens sur les ensembles mesurables A C Ag. On pourra alors, pour A € Ag
et aprés introduction d’une mesure pu, définir fA fdup, en commencant par définir fA ladu —def wu(A), puis en
approchant f par des fonctions étagées.

Définition 2.1 Soit R muni de sa tribu borélienne Ag. Soit f: E — R.

1- f est dite Ag-mesurable ssi f~1(] — o0, a]) € Ag pour tout a € R.

1’- f est dite Ag-mesurable ssi f~1(] — co,a[) € Ag pour tout a € R.

2- Ou de maniére équivalente ssi pour tout intervalle I de R on a f~1(I) € Ag.

3- Ou de maniére équivalente ssi pour tout U ouvert de R on a f~1(U) € Ag ('ensemble f~1(U) appartient
aAg).

4- Ou de maniére équivalente ssi pour tout borélien I de R on a f~(I) € Ag.

Lorsque le choix de la tribu Ag est implicite, on dit simplement que f est mesurable au lieu de A g-mesurable.

Et si f: E — R alors, notant Dy = {z € E : |f(z)] < oo} = f~'(R), la fonction f est Ag-mesurable ssi
Dy € Ag (est mesurable) et fp, (la restriction de f & Dy) est Ag-mesurable, ot on a muni Dy de la tribu Ag
restreinte & Dy (voir proposition [1.12).

Exercice 2.2 Montrer que les différentes définitions 1-, 1’-, 2-, 3-, 4- de la définition 2.1] sont effectivement
toutes équivalentes.

Réponse. 1- & 1’ : pour tout @ € Ron a ] — 0o, af et | — 00, a] dans la tribu borélienne de R (ce sont des intervalles) et
{a} =] — o0, a] N [a, oo| également (intersection de deux boréliens. Supposons 1-. Alors comme | — 00, a[=] — 00, a] — {a}
ona f~'(]—oo,a]) = f1(] — o0,a]) — f({a}) dans la tribu borélienne, cf. exercice

Supposons 1'- : alors | — oo, a] =] — oo, a[N{a} union disjointe donc f~*(] — o0,a]) = f~*(] — o0,a]) U f*({a}) dans

la tribu borélienne par stabilité d’une tribu.

4- = 3- = 2- = 1- : immédiat.

1- = 2- : si I = [a,}] intervalle, alors I =] — c0,b]—] — o0, a[, donc f~'(I) = f~*(] — c0,b]) — f7'] — 00, al€ Ag,
cf. exercice

2- = 3- : les boules ouvertes, ici les intervalles, forment une base de ’ensemble des ouverts, donc un ouvert U est de

la forme U = (J,, I; ott les I; sont des intervalles et J est au plus dénombrable. Donc f~*(U) C U, f~"(I;) € Ag par
stabilité d’une tribu.
3- = 4- : idem. e
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16 2.2. Fonctions continues : mesurables

On notera : )
noté

Fu(E,Ag) = Fu (2.1)

I’ensemble des fonctions mesurables, la derniére notation s’il n’y a pas d’ambiguité.

Définition 2.3 De maniére plus générale, si (E, Ag) est une espace mesurable, et si (F,OF) est un espace
topologique, alors f : E — F est Ap-mesurable ssi f~*(U) € Ag pour tout U € Op.

Remarque 2.4 Le nom Ag-mesurable peut préter & confusion : il n’y a pas besoin de mesure pour définir
une fonction mesurable : mais f étant mesurable, on va pouvoir la mesurer, i.e. définir une mesure sur ’espace
mesurable (E, Ag) puis définir une mesure de f. La démarche est la méme que lors de la définition des espaces
mesurables et des espaces mesurés. .

Exemple 2.5 Si A € Ag, alors 14 la fonction indicatrice de A est Ag-mesurable.

Eneffet,ona 1,7 ({0}) = A, 1,'({1}) = E—Aet 1,'({y}) =0siy ¢ {0,1}, d’oir : on a donc 1,*(] — 00, a])
égal soit A (), 4 A, &4 E— A ou a E, et comme par hypothése A € A on a bien 1;1(] —o0,a]) € A.

Les fonctions indicatrices 14, pour les A € Ag, sont les fonctions de base qui serviront a construire les
fonctions étagées puis les fonctions intégrables. un

Exercice 2.6 Soit F un ensemble de plus de trois éléments, soit A C E t.q. A # 0 et A # E, et soit
T(A) = {0, A, A E} la tribu engendrée par A. Montrer que les seules fonctions f : F — R qui sont 7 (A)-
mesurables sont les fonctions f = al s + B14¢ pour «, 3 € R.

Réponse. =. f = 0 vérifie f~!(] —o0o,a]) =0@sia<0et =FEsia>0,donc f=0est T(A)-mesurable.

Soit f = ala + Bl ,c avec a < B, alors f~'(] —oco,a]) =0@sia <o, =Asiac[a B[, et = Esib>f. Donc f est
T (A)-mesurable. Calculs similaires si & = 8 ou a > 3.

<. Soit f T(A)-mesurable. Supposons qu'’il existe o, 8 € R avec a < 8 t.q. f(A) =]a, B[. Notons f~*(]a, ) = AUB
avec B ¢ A°. On doit avoir AUB € T(A). On n’a pas AUB = @ car A # (). On n’a pas AUB = A® car A # 0.
Supposons AU B = E i.e. B = A®. Par définition de o, 8 on a f_l(]O‘THB,,BD C A, donc f n’est pas 7 (A)-mesurable.
Contraire & I’hypothése. Il reste le cas AU B = A i.e. B = ) auquel cas f~'(Jo, B]) = A, et f_l(]#,ﬂ[) C A, donc
f non T(A)-mesurable. Donc I’hypothése o < 8 t.q. f(A) =]a, B[ n’est pas possible. Méme démarche pour o < 3 et
f(A) = [a, 8] ou intervalle semi-ouvert : impossible.

Donc il reste le cas o = S et f(A) = {a}, donc f = ala + glp avec g fonction et B C A®. Comme A et A jouent
le méme role (poser f(A€) =]a, B[) on en déduit que f = hla + 81 ,¢ avec h fonction et 8 € R. Donc f = ala + Blp. sa

Remarque 2.7 Dans le langage des probabilités, étant donné un espace mesurable (E, Ag) : une fonction
mesurable est appelée variable aléatoire.

Une variable aléatoire est donc une fonction X : E — R telle que : pour tout I intervalle de R, X ~!(I) est
mesurable (i.e. X 1(I) € Ag).

Si de plus on se donne une mesure p définie sur (E, Ag) telle que u(F) = 1 (une mesure de probabilité) qui
fait de (F,.A, 1) un espace probabilisé, on peut alors calculer le pourcentage des points x € E tels que X (z)
appartienne & un intervalle donné I C R.

L’ensemble de tels x est donnée par X '(I) = {z € E : X(z) € I} ="% [X € I], et la mesure de cet
ensemble est p(X1(I)) ="°% y([X € I]) appelée probabilité de “trouver X dans I7, i.e. u([X € I]) est le
“pourcentage” (relatif a la mesure p) de points z € E dont 'image X (z) est dans I. un

2.2 Fonctions continues : mesurables

Proposition 2.8 “Toute fonction continue est mesurable”. Cela signifie précisément : si (FE,Og) et (F,Op)
sont deux espaces topologiques et si f : E — F est une fonction continue, alors f est mesurable lorsque E est
muni de sa tribu borélienne o(Og).

Preuve. Pour tout ouvert U de F, f étant continue, I’ensemble f~1(U) est un ouvert de E, donc est dans la

tribu de E. Donc toute fonction continue est mesurable. an

Exercice 2.9 Montrer que la tribu borélienne Ar de R est stable par translation, i.e. sir € Ret si A € Ay
alors 7 + A € Ag.

Réponse. Soit » € R. Soit f : z € R — y = x —r € R la translation de r : c’est une fonction continue ('image réciproque
d’un ouvert est un ouvert : Pouvert translaté), donc mesurable (proposition précédente). Donc si A est un borélien alors
F7(A) est un borélien. Donc f~'(A) ={r €R:Jy € At.q z =y+7r}=r+ A est un borélien. un

Proposition 2.10 Soit (E, Ag) un espace mesurable et soient (F,O) et (G, Og) deux espaces topologiques.
Si f: F — F est mesurable et si g : F' — G est continue, alors go f : E — G est mesurable.
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17 2.3. Stabilité de l’ensemble des fonctions mesurables

Preuve. On a (go f) "} (C)={z € E: g(f(x)) e C} ={z € E: f(z) € g1(C)} = (g7 (C)) pour tout
sous-ensemble C' C G. Soit W un ouvert de G. Alors V = g=!(W) est ouvert dans F car g est continue. donc
(go /)7t(W) = f~L(g71(W)) = f~1(V) est mesurable car f est mesurable. .

Corollaire 2.11 Soit (E, Ag) un espace mesurable et on considére (R, Or) ’espace topologique réel usuel.
Soient u,v : E — R deux fonctions mesurables réelles, et soit ® : R x R — R une fonction continue. Alors la
fonction h : E x E — R définie par :

h(z) = ®(u(z),v(x)) (22)

est mesurable. En particulier, la somme u + v et le produit uv de deux fonctions mesurables u et v est une
fonction mesurable.

Preuve. Soit f : E — R? définie par f(z) = (u(z),v(z)). Montrons que f est mesurable. Soit I =]a, b, J =]c, d|
et le rectangle R = I x J. Alors f~Y(R) = u=1(I) N v~1(J) est mesurable comme intersection d’ensembles
mesurables. Et tout ouvert V' C R? est réunion dénombrable V' = (J;=, R; de rectangles de type R = I x J.
Comme f~1(V) = U2, Ri) = U2, f*(R;), on a bien f~!(V) mesurable. Et ® continue donne h = ® o f
mesurable, cf. proposition

Puis la fonction somme ®(x,y) = S(x,y) = z+y et la fonction produit ®(z,y) = P(x,y) = zy sont continues
sur R? : si 2o, yo € R sont fixés, si h, k € R, alors

|S(xo+h, yo+k) — S(x0,yo)| = |h—k| — 1 k-0 0 (immeédiat), et

|P(zo+h, yo+k) — P(xo,90)| < max(|hl,|k|, |hk])(|zol+]yo]) —h.k—00 (immédiat). ’a

2.3 Stabilité de ’ensemble des fonctions mesurables

Corollaire 2.12 L’ensemble des fonctions réelles Ag-mesurables est un espace vectoriel, sous-espace vectoriel
de I’ensemble des fonctions E — R. De plus, cet ensemble est stable par :

* sup et inf : sup(f, g)(x) = sup(f(x), g(x)).

* passage aux limites simples de suites de fonctions : sup(fy), inf(f,), iminf(f,) et limsup(f,) (voir plus
loin et pour le rappel de la définition de liminf et lim sup).

Preuve. Si f est mesurable et A € R, comme gy : 4 € R — gx(u) = A est continue, gy o f = Af est mesurable.

Si f,g: E — R sont mesurables, comme ® = + : (z,y) € E X E — x4+ y € R est continue, h : x — h(z) =
O(f(x),g9(z)) = f(x) + g(x) est mesurable.

Si f et g sont mesurable, soit h = inf(f,g), i.e. h(z) = min(f(z),g(z)) € R pour tout = € E. Alors
h=t(]—o0,a]) = {z : f(z),g(x) < a} = f~1(]—00,a]) g~ (]—o00, a]) intersection de deux ensembles mesurables,
donc est mesurable. Idem pour sup(f, g) = —inf(—f, —g).

Soit (f,,)n une suite de fonctions réelles mesurables sur E et soit g = inf(f,,). On a g(z) = infx(f.(z)) € R,
donc g71(] —oc,a]) = {z : g(z) <a} ={z :Vn €N, fo(z) <a} ={z:VneN, z € f1(] — 0,a])} =
My St (] — 00, a]) intersection dénombrable d’ensembles mesurables. Donc g = inf(f,,) est mesurable. De méme
sup(f,) est mesurable.

Et liminf(f,) =4¢f sup,cy(gx), ot on a posé g, = inf, > (f,) pour k € N. Comme les g sont mesurables (cf.
ci-dessus), on a sup,en(gx) est mesurable (cf. ci-dessus), donc liminf(f,) est mesurable. De méme lim sup(f,)
est mesurable. wn

3 Intégration de fonctions positives

3.1 Mesure de fonctions étagées

On se donne un ensemble mesuré (E, Ag, ). On commence par remarquer que :

Proposition 3.1 Sin € N*, si ¢i,...,¢, € R et Ay,..., A, € Ag (mesurables), alors la fonction étagée f =
S cila, est mesurable.

Preuve. Une somme finie de fonctions mesurables est mesurable, cf. corollaire 2.12] (’ensemble des fonctions
mesurables est un espace vectoriel). wn

La mesure n’a été jusqu’ici définie que pour les ensembles. Pour mesurer les fonctions on va se ramener a la
mesure des ensembles & ’aide de :
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18 3.1. Mesure de fonctions étagées

Définition 3.2 Pour A € Ag (ensemble mesurable) et 14 : E — R sa fonction indicatrice, on définit la mesure
f(14) de la fonction mesurable 14 par :

A0 )" [ 1adn™ [t [ duga), (3.1)
E A TEA

Notation. Pour alléger les notations, on notera abusivement g = p :

A1a) "2 u(la) (¥ ). (3.2)

bien que p soit définie sur les ensembles alors que [i est définie sur les fonctions (mais il n’y a pas d’ambiguité
dans l'utilisation). Cas particulier d’une mesure diffuse (mesure de densité) : on note :

(1) "2 [E Ladp "2 /A dpi "2 / _ La@duts) (= pld)). (3.3)

Définition 3.3 Soit n € N*, ¢1,...,¢, € R, Ay,..., A, € Ap (tous mesurables) et la fonction étagée f =
i ¢ila,. La mesure de f est définie dans R par :

Af) = A eila) €3 en(4) " u(f). (3.4)

Cas particulier d’une mesure diffuse (mesure de densité) : on note :

u(f) "L /E fdp "ZE / _ @ du@),  donc z_j /E 1Aidu§ci /A . (3.5)

En particulier pour la mesure de Lebesgue p, on note également du(x) = dr quand le nom de la variable est z.

Exercice 3.4 Montrer : si A € A est négligeable et si f est une fonction étagée alors pu(laf) = 0.

Réponse. La fonction 14 f est mesurable comme produit de fonctions mesurables et est étagée puisque = > | cila, 4.
Et p(laf) =31 copn(AiNA) =7 ci0=0car 0 < p(A;i(NA) < p(A) =0. un

Exercice 3.5 Soit £ = [0,1] muni de la tribu borélienne Ar = E N Ag, cf proposition et de la mesure
borélienne py. Soit B € Ag(mesurable) t.q. B® = () (intérieur vide), B non dénombrable, et 0 < ue(B) < 1, cf.
exercice .34

1- Rappeler ce qu’est une fonction intégrable au sens de Riemann.

2- Rappeler que si A° = () (intérieur vide), alors son complémentaire A® est dense dans FE.

3- Montrer que la fonction 15 n’est pas intégrable au sens de Riemann (n’est égale presque partout & aucune
fonction Riemann-intégrable).

Réponse. 1- Rappel : f intégrable au sens de Riemann sur [0, 1] veut dire : f est bornée sur [0, 1] et f peut étre encadrée
par deux fonctions fr et fu en escalier, fm < f < far, avec pue(far — fm) aussi petit que souhaité (voir remarque [0.5)).
Donc pour tout £ > 0, In € N, 3(x;)i=1,...n—1 € R" ! avec z0 = 0 et x, = 1 et x,_1 < z; pour tout i (donne une
partition de [0,1]), t.q. si on pose m; = Milyely; ;0 f(T) €6 Mi = maXge)p, 4,0,0f(@) PUiS frn = D, Mily, | a1 €t
frur = Miljy, oy alors pe(far—fin) < € 0t pe(far—fm) = Soiey (Mi—ma)(zi—ai1) =" [[(far (@)= fin(x)) da.

Et on note alors ue(f) = [ f dz la valeur limite de I'encadrement obtenu par “raffinement” de la partition : on part
d’un découpage P, = |, [n,i—1, Zn,;] donné et le découpage raffiné P41 = U;:ll [Tnt1,i—1, Tnt1,5) €St t.q. Vi =0, ..., n,
35 =0,...,n+1 t.q. Zn41,j = Tn,i, €t on suppose que sup,_; . (Tn,i—Tni—1) = 0 quand r — 0 (la taille des mailles tend
vers 0).

.....

2- Soit A C [0,1] un ensemble d’intérieur vide. Montrons A dense dans E, i.e. Vz € [0,1], Ve > 0, Iy € A t.q.
y € B(z,¢). Sinon 3z € [0, 1], 3¢ > 0 t.q. B(z,e)NA° =0, donc B(z,e) C A, donc A n’est pas d’intérieur vide. Absurde.

3- f = 15 pe-p.p. sur [0, 1] équivaut a : f(z) = 15(z) pour tout z € A® = [0,1] — A ot pe(A) = 0. Donc en particulier
f(z) = 0 pour tout z € BE N A®. Et B N A° # ) : sinon BY N A° = ) et donc pe(B° U A°) = pe(BC) 4 e(A°), avec
pe(AC) = 1—pe(A) = 1 (car A est négligeable) et avec g (BY) = 1—pe(B) > 0 (par hypothése). Donc ju(B€UAC) > 1:
absurde puisque z(F) = 1. Donc il existe un x € B¢ N A°. Donc min,¢,1) f(z) < 0.

Ce qu’on vient de faire sur [0, 1] peut étre fait sur chaque intervalle |x;_1,z;[ : donc pour tout découpage [0,1] =
Ul [®iz1, 2] ot 251 < x; pour tout 4 = 1,...,n, on a min,, , ,; f() = m; < 0 pour tout i. Donc pe(frm) < 0 pour
toute fonction en escalier minimisant f au sens de Riemann. De méme p¢(fr) > 1. Ce pour toute partition de [0,1] :
donc f n’est Riemann intégrable : il n’existe pas de fonction intégrable au sens de Riemann presque partout égale a la
fonction 1. an
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19 3.2. Intégrale de fonctions A-mesurables positives

3.2 Intégrale de fonctions .A-mesurables positives

On s’intéresse d’abord aux fonctions positives (il n’y aura pas d’ambiguité de type “co — oo =?") & valeurs
dans Ry =Ry (Joo.

Théoréme 3.6 et définition Une fonction A-mesurable positive f : E — R, est limite simple d’une suite
croissante (f)n+ de fonctions étagées positives mesurables :

Ve € E, fu(x) — f(x), ou VneN' f,>0, et (fu)v 7. (3.6)
On définit sa mesure par (dans R ) :
déf
w(f) = sup 1(f)- (3.7)
neN*

Et ce nombre est indépendant de la suite croissante (f,,) choisie. D’out la définition alternative :

u(f

) & sup u(g). (3.8)

g mesurable étagée, 0<g<f
Et Iapplication p ainsi prolongée (aux fonctions A-mesurables positives) est :
— semi-linéaire, i.e., u(f + g) = p(f) + p(g), et pour tout A > 0, p(Af) = Au(f),
— monotone, i.e., si f < g alors u(f) < u(g),

— continue croissante, i.e., pour toute suite croissante (f,)n+ de fonctions positives, on a :
p(lim (fn)) = lim (u(fn))  €Ry, (3.9)
n—oo

soit p(sup(fn)) = sup(u(f,)) (on passe a la limite sous le signe u ="°" [ pour les suites croissantes de
fonctions positives).

Preuve. On prend la suite (f, )y« définie en . Comme f est mesurable, les F), et B,; sont mesurables,
et donc les fonctions étagées f, sont mesurables. Comme (f,,)n- est croissante, la suite (u(fn))n est croissante
dans R, donc le sup,,cy p(fn) existe dans Ry, et donc a un sens.

Soit (g, )N+ une autre suite croissante de fonctions positives mesurables étagées qui converge simplement
vers f. Chaque g, est de type g, = > .~} d;1p, (somme finie) ou les d; > 0, ou les D; = f~({d;}) sont
mesurables et disjoints 2 & 2, cf. ., et ou g, < f.

Pour n fixé, soit un entier N,, ="°* N t.q. N > 1 + max;_ 1, m (ds).

Uf\ZN[]ﬁ,’Q}V, 5w | est une partition de [0, N[. Donc, Vi € [l,mn]N, Jk; € [1, N2V — 1] tuq. d; € B2, 2.
Donc D; = f~'({d;}) C Bny,, cf. (0.4). Donc g, < fn. Donc pu(g,) < u(fn). Donc sup,cy u(g”) <
supyen #(fN)-

De méme en inversant les roles des f, et g,. D’ou le sup est indépendant de la suite choisie.

Le reste s’en déduit. un

Notations : La suite (f,,)n+ étant croissante, on note :

sup, (/) "L lim p(fy) (quand (fu)we >0 et 7). (3.10)

Donc (3.7)) se lit également (passage & la limite sous le signe p pour (f,) > 0 et )
p(lim fn) = lim p(fn) (quand (fo)n- 20t 7). (3.11)

Donc, avec (3.5) (passage a la limite sous le signe [ pour (f,) > 0et ),

n— oo

[ G fydn =t ([ fodn) (quand (fe 200 (3.12)
E E

Et pour f mesurable et A € A (donc pour 14 mesurable), le produit 14 f est mesurable, voir proposition
et on note alors :

u(1af) = /A fdu (= /E Laf dp). (3.13)

Exercice 3.7 Montrer que si A € A est négligeable, alors pour toute fonction f mesurable positive de mesure
finie (i.e. u(f) <oo)ona u(laf) =0.

Réponse. La fonction 14 f est mesurable comme produit de fonctions mesurables, cf. corollaire [2.11] Puis on applique
Pexercice [3.4] Soit (f.) une suite croissante de fonctions étagées telles que f, — f. On a alors 1af, — 1af puisque si
r€eFE— A onabien 0 — Oetsiz € Aon abien f,(x) = f(z). Et si (fn)n+ est positive croissante, alors il est immeédiat
que (1afn)n= est positive croissante. Et le théoréme donne p(1af) =limp(lafn) =1lm0 =0, cf. exercice n
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20 3.3. Fonction intégrale

Et le théoréme [3.6] donne :

Proposition 3.8 (Relation de Chasles.) Si f est une fonction positive mesurable sur E, et si A € A, alors :

u(f) = pQaf) + p(le-af). (3.14)

En particulier si A € Mo alors u(f) = p(1g—af).

Preuve. En effet, f =14f 4+ 1g_af et on approche séparément 14f sur A et 1g_af sur F — A par une suite
de fonctions étagées croissante. un

Exercice 3.9 Montrer : pour f : E — R mesurable (positive), si u(f) =0 alors f =0 p-p.p..
(Ou encore : si f > 0 p-p.p. alors p(f) > 0.)

Réponse. Soit A, = {zx € E: f(z) > 2} = f7'(]2,00[) : An est une suite croissante. Par définition de A, on a
194, < fla, < f (vrai pour © € A, et pour € E — A,). Dot 2u(A,) < pu(f) = 0. Dot pu(An) = 0. D’o, la suite
(Ay) étant croissante, 0 = limp o0 (An) = p(limp— oo Arn), cf. proposition Et comme limy, ;00 An = Uy An ={z €
E: f(z) > 0}, on a obtenu pu({z € E: f(z) > 0}) =0, donc f <0 p-p.p., et comme f >0, 0on a f =0 p-p.p... un

Exercice 3.10 Soit f: E — R. Montrer : si pour tout A € 4 on a fA fdp=0alors f =0 p-p.p.

Réponse. Soit fi = sup(0, f) la partie positive de f et A = f;l(]O,oo[). Alors 1af = fret 0= [, fdu= [y 1lafdu=
S f+dp, dout fy =0 p-p.p., cf. exercice Idem pour f_ = —(inf(0, f)) (fonction positive). Puis f = f4 — f_. un

3.3 Fonction intégrale

Définition 3.11 Une fonction mesurable positive f : E — R est intégrable ssi u(f) € R, i.e. ssi pu(f) < oo.

Exercice 3.12 Montrer : toute fonction intégrable positive f : E — R, est finie presque partout, i.e. : si
f: E — Ry est mesurable (positive) et p-intégrable (u(f) < oo) alors :

n({f = s0}) =0, (3.15)

ot u({f = o0o}) =4f u({z : f(z) = oo}). Autrement dit, Vo € E— A, on a f(z) < oo, ot A = f~1({o0}) € M.
(Exemple avec f :z € [-1,1] — f(z) = (Jz|)~2 € R}.)

Réponse. Soit n > 0 et A, = f~*([n,0]) = {z : f(z) > n}. Les A, forment une suite décroissante avec lim, oo An =
{a: f(z) = oo} = {f = oo}

Et ona 0 <14, <2 f (trivialement vrai si z € A, et siz € E— Ay). Donc 0 < pu(An) < Lu(f), avec u(f) < oo, en
particulier (A1) < 0o, et donc limy 00 u(An) = 0, donc p(limp o0 An) =0, cf. ([L.9), i.e. p({f = oc}) = 0.

(Et si f 20, on pose f = fi — f- avec f4 =sup(0, f) > 0et f— =sup(0,—f) >0.) un

Exercice 3.13 1- Soit n € N*, soit zg,...,z, € R t.q. z;—1 < x; pour tout ¢ = 1,...n. Soit A1, ..., A\, € R4. Soit
=10 Nil[z, 1.2, (fonction en escalier positive). Montrer : pour = € R on a (avec d, est la mesure de Dirac
en x) :

02(f) = f(z) = 0(1Bf), (3.16)

pour tout intervalle ouvert B contenant = (“aussi petit soit-il”). Et que cela reste vraie pour des fonctions en
escalier de signe quelconque.

2- Montrer : si f : [a,b] — R est continue en x €]a, b[, alors on a (3.16]). (Pour définir la mesure de Dirac
0. (f) d’une fonction f on a besoin qu’elle soit définie partout, et pour les fonctions définies presque partout on
définit d,(f) uniquement pour les fonctions continues en x.)

Réponse. 1- Soit A C [a,b], A mesurable. On a 0,(A) = 1la(z), cf. (L3). Donc 6.(1a) = la(z), cf. (3:2). Donc
0o (f) = 02 (7o MNiliws_1,050) = 2ot Midz(lfe;_;,e;) (une mesure est semi-linéaire, cf. proposition [3.6), donc d.(f) =
;L:O )\il[xi—laﬁi[(m) = f(z).

Et pour B intervalle ouvert contenant z on a 1gf en escalier, d’ol .

Puis pour f de signe quelconque, on a f + c¢lg > 0 pour ¢ t.q. ¢ = max(1l, —sup; \;) > 0. Avec f(z) + clg(x) =
(f+cle)(z) =0(f +clp) = 02(f) + cdz(1g) = 6=(f) + c. D’ou f(x) = dz(f). Idem avec 1pf.

2- Soit f continue en x : Ve > 0, In. > 0, t.q. y € [a,b] et |y — x| < n- = |f(y) — f(2)] <e.

Soit & > 0 et un 7. associé, soit Be = [z—ne, z+n:]N]a, b], soit m. = infyep, f(y) et M: = sup,cp_f(y) : on a donc
me < f(y) < M. pour tout y € Be, soit melp, < 1p.f < Mc1p,. Donc §z(melp,) < d(1p.f) < 02(M:1B.).

Quitte & considérer f + c ou ¢ = f(x) + 1, on peut considérer f positive en z et prendre 7. suffisamment petit pour
que f soit positive dans B-.

Avec on a donc m. < §5(f) < M., ce pour tout e. Comme m. —r.—0 f(x) et M. —>-—0 f(z), on en déduit

Puis f est de signe quelconque, on pose f = fi — f— ou f+ =sup(0, f) et f— = —(inf(0, f)), avec f+ >0et f— >0
auxquelles on applique le résultat précédent. un
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3.4 * Support d’une fonction

On se restreint aux ensembles E qui sont des espaces topologiques métriques : on suppose qu’il existe une
fonction distance d : E x F — R, i.e. une fonction d telle que :

d(z,y) > 0 pour tout x,y € E (positivité),

d(xz,y) =0 = = =y (séparation),

d(z,y) = d(y, ) pour tout z,y € E (symétrie),

d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) pour tout x,y, 2z € E (inégalité triangulaire).
On dispose alors de la topologie sur F engendrée par les boules ouvertes B(z,e) = {y € E : d(z,y) < €}, pour
tout x € F et tout € > 0.

3.4.1 Support d’une fonction définie partout
Définition 3.14 Soit f: EF — R et soit z € E. On dit que f est nulle dans un voisinage ouvert de x ssi :
de=¢; >0, f|B(z,s) =0, (3.17)

ie.:
Je=¢€,>0, Vye€B(z,e), f(y)=0. (3.18)

Notation. Pour f: EF — R, on note :

Qo(f)={x € E : f=0 dans un voisinage ouvert de z}

3.19
={re€F :3e, >0, Vy € B(z,e,), f(y) =0}. (3:19)
Exemple 3.15 Pour f =1jp;1: R = R on a Qo(f) =] — oo, 0[U]1, oo[ (ouvert).
Pour f:R — R donnée par f(x) =z on a Qo(f) = 0.
Pour f =1g:R — Ron a Q(f) =0 (la fonction 1g n’est nulle dans aucun ouvert). un

Proposition 3.16 Qq(f) est un ouvert. C’est le plus grand ouvert contenu dans Zy = {x € E : f(z) = 0}
(Pensemble des zéros de f).

Preuve. Soit = € Qy(f), donc Je > 0 t.q. B(x,e) C Qo(f). Donc Qo(f) est ouvert.
Soit U un ouvert t.q. U C Zy. Donc pour y € U il existe € > 0 t.q. B(y,e) C U, donc B(y,e) C Zy, donc

y € Qo(f), cf. (3.19). Donc U C Qo(f). un

Définition 3.17 Si f: E — R, le support de f est le fermé :

suppy(f) = & = Qo (f). (3.20)
Exemple 3.18 suppg(lp,i;) = [0, 1]. Et suppy(lg) = R. un
Proposition 3.19 Si f: E — R, alors le support de f est le fermé :

suppy(f) = {z € E': f(z) # 0},

(3.21)
—{v e B:Ve>0, Iy € Bla,), f(y) # 0},
adhérence de 'ensemble des points ot f est non nulle.
Preuve. Cf (3.19). un

Remarque 3.20 Soit f : R — R donnée par f(z) = . On a Qq(f) = 0 et suppy(f) = R (bien que f(0) =0) :
pour le support de f, ce qui est important n’est pas 'annulation de f en un point, mais le fait qu’elle varie en
ce point (si f n’est pas identiquement nulle dans un voisinage ouvert de z, alors il est aussi intéressant d’étudier
les variations de f en x qu’en les autres points). .
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3.4.2 Support d’une fonction définie presque partout

Si f est définie uniquement presque partout, la définition du support est moins directe.
On munit E de sa tribu borélienne Ap = 0(Opg) engendrée par les boules ouvertes B(x, €), et d’une mesure
sur (B, Ag).

Définition 3.21 Soit f : £ — R mesurable et soit z € R. On dit que f est nulle p-p.p. dans un voisinage
(ouvert) de x ssi :

Je =€, >0, fiB(2,e) = 0 u-p.p., (3.22)
ie.:
Je=¢e, >0, 4. € At.q. p(A:) =0, t.q. Vy € B(z,e) — A, f(y) =0, (3.23)
a comparer avec (3.18)).

Notation. Soit :
Q(fy={xe€FE : f=0 pp.p. dans un voisinage de =}

={z€FE : Je, >0,V up.p.y € B(z,e,), fly) =0} (3.24)

A comparer avec (|3.19)).

Exemple 3.22 La fonction 1g vérifie Q(f) = R relativement & la mesure de Lebesgue : ¢’est une fonction nulle
presque partout. .

Proposition 3.23 Q(f) est un ouvert.
C’est le plus grand ouvert contenu dans Z = {x : f(z) = 0 pu-p.p.}.

Preuve. C’est un ouvert car une union quelconque d’ouverts est un ouvert.
Soit U un ouvert t.q. U C Z. Donc pour y € U il existe ¢ > 0 t.q. B(y,e) C U, donc B(y,e) C Z, donc

y € Q(f), cf. (3:24). Donc U C Q(f). o

Définition 3.24 On appelle support de la fonction f mesurable le fermé :

supp(f) = E — Q(f). (3.25)
(Fermé car complémentaire d’un ouvert.)
Donc x € supp(f) ssi (contraire de (3.23)) :
Ve > 0, VA, p-négligeable, 3y € B(z,e) — A. : f(y) #0. (3.26)
Proposition 3.25 Si f = g u-p.p. (i.e. f et g mesurables sont dans la méme classe d’équivalence), alors

supp(f) = supp(g).

Preuve. 1l s’agit de montrer que Q(f) = Q(g) quand f =g p.p..

Soit x € Q(f) : e > 0, JA. mesurable avec u(A.) =0, Vy € B(z,¢) — A, f(y) = 0. Comme f = g p.p., IB:
mesurable avec p(B.) = 0t.q. Yy € B(z,e) — Be, f(y) = g(y). D’ou Vy € B(x,e) — (B: |J Ae), g(y) = 0. Comme
w(A:UB:) =0, 0n a g=0p.p. dans B(z,¢). D’ou 2 € Q(g). De méme si on part de g. D’ot Q(f) = Q(g). o=

Exemple 3.26 supp(1[_1[) = [~1,1]. Et supp(lg) = 0 (fonction nulle p.p.). Comparer avec 'exemple o

Exercice 3.27 Montrer que pour f € Fj, on a suppf = suppf |Jsuppf_. (Voir (4.1) pour les définitions.)

Réponse. On a fi = supp(f,0). Soit « € supp(f+). Avec (3.26) : Ve, VA, Ty, f+(y) # 0, on a donc f(y) # 0, donc

x € supp(f). Idem pour = € supp(f-). D’ou supp(f+) Jsupp(f-) C supp(f).
Réciproquement. Soit = € supp(f) : Ve, VA., Jy, f(y) # 0, donc soit f(y) > 0, soit f(y) < 0, donc x € supp(f+) ou

€ supp(f-). an
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3.5 * Supremum essentiel et ||.||«

Une fonction F': E — R est bornée ssi 3¢ > 0, Vz € E, |f(x)| < c. Et pour les fonctions bornées on définit :
| flloo = sup | f(2)]. (3.27)
rel

Probléme : ne considérer que les fonctions définies partout est trop restrictif.

Définition 3.28 Soit f : E — mesurable. Pour h > 0 (“hauteur”) on note :

Fn={z € E:|f(x)]>h} "2 {f| > h}. (3.28)
On dit que f est essentiellement bornée pour la mesure p ssi :
Jh >0, wu(F,) =0, (3.29)
autrement dit, ssi il existe h assez grand tel la mesure p “ne voit plus” Fj.

On note B, I'ensemble des fonctions essentiellement bornées pour la mesure pu.

B, ={f:E — R, f mesurable t.q. (3.29)}. (3.30)

Définition 3.29 Pour f € B, (essentiellement bornée) on note :

[|f]loo = min{h > 0 t.q. (3.29)} noté supess,c | f(z)|. (3.31)

Exemple 3.30 Mesure de Lebesgue. Soit n € N* et f,, la fonction donnée par f,(x) = 0 pour tout = # 0 et
fn(0) = n. On a supess(|f|) = ||fnllcoc = 0 pour tout n. En effet, pour tout & > 0 on a {|f| > h} = {0}, et
we({0}) = 0 (le singleton est négligeable pour la mesure de Lebesgue).

Ici la fonction f;, est vue par Iappareil de mesure pp comme étant la fonction nulle. un

Lemme 3.31 ||f||cc =0 ssi f =0 u-p.p..

Preuve. On note fi = sup(f,0) (partie positive de f) et f_ = sup(—f,0) (partie positive de —f, i.e. partie
négative de f au signe prés), donc f = fy — f_ et |f| = for + f—.
Si f =0 p-p.p. alors fy =0 p-p.p. et f- =0 p-p.p., donc |f| = 0 p-p.p., donc p({|f] > 0}) = 0, donc
1fll =0, cf. @30).
Réciproque. Si || f]|oo = 0 alors u({|f| > 0}) = 0, donc |f| =0 p-p.p., cf. exercice B.9] donc f, =0 p-p.p. et
f— =0 p-p.p., donc f =0 u-p.p.- un

Proposition 3.32 B, est un espace vectoriel, et ||.||~ est une semi-norme sur B,,.

Preuve. B, est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions mesurables (immédiat).
Si f,g € B, et A €R,alors 1- ||f||oc > 0 (immédiat), 2- |[Af]lec = |A|||f||sc (immeédiat), 3- ||f + g]|cc <

I £]loc + ||9l]o (immédiat). :

4 Espaces L' et L!

4.1 Fonction py-mesurable

On consideére un espace mesuré (E, A, 1) et la tribu étendue A, cf § [1.5] et proposition [L.36] (et voir exer-

cice [£.2).

Définition 4.1 Une fonction réelle f : E — R est dite y-mesurable si elle est .A,-mesurable.
Donc f est mesurable ssi f~!(I) C A, pour tout I intervalle de R, cf. définition

Exercice 4.2 Montrer que toute fonction p-mesurable est p-p.p. égale a une fonction A-mesurable.
N.B. : actuellement, toutes les fonctions physiques sont A-mesurables. ==
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24 4.2. Fonctions p-intégrables et espace L' (E, A, 1)

4.2 Fonctions u-intégrables et espace L'(E, A, )
4.2.1 Fonctions a valeurs réelles

Pour f fonction & valeurs réelles on considére les fonctions positives :

fr=sup(f,0) et f=sup(—f.0) = —inf(f,0). (4.1)
(Faire un dessin.) fi et f_ sont bien des fonctions positives, et on a :
f=f—f— et |fl=fr+/- (4.2)

Définition 4.3 f est dite p-intégrable ssi :
1. fi et f_ sont y-mesurables (i.e. f est u-mesurable), et :

2. p(fy) <ocoet p(f-) < oo.

Comme fy > 0et f_ >0, 0ona pu(|f]) = pu(f+)+p(f-) (relation de Chasles p([f|) = p(1atf) +p(la-(=f))
oun Ay ={z:f>0}et A ={x: f <0}), et donc f est u-intégrable ssi f est py-mesurable et :

(| f]) < o0 ie. si /E|f| dp < oo. (4.3)

Remarque 4.4 “p-intégrable” est la généralisation de “absolument intégrable” définie pour I'intégrable de Rie-
mann. En particulier, I'intégrale de Lebesgue ne traite pas du cas des fonctions “semi-convergentes” de I'intégrale
de Riemann, cf. intégrales impropres. un

Exemple 4.5 La fonction donnée par f(t) = e’tl]RJr définie sur R est intégrable sur R pour la mesure de
Lebesgue.

. , o o) (_1)7L+1
Pas la fonction donnée par f(t) = > ", =
non nulle sur |1, co], est seulement semi-convergente au sens de Riemann.

De méme pour f(t) = > (71)”+1(n+1)1]$7i[ (non nulle sur ]0, 1]). ..

n=1

Ljn 1] PUisque [; f(t)dt =307 | L = oo. Cette fonction,

n=1n

Définition 4.6 Pour f p-intégrable on note :
deéf
u(f) = ulfe) —n(f-) (€R), (4.4)
la mesure de f (valeur finie).

Dans la suite on sous-entendra systématiquement “p-mesurable” (cf. 1. de la définition |4.3)) : si f1 n’est pas
p-mesurable, considérer p(f;) n’a aucun sens.

Notation. L’espace des fonctions p-intégrables est noté L1(E, A, i) :
LYE, A p) = {f: E— Rt.q. u|f]) < oo}
" rf B SRt /E|f\d/,L<oo}.
(Donc sous-entendu “I’ensemble des fonctions f p-mesurables” telles que.)

Proposition 4.7 L(E, A, ;1) est un espace vectoriel, et si f,g € L' et A € R, alors u(f + A\g) = u(f) + Mu(g).

Preuve. f = fi. — f_ et g = gy — g donne f+ A\g = (ft + Ag+) — AM(f— + Ag—) et on a la semi-linéariteé,
Cf. thm E l.l

Remarque 4.8 Pour la mesure de comptage p = >~ 6,, les fonctions intégrables sont exactement les séries
absolument convergentes : on a

p(f)=">_ fn),

et f est u-intégrable si et seulement si :

p(If) =D [f(n)] < oo
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25 4.2. Fonctions p-intégrables et espace L' (E, A, 1)

Proposition 4.9 (Relation de Chasles.) Si f est une fonction p-intégrable sur E, et si A € A, alors :

p(f) = p(laf) +p(le-af).
Etsi f =0 sur A, alors u(14f) =0.

Preuve. Ce résultat est vrai pour f, et f_ d’aprés la proposition D’oit le résultat par définition de p(f). df

Proposition 4.10
— Si f € LY(E) alors
WOl < ulf), mote | [ faul < [ 171dn (46)
E E

— Inégalité de la moyenne : si f € LY(E) et si g € L>(E) (i.e. g est mesurable et bornée u-p.p. sur E), alors
fg € LY(E) et, avec ||g|loc = supess,¢ glg(2)] =" sup,c g lg(@),

lu(f9)l < llgllee p(If]), noté I/Efgdul < ||g|\oo/E|f\dﬂ- (4.7)

Preuve. Exercice. an

Remarque 4.11 On retrouve l'intégrale de Riemann f; f(x) dz définie pour les fonctions continues par mor-
ceaux sur un intervalle compact [a, b] (une telle fonction est absolument intégrable) en définissant, si a < b, avec
ici E =|a,b[ :

b .
/ f(w) do 2 @)= i)

la,b

et /bf(x)d;cd:éff - (x)dz:—m(l[mb]f).

Exercice 4.12 Approximation d’une fonction £!(R) par une fonction étagée : soit f € L1(R). Montrer : Ve > 0,
dJg fonction étagée t.q. :
IIf =gl <e. (4.8)

Réponse. C’est vrai pour f4 et pour f_, cf. (3.7), donc pour f = f+ — f_. .

4.2.2 Fonctions a valeurs complexes

Soit une fonction complexe f : E — C, de parties réelles et imaginaires f; et fo : E — R :

f=f+ifa.

Son module |f| est la fonction |f|: 2 € E — |f|(z) € R donnée par :

171@) €11 @)] = VA @)? + (o). (4.9)

La fonction conjuguée f de f est définie par f: 2 € F — f(z) € R donnée par :

deéf

fl2) = f@) = filz) —ifa(2), (4.10)
et en particulier | f|2(x) =9 | f(2)|? = f(2)f(z) pour = € E.

Définition 4.13 La fonction complexe f = f; +ifs est dite p-intégrable ssi :
1. f1 et fo sont u-mesurables (f est y-mesurable), et :

2. p([f1]) < oo et u(lfz]) < oo
Et on pose alors :

u(f) € ulf) + inlf), (4.11)

valeur complexe (non réelle : on sort du cadre des “mesures positives”).

(A comparer avee u(|f]) = u(y/FE+ 13).)

Donc f est dite u-intégrable si f est p-mesurable et :

/Ifldu< 00.

Et les résultats précédents, donnés pour les fonctions a valeurs réelles, sont conservés (quand ils ont un sens).
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26 4.3. Critére d’intégrabilité par domination

4.3 Critére d’intégrabilité par domination
Un corollaire du théoréme [3.6] donne immédiatement :

Corollaire 4.14 (Intégrabilité par domination.) Si f : E — R (ou C) est u-mesurable et s’il existe g €
LY(E;R,) (fonction & valeurs réelles positives qui est u-intégrable) telle que |f| < g u-p.p. alors f est u-
intégrable.

En effet si f est mesurable alors |f| est mesurable positive de mesure u(|f]), et |f| est bornée par g donc
w(|f]) < u(g) (avec la monotonie pour les fonctions positives, théoréme [3.6)) avec p(g) < oo car g intégrable et
donc |f| est intégrable, et donc f est intégrable.

Exemple 4.15 Montrer : f: 2z € Ry — f(z) = sin(z)e™ " est dz-intégrable sur R. ua

4.4 Reste d’une intégrale

Pour simplifier ’écriture, on se place dans le cas F = R, i.e. d’'une fonction f : R — R, et dans le cas u = puy
mesure de Lebesgue ou dans le cas p = ), §;, mesure de comptage sur Z.

Proposition 4.16 Si f € L!(R), soit [, |f(x)|du(z) < oo, alors :
Ve >0, IX. >0, / \F(2)] dpa(z) < e. (4.12)
R—[—X.,X.]

Et [p (x.x.,|f(@)]du(z) est appelé le reste de Iintégrale, et [, |f(x)|du(x) est approché a e-prés par

% If(:v)ldu( )-

Preuve. Comme [p |f(z)[du(z) < oo et [f| >0, on a [, [f(z)|du(z) < co. Soit F(x = [, 1f(®)] du(t).
Comme une mesure est positive et que |f| est positive la fonction F' est positive croissante sur R+, et donc bornée
par Fioo = limy o0 fOY |f(2)dp(x) = [J7|f(z)|dp(z) < oo. Donc Ve >0, 3Y. > 0 t.q. Foo — F(Y:) < £/2, par
définition de la limite.

Idem du coté —oo en considérant G(x ft . | f (@) du(t) pour z < 0. Donc 37, <0t.q. Goo —G(Z:) < €/2.
Et X, = max(Y., —Z.) convient. .

4.5 Fonctions négligeables et semi-norme sur L'(E, A, )
On reprend la relation d’équivalence R, cf. (1.29), en la restreignant a £L'(E, A, ) ="°% £ : pour f € LT,

f={geL':g=fppp} (4.13)

En particulier, .
N=0={fel': f=0p-pp.} = {fonctions £' nulles p-p.p.}. (4.14)

Proposition 4.17 AN est un sous-espace vectoriel de L.
Toute classe d’équivalence est un espace affine dans L', a savoir : si F est une classe d’équivalence, si f € F,
donc F' = f, alors : .
f=f+N. (4.15)

Preuve. N sous-espace vectoriel de £! : si f,g € N soient Ay, A, € A tels que u(Ay) = 0, p(4,) = 0 et
f(z) = 0 pour tout € E — Ay, g(x) = 0 pour tout z € E — A,y. Alors B = Ay|J A, vérifie u(B) = 0 et
(f + Ag)(x) = 0 pour tout z € E — B et A € R. Donc f 4 Ag e N.

Puis soit f € f;si g € f alors, par définition de la classe d’équivalence, g — f € N espace vectoriel, donc
ge f+N,donc fC f+N.Et f+N C f (immeédiat), donc f = f 4+ N (espace affine). "

Proposition 4.18 Si f € N alors u(f) = 0 (la réciproque est trivialement fausse : prendre f impaire avec la
mesure de Lebesque sur [—1,1]).

Si f,g € L' vérifient f = g p-p.p. alors u(f) = p(g) et p(|f]) = p(|g))-

Preuve. Soit f € N : il existe A € A tel que u(A) = 0 et f(z) = 0 pour tout z € E — A, ie. lg_af =0
(application nulle). D’ott u(1g—af) = p(0) = 0. Et comme A est négligeable on a (14 f) = 0 (exercice 7). Et
comme p(f) = p(laf) + p(lp—af) (proposition [3.8), on a p(f) =0+ 0= 0.

Si fRg alors f —¢g = 0 p-p.p., donc fr = g4+ et f_ = g_ p-p.p. (immédiat), donc u(f) = wu(g) et

(1) = wdlgl)-
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27 4.6. Espace L'(E, A, )

Définition 4.19 On définit la fonction ||.||z: : £} — R par :

1f1ler € i) / Fldu. (4.16)

Proposition 4.20 Une fonction mesurable f est p-négligeable ssi ||f||z1 =0 :
feN <= ||fllzx=0. (4.17)

Preuve. = : donné par la proposition |4.18
Réciproque < : voir exercice [3.9) en remplacant f par |f], et |f| =0 p.p. donne f =0 p.p.. wa

Remarque 4.21 Siaulieude [ |f|du = 0 on suppose seulement [ fdu =0, onn’apas f =0 u-p.p. en general
(prendre f impaire avec la mesure de Lebesgue) ; on

Proposition 4.22 La fonction ||.||z1 : £L! — R définie sur L' par :

e = ullf]) = / fldu (4.18)

est une semi-norme sur L.

Preuve. Pour f et g dans £ et Aréelona: u(|f+gl) < pu(|f[)+u(|gl) car | f+g| < [f[+]gl, et u(INf]) = [Au(|f])
car |\f| = |\ |f| et p semi-linéaire. ’a

[|.]|z1 n’est pas une norme si N # {0}, puisque ||f]|z: = 0 équivaut & f € N (proposition précédente [4.20).
Par exemple, avec la mesure de Lebesgue, us(1g) = 0 bien que 1g # 0.

4.6 Espace L'(E, A, p)
On considére I'espace quotient, relativement & la relation d’équivalence :
LYE, A, 1) = LY(E, A, 1) /R = {les classes d’équivalence f pour f € L}(E, A, p)}, (4.19)
espace qui est également noté :
LYNE, A p) = LYE, A u) /N ={f+ N, fe LB, A} (4.20)

Si aucune confusion n’est possible (i.e. E, A et u sont précisés par le contexte), on note simplement L! =
LY(E, A, ). Donc L' est I'ensemble des ensembles définis par :

L'={Fc/'tq3fecL! F=Ff} (4.21)

On notera f les éléments de L' (sous entendu : pour décrire une classe d’équivalence on prend un de ses
représentants f, et on note f = f + A la classe de f).

Proposition 4.23 (L', +,.) est un espace vectoriel, ott + et . sont les opérations induites par celles de L.

.. . . e . A ;o /.\ . .
Preuve. Par définition de + et . induites par £!, on a f+ g = f+g et A\f = Af. Ainsi (L', +,.) a une
structure d’espace vectoriel : vérification facile. ==

On munit L' de la semi-norme induite par celle de £! : pour f € L' :

. ; déf déf
sifef, e = fller (% ulf1). (4.22)
Proposition 4.24 ||f||L1 est indépendante du choix de f dans f.
Et ||.]|z1 donnée par (4.29) est une norme sur L*.

Preuve. Soit F' € L! et soit f,g € F : il s’agit de montrer que ||g||z1 = ||f||z1. Comme F = f + N, il
existe h € N t.q. g = f + h, i.e. t.q. f = g p.p.. Soit A = {x: f(z) # g(x)} € A : comme f = g p.p., on a
pw(A) =0et lg_af = 1g_ag, donc p(|1g_af|) = p(|1g—agl). Avec |f| = |1g_af| + [1af] (immédiat), donc
1(If]) = p(1g—afl)+ul1af]) (semi-linéarité), donc u(|f|) = pu(|1p—af]) car p(|14f|) = 0 (cf. exercice 3.7 avec
la relation immédiate |14 f| = 14| f]). De méme p(|g|) = p(|1g—ag|). Donc u(|f]) = u(lg|). Ainsi |||z : L' = R
est bien une fonction.

[|.]|1 est une semi-norme sur L' : vérification facile car ||. |[1 est une semi-norme sur L.

Et si [|f|[zr = 0 on a ||f||zr = 0 pour f € f, soit f € N =0, donc f = 0 I'élément nul de L'. Donc ||. HLI
est une norme. un
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Théoréme 4.25 (Théoréme de Fischer-Riesz) L'espace vectoriel L' muni de la norme ||.||; est complet : c’est
donc un espace de Banach.

Preuve. Voir paragraphe oa

Remarque 4.26 On parle abusivement d’une fonction f € L' alors qu'un élément de L' n’est pas une fonction
mais un ensemble (une classe) de fonctions. Cet abus permet de parler de la norme de la ‘fonction’ f € L', alors
qu’on devrait parler de la norme d’une fonction de la classe, cette norme étant indépendante du représentant
choisi dans la classe. Et on notera abusivement :

» y
111 "S5 1z "E0 1) (4.23)

4.7 Convergence dans C°(R) [ L'(R)

Cas de la mesure de Lebesgue.

Proposition 4.27 Si (f,)n+ est une suite de fonctions dans C°(R)(L'(R) qui converge vers g dans
(C°(R),||.||oc) (convergence uniforme) et qui converge vers h dans (L'(R),||.||z1), alors h = g p.p. (en par-
ticulier h est continue p.p.).

Cet énoncé s’écrit sans abus de vocabulaire :

Si (fn)n+ est une suite de fonctions dans C°(R) (N L1(R) qui converge dans (C°(R),||.||), €t on note g =
lim f, dans C°, et telle que la suite des classes (f,)n- converge dans (L'(R),]|.||r1), et on note h = lim f,
dans L', alors h= g, et on peut prendre g comme représentant continu dans h.

[fn = glloo = Sup |[fn(2) = g(2)] —2 0,

Preuve. Hypothéses : ol on a noté h un repré-

n— oo

o=l = [[fu — Bl = /len(w) — h(@)|dz — 0,

sentant dans h (soit h € h).
Donc pour tout K = [—7, 7] compact, 7 > 0, comme g € L'(K;R) (car continue), on a :

16— Bllz ey = 119 — Bl i) = /K l9(x) — h()|dz < /K 9(2) — ()| d + /K Fula) — h(z)|da

< Mg = fallool K| + || = fullzr — 0.
n—0

Donc g = h € LY(K;R), soit g = h p.p. dans [—r,7]. Vrai pour tout r > 0, donc vrai dans R. o

4.8 Espace L. (R)

loc

Définition 4.28 L’espace des fonctions localement intégrables sur R est I’ensemble des fonctions mesurables
qui sont intégrables sur tout compact mesurable de R :

LL.R)={f:R—>R:VK CR, K compact = fix € L (K)}. (4.24)

Exemple 4.29 Mesure de Lebesgue : f € £] _(R) ssi pour tout a < b on a fb |f(2)] dx < o0.
En particulier tout fonction f € £'(R) est dans £} _(R) : on a L (R) C 51%0(: (R).
La fonction 1 est dans £{ (R) mais n’est pas dans £!(R) : donc £L}(R) € £] (R). -

On reprend la relation d’équivalence R cette fois-ci restreinte a £ (R).

Proposition 4.30 L\ _(R) est un s.e.v. de Fps (ensemble des fonctions mesurables).

Preuve. Exercice. un

Définition 4.31 L}

loc

(R) = L}

loc

(R)/N est I'ensemble des classes de fonctions L1 _(R).

loc
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5 Théorémes de convergence

Ces théorémes permettent d’inverser signe [ et lim (passage a la limite sous le signe [), sous certaines
conditions, en particulier sous la condition (assez faible) de domination :

Jge L', YneN', |fi|<g = lim(/fn)du:/(lim fn) dp.
n—oo E E n—o0

Comme [, fdu = [, _, fdu quand A est p-négligeable, les théorémes suivants seront valides sous I’hypo-
theése (fy) converge p-p.p. vers f = lim f,, voir (1.28).

Rappel : pour I'intégrale de Riemann, le passage a la limite sous le signe | est en général démontré sous
I’hypothése (tres forte) de convergence uniforme ||f — frlloo —>n—000-

5.1 Théoréme de Beppo—Lévi (ou de convergence monotone)

Ce théoreéme est a la base de toutes les démonstrations des théorémes de Lebesgue qui suivent.
Ici les fonctions considérées sont des fonctions £ — R mesurables, ot R est muni de sa tribu borélienne et
E = (E, A, ) (voir exercice 3.12)).

Rappel : une suite (f,,) de fonctions de E dans R est croissante ssi pour tout n € Non a f,, < f,4+1 (le graphe
de fn41 est au dessus du graphe de f,), i.e. : Vo € E,Vn € N, f,,(2) < fri1(x).

Théoréme 5.1 Beppo—Lévi (théoréme de de convergence monotone).
Soit (f,)n une suite croissante de fonctions réelles mesurables et positives, et, pour x € E :
déf noté

@) = sup fulw) =" lim_ fu(z) € [0,00]. (5.1)

n— oo

La fonction f = lim f, : E — R, ainsi définie est mesurable et positive, et, dans [0, 0] :
n— 00

p(f) = lim (u(fn)) ie. p(lim fr) = lim (u(fn)), (5.2)

n—oo n—oo n—oo
i.e. on peut donc inverser les signes p et lim dans le cas d’une suite croissante de fonctions positives. Avec la
notation intégrale on a :

lim ( [E fudp) = [E (lim_ £.)dp. (5.3)

n—oo

i.e. on peut passer a la limite sous le signe [ (cas d’une suite croissante de fonctions positives).
Egalement vrai si (f,)n~ une suite décroissante de fonctions réelles mesurables et négatives (considérer
(= fn)n+ qui est une suite croissante de fonctions réelles mesurables et positives).

Preuve. (Corollaire de et de ) Avec le corollaire on a f mesurable.

Soit ay, = p(fn)- La suite (a,)n est positive croissante dans [0, 00] car (f,)y est croissante et une mesure
est monotone, cf. prop. Donc (a;,)n converge dans E Soit o = lim,, o, € E

Comme f, < f pour tout n, on a u(f) > pu(fn) = an pour tout n, donc u(f) > a.

Soit g > 0 une fonction étagée telle que 0 < g < f. Montrons que u(g) < «, ce qui donnera u(f) < a,

cf. (3.8)). Posons pour ¢ €]0,1[ et n € N* :
E..,={z € E: fu(x) > cg(x)}. (5.4)
Comme f,4+1 > f,, pour tout n, la suite (E. ,)nen €st croissante, et :

U Ecm, = hin Ec,n =F, donc ILm p*(EC,n) = /U(E) (55)
neN

En effet, pour z € FE, ayant f,,(x) —n 00 f(2) et ¢ < 1, 0n a f,(z) > ¢ f(x) dés que n est assez grand, donc
x € E., dés que n est assez grand, et on a (1.9). Donc, pour tout z € E :
(g, 9(@)n — g(x), donc u(lp,,.g9) — u(leg) = ug), (5.6)

En effet, avec (5.5)), (1£.,9)n est une suite croissante de fonctions étagées positives, et si x € E alors z € E, ,,
pour n assez grand, cf. (5.5)), donc g(x) = 1, , g(x) pour n assez grand; et on a (3.7).
Comme une mesure est croissante, on a pour tout n € N :

a>an =pfn) = p(lefn) 2 p(le, , fn) = p(cle, ,9) = cu(le, .9)- (5.7)
Donc Ve €]0,1], a > ¢ pu(g), cf. (5.6), donc « > p(g), donc o > p(f), cf. (3.8)). un
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30 5.2. Lemme de Fatou

Remarque 5.2 Contre-exemple avec la mesure de Lebesgue py = dx : soit f, = nljg 1y. On a f, > 0 pour
tout n et f,, — f =0 p.p., avec immédiatement :
n—oo

/an(x) de=1 et /Rf(m) dx = 0. (5.8)

Donc, [, (lim fn)(:zz) # lim( [, fu(x . Mais ici la suite (f,) n’est pas croissante : pour z = 1(1 + nT—l)
ona fp(z) =1>0= frpi(x). Falre un dessin. L’hypothése suite croissante (de fonctions posmves) est
primordiale. un

Corollaire 5.3 Sous les hypothéses du théoréme précédent, la fonction positive f = supy(f,) est intégrable si
et seulement si la suite (p(f,))n est bornée supérieurement. Et on a alors :

u(f)=s§p(u(fn)) ie. sg]p(/Efndu) =/E(S§pfn) dp  (dans R).

Preuve. Immédiat. an

Corollaire 5.4 Soit (g, )y une suite de fonctions réelles mesurables et positives. Alors :

p(O> " gn) = (ulgn)). (5.9)

Preuve. On pose f, = ;_, gx- On a (f,)n~ suite croissante de fonctions positives. (5.2) donne :
n n n
p( lim kz 9) = nlgr;o(u(kz g)), domc = nlggo(kz p(gr))- (5.10)
-1 -1 -1

D’oil ' an

Exemple 5.5 Avec u = py la mesure de Lebesgue, et si les g, sont des fonctions positives :

/Zgn ) dpe(z Z(/Egn(w)duz(x)), (5.11)
puisque/ ( lim ng ) dpe(x Z(/Egn(m) dpe(z)).

Avec p = lel ; (mesure de comptage), et si b;; > 0 pour tout ¢,j € N*, alors :

D bi) = (3 by). (5.12)

=1 j=1 j=1 i=1
N* _> RJ’_ o0 oo o0 o0 .
En effet, on pose b; : { i S by(0) = by }, et on a ;51(; bj) = ;(; 0:(b5)). un

5.2 Lemme de Fatou
5.2.1 Rappel : liminf

Soit (A,,)n+ une suite de réels. Soit la suite (u, )y« de réels définie par :

iy = Igf A (=inf{ ., Adns1, Anaa, -0 })- (5.13)

Proposition 5.6 La suite (u,)n- est croissante dans R, donc convergente dans R.

Preuve. = inf A\ = min(\ inf Ap) < inf A\ = . T
Hon = 08, ( ™ k>4l k)_kzn—H k= Hntt "
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31 5.2. Lemme de Fatou

Définition 5.7 La limite inférieure de la suite (A, )n+ est le réel :

liminf(\,) ©f im (tn) = sup (un)
= op Gl ) = i gl )
Exercice 5.8 Soit (\,)y+ une suite qui a deux valeurs d’adhérences (distinctes) a; et as. Donc : Ve > 0,
IN. e N* t.q. Vn > N on a |\, — a1| < e ou |\, — az| < £ (dessin).

1- Rappeler la définition 11- d’une limite, 12- d’une sous-suite, et 13- d’une valeur d’adhérence

2- Montrer qu’il existe deux sous-suites (o )ren+ €t (Br)ren+ t.q. (g )N+ converge vers a; et (S )+ converge
vers ag et t.q. (An)ne = (g )N U (Bk )N

3- Montrer que liminf(A,) est la plus petite des valeurs d’adhérences.

Réponse. 11- une suite (u,) est convergente ssi I¢ € R t.q. limpoo un = ¢, ie., t.q. Ve > 0, IN. € N*, Vn > N,
|un — €| < €, et alors £ est appelée la limite de la suite (u,) (& partir “d’un certain rang N.”, toute les valeurs u, de la
suite sont “égales a ¢ & € pres”.

N* — N*

12- Une sous-suite de (un)nen+ est une suite (vi)ren+ t.q. il existe une fonction n : { } strictement

noté

croissante vérifiant vy = un,, .

13- Un réel £ est une valeur d’adhérence de la suite (u,) ssi une sous-suite de (u,) converge vers £, i.e., ssi Ve > 0,
VN € N, dne,n > N t.q. lun, v — €| <¢, i.e., ssi Ve > 0, Cardinal({un : |un — £ < e}) = oo.

2- Quitte & renuméroter a; et az, supposons a1 < az.

Soit € > 0, avec € < “25%L. On prend N. € N* t.q. Vn > N, soit |\, — a1| < &, soit [An — az| < e.

On note Fo = [1,Ne]n, E1 = {n > Ne : |Adn —a1]| < e}, E2 = {n > Ne : |\, —a2| < e}. Donc N* = Ey U By U E»
partition. Les ensembles E; et F> sont infinis (sinon il n’y a qu'une valeur d’adhérence) On note E1 = (ix)ren+ avec
i:k €N — i(k) =i, € N* fonction croissante stricte, et Fa = (ji)ren+ avec j : k € N* — j(k) = jr € N* fonction
croissante stricte (possible car N est ordonné).

On pose (Gx)rens = (Aig )ken= et (Br)rens = (Nj,, )ken+. On vérifie immédiatement que (&r)n= converge vers a; et
que (Bx)n+ converge vers az (écrire la définition de la convergence).

Et on note (ar)ren+ la suite définie par ax = Ax pour tout k € Ey, et an_+r = &x pour tout k € N* (la suite
(ak)ren+ a laquelle on a ajouté Aq,...,An.)). On a (An)n+ = (ak)n+ U (Br)n- et les suites (ax) et Bi) conviennent.

3- On note, cf. (5.13), pin = infr>n Ax. Donc, pour n > N., comme fj > aj pour tout k, on a pn = infrem, ax, avec

|tin — a1] < e. Vrai pour tout €, donc limp— o0 tin = as. un

Exemple 5.9 La suite (A,) définie par a1 = 1 et Aoy, = ﬁ (faire un dessin) vérifie liminf(\,) =0 : a la

limite, 'inf de la suite est 0. .

Définition 5.10 De méme :

lim sup(\,) L iy (sup A\x) = inf (sup A\g) = inf (v,), (5.15)
n—00 neN* p>p neN* k>n neN*
ol Vp = SUPy >, Ak (et donc (v,,)n- est une suite décroissante).
Exercice 5.11 Montrer que dans R :
liminf(A,) < limsup(A,). (5.16)
n—00 n—00
Réponse. On veut : sup,,cy(infr>n M) < infrmen(supys,, Ae)-
SOit, Vn € N, inkan Ak < inmeN(SupeZm )\1{)
Soit, Vn,m € N, infy>, Ap < SUDPy> pm Al
Sin >m alors infr>p, A < Ap < SUP/>,, Ae < SUPys,, Ag OK.
Sin S m alors inszn )\k S inkam )\k S )\m S SuPezm )\g : OK. -.-

Exercice 5.12 Montrer : —inf(\,) = sup(—A,)) puis — liminf(A,) = limsup(—X\,,).

Réponse. Soit a = infy=(Ay). On a a < A, pour tout n et I(An, ) sous-suite extraite t.q. An,, —>k—o0 a. Donc —a > =\,
pour tout n et —An, —k—oo —a, donc —a = Supy«(—An).
. def . . . . u
D -1 f(An) = — f (M) = f (—inf (A\x)) = f —A)).
onc — lim inf(An) :élﬁg(,ggn( k) =+ inf (= inf (X)) =+ inf (+ igg( k) =

Exercice 5.13 Montrer que ()\,,) est convergente ssi :

liminf A\,, = lim A, = limsup \,. (5.17)
n—roo

n—0o0 n—o0o

Réponse. Soit Aoc = limp—y00 Ap. On a: Ve > 0, AN > 0, Vn > N, [\ — Ao| < €.
Soit pn = infr>n(Ax). Donc Vn > N, |un — As| < . Donc la suite croissante (p,)n+ converge vers A. Donc
liminf, o0 Ap = limp 00 An. Idem pour lim sup. e
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32 5.2. Lemme de Fatou

Exercice 5.14 Si ¢ € R (une constante), montrer que :

lim inf(A, + ¢) = liminf(\,) + c. (5.18)
n—oo n—oo
Réponse. sup,, cy(infrs>n(Ar + ¢)) = sup,, ey ((infe>n Ax) + ¢) = sup,, cy(infrsn Ax) +c. un

Exercice 5.15 Si (u,) est convergente, montrer que :

liminf(A, + f15,) = liminf(X,) + lim (pn). (5.19)

Réponse. Pour € > 0 soit ne t.q., Vk > e, pfloo — € < ke < lloo + €.
Donc pour k> non a A\; + flco — € < Ak + ik < Mg + fhoo + &-
Donc inkan()\k) + foo — € < inszn(/\k + [Lk) < inkan()\k) + Hoo + €. an

Exercice 5.16 Montrer : pour des suites minorées on a :

inf (\p) + inf (u,) = igf (An + pin)- (5.20)

n— oo n—oo

Réponse. Soit a = inf(\,), donc Vn, a < A, et Ve > 0, AN € N, Vn > N, —e < a — A\, < . Soit b = inf(uy,), donc
Vn, b < pn, et Ve >0, M. € N, Vn > M., —e < b — pp < €.

Donc Vn, a 4+ b < A + pin, et Ve, Vn > max(N%,M%), —e<a+b—Ap — pun <e. .
Exercice 5.17 Montrer :
lim inf(A,,) + liminf(p,) < liminf(A, + pn). (5.21)
n—o0 n—oo n— oo

Donner un exemple ot il n’y a pas égalité.

Réponse. Il faut montrer que sup,, ¢y« (infr>n (Ar)) + sup,, ey (infx>m (pr)) < supgens (infr>e(Ar + pr))-

C’est vrai si Vn € N* on a inszn(kk) + inkan(,uk) < SUP e+ (insze(Ak + ,uk))

Clest vrai si Vn € N*, 3¢ € N* t.q. infr>n (M) + infi>n(pr) < infrs>e(Ax + pr)) : il suffit de prendre ¢ = n car
infr>n(Ak) + infesn(pr) < An + pin < infrs>n(Ae + pr).

Exemple de non égalité : A2, = 0 et Aany1 = 1 et pon = 1 €t pongr = 0 :ici Ap + pn = 1 et liminfpe0(An) =
liminf, oo (ptn) = 0.

Ou encore i, = —Ap, avec Aa2n, = 0 et Aapy1 = 1 pour tout n : ici A\p, + pn = 0, donc liminf, oo (An + pn) = 0, alors
que liminf, o0 (An) = 0 et liminf, oo (ptn) = —1. an

5.2.2 Lemme de Fatou
Soit (f,)n+ une suite de fonctions. Soit x fixé. Appliquons la définition a la suite (Ap)n = (fn(2))n- ¢

liminf f,(z) ¥ sup (inf fo(z)) = lim (inf f(z)). (5.22)

n—o00 neN* k>2n n—oo k>n

Autrement dit, si on définit les fonctions g, par :

Ve € E, gn(z) = égf fr(x), donc (gn)n+ est croissante, (5.23)
et on a: )
Ve B, lminf(fu(2)) € sup (gu(2) = lim (ga(2)). (5.24)
n—oo ’VLGN* n—oo

Exemple 5.18 Sur lintervalle [0,2] muni de la mesure de Lebesgue, soit (f,)y+ la suite définie par fa,, =
Lio,1] = f2, et fomy1 = 1j1,2) = f1 (faire un dessin). Ici g,,(x) = 0 pour tout z et tout n (immédiat), et donc
sup,, gn = 0 = liminf(f,). ’a

Lemme 5.19 (de Pierre Fatou.) Si (f,) est une suite de fonctions positives et mesurables, alors f =
liminf, o (fn) est mesurable positive, et :

p(liminf f,) < liminf(u(f,)). (5.25)

n— oo n—oo

On n’a pas égalité en général (par exemple on peut avoir liminf, ., f, = 0 alors que u(f,) = 1 pour tout n).
Avec la notation intégrale :

[ timint f)au < it ([ £, d), (5.26)
E E

n—oo

et il n’y a pas inversion des signes [ et liminf, uniquement une minoration dans un sens.
De méme p(limsup f,,) > limsup(u(fy,)).
n—oo n—oo
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33 5.3. Convergence en moyenne pour la mesure [

Preuve. On utilise (5.23) et (5.24). On a g, = infy>, fi est mesurable, cf. corollaire [2.12}
On pose g = sup g, = sup (inf fi). Il s’agit de montrer p(g) < sup (inf p(fx)).
neN* neN+ k>n neN* k>n

Pour tout £k > n on a : g, < fi, donc p(g,) < u(fx). Donc u(g,) < Iir>1f w(fx). Donc sup p(g,) <
Zn neN*

sup (inf p(fi))-
neNx k=n
Et le théoréme de convergence monotone donne supy. p(gn) = p(supy« gn) = p(g), car les g, sont positives
et (gn)n+ est croissante. Donc p(g) < sup (inf u(fx))-
neN+ k2n

Exemple d’inégalité stricte : soit les f,, de ’exemple|5.18] On a lim inf,,, o (f5) = 0. Donc f02 (liminf,, o frn)dx =

0. Et on a f02 fndx =1 pour tout n. Donc liminf, ([ fndz) = 1.
Puis, pour limsup, on a limsup,,_, .. (fn) = — liminf,, o (—f»), et (5.25) donne le résultat. ua

Remarque 5.20 Exemples ou (f,) vérifie [; fn(z)dz =1 pour tout n et liminf f,, = 0 (donc inégalité stricte
n—oo
dans (5.25)) :
fn(x) = nlyy 1) (concentration de la masse en 0).
]

gn(z) = 1159, (dilution de la masse).
hn(z) = fi(z—n) (“bosse glissante”)... a

5.3 Convergence en moyenne pour la mesure p
5.3.1 Convergence en moyenne

Soit (F,.A, u) un espace mesuré.

On considére l'espace L'(E, A, ) =% £! des fonctions f : E — R ou C qui sont p-intégrables, i.e.
p(If1) = lIf]|zr < oo. Et on notera [[.[| 1 ="% [|.|1.

Comme ||.||; est une semi-norme dans £!, on considérera les fonctions de £! presque partout.

Ou encore, cf. remarque on considérera l'espace L' = L'/N avec ||.|[z1 ="°% ||.||1, olt maintenant
[|.]|z1 est une norme dans L', norme qui fait de L' un espace topologique séparé (topologie engendrée par les
boules ouvertes B(f,e) = {g € L' : ||g — f|l1 < €} pour tout f € L' et tout € > 0).

Définition 5.21 La topologie induite par la norme ||.||; sur L' (topologie engendrée par les boules B(f,¢)) est
appelée topologie de la convergence en moyenne.

Les convergences dans (£, ||.||1) et dans (L',]].||1) sont appelées convergences en moyenne (relativement &
la mesure p).

Donc : une suite (f,,)n- € (L)Y (suite de fonctions p-intégrables) converge en moyenne pour la mesure
vers une fonction f € £! (fonction p-intégrable) ssi :

M(|fn_f|)n:;07 Le. an_len:;O’ Le. /E|fn_f|dﬂn:>>oo (5.27)

(Ne pas oublier les valeurs absolues! C’est la convergence au sens de la norme ||.||;.)

Remarque 5.22 On parle abusivement de fonction f € L', au sens o, de la classe de fonctions f, on choisit
(arbitrairement) une fonction dans £!. Ce tant que cet abus de notation ne pose pas de problémes (autres que
des problémes techniques dans les démonstrations). .

., . . . . 1 . 1
Proposition 5.23 Soit (f,) une suite de fonctions de L', et soit f € L', avec f, n—_>>oof en moyenne, cf. .
On a:
Wf = 1) = 0 = p(fa) = () et ul(fa) > ullf)). (5.28)

—

Soit avec la notation intégrale :

[1r=nlin—0 = [ fade—s [ gdu e [Iflau— [1n0an 629
E n—00 E n—oo Jp E n—oo o

Preuve. On a |u(f,) — p(f))| = [u(fn — F)I < p(|fn — f]) = 0 d’ott la premiére affirmation, et on a “||a| — [b]| <
) —

la — b|” pour tous réels a et b, Ao [u(|ful) — u(|f)| = (| ful = FD] < w([Ifal = [fI]) < u(|fn = f) = 0 dou
la deuxiéme affirmation. un
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34 5.4. Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée)

Remarque 5.24 Par contre, la réciproque est fausse : ,u(\fn|)n_—>>oo w(f) & p(fn=1D o 0. Prendre p =

|
dz, fn = 1jo,1) (suite constante) et f = 1[; o) pour lesquelles on a u([f,|) = p(|f]) = 1 mais u(|fn — f]) =2 # 0.
Faire un dessin. 1

Sous I’hypothése supplémentaire de convergence presque partout on a quand méme :
Proposition 5.25

o {@ pllfal) 52 n(F1), et
(

alors p(|fn—f1) — 0. (5.30)
it) (fn) converge p-p.p. vers f, n—eo
Preuve. Appliquons le lemme de Fatou [5.19]: on considére la suite de fonctions positives et intégrables g, =
| f1+|fnl—|f— fn| qui converge p-p.p. vers la fonction | f|+]f|—0 = 2|f|. Comme ici lim inf(g,,) = lim(g,,) = 2|f],
le lemme de Fatou, cf. (5.25)), indique alors que :

p2lf]) < minf (u(|f] + [ fal = |f = fol)) = Tm(u([f] + [fo])) — Tminf (u(]f = fal).

D’ou 0 < —liminf(u(|f — fn])) <0 et donc iminf(u(|f — fn])) =0
De méme avec hy, = [f — fol = ([f[+|fn]) = =2[f] : on a —p@[f]) > limsup(u(| f — ful = (If]+[n]))), dou
limsup(u(|f — fa])) = 0. D’ot lim(u(|f — fu])) = 0, cf. exercice [5.13] s

Remarque 5.26 En revanche, on n’a rien si on suppose seulement pu(f,,) —n—oco (f) (au lieu du (1)) méme si
fn converge presque partout vers f : prendre la mesure de Lebesgue sur ]0, 1], la suite de fonctions définie par

fn(x) =n(l 1 — L1 2{) qui vérifie fo fn(x)dr =0 et qui p.p. converge vers 0, alors que u(|f,|) = 2. Faire un
dessin.
Ou encore, sur R, prendre la fonction qui vaut %(1[0,71] — 1j_p,q))- Faire un dessin. un

5.3.2 Convergence en moyenne vs convergence p-presque partout

Remarque 5.27 Attention : la convergence p.p. n’implique pas la convergence en moyenne :

fon — fausensp.p == f, — f en moyenne (au sens de L%).
n—roo n—oo

Prendre f,, = nl}O,%[ :

1- on a f, tend simplement vers la fonction nulle f = 0, avec ||f||; = 0, alors que

- ||fn]l1 = 1 pour tout n, et donc que ||f, — f|l1 = ||fn|| =1 4 0. D’ailleurs la suite (f,) ne converge pas
dans £, sa “limite” généralisée étant la masse de Dirac (qui n’est pas une fonction). .

Remarque 5.28 Attention : la convergence en moyenne n’implique pas la convergence p.p. :
fon — fausensde L' =~ f, — f au sens p.p.
n—oo n—oo

9k, ’ 2kn
sont les (seuls) entiers tels que 0 < 7, < 2%» et j, + 2F» = n. o

Voir Bouyssel [3] p. 132 pour le contre-exemple : f, = 14, ou 4,

[ et on, & n donné, j, et k,

Exercice 5.29 Complément de la remarque précédente. On a quand méme le résultat suivant. Soit (f,)nen
une suite qui converge vers f au sens L' (de la moyenne). Montrer qu’il existe une sous suite extraite (fn, )ren-
qui converge p.p. vers f.

Réponse. La convergence en moyenne implique : il existe une sous-suite (fn, )rens t.q. pu(|f—fnr]) < 27 Dou

Se ([ f=Fnil) < o0o. Donc u(X, |f—farl) < o0, cf. exercice [5.5) donc F = >, |f—fn.| € L', avec F(z) =
>k |f(x)—fn,, ()| pour presque tout x. Donc F(x) < co pour presque tout z, cf. exercice Donc, pour presque
tout z, le terme général de la série F'(z) = >, |f—fn,|(z) tend vers 0 : | f— fn, |(2) faed 0. wn

5.4 Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée)

C’est un théoréme fondamental de la théorie de l'intégration.
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35 5.4. Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée)

5.4.1 Le théoréme

Cadre : soit (E, A, 1) un espace mesuré, et £'(E, A, p) =0 £1

sont p-mesurables de mesure ||f||; =3 pu(|f]) < oco.

I’ensemble des fonctions f : E — R qui

Motivation : soit (fy, )y~ une suite de fonctions réelles (ou complexes). Soient les intégrales :

Fn:/fnd,u eR.
E

Question : la suite (F;,)y+ converge-t-elle dans R 7 Et si oui, a-t-on :

lim Fn:/(lim fa)dp 7
E

n—roo n—oo

En d’autres termes, peut-on passer a la limite sous le signe [ :

1im ( /E fudpt) = /E (i f,)dp 7 (5.31)

C’est faux en général : voir (5.8]). C’est vrai sous les hypothéses de convergence p.p. et domination :

Théoréme 5.30 Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée). On suppose :

1. la suite (f,)n+ converge p.p. vers une fonction f (i.e., & x fixé, la suite (f,(z))n~ converge vers f(z) (on
peut remplacer N* par tout ensemble dénombrable), ce pour u-presque tout x), et

2. domination L' :
Jhel', VneN*, |fu<h wpp., (5.32)

(domination indépendante de n par une fonction h intégrable) i.e. il existe h € L*(E) t.q. pour tout n € N*
et pour p-presque tout x € E on a |f,(z)| < h(z).

Alors la fonction f est intégrable et de plus :

lim (u(fn)) = u(f), (5.33)

n— oo

soit lim (u(fn)) = wu( (fn)), et avec la notation intégrale :

lim
din (f ) = [ (tim 5o) o 534

Preuve. On a |f,| < h p.p. pour tout n avec h intégrable, donc f, est intégrable (critére d’intégration par
domination).

Et f, — f p.p., donc |f| < h p.p. avec h intégrable, donc f est intégrable (critére d’intégration par
domination).

Puis pour presque tout z € E on a lim,, fn(z) = f(r) = liminf, ,o fn(z) (les liminf et lim sont
égales pour les suites convergentes). On applique le lemme de Fatou (pour lequel on a besoin de fonctions
positives) : on a |f,| < h, donc —f, < h et f, < h, ce pour tout n et p.p., soit A+ f, > 0et h — f, > 0.

Donc (5.25)) donne :

p(f +h) < liminf p(fo +h), dot p(f) < liminf p(f),

n—oo n—00
et wu(h—f) <liminfu(h— f,), dou wp(f) >liminf u(fy,).
n— oo n—oo
D’ou p(f) = liminf, oo p(frn) = limy oo p(frn)- ==

Remarque 5.31 Si la fonction dominante h existe, elle est nécessairement supérieure & g = supy|fn|. En
particulier si ¢ = supy |fn| n’est pas intégrable (cas u(g) = o0), on ne peut pas appliquer le théoréme de
convergence dominée (de Lebesgue). Exemple : voir remarque oll g > - (exercice).

On peut également noter que la suite (f,) de la remarque n’est pas une suite de Cauchy dans £!,
le vérifier avec ||f, — fan||1, et donc ne saurait converger au sens de (dans) £!. Cette suite est uniquement
simplement convergente (converge ponctuelle).

(La suite (fy) de cet exemple est convergente au sens des distributions vers la mesure de Dirac en 0 (qui
n’est pas une fonction), voir cours de distribution.) un
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5.4.2 Exemples

Exercice 5.32 Montrer 1- directement, puis 2- en appliquant le théoréme de convergence dominée que :

1
1
/ nre dr=—(1—-e")—e " — 0. (5.35)
0 n n— o0
Puis démontrer que fol nzFe " dr — 00 0 pour tout k > 1.
Réponse. 1- Par intégration par parties : fol xne " dr = — fol —e " dx 4 [—ze "]p.

2- Soit fn(z) = nze™"". Cette fonction est continue sur le compact [0, 1] donc est intégrable.

21- Pour = € R fixé la suite des réels (f(z))nen converge vers 0, et donc la suite (fn) converge simplement presque
partout sur R4 vers la fonction nulle.

22- f(z) = (n—n’z)e” ", et f, atteint son maximum sur [0, 1] en x =  avec f,(L) =e™". Donc fn(z) < e ' pour
tout n. Soit h la fonction constante h=e 11 [0,1]- Cette fonction est 1ntegrable sur [0, 1], elle majore la suite f,. On peut
appliquer le théoréme : lim,— oo fol fn(z)dz = fol limy, o0 (fn(z)) dz = fol 0dz = 0.

Méme démarche pour fo nzFe™"" dz puisque nzFe ™" < nze ™ < 7! sur [0,1] pour k > 1, le calcul direct par

intégration par parties étant plus long (récurrence). un

Exercice 5.33 Montrer 1- directement, puis 2- en appliquant le théoréme de convergence dominée que :

oo
/ nzxe "*dxr — 0. (5.36)
1 n—oo
Réponse. 1- Par intégration par parties : f1 nxe "Cdr = [najeizx]fo — floone::f dr = —0+e "+ [e:::]i)o =

—n

e — 0.
2- Soit f(n,z) = nze ™",
21- Pour z = zo € [1,00] fixé, la suite foo(n) = f(n,z0) = nxoe” "*° tend vers 0 quand n — oo car y — ye

converge vers 0 quand y — co. Donc f, converge simplement vers la fonction nulle sur [1, ool

22- Montrons que la suite (f,)n>1 est décroissante sur [1,00[, i.e. fn(x) > frt1(x) sur [1,00[. On a fii(ﬁzc) = e,

avec .ty > % pour n > 1et e > e > 2 pour € [1,00[, donc ffi( )) >1pourn>1etz € [l,o00] cqfd.
Donc 0 < f, < f1 sur [1,00] avec f1 € £'(]1,00]).
Donc (théoréme de convergence dominée de Lebesgue) [\ nze™ " dz —n oo = [ 0du. un

Exercice 5.34 Démarche générique — Montrer en appliquant le théoréme de convergence dominée que :

n—oo

/ nxe "*dx — 0. (5.37)
0

- 1 . , , . .
Réponse. On a [ = [/ + [, ce qui permet de séparer le comportement sur un borné et le comportement en I'infini,
comportements traités dans les exercices précédents. un

Exemple 5.35 En revanche :

n—o0

1 2
/nxe Pdr=1-e7 — 1 (5.38)
0

—77,1)2
alors que, a x fixé, f,(x) =nxe”2  — 0 (convergence p.p. vers 0 de la suite (f,)). Mais cette suite f,, n’est
n—oo

pas dominée par une fonction intégrable : sinon on pourrait appliquer le théoréme de convergence dominée et
on aurait 1 =0.
Remarque : on vérifiera par exemple que f, est maximum pour z,, = ﬁ et vaut en ce point fn(ﬁ) =/n,

soit f,(z) = + pour & = ﬁ Or 1 n’est pas intégrable au voisinage de 0. o

—nx

€ dx.

Exemple 5.36 Calculer lim
n=2 Jjo,co| VT

Réponse. Soit f(n,z) = %, pour n > 1et x> 0.
1- Pour zo > 0 fixé, f(n,z9) — 0, donc la suite (fr)n+ converge p.p. vers f = 0 sur Ry.
n— oo

2- Soit n > 1. Sur [0,1] on a |fu(z)| = fu(z) = 27 2e ™" < 272, donc, posant h(z) = a2 onahe L (Jo, 1)

et |fn] < h, domination indépendante de n. Et sur [1,00] on a |fn(z)| = fu(z) < e™*, donc posant k(z) = e~ on a
k€ L£'(]1,00]) et |fn] < k, domination indépendante de n.
Donc (théoréme de convergence dominée de Lebesgue) la limite cherchée est 0. wn
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37 5.4. Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée)

1
1
Exemple 5.37 Montrer que lim e dx = 0.
n=oo Jo (1+m)"

Réponse. On pose fn(z) = fz(n) = f(n,z) = A%

(ta)m
-Az=x0>0fixe,n>2 (14+z)" > 14+nxo+ "“’;Dmo?, donc 0 < &12:52 < 1+mol++nn(i;1>mz —n—oo 0, donc fr
tend presque partout vers f = 0 sur [0, 1] (partout sur ]0,1]). (Ou encore poser yo = 1+ xo, donc (ifr;‘(f)“n = 1+";€P—1) =
0

fg + (yo — V)ne~mteewo) . 0 quand yo > 1.)
2- |f(n,z)| < 1 pour tout n € N et tout = € [0,1] (cf. calcul précédent), et donc h = 1j91; € £'(]0, 1[) domine (| fn|n).
D’ou ’application du théoréme de convergence dominée et sa conclusion. un

A
Exemple 5.38 Soit A > 0. Soit F,(A4) = / (1- %)” cos(r) d.
0
(i) Caleuler F(A) = lim Fy,(A). (On rappelle que e = lim, o0 (1 + £)".)
n (oo}
(ii) Montrer que lim,, fon(l — %)n cos(z)dr = %

Réponse. (i) On pose fn(z) = (1 — %)" cos(z).

1- A xz=x0 > 0 fixe, (1 — %O)n —n—oo € 20, voir annexe donc la suite (f,)n+ converge simplement sur R vers
la fonction f donnée par f(z) = e~ cos(z).

2- Pour = € R fixé et pour n > [z|, ona 0 < (1 — 2)" < e™*, voir annexe Donc |, ()| < h(z) pour = €]0, A[ et
n > A, oft h(z) = e %, avec h € £(]0, A]).

Donc (convergence dominée) F(A) = limp— oo Frn(A) = fOA(limn_)oo fn(z))dz = fOA e~ ” cos(z) dz.

Calcul : F(A) = [e”®sinz]g + fOA e sin(x) dr = e 4 [e7*(— cos(x))]§ — fOA e cos(x)dr = e 4 —e “ cos(A4) +
1 — F(A), doit F(A) = 3(e™"* — e * cos(A4) + 1).

(i) Ona G, = [)'(1— )" cos(z) dz = 157 g(n,x) dx, ot g, (x) = (1— 23" cos(x)1jo,n(z) : ici on a rendu les bornes
de lintégrale indépendantes de n. On procéde comme au (i) :

1-az ==z >0 fixe, (1-— @) — e~ 0. Avec 1jg,,((%0) — 1. Donc la suite (gn)n- converge simplement vers la
n n— oo

fonction f donnée par f(z) = e~ cos(z) sur R;.
2- Pour 0 < z < m, donc 0 < ‘%| <l,onal< (1 — %)n < e ¥, voir annexe donc |g(n,z)| < e™®. Et pour x > n
on a g(n,z) = 0 donc en particulier |g(n,z)| < e™*. Donc |g(n,z)| < e™* pour tout n € N* et tout z > 0.

Donc (convergence dominée) limy, o0 Gn(x) =[5 (limp 00 g(n, x))dm = [ e " cos(z)dr = § (faire une double
intégration par parties, ou calculer fo e ®e'® dz qui donne aussi fo *sin(z) dx = %) un
*° sin(7wx
Exemple 5.39 Montrer que lim y dr = —.
n—oo g 142" T

Réponse. On se contente de n > 2 (on s’intéresse & n — 00). On pose f(n,z) = Sﬂ(::)

1-si0 < x < 1, f(n,2) —nooosin(mz), et si 1 < z < 00, " —p00 00. Donc f,, converge simplement p.p vers
f(x) = sin(mz) 10,17 (x).

2- Une fonction dominante est donnée par h(z) = sin(wz)1jo,1j(x) + 1+%1[1,00[(3:) qui est bien intégrable sur R;. On

peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée : la limite cherchée vaut f0°° sin(mx)1jo,1) do = [f@]é = % un
5.4.3 La primitive d’une fonction L' est continue
Proposition 5.40 Si f € £!([a,b]) alors sa primitive F définie sur [a,b] par F(z f f(t)dt est continue.

(Une primitive quelconque est la fonction F' & une constante prés.)
Et on note alors F' = f dans L' (méme si F n’'est pas dérivable au sens classique), voir ci-dessous exer-
cicelh.42

Preuve. Comme f € £!([a,b]), pour = € [a,b] on a f € L!([a,z]), car [ |f(t)]dt < f lf(@)]dt = ||fl|z < oo.
Donc F est bien définie sur [a, b].

Soit (z,)y+ une suite de points dans [a,b] qui converge vers z € [a,b]. Il s’agit de montrer que
F(zp) —n—oo F(x). On a F(x,) f gn(t)dt ot on a posé g,(t) = 1, xn]( )f(t). Appliquons le théoréme
de convergence dominée. A ¢ fixé on a gn(t) —n—o0 L[a,2)(t) f(t) puisqu’ici f(t) est une constante. On a
lgn| < |f| pour tout n avec u(|f]) < oo donc g, € L([a,b]) et (gn) est domlnee par |f| € £'. Donc
lim,, oo F(2,) = lim, 00 f;gn(t) dt = fbhmnﬁoo(gn dt = f Lia,(t = fa ft)ydt = F(z), et F
est continue. un

Remarque 5.41 Dans la proposition la notation F’ = f est abusive au sens classique, car la fonction F’
n’est pas nécessairement dérivable dans tout [a, b], voir 'exemple de la fonction de Cantor, remarque[1.33] da
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38 5.5. Continuité d’une intégrale dépendant d’un paramétre

Exercice 5.42 Nécessite le cours de distribution. Soit f € £1(]0,1[; R). Montrer, pour presque tout = €]0, 1] :

<A F(ydty = f(a). (5.39)

Indication : se servir de D(]0, 1[) dense dans £1(]0, 1[) et raisonner au sens des distributions.

Réponse. Le résultat est connu pour f € C°([0,1]), puisque F(z fo t) dt est la primitive d’une fonction continue,
donc F est dérivable, et F’' = f.

Soit f € L' et soit (f») une suite de fonctions de D(]0, 1[) (C* 4 support compact dans |0, 1[) qui tend vers f € £* :
[|f = falli = 0. Quitte & considérer (f,),>n pour N assez grand, on peut supposer que ||fn|]1 < 2||f|]1 pour tout n, et
la suite (f,) est dominée par une fonction intégrable.

Montrons (5.39) au sens des distributions, i.e. que pour tout ¢ € D(]0,1[) on a (([; f w(@)) = (f(z), o(2)) de-
Les f, étant dans D(]0, 1[), les f,, sont C° et donc on a :

(« / " () dt) (@) = (fula), o)) ar = / fule

Le membre de droite fol fn(z)p(x) dz tend vers fol f(@)p(z) dz : appliquer le théoréme de convergence dominée a la
suite de fonctions g, = frep.

Le membre de gauche vaut f01(f0x fa@®)dt) p(z)dz = —fol(fox fa(t)dt)p'(z)dz et montrons qu'il tend vers
fo fo (z)dz : appliquons le théoréme de convergence dominée a la suite (F,) donnée par F,(x) =
fo falt (a:) pour x € [0,1] : 1- les F, sont intégrables car continues sur le compact [0,1]; 2- & x fixé,

F,(z) — F(x) = (/ () dt)¢'(x), cf. (5.28) avec u mesure de Lebesgue sur [0 z]; 3- |Fa(x)] < ||fn|\£1|g0’(:v)| <
n— oo 0

2|\f|\£1 |<p ( )| integrable car ¢’ continue sur [0, 1] compact. D’oi fol F,(z)dz — fo x) dzx, soit fo (fy fn(t) dt)¢' (z) dz —
fo (s f (z) dz, ce pour tout ¢ € D(]0, 1]). wn

5.5 Continuité d’une intégrale dépendant d’un paramétre

Ci-dessus on a considéré le cas des fonctions

f N*x FE — R, o p N (5.40)
N ul : .
(n2) = f(2) = ful2), " n = F(n /‘fnxmw>@mn»
On se donne maintenant les fonctions
;. TxE oR o I =R 1)
N uis . .
) = fpa), T p = F(p / f.2) du(@) (= u(fy)),

ol I est un intervalle ouvert de R (ouvert, fermé, semi-ouvert, borné ou non), ot donc p est le parameétre de
“Iintégrale F(p) qui dépend du paramétre p”, et ou x est la variable d’intégration. On notera :

I EF—R . I —-R (5.42)
Pz folx) = fp, ), T pe folp) = fp, ). '

But : supposant f continue en pg, on veut savoir si F' est continue en pg et surtout si

lm F(p)=Flpo). te. Jim ([ jp.aydnte / f (0 2) dia(z), (5.43)

P—Po P—>Po

i.e. sion peut passer & la limite sous le signe [, i.e. si

mﬂxwﬂnmwm0=é (tm [ (p, 2)) dpz).

P—Po cE P—Po

I.e. si pour toute mesure p :
lim = pu( lim = . 5.44
p_)po(ﬂ(fp)) M<p—>po fo) = 1(fpo)) ( )
Théoréme 5.43 (Continuité d’une intégrale dépendant d’un parameétre.) Soit (E, A, 1) un ensemble mesuré et
R muni de sa topologie usuelle. Soit I =]a,b[ avec a < b et pg € I. Si I = [py,b|, avec py < b, on sous-entendra
la continuité a droite en po, et si I =]a,pg], avec a < pg, on sous-entendra la continuité a gauche en pg. Si
= 400 et I =]a,po| avec a € R, ou si pg = —o0 et I =|pg, b avec b € R, on sous-entendra la limite en +oco.
Soit f et F' donnés en (5.41) t.q., avec (5.42), f, est p-mesurable pour tout p € I.
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39 5.5. Continuité d’une intégrale dépendant d’un paramétre

Hypothéses :
1. pour p-presque tout x € E, la fonction f, est continue en py (l'intégrant est continu en pg), i.e.

pP—Po
2. domination indépendante du paramétre p par une fonction h p-intégrable :
3he LYE), tq Vpel, |f,|<h, (5.46)

ie., 3h € LY(E) t.q. Vp € I et pour presque tout x € E on a |f(p,x)| < h(x).
Conclusion : la fonction F' donnée en (5.41)) est continue en py :
lim F(p) = F(po), ie.  lim u(fp) = pu(fp,) (= p(lim fp)), (5.47)

pP—Po pP—Po pP—Po

noté :

i [ fip.a) / f(po,2) dufz) (= [E (lim f(p,)) du(x)) (5.48)

pP—Po P—DPo

(dérivation sous le signe | sous I'hypothése de domination).

Preuve. (corollaire du théoréme de convergence dominée.) Soit (p,)y+ une suite qui converge vers pg, et soit

gn(x) = f(pn,x). On a (g, (2))nen+ qui converge vers f(pg,z) = fp,(x) cf. hyp 1, pour presque tout z; et
|gn| < h pour tout n avec h € L'(E) cf. hyp 2. Donc lim,, o0 pt(gn) = u(fpy) cf. (5.33) (thm de convergence

dominée), i.e. lim,_, F(pn) = F(po). Vrai pour toute suite (p,)n+ qui converge vers pg, d’ou (5.47]). in
Exemple 5.44 Montrer que, pour f € £!(R;R), sa transformée de Fourier ]?ﬁl(]R; C) définie par :

&) = /Rf(x) e dy (5.49)

est continue sur R (et est borné).

Réponse. Posons g(£,z) = f(z) e %", 1- A z fixé (quelconque dans R), la fonction g, : € — f(x) """ est continue car
I’exponentielle I'est. 2- On a (module) |g(¢,2)| < |f(x)| pour tout z,¢ réels avec |f| € £L*(R) (hypothése) (majoration

indépendante du parameétre £). Donc on peut appliquer le corollaire précédent : fe C°(R). (Et |f(£)\ < ||fllz1 donc

Flleee < 1f1ler-) o
> 1 21
Exemple 5.45 Montrer que, pour ¢t € [0,00[, posant F(t) = / \/T—x , on a
o (1+a22)Va2+t
V/ 2 _
Réponse. Notons f Uintégrant : f(t,z) = ﬁ Ici le paramétre est t.

1- A x fixé dans |0, 00|, la fonction f, est continue pour ¢ € [0, 0o (on a exclu 2 = 0 mais on a besoin de la continuité
des f; uniquement pour presque tout x).
2-Pourt €Ry et € Ry, onav1+a2—1<uz (car 1 +2° < (1+x)%); et onaa2+t>x donc

donc 0 < f(z,t) < 1+ 13,2 Bt la fonction h(z) = {7
la limite sous le signe f i.e., on a la continuité de la fonction F :]0, co[— R.

1/ 2 _
DoncF(t)t—Ozr (hm ft,x)) dﬂcf/ £(0,x) d;z:—/ 11‘:_9;2 1d13
—

)

1.
=<

12 est indépendante de ¢ et intégrable sur R;. On peut donc passer &

Et F(t)—>/ (lim f(t,ac))dxz/ 0dz =0.
t—o0 0 t—o0 0
Reste & voir que F(0+) = In(2). On fait le changement de variable y = v/1+ 22, d’ot ydy = zdz, dou F(0) =
%) _ ') N )
/i yz\y/ﬁ ﬁdy = mdy =/, (5 y+1 Ydy+ [ 7 Hl)dy La derniére intégrale est le reste d’une intégrale

convergente, et la premiére vaut In(2) + In( 7

N—_H) qui tend vers In(2) quand N — oco. =n

Exemple 5.46 Montrer que, pour ¢ €]0, 1[, posant F(t dx, on a F continue sur |0, 1],

/\/m

; pour & €]0,1[ et t € [0,1].

et F(0+) =m, et F'(1—-) = +o0.
Réponse. On pose g(t,z) =

\/:c(l ac)(l tx

1- A z fixé dans )0, 1], la fonction g, : t €10, 1[— g=(t) est continue (sauf éventuellement en t = L mais £ ¢]0,1[).
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40 5.6. Dérivation d’une intégrale dépendant d’un paramétre

2- Pour t € [0, o] avec a < 1, la fonction g(t, ) est dominée par la fonction g(«, z) qui est intégrable (car la fonction
Yy — y_% est intégrable au voisinage de 0+). Donc F:t— F(t) est contlnue sur [O a], ce pour tout a < 1, dont F' est

. 2y d . 1
continue sur [0,1[. Donc F(0+) = lim¢—,o4 F(¢ fo lims 04 ga (t fo \/z(l == fo y yl_yy2 = 2[arcsin(y)]g = 7.
Et pour t€]0,1[etz >00onal—z<1-—tzx donc ﬁ > 1_1m, avec si ¢ < 1, alors 2 = = 1. Donc fol g(t,z)dx >

1 d _ (1 dz __ =1 L | [ ]

fo \/z(l e > [ \/(131«)2 = [y % = [FIn(1—t2)]z—0 = S+ In(1—t) —4—1- +o0. Donc F(t) oo un

Exercice 5.47 Soit f € L1(R) et g € CO(R) t.q. ||g||lec < oo (i-e. g borné). Soit ¢ := f * g, i.e. p(z) =
[= . f(t)g(z—t)dt . Montrer que ¢ est continue sur R.
Réponse. On pose h(z,t) = f(t)g(x—t) pour z,t € R (Uintégrant).

11- Soit ¢ fixé; hy : @ — he(x) := h(z,t) est continue sur R (continuité en z) car g l'est.

12- |h(z, )| = |f()||lg]|/cc (domination indépendante du paramétre ), avec f € L'(R) : le thm de cvgce dominée

donne le résultat. un
Exerc1ce 548 Soit f € LL.(R) et g € CYR) a support compact. Soit ¢ := f x g, i.e. o(z) =
[= . f(t)g(z—t)dt . Montrer que ¢ est continue sur R.

Réponse. Soit h(z,t) = f(t)g(xz—t) (U'intégrant).

11- Soit ¢ fixé; hy : @ — he(x) := h(z,t) est continue sur R (continuité en x) car g l'est.

12- Soit zg € R. Montrons que ¢ est continue en zg. Soit I =]zo—1,z0+1[; ¢ & support compact donc Ja,b € R
t.q. ¢ = 0 sur R — [a,b]. Donc g(z—t) = 0 quand z—¢ ¢ [a,b], i.e. quand t—z ¢ [—b, —a], i.e. quand t ¢ [z—b,z—a],
de pour tout z €]zo—1,z0+1[; donc g(x—t) = 0 quand ¢ ¢ [xo—1-b,z0+1—a] = =noté z (borné). Et g est C° sur le
compact [a,b] donc bornée. Donc [h(t,z)| = |f(®)g(z—t)1:(¢)] < |lg]loo|f(t)1s(¢)| domination indépendante de x par la
fonction f1; € L' (R). Et o(z ftEJ h(t,x) dt, donc ¢ est continue en xo. Vrai pour tout o € R, donc ¢ = f * g est
continue dans R. un

Exercice 5.49 Montrer que le théoréme de convergence dominée ne s’applique pas au calcul de limy_,o4 F'(h)
(limite & droite en 0) pour :

1o,
Flh) = / e da, (5.50)
O h
sous peine de conclure que 1 = 0.

Réponse. Calcul direct : F'(h) = %e% dz =[—e2h |§ =1—e2 — 1 (ainsi on peut prolonger F par continuité

0
a droite en 0 en posant F(0) = F(0+) = 0).
1 7’”412

1 22
Et / lim (%eW) de = / 0dz = 0 (car 'exponentielle “gagne” : nxe” 2 — 00 0). Comme 1 # 0, on ne peut
0 0

h—0+
pas passer & la limite sour [. Ici la fonction intégrée n’est pas dominée, dans un voisinage de h = 0, par une fonction
intégrable indépendante de h (voir exemple [5.35)). .

Exercice 5.50 Soit e = exp(1) = e!, et soit I(p) = fpep % dz pour p > 0. Montrer que le théoréme de conver-
gence dominée ne s’applique pas pour calculer lim,_,oy I(p).

Réponse. On a I(p) = f:p Ldr = In(<?) = 1 constante indépendante de p > 0. En particulier lim, 04 I(p) = 1. (Et on
peut prolonger I par continuité en 0 en posant I(0) = 1, ce qui peut surprendre puisque (0) ressemble & un intégrale sur
Pintervalle [0,0] = {0} de mesure nulle : cet exemple s’inspire de I’exemple 01‘1 fln,z) = nl[o,%](m), faire un dessin).
Essayons d’appliquer le théoréme de convergence dominée. L’intégrant vaut f(p,z) = % Lip,ep)(x) pour p > 0 et x > 0,
et f(0,z) =0et f(p,z) =0 dés que p < x; donc, & z > 0 fixé, la fonction f5 : p — f(z,p) est continue en p = 0.
Mais la fonction f : (p,z) € [0,1]x]0,1] — 2 1(, ., (x) n’est pas dominée indépendamment de p € I = [0,¢], € > 0,
par une fonction intégrable au voisinage de = 0 (une fonction dominante h vérifie h(z) > 1). un

5.6 Dérivation d’une intégrale dépendant d’un parameétre

Notation du § [5.5] Et on s’intéresse encore a l'intégrale dépendant du parameétre p :
FiIoR PO =ulh) (= [ fp.a)duta))
fAS

But : supposant f dérivable dans un voisinage de pg, on veut savoir si F' est dérivable en pg et surtout si
of
Foo = [ Fma)du),
RSy

i.e. si on peut dériver sous le signe [ :

([ rwna) = [ o)
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41 5.6. Dérivation d’une intégrale dépendant d’un paramétre

i.e. si
o S0t ha) = fpow)
cp h—0 h

. F(po+h)—F(po)
lim 0 W 0 7/1

h—0

w(zx). (5.51)

Théoréme 5.51 (Dérivabilité d’une intégrale dépendant d’un parameétre.) Soit (E, A, u) un ensemble mesuré

et R muni de sa topologie usuelle. Soit I =]a,b[ avec a < b et py € 1. Si I = [py,b|, avec py < b, on sous-entendra

la dérivabilité a droite en py, et si I =|a,pg], avec a < pg, on sous-entendra la dérivabilité a gauche en py. Si

po = +oo et I =|a,po| avec a € R, ou si pg = —oo et I =|pg, b avec b € R, on sous-entendra la limite en +oo.
Soit f et F' donnés en t.q., avec , fp est p-mesurable pour tout p € I.

Hypothéses :
1. pour p-presque tout x € E, la fonction f, est dérivable en tout p € I, i.e., pour tout p € I,

£0) = P p) R (:52)

2. domination indépendante du paramétre p par une fonction h p-intégrable :
1 of

ie., 3h € LY(E), Vp € I, et pour presque tout x € E, on a |%(p,$)| < h(z).

Conclusion : alors la fonction F' est dérivable en pq, et

(Fon) =) o) = [ 5 m.a)duto), (5549

noté :

%(/E 1, 2) du(:ﬂ)) [p=po - / %(}70, z) du(z), (5.55)

(dérivation sous le signe | sous I’hypothése de domination).

Preuve. Avec (5.51)), il s’agit de montrer que :

fE (po+h,z) du(z fE (po, @ (x))_/ hm(f(PoJrhvl")*f(Poal‘)
-~ Jphoo h

h—)O ) dp-

() = f(Pothn,2)—f(Po,®)

Soit g, ot (hy)nen+ converge vers 0 et t.q. p, = po+h, € I pour tout n. Le théo-

réme des accroissements finis donne g,(z) = M = fl(p ) = gp (pk, ) avec py € [po, Po+hy] si
hn > 0 ou pi € [po+hn,po] si hy, < 0; donc |gn(z)| < h(z) p.p., cf. , donc lim,, oo fE gn(x) dp(x)) =

S limy o0 gn () dp = [ %(po, x) du. Vrai pour toute suite (p, )y = (po+h )N+ qui converge vers p. wa

Exemple 5.52 Pour f € LYR ) t. q. & — xf(x) est dans L}(R) (ie. [, @] [f(x)|dx < o), et sa transformée de
Fourier donnée par f(&) = [, f(x) e ** dz, montrer f € C*(R) et, pour { € R,

(7Y@ = [ o @) e (5.56)

Réponse. Posons g(£,z) = f(z)e %%, A z fixé, la fonction g, : &€ — f(x) e "*® est dérivable car Pexponentielle 'est, et
g.(8) = g—g(& z) = —iz f(z) e **. Et donc | 26 )| < |z |f( )| ce pour tout z,£ € R. D’ou : la fonction f est dérivable
sur R et sa dérivée est donnée par derlvatlon sous [ :ona .

11 reste & montrer que (f ) est continue. On procéde comme dans I'exemple un
o0
Exemple 5.53 Calculer la dérivée de F :]0, 00[— R définie par F(t) = / 2 e da.
=0

Réponse. Soit f : (t,2) € I x RYL — f(t,z) = x? ™™ € R (Vintégrant) ot I = R}. 1- Dérivation : a x € R} fixé, la
fonction f, : t — fu(t) = f(t, ) est dérivable dans I, et f,(t) = %’:(t,w) = —2%¢™". 2- Domination : |%(t,x)\ < |2?
donne une domination indépendante du paramétre ¢ € I... mais z — z° n’est pas intégrable sur R (ici I'intervalle T est
trop grand). En fait on veut montrer que F est dérivable en tout ¢ty € R, a 'aide du thm de cvgce dominée : on a donc
t
besoin d'un intervalle ouvert I, contenant to; Ici on prend simplement Ir, =]%,oo[ qui donne |%(t, z) < —ple BT

fonction £(R) indépendante de t € I,. 3- Le théoréme donne : F' est dérivable en tout ¢t € I;,, donc en %o, et

F'(ty) = — fooo 23e710% dg. Vrai pour tout to > 0, et F' est dérivable dans R%. e
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42 5.6. Dérivation d’une intégrale dépendant d’un paramétre

Exemple 5.54 Cas pour lequel l'intégrale de Riemann ne permet pas de répondre. Soit g € C°([0,1]), g > 0,
Go =g t({0}) = {z € [0,1] : g(z) = 0} (dessin), G§ = [0,1] — Gy (complémentaire),

I=[0,1 - R

©:
t — ot / Vg(z) +t2de

i.e. la dérivée a droite en 0 est la longueur en “contact avec le sol”.

Réponse. Soit f(t,x) = \/g(x) + 2. 1- A = €]0,1] fixé, fu : t = fu(t) := f(t,) est continue dans I (donc continue &

droite en 0 et continue a gauche en 1). 2- |f(t,z)| < /g(z) + 1 (domination indépendante de t) avec x — +/g(z) + 1
continue sur le compact [0,1] (car g et ,/ sont continues), donc intégrable sur [0, 1]. Donc (thm de cvgce dominée)

o € CI).
V(t,x) € Go x I, f(t,z)=t,
Omn a
V(t,x) € Go X I, f(t,z) =+/g(z)+t2.
fonctions dérivables),

Montrer :  ¢'(0+) = u;(Go), (5.57)

} 1- A z €0, 1] fixé, la fonction f, est dérivable dans I (composée de

Wit,2) e Gox I, Lt,2)=1, done L(0,2)=

ot ot (5.58)
c O poy— 1 O (0. ) = '
V(t,z) € Go x I, 5 (t,z) = OEZh donc 5t (0,z) =0

(au sens de la dérivée a droite en 0). 2- |%{(t, z)| < 1 = 1)9,4((z) pour tout (t,z) € I x [0,1], avec 1)01| € £'(]0,1[)
(fonction indépendante de t). Donc ¢ est dérivable dans I et, pour tout ¢ € I,

o' (t) :/0 lg,(z) dz +/ \/ﬁ z)dx = pe(Go) + / W (5.59)
En particulier ¢’ (0+) = pe(Go) + fo Odz, i.e. . e
Exercice 5.55 Soit f € L] (R) et g € C*(R) & support compact, soit p(z) := (f*g)(x) = [~ _ f(t)g(x—t)dt.
Montrer que ¢ est C! sur R.
Reéponse. Appliquer la démarche de I'exercice [5.48 un

N.B. : on peut relaxer la condition de “dérivée définie et dominée dans tout I” : en supposant la dérivabilité
en pg sous I’hypothése de “domination Lipschitzienne” dans un voisinage de pg :
Théoréme 5.56 Soit f comme en (5.41) telle que f, est mesurable pour tout p € I. Soit py € I. On suppose :
1. pour presque tout x € FE, la fonction f, est dérivable en py,
2. et domination lipschitzienne :
Ip — pol
ie. |f(p,x) — f(po,z)| < h(x)|p — po| pour tout p € I et presque tout x € E.

Jhe L', Vpel, p+#po, < h, (5.60)

Alors la fonction F est dérivable en pg, et sa dérivée est donnée par :
of
o) = [ 5 (po.2)duto), (5.61)
E 0P
(dérivation sous le signe | sous I'hypothése de domination lipschitzienne).

Preuve. Il s’agit de montrer que 5.51 :

fE pote. x) du(z) — [ f(po, x (x)) :/hm(f(po-l-s,x) — f(po, 7)

s%O 3

lim . ) dps,
ielim.o( [, w dp(z)) = [,(lim._o w) dp. On applique le théoréme de convergence
f(Poten,®)—f(po,x)

En

dominée en posant g,(z) = ol (€n)nen est une suite quelconque dans I qui converge vers 0.

Et ici |gn(2)| = ‘M' < h(z) p.p., on peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée. oa

Exercice 5.57 F(p) = [ g f(z x)e~P=*l dz pour f € L'(R) et p € R.
Montrer : F'(p) = foR f(z)sgn(z — p) e— =l go.

=f(z)e" Psip>x
=f(z)e’ Tsip<x

—f(z)e sip>x “p—a| 9(g,2)—g(p,x)
ey sipca | =P D0 ave (25202 < f(a)], pour

tout ¢ # p p.p. « (caractére Lipschitzien). D’ot le résultat. un

Réponse. Intégrant g(p,z) = f(w)ef‘pfﬂ { } Donc, a z fixé, pour tout p # x la fonction f est

z—p

dérivable en p avec g—f}(p, x) {
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5.7 Application aux lois de conservation en mécanique
Toujours avec une fonction comme en (5.41), mais en adoptant les notations ¢ = temps et x = espace :

(5.62)

[RxR" - R,
(t,x) — f(t,2),

oun =1, 2 ou 3. Et, pour ¢ty € R appelé instant initial, et pour €;, un ouvert dans R"™, on se donne “les
trajectoires des particules” se trouvant dans 2, a to :

R x th — Rn7
: (5.63)
(t’X) —)IZ@(t,X),
A X € Q, fixé, la trajectoire de (la particule qui se trouve en) X est :
R — Rn’ noté
Oy : def et Ox'(t) = v(t,x;) quand m; = B¢, X), (5.64)
t = ap=0x(t) = Ot X),

ol on a supposé ®x dérivable, et ou U(t,x;) = la vitesse eulérienne (de la particule qui se trouve en x; a t).
A t € R fixé, on note :

def

Q,, — R,
D, : et on note € = P(Qy, ). (5.65)
X —a=o,X) Yo, x),

A X € Q, fixé on considére la fonction :

9(t) = f(t, 2x (1)) (5.66)

Supposant f et ® C*, la dérivée particulaire de f est la fonction (eulérienne) définie sur |, ({t} x Q) par :

DLt wxt) o) (5.67)
donc avec la vitesse eulérienne définie en :
BL wwit)) = 2t ox(t) +dr(t, (1) 05 (1)
Dt 36’5 ; (5.68)
(s e,

ol df(t,@) —def dfi(x) est la dérivée “en espace” de f, i.e. la différentielle & ¢ fixé de la fonction f; définie par
fi(x) =% f(¢,x) pour tout z € R™. Autrement dit :

Df der 0f 4
Soit :
F(t) = / f(txe) d, (5.70)
T EQy

But : Calculer F'(t) ="°% %(frteﬂf, f(t, ) dSY), sachant qu’ici le domaine Q; d’intégration varie avec ¢.

Proposition 5.58 Soit ty, T € R avec tg < T'. Soit U un ouvert borné de R" t.q. U D §; pour tout t € [ty, T).
Hypothéses (pour la mécanique) : 4, est un ouvert borné, et
Hyp 1- 11- La fonction ® : [tg, T] x Qy, — R™ est C* telle que 12- d®; : Qy, — Q; est un difféomorphisme C*
pour tout t € [to,T], 13- et, notant J(t, X) = det(d®;(x:)) le déterminant de la matrice jacobienne (relativement
a la base canonique de R™) :

aC >0, Yt € [to,T], VX € Qy,, |J(t,X)|<C et |?3—i(t,X)| <C. (5.71)
Hyp 2- La fonction f est C1([to, T] x U).
Conclusion : F' est dérivable et on a :
d D .
0= 5[ swepae)= [ P+ emaniee) ao. (572
T € T €Qy

43



44

Preuve. Grace au changement de variable dans les intégrales, on se raméne au domaine Q, (qui ne varie pas
avec t) :

Ft) = /X SR X)L X)) a0, (5.73)

Ici J(t,X) est > 0 car J(to, X) =1, J est continue en t et J ne s’annule pas (®; est un difféomorphisme pour
tout t). Notons G l'intégrant (fonction lagrangienne) :

G(th) = f(ta (I)(th))J(t’X) (574)

1- G est dérivable en t avec 22 (¢, X) = %{(t,@(t,X))J(t,X) + f(t,®(t, X)) LL(t, X), et

2- |22 (¢, X)| < C sur [to, T] x U, avec C constante = le sup du membre de droite sur [to, 7] x U, car U est
supposé borné et f est C! sur le compact [to, T]| x U.

Donc on peut appliquer le théoréme de convergence dominée :

d e
%( ) G(t,X)tho): A CRor (5.75)
Soit : D 57
F(t) = D—{(t, x (1)), X) + £(t, Ox(8) G (1 X) . (5.76)
Qg

Et un calcul direct donne (voir polycopié “Objectivity in classical mechanics : Motions, flows, Eulerian and
Lagrangian functions...”)

oJ
a(t, X)=J( X)divi(t,x;) quand z = ®(¢, X). (5.77)
D’ott le résultat par changement de variable pour revenir & €. un

6 Théoréme de Fubini

6.1 Le théoréme de Fubini

On se donne deux ensembles F et F' munis de tribus A; et Az, et on considére 'ensemble produit F x F =
{(z,y) € E x F}.

Définition 6.1 On appelle tribu produit de A; et As la tribu A; ® Az engendrée par les éléments de la forme
A x Ay pour Ay € A; et Ay € As.

Exemple 6.2 La tribu borélienne de R? est engendrée par les pavés |ai, by[x]as, bo[ (elle contient donc tous les
ouverts de R?). o

On a le théoréme (admis) :

Théoréme 6.3 Etant données deux mesures ji; et po définies sur A; et As, il existe une unique mesure j,
notée uy ® pz, définie sur Ay ® Ay vérifiant :

(A1 X Ag) = i (A)a(As) "2 (111 © i) (Ar x Ag). (6.1)

Pour f; fonction sur E; et fs fonction sur Es, on note f; ® fo la fonction (& variables séparées) définie sur
FE4 x Es par le produit :

(1 © f2)(@,0) E fi(@) o). (6.2)

Du théoréme précédent on déduit (pour les fonctions & variables séparées) :

Théoréme 6.4 Si f; est pi-intégrable, et si fo est uo-intégrable, alors la fonction fi ® fo est p; ® pg intégrable
et (intégration de fonctions a variables séparées) :

(11 @ p2)(f1 @ f2) = pa(f1)p2(f2)- (6.3)

Noté [, - f1 ® fad(py @ pa) = ([ frdps)([p f2 dps).

Pour les fonctions non a variables séparées, on a le théoréme de Fubini (admis) :
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45 6.2. Le théoréeme de Tonelli

Théoréme 6.5 (Fubini.) (i) (Cas des fonctions positives) Si f : E x F — [0, 00] est mesurable positive alors,
dans R,

(11 @ p2)(f) = pa(p2(f)) = pa(pa(f)), (6.4)

/(ac,y)eEle2 @ y) (i @ p2)(z,y) = /IGE1 (/y€E2 f(@,y) d#2(y))du1(az)

ie.

(6.5)
= [ ([, fendn@)anm.
(ii) (Cas des fonctions intégrables) Si f € L*(E; x E5) est t.q.
(o m)(f) <oo de [ |f)ldon @ pe)ey) <o, (6.6)
E1XE>5

alors : pour presque tout x € F; la fonction y —> f(x,y) est us-intégrable, et pour presque tout y € Es la
fonction x — f(x,vy) est p-intégrable, et on a et (6.5).

Remarque 6.6 Attention, dans (i) si f n’est pas positive, ou dans (ii) si f n’est pas intégrable, on ne peut pas
appliquer le théoréme de Fubini. Par exemple, on a :

1 1 2 2 1 1
Tl —y Y 1 1 T
——d )dx:/ —= = dx:/ ———dx = arctan1l = —, 6.7
/arzo(/y:O (932 +y2)2 Y x=0[$2+y2]y70 om0 x2+1 4 ( )

alors que :

1 1 2 .9 1 1
¥ —y _ - 4 _ 1 _ T
/y—O (/ZZO 7(562 Y dx)dy = /y_o[gc2 n y2]x=° dy = — /y_O ey dy = —arctan1 = e (6.8)

Les deux intégrales existent mais ne sont pas égales : on ne peut pas inverser ’ordre d’intégration : en effet (i) ne
peut s’appliquer, et dans (ii), la seule hypothése a vérifier (& savoir f est p; ® po-intégrable) n’est pas vérifier!

En effet, l’intégrant se comporte au mieux comme % au voisinage de (0,0). Et si f était intégrable, on
2 1 2 2

aurait 7 = —7% (Noter egalement qu’on ne peut pas intégrer en séparant les termes (IQJFyy) =T (1243@,2)2
puisque par exemple = +y2 n’est pas intégrable sur ]0, 1[%.) un
Rappel : On vérifie que dans R”, si r = \/z% + ... + 22, alors
/ redxy...dx, < oo ssia > —n,
=t (6.9)

/ redxy...dx, < oo ssia < —n.
>1

En effet, on passe en coordonnées sphériques : dx;...dx, = "~ 'drdS; ou dS; est I’élément de surface de la
sphére unité (et dS, = r"~1dS celui de la sphére de rayon r), et on applique le théoréme sur la boule unité :

1
/ r®dxy...dx, = S / rotn=lqr. (6.10)
<1 0

Et l'intégrale n’est réelle (n’est finie) que si a +n —1 > —1.

6.2 Le théoréme de Tonelli

Et on a également le théoréme d’intégration de Tonelli qui donne des conditions suffisantes, faciles & vérifier,
pour qu’une fonction soit dans L*(£2; x ) :

Théoréme 6.7 (Tonelli) Si la fonction f : Q3 x Qy C R? — R satisfait aux deux hypothéses :

/Qz |f(z,y)|dy < oo p.p.z, et /Ql </§22 |f(as,y)|dy) dx < 00, (6.11)

alors f € L*(Q1 x Q2), et on peut appliquer le théoréme de Fubini.

Remarque 6.8 Si on reprend ’exemple de la remarque m I'intégrant est |f(x y)| = 2)2 siy <z et

(x2+y
2
- (w2+y2)2 51y>x Et onafy o lf (@, y)ldy = fy 0(12+y2)2dx—|—f (Z2+y2)2dx Etf Omdm:
[x2+y ]y:O 5. qui n’est pas intégrable sur Uintervalle [0,1] > z. Et les hypotheses du théoréme de Tonelli ne
sont pas vérifiées. Il n’est donc pas étonnant que le théoréme de Fubini ne soit pas applicable. =n
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46 6.3. Fourier inverse

6.3 Fourier inverse

L'R) — C°(R)

Soit la transformée de Fourier F : { } définie par (cf. ex. [5.44| au facteur —1— prés) :

foFnH=T var
Iy 1 —iwt
FN@ =) o)== [ soeran (6.12)
Alors on a, pour f € £L1(R) N £®(R) N CO(R) t.q. f € L(R) :
_ L 7 Fiwt 1 _ 7 - n -1 _7F
f(t) = Nzl flw)e™ " dt = f(—t), donc F F, (6.13)

ot F(f)(w) = \/% Jier f(t)et ™t dt.
N.B. : plus généralement ce résultat tient pour “f € LY(R) t.q. f € LY(R)”, voir cours de distribution.

N.B. : ce résultat tient pour F : £L2(R) — £L2(R), et F est un isomorphisme £2(R) — L£2(R), voir cours de
distribution.

Exercice 6.9 Démonstration de (6.13)).
1. Soit f,h € LY(R) t.q. f,h € L(R). Montrer (avec Fubini) :

~

Flw)h(w)dw = [ f#)h(t)dt. (6.14)
w€eR teR
2. Montrer : si f € L(R) alors f € £L2(R) N C°(R), mais f ¢ £'(R) en général.
3. Montrer : si f et f’ sont dans L*(R), alors f(t)t—i> 0.
— o0
4. Montrer : e si f, f/ € L*(R) (donc f s’annule & I'infini) alors ?’\(w) = iwf;
esi f,tf € L1(R) alors ﬁ(w) = Z(f)/(w) ol on a noté tf la fonction t — ¢ f(t).
5. Pour a > 0, on note g, : R — R la gaussienne centrée donnée par :

2 2

ga(t) =€~ (et g1 :t— g1(t) = e~ 7 est la gaussienne centrée réduite). (6.15)
Montrer :
_at? [2m .
/ga(t) dt = / e” 2 dt =1/ — (= 3.(0)). (6.16)
R R a
et
1 . 1 w2 1

Jo = %g%, ie. gu(w)= %67 20 = %g%(w), et /Rg/;(w) dw = V2. (6.17)

En particulier g; = g : la gaussienne centrée réduite est “conservée” par Fourier. (Et g, € L'(R).)
6. Montrer : si f € L(R) alors :

f(t)ge(t) dt — F(t)dt, (6.18)
teR =0 Jier

étalement & la limite de la fonction g. vers la fonction constante 1g, soit g. 40 1r au sens des distributions.
E—r
7. Montrer : si f € L1(R) N L®(R) et f continue dans un voisinage de 0 alors

1 N
NI f(w)ge(w) dw — £(0), (6.19)

concentration & la limite de \/9257 vers la masse de Dirac dp. (Donc J= 0 0o au sens des distributions.)

8. Soit f € L1(R) N L=(R) N CO(R) t.q. f € LY(R), soit Hy(e) = A= [ cp [(@) go(w) € dov.

8.1. Montrer directement que H;(¢) — .0 f(—t).
8.2. Montrer en utilisant Fubini que Hy(g) — .0 f(¢).

8.3. Conclure que f(—t) = f(t), donc (6.13).

Réponse.
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fweR f(w) h(w) dw = \/thuG]R fteRf(t)efit“ dt) h(w) dw. Soit z(t,w) = f(t)h(w) e ™. On a |z(t,w)] < |f()h(w)] =
|(f ® h)(t,w)| avec f,h € L(R), donc f ® h € £L'(R?), donc (Fubini) :

ry 1 —itw T
AER (@) g(w) do = — teRf(t)(/WERh(w)e dw) dt:/ueRf(t) h(t) dt. (6.20)
- FeL®R)NCO(R) : voir ex. 5.4} f(t) = e "1, (t) vérifie f € L!(R), et f(w) = A= (immeédiat), donc f ¢ L' (R).
f" € L'(R), donc : Ve > 0, 3A. >0, [ [f'(t)|dt < ¢, donc, ayant |f'| > 0,
Ve >0, 3A. > 0, Vt > A., t If (u)|du < €;
Ae
donc | [ f'(u) du| < e, donc | f(t)— f(A:)| <&, donc || f ()| —|f(A:)]| < &, donc |f(£)|—|f(A:)| < e et [f(A)|—|f(t)] <

e, donc\f()>|f( )| —e. Si|f( S\—s:c>0alors|\J‘|\L1(R)ZIAE|J‘ Jdt > [C(f(Ae)] —e)dx > [[7 cdx = oo,
faux pour f € L*(R). Donc |f(A.)| < e. Donc |f(t)| < 2¢, Vt > A., vrai Ve > 0. Donc f(t) —4— 00 0. Idem en —oc.

Fw) = g fyen [/ dt = = [, (i) f(D)e™ ™" dt + Z[f(D)e ") % = iw](w) +0.
Bt (f) () =B L [ (—it) f(t)e™ " dt = —i tf (w),

az2 alz T — 23 — IE
c(fae dﬂc)2 = [fpoe” () dedy = [~ 0f2:06 *2rdrdf = 2n[—Le "2 ]° = 25, et g, > 0, d'oit 1) Et g,

est solution (trivial) de 'E.D.O.

gtll(t) + atga(t) =0, ga(o) =1 (6'21)
ga € L'(R) et ||galloc < 1 (immédiat), et F est linéaire sur £'(R) (immédiat), d’ot, en appliquant F a (6.21)) :
~ L~ . ~ 1 GEis 1
iwga(w) +ai(g) (W) =0, ie. (q) (w)+ p wga(w) =0, avec ¢o(0) "= \/E' (6.22)

Donc g; satisfait le méme type d’équations que gq, cf. (6.21), d’ou (6.17) (avec le théoréme de Cauchy-Lipschitz).

ct2
Soit G(e) = [, f( t) dt (intégrale qui dépend du paramétre € > 0). L’intégrant h(e,t) = e_%f(t) est continu en €
pour tout g, et est borne par |f( )| indépendamment de ¢, avec f € £'(R) : on peut passer a la limite sous le signe [,
et G( ) —e50 G f]R

2

w u2
Soit Z(e) = f(w)ge(w)dw = / Le_? f(w)dw. Soit Y(e) = / e~ 2 f(\/eu)du, défini pour tout ¢ > 0.
w€R wer VE u€R

w2 w2
lintégrant h(e,u) = e~ = f(y/eu) vérifie h(e,u) = ¢~ 2 || f||co, donc h est borné par une fonction £'(R) indépendante
de £; et a u # 0 fixé, f étant continue dans un ouvert |—n, n[ (voisinage de 0) h est continu en ¢ € [0, %[, donc h
w2
est continu en € = 0. Donc (thm ) Y est continu en 0 et Y(0) = [, _e” = f(0)du = V21 f(0). Et Z(c) = Y (e)
(changement de variable w — v/ u pour & > 0), donc Z(g) —c—0 27 £(0). Dot (6.19).

—ew?

8.1. Soit h(e,w) = ff( ) ge (W) e :Aﬁf(w)e 2 ¢ Dintégrant de I;(¢). h est continue en ¢ € R (car exp
Pest), et |h(e,w)| < f|f(w)\ avec f € £L'(R) (domination indépendante de €). Donc

: _ _ 1 TN titw 7
lim 1,(c) = 1,(0) = \/%/%R Flw) e duw = F(—t). (6.23)
8.2. Hi(e) = 5 JocrUucr Flu)e™ ™ du) g. (w) €™ dw. Soit ze(u,w) = f(u)e ™g.(w)et™. On a |z.(u,w)| <
|f(u)]|ge (w)] avec f, g € LY(R), donc f ® g. € L*(R?), donc on peut appliquer le théoréme de Fubini :

Hi(e) = % . f(u) (/ JRgg(w) P dw) du
) ue we 1 ) (624)
= o | _swaenm= o [ g e SR e
8.3. Do, quand f € £'(R) N L=(R) N CO(R) et F € L1(R), F(—t) = £(t) (= <= [ Flw)e™™" do).

7 Espaces £’ et L?

Définition 7.1 Une fonction f: E — R (ou f: E — C) est dite de carré intégrable (ou d’énergie finie) si
1. f est py-mesurable, et
2. | f|? est p-intégrable, i.e., u(|f]?) < oo
Remarque 7.2 Une fonction ne peut étre de carré intégrable que si elle est y-mesurable (par définition). Eg.,

la fonction 1¢, avec C' C I = [0, 1], et C non u-mesurable n’est pas de carré intégrable. Mais c’est un cas qu’on
ne rencontre pas (encore) dans les applications ingénieur. =n
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On note L2(E, A, 1;R) (ou L2(E, A, u; C)) 'ensemble des fonctions de carré intégrable, ou plus simplement,
L2(E;R) = L2 (ou L%(E;C) = £?) si le contexte est clair.

Proposition 7.3 L’application : (f,g) € L2(E;R) x L2(E;R) — u(fg) =" (f,9)s> € R définie un semi-
produit scalaire (une forme bilinéaire symétrique positive). Et (f,g) € L2(E;C)? — u(fg) ="°% (f,g)r> € C
définie une forme sesqui-linéaire hermitienne positive (f et g a valeurs complexes.)

On note || f||z2 = v/u(|f|?) la semi-norme associée ; Et donc, pour tout f,g € £? (Cauchy-Schwarz),

[(f:9) 2| <1 f1le2Mlgll c2- (7.1)
3 3
Notation intégrale : | [,, fgdu| < (fE |f|2du> <fE |g|2du> .

Preuve. Immédiat. (Voir polycopié d’éléments finis pour Cauchy—Schwarz.) un
La semi-norme ||.||z2 induit sur £2 la “topologie de la convergence en moyenne quadratique”.

On note L? = £?/N Tespace quotient, pour lequel la semi-norme induite ||.|| > est une norme : si IIfllL2 =0
alors [f|* = 0 p-p.p., donc |f| = 0 p-p.p., donc f € 0 = N. Et L? est muni du produit scalaire induit : pour
figeLl?avec fE€ fetgeg:

() / fadu (= n(fa)). (7.2)
E
On a alors :

Théoréme 7.4 (Fischer-Riesz) L’espace vectoriel L? muni de la norme ||.||2 est complet. Muni du produit
scalaire (-,-)r2 c’est donc un espace de Hilbert.

Preuve. Voir paragraphe 8.5 un

8 Espaces LP(]) et LP(I)
8.1 Définition

Définition 8.1 Pour 1 < p < oo, on appelle (LP(E), 1) ="°% LP(E) I’espace des fonctions f mesurables sur E
telles que |f|P soit intégrable :

LP(E) = {f: E = R p-mesurable t.q. |f|” € L*(E)}

¢ 8.1
note {f: E = R p-mesurable t.q. / [fIPdu < oo} ®1)
E

Définition 8.2 Et pour p = oo, on note (L®(E),u) =" £>(E) I'ensemble des fonctions mesurables et
essentiellement bornées (bornées a un ensemble négligeable preés, cf. (3.31)) :

LX(E)={f: F — R p-mesurable t.q. supess|f(z)| < oo}
rel

) (8.2)
note {f : E — R p-mesurable t.q. sup |f(z)| < oo}.
zel
Notation. Pour f € LP(E) on pose :
def ] 1

10, % ([ 1r@ras)” el (83)
L’inégalité de Minkowski montrera que ||.||, définit une semi-norme sur £P(E).
Notation. Et pour f € £L>°(FE) on note :

L
[1f]o0 = supess| ()| ("=" sup |f(z)]), (8.4)
z€E A

C’est trivialement une semi-norme sur £>(E).
 Enfin, pour p > 1, on note LP(E) I'ensemble LP(E)/N des classes de fonctions de LP(E). Donc pour
felLP(E)et fef,||fllp:=Ifllp défini une norme sur LP(E).
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8.2 Inégalité d’Young

Définition 8.3 Si p > 1 et ¢ > 1 sont des réels tels que :

1 1
,+,:1’ 8.5
i (8:5)

on dit que p et ¢ sont conjugués, ou que g est 'exposant conjugué de p. On dit également que p et g sont
conjugués lorsque p =1 (resp. q) et ¢ = oo (resp. p).
Ainsi p et ¢ sont conjugués ssi A\; = % et g = % sont des coordonnées barycentriques positives.

Donc p et g sont conjugués ssip>1let g >1,et danslecasp>1letqg>1:

1 P q
-=1 & ptg=ps & ¢q= < A

1
» ' a p—1 & (P-D@-1)=1 (86

Proposition 8.4 (Inégalité d’Young) Etant donnés deux réels a >0 et b >0, sip > 1 et ¢ > 1 sont conjugués
(i.e. zl? + % =1) alors :

ab < %ap + ébq (8.7)

) PSR 9 - 1,2 132
C’est une généralisation du cas p = ¢ = 2 (isobarycentre) o ab < 5a* + 5b°.

Preuve. £ + 1 =1 et donc %ap + ébq € [aP,b?] est barycentre de aP et b?. La fonction Log étant concave on
en déduit :

1 1 1 1
Log(-a? + —=b?) > —Log(a”) + —Log(b?) = Log(ab) (8.8)
p q p q

Et la fonction Log étant croissante, on en déduit le résultat. un

8.3 Inégalité d’Holder

Proposition 8.5 (Inégalité d’Hélder) Si f € LP(E) et g € LI(E) ot p et q sont conjugués, alors fg € L (E)
(le produit est intégrable), et :
falls < [1£1lp [1gllq- (8.9)

En particulier, pour p = ¢ = 2, si f et g sont dans £2(FE), alors fg € L(E) et on retrouve 'inégalité de
Cauchy—Schwarz || fg[|lv < [|fl]2 ||gl]2 -
Preuve. Sip=1et g = oo (resp. p = 0o et ¢ = 1) c’est I'inégalité de la moyenne (4.7)).

Sinon, avec l'inégalité d’Young on a, pour tout x € F :

1 1
|f(@)]lg(z)] < ];|f($)|p + 5|9(50)|q- (8.10)
f et g étant mesurables, on a fg et |fg| mesurables, avec |fg| = |f| |g| positive, d’ou :
1 1 1 1
[1r@llg@lde< > [ 1s@Prde+ o [ lg@lrde= Sl + ol < . (s.11)
E PJE q9JE p q

et le produit fg est bien dans £*(R).
Et remplacant f par Af pour A >0, 0on a:

AP 1
/\/E |f(@)[ |g(x)] dz < ;Ilfllﬁ + 5||g||g, (8.12)

soit :

/\ —1
/E (@) o) dx < p ||f||z+q%||g||g. (8.13)

On prend alors le A qui réalise le minimum du membre de droite :
1 4 1
Amin = e l9lld = e llglle™ (8.14)
B (TRt Vi Pl
puisque % + % =1 donne % =g — 1. D’ou avec cette valeur A = \,,;p, :

Hfg||1=/E|f(w)Hg(x)|d$S Hfllpl\g\lq(%Jré):||f\|p||9||q7 (8.15)

ce qu’il fallait démontrer. oa
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8.4 Inégalité de Minkowski
Proposition 8.6 (Inégalité de Minkowski) Sip > 1 et si f,g € LP(E), alors f + g € LP(F) et :

1+ gllp < [If1lp + llgllp, (8.16)

et ||.||, définit une norme sur L?(E).

Preuve. Pour p = 1 c’est trivial, pour p = 2 c’est une application de l'inégalité de Cauchy—Schwarz (avec
If +gll2 < (Ifll2 + ||g]]2)?), pour p = co c’est trivial. Il reste & montrer que c’est encore vrai pour tout les cas
intermédiaires :

Soit p €]1,00[. On a pour tout x € E :

|f (@) + g(@)[” < 2°(|f(2)|" + [9(=)["), (8.17)

puisque |a + b|P < (|a] + |b])? < 2P max(|a|?, |b]P) < 2P(|a|P + |b|P) pour a et b réels. D’ou (|f + g|P € L(R) ou
encore f + g € LP(E).
Puis, pour tout x € F :

£ (@) + g(@)I” < [f(2) + g(@)P7 (1f (@)] + (@)D, (8.18)

d’ot, en introduisant ’exposant conjugué ¢ de p, et sachant p — 1 = % :

Zgﬂw+yWWstAgﬂm+gunﬂﬂme+Agﬂm+gunﬂmmmﬁ (3.19)

On a \f+g|§ € L(E) puisque |f +g[P € L(R), et on a f € LP(E) par hypothése. On en déduit avec I'inégalité

d’Holder :

1F + gl <111+ gl % lall Al + 111 + 91 gl (8.20)
Et : 1 p—1
s +alfll = ([ 15 +arde)” = ([ 1 +aras) ™ =117+l (3.21)
donc :
1f + gl <117 + gl B2 1l + llgllp) (3.22)
d’ou 'inégalité de Minkowski (8.16]). un

C’est 'inégalité triangulaire pour la fonction ||.||,, qui définit donc une semi-norme sur £? et donc une norme
sur LP = LP/N. On admet alors :

Théoréme 8.7 (Théoréme de Fischer—Riesz) Pour 1 < p < oo, I’espace vectoriel LP muni de la norme ||.||, est
complet : c¢’est donc un espace de Banach.

Preuve. Voir paragraphe o

8.5 * Complément : complétude et séparabilité

Théoréme 8.8 (Fischer-Riesz) Cas Q) C R, Q ouvert, et u la mesure de Lebesgue. L’espace (L' (€2),|].||1) est
un espace vectoriel normé qui est complet : ¢’est un espace de Banach.
D’ou, pour 1 < p < oo, 'espace (LP(2), ||.||z») est un Banach.

Preuve. Soit (fn)N* une suite de Cauchy dans L'. Prenant f, € f,, la suite (fn)n+ une suite de Cauchy
dans £'. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que :

1
[l fres1 — feller < ok Vi > 1. (8.23)

Montrons que (fi) converge dans £! p.p.. On pose, pour n > 1 :

gn(@) =D | fer1(z) = fr(@)| pp-
k=1

La suite (g, )n- est positive croissante (immédiat) et bornée dans £! car, avec (8.23) :
llgnller <1, ¥n>1.

Et le théoréme de convergence monotone implique que (g, )y est convergente vers une fonction g € £, Avec
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m > n > 2 on obtient, pour presque tout x :

[fm (@) = fu(@)] < (@) = frm1(@)| + oo+ | frga (2) = [o(@)] < g (@) = gn1(2) < 9(2) = gn—1 (@),

et donc (f,(x))n est une suite de Cauchy dans R, ce pour presque tout z. Donc (f,,(z)) est convergente vers un
réel qu’on note f(x), et on a (g,—1 étant positive) :

If(z) = fa(2)] < g(x) pp., Vn2>2,

dot f € L (car |f| < g+ |f2] p-p.). Il reste & montrer que ||f — f,||[z1 — 0. On applique le théoréme de
convergence dominée : on a f, — f — 0 p.p. (définition de f) et |[f — fu| < g p.p. avec g € L' (majorante
indépendante de n), d’ott ||f — fullzr = [|0]|z2 = 0. Dot ||f — fullz: — 0 o f est la classe de f. D’out L' est
complet.

Pour 1 < p < o0, se servir de l'inégalité de Minkowski, voir , et se ramener au cas L' : dans la
démonstration précédente remplacer ||.||z1 par ||.||z». a

Théoréme 8.9 Pour 1 < p < oo, I'espace (LP(2), ||.||,) est séparable.

Preuve. Il s’agit de montrer qu’il existe une famille dénombrable dense dans £P(Q). Soit (Q;):cs la famille
dénombrable des pavés de la forme Q = II7_, lag, bi[C Q ot ax, by € Q. Ces pavés forment une base de voisinage
pour la topologie usuelle. Soit E I'espace des fonctions en escalier engendrées par les combinaisons linéaires a
coefficients rationnels des 1¢g, : E est donc dénombrable. Montrons que E est dense dans £P. Soit f € LP et
soit ¢ > 0. L’espace C? des fonctions C° & support compact étant dense dans LP, voir cours de distributions
(régularisation par convolution), soit ¢ € C? t.q. ||f — ¢||cr < &. Soit K = suppy = le support de ¢, et
soit ' C Q tel que Q' est un ouvert borné D K (si  est borné, on peut prendre ' = Q). En particulier

o est uniformément continue, et, K étant compact, il existe Uf\il @Q; O K un recouvrement fini, ou les Q;
appartiennent & la famille dénombrable (Q;);cr, et ou Uf\il Q; C , et pour tout ¢ = 1,..., N et pour tout
xz,y € Q; on a |p(x) — p(y)| < o (o || est le volume de Q). On choisit alors g € F, g = Zfil a;lg, ou
a; = ¢(x;) pour un z; € Q;. Et on a |g(z) — ¢(x)| < ﬁ, d'ot ||lg — @ller <, dou ||f — g||ler < 2e. on

Théoréme 8.10 L’espace (L£L>,]].||s) est un Banach.

Preuve. Soit (f,)n- une suite de Cauchy dans L, et soit f,, € f,. Donc (fy)n- une suite de Cauchy dans £ :

||fn - fm“oo —n,m—o00 0. Donc

Vk € N, AN, € N*, Vm,n > Ng, ||fu — finlloo < £, soit

Vk € N, N, € N*, VYm,n > Nk, dE, € Ag t. q. ﬂ(Ek) =0, Ve e B — Ek, |fn(£t) — fm($)| < %
On pose F' = [J,cn+ Ex union dénombrable d’ensembles négligeables, donc u(F) = 0, et pour tout z € £ — F,
la suite (f,,(z))n~ est de Cauchy dans R, donc converge vers un réel qu’on note f(z ) Et |f(z) = fa,(2)] < ¢

pour tout x € B — F. D'ou f € L et ||f — fn,|loo < £ L o0 p.p.. Dol (fn)N* est convergente dans L"o

vers f la classe de f. un

Théoréme 8.11 L’espace L n’est pas séparable.

Preuve. On considére la famille non dénombrable des ouverts pour a € € :

1
a = {f eL>: ||f - 1B(a,ra,)||L°° < 5}7

ou 7, = d(a,R"—Q) est la plus petite distance de a au bord de Q. On a O, () Op = 0 quand a # b. On en déduit
que L£°() n’est pas séparable a I'aide du lemme suivant : un

Lemme 8.12 Soit E un espace de Banach. On suppose qu’il existe une famille non dénombrable (O;);cs
d’ouverts non vides telle que O; (\O; = 0 si i # j. Alors E n’est pas séparable.

Preuve. Par I'absurde : sinon, il existerait une suite (u, )y dense dans F, et on aurait donc : Vi € I, Ju; t.q.
u; € O;. Et Papplication i — w; est injective (trivial) et donc card! < cardN, et donc I est au plus dénombrable.
Absurde. un
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8.6 * Fonctions Lebesgue-mesurables et fonctions en escalier

Cadre : (R™, Agn, p¢) espace R™ muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. Pour alléger la
présentation on prend n=1. Dans R on notera (a, b) un intervalle quelconque (ouvert, fermé, ou semi-ouvert...).

Le but ici est de montrer que toute fonction (L!'(R™), Agn,ps) est presque partout limite d’une suite de
fonction en escaliers (combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’intervalles).

On va utiliser une “presque mesure”, la mesure extérieure (qui permet également de prouver 'existence de
la mesure de Lebesgue sur Agn.)

8.6.1 Mesure extérieure
Soit (F,Og) un ensemble topologique. Pour F' C E on note F° lintérieur de F.

Définition 8.13 soit I un ensemble quelconque, et soit (R;)ic; C AL une famille d’ensembles. L'union R =
U,cs Ri est un recouvrement de E'ssi R D FE, ie. ssiVoe € B, Ji€l, x € R;.

Le recouvrement est fini ou dénombrable ssi I est fini ou dénombrable.

Le recouvrement est ouvert (resp. fermé) si tous les R; sont ouverts (resp. fermés), dans le cas sous-entendu
ol E est muni d’une topologie.

Dans (R, Og) : tout ensemble E C R admet un recouvrement dénombrable par des intervalles ouverts ou
fermés t.q. 0 < pe(R;) < co. En effet E C R = {Jy| — n,n[=Uy,[—n,n].

Remarque : le cas E = [J!_, (a;,b;), union finie d’intervalles (a;,b;) quelconques, donne l'intégrale de Rie-
mann. On généralise ce cas pour retrouver I'intégrale de Lebesgue.

Définition 8.14 Soit £ C R. Soit R(E) ’ensemble des recouvrements ouverts dénombrables de E par des

intervalles ouverts. Donc | J, .. Us € R(E) ssi les U; sont tous des intervalles ouverts et E' C |J; oy« Ui. On note :
def : = —

uw(FE) = inf we(U;)  €Ry. 8.24

)% B S <Ry (3:24)

Ayant pie(U;ens Ui) < 3jene me(Us) € Ry, le réel p*(E) existe dans Ry : borne inférieure d’un sous-ensemble
de R,

Définition 8.15 p*(E) est appelée la mesure extérieure de E.
(Ce n’est malheureusement pas une mesure : elle n’est pas additive, voir lemme [8.18| suivant.)

Exemple 8.16 Sixz € R alors p*({z}) =0, car {z} <]Jz—e, z+¢[ donne p*({z}) < 2¢ pour tout ¢ > 0. a

Exercice 8.17 Montrer : dans (8.24) on peut remplacer R(E) par l’ensemble des recouvrements par des inter-
valles fermés (ou quelconques).
Réponse. Notons Rr(E) ensemble des recouvrements dénombrables de E par des intervalles fermés. o

1- Adoptons la définition (8.24). Si U,cy. Ui D R(E), ie. si E C ;e Ui ot Ui =ai, bi[, alors E C (J;y« Ui ot
U7,' = [ai,bi], dOIlC UieN* UZ S RF(E) Et ,u,g(Ui) = /Lg(Ui) = b7; — a;, donc /L*(E) = infUz‘eN* F,eRp(E) Z;’il ,LLg(FZ').

2- Adoptons la définition : p*(E) —def infy, . Fierp(B) 2iey He(Fy). Done Ve > 0, 3F; = [a;, b;] pour i € N
t.q. p(B) < 3252, me(Fi) + e Notons Ui = Fit]| — 557, 557 [=lai— 557, bit 557 [ On a pe(Us) = pe(Fi) + 57, donc
E C Uen- Ui avec p™(E) < 3072 1e(Usi) + € = 2¢. Vrai pour tout &, donc u*(E) = infy, . vier(m) Doy e (Us). un

8.6.2 Sous-additivité

Lemme 8.18 La fonction p* : P(R) — R, est telle que :
1- p* (@) = 0.
2- Pour c € R et E C R, le translaté ¢ + E vérifie u*(c + E) = p*(E).
3-Si E CF, alors u*(E) < p*(F) (monotonie).
4- Propriété de sous-additivité dénombrable : si (E;)ien- € P(R)Y', et si E = J,cn. Bi, alors :

(U B <D w (Ey). (8.25)

5- Mais p* ne vérifie pas la propriété de o-additivité (additivité dénombrable), cf (1.1)) : elle ne vérifie méme
pas la propriété d’additivité finie :
N N
AN €N, 3(E)iz1,..v € BN, tq Vi#j, B[ E;j=0 et p*(|JE) <> u(E). (8.26)

i=1 i=1
Ce n’est donc pas une mesure. (L’ensemble P(R) est trop grand : il faudra se contenter d’un sous-ensemble
de P(R) pour définir une mesure, & savoir la tribu borélienne étendue A,,.)
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Preuve. 1- On a () C|0,¢[ pour tout &, donc p* (@) < ue(]0,¢[) = €, donc p* (@) = 0.

2- Si U; est un intervalle, alors /.L@(U) pe(c+U;), et pe(U) = pe(c+U), done avec les notations de (8.24),
p*(c+ E) = 1 (E).

3-Si EC F et si U recouvre F alors U recouvre F, donc p*(E) < , of. (8:24).

4- Si un des E; vérifie p*(E;) = oo, alors - est trivial grace a la monotome Supposons p*(E;) < oo

pour tout 7. Avec (8.24), on a : Vi € N*, Ve > 0, I(Uy- U?) € R(E;) t.

> wll]) < (B)+

Comme E = |Jy. B, ona E C |, j , recouvrement dénombrable par des ouverts. Donc

% jGN*
o0 o] (o) (o] o0 € o0
E)< D pu(Up) =Y D me(U) <Y i (B + ) by = D _p'(E) +e
ij=1 i=1 j=1 i=1 i=1 i=1
(Fubini car tous les termes de la série sont positifs.) Vrai pour tout e, d’ou (8.25).

5- On reprend la remarque : relation d’équivalence Ry ssi y—zx € Q, et & classe d’équivalence de .
L’axiome du choix permet de créer le sous-ensemble A de R en prenant un et un seul élément de chaque classe.
Quitte & choisir un élément dans la classe on le prend dans [0, 1[ (possible car si x € A, alors 3k € Z C Q t.q.
z € [k, k+1[), notons B Iensemble obtenu, sous-ensemble de [0, 1. Donc p*(B) < 1. Etona R =J, cqq + B,
cf. remarque Donc; avec 4- et 2- :

0o =p*(R) <Y p*(g+B) =Y p*(B), donc u*(B)>0.
qeqQ q€Q

Et Pensemble P = (J sel0]o 4 T B est une partition dénombrable de [0,2[, reprendre la démarche de la re-

marque [1.37] Avec P C [0,2][, donc p*(P) < 2.
Soit le réel r = p*(B) > 0. Soit N > 2. Soit les rationnels ¢; = +. Si on avait I’additivité, on aurait

Zi]il (g + B) = Zi\;l wu(B), cf. 2-, donc avec 4- on aurait 2 > p(P) > Z _,r=Nr>2: absurde. ’a

Exemple 8.19 p*(R) = oo car R D] —n,n[ donne (sous-additivité) u*(R) > u*(] —n,n[) = 2n, pour tout n. &=
Exemple 8.20 Soit f: N* — Q bijection (Q est dénombrable), donc Q = (Jy.{¢:}. Donc Q C Uy-{@:i}- Donc

pH(Q) < 3572, w*({ai}) = 0, done p*(Q) = 0.
Exemple 8.21 p*(R — Q) = oo. Sinon p*(R) = p*(Q + (R—Q)) < p*(Q) + p*(R—Q), cf. (8.25), donnerait
,U,*(R) < 0. un

Exemple 8.22 Soit C l’ensemble de Cantor, cf. (1.4.2). C' est non dénombrable et p*(C) = 0 car p*(C) <
¥ (A;) = pe(A;) = (2)" pour tout n. ua

8.6.3 Outer Regularity
Lemme 8.23 (Outer Regularity). 1- Si E C R alors :

pi(B) = _dnof _ w(U), (8.27)

ot Og est I'ensemble des ouverts (topologie usuelle de R).

2- Si U est un ouvert alors p*(U) = p,(U) = p*(U) = pe(U). Et donc :

“(B) = inf 2
pB) = o (), (8.28)
Preuve. 1- 1l s’agit de montrer : Ve > 0, 3U D E, U ouvert, p*(E) < pu*(U) + «.
(8.24) donne : pour & > 0, 3(U; )y~ famille d’intervalles ouverts t.q. (J;en. Ui D E et 3.7 pup(Us) < p*(E)-e.
On pose U = Uy Ui, et U est ouvert car réunion d’ouverts.

2- Puis soit U un ouvert. Donc U = (Jy.[ci, d;] ot les ([¢;, d;])n+ est une famille presque disjointe d’intervalles
fermés, cf. exercice Et c’est le plus petit recouvrement fermeé, donc p*(U) = > . pe([ci di]) = pe(U),

cf. (8.24) et exercice ua

Remarque 8.24 On montre qu’'un borélien (un A € Ag ou Ag est la tribu borélienne d’un espace topolo-
gique (F,Op)) de mesure borélienne finie est de la forme A = F|JN ou N négligeable et F' € F, = {unions
dénombrables de fermés}. Ou encore de la forme A = G — N’ ou N’ négligeable et et G5 = {intersections
dénombrables d’ouverts}.

Et pour qu'un E € P(R) soit dans Ag il faudrait de plus que

p*(E) = sup{pe(K) : K C E, K compact}.
Et alors p* = pg sur Ag. (Voir Villani [18] par exemple.) ua
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8.6.4 Littlewood First Principle
(Voir Muthukumar [I0] par exemple.)

Lemme 8.25 (Littlewood First Principle : un ensemble mesurable de mesure finie est “presque” une union finie
d’intervalles.) Soit A € Ag (un ensemble Lebesgue mesurable dans R) tel que us(A) < oo. Alors pour tout
e > 0, il existe n. € N*, il existe une famille finie (F});=1, .. ,. d’intervalles fermés t.q., notant F = |J.=, F},
on a uy(AAF) <e.

Preuve. On applique (8.28) et l’exercice Soit A € Ag. Soit € > 0. On a : I(F;)n~ suite d’intervalles
fermés t.q. A C Uy Fy et Do pue(F;) < p(A) + e. Donce la série Y o) pe(F;) est convergente : In. t.q.
> isn, He(F;) <e. Onpose F' = J,.,, Fi, union finie d’intervalles fermés.

OnaA—FC Un- Fi = Uicn, Fi € Ujsp, Fi- Dot :
pA-F)<u(|J F) <) uwF)<e
i>n, I>N,

OnaF—AcCUy Fi— A, avec A C Uy Fi, done p(A) + p(A — Uy Fi) = p(A), dou :

p(F - A<uUF A<MU p(A) < D p(F) = p(A) < e,

i=1 i=1

Doa u(AAU) < 2e. o

Lemme 8.26 Dans le lemme précédent on peut remplacer la famille finie (F});=1, .. n. d’intervalles fermés
par une famille finie (B;)i=1,... m. presque disjointe d’intervalles fermés, m. € N*.

Preuve. Si les F? sont deux & deux disjoints, la famille (B;) = (F;) convient. Sinon m. < ng :si i < j et
FeNEY # () on forme P'intervalle F; | F; qu’on rebaptise F; (qui reste fermé). Et on recommence jusqu’a n’avoir
que des intervalles fermés presque disjoints (ici n. est fini, on recommence au plus un nombre fini de fois). o=

8.6.5 Approximation d’une fonction L!(R) par une fonction en escalier

Corollaire 8.27 Si f € L(R) et supp(f) borné, alors il existe une suite (f,)y- de fonctions en escalier qui
converge simplement p.p. vers f. En particulier, Ve > 0, 3g en escalier, p.p. z € R, |g(z) — f(z)| < e.

Preuve. Il suffit de le prouver pour f=14 ou A est mesurable. Avec les lemmes et (8.6.4), Vk € N*, Iny, €
N*, 3(B;)i=1,... np» t-q. pe(AAUE, Bi)) < Qk, ot (B;)i=1,...n, est une famille presque disjointe d’intervalles

fermés. On pose :
nk

ng
1
Cr = U B?, otdonc 1lg, = 2131@, avec uo(AACE) < —

o (8.29)

Montrons que la suite de fonctions en escaliers (fi = 1o, Jren+ tend p.p. vers f = 14.

Posons D, =4¢f AACY, avec donc ig(Dy) < 55

On a 1a(z) = 1¢, () = 1 pour € (ANCy) et 1a(x) = 1¢, (x) = 0 pour € (AU ). Donc 14 = 1¢,
sur R — Dy.

On pose E,, = Uk>n Dy, ('union & partir de D,,). En particulier 14 = 1¢, sur R — E}, avec la suite (E,)nen-
qui est décroissante t.q. pu¢(E,) < Y37 55 = z7=r. Donc notant E = E, on a u,(E) = 0. Et pour tout
z e B¢ on a fr(r) —rnco f().

En effet EY = U, cn- BS = Unens Nisn DF, done si z ¢ E alors 3n t.q. « € (5, Df, donc z € DY pour
tout k > n, donc 14(z) = 1¢, (x) pour tout k > n. o

neN*

9 Changement de variables dans les intégrales dans R"

9.1 Volume d’un ouvert

On se place dans l’espace affine R"™ (ensemble de points).
On note O un point dans R™ qu’on appellera lorigine.

On note R™ I’espace vectoriel associé (ensemble de vecteurs).

_noté

On note (€;)i=1,. (€;) la base canonique de R

Un point p € R" sera repéré par le vecteur “bi-point” Op =noté 7 et ses coordonnées sont les z; données par
T = Zlnzl x;€;, soit p = O + 21:1 x;€;. Et on dit abusivement, que & est un point.

Pour a < 3, on note («, 3) un intervalle de type [, 5], |a, 8], o, B] ou ]e, B].
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55 9.2. Formule de changement de variables

Définition 9.1 Un pavé P dans R™ est un ensemble de type : il existe & € R™ et il existe des a;,b; € R avec
a; < b; t.q. :

H a;, b)) ={x¥= széz eR™:Vi=1,...n, z; € (a;,b;)}
i=1 i=1

(9.1)
= {JeR":Vi=1,..,n, I\ € (0,b;—a;), § =7+ erl
et 7 est un sommet du pavé.
Proposition 9.2 Les pavés ouverts de R™ forment une base de voisinage de R™.
Preuve. Voir polycopié “Topologie”. un

Définition 9.3 La mesure de Lebesgue (le volume) d’un pavé donné en (9.1) est définie par :

we(P) = H (b; — a;) / dz, (9.2)

produit des longueurs des cotés.

Dela proposition on déduit, pour tout U ouvert, la mesure de 1 (la fonction fonction indicatrice de U) :

e(Ly) % g (U) "2 / 1u(@) d. (9.3)

Et donc la mesure de toute fonction f mesurable est donnée par :

pe(f)"EE | () da. (9-4)

R

9.2 Formule de changement de variables

On décompose un ouvert U C R™ a I'aide de la proposition[9.2]: U = J;cy- P;, ot les P; sont des pavés deux
& deux distincts.

R"® — R"
. P (7 T . .
Soit ® : 7= a(7) _ une application différentiable de ’espace affine R™ dans lui-
xZ Yy = :
D, ()
méme : pour tout point Zy € R™. Soit d®(Zy) donnée par :
1 1
R" — R
Lz, = d®(Z) : (9.5)
U — U =d®(Zp).4,
son application linéaire tangente en Zy. Ainsi au voisinage d’un point ¥y € R”™ :
(=) @) =Zo + d®(Z)).(F — Zo) + o(Z — o), (9.6)
Définition 9.4 La matrice jacobienne de ® en # est la matrice [d®(Zp)] = [gf? (Zo)] de 'endomorphisme
)

_>
d®(Zy) représenté dans la base canonique de R™.
La jacobienne Jg(Zp) de ® en Zj est le déterminant de la matrice jacobienne [d®(Zy)] :

To(#0) & det([d®(&)). (9.7)

On s’intéresse au volume de ®(U) :

Proposition 9.5 Si ® est un difféomorphisme (application bijective C* d’inverse C') on a :

e(@(U)) = pe(lu Jo), (9.8)

[ de,= [ n@)a. (9.9)
ged(U) reU

(I’élément de volume dS2, est envoyé par ®~! sur I'élément de volume |Jo(Z)|dSY,). Plus généralement, pour

tout fonction g mesurable :
[ s@dy= | (@)@ do (910)
yee(U) TeU

95
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56 9.3. Vers la mesure image

Preuve. 1- Cas ® affine : un pavé P est transformé en parallélogramme ®(P) de volume |Jq>( 7)| = | det([d®(Z)])]
qui est indépendant de ¥ (car ® est affine). Et on obtient la formule fé(P) dy = [p1p(@)|Js(Z)| dz, soit QW)
pour les pavés.

Avec la proposition toujours avec ® affine, on obtient .

2- Cas @ diffeomorphisme : exercice (construction de Riemann). un

Et on a donc également, pour tout ouvert V :

[ode= [ @l (0,11
zeP—1(V) gev

et pour toute fonction f mesurable :
[ @de= [ 5@ @) Ve @) d (0.12)
Fed—1(V) gev

Exemple 9.6 Cas 1-D et ® : 2 € [0,1] — y = ®(x) = —2z € [-2,0] (changement de variable ici affine) de
différentielle ®'(z) = —2 = Jg(z) sur [0,1]; vérifions (9.10) avec ici g =15 :

AMMNHD=MQJﬁD=/QQmM=Z

de méme que :

|[Jo ()] pe([0,1]) = | — 2| de =2,
z€[0,1]

les intervalles étant toujours exprimés sous la forme [a,b] avec a < b. On retrouve les résultats du calcul de

changement de variable usuel de I'intégrale de Riemann avec y = —2x :
0 0 1 1
/ dy:/ dy:/ —de:—/ —2dm=2/ dx:/ | — 2| dx,
y€[—2,0] y=—2 =1 =0 =0 z€[0,1]

voir remarque .
Exercice 9.7 Un parallélogramme dans R™ est un ensemble 2 de points de type :

Q={JeR":3Z€R™, 1, ...\ € (0,1), F=Z+ Atby + ... + Abn}, (9.13)
ol (b ) est une base de H@ Le point & est un sommet d’un parallélogramme. (Un pavé est un parallélogramme

de cotés paralléles aux axes.)
Montrer que le volume (la mesure de Lebesgue) d’un parallélogramme donné en ((9.13)) est :

10e(Q) = | det(by, ..., by)| "% / dw, (9.14)
DEN

(Ne pas oublier la valeur absolue : une mesure est positive.)

Réponse. Prendre ¢ application affine qui transforme ’hyper-cube (0, €1, ..., €,) en € (faire un dessin). un

9.3 Vers la mesure image

(En vue des applications aux probabilités et a la loi image.)
se lit, avec V = ®(U) :
po(V) = @), soit [ dpo@)= [ du(a) (9.15)
gev FEP-1(V)

quand on pose :

1o (Y) det we(y) (=dy) (dans espace d’arrivée : § = ®(Z)), (0.16)
w(@) = def |Jo (Z)| pe(Z) (dans lespace de départ),

p étant donc la mesure de densité |Jp(Z)| relativement & la mesure de Lebesgue. Ainsi se lit (on est ici
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57 9.4. Mesure image

dans le cas @ difféomorphisme) :

(1o o @)(U) = pu(U), (9.17)

soit :
pa(V) = (o @~1)(V). 918)

Et se lit : pour g intégrable sur V ouvert :
/ gdue = / go®du, (9.19)
% 3-1(V)

soit :

| s@du)= [ g@@)du(@) (9.20)
gev ZeD—1(V)

par définition de la mesure u, cf. (9.16).

9.4 Mesure image
9.4.1 Rappel : définition de f~*
Soit f : E — F une fonction non nécessairement bijective. On rappelle que f~! est définie par :

=8 {P(F) — P(E),

B (9.21)
B - A=f""(B)={weEFE: f(w) € B}

Exemple 9.8 E=R =F et f =14 ot A € Ag, la fonction indicatrice de A. On a 14(R) = {0,1}, et pour
VeAr:

f sivn{0,1}=0,ie.0¢VetlgV,
A siVNn{0,1} ={1},ie.0¢VetleV,

1,'(V)={weFE:1 eVi= 9.22
A V) ={w AEVEI= 4 Gva(01) = {0} ie 0 Vet 1¢V, (9.22)
R siVn{0,1} ={0,1},ie.0eVetleV.
Faire un dessin. En particulier, pour a < b on a :
) sia>1,oub<0,oul<a<b<l,
A si0<a<b>1
15 ([a,b]) = - 9.23
a ([a:8]) A¢ sia<0<b<l, (9:23)
R sia<Oetd>1.
Exemple 9.9 Soit f: R — R donnée par f(z) =sinz. Alors f~1({0}) = 7Z. on

Cas particulier f bijective, alors f~! est identifiée & une fonction F — FE, encore notée f~!, ol on note

fHa)=f"({=}) e E.

9.4.2 Définition de la mesure image

Soit (E, Ag, 1) un espace mesuré, et (F, Ar) un espace mesurable ou F est un espace topologique et Ap la
tribu borélienne de F. Munissons (F, Ar) d’une mesure.

Définition 9.10 Soit ® : F — F une application mesurable non bijective a priori. On appelle mesure image
de p par ® la mesure ug : Arp — R (mesure sur F') définie par :

7z d:éfuofl)_l. (9.24)
(Comme en (9.18), sauf qu’on ne suppose plus ¢ bijective.)

Proposition 9.11 La fonction pg : Tp — R définie par (9.24) est bien une mesure, et (F, A, ug) est donc un
espace mesuré.

Preuve. Vérification immédiate des points 1,2,3 de la définition page ’a
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58 9.4. Mesure image

Remarque 9.12 Pour ® non bijective, on ne peut pas remplacer (9.24)) par pg o ® = p.

Car, pour ® non bijective, si m est une mesure, alors m o ® n’est pas une mesure. Exemple : prendre m = pu,
(comme dans (9.16)) et ® = sin, avec A; = [0, 5[ et Ay =]F, 7] qui vérifient A; N Ay = () avec (mo ®)(A;) =
we([0,1]) =1 = (mo ®)(Az), et avec (mo ®)(A; U Ag) = pe([0,1]) =1 # 2= (mo ®)(A1) + (mo @)(A4s).

(En revanche, si A1 N Ay =) alors ®71(A; U Ag) = &7 1(Ay) + & 1(A).) a

Donc, pour tout V € Ap :
pe(V) =p(U) quand U =& (V). (9.25)

(En particulier, dans le cas ® difféomorphisme, on retrouve (9.17).)

Exemple 9.13 Soit (E, Ag, ) un espace mesuré. Soit (F, Ar) = (R, Agr), soit A € Ag, et soit ® = 14. Ainsi
(R, Ag, pt1,,) est un espace mesuré, ol avec on obtient, pour V € Ag :
p® =0 siVN{0,1} =0,

u(A) s VA{0,1} = {1},

u(49) i VN{01} = {0},

w(R) si VNn{0,1} ={0,1}.

i, (V) = p( (V) =

9.4.3 Propriétés

Lemme 9.14 Soit ® : F — F mesurable ( bijective ou non). Pour tout B € Tp on a :
oY BN®(E)) =oB), (9.26)

et donc, pour tout B € Tr :
4o (BN O(E)) = ia(B). (9.27)

Preuve. On a @1 (BN®(E)) ={z € E: ®(z) e BN®(E)} = {x € E: ®(x) € B} (puisque ®(z) € ®(F) est
automatiquement vérifié), d’ou (9.26]). D’ou (9.27)), cf. (9.24]). ua

Proposition 9.15 Si ® : £ — F est mesurable, si g : F — R est mesurable, et si go® : E — R est u-intégrable
alors g : ®(F) — R est ug-intégrable et :

e (lo(p)g) = (g o @), (9.28)
soit (formule de changement de variable) :
[ )= [ (@) duta). (9.29)
yED(E) el

Preuve. Vérifions (9.28)) quand g = 1y pourun V € Tp, ie. po(lylem)) = p(lyo®). Onalemlv = lvnar),

et :
1 sid(z)eV, iesized (V)
= lo-1(v),

(1y 0 ®)(z) = 1y (®(2)) = (9.30)

0 sid(z)¢V, iesizgd (V)

Et donc on veut vérifier :
pa(lvnes) = le-1vy), ie pa(VNO(E)) =pu(@ (V). (9.31)

Avec , c’est vrai.
Sig=>",¢ly, (fonction en escalier), alors est vraie par linéarité.
Si g est une fonction mesurable positive, cela reste vrai, cf. (3.7).
D’ou si g est intégrable c’est encore vrai (on écrit g = g+ — g—). un

Corollaire 9.16 Avec g(y) = y™, on a (moments d’ordre n) :
[ = [ (@@)du) (9.32)
yED(E) el

=10té [(®™) dans le cours de probabilité (espérance de la fonction intégrable ®").
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9.4.4 Formule de changement de variables dans les intégrales

Exercice 9.17 Cas d’une mesure de densité u = p(Z) dz sur R™ muni de sa tribu borélienne, avec ® : R® — R"

un diffeomorphisme. Montrer que la mesure image par ® de la mesure p est la mesure de densité pe (7)) = pe (¥) dy
ol pg est donnée par :
N — —1/ - _ p(f) — —
pe(¥) = [Jo+ (D) p(® (7)) (= 7= quand 7= &(F)). (9.33)
|Jo (7)]
En déduire que, pour toute fonction ¢ intégrable :
[ s@pe@dy= [  g(@(@)p(a) dz, (934)
je2(U) FeU
et retrouver ((9.10).
Réponse. donne :
[ os@ae= [ PO @i [ g@ (9.35)
ZeU ZeU |Jo ()] ged(U)
oit g(§) = (go ®)(z) = U;;(%’ d’ott li D’ou donne .
En particulier pour p(Z) = |J&(Z)| dz, on obtient ps(y) = 1, donc (9.10). un
10 Convolution et régularisation
10.1 Notations f et 7. f
Définition 10.1 Pour f: R — R, on définit f: R — R par :
f(@) = f(-a). (10.1)
Autrement dit f: fogoug(x)=—=z.
(Le graphe de f est le symétrique du graphe de f par rapport a “l’axe des y”.)
Définition 10.2 Pour f: R — R, et ¢ € R on définit la translatée 7.(f) ="°% r.f de f par :
Tf(x) = f(x —¢). (10.2)
Autrement dit 7.f = f o h. ot he(z) =2z —c.
(Le graphe de 7.f est le translaté du graphe de f de ¢ : en particulier (7.f)(c) = f(0).)
Exercice 10.3 Montrer que 7;}(75) = f(—t —c¢), et que T f(t) = fle—=1)
Réponse. Soit g = 7.f. On a §(t) = g(—t) = f(—t — ¢). Bt 7.f(t) = f(t —¢) = f(c —1). un
Exercice 10.4 Montrer que :
Tef =7—cf. (10.3)
Autrement dit, les opérateurs et 7. ne commutent pas pour ¢ # 0 : (o 7.)(f) = (7—c 0 7)(f).
Réponse. 7.f(z) = 7ef(—2) = f(—z — ¢) = f(z + ¢) = 7_c f(2).
Proposition 10.5 Pour f : R — R et pour c € R, on a :
suppf = —suppf,  supp(ref) =suppf +¢,  supp(ref) = —suppf +c. (10.4)
Immédiat sur un dessin. En particulier, si suppf C [a,b] ot a < b, alors :
supp(f) C [-b, —d], supp(7ef) C [a+c, b+], supp(TCf) C [=b+e, —a+d]. (10.5)

Preuve. Pour f : on a {z : f(:c) # 0} ={z: f(—z) # 0} = {—y : f(y) # 0}, d’ou, en prenant I’adhérence,

suppf = —suppf.
Pour 7.f :ona {z: 7.f(x) #0} = {x: f(x —¢c) #0} = {y + ¢ : f(y) # 0}, d’ou, en prenant ’adhérence,
supp7ef = suppf + c. -~
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60 10.2. Définition de la convolution

10.2 Définition de la convolution

Oun rappelle que si f,g : R® — R sont deux fonctions (mesurables), alors f * g : R® — R est la fonction
donnée formellement par :

(ra@= [ swe-na=[ jomien (10.6)

intégrale qui dépend du paramétre x. En particulier, si f, g € £2(R) alors pour chaque z on a 7,5 € L?(R) (car
ftE]R lg(x —t)|> dt = fseR lg(s)|? ds < o0), et donc :

(f*9)(@) = (f,729) c2(m)-
Dans la suite, pour simplifier la présentation, on considérera essentiellement le cas R™ = R.

Exemple 10.6 Si f € L'(R) et g = 1g, on a (f * 1g)(x) = [, f(t)dt = constante, et donc l'application
f — f 1R est la fonction “aire sous la courbe f” (1ndependante de ). nn

Exemple 10.7 Si f € L'(R) et g =Ty = k11 1), ona (f xg)(z) = k:f% f(z—t) dt = la “valeur moyenne

1
2k
de f a travers une fenétre de largeur % centrée en x”. Dessin.

La “mesure” d’une fonction f & travers un appareil d’une certaine précision est une application de type
My : f — Mp(f) = f * Iy, avec donc My (f)(z) approchant f(z), approximation d’autant meilleure que k est
grand, i.e. que I'appareil est précis. L’appareil idéal (de précision parfaite) est Mo : f — M (f) = f(z), soit
Mo = 69, voir plus loin. un

Proposition 10.8 Quand elle est définie, ’'opération * est distributive et commutative :

gxf=fxg9,  frx(g1+Xg2)=Fxgi+Afxgs, (10.7)
d’oti le nom de “produit” (commutatif) de convolution. Et on a :
frg=1Fxg, et 1a(fxg) = (Taf) % g = f* (Tag). (10.8)

Et :

{ (f et g paires) ou (f et g impaires) = f % g paire, (10.9)

(f paire et g impaire) ou (f impaire et g paire) = f % g impaire.

Preuve. (f x g)(z) = [o f(t)g(x —t)dt = [, f(x —u)g(u)du = (g = f)(z) donne la commutativité. Et la
distributivité resulte de la distributivité de la multiplication de R et de la linéarité de ’intégrale.

Puis (f * §)(x = Jp f( :c—i—t dt = fR x—u)du—(f*g)( x).

PUISTa(f*g)( ) (f*g fR —aft dt = fR Tag ft)dt:(f*Tag)( Yet fxg=gx*f.
Puis (f*g)(—x) = [ f( x—t)dt 51gest paire, alors (f*g)(—x) = [ f(t)g(z+1t)dt = [ f(—u)g(x—
u)dt, d’ou si f est palre alors (fxg)(—x) = (f *g)(x), et si f est 1mpa1re alors (f * g)(—x) = —(f *xg)(z); et
frg=gxF.

Proposition 10.9 Pour f,g: R — R, la fonction convolée f * g vérifie (quand elle a un sens) :
supp(f * g) C suppf + suppg. (10.10)

Preuve. On a (f x g)(x) = f)glxz —t)dt = / f&)Txg(t) dt.
teR tEsuppf (suppreg
Cas simple : suppf = [a,b] et suppg = [¢,d], avec a < b et ¢ < d, donc suppf + suppg = [a+c, b+d]. Et

supp7.g = |[—d+z, —c+z], donc suppf (\supp7.g = [a,b] N [-d+z, —c+z], donne suppf (|supp7.§ = 0 ssi soit
a > —c+x soit b < —d+z, i.e. ssi & < a+c ou x > b+d. Donc suppf (|supp7,g = () dés que = ¢ [a+c, b+d],
donc supp(f * g) C suppf + suppg.

Cas général : on a (f * g)(x) = 0 dés que suppf (\suppr.g = 0. Et 3t € suppf(|suppr.g ssi I € suppf
et ¢ € x — suppy, i.e. ssi It € suppf et & € t + suppg (C suppf + suppg). Donc si x ¢ suppf + suppg alors
supp f (supp7,§ =  donc (f = g)(z) = 0. Donc {z : (f * g)(x) # 0} C suppf + suppg. D’ott (10.10). a

Remarque 10.10 Rappel : la somme de deux fermés n’est pas nécessairement un fermé : prendre F' = N*
et G = Upen-1— k—f—fc} qui donne F+G={n—-k+4, kkn e N} Iei R— F = {J, o] — n,n+1[ et
R—G = Upen-] — k+ 7, —k+1+ 15[ sont des ouverts (union d’ ouverts) donc F et G sont fermés, mais F+ G
contient la suite (3 )keN* qui converge vers 0 dans R, avec 0 ¢ F' + G, donc F + G n’est pas fermé.

Rappel : la somme d’un compact et d’un fermé est un fermé : soit K compact et G fermé, soit (z,) une
suite dans K + G qui converge vers z dans R. Montrons que z € K + G. On a z, = k, + g,, et quitte &
extraire une sous-suite, on a k,, — k dans K. Donc g, = z, — k, € G converge vers z — k, avec G fermé, donc
g=%% 2 _keG doncz=k+geK+G@G, donc K + G est fermé. =n
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61 10.8. Stabilité par convolution : L*(R) * LP(R) C LP(R) pour 1 < p < co

10.3 Stabilité par convolution : L'(R) x LP(R) C LP(R) pour 1 < p < oo
Proposition 10.11 Si f,g € L'(R) alors |f| * |g| € L*(R) et f* g € L*(R), avec :

1 gl < 1A llgl]a- (10.11)

Preuve. On a, si ¢a a un sens :

f * gl = /weR(f*g)(x)dfﬂ/gﬂeR| teRf(xft)g(t)dﬂd% (10.12)

/z X / =Dl lg(o)] dr)as = / (1 la(e)

Comme f et g sont dans L'(R) la fonction f ® g : (x,y) — f(x)g(y) (fonction & variables séparées) est
dans L'(R?). Et on peut appliquer Fubini :

IN

00 > || fllzllglle :/

(y,t)ER?

W)l g(®)] dtdy = / [f(z = )] g(t)| dtdz,

(z,t)ER?

r = Fi(y,t) = y+t

ott on a utilisé le changement de variable F : (y,t) € R? — F(y,t) = (t — Fy(y,t) =t
= Fy(y,t) =

) , diffeomorphisme

oF  9F

de R? dans lui-méme, de jacobien det 881?2 8‘152 > (y,t) = det <(1) }) = 1 qui donne (dtdy) = |1| (dtdz) =
Oy ot
(

oy
(dtdz). Dot ||f * gllr < [|fl[r1]lgl[rr < o0, ie.

Exercice 10.12 Montrer (10.11) & I’aide du théoréme d’intégration de Tonelli (cours d’intégration).

Réponse. Rappel de Tonelli : si la fonction h : 1 x Qo — R satisfait aux deux hypothéses :

/ |h(z,y)|dy < oo p.p.z et / (/ |h(z,y)| dy) dr < o0 (10.13)
YyEQ2 z€Q; WyeQ,y

alors h € L*(Q1 x Q2), et alors on peut inverser 'ordre d’intégration (Fubini).
Ici on pose h(t,z) = |f(t)| |g(x — t)| et on vérifie les hypothéses : commencgant par intégrer en x a ¢ fixé, il vient, a ¢
fixé :

/ER £ gl — )| dz = If(t)\(/ER g — )| da) = \f(t)l(/ER @)l dy) < 1£®)] llgllx < oo, (10.14)

puis :
/teRIf(t)l lll de < ”g”l/@ F@®)dt < |lglls [1f]x < oo. (10.15)
D’out le résultat. an

Exemple 10.13 f(t) = g(t) = e ', (t). On a [o|f(t)|dt = [[Fe7tdt =1 < oo, et f,g € L'(R). Et

(fxg)(@) = [pelr, (e @ DIg, (z—t)dt = [ e te @ Dg (2)dt = [ e "lg, (x)dt = ze "1g, (z),
intégrable sur R, donc on a bien f * g € L'(R). .

Exercice 10.14 Montrer que si f,g,h € L*(R) sont positives et f < g, alors f*h < g h.
Réponse. On a (f xh)(z) = [ f(H)h(x —t)dt < [, g(t)h(x —t)dt = (h* g)(z). un

Remarque 10.15 L’inégalité obtenue est une inégalité ot & gauche on a de fait une intégrale double,
cf. (10.12), alors qu’a droite on a un produit des deux intégrales simples.

En particulier, ||f * g||1 (calcul d’une intégrale double) n’a rien & voir avec le produit ||fg||1 (calcul d’une
intégrale simple) qui en général n’a pas de sens pour f et g dans L'(R).

Par exemple, f et g données par f(t) = g(t) = %1]0@] sont dans L'(R) (car fol |ﬁ| dt = 2v/t]§ = 2 < c0),
mais (fg)(t) = 1101 n'est pas dans L'(R). Alors que f x g donnée par (f x g)(z) = |, ﬁmdt est
dans L'(R) : cette fonction est définie p.p., et plus précisément pour tout = € R*, et n’est pas définie en x=0,
mais ce n’est pas génant puisque, ici, seul le caractére intégrable (au sens de Lebesgue) nous intéresse (notion
de presque partout) : autrement dit on a L'(R*) = L!(R) car R* = R — {0} et ’ensemble singleton {0} est
négligeable pour la mesure de Lebesgue . En particulier, on a vu que [, |f * g[(z) dz < ||f[|1]]g]]1 < oc. n

On rappelle que g € LP(R) ssi |g|P € L', et qu’alors ||g]|, = (]| |g|7’||L1)% = (Jg lg(z)]P da:)% est une norme
dans LP(R), cf. cours intégrale de Lebesgue.
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62 10.4. Dérivation et convolution

Proposition 10.16 Soit p € [1,00]. Soit f € LY(R) et g € LP(R). Alors f x g € LP(R), autrement dit
LY(R) * LP(R) C LP(R), et on a :
LS *gllp < [1£11111gllp- (10.16)

Preuve. Le cas p = 1 vient d’étre traité, et le cas p = oo est immédiat car alors |(f * g)(x)] < ||gllso [z |/(2)] dt.
Supposons donc 1 < p < .

On va utiliser I'inégalité de Holder : soit g I'exposant conjugué de p, donné par % + % =1;quand a € LY et
B € LP alors aff € LY(R) et [|aB|]1 < |lallql|B]]p (voir cours d’intégration). On a :

/ IOl (2—t) dt = / @11 (0)]g] (1) de (10.17)
teR teR
On posea:|f|% € LY(R), donc a? = |f| € L}(R).
A fixé, on pose B, () = | £(1)] ¥ |lgl(z—t), donc fa(t)7 = |f Ol (1) B 5o = o 1) (o111 =

(If] * lg|P)(x) est bien défini car |f| € L*(R), |g|P € L*(R), ¢ - Donc 3, € LP(R). Donc (Hélder) :

/ |f|%<t>|f|%<t>\g|<x—t>dts(/ |f|<t>dt>%</ FIO)lglP (a—t) dty
teR teR teR

(10.18)
+ 1
= [IfI17 (1 f 1+ lgl”) ()7
Donc, avec (10.17)) :
[(f1 gD () < [LAIF1CF] = 1glP) (@)]- (10.19)
D’oi |(f * g)|P est dans L'(R) avec :
11F % gPll < TLAIE 1AL (gl (10.20)
Comme 1+ % = p, on a (10.16). (Démonstration similaire dans R™.) o

10.4 Dérivation et convolution

Proposition 10.17 Si f € L}(R), si g € LP(R) pour un p € [1,00], si g est dérivable dans R, et si g’ € L°°(R)
(i.e. ¢’ est bornée), alors f * g est dérivable dans R et :

(frg) =fxg. (10.21)

Preuve. Les hypothéses indiquent que f * g et f * ¢’ ont un sens.
d 0

10.21)) signifie — (/ ft)g(z—t) dt) = / — (f(t)g(x —t)) dt. Cest vrai grace au théoréme de conver-
dx \Jier ter O

gence dominée : intégrant h(x,t) = f(t)g(x—t) est dérivable en x (car g ’est), de dérivée g’; (z,t) = f(t)g' (z—1),
et \%(z,t)\ < |lg'llsc| f(®)], avec ||g’||oo|f| € L' (R) fonction dominante intégrable indépendante de . ua

10.5 Stabilité de L. (R) par convolution “bornée”

Le résultat suivant sera généralisé & la convolution des distributions.

Proposition 10.18 Soit f,g € L. .(R).
1- Si suppy est compact, alors f x g € Li (R).
2- Si suppf et suppg sont tous deux limités & gauche (ou tous deux limités a droite), alors f x g € L (R).
3- Les hypothéses f € L (R) et g € L*(R) sont insuffisantes.

loc

Preuve. Pour tout a < 3 on veut f x g € L([a, g]), i.e. ff:a(ftb:a lg(t)f(xz —t)|dt)dz < 0. On a :
B B b
| eo@iaes [ () loosa-oad (10.22)

1- g & support compact, donc il existe a,b € R t.q. supp(g) C [a,b] et g € L'(R). Pour inverser I'ordre des
intégrations dans (10.22)), appliquons le théoréme de Fubini—Tonelli.

A i, [ 901 0] de = [g0] [, 17~ Dlde = 19(0)] 20 @l dy < o0 car J € L (R). By
pourt € [a,)jonaa—~t>a—bet f—t<fB—a,donc | _ t|f( Ndy < [._,_, |f(y)ldy. Donc
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63 10.6. Régularisation par convolution

B—a b B—a
[ st oaea < [ o [ rwtava = [ isona [T iy < oo car g €
t a z « t=a r=a—b t=a r=a—
L .(R). Donc on peut échanger I'ordre des intégrations dans (10.22) :

B b B b B—t
| rsa@iae< [ o1 Ifx—t)ld@dt:/t: sl [ 1rwldyds

=a—t

B—a

< [aton [ i<l [ sl <o

Vrai pour tout «, 8, donc f * g est Li (R).

2- Supports limités & gauche : il existe a,b € R t.q. suppf C [a,o0[ et suppg C [b, oo[. Donc, pour z € R,
on a suppr,g C] — 0o, —b+x]. Donc suppf ﬂsuppng C [a, —b+x], et avec Fubini on a :

B —b-‘rac —b+3
/ [(f *g)(x |dm</ / O g(t |dtdm</ / gz —t)|dtdzx
= r=a Jt r=a Jt
b+ b+8 8-t
/ / glx —t)|dxdt = / / |f(®)g(y)| dy dt
t =« t

b+8 b+8
< /t:a /y_awm (y)|dydt§/t:a (f ()|dt/y_a+bﬁ o) dy.

fini car f et g sont L (R). Idem pour supports limités & droite.

003— On (prer)ld (@) = e sur R et g(t) = et (t) donc g € L*(R); alors (f * g)(z) = [pg(t t)dt =
Jo e tem " dt = [T e dt =

10.6 Reégularisation par convolution
10.6.1 Régularisation d’une fonction L. (R)

On rappelle que si Q est un ouvert dans R”, D(Q) = {f € C*>°(Q) : suppf compact}, ou le support de f,
noté supp(f), est adhérence de ensemble {f # 0} = {& € Q : f(Z) # 0}. En particulier si f € D(Q) alors
f€C>®(Q) et f est nulle en dehors d’un compact dans .

Proposition 10.19 Si f € L] (R), si ¢ € D(R), alors f x ¢ € C(R).
Si de plus suppf est compact alors f x ¢ € D(R).

Preuve. On pose z = f x g, i.e. 2(x) = [, h(z,t) dt out h(x,t) = f(t)g(z—t) pour z,t € R (l’intégrant)

1- Cas simple f € L'(R). 11- Smt t fixé; hy 1 @ — hy(z) == h(z,t) est C*° sur R car g Vest. 12- |91 (z,1)| =
IF®)] 19|00, avec f € LY(R), donc h est dominée indépendamment de z par une fonction Ll(R) pour tout
k € N : le thm de cvgce dominée donne le résultat.

2- Cas général f € Ll _(R). Soit =g € R, montrons que z est C°° au point .

21- Comme 11-, donc, en particulier, h; est C™ en z.

22- Domination indépendante de z dans un voisinage de xo : on considére lintervalle I =|zo—1,20+1][.
On a g(x—t) = 0 quand x—t ¢ [a,b], donc quand t—z ¢ [—b, —a], donc quand ¢ ¢ [x—b, x—a]. Donc pour tout
€ Tonag(z—t)=0quand t ¢ [xg—1-b, xg+1—a] ="°* J (borné). Donc ‘émk (t,z)] = |fW)g(x—t)1;(t)] <
119" |oo| f(£)1(¢)|. Ayant f € L (R), on a f1; € £!(J), domination indépendante de = dans I.

Donc, thm de cvgee dominée pour z : x € I — z(z) : la fonction z est C° dans I, donc en particulier en zg.
Vrai pour tout xgp € R, donc z = f * g est C°° dans R.

3- Et si suppf est borné, alors supp(f * ¢) est borné, cf. (10.10), donc f * ¢ € D(R). L

Exercice 10.20 Montrer que si f € L] _(R), si g € C*°(R), si suppf et suppg sont tous deux limités & gauche
(ou tous deux limités & droite), alors f x g € C°(R). wa

10.6.2 Suite régularisante ou approximation de l’identité

Définition 10.21 Une fonction intégrable f est dite de masse unité ssi [ f(z)dz = 1 (souvent défini avec
Ihypothése supplémentaire f > 0).
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64 10.6. Régularisation par convolution

Définition 10.22 On appelle suite régularisante une suite (¢ )n- de D(R) telle que :

vr(z) >0, VzreR,

supp(¢k) C [*%, %], (10.23)

/ pr(x)de =1 (masse unité).
R

Définition similaire dans R™ ot [+ T k} est remplacé par la boule de centre 0 et de rayon 7.
(On verra que (pg)n+ approxime la masse de Dirac au sens des distributions, et la masse de Dirac est
l’identité du produit de convolution, d’ou le nom “approximation de I'identité”.)

Soit ¢ la fonction de D(R) définie par :

exp(————=), Ve €] —1,1|,
() = p(=1—2) ] [ (10.24)
0, Vo & —1,1].
On pose :
_ (=) : _
m(z) = TR (@) =kn(kz), k=1 (10.25)
Ll
Proposition 10.23 La suite (v )ren+ €st une suite régularisante.
Preuve. Comme ¢ > 0, on a y; > 0.
Comme ¢ > 0 et C non identiquement nulle, on a ||¢|[pr = [; [¢(z)|dz = [, {(z) dz > 0.
Donc fg 11 (%) de = g Je (@) do = ey 1||C||L1 =1
Donc [, v (z)dx = ka'yl (kx) dx = [pn(y)dy=1.
Comme71>Oetk200na'yk20
Et 71 (z) # 0 ssi k €] — 1,1[. Donc v, (z) # 0 ssi kz €] — 1,1[. D’out supp(yx) = [~ 1, 1- o

10.6.3 Régularisation C* des fonctions 1, o et 1|,y

Soit (¢x) une suite régularisante.

Proposition 10.24 Soit a,b € R, b > a : dés que k est assez grand, a savoir dés que % < }’_7‘1, Lia,5)*r € D(R)
et, pour x € R :
0 < (Tja,p) * pr)(z) <1,

1 1
(L) * ¢x)(2) = 1 pour € [at+, b—+], (10.26)

1 1
supp(1ia,p) * ¥x) = [aik b+ k:]

On conserve ce résultat si on ouvre en a ou b. Cas particulier () = (Vi) cf. m de plus ¢(a) = (b) = 1.
Et 1} 00) * o1 € C(R) vérifie, pour z € R :

0< (1[a,oo] * @k)(a:) < 17

1
(ljue) * 2)(@) = 1 pour o € [a+ - ], (10.27
1
Supp(l[a,oo] * ka) = [G—E,OO[-

On conserve ce résultat si on ouvre en a (i.e. sur intervalle |a, oo]).

Dans R” avec K compact : la fonct1on 1x * i est également dans D(R"), avec 0 < ¢ < 1, avec supp(p) C

K + B(0, 1), et avec ¢ =1 sur K — B(0, 1), ou B(0, 1) est la boule unité de centre 0 et rayon 3.

Preuve. Cas [a,b] (exercice pour [a, co[ et intervalles ouverts et semi-fermés). On a Y = 14 4] * o € D(R), cf.

prop. 10.19, On a supp%(%) = [z—b, z—a] et supppy = [+, +], donc :

blz) = /teRsomm(m)(t)dt: / a0 (10.28)

k’k

et la fonction ¢y, est positive et fR wr=1.Dou 0 < < 1.
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65 10.7. D(R) = C°(R) est dense dans LP(R) pour 1 < p < oo

Etsiz—b> 1 ousi z—a < —¢,alors ¢y () = [;... = 0, d'ou supp(¢y) € [a — +,b+ 7.
Et six—b<—§ etsiz—a> k,alors [z — b,x al C [~4, 1), donc vy (z) = 1.

Cas particulier (¢r) = (%) : on a Yg(a) = fue[afbp]ﬂ[f%,%] Y (u) du = fue[%,o] Ye(u)du = %, dés que
1 <b—a, car v est paire et fue[%,%] Yi(u) du = 1. Idem : ¢y, (b) = 3.

Exercice dans R™. un

Exercice 10.25 Soit f : 2 €]0,00[— f(z) = 2 € R. Donner une fonction g € C*([0, oo[— R telle que g(0) =0
et g(x) = f(z) pour z > 1. Dessin.

Réponse. Troncature réguliére de f : on pose g = ¢ f avec g(0) = 0 et ¢ = P1 % 1[%1001 (régularisée C*° de 1 la

(4,000

fonction ¢ valant 1 sur [2, oof). o

Exercice 10.26 Donner une fonction f € D(R) telle que f = exp sur [—1,1] et 0 < f < exp sur R, ou
exp: x — e* € C(R) est la fonction exponentielle.

Réponse. On “tronque de maniére réguliére” la fonction exp : on pose g = 1j_3 9] * 1. Avec on a g € D(R)
et g(z) = 1sur [-1,1] et 0 < g(z) < 1. Cette fonction g est notre fonction de “troncature réguliére”. On pose f(z) =
exp(x)g(x) : la fonction f convient, car produit de deux fonctions C*°(R), donc est C°°(R), et suppg est borné, et
trivialement suppf C suppg, donc f € D(R). un

Corollaire 10.27 Soit a < b € R, soit ¢ < d € R. Si [¢,d] Cla, b[ alors il existe une fonction ¢ € D(]a,b[) qui
vaut 1 sur [c,d], et telle que 0 < ¢ < 1. (Dessin).

Dans R™ : si Q est un ouvert de R™ et K un compact tel que K C €, alors il existe une fonction ¢ € D(Q)
qui vaut 1 sur K et telle que 0 < ¢ < 1.

Preuve. Soit (7)) une suite régularisante. Soit € = 1 min(c—a,b—d) (dessin), soit e = c—¢ et f = d+e. Soit k
t.q. % < f;e et % < e. La fonction ¢ = 1. f * ¢, convient, cf. proposition précédente.

Dans R™ : soit K = suppy et soit € = d(K,R"—Q) > 0 la distance de K a R"—Q. Soit K. = K + B(0, 5)...
on continue comme précédemment avec la fonction ¢ = 1x_ * 4. wn

Corollaire 10.28 Soit (vy) une suite régularisante. Soit xo € R.
1- Soit f € C*°(R). Alors pour r € R et k € N* t.q. % < r, la fonction produit :

def

f f( Jzo—r,xzo+7| * (Pk:); (1029)

est dans D(R) et est egale af dans un voisinage de xy. Plus précisément on a f, = f sur Jxo— r+k , a:oJrrff[
avec supp frr Clag—r— k,x0+r+ L

De plus, si f est bornée, alors ||f — frilleo < |If||co-

2— Plus généralement, soit ¢ > 0, et soit f € C*°([xg—e,x0+¢]). Alors pour r € R et k € N* t.q. 0 <
r<gety <r,ona frr € D(R) et f., = f dans un voisinage de x¢. Plus précisément on a f,) = f sur
Jxo— r+k,z0+r77[ avec supp fr i C]xofrf%,onrrJr%[.

3- De plus, si f est bornée, alors ||fr,kHL°°(]x0—a,xo+a[) < HfHL‘X’(]xo—E,xo-‘ra[)-

Ainsi que ||f — fr,k||L°°(]a:o—s,mo+s[) < ||f||L°C(]zo—s,ro+s[)

Preuve. 1- Soit V.1, = 15 —r zo+r[ ¥ Pk- On a ¢ € C(R), donc f,.x € C(R).. Soit 1 :]xo—r+%,xo+r—%[
et soit I :]xo—r—%,xo—Hﬁ-%[. Ona, = 1dans I_,donc f,., = f dans I_ et ¢, , = 0 dans I, donc f,, =0
dans R — I,. D’ou 2-.

3 Bt 0 < Ly oy ok < 1, done 0 < [fua(o)] < [£(@)] et [£(2) = fra(@)] < /().

Exercice 10.29 Soit f en escalier avec suppf borné. Soit (¢ )n+ une suite régularisante. Alors pour k assez
grand on a f * ¢ € D(R) avec |[f * @r[loo < |[flloc €t |[f = f * rlloc < [|f]oo-

Réponse. Ici In € N*, Jay, ..., an,c1,....,cn € R avec a1 < ... < an, f = ?;11 ¢ilfa;,a;,,])- On prend % < mmZ(W)
Et f * oy vérifie les propriétés demandées (démarche de la prop. [10.24). un

10.7 D(R) = C*(R) est dense dans LP(R) pour 1 <p < o0

Soit R muni de sa tribu borélienne Agr (engendrée par les intervalles ouverts).
Soit a,b € R, a < b. Soit (pg)ken une suite régularisante.
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66 10.7. D(R) = C°(R) est dense dans LP(R) pour 1 < p < oo

10.7.1  1j, et convergence p.p. des régularisées

Proposition 10.30 On a la convergence simple presque partout :

Ok * 1[a ) k;)(} l[a) Presque partout. (10.30)

Preuve. Soit z € R — {a,b}, et d(z) = min(d(z,a),d(z,b)) > 0 (dessin). Soit k t.q. + < d(z), i.e. k > ﬁ.

On a (pg * 1jg,p))(2) = 1[5 (2), cf. prop. donc |@ * 1ja,5)) () — La,5)(¥)] —k—00 0. D’0t1 (10.30). .

10.7.2 1j,; et convergence L? des régularisées pour p € [1, 00[

Proposition 10.31 Pour p € [1,00] on a la convergence dans LP(R) :

Ok * Ljay e liap) dans LP(R), (10.31)

ie. || — 0k * Lapllor ) v 0. Pour p = oo (cas L™(R)) c’est faux.

On conserve ce résultat pour g = ., ¢; 1{a,5,] € LP(R) fonction en escalier a support compact.

Preuve. Cas p=1. On a 1,4 = ¢, * gy sauf sur K = [a—,a++] U[b—%,b+%] (pour k > 2(%_(1)) ensemble

de longueur |K| = % sur lequel |1[a,b} (x)—((pk*l[a’b])(xﬂ < 1. Donc ||1[a,b] _@k*l[a,b] |L1(R) < dr=—- — 0.
K

k—o0

Cas 1 < p < oo. Calcul similaire avec |(11qp)(z) — @ * 1q,5(2))?| < 1, et méme conclusion.

Cas p = co. Comme ¢y, * g € C°(R), on a ||¢k * ¢||sc = sup,ep |(r * ¢)(z)|. Prenons la suite régularisante
Pk = Yk, cf. ].0.25. Soit k > m. On a ((pk * 1[a,b])(b) = %, cf. 10.28. Donc ‘l[a,b] (b) - ((pk * 1[a,b])(b)| = %,
donc [[1(4,5) — @& * Lja,p)||oc ne tend pas vers 0 quand k& — oo. On ne converge pas dans L>(R).

Et une fonction en escalier est une somme finie de fonctions indicatrices d’intervalles. un

10.7.3 C°(K) est dense dans LP(K), pour 1 < p < oo

Soit K un compact dans R. Soit CO(K) = {f € C°(R) : supp(f) C K} (les fonctions continues & support
compact dans K).

Proposition 10.32 C°(K) est dense dans LP(K), pour 1 < p < oo.

Preuve. Soit Ax = Ag N K (la restriction de Ag & K. Soit T la sous-tribu de Ax engendrée par les A € Ax
t.q. 14 est limite d’une suite de fonctions f, € C°(K) t.q. 0 < f,, <1 (ott donc |[14 — fn||lLr —Fn—00 0).

Montrons que 7 contient les ouverts de K : soit U un ouvert dans K ; soit f, : K — R définie par
fu(t) = min(1,nd(t,U°)) ou d(t,U°) est la distance de ¢t au complémentaire de U. Les f, sont continues
(immeédiat), forment une suite croissante (immeédiat), et 0 < f,, < 1 (immédiat). Et f, — 1y dans LP(K)
car fn(t) —n—oo lu(t) pour presque tout ¢t € K (convergence p.p.) et |ly(x) — fn(z)|P < 1 (domination
indépendante de n) : on peut appliquer le théoréme de convergence dominée.

Donc T = Ak (= la tribu engendrée par les ouverts). Donc pour tout borélien B € Ak la fonction 15 est
limite dans LP(K) d’une suite de fonctions f,, € C°(K) t.q. 0 < f,, < 1. Par linéarité, toute fonction étagée
dans K est limite dans LP(K) d’une suite de fonctions f,, € C°(K). Donc, par construction de LP(K), toute
fonction f € LP(K) est limite dans LP(K) d’une suite de fonctions f,, € CO(K). on

10.7.4 CY(R) est dense dans LP(R), pour 1 < p < o0

Soit C2(R) = {f € C°(R) : supp(f) compact} (les fonctions continues & support compact dans R).

Proposition 10.33 C?(R) est dense dans LP(R), pour 1 < p < co.
Preuve. Soit f € L?(R), donc Ve > 0, IR > 0, ([, p g |f@)|Pde)? < e Soit fr = 1_pp/f, donc

IIf = frllee = ([er |f(2) — fR(2)[? dz)? < . Avec la proposition [10.32, ayant fr € LP(|—R, R]), soit gr €
C%[=R, R]) C C2(R) t.q. llgr — frllLr <e:onallf —grllee <IIf = frller + [|fr — grllLr < 2e. o
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67 10.8. Lemme de Lebesgque

10.7.5 D(R) est dense dans C?(R) au sens L”(R), donc D(R) est dense dans LP(R)

Proposition 10.34 D(R) (contenu dans C?(R)) est dense dans CY(R) au sens LP(R) : Vf € C?(R), Ve > 0,
Jp € D(R) t.q. ||f — ¢l|lrr < €. Donc D(R) est dense dans LP(R).

Preuve. Soit f € C2(R), soit R > 0t.q. supp(f) C [~ R, R]. Donc f est uniformément continue sur [~ R, R], donc
f est limite d’une suite de fonctions en escalier : Ve > 0, In € N*, 3¢y, ..., ¢, € R, Jag, ..., ap, b1, ...,b, € [-R, R],
Vo e R, |f(x) _zn:?:l ¢iljq, ) (x)| < e. Et pour k assez grand, | ZZZl Ci i, b,)(x) =3 e (prx g, 0)) ()] <,
donc |f(x) — 31 ¢i(pnr * g, 5,)(@)] < 26. Donc [ [f(x) — D0, ¢i(on * 1ig, ;) (@) [P dz < (26)P(2R), donc

n 1
1f = iz ciler * Lasp )l lor < 2¢(2R)7.
Et les propositions [10.33| et [10.34] donnent : D(R) est dense dans LP(R). un

Exercice 10.35 Rappel : montrer que (CP(R), ||.||s) est un espace de Banach (résultat classique).

Réponse. C’est un espace vectoriel (immédiat : sous-espace vectoriel de F(R;R)). Soit (f,)n une suite de Cauchy dans
CP(R), donc Ve > 0, AN € N, Ym,n > N, ||fa — fmlloo < €. Donc, |fn(z) — fm(z)| < € pour tout z, et R complet,
donc (fn(z))n est de Cauchy dans R donc convergente vers un réel qu’on note f(x), ce qui définit la fonction f, avec
|F(2) — fn(@)] < & pour tout z, done ||f — fulleo < & Bt |£(@)] < |£(@) — fu(@)] + [y (@) < If = Fulloo + [flloot <
€+ [|fnloo, pour tout z, avec ||fn||eo < o0, donc f est bornée. Et |f(y) — f(z)| < |f(y) — fn(W)| + [fn(y) — fn(2)| +
| () = f(@)] < 2[|f = fnlleo +1fn(y) — fn ()], et on choisit 7 > 0 t.q. |fn(y) — fn(2)] < e pour tout y t.q. |y —z| <n,
donc |f(y) — f(z)| < 3e pour tout y €]x—e, x+¢[, donc f est continue en z, vrai pour tout z. .

10.8 Lemme de Lebesgue
Un résultat de convergence qu’on n’obtient pas avec le théoréme de convergence dominée, et qui utilise la
densité de D(R) dans L'(R) :
Lemme 10.36 Si f € L'(R) alors tlim / f(z)sin(tz) de = 0. Interprétation : dés que la fonction sinus
= JzeR

“oscille assez vite” (i.e. t “assez grand”) 'intégrale (valeur moyenne) est proche de 0 (dessin).

Preuve. (Ici, a z fixé, g,(t) = f(z)sin(tz) ne converge pas quand ¢ — oo : passer & la limite sous le signe [

n’a pas de sens.)
b
1- Pour f = 1,4, 0t a < b, on a / sin(tz) dx = |

a

P cos(ta) — cos(tb) o

r=a t t—o00

cos(tx)
t

2- Donc pour g en escalier on a / g(x) sin(tx) dx = 0, comme somime finie d’intégrales convergeant
—00

z€R

vers 0. Donc Ve > 0, 31, > 0, Vt > T, / g(x)sin(tz) dz < e.
z€R
3- Soit f € D(R) (donc en particulier continue). Donc, pour € > 0, Jg en escalier t.q. ||f — g||r: < e. Le 2-

indique qu’il existe T; t.q. pour tout ¢ > T on a |/ g(z) sin(tx) dz| < €. D’ou, pour tout ¢ > Ty :
rz€eR

IA

| / _J@)sinta) ds / @) (@)l +| / _ole)sin(ez)

< f —gllpr +& < 2.

4- Puis D(R) est dense dans L'(R), d’ou le résultat en reprenant la démarche du 3-. ua

10.9 Partition de 'unité
10.9.1 1z comme somme de régularisées (partition de 'unité de R)

On rappelle que 7. : & = Teo(x) = p(x — ¢).

Proposition 10.37 (Partition de I'unité de R.) Soit (v, )n la suite régularisante paire donnée par (10.25). Soit
a,b €R t.q. a < b, et on fixen € N t.q. % < b_Ta. On pose :

© = Yn * Lig 5], (10.32)

la régularisée de 1;, ). En particulier ¢ =1 sur [a+,b—X] et suppp = [a—+, b+1].
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68 10.9. Partition de 'unité

Soit d = b—a (distance de a a b = largeur de l'intervalle [a,b]). On a :

1 1 1 1
o+T19p=1 sur [a+—,b+d—=], et supp(y+Tap) = [a——,b+d+—],
n n n n

L L (10.33)
T_ap+e=1 sur [a—d+—,b—=], et supp(T_ap+ )= [a—d——,b+—],
n n n n
Faire un dessin. Et de méme, pour tout k,f € Nou k < £ :
1 1
Thd® + T(k+1)d® + - + Te—1)a® + Teap = 1 sur [a—l—kd—kﬁ, b—i—Ed—ﬁ], (10.34)
et de support [a+kd7%, b+€d+%]. Et donc :
> Thay = 1g, (10.35)

kEZ

formule de partition de 'unité de R (la fonction constante 1g).

Preuve. On reprend le calcul (10.28)), avec supp(7alja,)) = supp(lja+d,p+q4))- En particulier :

o(z) = / () dt,  Tap(x) = p(e—d) = / ult) dt.
telx—b,x—al €lz—b—d,x—a—d]

Et d > 0, donc :

11
o)+ mag(e) = [ a go=fa-bed a1l
1- Siz—a < —2, soit @ < a—1, alors p(z) + Tap(z) = 0.
- Siz—b—d > 1, soit @ > b+d+21, alors ¢(z) + Tap(x) = 0.
2-Si[-1 1] C [g—b—d,z—a], soit —L > z—b—det L <z—a,soit z € [a+L,b+d—21] alors p(z)+7a0(x) = 1

3- Et dans les autres cas 0 < ¢(z) + mqp(z) < 1.

D’out (10.33));. Puis de méme (10.33)). D’ou (|10.34) par récurrence, d’ou (10.35)). un

10.9.2 Partition de 'unité dans R"
Soit € un ouvert dans R”.

Lemme 10.38 Soit K un compact contenu dans une réunion finie d’ouverts U;nzl Q;. Alors il existe des com-
pacts K; C Q; tels que K C UL, K;

Preuve. Pour z € K, soit j, € [I,m|y t.q. ¢ € Q,;,, et soit r; t.q. B(z,2r;,) C ;. Comme

K C U,ex B(w,rj,) et K compact, il existe un sous recouvrement fini K C Ui:l B(xk,1j,, ). On

pose K, = Uk:l,.ﬁ.,i B(ij;,'rjmk), réunion finie de compacts donc compact, et K C U;”zl K;, avec K; C
zp €Q;

UkL:leQ]/ B(Ik,QTjwk_) - Qj. ]

Lemme 10.39 Soit Q un ouvert et soit un compact K C €. Soit f € C°(Q) t.q. fix = 1. Alors f est strictement
positive dans un voisinage ouvert de K : 3¢ > 0, Vo € K + B(0,¢), f(z) > 0.

Exercice 10.40 Montrer & 'aide des suites que si K est compact dans  ouvert, alors il existe ¢ > 0 t.q.
K + B(0,e) C © (donc que K est a plus d’une distance € du bord de 2).

Réponse. Sinon, pour tout €, en particulier ¢ = i, on a (K+B(0, %)) N (R*"—Q) # 0. Donc il existe z., € K et
Zm € B(0, =) t.q. Tm + 2m € (R"—Q). On a construit une suite (zm)men+ dans R™ qui converge vers 0. Et on a construit
une suite (m)men+ dans K, et comme K est compact, la suite (Zm)men= a une sous-suite convergente (Zm, )ren+ dans K ;
notons oo = liMg_yo0 Tm, € K. Donc la suite (m, + zm, )n* converge vers Too + 0 = ZToo; €t (Tm,, + 2m, )N+ est une
suite dans le fermé (R"—Q) (complémentaire d’un ouvert), donc sa limite zo, € R"—. Avec 2 € Q) : absurde.

En particulier 2o € Q2 (car K C Q). un

Preuve. D’aprés le lemme précédent, il existe r > 0 t.q le compact K + B(0,7) ="°% K, est tout entier dans Q
. Soit N € N* t.q. 1 < r. Supposons le lemme faux, i.e. Ve = 2 ot n > N, 3z, € K + B(0, %) t.q. f(z,) = 0.
Oun a construit une suite (z,),>n telle que f(z,) = 0 pour tout n. Et (z,)n+ appartient au compact K., donc
on peut extraire une sous suite convergente dans K., soit z,, € K, la limite. Mieux, z,, € K car K est fermé :
sinon z, € R™ — K ouvert, donc 3¢ > 0 t.q. B(Tw0,€) C R" — K, donc d(zo0, K) > €, absurde par construction
de la suite (z,,). Et comme f est continue et x, — Zoo, OD a f(xoo) = 0. Et comme 2o, € K on a f(zs) = 1.
Absurde car z, € K C Q : donc le lemme est vrai. ==
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69 10.10. LY (R) et résultat de “projection”

Proposition 10.41 (Partition de 'unité.) Soit K un compact de R™ dont on considére un recouvrement fini

UL, @ D K, les Q; étant des ouverts de R™.

1 ex1ste alors m fonct1ons X; € D(£2;) telles que 0 < x; <1 pour tout j =1,...,m et :

x1(z) 4+ ..+ xm(z) =1 dans un voisinage ouvert de K. (10.36)

Preuve. On applique le lemme [10.38: soit m compacts K; C Q; t.q. K C U;”:l I%j.

Soit alors ¢; € D(€2;) une fonction qui vaut 1 sur K; (une telle fonction existe d’aprés le corollaire [10.27).
En particulier Z:’;l 1; est une fonction C*° strictement positive dans un voisinage ouvert de de K. On pose
dans R" :

() = Yi(@)
X; () ST ) (10.37)

On vérifie immeédiatement que les x; conviennent. un

10.10 L7 (R) et résultat de “projection”
Lemme 10.42 Soit 1 < p < oo, et soit f € L} (R). On suppose :

hypothése : Vo € D(R), / f(x)p(x)dx = 0. (10.38)
R
Alors, avec q le conjugué de p défini par % + % =1lquand 1 <p<oo:

p=1: V¢ e L*®R) t.q. suppy compact, / f@)Y(x)dx =0,
R
conclusion : p €]l,00[: Vi € LI(R) t.q. suppyy compact, / f@)Y(z)dx =0, (10.39)
R

p=oc: Ve L'(R) t.q. suppy compact, /Rf(:c)dz(x) dz = 0.

Preuve. Cas p = 1. Soit ¥ en escalier avec suppy borné, i.e. 3k € N, Jay,...,ax,c1,...,ck € R, a1 < ag <
e < ag, P = Zi:ll Cilia; a,,,]- SOit (7,) une suite régularisante et soit ¢, =def 4 % ~,. On a ¥, € D(R) et
U () —n—soo () P-D-, avec ||t — Ynlloo < ||9]|oo, cf. exercice [10.29] Donc :

/ (@) () — () d = / F @) o ) (2) (&) — () diz — O,

n—oo

grace au théoréme de convergence dominée : notant g(n,z) = (fl, a,])(x)(¥(x) — ¥n(x)) Vintégrant, a = fixé
Y(x) — Yp(x) — 0 p.p. donne g(n,x) — 0, avec |g(n, z)| < [|Y|[oo|(f1[ay,a,])) (%) majoration indépendante de n
par une fonction intégrable. Donc (10.39); est vraie pour les fonctions en escalier.

Soit 1 € L*°(R) a support borné. Soit (e, )y une suite de fonctions en escalier qui converge p.p. vers 1, avec
(en(x))N croissante positive si ¢(x) > 0 et (e, (x))y décroissante négative si 9(z) < 0 (voir cours d’intégration).
Donc on a ||en||oo < ||¢]loc < o0 pour tout n.

Comme Ja > 0 t.q. suppy C [—a,a], quitte & remplacer les e, par e,1j_, 4, on peut considérer les (e,)
toutes & support dans [—a,a]. Et on a :

n—oo

/f(f)(¢($) —en(x)) dv = / f@)—a,a (@) (¥ () — en(z)) de — 0,
R R

grace au théoréme de convergence dominée : & z fixé ¢(x) — e (x) — 0 p.p., et |f(x)(W(x) — en(x))| <
%]l f11=a,a]|| 1 (r) majoration indépendante de n par une fonction intégrable. Donc (10.39); est vraie pour
les fonctions bornées a support borné.

Cas p €]1, 00[. Soit ¢ t.q. ; + ¢ = 1.

Cas 1 en escalier avec suppty borné : méme suite (¢,) que précédemment : ici fl,, q,) € LP(R) et 1,4, €

LY(R) pour tout n (trivial). Et Holder : | [ f(2)1{a, 0, (@) (¥ (2) — ¥n(2)) dz| < || fliay anllze [0 — ¥nl|La — 0.
Soit ¢ € L*°(R) a support borné. Méme suite (e,,) que précédemment. Et Holder.

Cas f € L*°(R). Cas 1 en escalier avec suppl/J borné : méme suite (¢,,) que précédemment : ici flj,, 4,1 €

L>(R) et ,9, € L'(R) pour tout n (trivial). Bt : | 5 f(2)1]ay,00) (@) ((2) — ¥n (@) dz| < [[fLfay a0 llocl[¥ —
¢7L||L1 — O
Soit ¢ € L'(R) & support borné. Méme suite (e,) que précédemment... o
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Proposition 10.43 Soit 1 < p < oo, et soit f € LI (R). On a :

loc

Vo € D(R), /Rf(;v)@(x) dr =0 = f=0p.p. (10.40)

Preuve. < : trivial. C’est = qu'il s’agit d’établir. Avec le lemme [10.42]:

Cas p = 1: on prend ¥(z) = 0 quand z ¢] — k, k[ et quand f(z) = 0, et sinon ¢(z) = 1 si f(z) > 0
et ¥(z) = —1si f(z) < 0. Donc ¥ € L>(R) a support borné et 0 = [, f(z)(z)dr = [, [f(2)lj_pp(2)| dx.
Comme |f1j_j x| > 0, on déduit [f1j_4 x| = 0 p.p., voir cours d’intégration, donc f1)_; x = 0 donc f = 0
sur | — k, k[, vrai pour tout k.

Cas p €]1, 00[: on prend ¢(z) = 0 quand = ¢]—k, k[ et quand f(z) = 0, et sinon ¥(x) = f(x)P~1si f(z) > Oet
p(x) = [ f(2)[P~" si f(x) < 0. Soit ¢ le conjugué de p donné par S+ 3 = 1. Ona [¢(x)|* = |f(2)[9P~1) = | f ()]
pour & €] — k,k[ et 0 ailleurs. Donc ¥ € L(R). Avec fl_j € LP(R). Donc (fli_j k)¢ € L'(R) avec
(fl—ge)® = | fIP1{_p,x) > O d’intégrale nulle, donc f = 0 sur [k, k], vrai pour tout k.

Cas p = 00 : dual du cas p = 1. On prend ¥ (z) = 0 quand = ¢] — k, k[ et quand f(x) = 0, et sinon ¥(z) =1
si f(x) >0et ¢(x) =—1si f(x) <0. Comme [—k, k] est borné et ¢ borné, ¢» € L'(R). Donc [, f1i_y ¢ =0,

avec fli_g k¢ = |f[1j—gx > 0, donc |f|1j_4 k) = 0 p.p., donc f = 0 sur [—k, k|, vrai pour tout k. on

A Annexe : cardinaux ¥; et N;

Proposition A.1 Soit E un ensemble fini de cardinal n > 0. Alors P(E) a pour cardinal 2".
Et pour n > 1, P(E) a méme cardinal que I’ensemble F(E;{0,1}) =" ({0,1})¥ des fonctions de E a
valeurs dans {0, 1}.

Preuve. Par récurrence. C’est vrai pour n=0, car E = () donne P(E) = {0}. C’est également vrai pour n=1,
car si E = {z} alors P(E) = {0, {z}}.

Supposons que ce soit vrai pour n > 1. Soit F,,11 = {1, ..., n41} de cardinal n+1. Alors P(E,+1) =QUR
est I'union disjointe de @ l’ensemble des parties de E, 1 qui ne contiennent pas x,41 et de R l’ensemble des
parties de E, 11 qui contiennent , 1.

Q est donc ’ensemble P(E,,) des parties de E,, = {x1, ...,z } et donc, par hypothése de récurrence, Card@ =
2". Et on a une bijection f immeédiate entre @ et R donnée par f: A € Q — A|U{zn+1} € R. Donc CardR = 2".
Donc CardP(E) = 2™ 4 2" = 2n+1,

Par récurrence montrons que F(E;{0,1}) a 2" éléments. Si E a 1 élément x; alors soit f(z1) = 0, soit
f(z1) = 1 : 2 fonctions en tout. Puis si E,11 a n+1 éléments, les fonctions de F(F;{0,1}) vérifient soit
f(xny1) = 0, soit f(zny1) = 1, et par hypothése de récurrence on a 2" possibilités dans chaque cas, soit
2n 4 2" = 27F1 possibilités en tout. oa

Définition A.2 Un ensemble E est dit dénombrable s’il existe une bijection entre E et N. On note Nj le
cardinal de N (la lettre N se prononce “aleph”, et c’est la premiére lettre de I'alphabet hébreu. Le choix de cette
lettre N a été fait par Cantor).

On rappelle que ’ensemble des réels est I’ensemble des nombres décimaux (un réel = est un nombre décimal
T =n,aias...)oun € Net a, € {0,1,...,9} pour tout k € N*), et on pose :

Définition A.3 On note N; le cardinal de R, dit également puissance du continu.

On donne la proposition suivante, dont la démonstration est connue sous le nom de démonstration de Cantor,
ou “procédé d’extraction diagonale de Cantor”.

Proposition A.4 L’ensemble des nombres décimaux est non dénombrable.

Preuve. Raisonnons par I’absurde, i.e. supposons que I = [0, 1] est dénombrable. On peut donc ordonner 7,

grace a la bijection f: N — I, et I est donc ’ensemble {f(7) note ) g e N}. Et les (9 € I sont de la forme

(nombres décimaux), pour ¢ € N :
2@ =0,a"a) o ) e {0,1,...,9} tout k € N*
=0,a;"ay’... x ,1,...,9} pour tout k € N*.

On construit alors le nombre y = 0,b1by... ot les by € {0,1,...,9} sont choisis comme suit : on prend bﬁéagl),

puis bg;&aéz), puis..., bn;«éa%n)... (extraction diagonale). Ce nombre y est bien un nombre décimal dans I, mais
n’est pas un des ("™ pour m € N. En effet, s’il existait un m tel que y = ("™ =0, agm)a(zm)... alors b, = aS,Z"),
ce qui est faux par construction de b,,. Donc y ¢ f(N), donc f non surjectif. Absurde puisqu’on a supposé

f bijectif, donc I n’est pas dénombrable. un
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Proposition A.5 Si F est infini dénombrable, alors P(F) est infini non dénombrable. Et donc, si CardE = Vg,
alors Card(P(E)) > No.

Preuve. (Analogue & la démonstration de Cantor.) Montrons-le pour £ = N.
Raisonnons par I’absurde, i.e. supposons P(N) dénombrable, i.e. il existe une bijection (qui ordonne P(N)) :

N = P(N),
I n = f(n)=A,.

Comme () € P(N), on a f~1()) € N. Quitte & appliquer une permutation, on peut supposer Ag = f(0) = 0.
Ainsi pour n > 1, comme f est une bijection, on a 4,, = f(n) # 0. Donc :

neN" = da,eN', a,cAd,=f(n).

En particulier 14, (a,,) = 1 (dés que n > 1), ot 14, est la fonction indicatrice de A4,, (i.e. 14, (m)=1si m € 4,,
et = 0 sinon).
On définit alors la fonction (construction “diagonale”) :
déf
g:mneN—-gn)=1-14,(n) €{0,1}.
Autrement dit, g = 15 (fonction indicatrice d e B) ot B = g~ 1({1}) = {n € N: g(n) = 1}; et comme g(0) = 1,
on a0 € B, donc B # (.
Et comme B € P(N) et B # (), il existe n > 0 t.q. B = f(n) = A,.
Donc il existe n > 0 t.q. g = 14, . Donc g(a,) = 1.
Et comme a,, € 4, on a g(a,) =1—14, (a,) =0. Donc 1 = 0. Absurde.
Donc une bijection f : N — P(N) n’existe pas. .

Exercice A.6 Montrer dans la démonstration précédente que, si on restreint g & N*, alors g n’est pas la fonction
nulle.

Réponse. Supposons que g|y- est la fonction nulle : g(n) = 0 pour tout n > 1, i.e. 14, (n) = 1 pour tout n > 1. Donc
n € A, pour tout n > 1, i.e. n € f(n) pour tout n > 1.

Comme {1} € P(N), il existe n1 tel que f(n1) = {1}. Comme ny € f(n1) = {

Comme {2} € P(N), il existe n2 tel que f(n2) = {2}. Comme n2 € f(n2) = {2}, on a n2 = 2. Donc f(2) = {2}.

Comme {1,2} € P(N), il existe n tel que f(n) = C. Comme n € f(n) = {1,2}, on en déduit que n =1 ou n = 2.
Impossible car f(1) = {1} et f(2) = {2} sont différents de {1, 2}. un

n1) = {1}, on ani; = 1. Donc f(1) = {1}.

Corollaire A.7 Si un ensemble contient au moins 2V éléments, il n’est pas dénombrable.

Preuve. En effet, P(N) contient 2V éléments (corollaire de la proposition|A.1)), et P(N) n’est pas dénombrable. <

Références pour cette annexe :

A. Kartachev, B. Rojdestvenski : Analyse mathématique. Editions Mir, Moscou 1984, traduction francaise 1988,
ISBN 5-03-000160-3.

Gérard Letac, http ://www.les-mathematiques.net/

Gérard Villemin, http ://villemin.gerard.free.fr /index.html/, rubrique arithmétique / infini. Et “références” pour
des sites internet relatifs a 'arithmétique. En particulier :

http ://noe-education.com/D111.htm
http ://www.animath.fr :8080/seconde/Ordinaux/Ordinaux.pdf

Définitions : voir http ://www.sciences-en-ligne.com /Frames_dictionary.asp

B Annexe : fonction exponentielle et suite numérique

La fonction f : (y,2) € R? — f(y,2) = z € R est uniformément 1-lipschitzienne en y, car |f(y,21) —
fly(z2)| = |21 — 22| < 1 X |21 — 22|, pour tout y, 21, 20. Donc le théoréme de Cauchy—Lipschitz indique que
I'équation différentielle v/(z) = f(z,u(x)) avec la condition initiale u(0) = 1 a une unique solution C! sur R :

Définition B.1 La fonction exponentielle exp : R — R est 'unique fonction u : R — R qui vérifie u/(x) = u(x)
et u(0) = 1 (existence et unicité par application du théoréme de Cauchy—Lipschitz).
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On a immédiatement exp € C>°(R"), et exp(™t1) = exp(™) = exp pour tout n € N*.

Soit ¢ : © € R — p(x) = exp(—x). Donc ¢'(x) = —exp(—z). Donc la fonction g : z € R — g(z) =
exp(x) exp(—x) vérifie ¢'(z) = exp’(z) exp(—z) + exp(x)(—exp(—z)) = 0, donc g(x) = constante = g(0) = 1.
Donc exp(z) # 0, et exp(—z) = ﬁ(m), et exp est strictement positive (car est continue et exp(0) = 1). Donc
exp” = exp’ = exp > 0 et exp est strictement croissante concave.

Puis h(z) = exe}))((px(z)a) vérifie h'(z) = h(x) et h(0) = 1, donc h = exp, donc exp(a + b) = exp(a) exp(b) pour
tout a,b. D’ou la notation exp(z) = e* (notation d’une puissance) ou e := exp(1).

1

Et exp(x) — oo car exp(l) > exp(0) =1 et exp(n) = exp(1)”. Donc exp(r) = —— —z——00 0.
T—00 exp(—x)
n+1
Développement en série, x¢ fixé : exp(zo) = Y, cy C"pnﬁxon = ,en o, série convergente car ‘i’;zl"‘ =

o]
n+1
Et linverse log = exp™! : R% — R (qui vérifie log(exp(z)) = z) est C™° strictement croissante avec log(1) = 0

(car (log(exp(0)) = 0).
Et log'(z) = 1 (car log'(exp(x)) exp/(z) = 1).
Et log(ab) = log(a) + log(b) pour a,b > 0 (car exp(log(a) + log(b)) = exp(log(a)) exp(log(b)) = ab).
Et log(1 + z) < z pour tout x > —1 (faire le tableau de variation de f(x) = log(1 + x) — x).
On note :

< 1 pour n > |zg| (régle de d’Alembert). Vrai pour tout zy € R : le rayon de convergence de la série est co.

T\n T\—n
An(z) = (14 n) . et pp(z)=(1 n) R WL (B.1)
Proposition B.2 1) Vn € N*, Vo > —n, A, (z) < €.

2)Vn e N*, Vy > -1, 1 + ny < (1 +y)" (inégalité de Bernoulli).

3) Vo € R, la suite (A, (2))n>|q| €st croissante et A\ (1) —>pn 00 €7, la suite (11, (2))n>|2| est décroissante et
tn () —n—00 €% (convergence simple des suites de fonctions (A, )N+ et (iy )N+ vers exp).

4) Remarque : e™* —,_,_ 0, alors qu’a n € N* fixé on a A\, () —,— — oo £00 (polynéme de degré n > 1).
Preuve. 1) log(1+x) < z pour > —1, donc log(1+%) < £ pour £ > —1, donc nlog(1+%) < x pour z > —n,
donc log((14%)") <z pour z > —n, donc (1+)" < e® pour > —n (I’exponentielle est croissante).

2) C’est trivial pour n = 0, 1. Soit n > 2. Soit g(z) = (1+z)" — (1 +nz), donc ¢'(z) = n(1+z)" ' —n, donc
g"(z) =n(n—1)(1+2)"2, donc ¢g”(x) > 0 pour x > —1, donc ¢’ croissante sur [—1, 00, et ¢’(0) = 0, donc g
décroissante sur [—1,0] et croissante sur [0, oo[, donc g(x) > g(0) = 0, donc g > 0 sur [—1, 00, d’ou l'inégalité
de Bernoulli.

3) Soit x9 € R. Pour n > —x¢ on a 1+ 2% > 0, donc A, (zg) > 0; donc la suite (A, (70))n>|z,| €St positive.
On alog(An(z0)) = nlog(14 22). Posons go( ) = alog(1+ %2). Montrons que ¢ est croissante sur ||z, co[ (pour
a > [zo]). On a ¢'(a) = log(1 + %) + apar = log(1+ %) + 7y = log(1 + %) — 1+ ey =1°% 4i(2), o
z=1+% €]0,2[ et (z) = log(z ) -1 —l— i On av/(z) =1 - 2% =% (2—1), donc ¢ décroissante sur 0, 1] et
croissante sur [1,2[. Donc 9 (x) > ¥(1) = 0 sur |0, 2] : 4 est positive sur |0, 2[. Donc ¢’ est positive sur ]|ag|, oo,
donc ¢ est croissante sur ]|xg|, 00[. Donc ¢(n) < ¢(n+1) pour n > |zg|. Et la fonction log est croissante, donc
An(0) < Ang1(xo) pour n > |xo : la suite (A (20))n>|z0] = (An(T0))n>|ay| €St positive et croissante. Donc la
suite (fn(T0))n>|zo| donnée par p, (o) = m est positive décroissante pour n > |xg|.

Et pn(0) — An(mo) = (1 — 20)7"(1 — (1 — 2)"(1+ 2)") = (1 — 2)7"(1 — (1 — (£)2)"), donc, pour
n > [xo| on a i, (20) — An(20) > 0 ainsi que pu, (20) — Ap(20) < pn(20) 22— o* (car Bernoulli pour y = —(%2)? donne
(1= (2)2)" > 1~ n(2)2 done 1 — (1 - (2)2)" < =),

Donc pin(20) = A (20) —n—s00 0. Donc les suites (An(20))n>|ao| €6 (1n(70))n>|zo| SOnt adjacentes, avec I'une
croissante et autre décroissante : elles convergent vers un réel noté exp(x).

Vérifions que exp’(z) = exp(z), donc que exp = exp (car exp(0) = 1). (On a \,/(z) = (1 + %)n71 =
(1+2)"(1+ %)_1 semble ~ \,(z) quand n ~ 0o...).

Pour cela montrons : hexp(z) < exp(z +h) —exp(x) < hexp(z+h) pour h > 0, h petit. On a A,/ (z) = (1+
%)n_l et A, (z) = =1 (1—}—%)”_2 > 0 pour n > |z], donc A, est croissante au voisinage de = pour n > |z|. Donc

le théoréme des accroissements finis donne A,/ (x) < M <N\ (z+h), donc A\, (x) < Mﬁfiw <

An(z+h) pour n > |z[ et h > 0, h petit. Donc, z fixé et n — oo donnent exp(z) < M}W <exp(x+h)
au voisinage de x, comme annoncé.
Donc (1+ h)exp(z) < exp(z+h) < eXp(x) pour |h| < 1. Donc exp est continue en z et exp est dérivable en z

de dérivée elle-méme ; et trivialement exp(O) = 1. Donc exp est la fonction exponentielle. .

Exercice B.3 A l'aide de la définition de ’exponentielle, montrer : Vn € N*, Vt € R, \,(t%) < et
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Réponse. e”“':l—&—ac—i—%—f—...Zl—i—xpouerO. Donc en 21+£pourm20etnEN*.Et la fonction y — y" est
n

® T
croissante pour y > 0, donc pour z > 0et n € N onae” > (14 =)
n

n |
. L1}

Pour un autre point de vue / présentation, voir Perrin :

https://www.math.u-psud.fr/"perrin/CAPES/analyse/fonctions/definition-exponentielle.pdf
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