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Premiére partie

Pour les fonctions

1 Série de Fourier

1.1 Fonctions a valeurs réelles

On note L*([0,T|;R) = {f : [0,7] — R : ftio f(t)?dt < oo} I'ensemble des fonctions dites
“d’énergie finie”. On note (-,-)z2 le produit scalaire usuel dans L?([0,7];R) donné par (f,g)r> =
fOT f(t)g(t) dt, et on note ||.|| 2 la norme associée donnée par ||f||3. = (f, f)Lz-

On note abusivement 1 la fonction constante ¢ — 1, et cos kwt et sin kwt les fonctions ¢ —
cos(kwt) et t — sin(kwt).

Théoréme de Stone—Weierstrass : (1, cos wt, sin wt, cos 2wt, sin 2wt, ..., cos nwt, sin nwt, ...) e
est une base dans L?([0,T];R), appelée base de Fourier. Ainsi, toute fonction f € L2([0,T];R)
est de la forme :

f@) =ao+ Z ay, cos(kwt) + Z by sin(kwt) (série de Fourier de f), (1.1)
k=1 k=1

les ay, et by, étant réels. De plus la base de Fourier est orthogonale dans L?([0,T]; R).

Et (1.1) indique que toute fonction L? est somme infinie de fonction périodiques (méme les
fonctions “non périodiques”, i.e. t.q. f(0+) # f(T-). Et w; :=w = 2% est la pulsation fondamentale,
o = % est la fréquence fondamentale, et les wy := kw = 2’%” et v :=kv =L = E sont

V=V = T T
les pulsations et fréquences harmoniques (pour k > 2).



2 1.2. FEzpression o valeurs complezes

1 42

Plus précisément, (T fcos wt, V2

VT
thonormale (une b.o.n.) dans L?([0, T]; R) (vériﬁcatlon immeédiate de 'orthonormalité). Et donc les
calculs des composantes a et bk se fait comme les calculs des composantes d’un vecteur dans R"™ :

ft) = \/Taof + D ey ak\‘? cos(kwt) + >0, \\?bk\ﬁ sin(kwt) donne, pour k > 0,

1 VT V2 VT V2
VT ag = (fs ﬁ)m, %ak =(f ﬁ cos(kwt)) 2 %bk = (/, ﬁ

V2 V2

sinwt, ..., T cos nwt, Nid sin nwt, ...)nen+ st une base or-

sin(kwt)) 2, (1.2)

i.e.

T
ap = %/0 (@) de, —/ f () cos(kwt) d / f(@t) sin(kwt) d (1.3)

1.2 Expression a valeurs complexes

Soit (-, )2 le produit scalaire usuel dans L?([0, T]; C) donné par (f,g) fo g(t)dt € C,
et soit ||.||r2 la norme associée ou donc ||f]|3. = (f, f)r2 = fo |f(t) |2dt (ou pour z,y € R et
x =z +iy, 2 =x — iy est le conjugué et |z| = (z24+42)2 est le module de z = z+iy).

Le passage en complexe simplifie les calculs génériques car une exponentielle se “dérive en elle-
méme” : si p(t) = e alors ¢'(t) = ap(t) pour tout @ € C—{0} (la fonction exponentielle est le
“phénix” des mathématiques : elle renait a chaque dérivation). Et pour f € L?([0,T];C), on a

Z cpe’®@t  (série de Fourier de f), ou, VkeZ, ¢, €C. (1.4)

k=—o00
Cas particulier f a valeurs réelles et ((1.1) : pour k& > 0,

ak—ibk
Co=ao, k= "o k=70 (=

ag + iy

5 ), ax=ck+c_g, brp=ri(cy—c_g). (1.5)

En effet, notant ¢, = ay + 8 ot ax, Bx € R, on a, pour k # 0, cpet*t = (ay + i8)(cos(kwt) +
isin(kwt)) = ay cos(kwt) — B sin(kwt) + iay sin(kwt) + By cos(kwt). Donc (|1.4) donne

ft)=ap+ibo + Z (g cos(kwt) — By sin(kwt)) + i( Z ay, sin(kwt) + B cos(kwt))

kez* kezx
=g+ Z(ak + a_y) cos(kwt) — (Br — B_k) sin(kwt)) (1.6)
E>0
+i(Bo + Z(ak — a_g) sin(kwt) + (B + B—k) cos(kwt)).
k>0

Les fonctions 1, cos(kwt), sin(kwt) sont indépendantes, donc ag = «p, et, pour k > 0, a = ap+a_,
by = —(Br — B-k), Bo =0, ax = a_, B = =Bk, donc ap = 20y, = a_y, by, = =203, = —B_y,

d’ou ([L.5).
Et, pour k € Z posant oy (t) = %eik‘”t, la famille (¢g)rez est une b.on. dans L2([0,7];C);
donc VT ¢ = (f, or) 12, i-e.

17 i
=— Rt g, 1.7
o= [ e (17)

i.e. ¢, est la valeur moyenne de f pour la mesure e~ dt.
En termes de la “période” T (sous-entendu f est prolongée par périodicité a tout R) :

— - 1 e I o
Z e T et ¢ = T(f’ e¥kTT) 5 = T/ f(t)e 2k T gt (1.8)
0

k=—o00

2 Série de Fourier discréte

Une fonction f € L? est définie presque partout : changer la valeur de f en un point ne change
pas l'intégrale (1.5). Et quitte & modifier la valeur ponctuelle f(T), on pose f(0) = f(T) (simplifie



Pécriture). On partitionne U'intervalle [0,T] en N intervalles égaux :

T
[th—1,tn] o0 h= N et t,=nh (donct, —t,—1 =h). (2.1)

C=

[07 T} =

1

n

Hypothése : on connait les f(t,) ="°% f, pour n =0, ..., N avec fx = fo (= f(0) = f(T)).

But : on souhaite avoir une estimation de la série de Fourier de f, au sens :
si N est pair, connaitre c_y,c_yqp,...cy_y, donc f(t) ~ cpetet.

(Pour la transformée de Fourier rapide on aura N = une puissance de 2).

Démarche : on a
=7 Z / F(t)e F27T gt (2.2)
n 1

et connaissant les f, = f(t,), l'idée est d’estimer les ft " f(t)e #2277 dt 3 Paide de la formule des
trapézes :

(tn)e—Qikﬂ'tT"

o f(t)e—ki%r% dt ~ f(ﬁn,1)€

tn—1

(tn - tnfl)

2

h oiprn=bh -~k “2ikn
:§e2k (fn 1+fn 2ik )

B h o h o h o h _ 3
Ckgck:ﬁ(fo*i’fle 2zk7r;i te 2zk7r;i(fl+f2€ 22kﬂ'¥)+ 21/971—2’ (f +f3€ 21k7r )+)

Donc, avec % = % ot e~ 2ikm it — o=2ikm — 1 .
1
f= (L2 e g e e i) (2:3)
N2 2
Donc, avec pour k € [-5, 5 —1]
avec wy = e~ (premiére racine N-iéme de 'unité), (2.4)
et donc Wy = e~ N, et avec fo = fn, on a, :
| Nl
= X R (% 3 ) @9

et on aura f(t) ~ f(t) = Zl?:_l, ére
Exemple 2.1 Pour N =4onawy=1iet:

5 1

2= Z(fo —fit+ fa=[3),
- 1 . .
1= Z(fo +ifi — f2 —ifs),

co=~(fo+ i+ fot+ f3),

[ S

¢ =—(fo—ifi — fa+1ifs).



Dans la suite, on mettra les indices négatifs & la fin (pour les boucles de programme) :

def . 1
do = o = 1(f0+f1 + f2 + f3),
der . 1 . -
dl :e cl = E(f() —Zfl - f2 +Z.f3)7
déf . 1
dy S ey = Z(fo —fi+fa—f3),
def . 1 . .
d3 = C_1 = Z(f() +Zf1 - f2 77']03)3
é 1 1 1 1 fo 11 1 1 fo
_ N R S R Al 1|1 wi w? oWl fi ~ _
e ol =al 1 1 | 3 Bt [T S R S , o quand M =
i) \1 i 1 f3 1w wf wi/ \fs
[mi;] on note M = [my;] la matrice conjuguée. v

3 Décalage des notations

Sous forme matricielle, on réécrit (2.5) comme, si NV est pair (exercice dans le cas N impair) :

¢o
ey g 15 Jfo
67% = QN : )
) N1
c-1
247 = . .
o, avec wy = e~ , et Oy est la matrice conjuguée de :
1 1 1 o 1
1 WN wjz\, wx_l
1w Wi wJQV(N_l)
Qv =lnlmp v =11 Wy w8, wiN=D
1wl w12v(N71) (N—1)(N-1)
matrice symétrique. Puis on pose, si N est pair (décalage des notations) :
d() 50
: N
_ =& si 0<k<— —
dg—1 aer | Gy, . dip =¢; si 0<k< 5 1,
di == E_ﬁ 5 1.e. N
2 2 dp = Cp_n si Efk_N—l
dn_1 c_1
Donc (3.1)) se lit
do fo
. 1 0 .
=5 : ,
dy—1 In—1

(3.1)

(3.3)

(3.4)

forme utilisée pour la FFT (Fast Fourier Transform) = TFR (Transformée de Fourier Rapide).



4 Transformée de Fourier discréte (TFD) et son inverse

Définition 4.1
RY — RN

fo do fo

Fn: 1

: = —Qu. :
. - . N N . ?
fr-1 dn—1 fn-1

cf. (3.4)), est appelée la transformée de Fourier discréte d’ordre N.

Proposition 4.2 Avec wy = ¢~ racine N-iéme de I'unité, on a :

> wi =0. (4.1)

De méme, pour tout entier relatif n # 0 modulo N, sachant que wy; est alors une racine de I’unité

différente de 1 :
N-1

whn = 0.
k=0

Preuve. Faire un dessin. Calcul : on note r une racine n-iéme de I'unité, i.e. r € C tel que 7V = 1.
Soit encore r — 1 = 0, soit encore (r — 1)(1 +7 + 7%+ ... + r¥~1) = 0. Donc si r # 1 on obtient
1+7r+r2+..+7r¥"1 =0 : polynéme de degré N—1 qui a donc N—1 racines. Et les w% pour

n=1,..,N—1 (modulo N) conviennent (racines n-iéme de 'unité différentes de 1). o
Corollaire 4.3 La matrice Qy = [w?] = [¢*¥™] est inversible d’inverse :
1 —_ 1 —2inkmw
O = =Qy=—[e ~ 4.2
N N N N[e ]7 ( )

et donc, si on connait les dy, on récupére les fy a Iaide de (transformée de Fourier discréte inverse) :

Jo do
-1 dn-1
Preuve. 1l suffit de vérifier que M = [e =~ kn) [e*¥ ¥ "] = NIy, ou Iy est la matrice identité
de RY. On a
N-1 v N-1
My = Z o LTS S Z e N mn=k),
m=0 =0

Si k = n c’est la somme de 1 effectuée N fois, et si k # n, c’est la somme des racines de 'unité

différentes de 1, cf. proposition précédente 4.2 .

5 Transformée de Fourier rapide (TFR) = Fast Fourier
Transform (FFT)

(Algorithme de Cooley et Tuckey, 1965.) C’est une méthode trés rapide pour calculer les N
coefficients dj, de la TFD a partir de N valeurs fi), quand N est une puissance de 2. Et on récupére
ensuite les ¢ avec (3.3)).



Ecrivons la k-iéme ligne de (3.4)), pour £ =0,....,.N —1:

1

= oot fi ™ fo ™ fo b g T v 4 oy ),

dy,

2im _2im — —
2W =e T, ie wy® =wy,'. On adonc :

On pose N = 2m (on traite le cas N pair). On a e~

1 _ (2m— -~ _ (9O E
dy = N([fo +wyF fa+ ... +wN(2m DK foma] +wy'fi T Wi s+ +wN(2m 2 fom1])
1.1 _ e 1 _ (e
= 5(&[]"0 +wpFfo 4+ Wm( 1)kf2(m—1)} + leg[fl +w a4+ Wm( l)kfz(m—1)+ﬂ)~
On s’est ainsi ramené &, pour £k =0,...,2m — 1 :
1 _
die = 5 (P i + Wy I ),
ou, pour k=0,....m—1:
Pro fo Lo fi
P, 1~ f2 Im 1 I3
. = —3im- . et . = ——dim.- .
m . m :
Pm,mfl f2m72 Im,mfl f2m71

Iciles Py, i, et les Iy, i sont des transformées de Fourier discrétes des gn, 1 = for €t des hu, 1 = for+1,
pour k =0,...,m—1.

(k+m) (k) .

De plus, pour k =0, ...,m — 1, sachant wy, = Wm
Pm,ker = I'm,k et Im,ker = dm k-
Puis sachant w;n(lker) = —wy" (faire un dessin), pour k = 0,...,m — 1 :

1 _
i(Pm’k - wNIIm,k).

On a ainsi ramené le probléme de taille N=2m & 2 problémes de taille m.

Si m est également pair, chacun de ces problémes de taille m est ramené & deux problémes de
tailles .

C’est le principe de la méthode FFT quand on choisit N = 2™ avec n € N : on se raméne
a 2 problémes de tailles 271, puis 22 problémes de tailles 2”2, puis..., puis 2"~ problémes de
taille 2, i.e. & 2"~ = & problémes de type (cas “N = 27) :

dk-i—m =

dO:%(f0+fl)a dli%(f()*fl)-

Remarque 5.1 L’intérét de cette méthode FFT est son coit : pour N une puissance de 2, il est
de 'ordre de %Nlog2 N, ou log, est le logarithme en base 2. (donc pour N = 2" le coit est de
Pordre de 32" log, 2" = 3n2" = 3nN.)

Rappel pour z > 0 : logartithme népérien : Inz = log, x est 'inverse de e” ; et logarithme en
base 2 : log, = est I'inverse de 2% (et donc log,(27) = z et log, 2 = 1).

Ainsi avec N = 1024 = 2! points de discrétisation, il faut ~ 3 N log, N = 2 x10%1024 ~ 15000
opérations élémentaires (multiplications ou additions). wn

6 Convolution périodique et calcul par FFT

(La convolution périodique est différente de la convolution discréte, cf. suite.)
Définition 6.1 Une suite (ax)gez est dite périodique de période N ssi ap4y = ai pour tout k € Z.

Définition 6.2 On se donne deux suites périodiques (ay) et (by) de méme période N. La convo-
lution périodique de ces deux suites est opération qui leur associe la suite périodique (cx)rez de
période N définie par, pour K =0,...,.N —1:

N—-1 N-—1
C = § a/mbk:—m (: E ak—mbm);
m=0 m=0

et on note :

(cr) = (ak) * (bk)-



On a donc :
co = agbo + arb_1 + ... +an-_1b_(n_1),
c1 = apby +aiby + ... + an_1b_(n_2),
cn—1 = apby_1 + arby_2 + ... +an_1bo,
ou encore :

co = apbg + a1by_1 + asby o+ ... + an_1b1,

c1 = agby +ai1bo + agby_1 + ... +an_1bo,

cN—1 = apby_1 +a1by_2+ ... + an—_1bg-

Définition 6.3 On appelle matrice circulante une matrice de type :

bp bn-1 bny_2 - b1

b1 bo bN71 te b2

B — bo by bp - b3
by-1 bn—2 bn—3 -+ bg

La convolution périodique se présente alors sous forme matricielle :

c=B.ad
€o ao
C1 ay
ol on a posé ¢ = . et a=
CN-1 aN-—1

Proposition 6.4 Une matrice circulante B est diagonalisable de matrice de passage 1y . Le. :
A =0y .B.Qy,

est la matrice diagonale A = diag()o, ..., Ay—1) de terme diagonal les valeurs propres

Mo = bo + by 16y + by_owd 4wl R

(Et les vecteurs propres de B associés sont stockés dans les colonnes de Qy puisque B.Qn = Qpn.A.)

Preuve. 1l g’agit de vérifier que B.Qn = Qn.A.
On a Qn = [wh™o<kn<n—1 (matrice symétrique) ot wy = e
1
le vecteur | * | (premiére colonne de 2y est vecteur propre de valeur propre ZZ;& by (somme
1
des termes d’une ligne).
Prenons le vecteur colonne k£ de Q5. On obtient :

2

¥ cf. (3.2). Tl est immédiat que

1 —
Wk bo + by 1w + by 2w} + -+ + b1w§vN DR
N _
B w2k _ by + bowfy + by Wi+ + bzwng DE
LDk b1+ by—2wh 4+ by_sw2F + - + by VF

N

l(bo + bN_lw]kV + bN_Q(.d]Z\;C + -+ blw](VN_l)k

wf\] (ble(VN—l)k —+ bO + bN—lwﬁcV 4+t b2wJ(VN—2)k)

w](VNil)k (bN,1w11% + begw%g + begw?\}c + -+ belw](VNil)k)
et le vecteur colonne k est vecteur propre associé a la valeur propre A; = bg +bN_1kav er]\;_g(,u?\}C +
s ble(VN_l)k. On a donc bien Qn.A = B.Qy, égalité qui lue colonne par colonne donne bien

ApUr = B.U; om U est la k-iéme colonne de Qpy, £k =0, ..., N—1. un



Corollaire 6.5 (Calcul de la convolution périodique a 'aide de la FFT.)
On veut calculer (c;) = (ay,) * (by) = B.d, sachant B.d = Qn.A.Qy".d = £Qn.A.Qp.4.
On calcule Qn.@ en utilisant la FFT.
On multiplie par A matrice diagonale.
On multiplie par Qx en utilisant la FFT.
On divise par N.

Remarque 6.6 Quand N ci-dessus n’est pas une puissance de 2, on compléte les suites (ag)r=o,... N—1

par des zéros : ayy; = 0 pour j =0,...,2" — N ol n est le plus petit entier t.q. 2" > N. De méme

pour (by). Et les valeurs ¢i pour k = 0, ..., N—1 restent inchangées. .

Exemple 6.7 On multiplie les polynomes a(x) = ZkN;Ol arpr® et b(z) = Zg;ol bra®. Ces poly-

nomes sont représentés par leurs coordonnées (ay)k=o,...n—1 €t (bg)k=o0,... n—1 sur la base usuelle

(1,z,22,...) de 'ensemble des polynémes. On peut prolonger ces suites par 0 pour k¥ < 0 et k > N.
Le produit ¢ = ab est un polynéme de degre 2N — 2 donné par :

IN—2 N—1 aN-2 N-1
k k .
c(x) = g ( E Ak—mbma™) = g cLx”, ol cp = E k—mbm,
k=0 m=0 k=0 m=0

représenté par la suite (cx)g—o,... N—2, i.€.
co = apby, c1 = aibg +agby, c2 =asby+ aiby +apbz, .., con_2=an_1bn_1.

Utilisation de la FFT pour calculer le produit : on compléte la suite (ax)g—o,... n—1 €n la suite
(ak)k=0,...2n—1 par des zéros : ar = 0 pour tout £k = N,...,2N — 1. De méme pour la suite
(bk)k=o0,....N—1 complétée par des zéros en la suite (bg)r=0,.. 2nv—1. Et on a alors :

2N -2

Ck = E akfmbma
m=0

car pour m >k on a ag_,, = 0. un

7 Convolution discréte et calcul par FFT

Définition 7.1 On se donne deux suites (ag)rez et (bg)rez indicées sur Z tout entier. La suite
convolée (discréte) (cx)rez = (ak)kez * (br)rez est la suite définie par :

cr = Z Ak —mbm = ... + Q202 + agy1b_1 + arbo + ar_101 + ap_2ba + ...
Iy
"E% (@) kez * (b )kez

On remarque immédiatement qu’également (symétrie) :

o0

(cx)rez = (br)kez * (ar)rez = ( Z A bk —m) ez

m=—0o0

Et on trouve le cas particulier ou les suites (aj) et (by) sont nulles pour k& < 0 : on obtient
immédiatement que (ci) est nulle pour £ < 0 (car pour kK < 0 et m > 0 on a ax—,,, = 0, et pour
m < 0onab, =0).

D’ou également :

Définition 7.2 On se donne deux suites (ax)ren et (br)ren indicées sur N. La suite convolée
(ck)ren = (ak)ken * (br)ren est la suite définie par :

k
cL = Z k—mbm = agbo + ap—1b1 + ... + agby,

m=0

chaque ¢ étant une somme de k+1 termes.



Cas particulier : si (ag) et (bx) sont des suites finies de longueur < N, i.e. (quitte & renuméroter)
si on considére les suites finies (ax)r=0,.. . N—1 €t (bx)k=0,... N—1, (ck) est également une suite finie,
suite de longueur < 2N :

(ak)k=o,..N—1, (br)k=0,..n—1 € RN = (ck)r=0,...2(N=1) € R2N-L

En effet : si k < 0 alors ¢ = 0, cf. cas précédent ; si k& > 2N—1 alors soit m > N et b,, = 0, soit
m<Neona2N—-1—m>Neta,_ny=0et doncecy=0;et con_2=an_1by_1.

8 Remarques : équation de la chaleur

Remarque 8.1 L’intérét essentiel d’utiliser les exponentielles est qu’elles sont fonctions propres
de Vopérateur de dérivation D : f — f’, i.e. qu'elles vérifient Df = «f (et se sont les seules
fonctions ayant cette propriété) : ici (e*) = a(e®!), pour a € C.

Ainsi, pour résoudre ’équation différentielle v’ — au = d ot d est une fonction donnée et o un
complexe, on commence par chercher une solution de ’équation homogéne :

u'(t) — au(t) =0,

i.e. solution de u/(t) = au(t), et cette solution homogene est proportionnelle & up(t) = e : c’est

la propriété fondamentale de ’exponentielle. un

Remarque 8.2 Les fonctions sinus et cosinus sont fonctions propres de 'opérateur de dérivation
seconde D? : u — u”. Et si on s'intéresse au probléme aux limites : trouver u : [0, L] — R telle
que :

u'(z) = —ru(x), uw(0) =0, wu(L)=0,

i.e. au probléme des fonctions propres de 'opérateur de dérivation seconde avec conditions aux
limites homogeénes, alors les solutions (non nulles) sont de la forme v = acoswz + bsinwz quand
w = +/r > 0 (impose r > 0), les conditions aux limites imposants a = 0 puis bsin(wL) = 0; et
avec b # 0 (sinon u = 0 est I'unique solution) on obtient des solutions non nulles ssi w = k%“ pour

k € N*. Les solutions non nulles sont données par les fonctions harmoniques sin(2km ). in

Remarque 8.3 Les deux remarques précédentes mettent en évidence l'intérét des séries de Fourier
2

pour la résolution de I’équation de la chaleur, équation aux dérivées partielles %’; (t,z)— % (t,z) =

f(t,x) avec condition initiale en temps et conditions aux limites en espace, f étant une “source de

chaleur”. o
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