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1 Signaux et fonctions

1.1 Signal

Définition 1.1 En traitement du signal, lorsque la variable ¢ € R désigne le “temps”, une fonction
f:teR — f(t) € R est appelée un signal réel, et une fonction f :t € R — f(t) € C est appelée

un signal complexe.

Définition 1.2 Signal sinusoidal pur (monochromatique). C’est un signal (une fonction) de type :

2
f(t) = ag cos(2mvgt + 0y) = g cos(%t + 6p) = ap cos(wot + bp),

ol «g, Vg, wo, T € R,

(1.1)
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1
Définition 1.3 vy est la fréquence, T = — la période, wg = 27y est la pulsation, 6y la phase
Yo
initiale, et |ag| Pamplitude du signal.
Ayant cos(a + b) = cosacosb — sinasin b, un signal sinusoidal pur s’exprime également sous la
forme :

f(t) = Bo cos(2mvpt) + o sin(2mpt), (1.2)
ou By = ag cosby et v9 = g sinby.
Comme f(t) = ag cos(2mvg(t+tg)) ou to = 22‘; , quitte a changer Vorigine des temps, on peut

considérer le cas de la phase initiale nulle : on posfe g(t) = f(t—to), et on a :

2T
—t

g(t) = ag cos(2mvpt) = ap cos( T ) = ag cos(wopt).

Définition 1.4 Bis. Signal sinusoidal pur (monochromatique). C’est un signal (une fonction) de

type : )
F(t) = ag el@motH00) — o GGFEH00) — o pilwot+H0) (1.3)

dont la partie réelle R(f)(t) = a cos(wpt + 0p) redonne le signal réel.

N.B. : le recours aux exponentielles complexes est trés utile pour simplifier les calculs (multi-
plication, dérivation...). On retrouve le signal réel en prenant la partie réelle de f.

1.2 Série de Fourier : dans L*(Ja,b]) pour —oco < a < b < co
1.2.1 L’espace L?(]a,b)

Pour z € C, on note Z son conjugué, et on note |z| = v/2Z son module. Autrement dit, si
z=a+ib avec a,b € R, on note Z = a — ib et |z| = Va? + b* (Pythagore).

Pour f : R — C, on note |f| : R — R (fonction module), f : R — C (fonction conjuguée) et
f? : R — C (fonction carrée) les fonctions définies par :

deéf

fl(2) S 1 f(@)],  Fl@)=f@), )= (f2) (1.4)
(Exemple usuel avec sin’(x) =4f (sin(z))2.)
Définition 1.5 Pour —oo < a < b < 00, Iespace :
b .,
L2(Ja,b;C) = {f : Ja,b|— C t.q. / FOI2 dt < 00} "2¢ £2(Ja,b) (1.5)

est appelé 1'espace des fonctions “d’énergie finie pendant la durée T = b—a”. Le cas f :]a,b[— R
est un cas particulier.
Et on note

b 1
2
1o = ([ 1@ ae)" = 15l
la derniére notation §’il n’y a pas d’ambiguité sur Uintervalle ]a, b].

Exemple 1.6 Les fonctions t — €'** pour a € R sont dans L?(]a, b[) puisque |[e’*[[2, = f: ldt =
b—a < oco. (Par contre, elles ne sont pas dans L?(R).) a

Théoréme 1.7 L’espace L?(]a,b[) est un espace vectoriel. La forme bilinéaire (-,-)r2 : L*(]a, b[) x
L?(]a,b]) — R définie par :

b
(f.9)z2 = / F()g (@) dt (16)

est un produit scalaire, de norme associée :

17l = VTP = IO (17)

Et (L?(Ja,b]), (-,-)L2) est un espace de Hilbert (espace vectoriel muni d’un produit scalaire qui de
plus est complet pour la norme associée).

Preuve. L?(Ja,b[) est bien un sous-espace vectoriel de ’ensemble de fonctions R — C, ensemble
muni de ’addition usuelle et de la multiplication par un scalaire usuelle (facile). La forme (-, )2
est bien bilinéaire symétrique définie positive (facile). Pour le caractére complet, voir cours d’inté-
gration. .
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1.2.2 Sa base de Fourier

On note 6ik27”/0' la fonction t — eikzﬂ'l/ot.

Théoréme 1.8 Poura,b € R, a <b, notant T = b—a, vy = % et wy = 52, la famille de fonctions :

(eik%”/o‘)kez (: (eikQﬂ%)kGZ _ (eikwo')kez) (18)

est une base orthogonale de (L*(]a,b), (-,-)12), appelée base de Fourier. Et la famille :
> (= (e
NG kez JT

est une base orthonormée de L?(]a, b]).

(eik2m/g~) hez =

ikQWT) (eikwo-)kez) (19)

5~

Preuve. Pour démontrer que c’est une base, cf. les polynémes trigonométriques et le théoréme de
Stone—Weierstrass. Pour U'orthogonalité et I’orthonormalité, on vérifie immédiatement que :

, , b b—a=T sik=1{
ikw: ilw-y i(k—0)wt dt = ’ 1.10
(e, e /ae {0 si k£ 0. (1.10)

Remarque 1.9 T est souvent appelée une période, sous-entendu aprés prolongement périodique
sur R tout entier. .

Remarque 1.10 On note abusivement e?*270? la fonction #2700 : t € R — !k2m0!  (C’est trés
abusif, puisque e**270t est une valeur ; mais si le contexte est clair, cette notation abusive permet
de rappeler que la variable qu’on utilisera s’appelle t.

Dans la suite, on fera souvent cet abus. Ainsi on parlera de la base (e kez, alors qu’on
devrait parler de la base (e?¥270"); 7. a

ik27ruot)

1.2.3 Série de Fourier et spectre

Corollaire 1.11 Toute fonction f € L*(Ja,b]) s’exprime sur cette base : il existe des constantes
c, € C, k € Z, appelées composantes de f sur la base de Fourier, telles que, pour presque tout

t €la, b :
F) = cpetmol (=3 ¢ k2T = D g etheohy, (1.11)

keZ kEZ kEZ

(On dit que “f est somme de signaux sinusoidaux purs”.) Et on a

1 ik2mvg- 1 ’ —ik27mvot
Cr = T(f7e 0 )Lz(]a,b[) = T/a f(t)e 0 dtv (112)
et (Bessel-Parseval, encore appelé Pythagore généralisé) :

172 =T c. (1.13)

kEZ

Preuve. On a (1.11) par définition d’une base.
(%emzﬂ%)kez étant orthonormale dans L?(]a, b[) on a

(f(t)7e1i£27ruot)L2 — ch(eik’Qﬁyot’ eiZZ‘n-yUt)LQ — chTékE _ CeT,
k k

don (1.12).
Puis ||f|12: = (f, f)rz = D crce(etR?mot eif2mroty oy = 5™ cpepbpeT, d’ott (1.13). oh
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Définition 1.12 Pour ¢t € R, la somme S(f) : [a,b] — R définie par :

S(F)(t) = cp ekt (1.14)

kEZ

est appelée la série de Fourier de f en t.
Le corollaire précédent indique que, pour f € L?(]a, b]), sa série de Fourier S(f) existe et que :
S(H=f presque partout.

(On rappelle que “presque partout” signifie “partout sauf pour un ensemble négligeable pour la
mesure de Lebesgue, voir cours d’intégration.)

Exemple 1.13 La fonction f :]0,2n[— R définie par f(t) =0si ¢t €]0, 7], f(t) =1sit €]m,2n[ et
f(m) = 36 est égale & sa série de Fourier partout sauf en 1 ot Sf(7) = 1. a
Définition 1.14 La fréquence 1 = 1 est appelée la fréquence fondamentale, et les fréquences
v, = kv, pour k > 2, sont appelées les fréquences harmoniques.

Définition 1.15 L’ensemble des couples (ck, vg), pour k € Z, constitue le spectre de f.

Remarque 1.16 Au sens de lintégration (ici au sens de L?), les valeurs ponctuelles n’ont pas
de sens “partout” : par exemple, si la fonction f est modifiée en un point ¢y, et qu’on note g la

t to),
zEt;)ij(et%Ogour tout t # to } on a cx(f) = ck(g), et donc f et g

ont meéme série de Fourier, S(f) = S(g). Ce bien que f # g.

Dans ce méme cas, on a ||f]|2. = ||g]|22 : [ et g ont méme énergie.

Ainsi, pour une fonction f quelconque dans L?(]a, b[), la série S(f)(¢) n’a aucune raison d’étre
égale a f(t) pour tout t : elle peut étre égale & f, ou & g, ou & une fonction qui différe de f
uniquement “sur un ensemble négligeable”. Voir cours d’intégration.

On peut montrer par exemple que S(f) = f si par exemple f est continue et dérivable par
morceaux. un

nouvelle fonction, avec donc {

1.2.4 Série de Fourier réelle

Pour simplifier les calculs, on a considéré les fonctions f : [a,b] — C : cela permet de travailler
avec les exponentielles.

Pour revenir aux fonctions (& valeurs) réelles, i.e. f(t) : [a,b] — R et donc f(¢) € R pour tout ¢.
Supposant que sa série de Fourier existe, elle vaut Sf(t) = Y, cxe?* ™! comme Sf = f presque
partout, on a Sf(t) € R, i.e. on a Sf(t) = Sf(¢t).

Et on a Sf(t) =, epe2ikmot = S~ eopet2ikmot = Gf(t) (cas f réelle). Donc :

CL, =C_% (1.15)

pour tout k € Z, et en particulier ¢y € R. Et si on pose :

o ap b
k>0 :ay,=c+c_peR k>0'ck—?725
. — . _ . . b X
k>0 : by =1i(cy —c_g) €iR soit k>0 cp— %, O% (1.16)
ag = Cop, 2 2
Co = ao,
sachant e’ = cosf + isinf, on obtient :
Sf(t) =ap+ Z ap, cos(2kmvot) + Z by, sin(2kmuot), (1.17)
k=1 k=1

appelée série de Fourier réelle de f.
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1.2.5 Remarque : série de Fourier de la masse de Dirac dg

La masse de Dirac §y n’est pas dans L? : ce n’est méme pas une fonction. Mais elle peut étre
approchée par des fonctions de L? (au sens des distributions, voir plus loin).

Peut-on alors approcher dy par une série de Fourier (qui donnera “sa” série de Fourier) 7

Comme Jy n’est pas une fonction, la question semble absurde. On verra cependant qu’en se
placant au sens des distributions relatives par exemple & l'intervalle | — 7, 7], on aura :

1 ikx
b =5- > et (1.18)

kEZ

i.e. 6o s’exprime comme somme de Fourier, avec ici tous les coefficients de Fourier qui valent
L = i : ils ne décroissent pas avec k, et en particulier la somme de leurs carrés est infinie.
Cela se “voit” si on observe que la fonction :

1
PN(x) _ % Z ezk:z:
k=—N

(somme finie) est une approximation de dp d’autant meilleure que N est grand.

Et Py est une fonction L?(] — w,7[) (car Py est continue sur R et | — m, 7| est un intervalle
borné, Py étant un cas particulier de polynome trigonométrique). Donc Py a une série de Fourier :
de fait on a défini Py 4 l'aide de sa série de Fourier : ¢ = % pour tout k t.q. |k] < N, et ¢ =0
pour tout k t.q. |k| > N.

Et immédiatement, on a Py (z) = 3=(1 + 2cos(z) + ... + 2cos(Nw)), et Py est donnée sous
forme de Série de Fourier réelle paire. Et les cosinus cos(kx) étant tous périodiques de période 27
d’intégrale nulle sur une période quand k # 0 :

s 1 s
P, = — ldr =1
(1) dx o / dx =1,

—Tr —T

i.e. que les Py sont tous de masse unité.
Et on a 27 Py(x) = e~ N® Ziﬁo(ew)k, somme géométrique, et donc, pour x # 0 :

o1 — (2N emi(N+3)z _ Gi(N+g)m sin(N+1)z
2Py (2) = e N® ( ) = : = 2

1 -1 .
1—e® e~ i3t _ oln®T sin 5@

fonction de plus en plus oscillante avec n et qui décroit avec x. (A représenter avec Matlab par
exemple.) En 0, on a 27 Py (0) = 2N+1 (par définition de Py), et Px(0) — oo quand N — oc.

La suite de fonction (Py),en approche la masse de Dirac, ausensona ["_ Py (z) f(z)dz — f(0)
pour tout fonction continue dans [—, 7]. Il est donc tentant d’écrire (1.18). La justification et le
calcul de la série de Fourier de dg sont donnés & ’aide des distributions.

1.3 Transformée de Fourier : dans L*(R)

Dans la pratique, un signal ne va pas de t = —o0 & +00. Mais pour des raisons de simplifications
de calcul, on va considérer des signaux définis sur tout R.

1.3.1 L’espace L?*(R) des signaux d’énergie totale finie

Définition 1.17 L’espace :

oo

LXR) = {f:R - C t.q. / FOP dt < o) (1.19)

— 00

est appelé 'espace des “fonctions d’énergie totale finie”. Le cas f : R — R est un cas particulier.

Théoréme 1.18 L2(R) est un espace vectoriel. La forme bilinéaire (-,-) > : L*(R) x L*(R) — C
définie par :

(f.9)2 = / F ()9 dt (1.20)
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est un produit scalaire, de norme associée :

1
2

17l =TT = [ 17002 ar)” (121)

Et (L*(R), (,+)2) est un espace de Hilbert (espace vectoriel muni d’un produit scalaire qui de plus
est complet pour la norme associé).

Preuve. Voir cours d’intégration. .
Remarque 1.19 Les fonctions e’*’ n’appartiennent pas & L*(R), car [|e'||3, = [, 1dt = oo.
On ne peut donc pas trouver une base dans L?(R) formée de telle fonctions, contrairement au cas
L?(]a, b]) (voir les séries de Fourier). oa

1.3.2 Transformée de Fourier = représentation spectrale

Pour le passage formel des séries de Fourier aux transformées de Fourier, voir cours de distri-
butions.

Définition 1.20 En traitement du signal, pour un signal f : R — C donnée, on définit la fonction
f:R — C par, quand c¢a a un sens :

fv) = /R f(t) e 2t gy (1.22)

et la fonction )/"\ est appelée la transformée de Fourier de f. Et on note aussi f: F(f).

Définition 1.21 Pour f un signal, fest appelée la représentation spectrale du signal f, et f est
appelée la représentation temporelle.

Remarque 1.22 On note parfois trés abusivement f(v) = (f, ™2™ ) 2. Clest trés abusif étant
donné que e*2™" ¢ L2(R), voir remarque 1.19, et que le minimum demandé pour que la notation
(f,9)r> ait un sens est que f et g soient dans L2

Ce fut le travail de Laurent Schwartz, et sa théorie des distributions, qui permit I'utilisation
d’une notation ressemblant & celle du produit scalaire : f(v) ="0% (f, %27} o1 (.,.) est le crochet
de dualité. Un crochet de dualité (relation entre une forme linéaire continue et un vecteur) se
manipule comme un produit scalaire au sens ou il est bilinéaire et continu (on peut passer a la
limite dessous). Voir cours de distribution. un

1.3.3 Bessel-Parseval
Théoréme 1.23 Si f € L?(R), alors f existe, et mieux f € L?(R), et mieux, I’application :
L*(R) — L*(R)
F= déf

f—F(f) = f  on f(y) - F(8) e~ k2t gy

teR

(1.23)

est une isométrie : elle est linéaire, bijective et conserve les produits scalaires, i.e. pour tout f,g €
L3(R) :

(f,9)r2 = (f.9) 12

En particulier elle conserve les normes, i.e. pour tout f € L*(R) :

W2 = IFllemy  (égalité de Bessel-Parseval). (1.24)

Autrement dit, la transformée de Fourier conserve les énergies : I’énergie spectrale est égale a
I’énergie temporelle.

Preuve. Voir cours de distributions. .
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1.3.4 Fourier inverse

Notons f la fonction :
~ d_éf

f@) = f(=1).

L’isométrie précédente F est d’autant plus sympathique que :

Théoréme 1.24 L’application inverse F~' est donnée par :

L*(R) — L*(R)

A T B T T
ve
a comparer avec (1.23). Ce qui s’exprime de maniére équivalente par :
FH9)) = Flg) (1), (1.26)
soit encore, pour tout f € L>(R) (aprés avoir posé g = ]/C\) :
FEOWO = f(-1),  soit [=] (127)
Preuve. Voir cours de distributions. =

Notation. Du fait du signe + dans I’exponentielle de (1.25), on note également F~! = F, en
référence au conjugué de I’exponentielle complexe : e~ = T,

1.3.5 Concentration étalement par Fourier, principe d’incertitude d’Heisenberg

Soit v € R, v > 0. ,
La gaussienne t — e~ est trés concentrée quand v >> 1 et trés étalée quand v << 1.
Pour s’en convaincre, on part de la fonction e™® , et on considére 'ensemble des s tels que

e > = (par exemple), i.e. les s € [—c,c] (avec ¢? = log(4)). Puis on change d’échelle de

temps en posant s = \/yt; ensemble des ¢ tels que e > 1% est donné par /7t € [—c, ], soit
t € [—%, %], intervalle d’autant plus petit que v est grand, et d’autant plus grand que 7y est
petit. Dessin & l'aide d’un logiciel comme Matlab.

La transformée de Fourier de la gaussienne est remarquable : c’est aussi une gaussienne :

2 1 12
Fle ™Y w) = —e 7™,
( )(v) 7

voir cours de distribution. Et pour v = 1, la gaussienne est conservée.

Et donc une gaussienne “concentrée” (cas v >> 1) est transformée par Fourier en une gaussienne
“étalée” (car alors % << 1), et une gaussienne “étalée” est transformée par Fourier en une gaussienne
“concentrée”.

Et cette propriété de “concentration—étalement” par Fourier est vraie quelle que soit la fonction
(pas uniquement pour les gaussiennes).

On a d’ailleurs les relations d’incertitudes d’Heisenberg qui indiquent que si I'énergie de f est
concentrée au voisinage d’un temps ¢y alors nécessairement celle de f est étalée au voisinage de
toute fréquence vy. Plus précisément :si f € L?(R) est telle que tf € L?(R) alors si on pose :

s Jalt-tR r0) R o )
Wi (f) = fR FORd et donc W (f) = fR |f(y)|2 r» , (1.28)
dés que vf € L2 (R), on a (Principe d’incertitude) :
Wiy (F) W (f) > L (1.29)

En d’autres termes, quitte & prendre des fonctions f telles que ||f|[z2®) = 1, i.e. on considére
W au lieu de f (ce qui est un changement d’unité de mesure : on considére des fonctions dont
L<(R
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Pénergie est 1 = || f]|zz = HfHLz), on a:
(fa=torirora)( [ o-m? Forw) = 2 (1.30)

En particulier, si tg et v sont les centres de gravité de |f|? et de \ﬂQ, on a obtenu une inégalité
sur les écart-types :

- 1
o(IfP)o(7) = -

d’otr si | f|? est “trés concentrée” alors |f\2 est “trés étalée”, idem en échangeant les roles de f et J?
Ainsi on ne peut pas concentrer & la fois la densité d’énergie |f|? et la densité d’énergie |f|?.

Remarque 1.25 On montre qu’on a égalité dans (1.29) uniquement pour les gaussiennes et
(a la multiplication prés par une fonction de type e9®) on g est a valeurs réelles) : les gaussiennes
sont donc les fonctions qui sont les mieux localisées a la fois en temps et en fréquence (celles qui
“g’étalent” le moins par Fourier). .

1.3.6 Remarque : cas des sinus et cosinus

Prenons f(t) = e®™0! (fonction “infiniment étalée”). Cette fonction est parfaitement localisée
en fréquence : on a une seule {réquence (positive) vy. Cela s’exprime par : sa transformeée de Fourier
est f: dy,, € son support est supp(f) = {»}. (On a noté ¢, la masse de Dirac en a.)

Cela donne une illustration de 'inégalité d’Heisenberg (illustration & la limite étant donné que
0, N’est pas une fonction mais une limite de fonctions).

Et idem pour les sinus et cosinus (combinaisons linéaires de ’exponentielle précédente : cost =

it —it . it —it
ete — et sint = S55—).

On pourra alors préférer une formulation & ’aide d’ondelettes au lieu d’une formulation de
Fourier : but : avoir une base de fonctions ou chaque fonction de base est relativement bien localisée

a la fois en fréquence et en espace, ce qui n’est pas le cas des fonctions de base €?2™**0t de Fourier.

1.4 La fonction sinus cardinal
On appelle fonction indicatrice d’un intervalle [a, b] quand a < b la fonction notée :

1 size [a,b],}

0 sinon,

déf
l[a,b] M d 1[a7b](z) = :e {

Les fonctions sinus cardinal sont essentielles en traitement du signal : ce sont, & une constante
multiplicative pres, les transformées de Fourier des fonctions portes centrées

(o) { e [“’“]’} (131)

0 sinon.

Définition 1.26 La fonction paire sinc, : R — R définie par :

sin(mz)

Vo #0, sincg(x)= et sinc,(0) = 1, (1.32)

T
est appelée sinus cardinal.

Cette fonction est dans L?(R) mais n’est pas dans L'(R) (elle est intégrale au sens de Riemann
a savoir [, sincy () dz < 0o, mais non absolument intégrable, & savoir [, [sinc,(z)|dz = o).

Définition 1.27 Plus généralement les fonctions sinus cardinal sont les fonctions paires données

par, pour a > 0 :
sin(ax)

Vo #0, sincg(zr) = et sincg (0) = 1.

axr

Elles se déduisent de sinc, par changement d’échelle : sinc, (x) = sincﬂ(gx).
T

Notons 7. Popérateur de translation : 7.f(t) =4¢f f(t — ¢). Appelé également opérateur de
changement d’origine car 7.f(c) = f(0).

Par exemple pour f = 1[_44 on a T.lj_qq = lic—a,c+q (intervalle centré en c) puisque
Tel—a,a)(t) = 1[—a,q)(t — ¢) vaut 1 ssit —c € [—a,al.
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Proposition 1.28 On a :

100 () = 2asincora (1), (1.33)
d’oii sincar, € L*(R) (car transformée de Fourier d’une fonction L*(R)) et :
— 1
SinCara (1) = % l—a,q)(t)- (1.34)
Et pour les translatées, pour c € R :
f(Tcl[—a,a])(V) = f(l[c—a,c-ka])(y) =2a Sinc?ﬂ'a(y)eimﬂcyv (135)
; 1
F(7esincorq ) (t) = e~ 2™t % I—a,q)(1), (1.36)
) 1
i 12me- _ _
f(blnCQﬂ'a(')e )(t) - % 7-—cl[fa,a] (t) = % 1[,(1,0#,6] (7‘) (137)

Preuve. Démonstrations élémentaires pour Fourier

Pour (133) :m ft—_a e—2imvt gy L [6—217”/1&]6 _ 51n(27r1/a) — % SIHCQﬂa(I/)

Pour (1.34), par Fourler inverse F(2a smczm( v))(t) = a(—t) = 1[ a,a](t)-

Puis F(ref)(v) = [ ft—c)e 2™ dt = [, f(s)e™ “”’(9"’”) ds = e 2imeF(f)(v), dou (1.35)
et (1.36).

Puis f( +z27rctf _ f f +i27rctefi27wt dt = f f 71271'(1/ ctdt _ ]:(f)( ) _
ch( ), d’ou (137) un

On a également les formules permettant d’affirmer que les fonctions ¢ — nsinc,(t) et t —
nsinc, (t)? approchent la masse de Dirac (au facteur multiplicatif = prés) quand n — oo : on
commence par;

Proposition 1.29 Les masses (aires sous les courbes), quand a > 0 :

1

/mMMﬁ:—m (1.38)
R a
.9 1

sinc; (t) dt = —. (1.39)
R a

Le. : les masses de sinc, et de sinc? valent 1, de méme que celles des e sinc,, et g sinc?.
T T

Preuve. On remarque que [ sincy(t) dt = (sinc, * 1g)(x) valeur constante indépendante de z, et
on sait que la transformée de Fourier d’une convolée est le produit simple des transformées (voir le
cours de distributions). Ici la transformée de Fourier de la fonction sinc, * 1g est le produit simple

sinc, Ip = (51— o a1)do = Zdo. Donc par Fourier inverse on obtient (1.38).

Puis ayant blncg(t) =

—> sin®(at) = u/(t)v(t), par intégration par parties on obtient (1.39). &
Puis pour la convergence au sens des distributions :

Proposition 1.30 On a :

asinc, — wdg, (1.40)
a— 00
asinc? — 7dy, (1.41)

au sens des distributions. Et pour A € R :

Ta(asine,) — 7woa, (1.42)
a—00

et pour tout A,B € R :
A#B = 7ta(asinc,) 7p(bsinc,) — 0, (1.43)

a,b—o0
au sens des distributions.
(Donc pour des fonctions f continues en 0 et & support borné on aura pour (1.40) :

lim (/ f(z) nsinc, (z) dz) = 7do(f) = 7 f(0). Idem pour les autres formules.)
R

n—oo
Preuve. Voir cours de distributions; par exemple, pour (1.40) il s’agit de montrer des résul-

tats comme : que pour toute fonction ¢ réguliére a support compact, la suite de réels (\,)n- =
(Jg nsine, (t) ¢(t) dt)n- tend vers le réel ¢(0). wn
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1.5 Théoréme de Shannon pour les fonctions L*(R)

“Si le signal d’énergie finie ne contient pas de hautes fréquences, alors il suffit de le connaitre en
des points discrets (kto)rez (en nombre dénombrable) pour le connaitre en tout ¢ € R, & condition

que tg < 710 ou 1y est la fréequence maximum du signal.”

1.5.1 Introduction

On suppose ici que le signal ne comporte pas de hautes fréquences : on s’intéresse uniquement
aux fonctions dont la fréquence est dans une bande bornée. On note :

~ B B

= {f € P*(R) s supp(]) €[5 5} (1.44)

le sous-ensemble des fonctions f de L2(R) dont la transformée de Fourier f=r (f) a son support
borné dans [— £, Z] : on dit que f est a largeur de bande limité en fréquence, ici largeur de bande B,
et de largeur de demi-bande %.

Exemple 1.31 La fonction f = sinc,p : z € R — sincﬂB( ) = % appartient & Vg : on a
f= sinc,p = + 51—z 5 fonction de support dans -8, 8], cf. (1.34). u
Par définition de Vg, si f € Vg, on a f € L2(R) et donc f € L2(R). Et supp(f) C [— £ 5
Notons f, : [-2, 2] — R la fonction :
~ d’f o~
B= figg

la restriction de f & -Z,Z].

On a évidemment f, € L*([-£,Z]) (puisque ||fTHL2H—777 |\]?||L2(R)). Et donc f, admet

une série de Fourier : il existe une suite (di)z de complexes tels que, cf. (1.11) :

ﬁ(u) Z de?™* 5 p.p-- (1.45)

kEZ

Donc :

~

fr — E dk7612ﬂ—k§

keZ

Et €25 = §, (voir plus loin les distributions), et. J?: f. Donc :

keZ
Comme :
3 N ~ .
dy= [ [r()e B dy = | f(v)e ™5 dv = F(f)(k) = f(—k), (1.46)
-z R
la fonction f étant nulle & lextérieur de [—£,£], on a donc :

F=Y f(=k)6k = f(k)S s,

kEZ kEZ

soit encore, sachant que §_; = 8, (voir les distributions ot on a (6, @) =1 (6 4, @) = ¢(—k) =
¢(k)), on a donc :
f=> f(k)o. (1.47)
kEZ

Et f se présente sous la forme d’un peigne de Dirac. En particulier la seule connaissance d’un
nombre dénombrable de valeurs, les f(k), permet de connaitre f sur tout R.

Il reste un “détail” : vérifier que le peigne de Dirac du membre de droite de (1.47) donne une
fonction...

10
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1.5.2 Avantage, probléme, correction

Avantage de (1.47) : on a exprimé f & l’aide d’un nombre dénombrable de valeurs, les d_j =
f (k).

Probléme de (1.47) : on a exprimé la fonction f comme une distribution alors qu’on sait que f
est une fonction...

Comment améliorer cette approche, tout en gardant l’expression de f a l'aide d’un nombre
dénombrable de valeurs?

O est le probléme ? Le probléme est ’apparition des masses de Dirac d; dues aux transformées
de Fourier de la base des ™% 5,

Shannon propose alors de changer de base, pour garder ’avantage sans I'inconvénient. En fait,
Shannon ne change pas vraiment de base : il considére que les transformées de Fourier sont des
fonctions définies sur tout R (pas uniquement sur [ méme si elle sont nulles & extérieur
de cet intervalle, cf. la définition de V).

La base qu’il prend, sur ’ensemble des fonctions g € L?(R) telles que g est nulle & extérieur

~

de [-£, Z] (pour nous g = f) est formée des :

B B
7575]7

l[gvg] 671‘277]6?, keZ,

i.e. les fonctions exponentielles tronquées. Ces fonctions sont dans L?(R) (ce qui n’est pas le
cas des e~*?™*5 non tronquées) et ont donc pour transformées de Fourier des fonctions qui sont

également L?(R) avec :
sin(w Bt)
mBt

cf. (1.36). (On choisit ici F~! pour revenir au signal temporel.)
La base de Shannon est la base :

F-Ye 2mFE 1[%%](1/))(—15) =T = T%sincﬂg(t), (1.48)

ol

(T% sinc:p)rez

de fonctions toutes dans Vp.
1.5.3 Théoréme de Shannon pour les fonctions L*(R)
Théoréme 1.32 Si f € Vg (ie. si f € L*(R) et suppf € (£, Z]), alors :
. = k . = k. sin(rB(t — £))
t) = - <B(t) = Sy~ _BY
F0= 3 fgmysneas)= Y S Tk

k=—00 k=—o00

~—

(1.49)

Autrement dit, les fonctions T 5 sinc,p pour k € Z forment une base de Vg, base qui est orthogo-
nale dans LQ(R). Et toutes les fonctions de base Tk sinc,p ont méme norme ﬁ, autrement dit

(ﬁT%sinch)kez est une base orthonormée dans (Vg, (-,)r2(r)). On en déduit que :

112 = 5 X (), (1.50)

kEZ

Et on peut remplacer B par tout réel C > B, puisque Vg C Vo danscecas:sif € VgetsiC > B
alors f € Vi et :

oo

= f(%)rgsincﬁc(t). (1.51)

k=—o0

Ou encore, si on note ty = % (< %) (période d’échantillonnage), on a :

- o0 sin(-(t — k
ﬂw=ZfWWMm%@=ZfWW%%%@

k=—o0 k=—o0

(1.52)

sin(%(tsztg))

g (t—kto)
fonction qui vaut 1 au point kty et qui est nulle en tous les autres points d’échantillonnage mtg
pour m # k.

N.B. : considérer Ty sinc.~ (t) = c’est considérer la fonction sincz centrée en kto,
“0 “0

Preuve. Voir cours de distributions. Y

11
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1.6 Signaux de puissance finie

L’espace L%(R) est insuffisant pour simplifier certains calculs : les fonctions périodiques comme
les sinus et cosinus ne sont pas de carré intégrable sur R ; d’oil I'introduction de ’espace des signaux
de puissance finie. Théoriquement ce nouvel espace est moins agréable car il n’est pas séparable,
i.e. il n’admet pas de base dénombrable : une fonction ne pourra pas s’exprimer “a la Fourier”, i.e.
sous la forme Y oo
1.6.1 Définition

L’espace L?(R) ne contient pas les fonctions périodiques (en particulier les fonctions constantes
et les fonctions sinusoidales).
On définit alors I'espace vectoriel (espace contenant L?(R)) :

A
1 2

P ={f:R — C mesurable t.q. lim — / |f (1)) dt < oo}, (1.53)
_a

‘)OOA

appelé espace des signaux de puissance moyenne finie (limite quand A — co de la valeur moyenne

sur la fenétre [— ;‘7 2]) Autrement dit, ce sont les fonctions f : R — C telles que, quand on
A A

considére leurs énergies moyennes sur tout intervalle de type [—5, 5], alors ces énergies moyennes
convergent dans R quand A — oo.

Exemple 1.33 Une fonction constante f = clg n’est pas dans L?(R) pour ¢ € R*, alors qu’elle
est dans P, puisque ses valeurs moyennes sur toute fenétre sont la constante c. ==

Pour f € P on note :

I1fllp = mngi/ 2 d. (1.54)

Proposition 1.34 Toute fonction f périodique de période T qui est de carré intégrable sur une
période est dans P, avec :

= (% [T vwra) e (2 [T 0ra) =1, . 05

i.e. ||f||% est I’énergie moyenne de f sur une période.
Preuve. Exercice facile. un

Théoréme 1.35 La forme bilinéaire (-,-)p : P x P — R définie par :

(f:9)p = lim f/ f(®) (1.56)

est un produit scalaire, de norme associée || f|lp = \/(f, f)p, et (P, (-,-)p) est un espace de Hilbert.

Preuve. (-,-)p est bilinéaire, symétrique et définie positive.
Pour le caractére Hilbert (complet), voir cours d’intégration. a

1.6.2 Parseval adapté

Ici, comme pour la transformée de Fourier on voudrait bien que ||f|[p = ||f]|p, ie.
A
limkﬂoo§ff |f(t)? dt = limy_.c & f L fW)|? dv.

2
Mais on a un probléme! Cela n’a pas de sens en général.

12
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Exemple 1.36 Pour f = 1g, on a fz So et 62 n’a aucun sens (on ne sait pas multiplier deux
distributions : si on le fait on démontre sans aucun probléme que 1 = 0, ce qui pose probléme...).

Si on veut s’en sortir (i.e. si on veut pouvoir calculer (j?)Q), on peut par exemple commencer
par tronquer f = lg, en posant :

Et on considére pour commencer (gy)?.
Ici avec f = 1g on pose donc gx = 1;_x »; € L*(R). Maintenant g est une fonction de L*(R),

272

a savoir g (V) = =& sin(2mvd) = AT2AT — Xsinea, (v). Bt §(v)? = A2sinc3 . (v).

A A
On peut maintenant calculer X\ = 1 [2, [g(v)[*dv qui vaut X\ = [2, Asincy.(v)?dv = 1.
2 2
C’est une constante indépendante de A : donc (X)), converge dans R quand A — oo, vers 1.

Et c’est la valeur souhaitée limy .o § [ 2, FW) 2 dv = 1 =0 || F ]| p.
2
A
Et on a trivialement limy oo 5 [ 2, | f(8)|?dt = || f||p = 1.
2

On a donc bien : R
LAl = [1f 1P,
a condition de lire cette égalité comme :

A A
.1 [z .1 [z
lim */ (f11_3 a))@)|*dt = lim */ \F(f1a 2 W) dv,
_ 2 2 )\—>O<))\ _ 272

)2

ou on a considéré la fonction f tronquée. .

Proposition 1.37 Pour f € P, on a :
Alle =11 llp,

a condition de lire cette égalité comme :

A
2

.1 2 .1 2
fim 5 [ G0 = i 5 [ 0P

Preuve. On adapte la démarche de ’exemple précédent. .

Remarque 1.38 Dans le membre de gauche, on peut trés bien remplacer (fl[_%%]) par f, puis-

qu’on intégre sur [f%, %] Mais PAS dans le membre de droite, ot ¢’est la transformée de la fonction
tronquée f 1 33 qu’il faut considérer, et non la transformée de Fourier de f. un

2 Signaux et distributions

2.1 Introduction

Pour simplifier les calculs, on introduit des “objets limites de fonctions” qu’on appellera distri-
butions. Ces “objets” peuvent étre vus comme des instruments de mesures de fonctions.

Exemple 2.1 Soit C’go I’ensemble des fonctions R — R continues en xg. Pour toute ¢ continue
en un point g, si on veut connaitre sa valeur en xo, on regarde 'application ¢ — ©(xzg). Cette

application est notée :
CBO — R
Oz

def té
$ = 510 (90) = @(‘TO) e <5Iu? 90>’
la derniére notation étant celle du crochet de dualité, possible grace a la linéarité de dy. .

Exemple 2.2 Soit C’io I’ensemble des fonctions R — R dérivables en xg. Pour toute ¢ dérivable
en un point xo, si on veut la valeur de sa dérivée en xg, on regarde 'application ¢ — ¢'(z¢). Cette
application est notée :

{Ci — R
-6 w0
. ,
o (=00 )(0) B (o) "L (=8, ).

13
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Exemple 2.3 Soit £ l'ensemble des fonctions ¢ : R — R telle que fR p(t)dt < oo. Pour toute
w € E, si on veut connaitre “l’aire sous la courbe”, on regarde "application ¢ — fR o(t) dt. Cette
application est notée :

F — R
Ty, : def 6 £
) o e T / o(t) dt "L (T, o) "2 (1, ).

Et ici on a simplement (1g, ) = [ 1r(t) ©(t) dt (= [, @(t) dt). oa
On “généralise” ’exemple précédent :

Définition 2.4 Lorsque f € L} (R) (est localement intégrable sur R i.e. telle que f; |f(t)]dt < o0

loc
pour tout a,b € R), on appelle distribution Ty associée & f l’application :

D[R) — R

Ty : 6 noté noté
! o Ty(p) / £ 9(8) dt "2 (75, ) "L (£, ),

(2.1)
ou :

D(R) = {p € C(R;C) t.q. supp(p) est compact} (2.2)
est ’ensemble des fonctions C*°(R;C) qui sont & support compact (i.e. qui sont identiquement
nulles & l'extérieur d’un intervalle borné : J[a, b] t.q. Yz ¢ [a,b] on a ¢(z) = 0).

Comme dm(t) = f(t) dt peut étre considérée comme une mesure de densité f, sur tout intervalle
borné, on a également, pour tout ¢ € D(R) :

Ty(0) = [ () F0d0) = [ ot0) din(t) = dm(o),
i.e. T¢(p) est la mesure de la fonction ¢ par dm.

Remarque 2.5 Le choix de D(R) dans la définition ci-dessus permet :

d’une part de généraliser cette définition aux masses de Dirac et & ses dérivées, ainsi qu’a des
“objets relativement irréguliers”. Ainsi lorsqu’on considérera une expression de type “ [, f(t)p(t) dt”,
la régularité “infinie” de ¢ permettra de compenser le manque de régularité de f.

D’autre part, le choix de D(R) est dicté par des considérations topologiques : pour que tout
soit simple, il faudra que les distributions 7' : ¢ — T(yp) soient “continues”, et en particulier que
la forme bilinéaire (T, p) — T(p) ="°% (T, ¢) soit continue, i.e. se comporte “comme un produit
scalaire”. Voir cours de distributions et dualité. ==

Définition 2.6 Une distribution dans R est une application :
T:D(R) — R, (2.3)
qui est a la fois linéaire et continue. Et on note D’(R) 'ensemble des distributions.

La linéarité signifie : T'(¢ + A\p) = T'(¢) + AT(¢) pour tout A € C et tous ¢,1 € D(R).

Et la continuité signifie : si (¢,) est une suite de fonctions dans D(R) qui converge vers une
fonction ¢ € D(R), alors (T, p,) converge vers (T,¢) dans R; le seul “petit” probléme est de
savoir ce que veut dire “la suite (¢,) converge vers ¢ dans D(R)” : cela signifie que toutes les

fonctions appartiennent & un méme compact et que les dérivées f,(Lk) (a tout ordre k € N) converge
uniformément vers f*) quand n — co. On renvoie au cours de distributions. Dans toute la suite,
et pour tous les exemples du traitement du signal, quand on parlera de distributions c’est que cette
continuité est vérifiée.

Exemple 2.7 6,,, 6, , Ty pour f € L} .(R), sont des distributions. .
Comme T est linéaire et continue, on utilise également le crochet de dualité :
T(e) "2 (T, ). (2.4)
En particulier quand 7' = T est une distribution réguli¢re (avec donc f € L}, .(R)), on a :

Tr) = [ f0ety ™ [ e (2:5)

14
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2.2 Convergence des distributions

Les distributions sont des objets limites de fonctions : on montre (voir cours de distributions)
que toute distribution est limite d’une suite de fonctions réguliéres, et plus précisément :

VT € D'(R), 3I(fu)new € DR)Y, t.q.:

Vo e D(R), T(p)= lim [ fo(t)p(t)dt (= lim T}, (¢)).

n—oo R n—oo

Et on note alors :
fo = T dans D'(R).
n—oo
N.B. : au lieu de prendre une suite (f,)neny dans D(R), on peut prendre une suite de fonc-
tions L} .(R).

loc

Exemple 2.8 La masse de Dirac dg est limite de fonctions portes II,, = nl : on a bien,

pour tout ¢ € D(R) :

L L]
2n2n

lim | I, (t)p(t) dt = (0) = do(e),
n—oo R
ie.:
11, — (50.
n—oo
(On n’est pas obligé de centrer les portes en 0 : du moment que leur support contienne 0. Par
exemple (1 1)y 11)nen+, ou encore (n 1y 11)nen+, converge aussi vers do au sens des distributions.) s

Exemple 2.9 Et si on préfére approcher la masse de Dirac par des fonctions f, C'° & support
compact (i.e. fn, € D(R)) : par exemple on définit la fonction positive :

e osite-11]
C(t)_{ 0 sitd]—1,1[

Puis on pose 71 (t) = mc(m qui vérifie donc [, 1 (t) dt = 1 (masse unité), puis on “concentre”
JR

1 en posant v, (t) = nyi(nt). Toutes les fonctions 7, sont dans D(R), avec supp(y,) = [~ 3, 1] et

n’n
vérifient [, vn(t) dt = 1 (masse unité), et on vérifie que :

A, | (B¢t dt = (0) = do(e),
le. :
Yn — 60-

n—oo

Exemple 2.10 Plus généralement, on montre que si f; € L*(R) ou € L?(R) est une fonction telle
que [; f1(t)dt =1, alors en la concentrant en posant f,(t) = nfi(nt), alors les f,, convergent vers
la masse de Dirac. Exemple : la fonction sinus cardinal, pour a > 0 :

def sin(at)

sincg (t) "
a

) (2.6)
prolongée par continuité en =0 en sinc, (0) = 0, est telle que [, asinc,(t) dt = 7 pour tout a > 0
et est dans L*(R). On pose fi = sincy et f, = nfi(n-) = nsinc,, alors on a [, fn(t)dt = 7 et la
suite (f,) converge vers mdy :

nsinc, — wdp. (2.7)

n—oo

De méme pour le sinus cardinal au carré qui est dans L'(R) : on a [, asinc(t)dt = m pour tout
a > 0, et donc :

nsinc2 — 7dp. (2.8)

15
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Remarque 2.11 Application pratique : si pour n >> 1 on veut calculer fR nsine, (t)p(t) dt pour
une fonction ¢ donnée, le calcul exacte risque d’étre long... Mais on a :

/ nsine, (t)p(t) dt ~ 7mo(0),
R

I’approximation étant d’autant meilleur que n est grand. Et cette valeur ne demande aucun effort
de calcul. Donc, pour n grand, on modélise la fonction n sinc, en la remplacant par la distribution
mdp : attention : uniquement pour faire le calcul d’intégration approché ci-dessus. un

2.3 Transformée de Fourier de certaines distributions

Si T = T est une distribution réguliére, et si f admet une transformée de Fourier ]?, on veut
bien sfir que :
(Ty) =T,

et d’ailleurs comme on note abusivement Ty = f, et on veut bien str que f: f-
Le. on veut, pour toute fonction ¢ € D(R) :

(@) = Tgpe)  done = [ Fw)ewyan (2.9)
ve
Mais avec le théoréme de Fubini, on a immédiatement, :

/ Joewa= [ wand = 1.9

teR

Et donc (2.9) s’écrit, quand f € L}, .(R) :

loc

—

Vo € DR),  ((Ty), %) = (T, ®)- (2.10)

D’ou la définition, généralisation de (2.10) au cas o T n’est pas une distribution réguliére
(n’est pas de la forme Ty avec f € L}, (R)) :

Définition 2.12 Quand ¢a a un sens, on définit T la transformée de Fourier d'une distribution T
par : R
Vo e DR),  (T,¢) = (T, ). (2.11)

et on note T = F(T), et on a donc, quand ¢a a un sens :

Yo e DR),  (F(T),0) € (T, F(p). (2.12)

On montre qu’on peut définir la transformée de Fourier de toute distribution dont “la croissance
est au plus polynomiale au voisinage de £00”, voir cours de distributions. En particulier toutes
les distributions utilisées en traitement du signal ont une transformée de Fourier (au sens des
distributions).

Exemple 2.13 On a &, = 1g, donc au sens do(¢) = Jg (t) dt.
En effet (50, ¢) =1 (d0, 3) = §(0) = [,cp p(D)e* ™ dt = [ o(t) dt. L

Exemple 2.14 On a 1g = dy, donc au sens (1g, ) = ©(0).
Voir cours de distribution (avec Fourier inverse pour les distributions on utilise I’exercice pré-
Cédent). e

Définition 2.15 On dit qu’une distribution T est & support compact ssi il existe un compact
K C R tel que pour tout ¢ € D(R — K) (pour toutes les fonctions de D(R) qui ont leur support
dans l'ouvert R — K) on a T'(¢) = 0.

Et on dit alors que T s’annule sur R — K (au sens ci-dessus).

Exemple 2.16 En particulier si 7' = T} est une distribution réguliére, alors on montre que

supp(T') = supp(f).
Pour la masse de Dirac d, on a supp(d,) = {a}. a
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17 2.4. Transformée de Fourier inverse

Pour les distributions & support compact on a le résultat trés simple :

Proposition 2.17 Si T est a support compact, alors sa transformée de Fourier est une fonction
(qui d’ailleurs est C*° et dont le support n’est jamais compact) qui est donnée par :

T(v) = T(e %) = (T, e 2™") noté /T(t)e*%’”’t dt. (2.13)
R
(Attention a cette derniére notation car T' n’est pas une fonction.)

Preuve. Appliquer (2.12), voir cours de distributions. .

Exemple 2.18 Avec (2.13),0a So(v) = Go(e=2m™") = =2i™0 — 1 pour tout v, soit donc §y = 1x.
On a 0,(v) = d,(e72™") = e~ 2™ pour tout v.
C’est si simple qu’on note abusivement 0, (v) = LGR 3 (t)e=2™t dt notation qui n’a aucun sens

(0o n’est pas une fonction)... mais qui est trés pratique quand on n’en abuse pas.
On a F(8a + 0_a)(v) = €720 4 28 = 2 cos(27va).

On a F(§, — 6_4)(v) = e 2ima — e2imva — _9jgin(2nva).
On a f(]-[—a,a])(y) — fta:_a 67217r1/t dt = 72£7TV [672171'14](1& — ﬁ(e%ﬂ'ua _ 672171'1/(1) et donc -
sin(2mva .
F(l—g,a)(v) = # = 2a5inCarq (V), (2.14)
et une fonction porte est transformée en une fonction sinus cardinal. Déja vu. un

2.4 Transformée de Fourier inverse

On conserve le résultat vu pour les fonctions :

Proposition 2.19 Si T est une distribution tempérée (dont ‘la croissance a infini est au plus
polynomiale”), alors F(T') est une distribution tempérée, et F est inversible avec :

(F7HT),0) = (T, FH(p)). (2.15)
(Autre notation : F~Y(T)(¢) = T(F~(¢)).) (A comparer avec (2.12).) Et on a :

F(F(D) =1, (2.16)

ou T est défini par :

noté = [, T(—t)p(t)dt = [ T(t)p(—t)dt .
Preuve. Voir cours de distributions. Y

Exemple 2.20 On a F(F(6y)) = do, et comme &y est paire (au sens do(f) = do(f) car = f(0)),
on a F(F(8p)) = do- Et ici on obtient F(dp) = F~1(dp) qui vaut = 1g. oa
2.5 Convolution

La convolution est une méthode de calcul de “valeurs moyennes” d’une fonction ou d’une dis-
tribution, ainsi qu’un outil de calcul trés pratique.

Définition 2.21 Soient f : R — R et ¢ : R — R deux fonctions. Quand ¢a a un sens, on définit
une nouvelle fonction g : R — R par :

gty = | F(s)p(t—s)ds "2 (f * o)(1), (2.17)

seR

et cette nouvelle fonction, notée g = f * ¢, est appelé le produit de convolution de f par ¢

17



18 2.5. Convolution

Et quand ¢a a un sens (i.e. quand pour ¢ donné la valeur de l'intégrale existe dans R), on a :
fro=e0xf,

par changement de variable immédiat. C’est une des raisons essentielles pour laquelle on choisit le
signe “—” (moins) dans t—s, et qu’on choisit t—s et non s—t¢ dans la définition (2.17).
Ainsi la relation :

*:(f,p) = fro

est un produit commutatif, i.e. est distributif : (f+g) * (p+¥) = fxp+gxp+ fxv+g* 1, et
c’est commutatif : f*x g = g % f. Ainsi il se comporte (presque) comme le produit usuel dans R,
d’on des calculs simples.

Interprétation. On a (f * ¢)(t) = [, w(s)dm, o dm = f(t—s)ds est la mesure de densité
pe(s) = f(t—s). En d’autres termes, ¢’est une valeur “moyenne” de ¢ aprés pondération par la
densité massique dm.

Ainsi si f = 1g on obtient la masse de ¢, i.e. (1g * )(t) = [ (¢

Et si f = 7, une approximation de la masse de Dlrac 60, on obtient (v, * ¢)(t) =
Joer ©(8)n(t—=s) ds =~ ¢(t) la valeur ponctuelle de ¢ en t. Et v, représente un “vrai” appareil
de mesure de la valeur de ¢ en ¢, appareil de mesure d’autant plus précis que n est grand, ’appa-
reil de mesure idéal (infiniment précis) étant donné par lim,,_ e ¥ = do.

D’ailleurs on posera dg * ¢ = @ = @ * dg, avec donc (¢ * dg)(t) = ¢(t) pour tout ¢t € R.

Pour les distributions, on veut que S % T ait un sens, i.e. on veut pouvoir considérer S x T
dans D’'(R). Et bien str, on veut conserver le sens qu’on connait déja pour les fonctions. On a, si
Yv:R—-R:

Grew= | ( Ielt=s) ds) it

/ /t . ¢ (t+s) dsdt.

Définition 2.22 Si S et T sont deux distributions de D’'(R), on définit leur produit de convolution
S« T, quand cela a un sens, comme étant la distribution définie par, pour tout ¢ € D(R) :

(2.18)

(S*T,¢) = //tSER ) (s+t) dsdt. (2.19)

(Sans abus de notation, on commence par définir S ® T dans D(R?) par, pour f,g € D(R) :

(S T, f © g)p(a.v(a) = (5. 1) (@) 03T ) (s 3 le prodit simple,
ce qui permet de donner un sens a <S®T h) pour tout h € D(R?), puis on définit h(s,t) = (s+t),
puis on définit S * T par :

(S*T,¢)pw),p(R) —def (S®T, h)pme2),p(r2), voir cours de distributions. La notation utilisant
I'intégrale dans (2.19) simplifie la compréhension.)

On démontre qu’on peut toujours appliquer Fubini, i.e. intégrer dans I'ordre qu’on veut (d’abord
en s ou d’abord en ¢, au choix), & condition de prendre 9 € D(R).

Et on démontre que dés que 'une des distribution a un support compact, le produit de convo-
lution des distributions existe toujours. Et que g est I’élément neutre du produit :

50*T:T,

pour toute distribution 7', voir le cours de distribution. C’est formellement immeédiat avec (2.19)

puisque [, p T )(fseR 8o (s)(s+t) ds)dt = [,T(t)y(0+t)dt = T(vp), pour tout » € D(R). Et

c’est vrai pour T fonction et pour 7' distribution.
Et on démontre que d, est le changement d’origine (décalage) :

Oo T =1,T noté abusivement (00 x*T)(z) = T(z—a).

C’est formellement immédiat puisque [, p T'(t) (fseR 3 (8)h(s+t) ds) dt = [ T(t)y(a+t)dt =
T(1_q¥) = 7, T(¥), pour tout ¥» € D(R).

18



19 2.6. Peignes de Dirac et Fourier

Remarque 2.23 De maniére générale, on a, quand cela a un sens f * g = f g : l'intégrale double

f * g est égale au produit des intégrales simples f et g (calcul immeédiat par changement de variables
dans R?). Donc la fonction transformée du produit de convolution par Fourier est la fonction produit
des transformées de Fourier. L

Et de méme, quand cela a un sens fg = f *g.

Et quand toutes les quantités existent, ¢’est encore vrai pour les distributions.

Et c’est ainsi qu’on montre que [, sinc,(t) dt = Z, voir (1.38). wn

2.6 Peignes de Dirac et Fourier
2.6.1 Définition

On aborde ici les notations utilisées en échantillonnage et les techniques de calcul associées.

Définition 2.24 Le peigne de Dirac de période a > 0 est la distribution A, définie par :

Ao = Opa =t 0_20+0_a+0+0+.. (2.20)
kezZ

(On peut également prendre a < 0, mais il est immédiat que A_, = A,.)

Donc, pour ¢ donnée (fonction supposée continue aux ka) :
=> (ka) ©(—2a) + o(—a) + ¢(0) + ¢(a) + ... (2.21)
kez

Le minimum pour que A, () est un sens est que la série ), -, ¢(ka) soit < co.
Remarque 2.25 Onad.+xAq =) ;7 0:%0ka = D pczOka—ec = 0 20 c+0_act0_c4+0q—c+...
est le peigne décalé. un
2.6.2 Transformation par Fourier : formules sommatoires de Poisson

On a immédiatement la premiére formule de Poisson :

Dq(v) =Y em2imkar, (2.22)

kEZ

(On se sert de la linéarité et de la continuité de la transformée Fourier et de b, (v) = e=2ima¥ )
La seconde formule de Poisson demande un peu de travail (voir cours de distributions) :

~ 1
Ao=bly, b= (2.23)

En particulier pour a = 1 le peigne de Dirac est conservé par Fourier : 3\1 = Ay.
Donc un peigne de Dirac de période a >> 1 (peigne “trés lache” de “hauteur 1”) est transformé
par Fourier en un peigne de Dirac de période b = % << 1 (peigne “tres serré” de “hauteur b << 17).
(C’est une illustration particuliére de la propriété de concentration — étalement par Fourier.)

2.6.3 Prolongement par périodicité
Et si f est une fonction, on a formellement pour tout ¢ :

(.f * Aa)(t) = Z((Ska * f ZTka t) = Zf(t_ka)

kEZ k (2.24)
= ..+ ft—=a)+ f(t) + f(t+a) + f(t+2a) +

Mais (2.24) est toujours faux pour f périodique (non nulle) de période a : on aurait, en un point
t tel que f(t) # 0, la somme = infinie.

19



20 2.7. Théoréme de Shannon pour les fonctions trigonométriques

Soit f une fonction périodique de période a. On note f, =94¢f f1j0,q) (troncature de f & l'inter-
valle [0,a]). Alors on a :
f = fa * Ag.

Et cette approche est applicable aux distributions : si T est une distribution périodique de
période a (i.e. telle que 7,7 =T, alors il existe une distribution S & support compact telle que :

T =8x%A,. (2.25)

Si T est réguliére (i.e. T =T avec f € L, .(R)), on peut prendre S telle que supp(S) C [0, a).
Par contre, pour une distribution 7" quelconque (non réguliére) de période a, on pourra prendre

S telle que supp(S) C [—¢, a+¢] quelque soit € > 0, mais en général on ne peut pas prendre ¢ = 0.

Exemple 2.26 Pour le peigne de Dirac on peut prendre ¢ = 0 : le peigne de Dirac T' = A, est
périodique de période a, et ici S = §y convient : on a bien A, = dp * A,. e

2.7 Théoréme de Shannon pour les fonctions trigonométriques

Prenons le cas de la fonction sin(27Bt) = 57 , qui n’est pas dans L?(R) mais dont la

transformée de Fourier %(65 —d_p) est une distribution & support compact dans [—B, B]. Si (1.49)
était vraie, on aurait sin(Bt) = Y, ., sin(B(4)) % = 0 pour tout t car sin(B(%)) = 0
pour tout k, donc sin est la fonction nulle. C’est absurde. Donc (1.49) est faux pour f = sin (noter
bien stir que sin ¢ L?(R)).

On devra se contenter de (1.51) avec C > B.

pi2n Bt _ ,—i2w Bt

Théoréme 2.27 Soit ep(t) = B oi B > 0. Si C > B, alors pour toutt € R on a :

ep(t) =) eg(%) T sincro (t), (2.26)
kezZ

2w Bt

i.e. la fonction e est décomposable sur les fonctions (sinczc(t— % ))rez (4 condition de prendre

C > |BJ).
Et, par linéarité, si f = EszfN cpe?™Brt (somme finie), oii les By, € R et les ¢, € C, on a :

sin(Ct—km)

. - km
si C> max [By alors [(1)=> f(5) =5

kEZ

(2.27)

pour tout t € R.

Preuve. Voir cours de distributions. Y
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