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1 Méthode de Newton—Raphson

1.1 Fonction différentiable

Soit E; et Fy deux espaces vectoriels normés de méme dimension. Soit U un ouvert dans E;
(non vide).

Soit F' : U — E5 une fonction donnée supposée différentiable (on dit aussi dérivable). C.a.d.,
pour tout u € U, il existe une application linéaire L, : E; — FE» telle que, dans un voisinage ouvert
de u :

Fu+w) = F(u)+ Ly.w + o(||w||g,)- (1.1)
(Dans un voisinage ouvert de u signifie : pour u € U donné, Ir > 0 t.q. Vw € Bg, (0,r), on a (L)),
ot Bg, (0,7) est la boule ouverte de Ey de centre 0 et de rayon r.)
Et on note L, ="°% dF(u) =" F’(u). Donc :

F(u+w) = F(u) + F'(u).w + o(||w|| g, )- (1.2)
Conséquence de ([L2)) : pour u € U (et h désignant un réel) :
Vze E, F(u+hz)=F(u)+hF'(u).z+o(h), (1.3)

puisque la linéarité de L, = F’(u) donne F'(u).(hz) = h F'(u).z. Et donc, pour u € U et z € F :

Fl(u).z = F(””Z) —FW) Lo, (1.4)

d’ot :

F(u+hz)— F(u)
h i

appelée différentielle (ou dérivée) de F en u le long de z.

12 T
F'(u).z = %ILI%) (1.5)
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1.2 Partie affine (linéarisation)

A u € U fixé, la partie affine de développement limité (I2) est donnée par la fonction affine
py : E — F définie par, pour tout w € F :

ou(w) = F(u) + F'(u).w. (1.6)
Et ¢, est appelée approximation de F' au premier ordre au voisinage de w. Ainsi (L2)) s’écrit :
F(u+w) = pu(w) + o[ |wl|p)- (1.7)
Et la fonction affine ¢,, est appelée la linéarisé de F au voisinage de u (attention au vocabulaire :
la linéarisée est une fonction affine!).

1.3 Résolution de F(u) = 0 par la méthode de Newton—Raphson

But : pour une fonction F' : U C F; — FE5 donnée, trouver un zéro v de F, c.a.d. u € U t.q. :

F(u) = 0. (1.8)

1.3.1 Premiére étape

Méthode de Newton—Raphson. Soit ug € U. But : trouver un vecteur w; € Ep t.q. :
u=1ug+w; est solution de (L), (1.9)

c.a.d. t.q.:

On se sert de 'approximation affine ¢, de F, cf. (I6) et (I : on commence par chercher
w € Ep solution de :
Puo (wl) =0, (111)

c.a.d. w € Eq solution de :
F(ug) + F'(ug).w; = 0. (1.12)

Donc w; € E; est solution du probléme linéaire (linéaire car L, = F’(ug) est linéaire) :
F’(uo).wl = —F(UQ). (113)

Une fois wy calculé, on pose :
U] = Ug + W1. (1.14)

Fin de la premiére étape.
On espére que uy est plus proche que uy de la vraie solution u au sens :

1F(ui)lle, < [1F(uo)lle,- (1.15)

Faire un dessin. (Si F' est affine, alors F(ug + w1) = @y, (w1), et uy est un solution de (L.]).)

1.3.2 Itérations

Puis on itére : & partir de wuy, trouver ws € FEj solution du probléme linéaire (comme

pour (LI13)) :
F/(’U,l).’wg = —F(ul). (116)

Une fois w calculé, on pose :
Uo = U1 + wa. (1.17)

Schéma itératif : pour ux donné, trouver wiy1 € F t.q. :
F'(uk).wkH = —F(uk), (1.18)

et poser :
Uk4+1 = Uk + Wkt1. (1.19)

On a créé la suite (ug)ren dont on espére qu’elle converge vers une solution u de (LS).
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1.8.3 Calcul de F'(uy)
Pour résoudre (II8), il reste a calculer F’(uy).w : on se sert de (L3)).

1.4 Exemples en dimension finie
1.4.1 En dimension finie 1

Exemple 1.1 Soit F': R — R donnée par F(z) = 22 — 1. Dessiner. Cette fonction s’annule (en
x = £1). On veut appliquer la méthode de Newton—-Raphson pour trouver numériquement un z
t.q. F(z)=0.

Initialisation : on prend zy > 1 (ou zp < —1), avec donc F(xg) > 0. On prend un tel 2 car F
est strictement convexe, faire un dessin (dans le cas F strictement concave, on considére —F).

La dérivée de F est F'(x) = 2.

La lére itération : on cherche dz € R t.q. F'(zo).0z = —F(x0), soit 229 dx = —(2§ — 1). D’ou

2
dx = —%z;ol : C’est le point d’intersection de la tangente dx — ¢, () = F (o) + F'(x0).0x avec
Paxe y = 0 (= l'axe des ).
2 2
Dot 21 = z9 + 0x = 29 — IQUC;)I Puis on itére : o1 = 2 + 6z = x5, — IQ"'J;CI. 5

1.4.2 En dimension finie 2

_ .2 2
Exemple 1.2 Soit F': R? — R? donnée par F(z,y) = ( Fi(z,y) =2 +2y° =3 >

Fy(x,y) =422 + 5% — 6

Soit Ty = (wo,90) € R2. La différentielle (ou dérivée) de F en Ty est I'application linéaire
dF (%) = F'(%) : @ € R? — F'(&).w0 € R? représentée par sa matrice jacobienne (relativement &
la base canonique de R") :

O (7)) 2L (7)) 2 4
Fl (2] = ox _’0 Jy R ) = ( To Yo ) . 1.20
[E"(Zo)] (%( 0) 22 (z) 80 10yo (1.20)

Initialisation : on prend Zy = (x9, yo) t.q. 2o # 0 et yo # 0 pour que [F'(Zy)] soit inversible, et
t.q. F(#y) > 0 au sens : Fy(Zy) > 0 et Fo(Zy) > 0.

lére itération : on cherche @ € R? t.q. F'(Zy).w = —F(Zo). En notant [] = <Zl) la repre-
2
sentation matricielle de w dans la base canonique, on a :

2zow; + dyows = —F1(Zo) (1.21)

[F'(@0))-[@] = —[F (%], soit {8x0w1+10y0w2=—F2<f0>

On calcule W, on pose Z1 = ¥y + W, puis on itére.
Interprétation : les fonctions Fy, Fy : R? — R, composantes de F, ont leurs plans tangents en 2

donnés par :

oF; oF; ‘

or (l‘())’wl —+ a—y(I())’LUQ, 1= 1, 2. (122)
L’intersection du plan tangent z; avec le plan z = 0 est la droite d’équation (L21); (ligne ¢ du

systeme (L21))).

Et lintersection de ces deux droites est la solution @ du probléme matriciel (L2I]). un

1.4.3 Vers la dimension infinie

En dimension finie dim F, = dim F; = n avec n “grand”, on applique la démarche de ’exemple
précédent quand Es est muni d’un produit scalaire (-, -) , . Reprenons ’exemple précédent dans R? :
résoudre I’équation dite “formulation forte” :

F'(Zy).w = —F (&), (1.23)
équivaut a (immeédiat) résoudre 1’équation dite “formulation faible” :
Vi € R?, (F'(Z0) .40, 0)ge = —(F(%), ¥)ge, (1.24)

soit :

Vi € R?, (W, v) = £(7), (1.25)
ott b(, ) est la forme bilinéaire (@, 7) € R? x R? — b(, 7) = (F'(Zo).10, ¥)ge, et ¢ la forme linéaire
U E R2 — LU= 7(F(f()),’(7)R2.



Comme ce probléme (.25 est linéaire en ¥, il suffit de considérer, parmi tous les ¢ dans (I.23)),
uniquement deux vecteurs ¢ formant une base de R2. Ainsi (L25) équivaut & : si (@, do) est une
base de R?, trouver w € R? satisfaisant aux deux équations :

b, ;) = (@), i=12. (1.26)

Et 0 est connu si on connait ses deux composantes sur la base (@1, @2), donc (L26]) est un systéme
de deux équations & deux inconnues. Dans R? la base (7, 72) choisie est souvent la base canonique.

C’est la démarche appliquée lorsqu’on établie la formulation variationnelle en éléments finis. Et
lorsqu’on approxime la formulation variationnelle dans un espace V}, de dimension finie, on s’est
ramené & R™, & cette différence prés : on ne dispose pas de base canonique (on est dans un espace
de fonction qui n’est pas un produit cartésien d’espaces de dimension 1). Ainsi ([L26]) s’écrira : si
(vi)i=1,....n est une base de V},, trouver w € V4, t.q. :

bw,v;) =L(v;), i=1,,..,n, (1.27)

qui donne un systéme de n équations & n inconnues (les composantes de w). Voir (7).

2 Exemple : probléme EDP non-linéaire en 1-D

2.1 Probléme initial

Résoudre le probléme de Dirichlet homogene dans ]0,1[ (voir cours d’éléments finis) : pour
f € Ex = L*(]0,1[), trouver v € E; = H{(]0,1[) N H?(]0,1]) (ot donc u(0) = u(1) = 0) t.q. :
—u" 4 cyu + csud = f, (2.1)

Oﬂ01206t0320.
Quand c3 = 0, on retrouve le probléme linéaire usuel.
Pour résoudre le probléme (21)) par la méthode de Newton—Raphson, on a envie de poser :

F(u) = —u" + cyu + c3u® — f, (2.2)
avec F': 1 — FE5. Et on cherche alors u € Fy tel que
F(u)=0. (2.3)

Mais pour chercher une solution numérique “affine par morceaux” par la méthode des éléments
finis Py, la forme (2)) de ce probléme (23] est inadaptée : une fonction u affine par morceau n’est
pas deux fois dérivable, et donc u” n’existe pas au sens des fonctions, donc F' dans (Z.2) n’existe
pas au sens des fonctions. On utilise :

2.2 Probléme variationnel

Formulation variationnelle de 2J) : pour f € L?(]0,1]), trouver u € H{(]0,1[) t.q. formelle-
ment :
(—u" + cru + czu®,v) 2 = (f,v) L2, (2.4)

ot (,-)z2 est le produit scalaire de L2(]0, 1[), donc par intégration par parties :

/1 u' () (z) dz + ¢ /1 u(x)v(z)de + c3 /

0 0 0

ud(z)v(z) de = ; f(z)v(x) de,

soit, trouver u € H}(]0,1]) t.q. :
b(uv ’U) - (fa v)Lz' (25)
On a posé :

b(" ) = a('a ) + aN('a ')a

a(u,v) = / ' (z)v (x) dx + cl/ u(z)v(z)de = (u',v") 2 + c1(u,v) e, (2.6)

0 0
1

an(u,v) = 03/ u?(z)v(z) de = c3(u®,v) g2,
0

a(-,-) pour la partie bilinéaire usuelle, et an(-,-) pour la partie non bilinéaire (non linéaire en la
premiére variable).
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Sicg = 0, alors an(+,-) = 0, et on utilise directement la méthode des éléments finis pour les
probléme linéaires (c’est le cas b(+, ) bilinéaire).

Si cg # 0, alors b(-, ) n’est pas linéaire en sa premiére variable : on va linéariser b(-,-) en sa
premiére variable, en utilisant la méthode de Newton—Raphson.

La formulation formelle (Z.5)) a un sens dans H}(]0, 1]). Le probléme s’écrit rigoureusement :

trouver u € H}(]0,1]) t.q. Yo € H3(]0,1]), b(u,v) = (f,v)ge2. (2.7)
2.3 Le probléme F,(u) = 0 pour tout v
On écrit le probléme (2.5) sous la forme : trouver u € H}(]0,1[) t.q. Vo € H}(]0,1]) :
F,(u) =0, (2.8)
o F, : H}(]0,1[) — R est définie par :
Fy(u) = b(u,v) = (f,v)2. (2.9)

Ici F, n’est pas affine en u quand b(-,-) n’est pas linéaire en u (quand c3 # 0).

2.4 Les itérations de Newton—Raphson

Ainsi les itérations du schéma (II8) s’écrivent : connaissant ug, trouver w tel que :
Vv e Hy(J0,1]),  Fy(ug).w = —F,(ug), (2.10)
puis poser upy+1 = ug + w, et itérer.
2.5 Calcul de F)(u).w
Pour résoudre ([ZI0), il faut calculer les F) (ux).w. Avec (I3 on a :

Fv(uk —+ hw) — Fv(uk)

F/(ug).w = lim

h—0 h

_ iy (Ol A hw,v) = (f0)r2) = (buk, ) = (f,0)12) (2.11)
h—0 h

~ lim a(ur + hw,v) — a(ux, v) + lim an (ug + hw,v) — aN(uk,v),
h—0 h h—0 h

cf. @3), 0) et 29). On a, ayant a(-,-) linéaire par rapport a la premiére variable :

a(ug, + hw,v) — a(ug,v) = ha(w,v) = h(w',v") 2 + crh(w,v) gz, (2.12)
et : b
TG ) et ) (W', v") 2 + c1(w,v) 2. (2.13)
h—0 h
Et on a, pour z € Q :
(ug(x) + hw(z))® = up(x)® + 3up(z)?hw(z) + 3uk(z)h?w? (z) 4+ up(z)h3w? (x) (2.14)
= uj, () + 3hug(z)w(z) + o(h), '
d’ot :
an (up + hw,v) — an(ug,v) = 3h(uiw,v) 2 + o(h), (2.15)
d’ou : L
lim 20k F R 0) Zan(uiv) g 2 (2.16)
h—0 h
Finalement :
Fl(ugp)w= (w02 + c1(w,v)pz + 3cs(uiw, v) e . (2.17)
—_————

partie usuelle bilinéaire partie due au terme non linéaire



6 2.6. Calcul de la solution

2.6 Calcul de la solution

Il s’agit de résoudre (210) en se servant de (Z17). Ici, dés que ¢1,¢5 > 0, on a F) (u) inversible,
et le probléme est bien posé : on peut appliquer le théoréme de Lax—Milgram, puisque le membre de
droite dans ([2.I7) est une forme bilinéaire en , 7, et que 3c3(uiw, w)r2 = c3 fol ui (z)w?(z) dz > 0
quand ¢z > 0, donc que F),(ug).v > |[v'[|2, = ||U||§1,1(]O 1y duand ¢1 > 0, voir cours d’éléments finis.

3 (o,

3 Résolution par éléments finis

3.1 Probléme approché

On se place dans un sous-espace V;, C H{(]0,1[) de dimension finie, exemple V}, = P;, dans
lequel on dispose d’une base (¢;)i=1,....n-
Le probléme (Z3) est modifié en le probléme approché : trouver uy € Vj, t.q. :

Vop, € Vi, b(un,vn) = (f,vn)r2. (3.1)
Ce probléme étant linéaire en vy, et (p;) étant une base de V4, 1) équivaut a :
Vi = 1)"')”7 b(ufm(}oi) = (fa Spi)L27 (32)

systéme de n équations, oul les n inconnues sont les n composantes de wuy, sur la base (¢;).

3.2 Probléme itératif
Application de la méthode de Newton-Raphson (II8) : on réécrit (:2) sous la forme, cf. (Z9) :
Vi=1,..,n, F% (uh) =0, ou Fwi (uh) = b(uha @i) - (fv (Pi)LQ- (33)

La k-éme itération de la méthode de Newton—-Raphson (LIR)s’écrit alors : uy € Vj, étant donné,
trouver wy € V;, solution du systéme de n équations :

Vi=1,...,n, Ey (ug).wp = —F,, (ug). (3.4)
Soit, avec ([ZIT), ux € V} étant donné, trouver wy, € Vj, solution du systéme de n équations :
(w;y,a(pg)lﬂ +Cl(w}L7(}9i)L2 +3C3(uiwh7(}9i)L2 = _b(uka@Z) + (fa Spi)L27 1= 17"'7”' (35)

Et trouver wy, consiste & trouver ses n composantes v; € R sur la base (¢;) :
n
wh =95 (3.6)
j=1
Le probléme (35) devient donc : trouver (v1,...,7,) € R* t.q. Vi=1,....,n:

n n n
> (e e +er Y vi(es ei)re +3cs > (ke 0i)e = —b(un, i) + (f,0)r2,  (3.7)

j=1 j=1 j=1

probléme de n équations (pour ¢ = 1,...,n) aux n inconnues les ;.
Soit : trouver ¥ = (71, ..., ) € R” t.q. :

Ak"? = Dk7 (38)
ou :
A, =K+ M+ N,, matrice n X n, (3.9)

avec :
K = [Kiy] = [(¢}, ¢;)r2] (matrice de rigidite),

M = [M;;] = [(¢j,9i)r2] (matrice de masse),

Nu, = [Nuyij] = [(Bcsuipj, pi)r2] (matrice due au terme linéarisé),
=b(ur, 1) + (f, p1) 12

Dp=|: (vecteur membre de droite).

7b(uka Son) + (fa 5071)L2
La résolution du probléme matriciel (3.8) donne ¥ = (71, ...,7,) donc wy = >, v¢;-
Puis on forme ugy1 = ug +wp, € Vi,
Et on itére jusqu’a un critére d’arrét.

(3.10)
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