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1 Méthode de Newton�Raphson

1.1 Fon
tion di�érentiable

Soit E1 et E2 deux espa
es ve
toriels normés de même dimension. Soit U un ouvert dans E1

(non vide).

Soit F : U → E2 une fon
tion donnée supposée di�érentiable (on dit aussi dérivable). C.à.d.,

pour tout u ∈ U , il existe une appli
ation linéaire Lu : E1 → E2 telle que, dans un voisinage ouvert

de u :

F (u+ w) = F (u) + Lu.w + o(||w||E1
). (1.1)

(Dans un voisinage ouvert de u signi�e : pour u ∈ U donné, ∃r > 0 t.q. ∀w ∈ BE1
(0, r), on a (1.1),

où BE1
(0, r) est la boule ouverte de E1 de 
entre 0 et de rayon r.)

Et on note Lu =noté dF (u) =noté F ′(u). Don
 :

F (u+ w) = F (u) + F ′(u).w + o(||w||E1
). (1.2)

Conséquen
e de (1.2) : pour u ∈ U (et h désignant un réel) :

∀z ∈ E, F (u+ hz) = F (u) + hF ′(u).z + o(h), (1.3)

puisque la linéarité de Lu = F ′(u) donne F ′(u).(hz) = hF ′(u).z. Et don
, pour u ∈ U et z ∈ E1 :

F ′(u).z =
F (u+ hz)− F (u)

h
+ o(1), (1.4)

d'où :

F ′(u).z = lim
h→0

F (u + hz)− F (u)

h
, (1.5)

appelée di�érentielle (ou dérivée) de F en u le long de z.
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2 1.2. Partie a�ne (linéarisation)

1.2 Partie a�ne (linéarisation)

À u ∈ U �xé, la partie a�ne de développement limité (1.2) est donnée par la fon
tion a�ne

ϕu : E → F dé�nie par, pour tout w ∈ E :

ϕu(w) = F (u) + F ′(u).w. (1.6)

Et ϕu est appelée approximation de F au premier ordre au voisinage de u. Ainsi (1.2) s'é
rit :

F (u+ w) = ϕu(w) + o(||w||E). (1.7)

Et la fon
tion a�ne ϕu est appelée la linéarisé de F au voisinage de u (attention au vo
abulaire :

la linéarisée est une fon
tion a�ne !).

1.3 Résolution de F (u) = 0 par la méthode de Newton�Raphson

But : pour une fon
tion F : U ⊂ E1 → E2 donnée, trouver un zéro u de F , 
.à.d. u ∈ U t.q. :

F (u) = 0. (1.8)

1.3.1 Première étape

Méthode de Newton�Raphson. Soit u0 ∈ U . But : trouver un ve
teur w1 ∈ E1 t.q. :

u = u0 + w1 est solution de (1.8), (1.9)


.à.d. t.q. :

F (u0 + w1) = 0. (1.10)

On se sert de l'approximation a�ne ϕu0
de F , 
f. (1.6) et (1.7) : on 
ommen
e par 
her
her

w ∈ E1 solution de :

ϕu0
(w1) = 0, (1.11)


.à.d. w ∈ E1 solution de :

F (u0) + F ′(u0).w1 = 0. (1.12)

Don
 w1 ∈ E1 est solution du problème linéaire (linéaire 
ar Lu0
= F ′(u0) est linéaire) :

F ′(u0).w1 = −F (u0). (1.13)

Une fois w1 
al
ulé, on pose :

u1 = u0 + w1. (1.14)

Fin de la première étape.

On espère que u1 est plus pro
he que u0 de la vraie solution u au sens :

||F (u1)||E2
< ||F (u0)||E2

. (1.15)

Faire un dessin. (Si F est a�ne, alors F (u0 + w1) = ϕu0
(w1), et u1 est un solution de (1.8).)

1.3.2 Itérations

Puis on itère : à partir de u1, trouver w2 ∈ E1 solution du problème linéaire (
omme

pour (1.13)) :

F ′(u1).w2 = −F (u1). (1.16)

Une fois w 
al
ulé, on pose :

u2 = u1 + w2. (1.17)

S
héma itératif : pour uk donné, trouver wk+1 ∈ E t.q. :

F ′(uk).wk+1 = −F (uk), (1.18)

et poser :

uk+1 = uk + wk+1. (1.19)

On a 
réé la suite (uk)k∈N dont on espère qu'elle 
onverge vers une solution u de (1.8).
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3 1.4. Exemples en dimension �nie

1.3.3 Cal
ul de F ′(uk)

Pour résoudre (1.18), il reste à 
al
uler F ′(uk).w : on se sert de (1.5).

1.4 Exemples en dimension �nie

1.4.1 En dimension �nie 1

Exemple 1.1 Soit F : R → R donnée par F (x) = x2 − 1. Dessiner. Cette fon
tion s'annule (en

x = ±1). On veut appliquer la méthode de Newton�Raphson pour trouver numériquement un x

t.q. F (x) = 0.
Initialisation : on prend x0 > 1 (ou x0 < −1), ave
 don
 F (x0) > 0. On prend un tel x0 
ar F

est stri
tement 
onvexe, faire un dessin (dans le 
as F stri
tement 
on
ave, on 
onsidère −F ).

La dérivée de F est F ′(x) = 2x.
La 1ère itération : on 
her
he δx ∈ R t.q. F ′(x0).δx = −F (x0), soit 2x0 δx = −(x2

0 − 1). D'où

δx = −
x2

0
−1

2x0

: 
'est le point d'interse
tion de la tangente δx → ϕx0
(x) = F (x0) + F ′(x0).δx ave


l'axe y = 0 (= l'axe des x).

D'où x1 = x0 + δx = x0 −
x2

0
−1

2x0

. Puis on itère : xk+1 = xk + δx = xk −
x2

k
−1

2xk

.

1.4.2 En dimension �nie 2

Exemple 1.2 Soit F : R2 → R
2
donnée par F (x, y) =

(
F1(x, y) = x2 + 2y2 − 3
F2(x, y) = 4x2 + 5y2 − 6

)

.

Soit ~x0 = (x0, y0) ∈ R
2
. La di�érentielle (ou dérivée) de F en ~x0 est l'appli
ation linéaire

dF (~x0) = F ′(~x0) : ~w ∈ R
2 → F ′(~x0). ~w ∈ R

2
représentée par sa matri
e ja
obienne (relativement à

la base 
anonique de R
n
) :

[F ′(~x0)] =

( ∂F1

∂x
(~x0)

∂F1

∂y
(~x0)

∂F2

∂x
(~x0)

∂F2

∂y
(~x0)

)

=

(
2x0 4y0
8x0 10y0

)

. (1.20)

Initialisation : on prend ~x0 = (x0, y0) t.q. x0 6= 0 et y0 6= 0 pour que [F ′(~x0)] soit inversible, et
t.q. F (~x0) > 0 au sens : F1(~x0) > 0 et F2(~x0) > 0.

1ère itération : on 
her
he ~w ∈ R
2
t.q. F ′(~x0). ~w = −F (~x0). En notant [~w] =

(
w1

w2

)

la repré-

sentation matri
ielle de ~w dans la base 
anonique, on a :

[F ′(~x0)].[~w] = −[F (~x0], soit

{

2x0w1 + 4y0w2 = −F1(~x0)

8x0w1 + 10y0w2 = −F2(~x0)
(1.21)

On 
al
ule ~w, on pose ~x1 = ~x0 + ~w, puis on itère.

Interprétation : les fon
tions F1, F2 : R2 → R, 
omposantes de F , ont leurs plans tangents en ~x0

donnés par :

zi(~w) = Fi(~x0) +
∂Fi

∂x
(~x0)w1 +

∂Fi

∂y
(~x0)w2, i = 1, 2. (1.22)

L'interse
tion du plan tangent zi ave
 le plan z = 0 est la droite d'équation (1.21)i (ligne i du

système (1.21)).

Et l'interse
tion de 
es deux droites est la solution ~w du problème matri
iel (1.21).

1.4.3 Vers la dimension in�nie

En dimension �nie dimE1 = dimE2 = n ave
 n �grand�, on applique la démar
he de l'exemple

pré
édent quand E2 est muni d'un produit s
alaire (·, ·)E2
. Reprenons l'exemple pré
édent dans R

2
:

résoudre l'équation dite �formulation forte� :

F ′(~x0). ~w = −F (~x0), (1.23)

équivaut à (immédiat) résoudre l'équation dite �formulation faible� :

∀~v ∈ R
2, (F ′(~x0). ~w,~v)R2 = −(F (~x0), ~v)R2 , (1.24)

soit :

∀~v ∈ R
2, b(~w,~v) = ℓ(~v), (1.25)

où b(·, ·) est la forme bilinéaire (~w,~v) ∈ R
2 ×R

2 → b(~w,~v) = (F ′(~x0). ~w,~v)R2
, et ℓ la forme linéaire

~v ∈ R
2 → ℓ.~v = −(F (~x0), ~v)R2

.
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Comme 
e problème (1.25) est linéaire en ~v, il su�t de 
onsidérer, parmi tous les ~v dans (1.25),

uniquement deux ve
teurs ~v formant une base de R
2
. Ainsi (1.25) équivaut à : si (~a1,~a2) est une

base de R
2
, trouver ~w ∈ R

2
satisfaisant aux deux équations :

b(~w,~ai) = ℓ(~ai), i = 1, 2. (1.26)

Et ~w est 
onnu si on 
onnaît ses deux 
omposantes sur la base (~a1,~a2), don
 (1.26) est un système

de deux équations à deux in
onnues. Dans R
2
la base (~v1, ~v2) 
hoisie est souvent la base 
anonique.

C'est la démar
he appliquée lorsqu'on établie la formulation variationnelle en éléments �nis. Et

lorsqu'on approxime la formulation variationnelle dans un espa
e Vh de dimension �nie, on s'est

ramené à R
n
, à 
ette di�éren
e près : on ne dispose pas de base 
anonique (on est dans un espa
e

de fon
tion qui n'est pas un produit 
artésien d'espa
es de dimension 1). Ainsi (1.26) s'é
rira : si

(vi)i=1,...,n est une base de Vh, trouver w ∈ Vh t.q. :

b(w, vi) = ℓ(vi), i = 1, , ..., n, (1.27)

qui donne un système de n équations à n in
onnues (les 
omposantes de w). Voir (3.1).

2 Exemple : problème EDP non-linéaire en 1-D

2.1 Problème initial

Résoudre le problème de Diri
hlet homogène dans ]0, 1[ (voir 
ours d'éléments �nis) : pour

f ∈ E2 = L2(]0, 1[), trouver u ∈ E1 = H1
0 (]0, 1[) ∩H2(]0, 1[) (où don
 u(0) = u(1) = 0) t.q. :

−u′′ + c1u+ c3u
3 = f, (2.1)

où c1 ≥ 0 et c3 ≥ 0.
Quand c3 = 0, on retrouve le problème linéaire usuel.

Pour résoudre le problème (2.1) par la méthode de Newton�Raphson, on a envie de poser :

F (u) = −u′′ + c1u+ c3u
3 − f, (2.2)

ave
 F : E1 → E2. Et on 
her
he alors u ∈ E1 tel que

F (u) = 0. (2.3)

Mais pour 
her
her une solution numérique �a�ne par mor
eaux� par la méthode des éléments

�nis P1, la forme (2.1) de 
e problème (2.3) est inadaptée : une fon
tion u a�ne par mor
eau n'est

pas deux fois dérivable, et don
 u′′
n'existe pas au sens des fon
tions, don
 F dans (2.2) n'existe

pas au sens des fon
tions. On utilise :

2.2 Problème variationnel

Formulation variationnelle de (2.1) : pour f ∈ L2(]0, 1[), trouver u ∈ H1
0 (]0, 1[) t.q. formelle-

ment :

(−u′′ + c1u+ c3u
3, v)L2 = (f, v)L2 , (2.4)

où (·, ·)L2
est le produit s
alaire de L2(]0, 1[), don
 par intégration par parties :

∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx + c1

∫ 1

0

u(x)v(x) dx + c3

∫ 1

0

u3(x)v(x) dx =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx,

soit, trouver u ∈ H1
0 (]0, 1[) t.q. :

b(u, v) = (f, v)L2 . (2.5)

On a posé :







b(·, ·) = a(·, ·) + aN (·, ·),

a(u, v) =

∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx + c1

∫ 1

0

u(x)v(x) dx = (u′, v′)L2 + c1(u, v)L2 ,

aN (u, v) = c3

∫ 1

0

u3(x)v(x) dx = c3(u
3, v)L2 ,

(2.6)

a(·, ·) pour la partie bilinéaire usuelle, et aN (·, ·) pour la partie non bilinéaire (non linéaire en la

première variable).
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5 2.3. Le problème Fv(u) = 0 pour tout v

Si c3 = 0, alors aN(·, ·) = 0, et on utilise dire
tement la méthode des éléments �nis pour les

problème linéaires (
'est le 
as b(·, ·) bilinéaire).
Si c3 6= 0, alors b(·, ·) n'est pas linéaire en sa première variable : on va linéariser b(·, ·) en sa

première variable, en utilisant la méthode de Newton�Raphson.

La formulation formelle (2.5) a un sens dans H1
0 (]0, 1[). Le problème s'é
rit rigoureusement :

trouver u ∈ H1
0 (]0, 1[) t.q. ∀v ∈ H1

0 (]0, 1[), b(u, v) = (f, v)L2 . (2.7)

2.3 Le problème Fv(u) = 0 pour tout v

On é
rit le problème (2.5) sous la forme : trouver u ∈ H1
0 (]0, 1[) t.q. ∀v ∈ H1

0 (]0, 1[) :

Fv(u) = 0, (2.8)

où Fv : H1
0 (]0, 1[) → R est dé�nie par :

Fv(u) = b(u, v)− (f, v)L2 . (2.9)

I
i Fv n'est pas a�ne en u quand b(·, ·) n'est pas linéaire en u (quand c3 6= 0).

2.4 Les itérations de Newton�Raphson

Ainsi les itérations du s
héma (1.18) s'é
rivent : 
onnaissant uk, trouver w tel que :

∀v ∈ H1
0 (]0, 1[), F ′

v(uk).w = −Fv(uk), (2.10)

puis poser uk+1 = uk + w, et itérer.

2.5 Cal
ul de F
′

v
(u).w

Pour résoudre (2.10), il faut 
al
uler les F ′

v(uk).w. Ave
 (1.5) on a :

F ′

v(uk).w = lim
h→0

Fv(uk + hw)− Fv(uk)

h

= lim
h→0

(b(uk + hw, v)− (f, v)L2)− (b(uk, v)− (f, v)L2)

h

= lim
h→0

a(uk + hw, v)− a(uk, v)

h
+ lim

h→0

aN (uk + hw, v) − aN (uk, v)

h
,

(2.11)


f. (2.5), (2.6) et (2.9). On a, ayant a(·, ·) linéaire par rapport à la première variable :

a(uk + hw, v)− a(uk, v) = h a(w, v) = h(w′, v′)L2 + c1h(w, v)L2 , (2.12)

et :

lim
h→0

a(uk + hw, v) − a(uk, v)

h
= (w′, v′)L2 + c1(w, v)L2 . (2.13)

Et on a, pour x ∈ Ω :

(uk(x) + hw(x))3 = uk(x)
3 + 3uk(x)

2hw(x) + 3uk(x)h
2w2(x) + uk(x)h

3w3(x)

= u3
k(x) + 3hu2

k(x)w(x) + o(h),
(2.14)

d'où :

aN (uk + hw, v) − aN(uk, v) = 3h(u2
kw, v)L2 + o(h), (2.15)

d'où :

lim
h→0

aN(uk + hw, v)− aN (uk, v)

h
= 3c3(u

2
kw, v)L2 . (2.16)

Finalement :

F ′

v(uk).w = (w′, v′)L2 + c1(w, v)L2

︸ ︷︷ ︸

partie usuelle bilinéaire

+ 3c3(u
2
kw, v)L2

︸ ︷︷ ︸

partie due au terme non linéaire

. (2.17)
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6 2.6. Cal
ul de la solution

2.6 Cal
ul de la solution

Il s'agit de résoudre (2.10) en se servant de (2.17). I
i, dès que c1, c3 ≥ 0, on a F ′

v(uk) inversible,
et le problème est bien posé : on peut appliquer le théorème de Lax�Milgram, puisque le membre de

droite dans (2.17) est une forme bilinéaire en ~w,~v, et que 3c3(u
2
kw,w)L2 = c3

∫ 1

0
u2
k(x)w

2(x) dx ≥ 0
quand c3 ≥ 0, don
 que F ′

v(uk).v ≥ ||v′||2L2 = ||v||2
H1

0
(]0,1[)

quand c1 ≥ 0, voir 
ours d'éléments �nis.

3 Résolution par éléments �nis

3.1 Problème appro
hé

On se pla
e dans un sous-espa
e Vh ⊂ H1
0 (]0, 1[) de dimension �nie, exemple Vh = P1, dans

lequel on dispose d'une base (ϕi)i=1,...,n.

Le problème (2.5) est modi�é en le problème appro
hé : trouver uh ∈ Vh t.q. :

∀vh ∈ Vh, b(uh, vh) = (f, vh)L2 . (3.1)

Ce problème étant linéaire en vh, et (ϕi) étant une base de Vh, (3.1) équivaut à :

∀i = 1, ..., n, b(uh, ϕi) = (f, ϕi)L2 , (3.2)

système de n équations, où les n in
onnues sont les n 
omposantes de uh sur la base (ϕi).

3.2 Problème itératif

Appli
ation de la méthode de Newton�Raphson (1.18) : on réé
rit (3.2) sous la forme, 
f. (2.9) :

∀i = 1, ..., n, Fϕi
(uh) = 0, où Fϕi

(uh) = b(uh, ϕi)− (f, ϕi)L2 . (3.3)

La k-ème itération de la méthode de Newton�Raphson (1.18)s'é
rit alors : uk ∈ Vh étant donné,

trouver wh ∈ Vh solution du système de n équations :

∀i = 1, ..., n, F ′

ϕi
(uk).wh = −Fϕi

(uk). (3.4)

Soit, ave
 (2.17), uk ∈ Vh étant donné, trouver wh ∈ Vh solution du système de n équations :

(w′

h, ϕ
′

i)L2 + c1(wh, ϕi)L2 + 3c3(u
2
kwh, ϕi)L2 = −b(uk, ϕi) + (f, ϕi)L2 , i = 1, ..., n. (3.5)

Et trouver wh 
onsiste à trouver ses n 
omposantes γj ∈ R sur la base (ϕi) :

wh =
n∑

j=1

γjϕj . (3.6)

Le problème (3.5) devient don
 : trouver (γ1, ..., γn) ∈ R
n
t.q. ∀i = 1, ..., n :

n∑

j=1

γj(ϕ
′

j , ϕ
′

i)L2 + c1

n∑

j=1

γj(ϕj , ϕi)L2 + 3c3

n∑

j=1

γj(u
2
kϕj , ϕi)L2 = −b(uk, ϕi) + (f, ϕi)L2 , (3.7)

problème de n équations (pour i = 1, ..., n) aux n in
onnues les γj .

Soit : trouver ~γ = (γ1, ..., γn) ∈ R
n
t.q. :

Ak.~γ = ~Dk, (3.8)

où :

Ak = K +M +Nuk
matri
e n× n, (3.9)

ave
 :

K = [Kij ] = [(ϕ′

j , ϕ
′

i)L2 ] (matri
e de rigidité),

M = [Mij ] = [(ϕj , ϕi)L2 ] (matri
e de masse),

Nuk
= [Nuk ij ] = [(3c3u

2
kϕj , ϕi)L2 ] (matri
e due au terme linéarisé),

~Dk =






−b(uk, ϕ1) + (f, ϕ1)L2

.

.

.

−b(uk, ϕn) + (f, ϕn)L2




 (ve
teur membre de droite).

(3.10)

La résolution du problème matri
iel (3.8) donne ~γ = (γ1, ..., γn) don
 wh =
∑

i=1 γjϕj .

Puis on forme uk+1 = uk + wh ∈ Vh.

Et on itère jusqu'à un 
ritère d'arrêt.
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