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1 Espaces de Sobolev H’ pour s € R

1.1 Introduction

Références : principalement Lions et Magenes [4], et cours de I’Ecole Polytechnique de Gou-
laouic [2] et de Goulaouic et Meyer [3]. Prérequis : cours de distribution, voir cours de 2éme année
ou par exemple Schwartz [5] ou [2] ou [3].

Soit 2 un ouvert de R™ de frontiére I'. On note D’(2) I’espace des distributions définies sur €,
et on note 8’ 'espace des distributions tempérées de R™. On rappelle que pour m € N, on a :

H™() = {u € D(Q): D* € L*(Q) pour tout a € N" t.q. |a| < m},

dlely,

n
ou ‘Oél = ZO@ quand o = (0417...7O[n) € N” et ou D%y = m

i=1
produit scalaire :

. Et H™(Q) est muni du

(w0)gm@y = >, (D%,D")2q), (1.1)

a€eN”, |a|<m

qui en fait un espace de Hilbert.

Les espaces H™ pour m entier ne sont pas suffisant pour obtenir des résultats optimaux pour
les théorémes de traces comme u € H'(Q) — ur € Hz (T"). Par exemple le facteur % est nécessaire
pour controler les termes & ajouter dans le cadre d’une stabilisation de la condition inf-sup :
Cf. Nitsche [?], Pitkdranta [?], Barbosa et Hughes [?], qui proposent une stabilisation optimale par

des termes de type h%HH On utilise pour cela 'estimation inverse :
1, Ovp -
de >0, VYov, €V, h2 ||%‘F||L2(F) <c ||gradvh||Lz(Q). (1.2)

quand le maillage est quasi-uniforme, et “V}, = Py-continues” (avec k > 1), ou on rappelle que
%%f —def graduvy.7 sur I.
On va caractériser les espaces Hz(I') et H—2(T'), et obtenir en particulier la continuité de la

seconde application trace v; : u € HY(Q2) — % ceH (T :

Ov -
< c|[gradvl|L2(q).

Je >0, VU€H1(Q), ||%|FHH’%(F)*

1.2 Espaces de Sobolev H*(R") pour s € R

On se sert du fait que la transformée de Fourier est un isomorphisme de L?(R™). Ici on est dans
Pespace R™ tout entier, et il n’y a pas de probléme de bord (probléme da a T').
On rappelle que pour u € L*(R™;R) =80t [2(R") ou bien u € L?(R";C) =10t [2(R"), sa

=

transformée de Fourier 4 : R" — C est donnée par exemple par 4(§) = [, e~ TEy(F) dx, et on a

alors u(¥) = ﬁ Jan e*iT-€4(€) d¢ (formule d’inversion).
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2 1. Espaces de Sobolev H® pour s € R

On rappelle que, par transformée de Fourier, la dérivation 8‘37’1 est transformée en ’expression

algébrique %(6 = i&a(€). Ainsi u € H™(Q) équivaut & |a(£)€%| € L2(Q) pour tout a € N” t.q.
a<m,ou £ = M. £ = [Th_q &0, et donc :
H™(R") = {u € L*(R") : /R |6(€)[?|€% 2 d¢ < oo pour tout |a| < m},
Ou de maniére équivalente :
R = {ue R : [ i

Exercice 1.1 Montrer qu’il existe deux constantes ¢, et ¢z telles que
ct(L+ €A™ < 32101<m (€)% < c2(1+ [I]1*)™.
En déduire (1.3). un

—

)21+ |I€]1P)™ de < oo} (1.3)

Définition 1.2 Pour s € R (positif ou négatif), on note :
H'®R") = {uc S ;/ Ja
RTL
On le munit du produit scalaire :

(o) = [ @1+ €7y de.

— —

)1+ 1I€]1%)* d€ < oo}

(Les transformées de Fourier sont & valeurs complexes, d’ott ’emploi du conjugué.) Ainsi H*(R")
est un espace de Hilbert (voir Goulaouic [2] et remarque suivante).

Remarque 1.3 Si on note wy(€) = (1 + [|€]|2)* (un “poids”) et si on note :

=

L2 (R") = {u € L2 (R";C) : /Q u(€)]2ws () dé < 0o},

alors H*(R™) est lespace de Hilbert des distributions tempérées v € S’ dont la transformée de
Fourier © = u appartient & L2 _(R™). ua

Proposition 1.4 Le dual de H*(R™) (Pensemble des formes linéaires continues sur H*(R™)) est
lespace H*(R") (pour la dualité (., .)p' p).

Preuve. On applique la remarque précédente : par Fourier il s’agit de montrer que le dual de
L2 (R™) est L2 (R") dans la dualité (.,.)r2 2. ua

s

Théoréme 1.5 (Théoréme de Sobolev.) Pour k € N et s > k+1%, 'espace H*(R™) est continfiment
plongé (injection canonique continue) dans B*(R™) espace des fonctions bornées sur R™ ainsi que
leurs dérivées jusqu’a 'ordre k ; H*(R™) est inclu dans C*(R™) ; et de plus :

lim |D%u(Z)| =0 pour tout u € H*R") et |af < k.

[|Z|[—o00

(Toute fonction w € H*(R™) est bornée, continue et s’annule & l'infini, de méme que ses dérivées
jusqu’a I'ordre k, quand s > k + §.)

Preuve. Montrons que

Je>0, VYue HS(Rn), ||D°‘u||L1(Rn) < CHUHHS(Rn).

__ —
Comme ||D%u||oe < |[D%ul|L1(rn) on aura le caractére injection canonique continue, puis D*u est

continue, donc D% est continue, puis D®u s’annule & infini car Dou € LY (R") (voir début du
cours sur les transformées de Fourier, poly distributions).
On a avec Cauchy—Schwarz :

| 0@~ [ i@a@ia<( [ (1’_{2) )" ([ @@ ) = el

[N

ouc:(fn%df) ) o
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3 1. Espaces de Sobolev H® pour s € R

Remarque 1.6 On a :si k,¢ € Net k > £ alors H*(R") ¢ H*(R"). De méme on a : si 5, € R et
s >t alors H*(R™) Cc H'(R™). Voir Goulaouic [2]. n

Remarque 1.7 Pour la masse de Dirac en 0, on a 05 € H*(R™) ssi s < —%. Ainsi dans R on a
8o € H*(R), et dans R? on a 65 ¢ H '(R?). o

1.3 Espaces de Sobolev H*(R™,) pour s € R

On introduit un ouvert avec bord I', le “demi-espace supérieur” R’} :
Q=R} =R" ' xR} ={(#,2) ER" ' xR t.q. z>0} CR". (1.4)

Et donc I' = R*~! x {0}.
On note (application trace “sur le plan horizontal”, i.e. application “restriction au bord”) :
D(R") — DR")
Yo -

¢ — o(.,0), (15)

i.e. 70(p) € D(R™1) est donnée par vo(p)(Z) = ¢(7,0).

Théoréme 1.8 Pour s > %, Papplication g se prolonge par continuité et densité en une applica-
tion (encore notée ) :

¢ —o(,0),
application linéaire continue qui de plus est surjective. De plus il existe un relévement Ry :
Hs=2(R"1) — H*(R™) qui est bicontinu (bijectif continu d’inverse continu), et qui vérifie donc
Yo 0 Ry = I (identité de H*~= (R"1)).
En particulier v : H'(Q) — H=(T) est linéaire, continue et surjective (cas s = 1).
(N.B. : Ie résultat est faux pour s = %.)

SR 57% n—1
W{H(R) H R

Preuve. La linéarité est immédiate. Pour la continuité, par densité de D(Q2) dans H*(2), il suffit
de montrer :

3e> 0, Yo e D), [howllymg gy < € llellecen.

Notons F. la transformée de Fourier partielle : F.()(Z,n) = [, g e "*"¢(%, 2) dz, de transformeée
inverse donnant ¢(Z,0) = 5= fneR F.o(Z,n)dn. Dou :

1 T s 1 3
||70(‘0HH37%(]R"—1) = %(/H@Hl ‘Aw(g’n) d’l7|2(1 +£_2) 1 df)

Et par Cauchy—Schwarz :

dn)|

1
(14+E24472)*

—

<( / GE M PA+E+) d)* 9@},

sEn)dn| =| [ o€ n)A+E4+0?) ——————
I/Rs@(&n) U I/Rsﬂ(ﬁ,n)( +E+n°) RIS

< / G(E )P (L€ d) ¥ ( /

Nl

dn)

[N

—

ot g(&) = [p m dn. D’ot1, avec Fubini :

—

1 ;1 N s
[0l o3 g1y < %/R (1+8%)°29(€) [(& P14+ +n?)* dédn < ¢ [[¢||+(q)

N _ 1 1 .
OUC—ﬂmedtcar.

et A 1 el 1 _ 1 1 _ 1
1+726@)=0+8) /R(1+52+n2)8 o (1+£2)3 /]R (1+1e)* ! /R(1+t2)5 &

indépendant de E
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4 1. Espaces de Sobolev H® pour s € R

Pour le caractére surjectif, il s’agit de construire un relévement Rou € D(R"™) quand u €
D(R™ ). On pose :

Rou(@,2) = F ' (p((14+67)2)a(€))

ot ¢ € D(R) est une fonction qui vérifie ¢(0) = 1. On a donc vo(Rou) = u comme souhaité, et par
transformée de Fourier on obtient :

Roullirery < e ] yomy o sy

ol c est une constante indépendante de wu. un
Remarque 1.9 On dispose d’un isomorphisme “simple” de rélévement J : H? (R — HL(RY)
un sous-espace de H'(R") donné par :

HIRY) ={ue H'(R?): Au=u}:

on pose u = Jg la solution u € Hi(R’}r) qui vérifie (au bord) u(zy1,...,xn-1,0) = f(@1,...,; Tp_1)-

Dans la démonstration précédente, on prend ¢(z) = e=*V ‘5‘2“, et on vérifie que u est la solution

, L. 2 —1 52 . , . .
cherchée : on veut vérifier que g;ﬁ + >0 % = u, i.e. par transformée de Fourier partielle en

(z1,...,Zn-1), en posant v = Fzu, que gi;’ — g?v = v avec v(g, 0) = g({) Et la seule solution de

cette équation différentielle ordinaire est v = e~*VI€*+1 g(&). a
On note (la k+1-éme application trace) :

D) — D)

Yk : 3k<p (1.6)
Y — w('aO%

i.e. () € D(Q) est donnée par v;(9)(Z, z) = 8k‘f’(f, 0).

Corollaire 1.10 Pour s > % et pour0 <k <s— %, Papplication vy, se prolonge par continuité et
densité en une application (encore notée 7y) :

HS(Q) N Hsfkfé(Rnfl)
Yk - ak(P
Y — ﬁ('vo)ﬂ

avec 7y, surjective. En particulier v, : u € HY(Q) — % €EH 3 (T) est linéaire, continue et surjective

ot % = gradu.ii avec i la normale extérieur a ) qui vaut ici (0, —1) (vecteur normal unitaire “vers

le bas”).

Preuve. On applique le théoréme de Sobolev 1.5 au théoréme 1.8. un

1.4 Espaces de Sobolev H*({)

On considére un ouvert € régulier, i.e. suffisamment régulier pour que toute fonction v € H™ ()
puisse étre prolongée en une fonction v € H™(R"™).

Remarque 1.11 On reprend ’exemple de Goulaouic [2] : pour © quelconque on ne peut pas
toujours prolonger une fonction u € H™(Q) en une fonction v € H™(R"). Dans R2, soit Q =
{(z,y) eR?: 0 <z <1, 0 <y < '} (faire un dessin). Soit u(z,y) = - avec € €]0,1[. On a
u € H?(Q), mais u n’est pas bornée et donc n’est pas dans H?(R"), cf théoréme de Sobolev 1.5. &

Ensuite on se rameéne au cas de R™; a l'aide d’une partition de 'unité (vour cours de distri-
butions) : on prend Q ouvert borné de bord I' de classe C™ ; on peut alors recouvrir {2 par des
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5 1. Espaces de Sobolev H® pour s € R

ouverts (€;)i=1,..n tels que Qo C Qet Q C U?LO Q;, et tels que I' C Uivzl Q; et on dispose de N
difféomorphismes de classe C™ 0; : Q; — B; pour B; un ouvert de R" tels que :

Gi(QiﬂF) ={(Z,z) € B; : z =0},
0;(Qu () = {(&2) € B; : 2 > 0}.

On se raméne ainsi localement & ’étude de H™(R™,), pour lequel on commence par montrer
que toute fonction u € H™(R™ ) peut étre prolongée en une fonction Pu € H™(R"™) (prolongement
par “réflexion” apreés avoir fait pour toute fonction u € D(R™) espace dense dans H™(R")).

Pour pouvoir se ramener & R il faut montrer I'invariance de H*(R™ ) par difféomorphisme :

Proposition 1.12 Soit s > 0. Si ® est un changement de variables (un difféomorphisme) d’un
voisinage 0z de @ € R™ sur un voisinage ; de beR", etsif e H(R") au voisinage de b, alors
fo® e H*(R") au voisinage de .

(Dire que “f € H*(R™) au voisinage de b” signifie que f € S’ et qu’il existe ¢ € D(R™) tel que
o(b) # 0 et tel que of € H*(R").)

Preuve. On se sert du lemme suivant 1.13 (caractérisation de H*(R™) n’utilisant pas la trans-
formée de Fourier car on ne sait pas calculer la transformée de Fourier de f o @) et du changement
de variables ® dans (1.7) (idem avec (1.8)). On a, avec “Z = ®(Z)” :

[ B = [ [ e e ey

Et avec f de la forme ¢f avec ¢ € D() tel que @(b) # 0, et avec ® : Q7 — Q; diffeomorphisme,
on intégre en x,y sur Qz x Qgz, et il suffit de montrer qu’il existe ¢ > 0 t.q. pour tout &,y € Qg :

|7 — gl < [[@(F) — (@)l

Mais ® est un difféomorphisme, donc ®~* également, et ||~ L&) — @~ 1(y)]] < ||Z — 7| est vrai
localement puisque ®1(Z) — &~ 1(7) = d(®~1)().(Z — 7) + o(||Z — 7]]). .

Lemme 1.13 (Caractérisation de H*(R™) pour s > 0.) Soit s €]0,1[. On a :
H*R") = {u € L*(R") / / u(@)|® dxdy < oo}, Y|a| =m,
n JRn ||$— *||2(€+ (17 — g|PC+5)
et la norme de H*(R™) est équivalente a :

u(@)[” 3
|UHL2 Rn) +/n /n ‘x_yHQ(S“’ ) dxdy) . (1.7)

Etsis=m+ocouméeNeto€]0,1]. On a:

n m n |Da Dau(g)‘2
H*(R") = {ue€ H™R") // Hx—yH“*%) drdy < oo, Vl|a|=m},

et la norme de H*(R"™) est équivalente & :

\D“ — Du(g) 7
(\|u||Hm &+ Z/ / yH“*%) dxdy) 7 (1.8)

la]=m

ott ||u|| gm (rny est la norme associée au produit scalaire donné dans (1.1).
Et la norme ||.||s est équivalente a la norme donnée par (1.8).
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Preuve. Traitons le cas m = 0, le cas m # 0 s’en déduisant. Soit u € L?(R™). Par translation des
transformées de Fourier, on a :

1 . -
/ (@ + ) — u(@)[? dz = / (€)1 7€ — 12 de,
ZER™ (2m) EeRrn
et donc :
u(@) — u(@)| / / (@ + ) — u(@)|
— dxdy dxdy
// EErD @) Jon S TP
o [ TP
€7~ gy) de.
@w>l@ @R ( )
Or:

7€ — 1) 26
/nwwdyc‘llﬁll ; (1.9)

voir exercice suivant 1.14, d’ou v € H*(R"), cf. exercice 1.1, et on en déduit que les normes sont
équivalentes. un

Exercice 1.14 Calculer C dans (1.9).

Réponse. Pour calculer C' on passe en sphérique : soit i = 77 ot r = ||§]| et @ € S™ ' la sphére unité
de R™. Soit do la mesure de Lebesgue sur la sphére unité. Ainsi I’élément de volume est dy = r" 'dr do.
On définit X tel que . = rA, i.e. A = i.£ (indépendant de 7). On a :

|€zy§ 1| _ ‘EW)\
L = [, [t e

On commence par le cas A > 0. On fait le changement de variables r — w ot w = rA, d’ou du = Adr, et

on a : N 5
ir .
|€ _ 1| dr — )\25 ‘ iu 2 4)\23 sin2 u du
7123+1 - 23+1 - Jr 2 u23+1 :

iU

Si A < 0 on pose u = —r\ et comme |e”** — 1| = |e™ — 1] le résultat est conservé en prenant |A| au lieu
de A. Et si A = 0 l'intégrale est nulle. Do :

€7 1P sin” 3 < P — Il
| o= ([ S [ anda = cid

En effet, posant £ = Riip ot R = ||¢]|, on a Son—1 7.6 do = Jgn—1 R*|ii.fi0|**do = R* [, |.€1*°do =
R*Cy = |€]**C.
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