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1 Interpolation polynomiale

L'interpolation polynomiale consiste à faire passer une fonction localement polynomiale par des points.
L'approximation polynomiale consiste à approcher une fonction f par un polynôme p (au moins localement)

de telle sorte que f et p soient �proches�.

1.1 Introduction à l'interpolation de Lagrange

1.1.1 Rappel

Le développement de Taylor à l'ordre n d'une fonction f Cn+1 consiste, au voisinage d'un point x0, à
approcher f à l'aide d'un polynôme pn de degré n, polynôme donné uniquement à l'aide des valeurs ponctuelles
f (k)(x0) pour k = 0, ..., n. Il s'écrit :

f(x) = pn(x) + o((x−x0)n), au voisinage de x0,

où pn est le polynôme de degré n donné par :

pn(x) = f(x0) + (x−x0)f ′(x0) + ...+
(x−x0)n

n!
f (n)(x0).

Nous n'étudierons pas cette approximation polynomiale supposée connue, et qui s'applique aux x proches de x0.

1.1.2 Présentation de l'interpolation de Lagrange

Un autre type de développement polynomial de f , dit de Lagrange, consiste à, sur un intervalle [a, b],
considérer n+1 points xi deux à deux distincts et les valeurs yi = f(xi), pour i = 0, 1, ..., n, et à construire le
polynôme p de degré n t.q. p(xi) = yi pour i = 0, 1, ..., n.

Dé�nition 1.1 Les points xi, pour i = 0, 1, ..., n, sont appelés les points de collocation, et pour des valeurs yi,
pour i = 0, 1, ..., n, le polynôme p véri�ant p(xi) = yi pour i = 0, 1, ..., n est appelé le polynôme d'interpolation
de Lagrange relatif aux points (xi, yi).

Les polynômes pn cherchés peuvent être décomposés sur la base (1, x, ..., xn), i.e. mis sous la forme
pn(x) = a0+a1x+...+anx

n, et les inconnues sont alors les n+1 composantes ai qui sont solutions du système
de Vandermonde formé des n+1 équations p(xi) = yi, i.e. :

1 x0 x2
0 ... xn0

1 x1 x2
1 ... xn1

...
...

1 xn x2
n ... xnn



a0

a1
...
an

 =


y0

y1
...
yn

 .

Usuellement la matrice de Vandermonde est très mal conditionnée, et on évite de résoudre ce système.
Ici, on préfèrera développer les polynômes de degré n sur des bases plus adaptées, en commençant par les

bases :

1- donnée au � 1.3 par Lagrange : (Li(x) =
∏
j 6=i

(x− xj)
(xi − xj)

)0≤i≤n, (tous de degré n), ou bien

2- donnée au � 1.5 par Newton : (1, (x−x0), (x−x0)(x−x1), ..., (x−x0)...(x−xn−1)).

1.1.3 * Applications : maillage

Pour une fonction f et les valeurs yi = f(xi), le polynôme p d'interpolation de Lagrange relatif aux points
(xi, yi) donnera une approximation de f sur [a, b] ; mais cette approximation en génral sera �mauvaise� si [a, b]
est �grand�.

Pour avoir �une bonne approximation de f � sur un �grand� intervalle [a, b], on commence par �mailler [a, b]�,
i.e. on décompose [a, b] en Nint intervalles :

[a, b] =

Nint⋃
k=1

[ak−1, ak], (1.1)

où a0=a, aNint
=b et ak−1<ak pour tout k = 1, ..., Nint. Et on cherche un polynôme d'interpolation de Lagrange

sur chaque [ak−1, ak].
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4 1.2. * Rappels généraux

1.2 * Rappels généraux

On note Pn l'ensemble des polynômes réels de degré au plus n.
(Lors de la recherche de racines, on considère en général les polynômes complexes. Ici on propose un cadre

réel pour simpli�er la présentation.)

1.2.1 Pour les racines d'un polynôme

Dé�nition 1.2 Un polynôme p est une fonction R→ R telle que :

∃n ∈ N, ∃(ai)i=0,...,n ∈ Rn+1, ∀x ∈ R, p(x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n (=

n∑
i=0

aix
i). (1.2)

p est polynôme de degré n si an 6= 0, et p est dit normalisé si an = 1. Un polynôme de type p(x) = anx
n est

appelé un monôme (ne comporte qu'un seul terme).

Proposition 1.3 Un polynôme de degré n est en tout point égal à son développement limité d'ordre n : pour
tout x ∈ R, pour tout h ∈ R :

p(x+h) = p(x) + h p′(x) + ...+
hn

n!
p(n)(x) (=

n∑
k=0

hk

k!
p(k)(x)). (1.3)

Preuve. Il su�t de le véri�er pour les p(x) = xn pour tout n ∈ N, la dérivation étant linéaire (si f1 et f2 sont
deux fonctions qui ont un développement limité à l'ordre n au voisinage de x, fi(x+h) =

∑n
k=0

hk

k! f
(k)
i (x)+o(hn)

alors la fonction f1+αf2 a pour développement limité (f1+αf2)(x+h) =
∑n
k=0

hk

k! (f1+αf2)(k)(x) + o(hn) =∑n
k=0

hk

k! f
(k)
1 (x) + o(hn) +

∑n
k=0

hk

k! f
(k)
2 (x) + o(hn)).

On a (x + h)n =
∑n
k=0

n!
k!(n−k)!h

kxn−k avec (xn)(k) = n(n − 1)...(n − k + 1)xn−k = n!
(n−k)!x

n−k, d'où

(x+ h)n =
∑n
k=0

n!
k!(n−k)!h

k (n−k)!
n! (xn)(k) =

∑n
k=0

1
k!h

k(xn)(k) : c'est (1.3) pour p(x) = xn.

Proposition 1.4 L'ensemble Pn des polynômes de degré inférieur ou égal à n est un espace vectoriel, sous-
espace vectoriel de C∞(R;R). L'ensemble de tous les polynômes est un espace vectoriel, sous-espace vectoriel
de C∞(R;R).

Preuve. Le caractère C∞ des polynômes sur R est connu (basé sur la relation de Neumann xn+1−xn+1
0

x−x0
=

xn + xn−1x0 + ...+ xxn−1
0 + xn0 immédiate à véri�er, et qui donne la valeur de la dérivée (n+1)xn0 ). Et on a la

stabilité par addition et multiplication par un scalaire (immédiat).

Dé�nition 1.5 On dit que x0 ∈ R est racine du polynôme p ssi p(x0)=0.
x0 est racine simple ssi p(x0) = 0 et p′(x0) 6= 0.
x0 ∈ R est racine multiple d'ordre m du polynôme p ssi p(x0)=0, p′(x0)=0,..., p(m−1)(x0)=0 et p(m)(x0)6=0.

Si m=2, 3, 4, ..., on dit racine double, triple, quadruple...

Exemple 1.6 Si p(x) = (x+ 1)(x− 2)2, alors −1 est racine simple et +2 est racine double.

Proposition 1.7 Soit p un polynôme de degré n.
1- Si x0 est racine de p, alors il existe un polynôme q de degré n−1 tel que p(x) = (x − x0)q(x). Et si p a

n racines simples (xi)i=0,...,n−1, il est de la forme p(x) = c
∏n−1
i=0 (x− xi), où c est une constante.

2- Si x0 est racine multiple d'ordre m de p, pour m≤n, alors il existe un polynôme q de degré n−m tel que
p(x) = (x− x0)mq(x), et x0 n'est pas racine de q.

3- Un polynôme p de degré n qui a n+1 racines est le polynôme nul.

4- Il existe un unique polynôme p de degré n qui en n+1 points distincts xi prend n+1 valeurs yi=p(xi).

Preuve. 1- Un polynôme est égal à son développement limité : p(x) = p(x0) + (x−x0)(q(x)) avec q polynôme
de degré n−1. Et p(x0)=0 donne p(x) = (x−x0)q(x). Et si x1 6=x0 et p(x1)=0, alors x1 annule q et q est de la
forme q(x) = (x−x1)r(x) avec r polynôme de degré n−2. La suite de la récurrence est laissée en exercice.

2- C'est vrai pour m = 1. Pour m = 2, comme x0 est racine, on a p(x) = q(x)(x−x0). Puis p′(x) =
q(x) + (x−x0)q′(x) et p′(x0) = 0 donne q(x0) = 0, d'où q est de la forme q(x) = (x−x0)r(x) avec r polynôme
de degré n−2. La suite de la récurrence est laissée en exercice.
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5 1.2. * Rappels généraux

Puis si x0 était racine de q, alors q serait de la forme q(x) = (x−x0)r(x), et x0 serait une racine d'ordre m+1.
Donc x0 n'est pas racine de q.

3- On a p(x) = q(x)(x−x0)...(x−xn) avec q(x) polynôme, avec les n+1 xi répétés autant de fois que leur
multiplicité. Donc p est de degré ≥ n+ 1 avec p de degré ≤ n, ce qui est absurde, à moins que q = 0, i.e. à
moins que p = 0.

4- C'est vrai lorsque tous les yi sont nuls d'après 3- : c'est le polynôme nul. Cas général, on cherche p sous
la forme p(x) = a0 + a1x+ ...+ anx

n, les inconnues étant les coe�cients ai, et ces coe�cients sont solutions du
système V.~a = ~y où ~a = (a0, ..., an) ∈ Rn+1, ~y = (y0, ..., yn), et V est la matrice de Vandermonde (de coe�cient
[Vij ] = [xji ]i,j=0,...,n). Les xi étant distincts 2 à 2, cette matrice est inversible, et l'unique solution est donc ~a = ~0.

Cependant une matrice de Vandermonde est mal conditionnée (pour n grand), et on évite de s'en servir
pour calculer les aj ; les polynômes de Lagrange, voir paragraphe 1.3, donnent une démonstration immédiate
(p(x) =

∑n
i=0 yiLi(x)).

1.2.2 Division euclidienne

Théorème 1.8 Soit pn un polynôme de degré n ≥ 1, soit dm un polynôme non nul de degré m ≥ 1 (le diviseur)
avec m ≤ n. Alors il existe un unique polynôme qn−m de degré n−m (le quotient) et un unique polynôme rm−1

de degré m−1 (le reste) tels que :
pn = dmqn−m + rm−1. (1.4)

Preuve. Notons pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a0, où an 6= 0, et dm(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + ...+ b0, où
avec bm 6= 0. Donc il existe une unique constante cn−m t.q. anxn = bmx

mxn−mcn−m, à savoir cn−m = an
bm

. D'où
pn = dm(x)cn−mx

n−m + pn−1(x) où pn−1 est un polynôme de degré ≤ n− 1.
Si m = n, c'est terminé. Si m ≤ n−1, on procède de même avec pn−1...

Remarque 1.9 On peut remarquer qu'en écrivant l'égalité de tous les monômes dans (1.4), on a n+1 équations
(une pour chaque monôme de pn) et (n−m+1) + (m−1+1) = n+1 inconnues (les coe�cients monomiaux de
qn−m et rm−1).

Exemple 1.10 P (x) = x3 + x2 − 1 divisé par D(x) = x − 1 : on identi�e les termes de plus haut degré, d'où
x3 + x2 − 1 = x2(x− 1) + 2x2 − 1, puis 2x2 − 1 = 2x(x− 1) + 2x− 1, puis 2x− 1 = 2(x− 1) + 1, et �nalement
on a trouvé x3 + x2 − 1 = (x− 1)(x2 + 2x+ 2) + 1. Les étapes présentés sous forme de division euclidienne :

x3 x2 0x −1 x −1

−x3 +x2 x2 +2x +2

2x2 0x −1

−2x2 +2x

2x −1

−2x +2

+1

1.2.3 Théorème de Weierstrass

Soient deux réels a, b tels que −∞ < a < b <∞.
Pour une fonction f : [a, b]→ R bornée, on note ||f ||∞ = supx∈[a,b] |f(x)|.
On considère l'espace vectoriel (normé complet) (C0([a, b];R), ||.||∞) des fonctions continues sur le compact

(fermé borné) [a, b], à valeurs réelles.

Théorème 1.11 Sur l'intervalle compact [a, b] de R, toute fonction continue f ∈ C0([a, b];R), peut être appro-
chée uniformément par des fonctions polynomiales :

∀ε > 0, ∃p polynôme, ||f(x)− p(x)||∞ < ε.

Autrement dit, l'espace vectoriel des polynômes est dense dans (C0([a, b];R), ||.||∞).
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6 1.3. Polynômes de Lagrange

Preuve. Voir par exemple Arnaudiès et Fraysse [2]. Idée :
1- les fonctions continues sur [a, b] et a�nes par morceaux forment un espace vectoriel dense dans C0([a, b];R).
(Une fonction continue f est a�ne par morceaux s'il existe un nombre �ni de points xi, 0≤i≤n, tels que

x0=a, xn=b et xi−1<xi pour tout i=1, ..., n, pour lesquelles la restriction f|[xi−1,xi] de f à [xi−1, xi] est une
fonction a�ne.)

2- Les fonctions polynômes approchent uniformément toute fonction a�ne par morceaux.

3- Les points 1- et 2- impliquent le résultat.

Remarque 1.12 Une autre démonstration, à l'aide des polynômes de Bernstein, est donnée dans Schatz-
man [13].

1.3 Polynômes de Lagrange

On se place sur un seul intervalle [a, b]. (Si [a, b] est �grand�, on �maille� [a, b], cf. (1.1), et on applique la
procédure pour chaque [ak−1, ak].)

Soit n+1 points (de collocation) (xi)i=0,...,n dans [a, b], distincts 2 à 2, et soit n+1 réels (yi)i=0,...,n. On
cherche un polynôme p de degré n tel que p(xi) = yi pour tout i = 0, ..., n.

Exemple 1.13 Cas n = 0, donc un seul point x0 dans [a, b] et une seule valeur y0, et donc le polynôme cherché
est le polynôme constant sur [a, b] donné par p(x) = y0 pour tout x ∈ [a, b]. (Dans la pratique on prend x0 ∈]a, b[
pour ne pas avoir de problème pour la généralisation à un maillage.)

Exemple 1.14 Cas n = 1, donc deux points x0, x1 dans [a, b] et deux valeurs y0, y1, et donc une seul polynôme
de degré 1 t.q. p(x0) = y0 et p(x1) = y1, à savoir p(x) = y0

x−x1

x0−x1
+ y1

x−x0

x1−x0
, véri�cation immédiate (le membre

de droite est bien un polynôme de degré 1 et donne trivialement le résultat).

Exemple 1.15 Cas n = 2, donc trois points x0, x1, x2 dans [a, b] et trois valeurs y0, y1, y2, et donc une seul poly-
nôme de degré 2 t.q. p(x0) = y0, p(x1) = y1 et p(x2) = y2, à savoir p(x) = y0

(x−x1)(x−x2)
(x0−x1)(x0−x2) + y1

(x−x0)(x−x2)
(x1−x0)(x1−x2) +

y2
(x−x0)(x−x1)
(x2−x0)(x2−1) , véri�cation immédiate (le membre de droite est de degré 2 et donne trivialement le résultat).

Les trois exemples précédents donnent une base de Pn adaptée à la recherche du polynôme d'interpolation :
• Pour n = 0, la base P0 est la fonction L0 = 1R (fonction de Lagrange pour du P0).
• pour n = 1, la base P1 est constituée des deux fonctions L0 et L1 (fonction de Lagrange pour du P1)

données par L0(x) = x−x1

x0−x1
et L1(x) = x−x0

x1−x0
, fonctions qui véri�ent Li(xj) = δij .

• pour n = 2, la base P2 est constituée des trois fonctions L0, L1 et L2 (fonction de Lagrange pour du P2)
données par L0(x) = (x−x1)(x−x2)

(x0−x1)(x0−x2) , L1(x) = (x−x0)(x−x2)
(x1−x0)(x1−x2) , et L2(x) = (x−x0)(x−x1)

(x2−x0)(x2−1) , fonctions qui véri�ent

Li(xj) = δij .
Et on généralise à tout n :

Dé�nition 1.16 Pour n ∈ N, pour i ∈ [0, n]N, le polynôme Li de degré n qui véri�e

∀j = 0, ..., n, Li(xj) = δij
déf
=

{
= 1 si i = j,

= 0 si i 6= j
(1.5)

est appelé le i-ème polynôme de base de Lagrange de degré n.

Exemple 1.17 Cas n = 2 :
L0(x0) = 1

L0(x1) = 0

L0(x2) = 0


L1(x0) = 0

L1(x1) = 1

L1(x2) = 0


L2(x0) = 0

L2(x1) = 0

L2(x2) = 1

qui ressemble à la base canonique dans R3 (même ressemblance quelque soit n).

Donc pour n ≥ 1, pour 0 ≤ i ≤ n, les Li ont pour racines les n points xj pour j 6=i : ils sont donc donnés
par (après normalisation pour avoir Li(xi) = 1) :

Li(x) =
∏
j 6=i

(x− xj)
(xi − xj)

(1.6)
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7 1.3. Polynômes de Lagrange

Proposition 1.18 Les (Li)i=0,n donnés en (1.6) forment une base de l'espace Pn des polynômes de degré ≤ n.
Et tout polynôme pn ∈ Pn véri�ant pn(xj) = yj , pour tout j = 0, ..., n, est donné par pn =

∑n
i=0 yiLi, où donc

les yi sont les composantes de pn sur la base (Li)i=0,n, i.e. :

∀x ∈ [a, b], pn(x) =

n∑
i=0

yiLi(x). (1.7)

(pn est le polynôme dont le graphe passe par les points (xi, yi) pour i = 0, ..., n.)

Preuve. Pn étant un espace vectoriel, ayant Li ∈ Pn pour tout i, toute combinaison linéaire des Li est dans Pn
(est un polynôme de degré ≤ n).

1- Les Li sont indépendants dans Pn : étant donnés n+1 scalaires (αi)i=0,n, si
∑n
i=0 αiLi = 0, i.e. si pour

tout x on a
∑n
i=0 αiLi(x) = 0, alors en particulier

∑n
i=0 αiLi(xj) = 0, pour tout j ∈ [0, n], i.e.

∑n
i=0 αiδij =

0 = αj pour tout j. Donc les Li forment une famille libre.

2- Les Li sont générateurs de Pn : ils sont indépendants en nombre n+1 dans Pn qui est de dimension n+1. Ou
encore : soit pn est un polynôme de degré n. On note yj =déf pn(xj) pour tout j. On pose q(x) =

∑n
i=0 yiLi(x)

qui est un polynôme de degré n (combinaison linéaire de polynômes de degré n). Montrons que p = q : on a
q(xj) =

∑n
i=0 yiLi(xj) =

∑n
i=0 δij = p(xj) pour tout j, donc p et q, polynômes de degrés n, sont égaux pour

n+1 points distincts, donc pn = q.

Exemple 1.19 Avec x0=0 et x1=1, les polynômes L0 et L1 dé�nis par L0(x) = 1−x et L1(x) = x forment
une base de P1. Et tout polynôme de la forme p1(x) = ax + b tel que p1(x0) = y0 et p1(x1) = y1 s'écrit
p1(x) = y0L0(x) + y1L1(x). En e�et, on a y0L0(x) + y1L1(x) = y0 + (y1 − y0)x vaut bien y0 en x = 0 et y1 en
x = 1.

Exemple 1.20 Par 2 points (x0, y0) et (x1, y1) passe l'unique polynôme

p1(x) = y0
x− x1

x0 − x1
+ y1

x− x0

x1 − x0

=
y1 − y0

x1 − x0
x− y1x0 − y0x1

x1 − x0
,

(1.8)

dont le graphe est une droite (la pente est bien y1−y0

x1−x0
= côté opposé

côté adjacent ).

Exemple 1.21 Par 3 points (x0, y0), (x1, y1) et (x2, y2) passe l'unique polynôme

p2(x) = y0
(x−x1)(x−x2)

(x0−x1)(x0−x2)
+ y1

(x−x0)(x−x2)

(x1−x0)(x1−x2)
+ y2

(x−x0)(x−x1)

(x2−x0)(x2−x1)

= − y0(x1−x2) + y1(x2−x0) + y2(x0−x1)

(x0−x1)(x1−x2)(x2−x0)
x2

+
y0(x2

1−x2
2) + y1(x2

2−x2
0) + y2(x2

0−x2
1)

(x0−x1)(x1−x2)(x2−x0)
x

− y0(x1−x2)x1x2 + y1(x2−x0)x2x0 + y2(x0−x1)x0x1

(x0−x1)(x1−x2)(x2−x0)

(1.9)

dont le graphe est une parabole.

Remarque 1.22 L'approximation par les polynômes de Lagrange est utilisée lors de la résolution des équations
aux dérivées partielles par la technique des éléments �nis. Ils sont alors appelés �polynômes de base�.

Par exemple, pour les éléments �nis dits �P1� sur l'intervalle [ak−1, ak], les deux polynômes de base sont
souvent notés ϕ1(x) = x−ak

ak−1−ak (= L0(x)) et ϕ2(x) = x−ak−1

ak−ak−1
(= L1(x)) : ils véri�ent ϕ1(ak−1) = 1, ϕ1(ak) = 0

et ϕ2(ak−1) = 0, ϕ2(ak) = 1.

Exercice 1.23 Soit le polynôme de degré n+1 :

πn+1(x) =

n∏
i=0

(x− xi). (1.10)

Soit f une fonction et pn son polynôme d'interpolation de Lagrange, cf. (1.7). Montrer :

pn(x) = πn+1(x)

n∑
i=0

yi
π′n+1(xi)(x− xi)

. (1.11)

Ecriture abusive de pn(x) =

n∑
i=0

yi
π′n+1(xi)

πn+1(x)

(x− xi)
, où on a noté

πn+1(x)

(x− xi)
déf
=

∏
j=1,...,n

j 6=i

(x−xj).
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8 1.4. * Polynômes de Lagrange sur un maillage : spline C0

Réponse. πn+1(x) =
∏n
k=0(x− xk) donne π′n+1(x) =

n∑
i=0

∏
k=0,...,n

k 6=i

(x− xk), donc π′n+1(xi) =
∏

k=0,...,n
k 6=i

(xi − xk).

1.4 * Polynômes de Lagrange sur un maillage : spline C0

On considère le maillage de [a, b] donné par (1.1), i.e. [a, b] =
⋃Nint

k=1 [ak−1, ak], où a0=a, aNint
=b et ak−1<ak

pour tout k = 1, ..., Nint.
Et on applique la procédure de Lagrange sur chaque [ak−1, ak]. Pour simpli�er la présentation, dans chaque

intervalle [ak−1, ak] on prend n+1 points de collocation, points qu'on notera xki pour i = 1, ..., n+1. Et on associe
n+1 valeurs yki pour i = 1, ..., n+ 1. On obtient ainsi Nint polynôme de Lagrange p(k) véri�ant p(k)(xki) = yki.

On dé�nit alors f : [a, b] → R la fonction dé�nit par f|]ak−1,ak[ = p(k), avec f(ak) quelconque, par exemple
f(ak) = 0 pour tout k. En général f n'est pas continue sur [a, b].

Cas particulier : si f(ak−) = f(ak+), i.e. si p(k)(ak) = p(k+1)(ak), ce pour tout k = 1, ..., n−1, alors la
fonction f est continue sur tout [a, b]. On dit alors que f est une spline C0 sur [a, b].

Ces splines C0 sont à la base de la méthode des éléments �nis Pk (approximation C0 localement de degré k).

1.5 * Polynômes de Newton

L'interpolation de Lagrange présente un inconvénient : si on dispose d'un point supplémentaire (xn+1, yn+1)
en plus des n+1 points précédents (xi, yi)i=0,...,n, alors le nouveau polynôme d'interpolation de Lagrange pn+1

de degré n+1 sous la forme classique
∑n+1
i=0 aix

i ne se déduit pas facilement du polynôme de Lagrange pn de
degré n précédent. Comparer par exemple (1.8) et (1.9).

L'idée de Newton est d'écrire les polynômes de manière di�érente : à partir du polynôme constant (de
degré 0) :

p0(x) = y0, (1.12)

où donc p0(x0) = y0, on ajoute un point x1 6= x0 et la valeur y1, et on veut obtenir le polynôme p1 de degré 1
t.q. p1(x0) = y0 et p1(x1) = y1 sous la forme :

p1(x) = p0(x) + a1(x− x0) = a0 + a1(x− x0). (1.13)

On a ainsi ajouté a1(x−x0) (polynôme de degré 1) qui s'annule en x0 : la valeur en x0 est donc inchangée. Donc
en particulier a0 = y0. Comme on doit avoir p1(x1) = y1, il vient :

a1 =
y1 − y0

x1 − x0
, (1.14)

c'est la pente. Puis on poursuit le processus : on ajoute un point x2, distinct de x0 et de x1, et une valeur y2

pour obtenir :

p2(x) = p1(x) + a2(x− x0)(x− x1) (= a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1)),

où on a ajouté à p1 un polynôme de degré 2 qui s'annule en x0 et x1 : la valeur en x0 et x1 est donc inchangée.
Comme on doit avoir p2(x2) = y2, il vient y2 = y0 + y1−y0

x1−x0
(x2−x0) + a2(x2−x0)(x2−x1) soit :

a2 =
(y2 − y0)(x1 − x0)− (y1 − y0)(x2 − x0)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x1 − x0)
=

1

(x2 − x0)
(
y2 − y1

x2 − x1
− y1 − y0

x1 − x0
). (1.15)

On poursuit le processus : disposant des points (xi, yi) ∈ R2 pour i = 0, ..., k−1, où les xi sont distincts 2 à 2,
on ajoute un point (xk, yk) et le polynôme obtenu s'écrit :

pk(x) = pk−1(x) + ak(x− x0)(x− x1)...(x− xk−1),

et donc pk − pk−1 est le polynôme de degré k qui s'annule aux k points x0,...,xk−1 et qui vaut yk au point xk,
ce qui détermine ak.

Dé�nition 1.24 Pour une fonction f dé�nie en deux points x0 et x1 distincts, on appelle première di�érence
divisée de f la valeur :

f [x0, x1] =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
(1.16)

(pente moyenne entre x0 et x1.) Si f est dé�nie en 3 points distincts x0, x1 et x2, on appelle deuxième di�érence
divisée de f la valeur :

f [x0, x1, x2] =
f [x1, x2]− f [x0, x1]

x2 − x0
. (1.17)

(C'est la valeur a2 donnée en (1.15).) Et de manière générale, on dé�nit la n-ième di�érence divisée en n+1

8



9 1.5. * Polynômes de Newton

points distincts par :

f [x0, ..., xn] =
f [x1, ..., xn]− f [x0, ..., xn−1]

xn − x0
. (1.18)

(Noter qu'on n'a pas besoin de supposer que xn > xn−1.)

Pour le polynôme de Newton p1 on a donc :

p1(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0),

et que pour le polynôme de Newton p2 on a donc :

p2(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x−x0)(x− x1).

Proposition 1.25 Étant donnés n+1 points (xi, f(xi))i=0,...,n l'unique polynôme de degré n qui passe par ces
points est donné par :

pn(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) + ...+ f [x0, ..., xn](x− x0)...(x− xn−1). (1.19)

Preuve. Démonstration par récurrence. C'est vrai pour p1.
Supposons que ce le soit pour pn−1, n ≥ 2, i.e. qu'étant donnés n points, (xi, yi)i=0,...,n−1 où yi = f(xi), le

polynôme pn−1 de Newton est donné par :

pn−1(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, ..., xn−1](x− x0)...(x− xn−2).

Et pour les points (xi, f(xi))i=1,...,n, le polynôme qn−1 de Newton est donné par :

qn−1(x) = f(x1) + f [x1, x2](x− x1) + f [x1, ..., xn](x− x1)...(x− xn−1).

Et par hypothèse de récurrence :

pn−1(xi) = qn−1(xi) (= yi = f(xi)) pour i = 1, ..., n− 1.

D'où immédiatement, en posant :

pn(x) =
(xn − x)pn−1(x) + (x− x0)qn−1(x)

(xn − x0)
, (1.20)

on a pn(xi) = f(xi) pour tout i = 0, ..., n. Donc pn est le polynôme cherché. Il reste à montrer que :

pn(x)− pn−1(x) = f [x0, ..., xn](x− x0)...(x− xn−1).

Mais posant :

sn(x) = pn(x)− pn−1(x) =
(x− x0)

(xn − x0)
(qn−1(x)− pn−1(x)),

le polynôme sn de degré n s'annule en les n points xi, 0 ≤ i ≤ n−1 : c'est trivial pour x = x0 et on a
pn−1(xi) = qn−1(xi) pour 1≤i≤n−1. Donc sn est de la forme sn(x) = α(x−x0)...(x−xn−1) pour un scalaire α
donné. Et il reste à montrer que α = f [x0, ..., xn].

Mais le coe�cient de xn dans pn est donné à l'aide de (1.20) par :

−f [x0, ..., xn−1] + f [x1, ..., xn]

(xn − x0)
donc = f [x0, ..., xn],

par dé�nition de f [x0, ..., xn].

Remarque 1.26 On présente généralement les coe�cients du polynôme de Newton sous la forme d'une table
�de di�érences divisées�, par exemple pour les polynômes de degré 3 :

xi f(xi) f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3]

x0 f(x0) = a0

f [x0, x1] = a1

x1 f(x1) f [x0, x1, x2] = a2

f [x1, x2] f [x0, x1, x2, x3] = a3

x2 f(x2) f [x1, x2, x3]
f [x2, x3]

x3 f(x3)

9
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dans lesquelles on remplace les valeurs génériques f [...] par les valeurs calculées. Autre présentation :

xi f(xi) f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3]

x0 f(x0) = a0 → f [x0, x1] = a1 → f [x0, x1, x2] = a2 → f [x0, x1, x2, x3] = a3

↗ ↗ ↗
x1 f(x1) → f [x1, x2] → f [x1, x2, x3]

↗ ↗
x2 f(x2) → f [x2, x3]

↗
x3 f(x3)

Ici :
p(x) = a0 + a1(x−x0) + a2(x−x0)(x−x1) + a3(x−x0)(x−x1)(x−x2). (1.21)

Exercice 1.27 Déterminer le polynôme de Newton de degré 3 qui passe par les points (1, 0), (1.5, 1), (2, 2) et
(2.5,−1.5). (Pris sur internet.)

Réponse.

xi f(xi) f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3]

1 0 = a0 → 1−0
1.5−1

= 2 = a1 → 2−2
2− = 0 = a2 → −9−0

2.5−1
= −6 = a3

↗ ↗ ↗
1.5 1 → 2−1

2−1.5
= 2 → −7−2

2.5−1.5
= −9

↗ ↗
2 2 → −1.5−2

2.5−2
= −7

↗
2.5 −1.5

et donc p(x) = 2(x− 1)− 6(x− 1)(x− 1.5)(x− 2).

Exercice 1.28 Déterminer le polynôme de degré 2 qui passe par les points (−1, 9), (2, 4), (5, 1) par la méthode
de Lagrange. Retrouver ce polynôme à l'aide de la méthode de Newton. Puis on ajoute le point (0, 0) : déterminer
le polynôme de degré 3 qui passe par les 4 points donnés.

Remarque 1.29 Une fois les valeurs ai calculées, il est intéressant, dans le cas où on doit calculer de nombreuses
valeurs pn(x) en des points x, de se servir du schéma d'Horner ;

pn(x) = a0 + (x−x0)
(
a1 + (x−x1)

(
a2 + (x−x2)(a3 + ... )

))
,

qui réduit le nombre d'opérations et qui de plus est relativement insensible aux erreurs d'arrondis.

Remarque 1.30 On vient de voir deux décompositions polynômiales :

f(x0) + f [x0, x1](x− x0) + ...+ f [x0, ..., xn](x− x0)...(x− xn−1) =

n∑
i=0

f(xi)
∏
j 6=i

(x− xj)
(xi − xj)

les polynômes de gauche (décomposition de Newton) et de droite (décomposition de Lagrange) étant égaux car
tous les deux de degré n, et prenant tous les deux les mêmes n+1 valeurs yi = f(xi) aux points xi.

1.6 * Polynômes d'Hermite

1.6.1 Introduction

Les polynômes de degré n de Lagrange permettent d'approximer une fonction f à l'aide de valeurs en n+1
points distincts (xi)i=0,...,n connaissant les yi = f(xi). On dit que chaque point est associé à un degré de liberté.
Au total on a n+1 degrés de liberté (ddl ou dof = degree of freedom).

Les polynômes de développement limité de Taylor de degré n permettent d'approximer une fonction f au
voisinage d'un seul point x0 avec les n+1 valeurs f (i)(x0) pour i = 0, ..., n, le point x0 étant associé. On dit que
le point x0 est associé à n+1 degrés de liberté. Au total on a n+1 degrés de liberté.

L'idée de Hermite, pour obtenir un polynôme de degré n, est intermédiaire des deux précédentes : approcher
une fonction f en γ+1 points (xi)i=0,...,γ pour γ < n, où donc au moins un des xi est associé à 2 ddl. On note
ni le nombre de ddl, et on suppose que

∑γ
i=0 = n+1.

10



11 1.6. * Polynômes d'Hermite

Exemple 1.31 Lagrange : cas n+1 points xi distincts et ni = 1 pour tout i, chaque point étant associé à un
seul ddl (degré de liberté), caractérisé par la valeur yi = f(xi) pour la fonction f à interpoler.

Exemple 1.32 Développement limité de Taylor à l'ordre n : cas un seul point x0 et n0 = n+1, l'unique point
de x0 étant associé aux n+1 ddl données par les valeurs f(x0), f ′(x0), ..., f (n)(x0).

Exemple 1.33 Deux points x0 et x1 6= x0, deux ddl pour x0 données par f(x0) =noté y0 et f ′(x0) =noté y′0, et
un ddl pour x1 donné par f(x1) =noté y1.

Exercice 1.34 1- Donner les trois polynômes P1, P2, P3 de degré 2 t.q. pour x0 6= x1 :
P1(x0) = 1

P ′1(x0) = 0

P1(x1) = 0


P2(x0) = 0

P ′2(x0) = 1

P2(x1) = 0


P3(x0) = 0

P ′3(x0) = 0

P3(x1) = 1

et montrer qu'il forment une base de P2.

Réponse. x1 est racine de P1, donc P1(x) = (x− x1)(αx+ β). Puis P1(x0) = 1 = (x0 − x1)(αx0 + β). Comme x0 6= x1
on a αx0 + β = 1

x0−x1
. Puis P ′1(x) = (αx+ β) +α(x− x1), d'où P ′1(x0) = 0 = (αx0 + β) +α(x0− x1) = α(2x0− x1) + β.

D'où β = −α(2x0 − x1), d'où αx0 + α(x1 − 2x0) = 1
x0−x1

, d'où α = − 1
(x0−x1)2

, d'où β = 2x0−x1
(x0−x1)2

.

x0 et x1 sont racines de P2, d'où P2(x) = α(x−x0)(x−x1), d'où P ′2(x) = α(2x−x0−x1), d'où P ′2(x0) = 1 = α(x0−x1),
d'où α = 1

x0−x1
.

x0 est racine double de P3, d'où P3(x) = α(x− x0)2, avec P3(x1) = 1 = α(x1 − x0)2, d'où α = 1
(x1−x0)2

.
Finalement :

P1(x) =
(x− x1)(−x+ 2x0 − x1)

(x0 − x1)2
, P2(x) =

(x− x0)(x− x1)

(x0 − x1)
, P3(x) =

(x− x0)2

(x1 − x0)2
. (1.22)

1.6.2 Exemple : splines C1, vers la construction d'éléments �nis C1

Sur [a, b] =
⋃Nint

k=1 [ak−1, ak], cf. (1.1), on veut faire passer une fonction f qui est C1 sur [a, b] et t.q. f|[ak−1,ak]

est un polynôme de degré 3 pour tout k (on peut voir qu'on ne peut pas prendre un polynôme de plus bas
degré). Sur chaque intervalle [ak−1, ak] on prend pour points de collocations les deux points xk0 = ak−1 et
xk1 = ak (extrémités de l'intervalle) tous les deux associés à 2 ddl, à savoir f(xk0) et f ′(xk0) pour xk0 et f(xk1)
et f ′(xk1) pour xk1 (procédure d'Hermite). On a besoin du résultat élémentaire :

Proposition 1.35 Soit deux réels distincts x0 et x1. Soit quatre réels y0, z0, y1, z1. Alors il existe un unique
polynôme p de degré 3 tel que p(x0) = y0, p′(x0) = z0, p(x1) = y1, p′(x1) = z1.

Preuve. Calcul direct. (Voir par exemple exercice 1.37 plus loin.)

Application : spline C1. On applique la proposition 1.35 pour chaque intervalle [ak−1, ak] comme suit. On
prend xk0 = ak−1 et xk1 = ak (les extrémités de l'intervalle), on se donne des valeurs yk0, zk0, yk1, zk1, et
on note pk le polynôme de degré 3 obtenu sur cet intervalle, cf. proposition 1.35, i.e. le polynôme de degré 3
véri�ant pk(ak−1) = yk0, p′k(ak−1) = zk0, et pk(ak) = yk1, p′k(ak) = zk1.

Et on suppose que yk1 = y(k+1)0 (continuité en xk0) et zk1 = z(k+1)0 (continuité de la dérivée en xk0) pour
tout k = 1, ..., Nint−1. (Ou si on veut interpoler une fonction f ∈ C1([a, b]), on prend yk0 = f(ak−1), yk1 = f(ak)
et zk0 = f ′(ak−1), zk1 = f ′(ak), pour tout k = 1, .., Nint.)

Alors la fonction g : [a, b]→ R véri�ant g[ak−1,ak] est appelée une spline cubique C1 : c'est une fonction C1

sur tout [a, b], qui est polynomiale de degré 3 sur chaque [ak−1, ak] (mais elle n'est pas C2, sauf si par miracle
g est un polynôme de degré 3 sur tout [a, b] = [a0, aNint

], ce qui est par exemple le cas si f est elle-même un
polynôme de degré 3 sur [a, b]).

Remarque. Pour le calcul du p de la proposition 1.35, une démarche simple est de considérer les 4 polynômes
ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 de degré 3 qui véri�ent (polynôme Hermite de base) :

ϕ1(x0) = 1, ϕ2(x0) = 0, ϕ3(x0) = 0, ϕ4(x0) = 0,

ϕ′1(x0) = 0, ϕ′2(x0) = 1, ϕ′3(x0) = 0, ϕ′4(x0) = 0,

ϕ1(x1) = 0, ϕ2(x1) = 0, ϕ3(x1) = 1, ϕ4(x1) = 0,

ϕ′1(x1) = 0, ϕ′2(x1) = 0, ϕ′3(x1) = 0, ϕ′4(x1) = 1.

(1.23)

Par exemple, ϕ2 a pour racine double x1, a pour racine simple x0 et est donc de la forme ϕ2(x) =

11



12 1.6. * Polynômes d'Hermite

α(x−x1)2(x−x0). Et α est déterminé par ϕ1
0(x0) = 1. Les calculs donnent (exercice) :

ϕ1(x) =
(x− x1)2

(x0 − x1)2

(
2
x− x0

x1 − x0
+ 1
)
,

ϕ2(x) =
(x− x1)2

(x0 − x1)2

(
x− x0

)
,

(1.24)

et ϕ3 et ϕ4 en inversant les rôles de x1 et de x0.

Proposition 1.36 Supposant x0 6= x1, les polynômes (ϕi)i=1,...,4 forment une base de P3 l'ensemble des poly-
nômes de degré 3. Et tout polynôme de degré 3 dont on connaît les valeurs p(x0) = y0, p′(x0) = z0, p(x1) = y1

et p′(x1) = z1 se décompose sur cette base comme :

p(x) = y0ϕ1(x) + z0ϕ2(x) + y1ϕ3(x) + z1ϕ4(x) (=

4∑
i=1

ziϕi(x)). (1.25)

Et le polynôme p véri�e immédiatement : p(x0) = y0, p(x1) = y1, p′(x0) = z0 et p′(x1) = z1.

Preuve. Tout d'abord, les ϕi sont tous de degré 3, donc appartiennent à P3. Ensuite, ils forment une famille
libre car si les αi sont des réels tels que pour tout x :

(α1ϕ1 + α2ϕ2 + α3ϕ3 + α4ϕ4)(x) = 0,

alors au point x0 on obtient α1 = 0, au point x1 on obtient α3 = 0, puis en dérivant, au point x0 on obtient
α2 = 0, et au point x1 on obtient α4 = 0. Puis c'est une famille génératrice de P3 : 4 éléments indépendants
dans un espace vectoriel de dimension 4.

Exercice 1.37 Démontrer directement la proposition 1.35.

Réponse. Soit p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 ; on a 4 inconnues les (ai)i=0,...,3 et 4 équations à satisfaire, sous forme
matricielle : 

1 x0 x20 x30
0 1 2x0 3x20
1 x1 x21 x31
0 1 2x1 3x21



a0
a1
a2
a3

 =


y0
z0
y1
z1

 .

La matrice est inversible (pour x0 6= x1), le déterminant de la matrice valant (x1 − x0)4 6= 0. En e�et, notant A la
matrice, le déterminant étant une forme multilinéaire alternée :

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 x20 x30
0 1 2x0 3x20
0 x1−x0 (x1−x0)(x1+x0) (x1−x0)(x21+x0x1+x20)
0 0 2(x1−x0) 3(x1−x0)(x1+x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x1−x0)2

∣∣∣∣∣∣
1 2x0 3x20
1 (x1+x0) (x21+x0x1+x20)
0 2 3(x1+x0)

∣∣∣∣∣∣
= (x1−x0)2

∣∣∣∣∣∣
1 2x0 3x20
0 (x1−x0) (x21+x0x1−2x20)
0 2 3(x1+x0)

∣∣∣∣∣∣
= (x1−x0)2[3(x1−x0)(x1+x0)− 2(x21+x0x1−2x20)] = (x1 − x0)4.

D'où l'existence et l'unicité.

1.6.3 Exemple : vers la formule d'intégration de Simpson

Soient 3 points x0, x1 et x 1
2

= x0+x1

2 (avec x0 6= x1) pour lesquels, soit 4 valeurs y0, y1, y 1
2
et y1

1
2

, et on veut

toruver un polynôme p de degré 3 véri�ant :

y0 = p(x0), y1 = p(x1), y 1
2

= p(x 1
2
), y1

1
2

= p′(x 1
2
).

Ici x0 et x1 ont un ddl (degré de liberté), alors que x2 à associé deux ddl.

Proposition 1.38 Un tel polynôme p de degré 3 existe et est unique.

12



13 1.6. * Polynômes d'Hermite

Preuve. Calcul direct : voir exercice suivant 1.40.

Mais il est tout aussi simple dans la pratique de suivre l'idée de Lagrange : on cherche les 4 polynômes (dit
de base) ϕji de degré 3 qui véri�ent ;

ϕ0
0(x0) = 1, ϕ0

0(x1) = 0, ϕ0
0(x 1

2
) = 0, ϕ0

0
′(x 1

2
) = 0,

ϕ0
1(x0) = 0, ϕ0

1(x1) = 1, ϕ0
1(x 1

2
) = 0, ϕ0

1
′(x 1

2
) = 0,

ϕ0
1
2
(x0) = 0, ϕ0

1
2
(x1) = 0, ϕ0

1
2
(x 1

2
) = 1, ϕ0

1
2

′(x 1
2
) = 0,

ϕ1
1
2
(x0) = 0, ϕ1

1
2
(x1) = 0, ϕ1

1
2
(x 1

2
) = 0, ϕ1

1
2

′(x 1
2
) = 1,

On a immédiatement (connaissant les racines) :

ϕ0
0(x) =

(x− x 1
2
)2(x− x1)

(x0 − x 1
2
)2(x0 − x1)

,

ϕ0
1(x) =

(x− x 1
2
)2(x− x0)

(x1 − x 1
2
)2(x1 − x0)

,

ϕ0
1
2
(x) =

(x− x0)(x− x1)

(x 1
2
− x0)(x 1

2
− x1)

,

ϕ1
1
2
(x) =

(x− x0)(x− x1)(x− x 1
2
)

(x 1
2
− x0)(x 1

2
− x1)

,

Proposition 1.39 Ces 4 polynômes forment une base de P3, et tout polynôme p ∈ P3 s'écrit :

p(x) = y0
0ϕ

0
0(x) + y0

1ϕ
0
1(x) + y0

1
2
ϕ0

1
2
(x) + y1

1
2
ϕ1

1
2
(x), (1.26)

où y0 = p(x0), y1 = p(x1), y 1
2

= p(x 1
2
) et y1

1
2

= p′(x 1
2
).

Preuve. Ils forment une famille libre : si pour tout x :

y0
0ϕ

0
0(x) + y0

1ϕ
0
1(x) + y0

1
2
ϕ0

1
2
(x) + y1

1
2
ϕ1

1
2
(x) = 0,

alors prenant (successivement) x = x0, x1 et x 1
2
on trouve (successivement) y0

0 = 0 = y0
1 = y0

1
2

. Et il reste

y1
1
2

ϕ1
1
2

(x) pour tout x, d'où y1
1
2

= 0.

Et ils sont au nombre de 4 = dim(P3). Donc ils forment une base. Et (1.26) est immédiat car p s'exprime
sur cette base et les calculs des composantes sont triviaux.

Exercice 1.40 Démontrer par un calcul direct la proposition 1.38.

Réponse. Soit p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3. On a 4 inconnues les (ai)i=0,...,4 et 4 équations à satisfaire :
1 x0 x20 x30
1 x1 x21 x31
1 x 1

2
x21

2
x31

2

0 1 2x 1
2

3x21
2



a0
a1
a2
a3

 =


y0
y1
y 1

2

y11
2


est inversible (pour x0 6= x1), le déterminant de la matrice notée A étant non nul. En e�et :

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 x20 x30
0 x1−x0 x21−x20 x31−x30
0 x 1

2
−x0 x21

2
−x20 x31

2
−x30

0 1 2x 1
2

3x21
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
x1−x0 x21−x20 x31−x30
x 1

2
−x0 x21

2
−x20 x31

2
−x30

1 2x 1
2

3x21
2

∣∣∣∣∣∣∣
= (x1−x0)(x 1

2
−x0)

∣∣∣∣∣∣∣
1 x1+x0 x21+x1x0+x20
1 x 1

2
+x0 x21

2
+x 1

2
x0+x20

1 2x 1
2

3x21
2

∣∣∣∣∣∣∣
= (x1−x0)(x 1

2
−x0)

∣∣∣∣∣∣∣
1 x1+x0 x21+x1x0+x20
0 x 1

2
−x1 x21

2
−x21+x 1

2
x0−x1x0

1 2x 1
2

3x21
2

∣∣∣∣∣∣∣
= (x1−x0)(x 1

2
−x0)(x 1

2
−x1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 x1+x0 x21+x1x0+x20
0 1 x1+x 1

2
+x0

1 2x 1
2

3x21
2

∣∣∣∣∣∣∣
= (x1−x0)(x 1

2
−x0)(x 1

2
−x1)(x21

2
+x0x1−x1x 1

2
−x 1

2
x0)

=
1

4
(x0−x1)3(x 1

2
−x0)(x 1

2
−x1) =

1

16
(x1−x0)5,
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sachant x 1
2

= x0+x1
2

. D'où detA 6= 0. D'où A inversible, d'où l'existence de l'unicité.

1.6.4 Cas général

Soit k+1 points (xi)i=0,...,k et k+1 entiers (αi)i=0,...,k. On se donne n = k+α0+...+αk valeurs y
j
i = f (j)(xi)

pour 0≤j≤αj .

Proposition 1.41 Il existe un unique polynôme pn de degré n tel que :

∀(i, j) ∈ {0≤i≤k; 0≤j≤αi}, p(j)
n (xi) = yji , (1.27)

et ce polynôme est appelé polynôme d'interpolation de Hermite.

Preuve. On cherche pn sous la forme pn(x) =
∑n
m=0 amx

m, et on pose ~a = (a0, ..., an). Les équations (1.27)
forment un système de n+1 équations à n+1 inconnues de la forme A.~a = ~b où le vecteur ~b est formé des yji .
On aura donc existence et unicité de la solution ~a dès que A.~a = 0 a pour unique solution ~a = 0. Mais ce cas
correspond à yji = 0 pour tout i, j et au polynôme pn tel que chaque xi est racine de multiplicité αi+1. I.e. pn
est un polynôme de degré n qui a n+1 racines. Donc pn = 0.

Remarque 1.42 D'un point de vue pratique, il est intéressant de construire des fonctions polynômes de degré n
de base :

À i, 0≤i≤k, on se donne ji, 0≤ji≤αi. Au polynôme ϕjii de degré n, on demande de satisfaire les n conditions :
(ϕjii )(mi)(x`) = δi`δjimi pour 0≤`≤k et 0≤mi≤αji .

I.e., (ϕjii )(mi)(x`) = 0 pour 0≤`≤k et 0≤m≤αj si 6̀=i et m6=j, et (ϕjii )(ji)(xi) = 1.
On montre immédiatement que ces polynômes (ϕjii ) forment une base de Pn, puisqu'ils sont en nombre n+1

et qu'ils forment une famille libre : si :

0 =

k∑
i=0

αi∑
m=0

zmi ϕmi (x),

alors en particulier en x`, la dérivée d'ordre j donne 0 = zj` . Donc, tout polynôme de degré n s'écrit :

pn(x) =

k∑
i=0

αi∑
m=0

yji ϕ
m
i (x).

On renvoie à Crouzeix et Mignot [5] pour les expressions explicites des ϕjii .

1.7 Points équidistants : les oscillations

Il peut sembler naturel (simple) de reconstruire une fonction f connaissant ses valeurs en n+1 points (xi, yi)
tels que les xi soient équidistants : on se donne h>0 et :

xi = x0 + ih, i = 0, ..., n.

Malheureusement, c'est en général une mauvaise idée lorsque n est assez grand.

Exemple : on veut faire passer un polynôme par les n points (xi, yi=
1

1+x2
i
) où les xi ∈ [−5,+5] : la fonction

cherchée étant bien sûr la fraction rationnelle f(x) = 1
1+x2 (l'exemple est classique, pris par exemple dans

Théodor [15]).
L'exemple précédent montre que, dans le cas des points équidistants, l'erreur :

||f − pn||∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)− pn(x)|

peut être très grande. D'où les idées :

0- Prendre très peu de points (équidistants) : mais ce n'est guère satisfaisant, car on ne peut obtenir une
bonne approximation.

1- Ne pas prendre les points équidistants : les choisir de telle sorte que ||f − pn||∞ soit minimale. Voir plus
loin les polynômes de Chebyshev qui donneront une `bonne approximation' du polynôme optimal cherché.

2- Ne pas prendre la norme ||.||∞ comme instrument de mesure de l'erreur. On construit par exemple le
polynôme de meilleure approximation au sens des moindres carrés : on trouvera ainsi de nouveaux points de
collocation (xi), voir par exemple la méthode de Gauss.

3- Partager l'intervalle [a, b] en sous intervalles, cf. (1.1), utiliser un polynôme d'approximation avec peu de
points sur chaque sous intervalle. La fonction approchée est alors une fonction polynomiale par morceaux. C'est
l'optique des splines ou des méthodes type méthode des éléments �nis.
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15 1.8. * Remarque �négative�

Figure 1.1 � Sur l'intervalle [a, b] = [−5,+5]. La fonction y= 1
1+x2 est en pointillés. Et les polynômes de

Lagrange correspondant sont en trait plein, respectivement pour n = 3, 8, 12, puis 15 points équi-répartis :
donc ici xi = −5+ih, où h = b−a

n , et yi = 1
1+x2

i
, pour i = 0, ..., n−1, . Les polynômes de Lagrange ont tendance

à osciller très fortement aux extrémités (phénomène de Runge) pour n grand au voisinage du bord.

Remarque 1.43 La recherche des points (éventuellement non équidistants) en lesquels il est intéressant d'éva-
luer f sera d'un intérêt pratique immédiat lorsqu'il s'agira par exemple d'évaluer

∫ b
a
f(x) dx numériquement

à l'aide d'une formule approchée du type
∑n
i=0 f̃(xi)wi, où f̃ est une évaluation de f . Voir le paragraphe sur

l'intégration numérique.

1.8 * Remarque �négative�

Les résultats présentés ici sont pris principalement dans Crouzeix et Mignot [5]. Pour des fonctions f ∈
C0([a, b]) données, que l'on veut approximer par des polynômes de degré n, on se donne n+1 points distincts
(xni )i=0,...,n dans l'intervalle [a, b]. Et on note :

Ln :

{
C0([a, b]) → Pn

f 7→ Ln(f) = pn polynôme d'interpolation de Lagrange de degré n,
(1.28)

où donc pn est dé�ni par pn(xni ) = f(xni ) pour tout i = 0, ..., n. (Plus généralement, on peut choisir l'interpolation
par les polynômes d'Hermite). On a alors le résultat défavorable :

�Quels que soient les points d'interpolation de Lagrange choisis, il existe une fonction continue
f ∈ C0([a, b]) telle que Ln(f) ne converge pas uniformément vers f quand n→∞.�

(I.e. : pour chaque n on se donne un ensemble Bn = (xi)i=0,...,n−1, et on dispose ainsi d'une suite (Bn)N. Alors
∃f ∈ C0([a, b]) telle que ||Lnf − f ||∞ 6→n→∞ 0.)

Remarque 1.44 Attention : ça ne veut pas dire que le théorème de Weierstrass 1.11 est faux. Mais qu'il faut
faire attention quand on emploie l'approximation de Lagrange.

D'ailleurs, noter que le polynôme p̃n de �meilleure approximation�, i.e. celui de degré n qui réalise ||f−p̃n||∞ ≤
||f − p||∞ pour tout p ∈ Pn (celui qui réalise le minimum au sens de la norme ||.||∞), n'est pas nécessairement
un polynôme �de collocation�, i.e. un polynôme qui aux points xi prend les valeurs yi=f(xi) : le polynôme de
meilleure approximation (au sens de la norme ||.||∞) pourra prendre en les points xi des valeurs yi 6=f(xi). Voir
�gure 1.1.
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16 1.9. * Erreur d'interpolation pour la norme ||.||∞

Lemme 1.45 L'application Ln dé�nie en (1.28) est linéaire.

Preuve. Si f et g sont continues sur [a, b], et si α ∈ R, alors le polynôme Ln(f+αg) prend les valeurs
Ln(f+αg)(xi) = (f+αg)(xi) = f(xi) + αg(xi) = Ln(f)(xi)+αLn(g)(xi) aux points n+1 points de colloca-
tions xi, et donc les polynômes Ln(f+αg) et Ln(f)+αLn(g) sont égaux.

Ln étant linéaire, on pose :

|||Ln||| = sup
g∈C0([a,b])

||Lng||∞
||g||∞

,

quantité qui ne dépend que des points de collocation au travers de Ln.

Proposition 1.46
|||Ln||| −→

n→∞
∞.

Preuve. Voir Crouzeix et Mignot [5].

Et on pose :
En(t) = inf

qn∈Pn

||f − qn||∞,

quantité qui ne dépend que de n et n'a rien à voir avec les points de collocation (l'inf est réalisé par le polynôme
dit de meilleur approximation).

Proposition 1.47 Pour f ∈ C0([a, b]) et n ∈ N �xé, on a (pour les polynômes de collocation) :

||f − Ln(f)||∞ ≤ (1 + |||Ln|||)En(t), (1.29)

Preuve. Voir Crouzeix et Mignot [5].

La plus faible erreur ||f −Ln(f)||∞ que cette estimation d'erreur permet d'obtenir, est celle qui correspond
aux choix des points de collocation qui minimisent |||Ln|||. On montre que les points xn0 , ...., x

n
n qui réalise le

minimum de |||Ln||| permettent d'obtenir :

|||Ln||| '
2

π
log(n) quand n→∞.

Par contre, ces points sont di�ciles à calculer.
On démontre alors également que pour les points de collocation xni correspondant aux racines du polynôme

de Chebyshev de degré n (paragraphe suivant), on a également :

|||Ln||| '
2

π
log(n) quand n→∞.

Si on choisit comme points de collocation les points de Chebychev, qui sont très simples à calculer car égaux
à xni = a+b

2 + b−a
2 cos( 2i+1

2n+2π), on a donc une approximation qui n'est pas loin d'être optimale. Cela explique
pourquoi l'usage des points de Chebyshev est très vivement conseillé.

Par contre, si on choisit des points de collocation équidistants, on a :

|||Ln||| ' 2n+1 1

e n log n
quand n→∞,

ce qui est plutôt mauvais ! D'où les résultats décevants comme les instabilités remarquées au voisinage des
extrémités a et de b dans la �gure 1.1.

1.9 * Erreur d'interpolation pour la norme ||.||∞
Soit f une fonction Cn+1([a, b];R), soient (xi)i=0,...,n n+1 points 2 à 2 distincts dans l'intervalle [a, b], et

soit :

pn =

n∑
i=0

f(xi)Li, (1.30)

le polynôme d'interpolation de Lagrange de degré n (le polynôme de degré n qui véri�e pn(xi) = f(xi) pour
tout i).

On suppose pour simpli�er que [a, b] = [ min
i=0,...,n

(xi), max
i=0,...,n

(xi)]. Et on note :

πn+1(x) =

n∏
i=0

(x−xi) (1.31)

le polynôme de degré n+1 normalisé (le coe�cient devant xn+1 est 1) dont les racines sont les xi.
Alors, si x ∈ [a, b], l'erreur ponctuelle f(x)− pn(x) (en chaque point x) est donnée par :

16



17 1.9. * Erreur d'interpolation pour la norme ||.||∞

Théorème 1.48 Si f ∈ Cn+1([a, b];R), alors pour tout x ∈ [a, b] il existe ξx ∈ [a, b] tel que :

f(x)− pn(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
πn+1(x). (1.32)

En particulier :

|f(x)− pn(x)| ≤ ||f
(n+1)||∞

(n+ 1)!
|πn+1(x)|, (1.33)

où � ||g||∞ = sup
x∈[a,b]

|g(x)|� (notation générique). Et l'erreur maximale est donc :

||f − pn||∞ ≤
||f (n+1)||∞

(n+ 1)!
||πn+1||∞. (1.34)

(En particulier il sera intéressant de choisir les points xi tels que ||πn+1||∞ soit le plus petit possible : voir les
polynômes de Chebychev et le choix des xi rendant ||πn+1||∞ petit.)

Preuve. Si f est un polynôme de degré n+1 alors la relation (1.32) est immédiate car f (n+1) = constante,
π

(n+1)
n+1 = (n+1)! et p(n+1)

n = 0.
Dans le cas général (f non polynomiale), le théorème généralise ce cas polynomial. Montrons-le.
S'il existe i∈[0, n] tel que x=xi alors la relation est triviale : les deux membres sont nuls.
Supposons donc que pour tout i, x 6=xi.
Établissons la formule (1.32) dans le cas n= 1 : cas où f ∈ C2([a, b];R), où i = 0, 1, et où p1(x) = f(x0) +

f(x1)−f(x0)
x1−x0

(x−x0), cf (1.12), (1.13) et (1.14). En particulier p1(x0) = f(x0) et p1(x1) = f(x1) (polynôme de
Lagrange de f).

Fixons x ∈]a, b[ avec x 6= x0 et x 6= x1 (ici x est �xé : ce n'est pas une variable). Dé�nissons la valeur
δ(x) ∈ R telle que :

f(x) = p1(x) + δ(x)π2(x) (= p1(x) + δ(x)(x−x0)(x−x1)),

i.e. posons, pour x 6= x0, x1 :

δ(x) =
f(x)− p1(x)

(x−x0)(x−x1)
.

x étant �xé dans ]a, b[, soit la fonction Rx : [x0, x1]→ R (reste) dé�nie par :

Rx(y) = f(y)− p1(y)− δ(x)π2(y).

Cette fonction véri�e Rx(x0) = 0 = Rx(x1) = Rx(x), et Rx s'annulant en les 3 points x0, x1, x, le théorème de
Rolle généralisé nous dit qu'il existe un point ξx ∈] min(x0, x1, x),max(x0, x1, x)[ tel que R′′x(ξx) = 0, et donc,
avec p′′1 = 0 :

0 = R′′x(ξx) = f ′′(ξx)− 0− 2δ(x),

On a donc δ(x) = 1
2f
′′(ξx) et donc :

Rx(y) = f(y)− p1(y)− f ′′(ξx)

2
(y−x0)(y−x1).

Comme Rx(x) = 0, on a (1.32).
Dans le cas général, à x �xé, on cherche δ(x) ∈ R tel que

f(x) = pn(x) + δ(x)πn+1(x).

La fonction (le reste) :
Rx(y) = f(y)− pn(y)− δ(x)πn+1(y)

s'annule aux n+2 points x0, ..., xn, x, et le théorème de Rolle généralisé permet de conclure : il existe un
point ξx ∈] min(xi, x),max(xi, x)[ tel que Rn+1

x (ξx) = 0. Avec π(n+1)(x) = (n+1)! (constante), on obtient

fn+1(ξx) = (n+1)! δ(x), soit δ(x) = f(n+1)(ξx)
(n+1)! , d'où (1.32).
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18 1.10. Polynômes de Chebyshev

1.10 Polynômes de Chebyshev

Noter que Chebyshev (1821-1894) est également écrit Tchebyche� ou Tchebytche� ou...
Le théorème 1.48 équation (1.34) indique que si on veut minimiser l'erreur (pour écrire a priori un �bon�

code de calcul pour trouver un �bon� polynôme d'interpolation d'une fonction f quelconque), on a intérêt à ce
que le polynôme πn+1 véri�e ||πn+1||∞ � petit� (i.e. |πn+1(x)| petit pour tout x ∈ [a, b]). Cela revient donc à
choisir les points (xi) d'interpolation en conséquence. Quitte à changer de repère, on prend [a, b] = [−1, 1], un
bon choix pour xi consistant à prendre les racines du n-ième polynôme de Chebyshev Tn.

Rappel : cos

{
[0, π] → [−1, 1]

θ → x = cos(θ)

}
est bijective d'inverse arccos :

{
[−1, 1] → [0, π]

x → θ = arccos(x) = cos−1(x)

}
,

voir �gure 1.2. Et pour x ∈]− 1, 1[, la dérivée de arccos est donnée par, avec cos θ = x :

((cos−1)′(x) =) arccos′ x = − 1√
1− x2

= − 1

sin θ
(=

1

cos′ θ
), (1.35)

puisque, par dérivation de la composée (cos−1 ◦ cos)(θ) = θ on obtient (cos−1)′(cos θ). cos′ θ = 1.

Figure 1.2 � fonctions cos : θ ∈ [−π, π]→ x = cos θ ∈ [−1, 1] (premier dessin), cos−1 = arccos : x ∈ [−1, 1]→
arccos(x) = θ ∈ [0, π] (second dessin), et les deux �gures sur le même dessin (troisième dessin).

Dé�nition 1.49 Le n-ième polynôme de Chebyshev est donné sur [−1, 1] par, pour θ ∈ [0, π] :

Tn(cos θ) = cos(nθ), (1.36)

i.e., pour x ∈ [−1, 1] et θ = arccos(x) ∈ [0, π], on a Tn(x) = cos(n(arccosx)).

Proposition 1.50 La fonction Tn : [−1, 1]→ R est un polynôme de degré n : avec E(n2 ) la partie entière de n
2 ,

Tn(x) =

E( n
2 )∑

m=0

(−1)mC2m
n xn−2m(1− x2)m

= xn − C2
nx

n−2(1− x2) + C4
nx

n−4(1− x2)2 − ...

(1.37)

Preuve. On a cos(nθ) = <(einθ) (partie réelle), avec x = cos θ et (formule de Moivre) :

cos(nθ) + i sin(nθ) = einθ = (eiθ)n = (cos θ + i sin θ)n = (x+ i
√

1− x2)n,

d'où :

cos(nθ) = <(

n∑
k=0

Cknx
n−kik((1− x2)

1
2 )k) =

n∑
k=0

k pair

(−1)
k
2Cknx

n−k(1− x2)
k
2 ,

où Ckk =
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! , puis on pose m = 2k.

Exemple 1.51 T0(x) = 1, T1(x) = x, T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x, T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1, T5(x) =
16x5 − 20x3 + 5x ...

Exercice 1.52 Montrer que le coe�cient devant le monôme xn de Tn est 2n−1.

Réponse. Il s'agit de montrer, cf. (1.37), que 1 + C2
n + C4

n + ... = 2n−1.

On a (x+y)n + (x−y)n = 2

n∑
k=0

k pair

Cknx
n−kyk. On prend x=y=1.

18



19 1.10. Polynômes de Chebyshev

Figure 1.3 � Polynômes T5 et T6 représentés sur l'intervalle [−1, 1].

Figure 1.4 � Cas n = 7 : racines de Tn dans l'intervalle [−1, 1] : xk = <(eiθk), cf. (1.41). En particulier les
racines de Tn ne sont pas equiréparties : elles se �concentrent� vers les bords −1 et +1.

Proposition 1.53 1- Pour tout x ∈ [−1, 1] on a |Tn(x)| ≤ 1.
2- Pour n pair Tn est pair, et pour n impair Tn est impair.
3- Pour tout n on a :

Tn(1) = 1, Tn(−1) = (−1)n, et T2n(0) = (−1)n, T2n+1(0) = 0. (1.38)

4- Pour x = cos θ ∈]− 1, 1[ et n 6= 0 :

T ′n(x) =
n sin(nθ)

sin θ
, (1.39)

et en particulier :

T ′n(1) = n2, T ′n(−1) = (−1)nn2, et T ′2n(0) = 0, T ′2n+1(0) = (−1)n(2n+1). (1.40)

5- Tn à n racines simples aux n points :

xk = cos(θk), θk =
2k − 1

2n
π, k = 1, ..., n, (1.41)

voir �gure 1.4.
6- Dans l'intervalle [−1, 1], Tn a ses extrema aux n+1 points :

x̃k= cos(
k

n
π), avec Tn(x̃k) = (−1)k, k=0, ..., n, (1.42)

i.e. Tn vaut alternativement 1 et −1 aux extrema x̃k (donnés en ordre décroissant).

Preuve. 1- (1.36) donne directement |Tn(x)| ≤ 1.

19



20 1.10. Polynômes de Chebyshev

2- Avec x = cos θ = − cos(θ+π), on a Tn(−x) = Tn(cos(θ+π)) = cos(n(θ+π)) = cos(nθ+nπ) =
(−1)n cos(nθ) = (−1)nTn(cos θ) = (−1)nTn(x).

3- Tn(1) = cos(n(arccos 1)) = cosn0 = cos 0 = 1, puis Tn(−1) par parité ou imparité. Puis T2n+1 est impaire
donc T2n+1(0) = 0. Puis pour x = 0 on a θ = π

2 , d'où T2n(0) = cos(2nπ2 ) = cos(nπ) = (−1)n.
4- Puis, posant x(θ) = cos θ, on a Tn(x(θ)) = cos(nθ) qui donne par dérivation de fonctions composée

T ′n(x(θ))x′(θ) = −n sin(nθ), d'où (1.39) pour x ∈]− 1, 1[.
Puis pour x = 1 on a θ = 0 avec sinα ∼ α au voisinage de α = 0, donc sin(nθ)

sin θ ∼
nθ
θ = n au voisinage de

θ = 0. Et pour x = −1 on se sert de la parité ou imparité de Tn.
Comme T2n est pair on a T ′2n(0) = 0, et pour x = 0 on a θ = π

2 , donc T
′
2n+1(0) = (2n+1) sin((2n+1)π2 ) =

(2n+1) sin(π2 + nπ) = (−1)n(2n+1).
5- On véri�e que Tn(cos( 2k−1

2n π)) = cos( 2k−1
2 π) = 0, d'où les n racines simples. Comme Tn est de degré n

et est non nul, ce sont les seules, et elles sont classées dans l'ordre décroissant (car cosinus est une fonction
décroissante sur [0, π]).

6- Puis Tn ∈ [−1, 1] et |Tn(±1)| = 1 donnent : en −1 et +1 Tn est extrémale.
Puis T ′n(x) = 0 pour x ∈]− 1, 1[ ssi, cf. (1.39), sin(nθ) = 0 quand x = cos θ et θ ∈]0, π[, i.e ssi θ = k πn pour

k ∈ Z et θ ∈]0, π[, i.e. ssi θ = k πn pour k = 1, ..., n−1.
Puis Tn(x̃k) = cos(n( knπ)) = cos(kπ) = (−1)k.

Exercice 1.54 Montrer la relation de récurrence, pour tout n ∈ N∗ et x ∈ [−1, 1] :

Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x), noté Tn+1 + Tn−1 = 2xTn (1.43)

Réponse. C'est cos((n+1)θ) + cos((n−1)θ) = 2 cos(nθ) cos(θ), où on a posé θ = arccosx.

Exercice 1.55 Soit w :]− 1, 1[→ R dé�nie par w(x) = 1√
1−x2

. Soit L2
w l'ensemble des fonctions f :]− 1, 1[→ R

telles que
∫ 1

−1
f(x)2 dx√

1−x2
<∞. On considère le produit scalaire sur L2

w :

(f, g)w =

∫ 1

−1

f(x)g(x)
dx√

1− x2
. (1.44)

1- Véri�er que w : x→ w(x) = 1√
1−x2

est intégrable dans ]− 1, 1[.

2- Véri�er que (·, ·)w est bien un produit scalaire dans L2
w.

3- Montrer que les polynômes de Chebychev forment une base orthogonale dans l'ensemble des polynômes
muni du produit scalaire (·, ·)w, et donner en une base orthonormale.

Réponse. 1- Comme
√

1− x2 =
√

1− x
√

1 + x et que 1√
x

= x−
1
2 est intégrable en 0+ (de primitive 2

√
x = 2x

1
2 ), la

fonction w est intégrable à gauche en 1 et à droite en −1. De plus la fonction w est continue dans ]− 1, 1[ : donc elle est
intégrable sur ]− 1, 1[.

2- Bilinéarité, symétrie et positivité immédiates. Dé�nie positif : si (f, f)w = 0, comme
√

1− x2 > 0 et f2(~x) ≥ 0 sur
]− 1, 1[, nécessairement f = 0 sur ]− 1, 1[ (au moins presque partout, voir cours d'intégration).

3- Le changement de variable x = cos θ donnant dx = − sin θ dθ (avec sin θ ≥ 0 sur [0, π]) on obtient :

(Tn, Tm)w =

∫ 1

x=−1

Tn(x)Tm(x)
dx√

1− x2
=

∫ π

θ=0

cos(nθ) cos(mθ) dθ.

Et 2 cos(nθ) cos(mθ) = cos((n+m)θ)+cos((n−m)θ) donne (Tn, Tm)w =


0 si n 6= m,

π si n = m = 0,
π

2
si n = m 6= 0.

Donc la famille (Tn)n=0,...,N

est une base orthogonale de (PN ([−1, 1]), (·, ·)w), une base orthonormale étant donnée par (
√

1
π
T0, (

√
2
π
Tn)n=1,...,N ).

Exercice 1.56 Montrer :

Tn(x) =

√
π

Γ(n+ 1
2 )

(−1)n

2n

√
1 + x2

dn

dxn
(
(1− x2)n√

1 + x2
),

où Γ(1) = 1 et Γ(n+1) = n! et où :

Γ(
1

2
) =
√
π et Γ(n+

1

2
) =

1.3.5...(2n− 1)

2n
Γ(

1

2
).

Réponse. Véri�ez-le pour T0 et T1, et véri�er la relation de récurrence (1.43).
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Dé�nition 1.57 On appelle polynôme de Chebyshev normalisé le polynôme :

T̄n =
Tn

2n−1
.

(Le coe�cient du terme xn de plus haut degré vaut 1.)

En particulier, avec (1.42) on a supx∈[−1,1] |T̄n(x)| = 1
2n−1 .

Proposition 1.58 Quel que soit le polynôme zn normalisé de degré n (le coe�cient devant xn est 1), on a sur
[−1, 1] :

||zn||∞ ≥ ||T̄n||∞ (=
1

2n−1
),

i.e. supx∈[−1,1] |zn(x)| ≥ supx∈[−1,1] |T̄n(x)| (= 1
2n−1 ).

Et ||zn||∞ = ||T̄n||∞ sur [−1, 1] si et seulement si zn = T̄n : le polynôme de Chebyshev normalisé T̄n est le
plus petit de tous les polynômes normalisés de degré n, au sens de L∞([−1, 1];R).

D'où, si les xi sont les racines du polynômes de Chebyshev, l'erreur (1.34) donne sur [−1, 1] :

||f − pn||∞ ≤
1

2n−1

||f (n+1)||∞
(n+ 1)!

,

où pn est le polynôme d'interpolation de Lagrange de f aux point xi de Chebyshev.
(Les racines des polynômes de Chebyshev sont des points de collocation qui permettent de réaliser une

�bonne� approximation de Lagrange de f .)

Preuve. Supposons que supx∈[−1,1] |zn(x)| < 1
2n−1 (= supx∈[−1,1] |T̄n(x)|). Le polynôme zn étant normalisé,

q = T̄n − zn qui est de degré n−1 (les termes de degré n s'annulent). Et, les x̃k étant les abscisses où Tn(x̃k) =
(−1)k, cf. (1.42), on a q(x̃k) = T̄n(x̃k) − zn(x̃k) = (−1)k 1

2n−1 − zn(x̃k) change n+1 fois de signe avec k. Et a
donc n racines au moins. Mais q étant de degré ≤ n−1, on a alors q = 0. Donc zn = T̄n. C'est absurde avec
l'hypothèse supx∈[−1,1] |zn(x)| < 1

2n−1 . Donc si supx∈[−1,1] |zn(x)| = 1
2n−1 alors zn = Tn.

Remarque 1.59 Noter que pour une fonction f particulière, ce n'est pas le choix des racines du polynôme de
Chebychev qui donne ||f − pn||∞ réalise le minimum des ||f − qn||∞ pour qn polynôme de degré n : le choix des
xi racines du polynôme de Chebyshev Tn nous assure seulement qu'on a une bonne approximation de f par son
polynôme de Lagrange aux points xi.

Pour avoir �le meilleur� polynôme qn, celui qui réalise le minimum des ||f−qn||∞, on peut utiliser l'algorithme
de Rémès ; et les racines (xi) du polynôme de Chebychev permettent d'initialiser cet algorithme. Voir Crouzeix
et Mignot [5].

Remarque 1.60 Si on souhaite se placer sur un intervalle [a, b] 3 t, on fait le changement de variable x =
2t−b−a
b−a ∈ [−1, 1] pour se retrouver dans [−1, 1].

1.11 * Moindres carrés

Pour les expressions explicites, ou les valeurs numériques, on renvoie à Abramowitz et Stegun [1].
On rappelle que si f : [a, b] → K avec K = R ou C, alors f2 est la fonction [a, b] → K dé�nie par

f2(x) = (f(x))2, |f | est la fonction [a, b] → K dé�nie par |f |(x) = |f(x)|, et, pour K = C, f̄ est la fonction
[a, b]→ C dé�nie par f̄(x) = f(x) (et donc |f |2 = ff̄).

1.11.1 Polynômes de Legendre

Le polynômes de Chebychev permettent, pour une fonction f donnée, de trouver les n+1 points (xi) pour
lesquels on sait que si en ces points un polynôme pn de degré n véri�e pn(xi) = f(xi) alors pn est proche de f
au sens de l'instrument de mesure ||.||∞.

Il se trouve qu'un autre instrument de mesure est très utilisé : celui qui mesure l'énergie d'une fonction.
Cette énergie est le carré de la norme dé�nie sur un intervalle [a, b] par :

||f ||2 =
(∫ b

a

f2(x) dx
) 1

2

.

L'avantage de cette norme est qu'elle dérive du produit scalaire :

(f, g)2 =

∫ b

a

f(x)g(x) dx

dé�ni pour les fonctions de L2(]a, b[) = {f : [a, b]→ R t.q.
∫ b
a
f2(x) dx <∞}.
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22 1.11. * Moindres carrés

Remarque 1.61 Pour les fonctions à valeurs complexe, on a (f, g)2 =
∫ b
a
f(x)ḡ(x) dx, et donc ||f ||2 =

(
∫ b
a
|f(x)|2 dx)

1
2 .

Proposition 1.62 Il existe un unique polynôme pn de degré n (à savoir le projeté orthogonal de f sur Pn pour
le produit scalaire (·, ·)2) qui réalise le minimum :

||f − pn||2 = inf
qn∈Pn

||f − qn||2, (1.45)

i.e. ∃!pn ∈ Pn t.q. ∀qn ∈ Pn on a ||f − pn||2 ≤ ||f − qn||2. Et pn est caractérisé par :

∀qn de degré n, (f − pn, qn)2 = 0. (1.46)

Preuve. L'ensemble Pn des polynômes de degré n est un sous-espace de dimension �nie donc fermé dans
(L2, (·, ·)L2). Et on applique le théorème de projection sur des convexes fermés dans des espaces de Hilbert (=
espaces vectoriels muni d'un produit scalaire qui sont complets pour la norme associée au produit scalaire).

Exercice 1.63 Montrer que (1.46) implique (1.45).

Réponse. Sachant pn − qn ∈ Pn :

(f − pn, qn − pn)2 = 0 d'où (f − qn, qn − pn)2 = (pn − qn, qn − pn)2 = −||pn − qn||22.

D'où :
||f − pn||22 = (f−qn+qn−pn, f−qn+qn−pn)2 = ||f−qn||22 + 2(f−qn, qn−pn)2 + ||qn−pn||22

≤ ||f−qn||22 − ||pn − qn||22 ≤ ||f−qn||22.

Le calcul de pn peut se faire en cherchant ses composantes sur la base usuelle (1, x, x2, ..., xn) de Pn, i.e. on
cherche les coe�cients (ai)i=0,...,n de pn(x) = a0 + ...+ anx

n. Le système est simple à former :


(pn, 1)2 = (f, 1)2

(pn, x)2 = (f, x)2

...

(pn, x
n)2 = (f, xn)2

soit



∑
j

(xj , 1)2aj = (f, 1)2∑
j

(xj , x)2aj = (f, x)2

...∑
j

(xj , xn)2aj = (f, xn)2

soit A.~a = ~f

qui est un système de n+1 équations avec n+1 inconnues, où A est la matrice [(xj , xi)2]i,j=0,...,n, le vecteur

~a =

 a0
...
an

 est l'inconnue, et ~f =

 (f, 1)2

...
(f, xn)2

 est calculée à l'aide de la donnée f . Malheureusement, la

matrice A est très mal conditionnée, et sa résolution pose problème (pour n grand).
Le problème vient du fait que la base (xi)i=0,...,n de Pn n'est pas L2-orthonormale, et la matrice A n'est en

particulier pas unitaire (les matrices unitaires sont très bien conditionnées, toutes leurs valeurs propres étant
de module égal à 1).

L'idée est donc de construire une base orthogonale de Pn.

Proposition 1.64 On se place dans le cas [a, b] = [−1, 1]. Les polynômes Mn de degré n ∈ N donnés par :

Mn(x) =
dn

dxn
((x2 − 1)n) (=

(2n)!

n!
xn + ...) (1.47)

forment une base orthogonale non normée de (P, (·, ·)2) l'ensemble des polynômes muni du produit scalaire (·, ·)L2

usuel.
Les polynômes Mn normalisés sont donnés par :

Qn(x) =

√
2n+1

2

2n(n!)
Mn (=

√
2n+ 1

2

1

2n(n!)

dn

dxn
((x2 − 1)n)), (1.48)

et forment une b.o.n. de (P, (·, ·)2). (Les Qn sont obtenus par le procédé d'orthonormalisation de Gram�Schmidt
à partir de la base (1, x, x2, ...).) En particulier M0 = 1 polynôme constant, et pour tout n ≥ 1 :∫ 1

−1

Mn(x) dx = 0. (1.49)
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23 1.11. * Moindres carrés

Preuve. Véri�ons que les Qn forment une b.o.n. de L2([−1, 1]). Soit Mn donné par (1.47). Comme (x2− 1)n =
x2n +R2n−2 où R2n−2 est de degré ≤ 2n− 2, les Mn sont bien de degré n.

Montrons que (Mn,Mm)2 = 0 pour tout n 6= m. On a par intégration par parties :∫ 1

−1

dn

dxn
((x2 − 1)n)

dm

dxm
((x2 − 1)m) dx = −

∫ 1

−1

dn−1

dxn−1
((x2 − 1)n)

dm+1

dxm+1
((x2 − 1)m) dx

+ [
dn−1

dxn−1
((x2 − 1)n)

dm

dxm
((x2 − 1)m)]1−1.

Comme (x2 − 1)n = (x− 1)n(x+ 1)n, les racines +1 et −1 sont de multiplicité n, et donc dn−1

dxn−1 ((x2−1)n) est
nul en x = ±1, et donc le terme de bord est nul. D'où par récurrence, pour p ≤ n :∫ 1

−1

Mn(x)Mm(x) dx = (−1)p
∫ 1

−1

dn−p

dxn−p
((x2 − 1)n)

dm+p

dxm+p
((x2 − 1)m) dx.

En particulier, pour m < n et avec p = m+1, on a dm+p

dxm+p ((x2 − 1)m) = 0 et donc (Mn,Mm)2 = 0. Et
(Mn,Mm)2 = (Mm,Mn)2, donc de même si n < m.

Et pour m = n, on prend p = n, et on a :

(Mn,Mn)2 = (−1)n
∫ 1

−1

(x2 − 1)n(2n)! dx = (2n)! In, In =

∫ 1

−1

(1− x2)n dx.

Par intégration par parties :

In =

∫ 1

−1

(1− x2)n dx = 2n

∫ 1

−1

x2(1− x2)n−1 + [x(1− x2)n]1−1

= 2n

∫ 1

−1

(x2 − 1)(1− x2)n−1 dx+ 2n

∫ 1

−1

(1− x2)n−1 dx+ 0

= − 2nIn + 2nIn−1,

d'où (2n+ 1)In = 2nIn−1. Et donc, comme I0 = 2 et comme :

(2n−1)(2n−3)...3 =
(2n)!

2n(2n−2)(2n−4)...2
=

(2n)!

2n n!
,

on obtient :

In =
2n

2n+1
In−1 =

2n(2n−2)...2

(2n+1)(2n−1)...3
2 =

2n+1 n!

(2n+1) (2n)!
2n n!

=
22n+1 (n!)2

(2n+1) (2n)!
.

D'où :

(Mn,Mn)2 =
22n+1 (n!)2

(2n+1)
, ||Mn|| = 2n n!

√
2

(2n+1)
.

Les Qn forment donc une famille orthonormale de l'ensemble P des polynômes muni du produit scalaire L2.
Comme P est dense dans L2([−1, 1]), cette famille est une b.o.n.

Puis M0 = 1, et pour n ≥ 1 et p ≤ m < n :

(Mn(x), xm)2 =

∫ 1

−1

dn

dxn
((x2 − 1)n)xm dx

= −
∫ 1

−1

dn−1

dxn−1
((x2 − 1)n)mxm−1 dx+ [

dn−1

dxn−1
((x2 − 1)n)xm]1−1

= (−1)p
∫ 1

−1

dn−p

dxn−p
((x2 − 1)n)

m!

(m− p)!
xm−p dx

= (−1)m
∫ 1

−1

dn−m

dxn−m
((x2 − 1)n) dx = (−1)m[

dn−m−1

dxn−m−1
((x2 − 1)n)]1−1 = 0,

et donc Mn est orthogonal à toutes les fonctions xm pour m = 0, ..., n−1 : cette base suit le procédé de
construction de Gram-Schmidt.

En�n Mn ⊥M0 pour n ≥ 1, i.e. (M0,Mn)L2 = 0 pour n ≥ 1, i.e. (1.49).

Dé�nition 1.65 Les polynômes de Legendre de degré n sont les polynômes (formule de Rodrigues) :

Pn(x) =
1

n! 2n
dn

dxn
((x2 − 1)n) (=

1

n! 2n
Mn(x)). (1.50)
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24 1.11. * Moindres carrés

Exemple 1.66 On obtient P0(x) = 1,
P1(x) = x,
P2(x) = 3

2x
2 − 1

2 ,
P3(x) = 5

2x
3 − 3

2x,
P4(x) = 35

8 x
4 − 15

4 x
2 + 3

8 ,
P5(x) = 63

8 x
5 − 35

4 x
3 + 15

8 ,
P6(x) = 231

16 x
6 − 315

16 x
4 + 105

16 x
2 − 5

16 , ...

Proposition 1.67 Les polynômes de Legendre véri�ent :

Pn(−1) = (−1)n et Pn(1) = 1. (1.51)

(Ce qui explique le choix de la constante 1
n! 2n .)

Preuve. On a, formule de Leibniz :

dn

dxn
((x2−1)n) =

dn

dxn
((x−1)n(x+1)n) =

n∑
k=0

Ckn
dk

dxk
((x−1)n)

dn−k

dxn−k
((x+1)n).

Tous les termes de la somme pris en la valeur 1 sont nuls sauf pour k=n, car 1 est racine multiple d'ordre n
du polynôme (x−1)n. Et pour k=n on a dn

dxn ((x−1)n) = n! et ((x+1)n)|x=1 = 2n. Et donc dn

dxn ((x2−1)n)|x=1 =
(n!)2n.

Tous les termes de la somme pris en la valeur −1 sont nuls sauf pour k=0, car −1 est racine multiple
d'ordre n du polynôme (x+1)n. Et pour k=0 on a ((x−1)n)|x=−1 = (−2)n et dn

dxn ((x+1)n)|x=1 = n!. Et donc
dn

dxn ((x2−1)n)|x=−1 = (−1)n(n!)2n.

Proposition 1.68 Les Pn sont de degré n et sont 2 à 2 orthogonaux dans L2(] − 1, 1[). Ils sont de la forme,
pour n ≥ 2 :

Pn(x) = anx
n +Rn−2(x), an =

(2n)!

2n (n!)2
, (1.52)

où Rn−2 est un polynôme de degré n−2. Et ils véri�ent la relation de récurrence, pour n ≥ 1 :
P0(x) = 1, P1(x) = x,

Pn+1(x) =
2n+1

n+1
xPn(x)− n

n+1
Pn−1(x).

(1.53)

Et les polynômes
√

2n+1
2 Pn forment une base orthonormale de L2(]− 1, 1[).

Preuve. On a (x2 − 1)n = x2n + Cn−1
n x2(n−1) + ..., d'où (1.52) sachant (1.47).

Puis ||Mn||2 = 2n(n!)√
2n+1

2

car ||Qn||2 = 1, cf. (1.48), d'où ||Pn||2 = 1
n! 2n

2n(n!)√
2n+1

2

=
√

2
2n+1 .

Montrons (1.53). Soit :

Z = Pn+1(x)− 2n+1

n+1
xPn(x).

Son terme xn+1 a pour coe�cient :

(2(n+1))!

2n+1 ((n+1)!)2
− 2n+1

n+1

(2n)!

2n (n!)2
=

(2(n+1))!− 2(n+1)(2n+1)(2n)!

2n+1 ((n+1)!)2
= 0.

Donc, avec (1.52), Z est un polynôme de degré ≤ n−1, donc de la forme :

Z =

n−1∑
k=0

αkPk.

Et les Pk étant 2 à 2 orthogonaux, pour tout m ≤ n−1 :

αm||Pm||22 = (Z,Pm)2 = (Pn+1, Pm)2 −
2n+1

n+1
(xPn, Pm)2 = −2n+1

n+1
(Pn, xPm)2.

Et pour m ≤ n−2, le polynôme xPm est de degré ≤ n−1 et donc (Pn, xPm)2 = 0. Il reste :

Z = αn−1Pn−1 où αn−1||Pn−1||22 = −2n+1

n+1
(Pn, xPn−1)2.
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25 1.11. * Moindres carrés

Puis xPn−1 est de degré n, et avec (1.52) et identi�cation des termes en xn :

xPn−1 = βPn + ... où β =
an−1

an
=

(2(n−1))!
2n−1 ((n−1)!)2

(2n)!
2n (n!)2

=
2n2

2n(2n−1)
=

n

2n−1
,

les ... étant une combinaison linéaire des Pk pour k = 0, ..., n−1. d'où :

αn−1||Pn−1||22 = −2n+1

n+1
β (Pn, Pn)2,

avec ||Pn||22 = 2
2n+1 , d'où :

αn−1 = −2n−1

2

2n+1

n+1

n

2n−1

2

2n+1
= − n

n+1
.

Proposition 1.69 Pour n ≥ 1, les racines des polynômes de Legrendre sont toutes simples, toutes réelles, et
sont toutes dans ]− 1, 1[.

Preuve. On note x1, ..., xm les racines réelles distinctes de Pn de multiplicité impaire qui sont dans ] − 1, 1[,
i.e. Pn est de la forme Pn(x) =

∏m
i=1(x − xi)2ki−1R(x) où 2ki−1 est la multiplicité de xi et où R n'a pas de

racine de multiplicité impaire dans ]− 1, 1[. Il s'agit de montrer que m = n.
Posons Q0(x) = 1 et Qm(x) =

∏m
i=1(x − xi) pour m ≥ 1. Le polynôme non nul PnQm est donc de signe

constant dans ]−1, 1[ puisque de la forme PnQm(x) =
∏m
i=1(x−xi)2kR(x) où R n'a pas de racine de multiplicité

impaire dans ]− 1, 1[. Donc (Pn, Qm)L2(]−1,1[) 6= 0. Si on suppose m < n alors (Pn, Qm)L2(]−1,1[) = 0 car Pn est
orthogonal à tout polynôme de degré < n. C'est contradictoire, donc m = n.

Exercice 1.70 Montrer que :

Pn(x) =
1

2n

n∑
j=0

(Cjn)2(x− 1)n−j(x+ 1)j . (1.54)

Preuve. On applique la formule de Leibniz (fg)(n) =
∑n
j=0 C

j
nf

(n−j)g(j) avec f(x) = (x − 1)n et g(x) =
(x+ 1)n.

Exercice 1.71 Montrer que
d

dx

(
(1−x2)

d

dx
Pn

)
+n(n+1)Pn = 0 (équation du second ordre dont l'une des deux

solutions est le polynôme de Legendre).

Exercice 1.72 Montrer que Pn+1(x) = xPn(x)− 1

n+1
(1−x2)

dPn
dx

(x).

Exercice 1.73 Montrer que
d

dx
(Pn+1 − Pn−1) = (2n+1)Pn.

1.11.2 Généralisation

On peut également mesurer une énergie pondérée : sur un intervalle [a, b], a < b, on se donne w est une
fonction intégrable strictement positive (i.e. une densité, i.e. w ∈ L1(]a, b[) et w > 0), et on note :

L2
w = {f :

∫ b

a

f2(x)w(x)dx <∞}.

C'est un espace vectoriel qu'on munit du produit scalaire :

(f, g)w =

∫ b

a

f(x)g(x)w(x)dx.

Ou encore (f, g)w =
∫ b
a
f(x)g(x) dµ où µ est la mesure de densité dé�nie par dµ = w(x)dx.

En particulier, si [a, b] = [−1, 1] et w : x→ 1 (la fonction constante 1), alors dµ = dx et on retrouve la b.o.n.
des polynômes de Legendre.
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26 1.12. Splines cubiques

Proposition 1.74 A l'aide de Gram�Schmidt, on peut construire une b.o.n. (Pn)n∈N de L2
w (donc avec

(Pn, x
k)w = 0 pour tout k < n). Et les Pn véri�ent la relation de récurrence :

Pn+1 = (Anx+Bn)Pn − CnPn−1, (1.55)

où :

An =
an+1

an
, Bn =

bn+1an − bnan+1

an
, Cn =

an−1an+1

a2
n

, (1.56)

où on a posé Pn = anx
n + bnx

n−1 + ... pour tout n.

Preuve. Technique similaire au cas de Legendre. Voir par exemple Schatzman [13].

Proposition 1.75 Pour n ≥ 1, les racines des Pn sont toutes simples, toutes réelles, et sont toutes dans ]a, b[.

Preuve. Similaire au cas de Legendre.

1.11.3 Retour sur les polynômes de Chebychev

Voir (1.44).

1.11.4 Polynômes de Laguerre

On prend [a, b[= [0,∞[ et w : x ∈→ e−x, et donc

(f, g)w =

∫ ∞
0

f(x)g(x) e−xdx,

et on obtient les polynômes de Laguerre (base orthogonale dans L2
w). Il sont dé�nis par :

Ln(x) =
1

n!
ex

dn

dxn
(e−xxn).

Et on véri�e que Ln(0) = 1.

1.11.5 Polynômes d'Hermite

On prend ]a, b[=]−∞,∞[ et w : x ∈→ e−x
2

, et donc

(f, g)w =

∫ ∞
−∞

f(x)g(x) e−x
2

dx,

et on obtient les polynômes d'Hermite (base orthogonale dans L2
w). Il sont dé�nis par :

Hn(x) =
1

n!
ex

2 dn

dxn
(e−x

2

).

Et on véri�e que H2n(0) = (−1)n (2n)!
n! (polynômes de degré pair) et H2n+1(0) = 0.

1.12 Splines cubiques

1.12.1 Introduction

On traite le point 3 du � 1.7. Soit [a, b] =
⋃n
i=1[xi−1, xi] (maillage) où a=x0 < x1 < ... < b=xn (où donc n ≥ 1

est le nombre d'intervalles). Ici on utilisera uniquement les points ak−1 et ak (pas de points intermédiaires), et

ak
noté ici

= xk. Donc ici les xk ne sont pas des points d'interpolation de Lagrange mais les points dé�nissant le

maillage [a, b] =

n⋃
k=1

[xk−1, xk].

Une spline cubique nécessitera tout le maillage [a, b] =
⋃n
i=1[xi−1, xi] pour être dé�nie (dé�nition globale :

le point de départ de sa dé�nition ne peut pas être un seul intervalle [ak−1, ak]
noté ici

= [xk−1, xk], contrairement
aux polynômes de Lagrange ou d'Hermite).
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27 1.12. Splines cubiques

1.12.2 Calculs

Soit f ∈ C0([a, b];R) et yi = f(xi) pour i = 0, ..., n.

But : trouver une fonction S ∈ C2([a, b];R) t.q. :

∀i = 0, ..., n, S(xi) = yi, et ∀k = 1, ..., n, S|]xk−1,xk[
noté
= pk ∈ P3 (1.57)

(la restriction de S au k-ième intervalle est un polynôme pk ∈ P3).
Un polynôme pk ∈ P3 étant de la forme ak0 + ak1x + ak2x

2 + ak3x
3 =

∑3
j=0 akjx

j , il y a 4n inconnues les
(akj) k=1,...,n

j=0,...,3
. Exprimons les contraintes :

1. S vaut yi aux xi, donc p1(x0) = y0, p1(x1) = y1, p2(x1) = y1, p2(x2) = y2, ..., pn(xn−1) = yn−1,
pn(xn) = yn, soit 2n équations (2 équations par intervalle).

2. S ∈ C1([a, b]) donc p′i(xi) = p′i+1(xi), pour i=1, ..., n−1, donc n−1 équations.

3. S ∈ C2([a, b]) donc p′′i (xi) = p′′i+1(xi), pour i=1, ..., n−1, donc n−1 équations.

Au total, on a 4n−2 contraintes.

Dé�nition 1.76 Une fonction S véri�ant (1.57) et les 4n−2 contraintes ci-dessus est appelée une spline cubique
(nom complet : spline cubique C2).

Il nous manque deux contraintes pour avoir 4n équations (autant que d'inconnues les akj). Notons

S′′(xi)
noté
= y′′i , i = 0, ..., n (1.58)

(les n+1 réels y′′i sont inconnus pour le moment). En particulier p′′i (xi) = p′′i+1(xi) = y′′i pour i=1, ..., n−1.
On impose souvent une courbure aux extrémités (donne des calculs simples) :

y′′0 et y′′n donnés. (1.59)

Dé�nition 1.77 Si on choisit d'introduire les deux contraintes supplémentaires y′′0 = y′′n = 0, alors S est dite
spline cubique naturelle.

Proposition 1.78 Si on connaît les y′′i , i = 0, ..., n, alors les pi sont donnés par :

pi(x) =
(x−xi)3

(xi−1−xi)
y′′i−1

6
+

(x−xi−1)3

(xi−xi−1)

y′′i
6

+ (
yi−1

(xi−1−xi)
−
y′′i−1

6
(xi−1−xi))(x−xi) + (

yi
(xi−xi−1)

− y′′i
6

(xi−xi−1))(x−xi−1).

(1.60)

Équation appelée équation de la spline dans l'intervalle [xi−1, xi].

Preuve. Dans chaque [xi−1, xi] les pi sont de degré 3 donc leurs dérivées secondes p′′i sont de degré 1. Et aux
extrémités : p′′i (xi−1) = y′′i−1 et p′′i (xi) = y′′i . D'où dans [xi−1, xi] (interpolation de Lagrange) :

p′′i (x) =
(x−xi)

(xi−1−xi)
y′′i−1 +

(x−xi−1)

(xi−xi−1)
y′′i . (1.61)

(Immédiat avec les polynômes de Lagrange.) On intègre 2 fois, et on a 2 constantes d'intégrations αi et βi :

pi(x) =
(x−xi)3

(xi−1−xi)
y′′i−1

6
+

(x−xi−1)3

(xi−xi−1)

y′′i
6

+ αi(x−xi) + βi(x−xi−1).

(Avec donc αi(x−xi) + βi(x−xi−1) = (αi + βi)x−αixi − βixi−1 = γix+ δi = notation plus usuelle mais qui ici
ne serait pas pratique.)

On calcule ces constantes d'intégrations αi et βi à l'aide des valeurs connues yi−1=pi(xi−1) et yi=pi(xi) qui
donnent :

yi−1 = (xi−1−xi)2 y
′′
i−1

6
+ αi(xi−1−xi) et yi = (xi−xi−1)2 y

′′
i

6
+ βi(xi−xi−1),

système de deux équations à deux inconnues αi et βi, de résolution immédiate qui donne (1.60).
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28 1.12. Splines cubiques

Proposition 1.79 Supposons y′′0 et y′′n connus, cf. (1.59). Alors les y′′i pour i = 1, ..., n−1 existent et sont
uniques : ils satisfont aux n−1 équations :

(xi−xi−1)

(xi+1−xi−1)
y′′i−1 + 2y′′i +

(xi+1−xi)
(xi+1−xi−1)

y′′i+1 = 6f [xi−1, xi, xi+1], i = 1, ..., n−1, (1.62)

où f [xi−1, xi, xi+1] = f [xi,xi+1]−f [xi−1,xi]
(xi+1−xi−1) = (yi+1−yi)(xi−xi−1)−(yi−yi−1)(xi+1−xi)

(xi+1−xi−1)(xi+1−xi)(xi−xi−1) (voir les polynômes de Newton).
Soit :

A.


y′′1
y′′2
...

y′′n−2

y′′n−1

 = 6


f [x0, x1, x2]
f [x1, x2, x3]

...
f [xn−3, xn−2, xn−1]
f [xn−2, xn−1, xn]

−


(x1−x0)
(x2−x0)y

′′
0

0
...
0

(xn−xn−1)
(xn−xn−2)y

′′
n

 (1.63)

où :

A =



2 (x2−x1)
(x2−x0) 0 . . . 0

(x2−x1)
(x3−x1) 2 (x3−x2)

(x3−x1) 0 . . .

0
. . .

0

. . . 0 (xn−2−xn−3)
(xn−1−xn−3) 2 (xn−1−xn−2)

(xn−1−xn−3)

0 . . . 0 (xn−1−xn−2)
(xn−xn−2) 2


, (1.64)

système tri-diagonal inversible de résolution très rapide.

Preuve. On dérive (1.60), pour tout i = 1, ..., n :

p′i(x) =
(x−xi)2

(xi−1−xi)
y′′i−1

2
+

(x−xi−1)2

(xi−xi−1)

y′′i
2

+ (
yi−1

(xi−1−xi)
−
y′′i−1

6
(xi−1−xi)) + (

yi
(xi−xi−1)

− y′′i
6

(xi−xi−1)).

Comme p′i(xi) = p′i+1(xi), pour tout i = 1, ..., n−1, on déduit :

(xi−xi−1)
y′′i
2

+ (
yi−1

(xi−1−xi)
−
y′′i−1

6
(xi−1−xi)) + (

yi
(xi−xi−1)

− y′′i
6

(xi−xi−1))

= (xi−xi+1)
y′′i
2

+ (
yi

(xi−xi+1)
− y′′i

6
(xi−xi+1)) + (

yi+1

(xi+1−xi)
−
y′′i+1

6
(xi+1−xi).

D'où :

y′′i−1(xi − xi−1) + y′′i (2(xi−xi−1)− 2(xi−xi+1)) + y′′i+1(xi+1−xi) = 6
yi+1 − yi
(xi+1−xi)

− 6
yi − yi−1

(xi−xi−1)
.

Corollaire 1.80 La résolution de (1.63) donne les y′′i , d'où les pi, cf. (1.60), d'où la spline cubique S.

Remarque 1.81 Si le maillage est uniforme, i.e. xi − xi−1 = h = b−a
n (les n intervalles ]xi−1, xi[ ont même

longueur), alors :

A =
1

2



4 1 0 ... 0

1 4 1 0 ...
...

0
. . .

. . .
. . .

... 0

... 0 1 4 1
0 ... 0 1 4


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29 1.12. Splines cubiques

Remarque 1.82 Une spline S est P3 par morceaux, donc sa dérivée 3ème S′′′ est constante par morceau :
donc en général S n'est pas C3 sur tout [a, b].

Exercice 1.83 Montrer que si les yi véri�ent yi = g(xi) avec g(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 pour tout x ∈ [a, b]
(polynôme de degré 3 sur tout [a, b]), et si on suppose y′′0 = g(x0) et y′′n = g(xn) (voir (1.59)), alors la spline S
correspondante, cf. (1.57), véri�e S = g.

Réponse. Soit pi = g[xi−1,xi]. Alors toutes les contraintes pour les pi sont véri�ées. Et on a existence et unicité, cf.
prop. 1.79.

Dé�nition 1.84 La k-ème spline cubique de base est la spline cubique naturelle ϕk véri�ant

∀i = 0, ..., n, ϕk(xi) = δik. (1.65)

Corollaire 1.85 Toute spline cubique S s'exprime comme :

S(x) =

n∑
k=0

ykϕk(x). (1.66)

Et l'ensemble des splines cubiques est un espace vectoriel de dimension n+1 dont une base est (ϕk)k=0,...,n.

Preuve. Les ϕk sont C2([a, b]) et déterminées à l'aide de leurs restrictions ϕk|[xi−1, xi] = pi à l'aide de (1.60).
Toute combinaison linéaire de fonction C2 est C2, et donc x ∈ [a, b]→

∑n
i=0 yiϕi(x) est une fonction C2.

Toute combinaison linéaire de polynôme de degré 3 est un polynôme de degré 3, et donc, sur tout intervalle
[xi−1, xi], x→

∑n
k=0 ykϕk(x) est un polynôme de degré 3.

Et
∑n
k=0 ykϕk(xi) =

∑n
k=0 ykδik = yi, et donc la fonction x →

∑n
k=0 ykϕk(x) est la fonction spline S

cherchée (existence et unicité) : celle qui prend la valeur yi au point xi. Donc (ϕk)k=0,...,n engendre l'espace des
splines cubiques. Et si

∑n
k=0 ykϕk = 0, alors en particulier

∑n
k=0 ykϕk(xi) = 0, et donc yi = 0. Donc la famille

(ϕk)k=0,...,n est libre. Libre et génératrice : c'est une base.

Exercice 1.86 Déterminer le ϕ0 du corollaire précédent.

Réponse. Ici on cherche ϕ0 donné par (1.60), pour i = 1, ..., n :

ϕ0|[xi−1,xi](x) =
(x−xi)3

(xi−1−xi)
y′′i−1

6
+

(x−xi−1)3

(xi−xi−1)

y′′i
6

+ (−y
′′
i−1

6
(xi−1−xi))(x−xi) + (−y

′′
i

6
(xi−xi−1))(x−xi−1).

La matrice A est donnée en (1.64). Et (notation de Newton) ϕ0[x0, x1] = ϕ0(x1)−ϕ0(x0)
x1−x0

= −1
x1−x0

Et ϕ0[x1, x2] = 0 =

ϕ0[xi−1, xi] pour tout 2, ..., n. D'où ϕ0[x0, x1, x2] = ϕ0[x1,x2]−ϕ0[x0,x1]
x2−x0

= 1
(x1−x0)(x2−x0)

et ϕ0[xi−1, xi, xi+1] = 0 pour

tout i = 2, ..., n−1. Et donc, avec y′′0 = 0 = y′′n, les coe�cients y′′i pour déterminer ϕ0 sont solutions de A.

 y′′1
...

y′′n−1

 =

6


1

(x1−x0)(x2−x0)

0
...
0

. N.B. : pour trouver tous les y′′i , on décompose par exemple A en L.LT (Choleski : coût ' 8n pour

une matrice tridiagonale symétrique).
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2 Intégration numérique

2.1 Introduction

On souhaite trouver une formule d'intégration, pour −∞ < a < b <∞, de type :∫ b

a

f(x) dx ' somme �nie =

n∑
i=1

wif(ξi), (2.1)

la `somme �nie' étant une `bonne' approximation de l'intégrale. Les ξi seront des points où f est dé�nie et les
wi (poids=weight en anglais) sont des réels.

Dé�nition 2.1 La formule d'intégration numérique (2.1) où wi, ξi ∈ R pour tout i = 1, ..., n est dite d'ordre m
si elle est exacte pour tout polynôme de degré ≤ m.

Dans le cas où [a, b] est un �grand� intervalle, une idée simple est de découper [a, b] en n intervalles :

[a, b] =

n⋃
i=1

[xi−1, xi] où a = x0, b = xn, et xi−1 < xi, ∀i = 1, ..., n.

Ayant : ∫ b

a

f(x) dx =

n∑
i=1

(

∫ xi

xi−1

f(x) dx),

on calcule alors chaque
∫ xi

xi−1
f(x) dx à l'aide de (2.1).

Exemple. Lorsque f est continue, la formule approchée de Riemann est :∫ xi

xi−1

f(x) dx ' (xi − xi−1)f(ξi),

où ξi un point de [xi−1, xi], ce qui donne :∫ b

a

f(x) dx '
n∑
i=1

(xi − xi−1)f(ξi). (2.2)

Dans le cas usuel où les intervalles sont de longueurs égales :

xi − xi−1 = h =
b− a
n

, (2.3)

on obtient : ∫ b

a

f(x) dx ' h
n∑
i=1

f(ξi).

Et dans ce cas, l'approximation de l'intégrale par la somme �nie introduit une erreur :

E(f) =
(∫ b

a

f(x) dx
)
−
(
h

n∑
i=1

f(ξi)
)
.

Le problème sera de connaître la valeur de cette erreur, i.e. la �précision� de l'approximation faite en rempla-
çant

∫ b
a
f(x) dx par sa somme �nie de Riemann. En particulier, si on divise les n intervalles par 2 pour avoir 2n

intervalles (de longueur 1
2h) et qu'on applique la somme de Riemann sur ces 2n intervalles, est-ce que l'erreur

commise (a priori) est divisée par 2 (méthode en O(h)), par 4 = 22 (méthode en O(h2)), par 2k (méthode en
O(hk)), ou par autre chose. Ce calcul d'erreur sera fait à l'aide du développement limité de f dans le cas des
sommes de Riemann.

En particulier, on verra que si dans la somme de Riemann ci-dessus on prend pour ξi le point milieu
ξi = xi−1+xi

2 , alors l'erreur sera en h2, et sinon l'erreur sera en h : la formule du point milieu est donc préférable,
et sera du même ordre que la méthode des trapèzes.

Le problème suivant sera de voir s'il n'y a pas une méthode plus `rapide' (en O(hk) avec k ≥ 3) : on regardera
ici en particulier les méthodes de Simpson et de Gauss.

La méthode générale pour faire le calcul d'erreur est : 1- on regarde le cas d'une fonction f polynôme de
degré n dont on connaît l'intégrale et on calcule l'erreur E(f) commise ; 2- on prend une fonction f quelconque
et on se sert de son développement limité (ou d'un développement polynomial comme celui d'interpolation de
Newton) pour se ramener au cas 1- avec un �petit reste� en plus.
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31 2.2. Méthodes de Riemann à droite et à gauche

2.2 Méthodes de Riemann à droite et à gauche

Dans la suite on prend les intervalles de même longueur h, cf. (2.3).
La somme de Riemann à gauche est l'approximation :∫ xi

xi−1

f(x) dx ' Gi
déf
= (xi−xi−1)f(xi−1) = h yi−1, (2.4)

Gi étant l'aire du rectangle de largeur xi−xi−1 = h et de hauteur yi−1. Ainsi
∫ b
a
f(x) dx ' h

∑n
i=1 yi−1. Faire

un dessin.
La somme de Riemann à droite est l'approximation :∫ xi

xi−1

f(x) dx ' Di
déf
= (xi−xi−1)f(xi) = h yi, (2.5)

Di étant l'aire du rectangle de largeur xi−xi−1 = h et de hauteur yi. Ainsi
∫ b
a
f(x) dx ' h

∑n
i=1 yi. Faire un

dessin.
Il est immédiat que dans le cas où f est constante sur les morceaux [xi−1, xi] les formules (2.4) et (2.5) sont

exactes : l'erreur commise est nulle. Cette méthode est donc au moins d'ordre 0.

2.2.1 Cas d'un polynôme de degré 1

On prend une fonction p1 continue sur [a, b], polynômiale de degré 1 par morceaux, et on note p1|[xi−1,xi] = pi1
(restriction à l'intervalle [xi−1, xi]). Si on note yj = p1(xj) pour tout j, on a :

pi1(x) = yi−1 +
yi − yi−1

xi − xi−1
(x−xi−1) (= yi−1

x− xi
xi−1 − xi

+ yi
x− xi−1

xi − xi−1
).

(Polynôme de Newton et, entre parenthèses, polynôme de Lagrange.) Et l'aire sous le graphe de p1 entre xi−1

et xi est l'aire du trapèze : ∫ xi

xi−1

p1(x) dx = (xi−xi−1)
yi−1 + yi

2
= h

yi−1 + yi
2

, (2.6)

faire un dessin.
Il est immédiat que l'erreur locale commise (locale=sur l'intervalle [xi−1, xi]) est donnée par, pour la somme

à gauche :

EGi
=

∫ xi

xi−1

p1(x) dx−Gi = h
yi−1 + yi

2
− h yi−1 = +

h

2
(yi−yi−1),

et pour la somme à droite :

EDi =

∫ xi

xi−1

f(x) dx−Di = h
yi−1 + yi

2
− h yi = −h

2
(yi−yi−1).

Faire un dessin.
D'où sur l'intervalle [a, b], pour la somme de Riemann à gauche :

EG =

∫ b

a

p1(x) dx−
n∑
i=1

Gi =
h

2
(yn−y0),

et pour la somme de Riemann à droite :

ED =

∫ b

a

p1(x) dx−
n∑
i=1

Di = −h
2

(yn−y0),

et l'erreur commise pour approximer une fonction a�ne par morceaux à l'aide des sommes de Riemann à gauche
ou à droite est de l'ordre de h.
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32 2.3. Méthode du premier ordre des trapèzes

2.2.2 Cas d'une fonction

Maintenant si f est une fonction quelconque C1, son développement limité au voisinage de xi−1 est donné
par, pour x ∈]xi−1, xi[ :

f(x) = f(xi−1) + (x− xi−1)f ′(ξx) (2.7)

pour un ξx ∈]xi−1, x[ (théorème des accroissements �nis). Et donc l'erreur commise par la méthode de Riemann
à gauche sur l'intervalle ]xi−1, xi[ de longueur h = xi−xi−1 est :

EGi =
(∫ xi

xi−1

f(x) dx
)
−
(
hf(xi−1)

)
=
(∫ xi

xi−1

f(xi−1) + (x− xi−1)f ′(ξx) dx
)
−
(∫ xi

xi−1

f(xi−1) dx
)

=

∫ xi

xi−1

(x− xi−1)f ′(ξx) dx,

D'où :

|EGi
| ≤ max

ξ∈[xi−1,xi]
|f ′(ξ)| |

∫ xi

xi−1

(x− xi−1) dx| = h2

2
max

ξ∈[xi−1,xi]
|f ′(ξ)|.

Et on trouve �nalement, pour la somme de Riemann à gauche, sachant n = b−a
h :

|EG| ≤
n∑
i=1

|EGi | ≤ n
h2

2
max
ξ∈[a,b]

|f ′(ξ)| = (b−a)
h

2
max
ξ∈[a,b]

|f ′(ξ)| = 0(h),

Même raisonnement et résultat pour la somme de Riemann à droite où on fait le développement limité en xi.
Ces méthodes (somme de Riemann à gauche et somme de Riemann à droite) sont donc des méthodes

d'approximation du premier ordre (erreur en O(h)) : si au lieu de prendre n intervalles on en prend 2n, la taille
d'un intervalle est alors h

2 et l'erreur est divisée par 2 (de manière asymptotique, i.e. pour h su�samment petit,
la notation O(h) signi�ant : de l'ordre de h lorsque h tend vers 0).

Exercice 2.2 Intégrer sin sur [0, π] à l'aide de Riemann à droite et à gauche sur 2 sous-intervalles puis sur 4
sous-intervalles.

2.3 Méthode du premier ordre des trapèzes

L'approximation par la méthode des trapèzes est l'approximation :∫ xi

xi−1

f(x) dx ' Ti
déf
= (xi−xi−1)

f(xi−1) + f(xi)

2
= h

yi−1 + yi
2

, (2.8)

Les calculs précédents ont montré que pour les polynômes de degré 1 on a EDi
= −EGi

: la méthode des
trapèzes annule donc l'erreur commise pour les polynômes de degré 1, puisque l'erreur est ETi

= EGi
+ EDi

dans ce cas. Autrement dit, la méthode des trapèzes compense les erreurs dans ce cas : c'est une méthode exacte
pour les polynômes de degré 1.

Sur [a, b] on obtient :∫ b

a

f(x) dx '
n∑
i=1

h
yi−1 + yi

2
= h(

y0

2
+ y1 + . . .+ yn−1 +

yn
2

).

2.3.1 Cas d'un polynôme de degré 2

Soit f t.q. f|[xi−1,xi] = p2 est un polynôme de degré 2 sur l'intervalle [xi−1, xi] : on commence par écrire que
p2 = p1+ `reste' où p1 est la fonction a�ne du trapèze :

p1(x) = yi−1 +
yi−yi−1

h
(x−xi−1), ∀x ∈ [xi−1, xi].

Et tout polynôme p2 de degré 2 qui passe par les points (xi−1, yi−1) et (xi, yi) est de la forme :

∀x ∈ [xi−1, xi], p2(x) = p1(x) + δ(x−xi−1)(x−xi),

cf. polynôme de Newton, puisque (p2 − p1) est de degré 2 et s'annule en xi−1 et xi qui sont donc racines de
(p2 − p1).
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33 2.3. Méthode du premier ordre des trapèzes

Et δ est donné par :
p′′2(x) = 0 + 2δ, ∀x ∈ [xi−1, xi].

(p′′2 est constante, p2 étant quadratique.) On vient donc d'écrire que :

p2(x) = p1(x) +
p′′2
2

(x−xi−1)(x−xi), (2.9)

= (polynôme p1 de degré 1 trapèze) + (monôme de degré 2 qui s'annule aux extrémités). Et :∫ xi

xi−1

p2(x) dx =

∫ xi

xi−1

p1(x) dx+
p′′2
2

∫ xi

xi−1

(x− xi−1)(x− xi) dx

d'où on déduit que (la formule du trapèze étant exacte pour les p1) :∫ xi

xi−1

p2(x) dx− Ti =

∫ xi

xi−1

p1(x) dx− Ti +
p′′2
2

∫ xi

xi−1

(x−xi−1)(x−xi) dx

=
p′′2
2

∫ xi

xi−1

(x−xi−1)(x−xi) dx = −p′′2
h3

12
,

(2.10)

puisque
∫ b
a

(x−a)(x−b) dx = (b−a)3
∫ 1

0
y(y−1) dy = −(b−a)3 1

6 après avoir posé y = x−a
b−a .

D'où �nalement, pour une fonction p2 par morceaux, sachant que n = b−a
h :∫ b

a

p2(x) dx−
n∑
i=1

Ti ≤ (b−a)
h2

12
max

i=1,...,n
|p′′2(xi− 1

2
)| = O(h2).

où xi− 1
2
est le point milieu xi−1+xi

2 (on rappelle que p′′2 est constant sur les intervalles [xi−1, xi], et que prendre
p′′(xi− 1

2
) est simplement pratique).

2.3.2 Cas d'une fonction

Dans le cas de la formule de Riemann à gauche, on avait approché f par une fonction de la forme :

f(x) ' p0(x) + f ′(ξ(x))(x−xi−1) = yi−1 + f ′(ξ(x))(x−xi−1),

voir (2.7) (formule des accroissements �nis). Ici, on va approcher f par :

f(x) ' p1(x) +
f ′′(ξ(x))

2
(x−xi−1)(x−xi), où p1(x) = yi−1 +

yi−yi−1

h
(x−xi−1), (2.11)

à comparer avec (2.9), pour un ξ(x) = ξx bien choisi dans [xi−1, xi] : c'est une formule généralisée des accrois-
sements �nis, cf. (1.32), démontrée au théorème 1.48.

On en déduit que (la formule du trapèze étant exacte pour les p1) :

|
∫ xi

xi−1

f(x) dx− Ti| = |
∫ xi

xi−1

p1(x) dx− Ti +

∫ xi

xi−1

f ′′(ξx)

2
(x− xi−1)(x− xi) dx|

= |0 +

∫ xi

xi−1

f ′′(ξx)

2
(x− xi−1)(x− xi) dx| ≤

h3

12
sup

ξ∈[xi−1,xi]

|f ′′(ξ)|

D'où �nalement, sachant que n = b−a
h :

|
∫ b

a

f(x) dx−
n∑
i=1

Ti| ≤ (b−a) max
ξ∈[a,b]

|f ′′(ξ)| h
2

12
= O(h2).

Et la formule des trapèzes est d'ordre 2.

Exercice 2.3 Intégrer sin sur [0, π] à l'aide de la méthode des trapèzes sur 2 sous-intervalles puis sur 4 sous-
intervalles.
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34 2.4. Méthode du premier ordre du point milieu

2.4 Méthode du premier ordre du point milieu

L'approximation par la méthode du point milieu est l'approximation :∫ xi

xi−1

f(x) dx 'Mi
déf
= (xi−xi−1)f(xi− 1

2
) = h yi− 1

2
, (2.12)

(méthode de Riemann pour le point milieu) où on a noté :

xi− 1
2

=
xi−1 + xi

2
(2.13)

le point milieu et yi− 1
2

= f(xi− 1
2
). On véri�e immédiatement qu'on a égalité pour les polynômes de degré 1.

La formule du point milieu sur tout [a, b] est donc :∫ b

a

f(x) dx ' h(y 1
2

+ . . .+ yn− 1
2
).

Ici, au point (xi− 1
2
, f(xi− 1

2
)) on disposera implicitement de deux informations : la hauteur yi− 1

2
et la pente

f ′(xi− 1
2
). À comparer avec la méthode du trapèze précédente où on avait 2 points, chacun ne contenant qu'une

information de hauteur, soit également deux informations au total.
L'avantage d'avoir les informations de position et de pente en un seul point est qu'on peut utiliser la technique

des développements limités. L'analyse va être simple.

2.4.1 Cas d'un polynôme de degré 2

Il est immédiat que cette formule est exacte pour les f a�nes, faire un dessin (ou faire le calcul).
Regardons le cas f = p2 polynôme de degré 2 : on commence par considérer le polynôme de degré 1 qui

passe par le point (xi− 1
2
, f(xi− 1

2
)) et de pente f ′(xi− 1

2
) en ce point :

p1(x) = f(xi− 1
2
) + (x− xi− 1

2
)f ′(xi− 1

2
), ∀x ∈ [xi−1, xi],

puis on développe f = p2 au voisinage de xi− 1
2
:

p2(x) = p2(xi− 1
2
) + (x− xi− 1

2
)p′2(xi− 1

2
) +

1

2
(x− xi− 1

2
)2p′′2(xi− 1

2
)

= p1(x) +
1

2
(x− xi− 1

2
)2p′′2(xi− 1

2
).

Et on en déduit donc que (la formule du point milieu étant exacte pour p1) :∫ xi

xi−1

f(x) dx−Mi = 0 +
1

2
p′′2(xi− 1

2
)

∫ xi

xi−1

(x− xi− 1
2
)2 dx = p′′2(xi− 1

2
)
h3

24
.

D'où �nalement, sachant que n = b−a
h :

|
∫ b

a

p2(x) dx−
n∑
i=1

Mi| ≤ (b−a) max
ξ∈[a,b]

(p′′2(ξ))
h2

24
= O(h2).

2.4.2 Cas d'une fonction

Maintenant, pour f quelconque C2, il su�t de considérer son développement limité autour de xi− 1
2
:

f(x) ' f(xi− 1
2
) + (x− xi− 1

2
)f ′(xi− 1

2
) +

(x− xi− 1
2
)2

2
f ′′(ξx) (2.14)

pour un ξx ∈ [xi− 1
2
, x], voir exercice suivant. On procède alors comme pour les sommes de Riemann et on

obtient : la formule du point milieu est d'ordre 2.

Exercice 2.4 Démontrer (2.14).

Réponse. On dispose du développement de Taylor avec reste intégral :

f(b) = f(a) + (b−a)f ′(a) +

∫ b

a

f ′′(t)(b− t) dt (= f(a) +

∫ b

a

f ′(t) dt),

puisque
∫ b
a

1f ′(t) dt = −
∫ b
a

(t−b)f ′′(t) dt+ [(t−b)f ′(t)]ba (intégration par parties après avoir posé u′ = 1 et v = f ′ et avoir
choisi u = t−b). Puis, avec b > a (même démarche avec b < a), pour t ∈ [a, b] on a b−t > 0, et donc :

( min
t∈[a,b]

f ′′(t))

∫ b

a

(b−t) dt ≤
∫ b

a

f ′′(t)(b−t) dt ≤ ( max
t∈[a,b]

f ′′(t))

∫ b

a

(b−t) dt.

Puis, f ′′ étant supposé continu, on dispose du théorème des valeurs intermédiaires, et donc il existe ξ ∈ [a, b] tel que

f ′′(ξ))
∫ b
a

(b−t) dt =
∫ b
a
f ′′(t)(b−t) dt. Et avec

∫ b
a

(b−t) dt = [−(b−t)2
2

]ba = (b−a)2
2

, on obtient (2.14).
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35 2.5. Méthode du troisième ordre : Simpson

Exercice 2.5 Intégrer sin sur [0, π] à l'aide de la méthode du point milieu sur 2 sous-intervalles puis sur 4
sous-intervalles.

2.5 Méthode du troisième ordre : Simpson

La formule du trapèze donnait une erreur locale de l'ordre de −h
3

12 alors que la formule du point milieu

donnait une erreur locale de l'ordre de +h3

24 . L'idée naturelle est donc de proposer l'annulation de ces erreurs à
l'aide de la formule d'intégration :∫ b

a

f(x) dx '
n∑
i=1

Si où Si =
Ti + 2Mi

3
= h

f(xi) + 4f(xi− 1
2
) + f(xi−1)

6
,

barycentre de Ti et Mi avec coe�cients barycentriques 1
3 et 2

3 . C'est l'idée de Simpson. Et donc :∫ b

a

f(x) dx ' h

6
(y0 + 4y 1

2
+ 2y1 + 4y 3

2
+ 2y2 + . . .+ 4yn− 1

2
+ yn).

C'est la formule de Simpson. On véri�e immédiatement, à l'aide des deux paragraphes précédents, que cette
formule est exacte pour toute fonction f = p2 polynôme de degré 2.

2.5.1 Cas d'un polynôme de degré 3

Regardons ce qui se passe pour les f fonctions polynômes de degré 3 : les formules du trapèze et du point
milieu se servent de 4 valeurs, à savoir f(xi−1), f(xi), f(xi− 1

2
), f ′(xi− 1

2
). Un polynôme est donné par :

p3(x) = p2(x) +m3(x) où m3(x) = δ3(x− xi−1)(x− xi− 1
2
)(x− xi)

où p2 est l'unique polynôme de degré 2 qui passe par les points (xi−1, p3(xi−1)), (xi− 1
2
, p3(xi− 1

2
)) et (xi, p3(xi)),

et où on a forcément δ3 =
p′′′3

6 . Et ayant d'une part :∫ xi

xi−1

m3(x) dx =

∫ xi

xi−1

(x− xi−1)(x− xi− 1
2
)(x− xi) dx =

∫ h
2

−h
2

(z +
h

2
)z(z − h

2
) dz = 0

(l'intégrant en z est impaire), et d'autre part avec la formule de Simpson :

h
m3(xi) + 4m3(xi− 1

2
) +m3(xi−1)

6
= 0,

(les xi, xi−1 et xi− 1
2
sont racines de m3) on en déduit que la formule de Simpson est également exacte pour

tout polynôme p3 (de degré 3).

2.5.2 Cas d'un polynôme de degré 4

Regardons ce qui se passe pour les polynômes p4 de degré 4 : on l'écrit comme :

p4(x) = p3(x) + δ(x− xi−1)(x− xi− 1
2
)2(x− xi)

où p3 est le polynôme d'interpolation (de Hermite) de degré 3 dé�ni par :

p3(xi−1) = f(xi−1), p3(xi) = f(xi), p3(xi− 1
2
) = f(xi− 1

2
), p′3(xi− 1

2
) = f ′(xi− 1

2
),

voir paragraphe 1.6.3, et où donc δ =
p′′′′4

24 .
D'où, la formule de Simpson (exacte pour le polynômes de degré 3) :

Ei =

∫ xi

xi−1

p4(x) dx− h
p4(xi) + 4p4(xi− 1

2
) + p4(xi−1)

6

=
1

24
p′′′′

∫ xi

xi−1

(x− xi−1)(x− xi− 1
2
)2(x− xi) dx = − h5

2880
p′′′′

Et donc :

E = −(b−a)
h4

2880
p′′′′ = O(h4).
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36 2.6. * Méthode d'intégration de Gauss

2.5.3 Cas d'une fonction

On écrit, à x �xé :

f(x) = p3(x) +
f ′′′′(ξx)

24
(x− xi−1)(x− xi− 1

2
)2(x− xi) (2.15)

où ξx dépend de x.
Et on peut montrer (calcul un peu long) que le résultat est conservé pour les fonctions C4 : la formule de

Simpson est d'ordre 4.
C'est une des formules les plus utilisées pour calculer des intégrales.

Exercice 2.6 Intégrer sin sur [0, π] à l'aide de la méthode de Simpson sur 2 sous-intervalles puis sur 4 sous-
intervalles.

Exercice 2.7 Intégrer ex sur [0, 1] à l'aide de la méthode de Simpson sur 2 sous-intervalles puis sur 4 sous-
intervalles.

2.6 * Méthode d'intégration de Gauss

Cette méthode est également appelée méthode d'intégration de Gauss�Legendre.
Le but est le calcul de

∫ xi

xi−1
f(x) dx où f est une fonction intégrable. Quitte à faire un changement de

variables, on se ramène à
∫ 1

−1
f(x) dx. Gauss propose alors la formule de la forme :∫ 1

−1

f(x) dx '
m∑
i=1

f(ξi)wi, (2.16)

où les ξi ∈ [−1, 1] sont m points bien choisis, et les wi > 0 sont les poids=�weights� correspondants, de telle
sorte que la formule soit exacte pour les polynômes de degré ≤ 2m− 1. (Exemple : avec 4 points on intègre de
manière exacte tout polynôme de degré ≤ 7.)

Exemple 2.8 Pour la méthode des trapèzes, ξ1 = −1, ξ2 = 1, w1 = w2 = 1. Mais ce choix conduit à l'exactitude
de la formule (2.16) uniquement pour les polynômes de degré 1. Alors que Gauss montre qu'on peut intégrer
de manière exacte les polynômes de degré 3 à l'aide de (2.16) quand on choisit de manière judicieuse ξ1, ξ2, w1

et w2.

Proposition 2.9 Soit un entier m ≥ 1. Soit Pm le polynôme de Legendre de degré m, cf. (1.50). On note
(ξi)i=1,...,m ses racines et c la constante de normalisation :

Pm(x) = c
∏

i=1,...,m

(x− ξi). (2.17)

On note (Lk)k=1,...,m les m polynômes de Lagrange (de degré m−1) associés aux m racines (ξi)i=1,...,m :

Lk(x) =
∏

i=1,...,m
i6=k

(x− ξi)
(ξk − ξi)

(2.18)

On pose, pour i = 1, ...,m :

wi =

∫ 1

−1

Li(x) dx. (2.19)

Alors la formule (2.16) est exacte pour tout f = pn polynôme de degré n ≤ 2m−1.

Preuve. 1- Analyse.
11- Les points ξi. Si la formule (2.16) est exacte pour tout polynôme de degré 2m−1, elle l'est en particulier

pour tout polynôme de la forme f(x) = qm−1(x)

m∏
j=1

(x−ξj) où qm−1 est un polynôme quelconque de degré m−1.

Et donc, on a l'égalité dans (2.16) :∫ 1

−1

qm−1(x)

m∏
j=1

(x− ξj) dx =

m∑
i=1

wi qm−1(ξi)

m∏
j=1

(ξi − ξj)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Donc :

(

m∏
j=1

(x− ξj), qm−1)L2 = 0

pour tout polynôme de degré m−1, i.e.
∏m
j=1(x − ξj) est orthogonal à tout polynôme de degré m−1 pour le
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37 2.6. * Méthode d'intégration de Gauss

produit scalaire L2, et donc
∏m
j=1(x−ξj) est proportionnel au polynôme de Legendre Pm de degré m, cf. (2.17) :

les ξj sont nécessairement les racines de Pm.
12- Les poids wi. Si la formule (2.16) est exacte pour tout polynôme de degré 2m−1, elle l'est pour les

polynômes Lk donnés en (2.18) (de degré m−1). Comme Lk(ξk) = 1 et Lk(ξj) = 0 pour tout j 6= k, on a :∫ 1

−1

Lk(x) dx =

m∑
j=1

Lk(ξj)wj =

m∑
j=1

δkjwj = wk,

i.e. les poids wk pour 1 ≤ k ≤ m sont donnés par (2.19).

2- Synthèse. Notons ξi et wi les points et poids trouvés ci-dessus, et véri�ons que (2.16) est exacte pour tout
polynôme de degré 2m−1.

21- Montrons que la formule est exacte pour les polynômes de degré ≤ m−1. Comme Pm−1 =
Vect{1, x, ..., xm−1} = Vect{L1, ..., Lm}, si qm−1 est un polynôme de degré ≤ m−1, alors qm−1 est combi-
naison linéaire de Lk, et comme Lk(ξi) = δki on a qm−1(x) =

∑m
i=1 qm(ξi)Li(x) (voir polynômes de Lagrange).

Et donc : ∫ 1

−1

qm−1(x) dx =

m∑
i=1

qm−1(ξi)

∫ 1

−1

Li(x) dx =

m∑
i=1

qm−1(ξi)wi,

et donc la formule (2.16) est exacte pour tout polynôme de degré ≤ m−1.
22- Montrons que la formule est exacte pour les polynômes de degré ≤ 2m−1.
Soit q2m−1 un polynôme de degré ≤ 2m−1. La division euclidienne (cf. (1.4)) de q2m−1 par

∏m
i=1(x − ξi)

(polynôme de degré m) donne :

q2m−1(x) = qm−1(x)

m∏
i=1

(x− ξi) + rm−1(x), (2.20)

où qm−1 et rm−1 tous deux de degré ≤ m−1. D'où :∫ 1

−1

q2m−1(x) dx = (qm−1,

m∏
j=1

(x− ξj))L2 +

∫ 1

−1

rm−1(x) dx = 0 +

m∑
j=1

rm−1(ξj)wj .

Et (2.20) donne q2m−1(ξi) = rm−1(ξi). Et (2.16) est exacte pour q2m−1.

Exemple 2.10 On véri�era (voir [1] pour les valeurs suivantes avec 15 chi�res après la virgule) :
±ξi wi

m=1 0.0 2.0
m=2 0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000
m=3 0.0 0.88888 88888 88889

0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556
m=4 0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546

0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454

la ligne m = 4 permettant d'intégrer de manière exacte tout polynôme de degré 2m−1 = 7.

Remarque 2.11 Pour calculer
∫ b
a
g(x) dx par la méthode de Gauss, on commence par faire le changement de

variable y = 2x−a−b
b−a , d'où avec x = 1

2 ((b− a)y + a+ b) :∫ b

x=a

g(x) dx =

∫ 1

y=−1

g(
(b− a)y + a+ b

2
)
b− a

2
dy =

∫ 1

y=−1

f(y) dy,

et on applique la formule (2.16) à la fonction f : y → f(y) = b−a
2 g( (b−a)y+a+b

2 ).

Remarque 2.12 Si l'intervalle [a, b] est �grand�, on partitionne l'intervalle, et on calcule
∫ b
a
f(x) dx comme

=
∑N
i=1(

∫ xi

xi−1
f(x) dx). Par changement de variable, on calcule chaque

∫ xi

xi−1
f(x) dx en se ramenant au calcul à∫ 1

y=−1
. Et donc, avec h = xi−xi−1 supposé constant :

∫ b

a

f(x) dx =

N∑
i=1

∫ 1

−1

f(
h

2
y+xi− 1

2
)
h

2
dy ' h

2

N∑
i=1

m∑
j=1

wj f(ξj
h

2
+xi− 1

2
),

où on a noté xi− 1
2

= xi−1+xi

2 le milieu de xi−1 et de xi.
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38 2.7. * Noyau de Péano

Remarque 2.13 Rappel. Toute fonction f s'écrit comme la somme d'une fonction paire fp et d'une fonction
impaire fi :

f(x) = fp(x) + fi(x) où fp(x) =
f(x) + f(−x)

2
, fi(x) =

f(x)− f(−x)

2
.

Et donc : ∫ 1

−1

f(x) dx =

∫ 1

−1

fp(x) dx+

∫ 1

−1

fi(x) dx = 2

∫ 1

0

fp(x) dx+ 0.

Exercice 2.14 Proposer des calculs simples pour déterminer les points de poids de Gauss permettant d'intégrer
de manière exacte les polynômes de degré ≤ 5.

Réponse. Commençons par la remarque suivante : si f est impaire (i.e. f(x) = −f(−x) pour tout x), alors
∫ 1

−1
f(x) dx =

0. Et donc, si la formule (2.16) est vraie pour tout polynôme de degré 2k est l'est pour tout polynôme de degré 2k+1
(ajout d'un monôme impaire αx2k+1).

Et pour une fonction paire on a
∫ 1

−1
fp(x) dx = 2

∫ 1

0
fp(x) dx. Il est alors naturel d'essayer de prendre les points ξi

symétriques par rapport à 0 avec des poids identiques aux points symétriques :

pour i = 1, ...,m : ξm+1−i = −ξi, wm+1−i = wi.

On aura alors :

∫ 1

−1

pn(x) dx =



m
2∑
i=1

(pn(ξi) + pn(−ξi))wi, si m est pair,

pn(0)w0 +

m−1
2∑
i=1

(pn(ξi) + pn(−ξi))wi, si m est impair,

Pour n = 0 (et = 1), on veut intégrer de manière exacte les polynômes de degré 0, i.e. de la forme p0 : x→ p0(x) = a0.
On prend alors un seul point ξ1, ce qui impose par symétrie ξ1 = 0, et un seul poids w1, et on veut que

∫ 1

−1
p0(x) dx = a0w1

avec
∫ 1

−1
p0(x) dx =

∫ 1

−1
a0 dx = 2a0. D'où w1 = 2. Sachant que

∫ 1

−1
x dx = 0, avec le point x1 = 0 et le poids w1 = 2, la

formule (2.16) est exacte pour tout polynôme de degré n ≤ 1.
Pour n = 2 (et = 3), on veut intégrer de manière exacte les polynômes de degré 2 de la forme p2 : x → p2(x) =

a0 + a2x
2. On prend alors deux points ξ1 et ξ2, et par symétrie on impose ξ1 = −ξ2 et w1 = w2, soit 2 équations. Et on

veut que (2.16) soit exacte pour tout polynôme de degré ≤ 2 donc pour les polynômes x→ 1 (ce qui donne une 3-ième
équation) et x→ x2 (ce qui donne une 4-ième équation) : avec

∫ 1

−1
1 dx = 2 et avec

∫ 1

−1
x2 dx = 2

3
on obtient w1 +w2 = 2

et ξ21w1 + ξ22w2 = 2
3
, d'où w1 = w2 = 1 et ξ2 = −ξ1 =

√
1
3
. Et x → x3 étant impaire, la formule est exacte pour tout

polynôme de degré n ≤ 3.
Pour n = 4 (et = 5), on obtient ξ1 = −ξ3, ξ2 = 0, w1 = w3, w1 + w2 + w3 = 2, w1ξ

2
1 + w2ξ

2
2 + w3ξ

2
3 = 2

3
et

w1ξ
4
1 + w2ξ

4
2 + w3ξ

4
3 = 2

5
(=
∫ 1

−1
x4 dx). On a 6 équations et 6 inconnues, système (non linéaire) qu'on peut résoudre, et

qui donne l'existence et l'unicité.
Pour n quelconque, la résolution du système non linéaire obtenu n'est pas simple.

2.7 * Noyau de Péano

2.7.1 Rappel : développement de Taylor avec reste intégral

Pour g : R→ R, on note g+ = sup(0, g) la partie positive de g :

g+(y) = sup(0, g(y)) =

{
g(y) si g(y) ≥ 0,

0 si g(y) ≤ 0.
(2.21)

En particulier, à c �xé :

y → (c− y)+ =

{
c− y si y ≤ c,

0 si y ≥ c,

}
= (c− y)1]−∞,c](y), (2.22)

faire un dessin. De même :

z → (z − c)+ =

{
z − c si z ≥ c,

0 si z ≤ c,

}
= (z − c)1[c,∞[(z), (2.23)

Et on notera, pour n ∈ N :

(c− y)n+
déf
= ((c− y)+)n et (z − c)n+

déf
= ((z − c)+)n. (2.24)
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39 2.7. * Noyau de Péano

Proposition 2.15 (Formule de Taylor avec reste intégrale). Soit α ∈ R et f ∈ Cn+1(R). Le développement
limité de f au voisinage de α est donné par :

f(x) =

n∑
k=0

(x− α)k

k!
fk(α) +

1

n!

∫ x

t=α

(x− t)nfn+1(t) dt, (2.25)

en particulier, pour β ≥ x ≥ α :

f(x) =

n∑
k=0

(x− α)k

k!
fk(α) +

1

n!

∫ β

t=α

(x− t)n+fn+1(t) dt. (2.26)

Preuve. Connu (démonstration directe par récurrence) :
f(x) = f(α) +

∫ x
α
f ′(t) dt, puis, par intégration par parties,∫ x

α
1.f ′(t) dt =

∫ x
α

(−1).(−f ′(t)) dt =
∫ x
α
u′(t).v(t) dt = [u(t)v(t)]xα −

∫ x
α
u(t).v′(t) dt, où on a posé u′(t) = −1

et v(t) = −f ′(t), d'où v′(t) = −f ′′(t) et on prend u(t) = x−t (ici x est �xé).
D'où

∫ x
α

1.f ′(t) dt = [(x−t)(−f ′(t))]xα +
∫ x
α

(x−t).f ′′(t) dt = (x−α)f ′(α) +
∫ x
α

(x−t).f ′′(t) dt.
Puis de même

∫ x
α

(x−t).f ′′(t) dt = (x−α)2

2 f ′′(α) +
∫ x
α

(x−t)2

2 .f ′′′(t) dt. Puis récurrence.

Puis
∫ x
α
g(t) dt =

∫ β
α
g(t)1]−∞,x](t) dt quand β ≥ x ≥ α, et g(t) = (x − t)nfn+1(t) donne (x −

t)nfn+1(t)1]−∞,x](t) = (x− t)n+fn+1(t).

2.7.2 Calcul de l'erreur avec le noyau de Péano

On pose, pour −∞ < a < b <∞, quand f est intégrable sur [a, b] :

I(f) =

∫ b

a

f(x) dx, (2.27)

et on note, pour des xi ∈ R et des λi ∈ R, lorsque la fonction f est dé�nie en tous les xi supposés deux à deux
distincts :

In(f) =

n∑
k=0

λkf(xk), (2.28)

la valeur approchée par une formule d'intégration numérique (donc I(f) ' In(f)).
On note E(f) l'erreur commise :

E(f) = I(f)− In(f) (2.29)

La fonction E : Cn+1 → R est trivialement linéaire puisque I et In le sont. Et si E(q) = 0 pour tout polynôme q

de degré ≤ n, posant g(x) =
∫ b
t=a

(x − t)n+fn+1(t) dt, avec (2.26) où α = a, β = b, qn(x) =
∑n
k=0

(x−a)k

k! fk(a),
on a :

E(f) = E(qn) +
1

n!
E(g) = 0 +

1

n!
(I(g)− In(g)). (2.30)

Dé�nition 2.16 Le noyau de Péano est la fonction :

Kn(t) = E(x 7→ (x− t)n+), (2.31)

i.e. c'est la fonction erreur commise E(f) pour f(x) = (x− t)n+, i.e. :

Kn(t) =

∫ b

x=a

(x− t)n+ dx−
n∑
k=0

λk(xk − t)n+. (2.32)

(Attention aux notations des variables.) Soit encore :

Kn(t) =

∫ b

x=t

(x− t)n dx−
n∑
k=0

λk(xk − t)n+. (2.33)

Proposition 2.17 Supposant E(q) = 0 pour tout polynôme q de degré ≤ n (la formule d'intégration numé-
rique (2.28) est supposée exacte pour les polynômes de degré ≤ n), pour f ∈ Cn+1([a, b]) on a :

E(f) =
1

n!

∫ b

t=a

Kn(t)fn+1(t) dt (2.34)
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Preuve. On intègre (2.26) : avec (2.30) :

n! E(f) =

∫ b

x=a

(

∫ b

t=a

(x− t)n+fn+1(t) dt) dx−
n∑
k=0

λk

∫ b

t=a

(xk − t)n+fn+1(t) dt

=

∫ b

t=a

fn+1(t)
(∫ b

x=a

(x− t)n+ dx−
n∑
k=0

λk(xk − t)n+
)
dt =

∫ b

t=a

Kn(t)fn+1(t) dt.

On a pu appliquer le théorème de Fubini car les fonctions sont toutes continues sur [a, b].

On en déduit immédiatement l'ordre des méthodes d'intégrations numériques de type (2.28) :

Corollaire 2.18

|E(f)| ≤
∫ b
a
|Kn(t)| dt
n!

max
t∈[a,b]

|f (n+1)(t)|. (2.35)

Exemple 2.19 Sur [a, b] = [0, 1], et la formule pour Riemann à gauche, calculer le noyau de Péano et∫ b
a
|Kn(t)| dt.

Réponse. Ici dans (2.28) on a n = 0, x0 = 0, λ0 = 1, et I0(f) = f(0). Avec (2.33) on a K0(t) =
∫ 1

t
dx− 0 pour t ∈ [0, 1],

soit K0(t) = 1− t . D'où
∫ 1

0
|K0(t)| dt = 1

2
.

Exemple 2.20 Sur [a, b] = [0, 1], et la formule pour Riemann à droite, calculer le noyau de Péano et∫ b
a
|Kn(t)| dt.

Réponse. Ici dans (2.28) on a n = 0, x0 = 1, λ0 = 1, et I0(f) = f(1). Avec (2.33) on a K0(t) =
∫ 1

t
dx − λ0 pour

t ∈ [0, 1], soit K0(t) = 1− t− 1 = −t . D'où
∫ 1

0
|K0(t)| dt = 1

2
.

Exemple 2.21 Sur [a, b] = [0, 1], et la formule du trapèze, calculer le noyau de Péano et
∫ b
a
|Kn(t)| dt.

Réponse. Ici I1(f) = f(0)+f(1)
2

: n = 1, x0 = 0, x1 = 1, λ0 = λ1 = 1
2
. Avec (2.33) on a K1(t) =

∫ 1

t
(x − t) dx − 1

2
(x0 −

t)+− 1
2
(x1− t)+ = (1−t)2

2
− 1

2
(1− t) = (1−t)

2
(−t) pour t ∈ [0, 1]. D'où

∫ 1

0
|K1(t)| dt = 1

2

∫ 1

0
t(1− t) dt = 1

2
( 1
2
− 1

3
) = 1

12
.

Exemple 2.22 Sur [a, b] = [0, 1], et la formule du point milieu, calculer le noyau de Péano et
∫ b
a
|Kn(t)| dt.

Réponse. Ici dans (2.28) on a n = 0, x0 = 1
2
, λ0 = 1, et I0(f) = f( 1

2
). La méthode du point milieu est exacte pour les

polynômes d'ordre 1. Avec (2.33) on a K1(t) =
∫ 1

t
(x− t) dx− λ0( 1

2
− t)1[−∞, 1

2
](t), soit K1(t) = (1−t)2

2
− ( 1

2
− t)1[0, 1

2
](t)

pour t ∈ [0, 1]. Soit K1(t) = (1−t)2
2
− ( 1

2
− t) = t2

2
pour t ∈ [0, 1

2
] et K1(t) = (1−t)2

2
pour t ∈ [ 1

2
, 1]. D'où

∫ 1

0
|K1(t)| dt =

1
6
( 1
2
)3 − [ (1−t)

3

6
]11
2

= 2 1
6
( 1
2
)3 = 1

24
.

2.8 Exercices

Exercice 2.23 Soit f ∈ C1([0, 1]). On veut estimer I(f) =
∫ 1

0
f(x) dx. On pose :

J(f) = w0f(0) + w1f
′(0) + w2f

′(ξ), (2.36)

où ξ ∈]0, 1] et les wi ∈ R.
1- Déterminer ξ et les wi pour que J(f) = I(f) pour tout polynôme de degré ≤ 3.
2- Soit E(f) = I(f)− J(f). Calculer E(x→ x4) et en déduire l'ordre de la méthode.
3- Déterminer le noyau de Péano.

Exercice 2.24 On reprend les polynômes (ϕi)i=1,...,4 donnés en (1.24). On veut estimer I(f) =
∫ 1

0
f(x) dx. On

pose pour f ∈ C1([0, 1]) :
J(f) = w1f(0) + w2f

′(0) + w3f(1) + w4f
′(1). (2.37)

1- Déterminer les wi pour que J soit exacte pour tout polynôme de degré ≤ 3 (on montrera que wi =∫ 1

0
ϕi(x) dx).
2- Pour f ∈ C1, montrer que J(f) = J(pf ) où pf est le polynôme (d'interpolation) de degré ≤ 3 véri�ant

pf (0) = f(0), p′f (0) = f ′(0), pf (1) = f(1), p′f (1) = f ′(1).

Exercice 2.25 Soit f ∈ C3([−1, 1];R). Soit :

I(f) =

∫ 1

−1

f(x) dx, J(f) =
1

3
(f(−1) + 4f(0) + f(1)). (2.38)

1- Montrer que J(p) = I(p) pour tout polynôme p de degré ≤ 2.
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2- Soit P le polynôme d'interpolation de Lagrange de f aux point −1, 0, 1. Donner les polynômes de Lagrange
de base et l'expression de P dans cette base.

3- Soit x ∈] − 1, 1[ et soit gx(t) = f(t) − P (t) − f(x)− P (x)

x(x2 − 1)
t (t2 − 1). Montrer qu'il existe ξ ∈] − 1, 1[ t.q.

g′′′(ξ) = 0. (On montrera que g s'annule en 4 points.)
4- En déduire une majoration de ||f−P ||∞ en fonction de |||f ′′′|||∞, puis une majoration de |I(f)−J(f)|.

Exercice 2.26 1- Donner les trois polynômes P1, P2, P3 de degré 2 t.q. :
P1(a) = 1

P ′1(a) = 0

P1(b) = 0


P2(a) = 0

P ′2(a) = 1

P2(b) = 0


P3(a) = 0

P ′3(a) = 0

P3(b) = 1

et montrer qu'il forment une base de P2. (Voir (1.22).)
2- Soit f ∈ C3([a, b];R). Montrer qu'il existe un unique polynôme P ∈ P2 t.q. :

P (a) = f(a), P ′(a) = f ′(a), P (b) = f(b),

et l'exprimer sur la base (P1, P2, P3).
3- Calculer J =

∫ b
a
P (x) dx.

4- Soit g(t) = f(t)− P (t)− f(x)−P (x)
(x−a)2(x−b) (t− a)2(t− b). Montrer qu'il existe ξ ∈]− 1, 1[ t.q. g′′′(ξ) = 0, et en

déduire une majoration de ||f − P ||∞.
5- Soit I =

∫ b
a
f(x) dx. Donner une estimation de l'erreur |I − J |.
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3 Résolution numérique des équations di�érentielles

3.1 L'équation di�érentielle considérée

Soit E un espace de Banach (dans la suite on prendra E = Rn, et souvent E = R).

Soit f :

{
R× E → E

(t, x) → f(t, x)

}
une fonction qu'on suppose lipschitzienne uniformément en t :

∃L > 0, ∀(t, x1, x2) ∈ [t0, T ]× E2, ||f(t, x1)− f(t, x2)||E ≤ L||x1 − x2||E .

(Les pentes moyennes ||f(t,x1)−f(t,x2)||E
||x1−x2||E sont uniformément bornées une constante L.)

Et on cherche une fonction u : [t0, T ]→ E qui véri�e l'équation implicite
du

dt
(t) = f(t, u(t)), ∀t ∈ [t0, T ],

u(t0) = u0 (condition initiale),

 = E.D.O. = Equation Di�érentielle Ordinaire. (3.1)

Le théorème de Cauchy�Lipschitz donne l'existence et l'unicité d'une solution u ∈ C1([t0, T ];E).

Remarque 3.1 L'équation di�érentielle (3.1) est souvent notée :

dx

dt
= f(t, x), x(t0) = x0.

Attention à cette notation : ici x est une fonction t→ x(t), et c'est bien dx
dt (t) = f(t, x(t)) qu'il faut lire. Pour

éviter toute confusion, on appellera u (et non x) la fonction inconnue cherchée.

On ne peut pas espérer, en général, trouver une expression simple de la solution u de (3.1). On va donc en
chercher une solution approchée.

3.2 Méthodes à un pas

3.2.1 Notations

On va chercher une solution approchée ũ de u qui véri�e une équation approchée :

dũ

dt
(t) ' f̃(t, ũ(t)), ũ(t0) ' ũ0,

où f̃ , ũ0 approchent f et u0 (on n'oubliera pas par exemple les erreurs d'arrondi).
Soit n ∈ N∗. On partitionne [t0, T ] en

⋃
k=1,...,n[tk−1, tk], avec tk−1 < tk et tn = T , et on note hk = tk− tk−1

le k-ème pas de temps. Et on notera ũk := ũ(tk). Et pour des temps intermédiaires moitiés par exemple, on
notera :

tk+ 1
2

=
tk + tk+1

2
(= tk +

hk
2

), et ũk+ 1
2

= ũ(tk+ 1
2
).

Remarque 3.2 Exemple d'un maillage uniforme : intervalles de temps de même longueur, i.e. hk = h = T−t0
n

et tk = t0 + kh.
Dans les codes industriels, pour lesquels les temps de calcul doivent être le plus faible possible, on ne prend

pas h constant. Prendre h constant permet d'alléger les notations (et de faire les calculs d'erreurs). On renvoie
à Crouzeix et Mignot [5] (par exemple) pour le choix optimal des pas de temps.

3.2.2 Méthode d'Euler (explicite)

L'idée d'Euler est la suivante : à l'instant initial t = t0 on connaît la position u0 = u(t0), donc on connaît
f(t0, u0), donc on connaît u′(t0) = f(t0, u0) la pente en t0. Et connaissant la position et la pente au temps t0,
on évalue les valeurs suivantes u(t) (pour t > t0) à l'aide du développement limité au premier ordre

u(t0+h) = u(t0) + hu′(t0)︸ ︷︷ ︸
partie a�ne

+o(h) = u(t0) + hf(t0, x0)︸ ︷︷ ︸
partie a�ne

+o(h) (3.2)

en gardant la partie a�ne de u ; i.e., on pose

t1 = t0+h1 et ũ(t1) = ũ(t0) + h1f(t0, ũ0), noté ũ1 = ũ0 + h1f(t0, ũ0). (3.3)

C'est la première étape de la méthode d'Euler explicite (ou méthode d'Euler progressive). (Dans la pratique
ũ(t0) vaut u(t0) aux erreurs d'arrondi ou de mesure près.)
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43 3.2. Méthodes à un pas

Puis à partir de la position estimée ũ(t1), on calcule la pente estimée f(t1, ũ(t1)), on pose

t2 = t1+h2 et ũ(t2) = ũ(t1) + h2 f(t1, ũ(t1)), noté ũ2 = ũ1 + h2f(t1, ũ1). (3.4)

Et on poursuit le processus, ce qui permet de calculer ũ(tk+1) en fonction de ũ(tk) :

tk+1 = tk+hk+1 et ũk+1 = ũk + hk+1 f(tk, ũk). (3.5)

D'où l'algorithme élémentaire de calcul de la solution ũ approchée, donné ici pour un pas de temps h = hk
constant :

1. Initialisation : on se donne la fonction f : R2 → R, le temps initial t0, le temps �nal T , la condition
initiale (approchée) ũ0.

2. On se donne n ∈ N∗ et le pas temps h = T−t0
n (ici maillage temporel uniforme).

3. Boucle pour k = 0 à n−1 :
pg = f(tk, ũk) (pente à gauche approchée dans [tk, tk+1]),

ũk+1 = ũk + h pg (valeur approchée à tk+1),

tk+1 = tk + h (temps suivant).

(3.6)

On a ainsi calculé des valeurs ponctuelles ũk de ũ aux points tk, et la solution approchée ũ a pour graphe la
fonction a�ne par morceaux qui passe par les points (tk, ũk) pour 0 ≤ k ≤ n.

Méthode très facile à mettre en ÷uvre et qu'on utilise en première approche, au moins pour déboguer.

Remarque 3.3 Malheureusement, cet algorithme très simple n'est pas toujours �performant� : 1- pour avoir
une bonne approximation de u, on doit parfois choisir h très petit, ou si on préfère n très grand, et le calcul
peut être coûteux, et 2- cette méthode n'est pas inconditionnellement A-stable, voir paragraphe 3.5.1 : si h n'est
pas su�samment petit, on peut obtenir une solution absurde.

Ces problèmes de précision et de stabilité (ou d'instabilité) sont traités dans la suite.

Autre présentation. On approxime la pente u′(t0) = du
dt (t0) dans l'intervalle [t0, t0+h] pour h > 0 :

du

dt
(t0) = f(t0, u(t0)) = lim

h→0, h>0

u(t0+h)− u(t0)

h
(pente à gauche dans [t0, t0+h]), (3.7)

donc f(t0, u(t0)) ' u(t0+h)−u(t0)
h , et, connaissant ũ(t0) (une approximation de u(t0) imposée comme condition

initiale) on dé�nit ũ(t0+h) par

f(t0, ũ(t0)) =
ũ(t0+h)− ũ(t0)

h
. (3.8)

On a retrouvé (3.3).

Remarque 3.4 La méthode d'Euler explicite découle également immédiatement de la méthode d'intégration
de Riemann à gauche :

u(t1)− u(t0) =

∫ t1

t0

u′(t) dt '
∫ t1

t0

u′(t0) dt = u′(t0)(t1 − t0) = f(t0, u(t0))(t1 − t0)
noté
= ũ(t1)− ũ(t0).

Et on retrouve (3.8) et (3.3). (On dit que �résoudre une E.D.O.� c'est �intégrer l'E.D.O.�.)

Exercice 3.5 Soit f : R2 → R donnée par f(x, y) = x. Donner la solution exacte de (3.1) (ici on sait la
calculer). Résoudre de manière approchée (3.1) à l'aide du schéma d'Euler explicite. Comparer les solutions à T .

Notations imposées : n ∈ N∗, h = T−t0
n (le pas de temps), tk = t0 +kh et ũk les valeurs approchées de u(tk).

Réponse. Ici u : [t0, T ]→ R est solution de u′(t) = t avec u(t0) = u0, donc u(t) = u(t0) +
∫ t
t0
τ dτ = u0 + 1

2
(t2 − t20).

Schéma d'Euler explicite : ũk+1 = ũk + hf(tk, ũk) = ũk + htk, pour k = 0, ..., n−1.
Donc ũn = ũn−1 + htn−1 = ũn−2 + htn−2 + htn−1 = ... = ũ0 + h(t0 + t1 + ... + tn−1). Avec (tk)k=0,...,n−1 suite

arithmétique de raison h donc t0 + t1 + ...+ tn−1 = n
2

(t0 + tn−1) = n
2

(t0 + T − h). Donc ũn = ũ0 + hn
2

(t0 + T − h) avec
nh = T − t0, donc Donc ũn = ũ0 + 1

2
(T − t0)(T + t0 − h),

A comparer avec la solution exacte u(T ) = u0 + 1
2
(T − t0)(T + t0) : erreur u(T )− ũn d'ordre h.

Exercice 3.6 Soit f : R2 → R donnée par f(x, y) = y. Mêmes questions.

Réponse. Ici u : [t0, T ]→ R est solution de u′(t) = u(t) avec u(t0) = u0, donc u(t) = u0e
t−t0 .

Schéma d'Euler explicite, pour k = 0, ..., n−1 : on a ũk+1 = ũk + hũk = (1 + h)ũk.
Donc ũn = (1 + h)nũ0 = (1 + T−t0

n
)nũ0.

A comparer avec la solution exacte : (1 + T−t0
n

)n−→n→∞ e
T−t0 (convergence quand n→∞, i.e. h→ 0).
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Exercice 3.7 Soit f : R2 → R donnée par f(x, y) = y2. Mêmes questions.

Réponse. Fonction inconnue : u : [t0, T ] → R solution de u′(t) = u(t)2 et u(t0) = u0. Solution formelle par séparation
des variables dans le cas u0 6= 0 (si u0 = 0 alors la fonction nulle est une solution mais attention aux erreurs d'arrondi).
On a du

dt
= u2, d'où du

u2 = dt, d'où −1
u

= t + c, soit u = − 1
t+c

, où c est la constante d'intégration donnée à l'aide de la
condition initiale : c = −1

u0
− t0. Véri�ons que ce calcul formel donne la solution : on pose u(t) = − 1

t+c
avec c = −1

u0
− t0,

quand t est dans l'un des intervalles ]−∞,−c[ ou ]−c,∞[. Dans ces intervalles, u′(t) = 1
(t+c)2

. Et on a bien u′(t) = u(t)2.

Cette solution n'a de sens que si : 1- soit ]− c,∞[3 t0, i.e. −c = 1
u0

+ t0 < t0, i.e. u0 < 0 ; 2- soit ]−∞,−c[3 t0, i.e.
−c = 1

u0
+ t0 > t0, i.e. u0 > 0, et alors le calcul s'arrête à la limite à T = −c (valeur in�nie pour u(T )).

Schéma d'Euler explicite, pour k = 0, ..., n−1 : on a ũk+1 = ũk + hũ2
k = ũk(1 + hũk).

Comparaison graphique.

Exercice 3.8 Résoudre de manière approchée à l'aide du schéma d'Euler explicite l'équation di�érentielle du
second ordre x′′ + a1x

′ + a2x = g dans [0, T ], avec x(0) = x0, x′(0) = v0 et g une fonction continue donnés.

Réponse. La fonction inconnue est la fonction x : [0, T ] → R solution de x′′(t) + a1x
′(t) + a2x(t) = g(t) avec les

conditions initiales x(0) = x0 et x′(0) = v0. On transforme l'ED de 2nd ordre sous forme Système Di�érentiel (SD)

du premier ordre. On pose ~X0 =

(
x0
v0

)
∈ R2 (la condition initiale vectorielle), ~X =

(
x
y

)
=

(
x
x′

)
∈ R2, et donc{

x′ = x′,

x′′ = −a2x− a1x′ = g,

}
soit ~X ′(t) = A. ~X(t) +~b(t) où A =

(
0 1
−a2 −a1

)
et ~b =

(
0
g

)
. Donc ~X est solution de l'ED

~X ′ = ~f(t, ~X) où ~f(t, ~X) = A. ~X +~b(t) avec CI ~X(0) = ~X0. D'où le schéma d'Euler explicite ~Xk+1 = ~Xk + hA. ~Xk +~bk.
Soit sous forme système{

xk+1 = xk + hyk,

yk+1 = −a2xk − a1yk + g(tk),

système initialisé à l'aide de x0 et y0 = v0. Et on retient toutes les valeurs xk (les yk sont des intermédiaires de calcul).

3.2.3 Méthode d'Euler implicite

Pour pallier au problème de la stabilité asymptotique dans la méthode d'Euler explicite, on change l'expres-
sion de l'approximation de la dérivée : avec h > 0,

u′(t) = f(t, u(t)) ' u(t)− u(t− h)

h
(pente à droite dans [t−h, t]) (3.9)

Cela revient à utiliser le développement limité (où donc −h < 0) :

u(t−h) = u(t)− hu′(t) + o(h),

soit encore :
u(t) = u(t−h) + h f(t, u(t)) + o(h).

Puis on néglige le �petit terme� o(h) pour dé�nir la solution approchée à t1 = t0 + h1 :

ũ1 = u0 + h1f(t1, ũ1), où donc f(t1, ũ1) ' u′(t1) (pente à droite dans [t0, t1]).

Puis on poursuit :

ũk+1 = ũk + hk+1f(tk, ũk), où donc f(tk, ũk) ' u′(tk) (pente à droite dans [tk, tk+1]). (3.10)

Le problème de cette méthode est qu'il faut résoudre l'équation ũ1 = u0 +h1f(t1, ũ1) en l'inconnue ũ1 : c'est
une équation est implicite. On utilisera, par exemple la méthode de Newton, ou tout programme de recherche
de 0 de la fonction

g(z) = z − hf(tk+1, z)− ũk. (3.11)

Le z solution de �g(z) = 0� donnera ũk+1 = z.

D'où l'algorithme élémentaire de calcul de la solution ũ approchée :

1. Initialisation : on se donne la fonction f : R2 → R, le temps initial t0, le temps �nal T , la condition
initiale (approchée) ũ0.

2. On se donne n ∈ N∗ et le pas temps h = T−t0
n (ici maillage temporel uniforme).

3. Boucle pour k = 0 à n−1 : {
tk+1 = tk + h,

résolution de g(z) = 0 dans (3.11).
(3.12)
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Remarque 3.9 Cette méthode est plus coûteuse que la méthode d'Euler (explicite) mais est utile dans le cas
où il y a des problèmes de stabilité. C'est également une méthode d'ordre 1.

Remarque 3.10 La méthode d'Euler implicite découle également immédiatement de la méthode d'intégration
de Riemann à droite :

u(t1)− u(t0) =

∫ t1

t0

u′(t) dt ' (t1 − t0)u′(t1) = (t1 − t0)f(t1, u(t1)). (3.13)

Remarque 3.11 De manière générale, l'équation g(z) = 0 en l'inconnue z = ũk+1 est de la forme :

ũk+1 = g̃(h, tk+1, ũk, ũk+1).

Pour h, s = tk+1, u = ũk donnés, on cherche donc v = ũk+1 tel que :

v = gs,u,h(v) où gs,u,h(v) = u+ hf(s, v).

C'est un problème de point �xe en v, qui admet une solution dès que gs,u,h est une contraction (lipschitzienne
de rapport <1 en la variable v). Mais par hypothèse, f est une fonction lipschitzienne de rapport L > 0, et
donc :

|gs,u,h(v)− gs,u,h(w)| ≤ hL|v − w|,

et donc gs,u,h est une contraction dès que h < 1
L . On fera cette hypothèse dans la suite (en prenant par exemple

hmax = 95
100

1
L , et le schéma implicite donnera une solution unique.

Exercice 3.12 Soit f : R2 → R donnée par f(x, y) = x. Résoudre de manière approchée (3.1) à l'aide du
schéma d'Euler implicite.

Réponse. Fonction inconnue : u : [t0, T ]→ R solution de u′(t) = t et u(t0) = u0.
Schéma d'Euler implicite : ũk+1 = ũk + hf(tk+1, ũk+1) = ũk + htk+1, pour k = 0, ..., n−1.

N.B. : la solution exacte est u(t) = u(t0) +
∫ t
t0
τ dτ = u0 +

t2−t20
2

. D'où u(T ) = u0 + 1
2
(T − t0)(T + t0).

N.B. : ici on a donc ũn = ũn−1+htn = ũn−2+htn−1+htn = ... = ũ0+h(t1+t1+ ...+tn). Avec (tk) suite arithmétique
de raison h donc t1 + t2 + ... + tn = n

2
(t1 + tn), et donc ũn = ũ0 + 1

2
nh(t0 + T + h) = ũ0 + 1

2
(T − t0)(t0 + T + h), à

comparer avec la solution exacte : l'erreur commise est d'ordre h.

Exercice 3.13 Soit f : R2 → R donnée par f(x, y) = y. Résoudre de manière approchée (3.1) à l'aide du
schéma d'Euler implicite.

Réponse. Fonction inconnue : u : [t0, T ]→ R solution de u′(t) = u(t) et u(t0) = u0.
Schéma d'Euler implicite : ũk+1 = ũk+hũk+1, pour k = 0, ..., n−1 donc ũk+1 = ũk

1−h (à comparer au schéma explicite).

N.B. : ici la solution exacte est u(t) = u0e
t−t0 . En particulier u(T ) = u0e

T−t0 .
N.B. : ici on a donc ũn = ũ0

(1−h)n . Avec
1

(1−h)n = 1

(1−T−t0
n

)n
approximation de 1

e−(T−t0) = e(T−t0), à comparer avec

la solution exacte.

Exercice 3.14 Soit f : R2 → R donnée par f(x, y) = y2. Résoudre de manière approchée (3.1) à l'aide du
schéma d'Euler implicite.

Réponse. Fonction inconnue : u : [t0, T ]→ R solution de u′(t) = u(t)2 et u(t0) = u0.
Schéma d'Euler implicite : ũk+1 = ũk+hũ2

k+1, pour k = 0, ..., n−1. Donc uk+1 est solution de hũ2
k+1− ũk+1 + ũk = 0,

de discriminant ∆ = 1−4hũk. D'où deux solutions possibles, ũk+1 =
1±
√

1−4hũk

2h
. la solution avec + n'est pas admissible

car quand h→ 0 on a uk+1 →∞. Donc la solution à retenir est ũk+1 =
1−
√

1−4hũk

2h
.

Exercice 3.15 Reprendre l'exercice précédent en remplaçant f par sa linéarisée en y.
Puis comparer les solutions.

Réponse. La fonction f(x, y) = y2 s'écrit fx(y) = y2. Linéarisons fx au voisinage d'un point y0 : fx(y) = fx(y0) + (y −
y0)f ′x(y0) + o(y − y0) = y20 + 2(y − y0)y0 + o(y − y0) = 2y0y − y20 + o(y − y0). Approchons fx par sa linéarisée gx donnée
par gx(y) = 2y0y− y20 (Le graphe de g est la droite de pente 2y0 qui passe par le point (y0, y

2
0 = gx(y0)), droite tangente

à la parabole en ce point).
L'équation di�érentielle linéarisée au voisinage de u0 est v′(t) = gt(v(t)) = 2v0v(t)− v20 où on a posé v0 = u0 = v(t0)

qu'on notera également ṽ0.
Schéma d'Euler implicite, pour le premier pas de temps : ṽ1 = ṽ0 + h(2v0ṽ1 − ṽ20). D'où ṽ1 = ṽ0

1−hṽ0
1−2hṽ0

.

D'où le schéma générique ṽk+1 = ṽk
1−hṽk
1−2hṽk

(après linéarisation au voisinage du point ṽk à chaque étape).
Comparons cette solution avec celle de l'exercice précédent.
Ici on a 1

1−y = 1 + y + o(y). D'où ṽk+1 = ṽk(1− hṽk)(1 + 2hṽk + o(h)) = ṽk + hṽ2k + o(h).
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Pour l'exercice précédent, soit ϕ(y) = (1 + y)
1
2 . On a ϕ′(y) = 1

2
(1 + y)−

1
2 et ϕ′′(y) = − 1

4
(1 + y)−

3
2 . D'où le

développement limité de ϕ au voisinage de y = 0 :
√

1 + y = 1 + y
2
− y2

8
+ o(y2).

D'où ũk+1 =
−−4hũk

2
+

(4hũk)2

8
+o(h2)

2h
= ũk + hũ2

k + o(h) au voisinage de h = 0.
Donc au premier ordre, les méthodes sont comparables (il n'est pas nécessaire d'aller plus loin que le 1er ordre : on

verra que la méthode d'Euler implicite est d'ordre 1).

3.2.4 Schéma de Crank�Nicholson et θ-schémas

Sur l'intervalle [t0, t1], la méthode d'Euler explicite se sert de la pente à gauche pg = u′(t0) = f(t0, u(t0))
et celle d'Euler implicite se sert de la pente à droite pd = u′(t1) = f(t1, u(t1)). L'idée suivante est de se servir
d'une pente intermédiaire pθ = (1− θ)pg + θpd pour 0 ≤ θ ≤ 1.

Le schéma qui en résulte s'écrit :

ũ1 = ũ0 + h
(

(1− θ)pg + θpd

)
,

soit :
ũ1 = ũ0 + h

(
(1− θ)f(t0, ũ0) + θf(t1, ũ1)

)
,

et au pas de temps tk+1 :

ũk+1 = ũk + h
(

(1− θ)f(tk, ũk) + θf(tk+1, ũk+1)
)
. (3.14)

C'est le θ-schéma. Il est très utilisé pour 1
2 ≤ θ ≤ 1 car il est A-stable. (θ = 0 donne Euler explicite et θ = 1

donne Euler implicite). (Le calcul de ũk+1 est implicite pour θ 6= 0.)
Quand θ = 1

2 :

ũk+1 = ũk +
h

2

(
f(tk, ũk) + f(tk+1, ũk+1)

)
, (3.15)

on obtient le schéma de Crank�Nicholson.

Remarque 3.16 On peut se rendre compte simplement que le schéma de Crank�Nicholson est meilleur en
termes de précision : on a, pour u ∈ C2 : d'une part :

u(tk+1) = u(tk) + hu′(tk) +
h2

2
u′′(tk) + o(h2)

= u(tk) + hf(tk, u(tk)) +
h2

2
u′′(tk) + o(h2),

(3.16)

et d'autre part :

u(tk) = u(tk+1)− hu′(tk+1) +
h2

2
u′′(tk+1) + o(h2)

= u(tk+1)− hf(tk+1, u(tk+1)) +
h2

2
u′′(tk) + o(h2),

(3.17)

car u′′(tk+1) = u′′(tk) + o(1). D'où par di�érence :

u(tk+1) = u(tk) +
h

2

(
f(tk, u(tk)) + f(tk+1, u(tk+1))

)
+ o(h2),

à comparer avec (3.15). Et donc l'approximation par ũ donne une erreur en o(h2) (à comparer avec l'erreur
en o(h) pour Euler explicite, voir (3.2), ou encore pour le θ-schéma pour θ 6= 1

2 ).

Remarque 3.17 Le schéma de Crank�Nicholson (cas θ = 1
2 ) est inconditionnellement A-stable, mais pour

θ < 1
2 , le θ-schéma n'est pas inconditionnellement A-stable. Des erreurs d'arrondis peuvent donc rendre le

schéma de Crank�Nicholson instable. Si cela arrive, on pourra privilégier un θ-schéma avec par exemple θ = 3
5 .

Remarque 3.18 Le schéma de Crank�Nicholson découle également de la formule d'intégration des trapèzes
(d'ordre 2) :

u(t1)− u(t0) =

∫ t1

t0

u′(t) dt ' u′(t0) + u′(t1)

2
(t1 − t0),

soit avec h = t1 − t0 :

u(t1)− u(t0) ' h f(t0, u(t0)) + f(t1, u(t1))

2
.
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3.2.5 Méthode d'Euler améliorée

La méthode de Crank�Nicholson est implicite à cause de ũk+1 dans f(tk+1, ũk+1) dans le membre de droite
de (3.15). L'idée est alors d'estimer ũk+1 (prédiction) à l'aide de la méthode d'Euler explicite :

ũprédictionk+1 = ũk + hf(tk, ũk).

Et on améliore cette prédiction (étape de correction) en s'inspirant du schéma de Crank-Nicholson :

ũk+1 = ũk +
h

2

(
f(tk, ũk) + f(tk+1, ũ

prédiction
k+1 )

)
(= ũcorrectionk+1 ). (3.18)

(Prédiction�correction = méthode d'Heun.) Autrement dit :

ũk+1 = ũk +
h

2

(
f(tk, ũk) + f(tk+1, ũk + hf(tk, ũk))

)
.

Ce schéma est explicite et on montrera qu'il est d'ordre 2.
En revanche, il n'est pas inconditionnellement A-stable.

3.2.6 Méthode du point milieu

Sur l'intervalle [tk, tk+1], plutôt que de se servir de la pente pg à gauche et de la pente pd à droite, et on
peut essayer de se servir de la pente au milieu et proposé le schéma :

ũk+1 = ũk + hf(tk+ 1
2
, uk+ 1

2
), (3.19)

où tk+ 1
2

= tk+tk+1

2 et uk+ 1
2

= u(tk+ 1
2
).

Remarque 3.19 Ce schéma découle également de la formule d'intégration du point milieu (d'ordre 2) :

u(t1)− u(t0) =

∫ t1

t0

u′(t) dt ' u′(t 1
2
)(t1 − t0),

i.e., avec h = t1 − t0 :
u(t1)− u(t0) ' h f(t 1

2
, ũ 1

2
).

Remarque 3.20 On peut se rendre compte simplement que le schéma du point milieu est, comme le schéma
de Crank-Nicholson, d'ordre 2 : on a, pour u ∈ C2 : d'une part :

u(tk+1) = u(tk+ 1
2
) +

h

2
u′(tk+ 1

2
) +

(h2 )2

2
u′′(tk+ 1

2
) + o(h2),

= u(tk+ 1
2
) +

h

2
f(tk+ 1

2
, u(tk+ 1

2
)) +

h2

8
u′′(tk+ 1

2
) + o(h2),

(3.20)

et d'autre part :

u(tk) = u(tk+ 1
2
)− h

2
u′(tk+ 1

2
) +

(h2 )2

2
u′′(tk+ 1

2
) + o(h2),

= u(tk+1)− h

2
f(tk+ 1

2
, u(tk+ 1

2
)) +

h2

8
u′′(tk+ 1

2
) + o(h2),

(3.21)

D'où par di�érence :
u(tk+1) = u(tk) + hf(tk+ 1

2
, u(tk+ 1

2
)) + o(h2),

à comparer avec (3.19).

3.2.7 * Méthode de Runge-Kutta d'ordre 2 (méthode d'Heun)

Le problème est qu'on ne connaît pas u(tk+ 1
2
). On va l'estimer (prédiction). On se sert alors de la méthode

d'Euler (explicite) :

ũprédiction
k+ 1

2

= ũk +
h

2
f(tk, ũk),

d'où la pente estimée = f(tk+ 1
2
, ũprédiction
k+ 1

2

). On pose donc :

ũk+1 = ũk + hf(tk+ 1
2
, ũprédiction
k+ 1

2

) (= ũcorrectionk+1 ). (3.22)

(Prédiction�correction = méthode d'Heun.)
Le calcul de ũk+1 est explicite, e�ectué en 2 étapes simples. On montrera que le schéma obtenu (de Heun)

est d'ordre 2.
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3.2.8 * Méthode de Runge-Kutta (classique d'ordre 4)

On souhaite toujours une méthode explicite, mais convergeant plus rapidement. On peut s'inspirer de la
méthode d'intégration de Simpson d'ordre 4 :∫ tk+1

tk

g(x) dx ' h
g(tk) + 4g(tk+ 1

2
) + g(tk+1)

6
. (3.23)

Malheureusement, appliquée à l'équation di�érentielle, la méthode qui en résulte est implicite.
Et pour la modi�er et la rendre explicite, les estimations précédentes de ũk+ 1

2
(méthode d'Heun) et de ũk+1

(par la méthode d'Euler améliorée) ne sont cependant pas su�santes pour avoir une méthode d'ordre 4 explicite.
On dé�nit, relativement à l'intervalle [tk, tk+1] :

1- une estimation de la pente p1 amont (en tk) :

p1 = f(tk, ũk).

2- Cette valeur donne une valeur estimée au point milieu :

ũk+ 1
2 ,1

= ũk +
h

2
p1,

(méthode d'Euler explicite sur [tk, tk+ 1
2
]) et donc une estimation de la pente p2 au point milieu (en tk+ 1

2
) :

p2 = f(tk+ 1
2
, ũk+ 1

2 ,1
) (= f(tk +

h

2
, ũk +

h

2
p1)).

3- On a alors une autre estimation au point milieu :

ũk+ 1
2 ,2

= ũk +
h

2
p2,

(donné par la méthode d'Euler implicite sur [tk, tk+ 1
2
] modi�é en utilisant p2) d'où une autre estimation de la

pente milieu p3 (en tk+ 1
2
) :

p3 = f(tk+ 1
2
, ũk+ 1

2 ,2
) (= f(tk +

h

2
, ũk +

h

2
p2)).

4- Et la pente estimée en aval (en tk+1) est prise valant :

p4 = f(tk + h, ũk + hp3),

En�n, la valeur retenue pour la pente permettant de passer de u(tk) à u(tk+1) est le barycentre p =
p1+2p2+2p3+p4

6 (les estimations au milieu ont plus de poids que celles des extrémités, comme dans la méthode
de Simpson (3.23)). D'où la valeur calculée ũk+1 :

ũk+1 = ũk + h
p1 + 2p2 + 2p3 + p4

6
. (3.24)

Cette méthode est très utilisée, et sa programmation est simple :

1. on se donne h > 0 (le pas de temps),

2. on calcule n = partie entière de T−t0
h (le nombre de pas de temps pour atteindre T ),

3. on pose tk = t0 + kh pour k = 1 à n,

4. pour k = 1 à n,
p1 = f(tk, ũk),

p2 = f(tk+ 1
2
, ũk +

h

2
p1),

p3 = f(tk+ 1
2
, ũk +

h

2
p2),

p4 = f(tk+1, ũk + hp3),

ũk+1 = ũk +
h

6
(p1 + 2p2 + 2p3 + p4).

(3.25)

On peut montrer que cette méthode est d'ordre 4, mais qu'elle n'est pas inconditionnellement A-stable.
Par contre, cette méthode demande le calcul des f((tk+ 1

2
, ũk + h

2 pi) (pour i = 1, 2) et de f(tk+1, ũk + hp3),
ce qui peut être coûteux, par exemple dans le cas des systèmes di�érentiels.

Par ailleurs, dans le cas des problèmes �raides�, cette méthode ne donne en général pas de bon résultat (de
même que les méthodes explicites en général).
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3.2.9 * Méthodes de Runge-Kutta généralisées

Revenons sur l'idée de base de la méthode de Runge�Kutta classique : l'obtention de valeurs intermédiaires
non directement utilisées à l'aide de :

1. des temps intermédiaires
tk,i = tk + cih,

avec 0≤ci≤1 pour tout i, et un temps �nal tk+1 = tk + h.

2. Une formule de quadrature pour les valeurs intermédiaires (non directement utilisées) :

ũ(tk,i)− ũ(tk) =

∫ tk,i

tk

f(t, u(t)) dt ' h
q∑
j=1

aijf(tk,j , u(tk,j)).

3. Une formule de quadrature pour la valeur �nale retenue :

ũ(tk+1)− ũ(tk) =

∫ tk+1

tk

f(t, u(t)) dt ' h
q∑
j=1

bjf(tk,j , u(tk,j)).

On présente les quantités introduites sous la forme du tableau :

c1 a11 a12 . . . a1q

c2 a21 a22 . . . a2q

...
...

...
...

cq aq1 aq2 . . . aqq
b1 b2 . . . bq

Notez que pour toutes les méthodes explicites, la matrice carrée [aij ]1≤i,j≤q est triangulaire inférieure stricte.

Exemple 3.21 Méthode d'Euler explicite (3.6) : la valeur �nale est ũk+1 = ũk+hf(tk, ũk). Donc q = 1, b1 = 1
et tk,1 = tk, donc c1 = 0 et a1,1 = 0. Donc une étape, qui est en fait l'étape �nale. Le tableau associé est
0 0

1
.

Exemple 3.22 Méthode d'Euler implicite (3.10) : la valeur �nale est ũk+1 = ũk + hf(tk+1, ũk+1). Donc q = 1,

b1 = 1, tk,1 = tk+1, c1 = 1 et a1,1 = 1. D'où le tableau
1 1

1
.

Exemple 3.23 θ-schéma (3.14) : pour θ 6= 0, la valeur �nale retenue donne q = 2, b1 = (1− θ), b2 = θ, c1 = 0,

c2 = 1, a11 = 0 = a12 = a21 et a22 = 1. D'où le tableau
0 0 0
1 0 1

(1− θ) θ
. La méthode est implicite pour θ 6= 0.

Noter que si θ = 0, le tableau ci-dessus n'a plus d'intérêt : on a dans ce cas a22 = 0 et on retrouve la méthode
d'Euler explicite.

Exemple 3.24 Méthode d'Euler améliorée (3.18) : la valeur retenue donne q = 2, b1 = 1
2 , b2 = 1

2 , c1 = 0,

c2 = 1 d'où a11 = a12 = a22 = 0 et a21 = 1
2 . D'où le tableau

0 0 0
1
2

1
2 0
1
2

1
2

.

Exemple 3.25 Méthode du point milieu (3.19) : la valeur retenue est calculée avec un temps intermédiaire

donne q = 1, b1 = 1, c1 = 1
2 , a11 = 1

2 . D'où le tableau
1
2

1
2

1
.

Exemple 3.26 Méthode du point milieu rendue explicite (3.22) (méthode d'Heun) : la valeur retenue est
calculée avec un temps intermédiaire. Cela donne q = 2, b1 = 1, b2 = 0, c1 = 1

2 , c2 = 0, a11 = a12 = a22 = 0 et

a21 = 1
2 . D'où le tableau

0 0 0
1
2

1
2 0
0 1

.

Exemple 3.27 Runge�Kutta classique (3.24) : avec 3 pas de temps intermédiaires. Le tableau associé est donné

par :

0 0 0 0 0
1
2

1
2 0 0 0

1
2 0 1

2 0 0
1 0 0 1 0

1
6

2
6

2
6

1
6

.
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50 3.3. * Formulation générique des méthodes à un pas

Exemple 3.28 On peut montrer que la méthode implicite dé�nie par le tableau
α α 0

1−α 1−2α α
1
2

1
2

avec α =

1
2 + 1

2
√

3
est d'ordre 3. Voir Crouzeix et Mignot [5].

3.3 * Formulation générique des méthodes à un pas

3.3.1 Formulation

Les méthodes présentées ci-dessus sont des méthodes à un pas, i.e. des méthodes qui ne se servent que des
deux valeurs ũk et ũk+1 correspondant à un unique pas de temps hk = tk+1−tk. Elles se présentent toutes sous
la forme séquentielle, pour ũ0 donné :

ũk+1 − ũk
hk

= Φ(tk, ũk, hk), (3.26)

soit :
ũk+1 = ũk + hkΦ(tk, ũk, hk). (3.27)

(Ou encore sous la forme ũk+1 = ũk + hkΦ̄(tk, ũk, tk+1), cette dernière forme avec Φ̄ n'étant pas pratique pour
les calculs d'erreurs et de convergence où hk = tk+1−tk est une variable primordiale.)

Exemple 3.29 Les méthodes explicites :
Méthode d'Euler : Φ(tk, ũk, hk) = f(tk, ũk).

Méthode d'Euler améliorée : Φ(tk, ũk, hk) = 1
2

(
f(tk, ũk) + f(tk+1, ũk + hkf(tk, ũk))

)
.

Méthode du point milieu : Φ(tk, ũk, hk) = f(tk + hk

2 , ũk + hk

2 f(tk, ũk)).

Méthode de Runge-Kutta : Φ(tk, ũk, hk) = 1
6 (p1 + 2p2 + 2p3 + p4), où les pi sont donnés en (3.25) et ne

dépendent que de tk, ũk et hk (calcul immédiat).

Exemple 3.30 Les méthodes implicites :
Méthode d'Euler implicite : on a ũk+1 = ũk + hkf(tk+1, ũk+1) d'inconnue ũk+1, dont la résolution donne

ũk+1 : on note ũk+1 = G(tk, ũk, hk) la solution trouvée.
D'où Φ(tk, ũk, hk) = f(tk + hk, G(tk, ũk, hk)).
Même démarche pour la méthode de Crank�Nicholson.

3.3.2 Une méthode générale de construction des schémas

Elle est basée sur le développement de Taylor de la solution cherchée :

u(t0 + h)− u(t0)

h
= u′(t0) +

h

2
u′′(t0) +

h2

3!
u′′′(t0) + ...

De u′(t) = f(t, u(t)), équation satisfaite par la solution cherchée, on déduit, supposant f C2 :

u′′(t) = f,t(t, u(t)) + f,x(t, u(t)).u′(t)

= (f,t + f,x.f)(t, u(t)),

et
u′′′(t) = f,tt(t, u(t)) + 2f,tx(t, u(t)).u′(t) + f,xx(t, u(t)).u′(t)2 + f,x(t, u(t)).u′′(t)

= (f,tt + 2f,tx.f + f,xx.f
2 + f,x(f,t + f,x.f))(t, u(t)),

où on a noté f,t = ∂f
∂t , f,x = ∂f

∂x , f,tt = ∂2f
∂t2 ...

Et ainsi le développement de Taylor de u donne :

u(t0 + h)− u(t0)

h
= f(t0, u(t0)) +

h

2
(f,t + f,x.f)(t0, u(t0))

+
h2

3!
(f,tt + 2f,tx.f + f,xx.f

2 + f,xf,t + f2
,x.f))(t0, u(t0)) + ...

(3.28)
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51 3.4. * Étude des Méthodes à un pas, dé�nitions générales

3.3.3 Application aux schémas explicites à un pas

Le gros problème dans cette expression est d'évaluer les dérivées partielles de f , et c'est, en général, coûteux
(et parfois laborieux). L'idée est de remplacer ces dérivées partielles par des quantités de type f(t0 +α, x0 + β)
avec α et β réels bien choisis : on veut écrire le membre de droite de (3.28) sous une forme donnant le schéma
de Runge�Kutta :

u(t0 + h)− u(t0)

h
= ap1 + bp2 + cp3 + dp4... (3.29)

où les pi sont des estimations des pentes :

p1 = f(t0, x0),

p2 = f(t0 + α1h, x0 + α1p1) (dépend de p1),

p3 = f(t0 + α2h, x0 + α2p2) (dépend de p2),

p4 = f(t0 + α3h, x0 + α3p3) (dépend de p3).

avec les αi ∈ R. On se sert pour cela du développement de la fonction f :

f(t0 + γ, x0 + δ) = f(t0, x0)

+ (γf,t + δf,x)

+
1

2
(γ2f,tt + 2γδf,tx + δ2f,xx)(t0, x0)

+
1

3!
(γ3f,ttt + 3γ2δf,ttx + 3γδ2f,txx + δ3f,xxx)(t0, x0) + ...

Les identi�cations des termes ayant même exposant en h entre (3.28) et (3.29) donne :

a+ b+ c+ d = 1,

bα1 + cα2 + dα3 =
1

2
,

bα2
1 + cα2

2 + dα2
3 =

1

3
,

cα1α2 + cα2α3 =
1

6
.

On obtient ainsi des méthodes exactes au troisième ordre.

Exemple 3.31 La méthode de Runge�Kutta est donné par α1 = α2 = 1
2 et α3 = 1, ce qui donne a = d = 1

6 et
b = c = 1

3 . On peut montrer que cette méthode est en fait d'ordre 4 en poursuivant les calculs.

Exemple 3.32 La méthode de Kutta�Simpson 3
8 est donnée par α1 = 1

3 , α2 = 2
3 et α3 = 1, ce qui donne

a = d = 1
8 et b = c = 3

8 . Mais on lui préfère en général la méthode de Runge�Kutta.

3.4 * Étude des Méthodes à un pas, dé�nitions générales

On souhaite résoudre (3.1) de manière approchée à l'aide d'un schéma de type (3.26). Il s'agit de savoir si
les méthodes proposées sont `bonnes'.

On suppose que l'équation di�érentielle (3.1) admet une solution u : [t0, T ]→ R. Les schémas calculent des
valeurs (discrètes) ũ(tk) = ũk pour tk = t0 + kh où h = T−t0

n et 1 ≤ k ≤ n, où n est le nombre de pas de temps.
Il s'agit de comparer |u(tk)− ũk| (di�érence entre la valeur exacte cherchée et la valeur calculée).

3.4.1 Convergence

Dé�nition 3.33 L'approximation (ũk)k=1,...,n est dite convergente si, lorsque ũ0 −→
h→0

u(t0) (l'erreur sur l'ap-

proximation de la condition initiale s'annule avec h), on a, avec n = T−t0
h :

max
1≤k≤n

|u(tk)− ũk| −→
h→0

0.

Autrement dit, on a convergence de la solution approchée ũ vers la solution cherchée u ssi :

lim
h→0

(
max

0≤k≤n
|u(tk)− ũk|

)
= 0. (3.30)

Il s'agit maintenant de savoir si les schémas proposés donnent une approximation convergente. On décompose
la recherche de cette convergence en 2 étapes : la stabilité et la consistance.
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52 3.4. * Étude des Méthodes à un pas, dé�nitions générales

3.4.2 Stabilité (faible sensibilité aux erreurs)

Dé�nition 3.34 Le schéma (3.26) est dit stable s'il n'est pas trop sensible aux erreurs (comme les erreurs
d'arrondi), i.e. s'il existe M > 0 tel que si deux suites quelconques (ũk)0≤k≤n et (ṽk)0≤k≤n véri�ent :{

ũk+1 = ũk + hΦ(tk, ũk, h),

ṽk+1 = ṽk + hΦ(tk, ṽk, h) + εk,
(3.31)

où (εk)0≤k≤n est une suite donnée quelconque, alors :

max
0≤k≤n

(
|ũk − ṽk|

)
≤M

(
|ũ0 − ṽ0|+

n−1∑
j=0

|εj |
)
. (3.32)

(Le max de la di�érence est majoré, à une constante multiplicative près, par l'erreur initiale et la somme des
erreurs accumulées au cours du temps.)

Exemple 3.35 Soit ṽk = u(tk) : i.e. (ṽk) est la suite des valeurs exactes aux temps tk ; ici εk est l'erreur
commise en utilisant le schéma, à savoir :

εk = u(tk+1)− ũk+1 + h (Φ(tk, u(tk), h)− Φ(tk, ũk, h)). (3.33)

Et (3.32) compare la solution approchée et la solution exacte.

Exemple 3.36 On véri�e que les schémas proposés, Euler explicite et implicite, θ-schémas, Crank-Nicholson,
Runge�Kutta... sont tous stables au sens de cette dé�nition.

Par contre, ces schémas ne sont pas tous inconditionnellement stables, voir paragraphe sur la stabilité
numérique (dite A-stabilité ou stabilité asymptotique). En particulier pour les schémas explicites, la stabilité
numérique n'a lieu que si le pas de temps h = ∆t est su�samment petit (stabilité numérique sous condition).

3.4.3 Consistance (annulation de la somme des erreurs avec h)

Ici on s'intéresse au cas de l'exemple 3.35. En particulier εk est donné par, cf. (3.31)2 :

εk = u(tk+1)− u(tk)− hΦ(tk, u(tk), h), (3.34)

appelée erreur locale à l'instant tk+1, ou si on préfère, avec (3.31)1 et (3.34) :

εk =
(
u(tk+1)− ũk+1

)
−
(
u(tk)− ũk

)
. (3.35)

Dé�nition 3.37 Le schéma (3.26) est dit consistant ssi la somme des erreurs locales, en valeur absolue, s'annule
avec h :

lim
h→0

(n−1∑
k=0

|εk|
)

= 0, (3.36)

i.e. :

lim
h→0

(n−1∑
k=0

|u(tk+1)− u(tk)− hΦ(tk, u(tk), h)|
)

= 0. (3.37)

Remarque 3.38 On a également εk
h = |u(tk+1)−u(tk)

h − ũk+1−ũk

h | = valeur absolue de la �di�érence des pentes
moyennes�.

3.4.4 Stabilité + consistance ⇒ convergence

On a le théorème fondamental : stabilité + consistance ⇒ convergence :

Théorème 3.39 Si le schéma (3.26) à un pas est stable et consistant, et si |ũ0−u(0)| −→
h→0

0 (l'erreur sur la

condition initiale s'annule avec h), alors il est convergent.

Preuve. Par hypothèses de consistance, ayant |εk| = |u(tk+1)− u(tk)− hΦ(tk, u(tk), h)|, on a :

lim
h→0

(n−1∑
k=0

|εk|
)

= 0.

Ayant également |εk| = |(u(tk+1) − ũk+1) − (u(tk) − ũk)|, posant ṽk = u(tk), alors (ũk)0≤k≤n et (ṽk)0≤k≤n

véri�ent (3.32), on a max0≤k≤n

(
|ũk − ṽk|

)
≤M

(
|ũ0 − ṽ0|+

∑k−1
j=0 |εj |

)
, d'où max0≤k≤n

(
|ũk − ṽk|

)
−→h→0 0,

i.e. (3.30).
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53 3.4. * Étude des Méthodes à un pas, dé�nitions générales

3.4.5 Critère de stabilité

On a la condition su�sante :

Théorème 3.40 Si Φ est lipschitzienne en u, uniformément en t et h, i.e. si :

∃LΦ > 0, ∀(t, u, v, h) ∈ [t0, T ]× R× R× [0, hmax], |Φ(t, u, h)− Φ(t, v, h)| ≤ LΦ|u− v|, (3.38)

alors le schéma (3.26) est stable.

Preuve. C'est une application du lemme de Gronwall discret, voir cours d'équations di�érentielles : on se donne
deux suites (ũk) et (ṽk) véri�ant (3.31). L'hypothèse (3.38) donne avec (3.26) :

|ũk+1 − ṽk+1| ≤ (1 + hLΦ)|ũk − ṽk|+ εk.

Et le lemme de Gronwall discret donne :

|ũk − ṽk| ≤ eLΦ(tk−t0)|ũ0 − ṽ0|+
k−1∑
i=0

eLΦ(tk−ti)|εi|.

D'où le résultat (3.32) avec M = eLΦ(T−t0).

3.4.6 Critère de consistance

Théorème 3.41 Une condition nécessaire et su�sante pour que le schéma (3.26) soit consistant est :

∀(t, ũ) ∈ [0, T ]× R, Φ(t, ũ, 0) = f(t, ũ). (3.39)

Preuve. On pose εk = u(tk+1) − u(tk) − hΦ(tk, u(tk), h), quantité dans laquelle on fait intervenir f et
Φ(tk, u(tk), 0) :

εk =

∫ tk+1

tk

[f(s, u(s))− f(tk, u(tk))] ds

+ h[f(tk, u(tk))− Φ(tk, u(tk), 0)] + h[Φ(tk, u(tk), 0)− Φ(tk, u(tk), h)]

Ayant supposé f et Φ C1 et posant g(s) = f(s, u(s)) et G(h) = Φ(tk, u(tk), 0)−Φ(tk, u(tk), h) on en déduit que
(théorème des accroissements �nis) :

|
∫ tk+1

tk

[f(s, u(s))− f(tk, u(tk))] ds| ≤ h2 max
s∈[tk,tk+1]

|g′(s)|,

h[Φ(tk, u(tk), 0)− Φ(tk, u(tk), h)] ≤ h2 max
l∈]0,hmax]

|G′(l)|,

d'où :
h|f(tk, u(tk))− Φ(tk, u(tk), 0)| ≤ |εk|+ h2 max

s∈[tk,tk+1]
|g′(s)|+ h2 max

l∈]0,hmax]
|G′(l)|.

D'où :

1- on suppose le schéma consistant : alors :

n−1∑
k=0

h|f(tk, u(tk))− Φ(tk, u(tk), 0)| −→
h→0

0.

Mais la somme est une somme de Riemann qui tend vers
∫ T
t0
|f(s, u(s))−Φ(s, u(s), 0)| ds, et cette intégrale est

donc nulle. On en déduit que pour tout t ∈ [t0, T ] on a |f(t, u(t))−Φ(t, u(t), 0)| = 0, et donc (3.39) (en prenant
pour (t, u) un condition initiale quelconque (t0, u0)).

2- Réciproquement, on suppose (3.39). Alors :

|εk| ≤ h2 max
s∈[tk,tk+1]

|g′(s)|+ h2 max
l∈]0,hmax]

|G′(l)|.

D'où, avec
∑n
k=1 h

2 = nh2 = h(T − t0) :∑
k

|εk| ≤ h(T − t0)( max
s∈[t0,T ]

|g′(s)|+ max
l∈]0,hmax]

|G′(l)|),

d'où la consistance.
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3.4.7 Ordre d'un schéma

Les critères de stabilité et consistance ci-dessus permettent d'établir la convergence, mais pas la `rapidité'
de la convergence. La dé�nition suivante précise le critère de consistance :

Dé�nition 3.42 Le schéma (3.26) est d'ordre p, avec p ∈ N, si étant donnée une solution u de (3.1) :

∃C > 0,

n−1∑
k=0

|εk| ≤ Chp, (3.40)

i.e. :

∃C > 0,

n−1∑
k=0

|u(tk+1)− u(tk)− hΦ(tk, u(tk), h)| ≤ Chp, (3.41)

ou encore si cette somme est O(hp).

On en déduit immédiatement :

Théorème 3.43 Si le schéma (3.26) est stable et d'ordre p, alors :

max
k=0,n

(|u(tk)− ũk|) = O(hp).

Preuve. Similaire à la démonstration du théorème 3.39.

Ainsi, pour un schéma d'ordre p, si on refait un calcul avec un pas de temps égal à h
2 (après avoir fait un

calcul avec un pas de temps égal à h), alors on sait qu'a priori l'erreur va être divisée par 2p. Ainsi pour la
méthode d'Euler explicite, l'erreur est divisée par 2 (schéma d'ordre 1) alors que pour Runge-Kutta, l'erreur est
divisée par 16, ce qui explique la di�érence de performance entre ces 2 méthodes.

3.5 Schéma A-stable

3.5.1 A-stabilité, rayon de stabilité

Pour cette notion, on ne considère que l'équation di�érentielle avec f(x, y) = −λy dans (3.1), i.e.{
u′(t) = −λu(t), t ∈ [0,∞[,

u(0) = u0,
(3.42)

La solution analytique est u(t) = u0e
−λt. En particulier u(t) −→

t→∞
0.

On veut que les schémas numériques utilisés aient la même propriété de convergence vers 0 que e−λt.
Soit un pas de temps h=∆t �xé, et soit (ũk)k∈N la suite des valeurs numériques obtenus par un schéma (3.27)

donné (où on espère que ũk ' u(tk)).

Dé�nition 3.44 Un schéma numérique est dit A-stable, ou asymptotiquement stable, si les approximations ũk
de l'équation di�érentielle (3.42) véri�ent :

∀h > 0, ũk −→
k→∞

0.

Dé�nition 3.45 Un schéma numérique est dit conditionnellement A-stable ssi les approximations ũk de l'équa-
tion di�érentielle (3.42) véri�ent :

∃h∗ > 0, ∀h < h∗, ũk −→
k→∞

0, et h∗ =∞ ne convient pas.

Et le plus grand des h∗ est appelé le rayon de stabilité et noté R.

3.5.2 Exemples

Exemple 3.46 Pour Euler explicite :

un+1 = un − hλun donc = (1− hλ)un,

soit, pour tout n ∈ N :
un = (1− hλ)n u0.

Le schéma est conditionnellement A-stable : on a besoin de |1 − hλ| < 1 (avec h > 0), i.e. h < 2
λ . Ici, le rayon

de convergence est R = 2
λ . Voir http://yallouz.arie.free.fr/mathml/euler_instabilite.php.

On peut également souhaiter que le schéma soit monotone, ici décroissant (comme la fonction e−λx qu'on
approche), auquel cas on prend h < 1

λ .
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Exemple 3.47 Pour Euler implicite :
un+1 = un − hλun+1,

et donc :

un+1 =
1

1 + hλ
un = (

1

1 + hλ
)n+1 u0.

Comme pour tout h > 0 on a | 1
1+hλ | < 1, le rayon de convergence est R =∞ : le schéma est A-stable.

Exercice 3.48 Pour Crank-Nicholson, on montre que R =∞ : schéma inconditionnellement A-stable.

Exercice 3.49 Pour Euler amélioré, on montre que R = 2
λ : schéma conditionnellement A-stable.

Exercice 3.50 Pour Runge Kutta, on montre que R ' 2,78
λ .

3.6 * Introduction : méthodes à plusieurs pas

Ces méthodes sont surtout utilisées (et e�caces) lorsqu'on sait a priori que la solution u n'a pas de varia-
tions u′ importantes (problème non raide). Dans ce cas, on essaie de prévoir la valeur ũk+1 à l'aide de plusieurs
valeurs précédentes ũk,ũk−1,...,ũk−n (méthode à n+ 1 pas).

3.6.1 Idée de base

Les méthodes à un pas sont basées sur :

ũ(tk+1)− ũ(tk) =

∫ tk+1

tk

g(t) dt où g(t) = f(t, ũ(t)),

où g(t) = f(t, ũ(t)) est une valeur approchée de la vraie pente f(t, u(t)).
Et on applique une formule d'intégration numérique, pour np ∈ N (nombre de points d'intégration) :∫ tk+1

tk

g(t) dt '
np∑
i=0

g(tki)wi, ∀i = 0, ..., np, tk ≤ tki ≤ tk+1, wi ∈ R

En d'autres termes, on a remplacé la fonction t→ g(t) par son approximation polynomiale t→ pN (t) polynôme
(de degré N ≥ np), qui véri�e pN (tki) = g(tki) pour i = 0, ..., np, et on a écrit :∫ tk+1

tk

g(t) dt '
∫ tk+1

tk

pN (t) dt =

N∑
i=0

g(tki)wi, ∀i = 0, ..., N, tk ≤ tki ≤ tk+1, wi ∈ R

la formule d'intégration étant supposée exacte pour les polynôme de degré N .
Dans ces formules, on ne s'est servi que des valeurs de g(t) = f(t, ũ(t)) entre les temps tk et tk+1. Or on

connaît les valeurs de g(t) au temps précédents (qu'on vient de calculer). Il pourrait donc être intéressant de
pro�ter de cette connaissance : i.e. de considérer le polynôme d'interpolation de g à partir des points tk, tk+1

et des temps précédents tk−1, tk−2..., et d'intégrer le polynôme exactement sur l'intervalle [tk, tk+1].
On continuera à noter g(t) = f(t, ũ(t)).

3.6.2 Formules d'Adams�Bashforth

On considère le polynôme de degré 0 qui passe par le point (tk, g(tk) = f(tk, ũk)) : c'est p0(t) = g(tk). On
obtient :

ũk+1 − ũk =

∫ tk+1

tk

p0(t) dt = g(tk)(tk+1 − tk),

ce qui n'est autre que la formule d'Euler explicite (3.6).
On considère le polynôme de degré 1 qui passe par les points (tk, g(tk)) et (tk−1, g(tk−1)) :

p1(t) = g(tk) + g[tk, tk−1](t− tk) = g(tk) +
g(tk−1)− g(tk)

tk−1 − tk
(t− tk),

où on a posé g[tk, tk−1] = g(tk−1)−g(tk)
tk−1−tk (expression du polynôme de Newton). On obtient :

ũk+1 − ũk =

∫ tk+1

tk

p1(t) dt = g(tk)(tk+1 − tk) +
g(tk−1)− g(tk)

tk−1 − tk
(tk+1 − tk)2

2
.

On suppose pour simpli�er que h = tk+1 − tk = tk−1 − tk (schéma à pas constant). Alors :

ũk+1 = ũk +
h

2
(3g(tk)− g(tk−1)), k ≥ 1.

C'est une formule explicite qui donne un schéma d'ordre 1 : c'est la formule d'Adams�Bashforth à 2 pas.
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56 3.6. * Introduction : méthodes à plusieurs pas

Remarque 3.51 Ce schéma ne peut pas s'appliquer pour k = 0 car on ne connaît pas ũ−1. Il faut donc une
étape d'initialisation. On se sert par exemple du schéma d'Euler explicite, également d'ordre 1, pour calculer
ũ1, puis on se sert de la formule d'Adams�Bashforth pour les temps suivants.

On considère le polynôme de degré 2 qui passe par les points (tk, g(tk)), (tk−1, g(tk−1)) et (tk−2, g(tk−2)),
sous sa forme polynôme de Newton :

p2(t) = g(tk) + g[tk, tk−1](t− tk) + g[tk, tk−1, tk−2](t− tk)(t− tk−1),

où g[tk, tk−1, tk−2] = g[tk,tk−1]−g[tk−1,tk−2]
(tk−2−tk) (expression du polynôme de Newton). On suppose pour simpli�er que

h = tk+1 − tk = tk−1 − tk (schéma à pas constant). On obtient :

ũk+1 = ũk +

∫ tk+1

tk

p2(t) dt,

soit :

ũk+1 = ũk +
h

12
(23g(tk)− 16g(tk−1) + 5g(tk−2), k ≥ 2.

C'est une formule explicite qui donne un schéma d'ordre 2 : c'est la formule d'Adams�Bashforth à 3 pas.

Remarque 3.52 Ce schéma ne peut pas s'appliquer pour k = 0, 1 car on ne connaît pas ũ−1 et ũ−2. Il faut
donc 2 étapes d'initialisation. On se sert par exemple du schéma d'Euler amélioré, également d'ordre 2, pour
calculer ũ1 et ũ2, puis on se sert de la formule d'Adams�Bashforth pour les temps suivants.

Puis pour avoir des méthodes d'ordres supérieurs, on se sert des polynômes de degré n qui passe par les
points (tk, g(tk)), (tk−1, g(tk−1)),...,(tk−n, g(tk−n)), et on obtient les formules d'Adams�Bashforth à n pas.

On renvoie à Crouzeix et Mignot [5] pour les valeurs obtenues.

Remarque 3.53 On montre que les formules d'Adams�Bashforth à n+1 pas donnent des méthodes d'ordre n,
et qu'il faut n étapes d'initialisation pour déterminer les n premières valeurs ũ1,...,ũn. Ces premières valeurs
sont obtenues en utilisant également une méthode d'ordre n : par exemple pour n = 4, on se sert de la méthode
de Runge�Kutta.

3.6.3 Formules d'Adams�Moulton

Les méthodes d'Adams-Bashforth sont parfois soumises à des problèmes de stabilité. On peut alors préférer
des méthodes implicites.

La démarche est la même que précédemment, pour obtenir des méthodes implicites : par exemple pour n = 0 :

ũk+1 − ũk =

∫ tk+1

tk

g(t) dt ' g(tk+1)(tk+1 − tk),

ce qui n'est autre que la formule d'Euler implicite (3.10).
On considère le polynôme de degré 1 qui passe par les points (tk+1, g(tk+1)) et (tk, g(tk)) :

p1(t) = g(tk+1) + g[tk+1, tk](t− tk+1) = g(tk+1) +
g(tk)− g(tk+1)

tk − tk+1
(t− tk+1),

qui est une interpolation linéaire de la pente g(t) = f(t, u(t)) sur l'intervalle [tk, tk+1] (en particulier p1(tk+1) =
g(tk+1) et p1(tk) = g(tk)). On obtient l'approximation :

ũk+1 − ũk =

∫ tk+1

tk

g(t) dt '
∫ tk+1

tk

p1(t) dt.

On suppose pour simpli�er que h = tk+1−tk = tk−tk−1 (schéma à pas constant). Alors :

ũk+1 = ũk +
h

2
(g(tk+1) + g(tk)), k ≥ 1.

C'est une formule implicite qui donne un schéma d'ordre 1 : c'est la formule d'Adams�Moulton à 2 pas. C'est
une méthode implicite car g(tk+1) = f(tk+1, ũ(tk+1)) et pour trouver ũk+1, il faut résoudre l'équation �x =
ũk + h

2 (f(tk+1, x) + f(tk, ũ(tk)))�.

Remarque 3.54 Ce schéma ne peut pas s'appliquer pour k = 0 car on ne connaît pas ũ−1. Il faut donc une
étape d'initialisation. On se sert par exemple du schéma d'Euler explicite, également d'ordre 1, pour calculer
ũ1.

Même démarche pour le polynôme d'ordre 2 : on obtient :

ũk+1 = ũk +
h

12
(5g(tk+1) + 8g(tk)− g(tk−1)), k ≥ 2.

On renvoie à Crouzeix et Mignot [5] pour les valeurs obtenues pour les polynômes d'ordre n.
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57 3.7. * Equations du second ordre : méthode de Newmark

3.6.4 Schémas de prédiction�évaluation�correction (PEC)

Le prototype est donné par la méthode d'Heun. Ici pour éviter les calculs parfois di�ciles et long des
méthodes implicites d'Adams�Moulton, on peut estimer la valeur ũk+1 à l'aide d'une méthode explicite. On
obtient les méthodes PEC de Prédiction, Évaluation, Correction.

Cas des méthodes d'ordre 1 d'Adams (pour k ≥ 1, i.e. après l'étape d'initialisation) :
(P)- Prédiction d'Adams�Bashforth : ũpred

k+1 = ũk + h
2 (3g(tk)− g(tk−1)),

(E)- Évaluation pente à droite gk+1 = f(tk+1, ũ
pred
k+1 ),

(C)- Correction d'Adams�Moulton : ũk+1 = ũk + h
2 (gk+1 + g(tk)).

Cas des méthodes d'ordre 2 d'Adams (pour k ≥ 2, i.e. après les étapes d'initialisation) :
(P)- Prédiction d'Adams�Bashforth : ũpred

k+1 = ũk + h
12 (23g(tk)− 16g(tk−1) + 5g(tk−2),

(E)- Évaluation pente à droite gk+1 = f(tk+1, ũ
pred
k+1 ),

(C)- Correction d'Adams�Moulton : ũk+1 = ũk + h
12 (5gk+1 + 8g(tk)− g(tk−1)).

Ces schémas sont en général améliorés avec la méthode P(EC)t, de Prédiction et t étapes de �Évalua-
tion+Correction�. Par exemple, dans le cas des méthodes d'ordre 1 d'Adams (pour k ≥ 1, i.e. après l'étape
d'initialisation) :

(P)- Prédiction d'Adams�Bashforth : ũ0
k+1 = ũk + h

2 (3g(tk)− g(tk−1)),
(E)- Évaluation pente g0

k+1 = f(tk+1, ũ
0
k+1),

(C)- Correction d'Adams�Moulton ũ1
k+1 = ũk + h

2 (g0
k+1 + g(tk)),

(E)- Évaluation pente g1
k+1 = f(tk+1, ũ

1
k+1),

(C)- Correction d'Adams�Moulton ũ2
k+1 = ũk + h

2 (g1
k+1 + g(tk)),...

... t étapes de (EC) = Évaluation�Correction donnant gt−1
k+1 et ũtk+1 qu'on choisit comme valeur d'approxi-

mation = ũk+1.

Une méthode usuelle, notée P(EC)t consiste à faire t étapes (EC) avec t = 1, 2 ou 3.
On renvoie à Crouzeix et Mignot [5] pour les calculs d'erreur qui justi�e cette approche.
Noter également qu'on appelle méthode PECE la méthode PEC où on ajoute également l'étape �nal d'éva-

luation gnk+1.

3.7 * Equations du second ordre : méthode de Newmark

3.7.1 Introduction

On s'intéresse à la résolution numérique d'une équation di�érentielle du second ordre de type : trouver une
fonction u ∈ F(R;R) telle que :

u′′(t) = f(t, u(t), u′(t)), u(0) = u0, u′(0) = u1, (3.43)

où f :

{
R3 → R

(t, x, y) 7→ f(t, x, y)

}
est une fonction régulière donnée, et où les conditions initiales u0 et u1 sont des

réels donnés.
On réécrit l'équation (3.43) sous la forme équation linéaire du premier ordre :{

u′(t) = u′(t),

u′′(t) = f(t, u(t), u′(t)),
(3.44)

i.e. :
U ′ = F (t, U), (3.45)

où on a posé :

U =

(
u
u′

)
, F (t, U) = F (t, u, u′) =

(
u′

f(t, u, u′)

)
. (3.46)

La résolution de (3.45) donnera une solution U :


R3 → R2

(t, x, y) 7→ U(t, x, y) =

(
u1(t, x, y)
u2(t, x, y)

) telle que sa première

composante est la solution u1 = u cherchée, et la seconde composantes u2 n'est autre que la dérivée u′ de u.
On peut donc appliquer les méthodes de résolution exposées précédemment (à un pas ou à pas multiples).

On regardera ici une méthode particulièrement adaptée aux systèmes du second ordre, la méthode de Newmark.

Exemple 3.55 L'équation des ondes �u′′(t) − νu′(t) − ku(t) = g(t)� est de cette forme, où f(t, x, y) = kx +

νy+ g(t) est ici une fonction a�ne en x et y, et où F (t, U) = A.U +G où on a posé A =

(
0 1
k ν

)
et G =

(
0
g

)
.

Cette équation est linéaire.
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3.7.2 Méthode de Newmark

On s'intéresse à la résolution de (3.45) lorsqu'elle est de la forme (3.44). L'inconnue du problème est la

fonction U : t → U(t) =

(
u1(t)

noté
= u(t)

u2(t)
noté
= v(t)

)
(à valeurs vectorielles), i.e. les inconnues du problème sont les

composantes u et v de U . La fonction F de (3.45) donnera bien sûr (après calcul) v = u′.

On commence par la partie usuelle : l'estimation de v(= u′) en fonction de v′(= u′′ = f) : Newmark propose
le θ-schéma, i.e. si ṽ(tn) = ṽn est une estimation de v à l'instant tn :

ṽ(tn+1) = ṽ(tn) + h
(
(1− θ)ṽ′(tn) + θṽ′(tn+1)

)
, 0≤θ≤1. (3.47)

Et on verra que θ = 1
2 sera un bon choix (pour la stabilité et la précision, choix de la méthode de Crank�

Nicholson). Notant f̃n = f(tn, ũn, ṽn), où ũn est une estimation de u(tn), on a dans ce cas :

ṽn+1 = ṽn +
h

2
(f̃n + f̃n+1). (3.48)

Puis on s'intéresse à u en fonction de u′ et u′′ (on rappelle que u′′ est �connu� : c'est la donnée f du problème).
On se sert des deux développements limités au second ordre (l'un à droite en tn et l'autre à gauche en tn+1),
notant h = ∆t : 

u(tn+1) = u(tn) + hu′(tn) +
h2

2
u′′(tn) +O(h3),

u(tn) = u(tn+1)− hu′(tn+1) +
h2

2
u′′(tn+1) +O(h3).

(3.49)

Puis la deuxième équation (3.49)2 est transformée avec u′(tn+1) = u′(tn) + hu′′(tn) +O(h2) en :

u(tn) = u(tn+1)− hu′(tn)− h2u′′(tn) +
h2

2
u′′(tn+1) +O(h3).

On multiplie la première équation de (3.49) par 1−α et la seconde par −α et on somme :

u(tn+1) = u(tn) + hu′(tn) +
h2

2
((1+α)u′′(tn)− αu′′(tn+1)) +O(h3).

On pose β = −α
2
, et on obtient :

u(tn+1) = u(tn) + hu′(tn) + h2((
1

2
−β)u′′(tn) + βu′′(tn+1)) +O(h3).

Puis, comme u′′(t) = f(t, u(t), u′(t)), Newmark propose de calculer la solution approchée ũ(tn) = ũn, à l'aide
du schéma implicite, posant f̃n = f(tn, ũn, ṽn) :

ũn+1 = ũn + hṽn + h2((
1

2
−β)f̃n + βf̃n+1)), (3.50)

sachant que ṽn est donné par (3.47). Une �bonne valeur� de β sera β = 1
4 (pour la stabilité et la précision), ce

qui avec (3.48) donne dans ce cas le système à résoudre :
ũn+1 = ũn + hṽn +

h2

4
(f̃n + f̃n+1)),

ṽn+1 = ṽn +
h

2
(f̃n + f̃n+1)).

(3.51)

C'est un système implicite (si on avait pris θ = 0 = β, on aurait obtenu un schéma explicite mais peu précis et
conditionnellement stable.)

Remarque 3.56 Cas particulier où f(t, u, u′) = f(t, u), i.e. où f(t, x, y) = f(t, x) est indépendant de y. Voir
par exemple l'équation des ondes de l'exemple 3.55 lorsque ν = 0. On élimine alors vn, sachant que f̃n ne dépend
pas de ṽn, à l'aide de (3.50) :

(ũn+2 − ũn+1)− (ũn+1 − ũn) = h(ṽn+1 − ṽn) + h2(βf̃n+2 + (
1

2
−β)f̃n+1 − βf̃n+1 − (

1

2
−β)f̃n),

d'où avec (3.48) :

ũn+2 − 2ũn+1 + ũn = h2((1− θ)f̃n + θf̃n+1) + h2(βf̃n+2 + (
1

2
−2β)f̃n+1 − (

1

2
−β)f̃n)

= h2
(
βf̃n+2 + (

1

2
−2β+θ)f̃n+1 + (

1

2
−β−θ)f̃n

)
.

Et si on connaît ũ0 et ũ1, ce schéma est explicite pour β = 0 : comme les conditions initiales sont connues, ũ0

est connu = u(0), et ũ1 peut-être estimé à l'aide de u′(0) ' ũ1−ũ0

h .
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