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1 Interpolation polynomiale

L’interpolation polynomiale consiste & faire passer une fonction localement polynomiale par des points.
L’approximation polynomiale consiste & approcher une fonction f par un polynoéme p (au moins localement)
de telle sorte que f et p soient “proches”.

1.1 Introduction a l’interpolation de Lagrange
1.1.1 Rappel

Le développement de Taylor & 'ordre n d’une fonction f C™t! consiste, au voisinage d’un point zg, &
approcher f al’aide d’un polynéme p,, de degré n, polynéme donné uniquement & ’aide des valeurs ponctuelles
f®) (z0) pour k =0, ...,n. Il s’écrit :

f(@) = pn(z) + o((z—20)"), au voisinage de xg,

ol p, est le polynome de degré n donné par :

(x—xzo)"

n!

pn(x) = f(xo) + (x—20) f (20) + ... + £ (o).

Nous n’étudierons pas cette approximation polynomiale supposée connue, et qui s’applique aux x proches de xg.

1.1.2 Présentation de ’'interpolation de Lagrange

Un autre type de développement polynomial de f, dit de Lagrange, consiste &, sur un intervalle [a,b],
considérer n+1 points x; deux a deux distincts et les valeurs y; = f(x;), pour i = 0,1, ...,n, et & construire le
polynome p de degré n t.q. p(x;) = y; pour i =0,1,...,n.

Définition 1.1 Les points z;, pour ¢ = 0,1, ..., n, sont appelés les points de collocation, et pour des valeurs y;,
pour ¢ = 0,1, ...,n, le polynéme p vérifiant p(z;) = y; pour i = 0, 1, ...,n est appelé le polynéme d’interpolation
de Lagrange relatif aux points (z;, ;).

Les polynomes p, cherchés peuvent étre décomposés sur la base (1,z,...,2™), i.e. mis sous la forme
pn(x) = aptajz+...4a,z™, et les inconnues sont alors les n+1 composantes a; qui sont solutions du systéme
de Vandermonde formé des n+1 équations p(x;) = y;, i.e. :

1 =z 3 ... ab ao Yo
1 oz 23 .. ay a i
1 2 n a

Tn mn xn n Yn

Usuellement la matrice de Vandermonde est trés mal conditionnée, et on évite de résoudre ce systéme.
Ici, on préférera développer les polynomes de degré n sur des bases plus adaptées, en commengant par les
bases :

1- donnée au §

par Lagrange : (L;(z) = H ((;_ij)))KKn, (tous de degré n), ou bien
AT

2- donnée au § par Newton : (1, (z—xg), (x—zo)(x—21), ..., (x—20)...(x—Tp—1)).

1.1.3 * Applications : maillage

Pour une fonction f et les valeurs y; = f(z;), le polynome p d’interpolation de Lagrange relatif aux points
(i, y;) donnera une approximation de f sur [a,b]; mais cette approximation en génral sera “mauvaise” si [a, b]
est “grand”.

Pour avoir “une bonne approximation de f” sur un “grand” intervalle [a, b], on commence par “mailler [a, b]”,
i.e. on décompose [a,b] en Njy; intervalles :

Nint

[a,b] = U lak—1, ak], (1.1)

k=1

ol ap=a, an,,,=b et ar_1<ax pour tout k =1, ..., Nin. Et on cherche un polynéme d’interpolation de Lagrange
sur chaque [ag_1, ag]-
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1.2 * Rappels généraux

On note P, 'ensemble des polynomes réels de degré au plus n.
(Lors de la recherche de racines, on considére en général les polynoémes complexes. Ici on propose un cadre
réel pour simplifier la présentation.)

1.2.1 Pour les racines d’un polynéme

Définition 1.2 Un polynéme p est une fonction R — R telle que :
IneN, I(ai)i=o,..n € R Vz eR, p(x) =ap+ a1z + ... + apz” (= Zaixi). (1.2)

p est polynome de degré n si a,, # 0, et p est dit normalisé si a, = 1. Un polynome de type p(z) = a,z™ est
appelé un monoéme (ne comporte qu’un seul terme).

Proposition 1.3 Un polynéme de degré n est en tout point égal a son développement limité d’ordre n : pour
tout x € R, pour tout h € R :

p(z+h) = p(z) + hp'(x) + ... + %p(") (z) Z % ®) (g (1.3)
! po

Preuve. Il suffit de le vérifier pour les p(x) = 2™ pour tout n € N, la dérivation étant linéaire (si f; et fo sont
deux fonctions qui ont un développement limité & Pordre n au voisinage de , fi(z+h) =Y 1_, ’}C—T fi(k) (z)+o(h™)
alors la fonction fi+afs a pour développement limite (fitafe)(z+h) = >0, %(fl‘FO[fQ)(k)(fE) + o(h™) =
Sheo b AV @) + o) + Ty b 57 (@) + o(h™)).

On a (z+ h)" Zk Omhk 2"k avec (z")*) = n(n —1)..(n — k + 1)a"F = (n”'k),x” ko dot

(@ +h)" =33 o moi " (=B (gny®) = S0 LRk (@) ®) : cest () pour p(z) = z™. -

Proposition 1.4 L’ensemble P,, des polynémes de degré inférieur ou égal a n est un espace vectoriel, sous-
espace vectoriel de C*°(R;R). L’ensemble de tous les polyndmes est un espace vectoriel, sous-espace vectoriel

de C=(R;R).

n+l__n+1
Preuve. Le caractére C*° des polynomes sur R est connu (basé sur la relation de Neumann % =
2"+ 2" twg + .+ xxl T + 2f immédiate a vérifier, et qui donne la valeur de la dérivée (n+1)x3). Et on a la

stabilité par addition et multiplication par un scalaire (immédiat). ==

Définition 1.5 On dit que zg € R est racine du polynéme p ssi p(xg)=0.

xo est racine simple ssi p(xzg) = 0 et p’(zg) # 0.

xo € R est racine multiple d’ordre m du polynéme p ssi p(2¢)=0, p'(20)=0,..., p(™ =1 (20)=0 et p™) (z4)7£0.
Si m=2,3,4, ..., on dit racine double, triple, quadruple...

Exemple 1.6 Si p(z) = (x + 1)(x — 2)2, alors —1 est racine simple et +2 est racine double. in

Proposition 1.7 Soit p un polynéme de degré n.
1- Si xg est racine de p, alors il existe un polynome ¢ de degré n—1 tel que p(z) = (x — x9)q(z). Et sip a
. . . n—1 N
n racines simples (x;)i—o,... n—1, il est de la forme p(z) = ¢ [[,_, (z — x;), ot ¢ est une constante.

2- Si zq est racine multiple d’ordre m de p, pour m<n, alors il existe un polynéme q de degré n—m tel que
p(x) = (x — 29)™q(x), et xg n’est pas racine de q.
3- Un polynéme p de degré n qui a n+1 racines est le polynéme nul.

4- II existe un unique polynoéme p de degré n qui en n+1 points distincts z; prend n+1 valeurs y,=p(x;).

Preuve. 1- Un polynome est égal & son développement limité : p(x) = p(xo) + (z—x0)(¢(z)) avec ¢ polynome
de degré n—1. Et p(z9)=0 donne p(x) = (z—x0)q(z). Et si x1#£x¢ et p(x1)=0, alors z; annule g et ¢ est de la
forme ¢(x) = (x—=z1)r(z) avec r polynome de degré n—2. La suite de la récurrence est laissée en exercice.

2- C’est vrai pour m = 1. Pour m = 2, comme zy est racine, on a p(z) = g(x)(x—xg). Puis p'(z) =
q(z) + (x—x0)q' (z) et p'(x0) = 0 donne g(xp) = 0, d’ott ¢ est de la forme ¢(z) = (x—x0)r(x) avec r polyndéme
de degré n—2. La suite de la récurrence est laissée en exercice.
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Puis si zg était racine de g, alors ¢ serait de la forme ¢(z) = (x—x¢)r(x), et o serait une racine d’ordre m+1.
Donc xg n’est pas racine de q.

3- On a p(x) = q(z)(z—x9)...(x—x,) avec g(x) polyndome, avec les n+1 x; répétés autant de fois que leur
multiplicité. Donc p est de degré > n+ 1 avec p de degré < n, ce qui est absurde, & moins que ¢ = 0, i.e. &
moins que p = 0.

4- C’est vrai lorsque tous les y; sont nuls d’aprés 3- : c’est le polyndéme nul. Cas général, on cherche p sous
la forme p(z) = ag + a1z + ... + a,z™, les inconnues étant les coefficients a;, et ces coefficients sont solutions du
systéme V.@ = ¢ ou @ = (ag, ...,an) € R, § = (yo, ..., yn), €t V est la matrice de Vandermonde (de coefficient
[Vi;] = [21]i j=0,....n). Les z; étant distincts 2 a 2, cette matrice est inversible, et 'unique solution est donc @ = 0.

Cependant une matrice de Vandermonde est mal conditionnée (pour n grand), et on évite de s’en servir
pour calculer les a; ; les polynomes de Lagrange, voir paragraphe donnent une démonstration immeédiate

(p(ﬂf) = Z?:O yle(Z‘)) n

1.2.2 Division euclidienne

Théoréme 1.8 Soit p,, un polynéme de degré n > 1, soit d,, un polynéme non nul de degré m > 1 (le diviseur)
avec m < n. Alors il existe un unique polynéme q,,_, de degré n—m (le quotient) et un unique polynéme r,,_1
de degré m—1 (le reste) tels que :

Pn = dmGn-m + m—_1. (14)

Preuve. Notons p,(z) = apz"™ + an_12"" 1 + ... + ag, ot a, # 0, et dp(x) = by @™ + bp_12™ ™1 + ... + by, ol
avec by, # 0. Donc il existe une unique constante ¢, _,, t.q. apx™ = by ™z " Cp_m, & SAVOIT ¢y = ;ﬁ D’ou
Dn = A () Cp—mx™ ™ + pr—1(x) OU pp—1 est un polyndome de degré <n — 1.

Si m =n, c’est terminé. Si m < n—1, on procéde de méme avec p,,_1... ==

Remarque 1.9 On peut remarquer qu’en écrivant 1’égalité de tous les monomes dans ([1.4), on a n+1 équations
(une pour chaque monome de p,) et (n—m+1) + (m—14+1) = n+1 inconnues (les coefficients monomiaux de

qn—m €t Tmfl). un

Exemple 1.10 P(x) = 2® + 22 — 1 divisé par D(x) = 2 — 1 : on identifie les termes de plus haut degré, d’ou
22+ 22 —1=2%(x —1)+22% — 1, puis 222 — 1 = 22(x — 1) + 22 — 1, puis 2z — 1 = 2(x — 1) + 1, et finalement
on a trouvé 2° + 2% — 1 = (x — 1)(2? + 22 + 2) + 1. Les étapes présentés sous forme de division euclidienne :

3 2?2 0 -1l 2 -1
—23 422 % 422 +2
222 0z —1
—222 +22
2x —1
—2z 42
+1

1.2.3 Théoréme de Weierstrass

Soient deux réels a,b tels que —co < a < b < 0.

Pour une fonction f : [a,b] — R bornée, on note ||f||cc = sup,epq s [f(2)]-

On considére 1'espace vectoriel (normé complet) (C°([a,b]; R), |||
(fermé borné) [a, b], & valeurs réelles.

) des fonctions continues sur le compact
Théoréme 1.11 Sur lintervalle compact [a,b] de R, toute fonction continue f € C°([a,b];R), peut étre appro-
chée uniformément par des fonctions polynomiales :

Ve >0, dp polynéme, ||f(z)— p(z)|le < €.

Autrement dit, I'espace vectoriel des polynémes est dense dans (C°([a,b]; R), ||.||co)-
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Preuve. Voir par exemple Arnaudiés et Fraysse [2]. Idée :
1- les fonctions continues sur [a, b] et affines par morceaux forment un espace vectoriel dense dans C°([a, b]; R).
(Une fonction continue f est affine par morceaux s’il existe un nombre fini de points z;, 0<i<n, tels que
ro=a, T,=b et x;_1<x; pour tout i=1,...,n, pour lesquelles la restriction fjj;, , ,,) de f & [v;_1,x;] est une
fonction affine.)

2- Les fonctions polyndmes approchent uniformément toute fonction affine par morceaux.

3- Les points 1- et 2- impliquent le résultat. .

Remarque 1.12 Une autre démonstration, & 1’aide des polynémes de Bernstein, est donnée dans Schatz-
man [13] an

1.3 Polynoémes de Lagrange

On se place sur un seul intervalle [a,b]. (Si [a,b] est “grand”, on “maille” [a, b], cf. , et on applique la
procédure pour chaque [ax_1,ag].)

Soit n+1 points (de collocation) (x;)i=o,...n dans [a,b], distincts 2 & 2, et soit n+1 réels (y;)i=o,...n. On
cherche un polynome p de degré n tel que p(z;) = y; pour tout i =0, ..., n.

Exemple 1.13 Cas n = 0, donc un seul point xy dans [a, b] et une seule valeur yg, et donc le polynome cherché
est le polynome constant sur [a, b] donné par p(x) = yo pour tout = € [a, b]. (Dans la pratique on prend zg €]a, b|
pour ne pas avoir de probléme pour la généralisation & un maillage.) un

Exemple 1.14 Cas n = 1, donc deux points g, 21 dans [a, b] et deux valeurs yo, y1, et donc une seul polynéme

de degré 1 t.q. p(zo) = yo et p(z1) = y1, & savoir p(z) = yoo—- + Y15 —, vérification immédiate (le membre
de droite est bien un polynome de degré 1 et donne trivialement le résultat). ==

Exemple 1.15 Casn = 2, donc trois points g, 21, z2 dans [a, b] et trois valeurs yg, y1, y2, et donc une seul poly-
(z—z1)(z—22) (z—z0) (x—x2)

nome de degré 2 t.q. p(zo) = yo, p(x1) = y1 et p(2) = y2, & savoir p(z) = Yo o5 moas) T Y1 s (e1 =) T

yg%, vérification immeédiate (le membre de droite est de degré 2 et donne trivialement le résultat). ou

Les trois exemples précédents donnent une base de P,, adaptée a la recherche du polynéme d’interpolation :
e Pour n = 0, la base Py est la fonction Ly = 1g (fonction de Lagrange pour du Py).
e pour n = 1, la base P; est constituée des deux fonctions Lo et Ly (fonction de Lagrange pour du P;)

données par Lo(z) = ;=== et Li(x) = =&, fonctions qui vérifient L;(z;) = St
e pour n = 2, la base P5 est constituée des trois fonctions Lo, L1 et Lo (fonction de Lagrange pour du Ps)
données par Lo(z) = %, Li(z) = %, et La(x) = m%, fonctions qui vérifient

Et on généralise a tout n :

Définition 1.16 Pour n € N, pour i € [0, n]y, le polynoéme L; de degré n qui vérifie

. def | =1 sii=y,
Vji=0,...n, Lj(z;)=0; = 1.5
J n (z;) ij {0 §ii (1.5)
est appelé le i-éme polyndme de base de Lagrange de degré n.
Exemple 1.17 Casn=2:
Lo(.ﬁo) =1 Ll(l‘o) =0 LQ(Q?Q) =0
Lo(.’tl) =0 Ll(xl) =1 LQ(Q?l) =0
Lo(.’Eg) =0 Ll(xg) =0 LQ((EQ) =1
qui ressemble & la base canonique dans R? (méme ressemblance quelque soit 7). .

Donc pour n > 1, pour 0 < ¢ < n, les L; ont pour racines les n points z; pour j#i : ils sont donc donnés
par (aprés normalisation pour avoir L;(z;) = 1) :

Lite) = [ =) (1.6)

(zi — x5)
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Proposition 1.18 Les (L;)i—o,n donnés en (1.6) forment une base de I'espace Py, des polynomes de degré < n.
Et tout polynéme p,, € P, vérifiant p,(z;) = y;, pour tout j = 0,...,n, est donné par p,, = >, y;L;, o donc
les y; sont les composantes de p,, sur la base (L;);=on, 1. :

Vr € [a,b], pn(z)= Zysz(w) (1.7)
i=0

(pn, est le polynéme dont le graphe passe par les points (z;,y;) pour i =0,...,n.)

Preuve. P, étant un espace vectoriel, ayant L; € P,, pour tout ¢, toute combinaison linéaire des L; est dans P,
(est un polynome de degré < n).

1- Les L; sont indépendants dans P, : étant donnés n+1 scalaires ()i=0,n, Si Y ;o @i Li = 0, i.e. si pour
tout z on a Y., a;L;(z) = 0, alors en particulier Y ;" ja;L;(z;) = 0, pour tout j € [0,n], i.e. Y1, di; =
0 = o pour tout j. Donc les L; forment une famille libre.

2- Les L; sont générateurs de P, : ils sont indépendants en nombre n+1 dans P,, qui est de dimension n+1. Ou
encore : soit p,, est un polynéme de degré n. On note y; —def (z;) pour tout j. On pose q(z) = > y; Li(x)
qui est un polynéme de degré n (combinaison linéaire de polynémes de degré n). Montrons que p = ¢ : on a
q(z;) = >0 gyiLli(z;) = Y0 8;5 = p(z;) pour tout j, donc p et g, polynomes de degrés n, sont égaux pour

n+1 points distincts, donc p,, = q. un

Exemple 1.19 Avec (=0 et z1=1, les polyndémes Lg et L; définis par Lo(z) = 1—z et Li(z) = x forment
une base de P;. Et tout polynome de la forme pi(xz) = ax + b tel que pi(x9) = yo et p1(z1) = y s’écrit
p1(x) = yoLo(x) + y1L1(x). En effet, on a yoLo(x) +y1L1(x) = yo + (y1 — yo)x vaut bien yp en x =0 et y; en
x=1. an

Exemple 1.20 Par 2 points (zo,yo) et (z1,y1) passe 'unique polynome

xr — X r — X
p1(z) = yo 1
o — 1 1 — o (1 8)
_ =% o= Yot )
Ir1 — Xo 1 — Xo
dont le graphe est une droite (la pente est bien fc’i:gz = C%?Zéa(éﬁgg;ém). ’a
Exemple 1.21 Par 3 points (x0,%0), (z1,41) et (z2,y2) passe 'unique polynome
pa(z) = (x—x1)(x—22) (x—x0)(x—22) (x—x0)(x—21)
2(Z) = Yo 1 2
(ro—m1)(z0—22) (r1—m0)(21—22) (wo—m0)(w2—121)
_ Yo(z1—22) + Y1 (z2—20) + y2(T0—71) 22
(zo—21)(71—22)(T2—10) (1.9)
, wo(et=ad) +n(3ad) + (b ad)
(zo—x1)(21—2)(w2—20)
_ Yo(z1—z2)m122 + Y1 (T2—20) 20 + Y2(To— 1) o2
(wo—x1)(w1—32)(22—20)
dont le graphe est une parabole. .

Remarque 1.22 L’approximation par les polyndémes de Lagrange est utilisée lors de la résolution des équations
aux dérivées partielles par la technique des éléments finis. Ils sont alors appelés “polynémes de base”.

Par exemple, pour les éléments finis dits “P;,” sur lintervalle [a;_1, ax], les deux polynomes de base sont
souvent notés 1 (z) = =% (= Lo(2)) et p2(z) = 5 —o= (= Li(x)) : ils vérifient ¢1(ax—1) = 1, 1(ax) = 0

et @2(&}@,1) = 0, @g(ak) =1. e
Exercice 1.23 Soit le polynéme de degré n+1 :

n

mnp1(z) = [J(@ = ). (1.10)

i=0
Soit f une fonction et p, son polynome d’interpolation de Lagrange, cf. (1.7). Montrer :
y

n

Po(e) = Tpia(z) vi : (1.11)

g (@) (= )

n

: . Yi  Tap1(T) . Tny1() def
Ecriture abusive de p,(z) = E ,ollon a noté —————= = I | T—T;).
n( ) — 77»:1+1(xi) ((E—I’z) . ( J)
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n

Réponse. m,41(z) = [[r_o( — xx) donne 7,1 (z) = Z H (x — mx), donc 41 () = H (zi — k). un
1=0 k=0,...,n k=0,...,n
ki ki

1.4 * Polynémes de Lagrange sur un maillage : spline C°

On considére le maillage de [a,b] donné par , ie. [a,b] = fCV:‘{ [ak—1,ak], o0 ap=a, ay
pour tout k=1, ..., Niy.

Et on applique la procédure de Lagrange sur chaque [ax_1, ai]. Pour simplifier la présentation, dans chaque
intervalle [ax_1, ag] on prend n+1 points de collocation, points qu’on notera xy; pour i = 1, ..., n+1. Et on associe
n+1 valeurs y; pour i = 1,...,n + 1. On obtient ainsi Nj,; polynome de Lagrange p) vérifiant p) (2ri) = Y-

On définit alors f : [a,b] — R la fonction définit par fja, ,a.[ = P(k), avec f(ax) quelconque, par exemple
f(ax) = 0 pour tout k. En général f n’est pas continue sur [a, b].

Cas particulier : si f(ax—) = f(ar+), i-e. si pu)(ar) = pa+1)(ar), ce pour tout k = 1,...,n—1, alors la
fonction f est continue sur tout [a,b]. On dit alors que f est une spline C sur |[a, b].

Ces splines C? sont & la base de la méthode des éléments finis P, (approximation C° localement de degré k).

=bet ap_1<ai

int

1.5 * Polynomes de Newton

L’interpolation de Lagrange présente un inconvénient : si on dispose d’un point supplémentaire (2,41, Yn+1)
en plus des n+1 points précédents (z;,¥;)i=o,....n, alors le nouveau polynoéme d’interpolation de Lagrange py4+1
de degré n+1 sous la forme classique Z?jol a;z" ne se déduit pas facilement du polynéme de Lagrange p, de
degré n précédent. Comparer par exemple et .

L’idée de Newton est d’écrire les polynomes de maniére différente : & partir du polynome constant (de
degré 0) :

po(x) = yo, (1.12)

ou donc pg(zg) = yo, on ajoute un point x; # xq et la valeur y1, et on veut obtenir le polynome p; de degré 1
t.q- p1(xo) = yo et p1(x1) = y1 sous la forme :

p1(x) = po(x) + a1 (x — 29) = ag + a1 (z — o). (1.13)

On a ainsi ajouté a1 (z—x) (polynome de degré 1) qui s’annule en ¢ : la valeur en xq est donc inchangée. Donc
en particulier ag = yo. Comme on doit avoir py(x1) = ¥y, il vient :

_ Y1 — Yo

1.14
ot (114)

aj

c’est la pente. Puis on poursuit le processus : on ajoute un point s, distinct de zg et de x1, et une valeur yo
pour obtenir :

p2(x) = p1(x) + az(x — x0)(z — 1) (=ao+ ai1(x — zo) + az(z — o) (2 — 21)),

ol on a ajouté & p; un polyndéme de degré 2 qui s’annule en z( et x; : la valeur en z( et z; est donc inchangée.

Comme on doit avoir pa(z3) = yo, il vient yo = yo + zﬁigg (xo—x0) + ag(xa—xq)(z2—x1) soit :

_ eyl —zo) — (Wi —yo)wa—w) 1 ya—y Y1
" (22 — o) (22 — 1) (21 — 20) (w2 — o) (xg —r  x— l’o). (1.15)

On poursuit le processus : disposant des points (x;,y;) € R? pour i = 0, ..., k—1, ot les x; sont distincts 2 & 2,
on ajoute un point (xy,yx) et le polyndme obtenu s’écrit :

pr(2) = pr—1(x) + ar(x — x0)(x — 21)...(x — 2K_1),

et donc py — pir—1 est le polyndéme de degré k qui s’annule aux k points xg,...,xx_1 et qui vaut y; au point xg,
ce qui détermine ay.

Définition 1.24 Pour une fonction f définie en deux points xg et x; distincts, on appelle premiére différence
divisée de f la valeur :
J(z1) — f(=wo
flzo, 1] = M (1.16)
T1 — o
(pente moyenne entre xg et x1.) Si f est définie en 3 points distincts xg, x1 et x2, on appelle deuxiéme différence
divisée de f la valeur :
flx1, xa] — flwo, 21
f[$0,$1,$2] = [ ] [ } (1.17)
To — X9

(C’est la valeur ag donnée en (1.15)).) Et de maniére générale, on définit la n-ieme différence divisée en n+1
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points distincts par :
f[l'lv ,mn] - f[an ey xnfl]
Ty, — T '

flzos s zn] = (1.18)
(Noter qu’on n’a pas besoin de supposer que , > T, _1.)
Pour le polynéme de Newton p; on a donc :
pi(x) = f(wo) + flzo, z1](z — 20),
et que pour le polynéme de Newton p; on a donc :
p2(x) = f(x0) + flzo, 21](x — x0) + flzo, 1, 2] (T—20) (X — 21).

Proposition 1.25 Etant donnés n+1 points (z;, f(24))i=0,... n 'unique polynéme de degré n qui passe par ces
points est donné par :

pn(@) = f(@0) + flzo, z1](z — 20) + ... + fl20, ..., 2] (x — 20)...(x — Tn—1). (1.19)

Preuve. Démonstration par récurrence. C’est vrai pour py.
Supposons que ce le soit pour p,_1, n > 2, i.e. qu’étant donnés n points, (2;,y;)i=o0,....n—1 00 ¥; = f(x;), le
polynéme p,_1 de Newton est donné par :

Prn—1(z) = f(z0) + flzo, z1](x — o) + flT0s o) Trne1](T — x0)...(T — Tp—2).
Et pour les points (x;, f(2;))i=1,....n, le polynoéme ¢,_1 de Newton est donné par :
Gn-1(x) = f(z1) + flz1, x2)(x — x1) + flor, ., )@ — 21) (@ — 2p—q).
Et par hypothése de récurrence :
Dn-1(x;) = qn-1(z;) (=y; = f(z;)) pouri=1,...n—1.
D’olu immeédiatement, en posant :

(xn - m)pnfl(m) + (‘T - l‘O)anl(x)
(zn — o)

pn(T) = , (1.20)

on a py(xz;) = f(x;) pour tout i = 0,...,n. Donc p, est le polynome cherché. Il reste & montrer que :

Pr() — pn_1(x) = flzo, ..., xn)(x — x0)...(T — Tp—1).

Mais posant :
(z — x0)
$n(2) = pn(@) = pn-1(z) = - — 5 (n-1(2) — pu-1(2)),
(rn — o)

le polynéme s, de degré n s’annule en les n points x;, 0 < i < n—1 : c’est trivial pour z = xy et on a
DPn—1(x;) = gn1(x;) pour 1<i<n—1. Donc s, est de la forme s,(z) = a(x — x¢)...(x — x,—1) pour un scalaire «
donné. Et il reste & montrer que a = flxg, ..., Tp]-

Mais le coefficient de 2™ dans p,, est donné a ’aide de ((1.20) par :

—flxo, ooy Tn—1] + flT1, s 0]
(xn — o)

donc = f[zg, ..., Tn],
par définition de flxo, ..., zp]- un

Remarque 1.26 On présente généralement les coefficients du polynéme de Newton sous la forme d’une table
“de différences divisées”, par exemple pour les polynémes de degré 3 :

T ien) flzi, ©iga] flri, i1, i) flTi, Tig1, Tigo, Tigs)

xo f(wo) = ao
f[anxl] =

r1 f(z1) flzo, 21, 22] = az

flw1, 2] flwo, 21,22, 23] = a3
T2 f(z2) flr1, z2, 23]

f[$2,$3]
T3 f(z3)
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dans lesquelles on remplace les valeurs génériques f|[...] par les valeurs calculées. Autre présentation :

Z; f(xz) f[lﬂi, $i+1] f[xz‘, Tit1, Zz‘+2] f[sz', Tiy1,Ti42, IEi+3]
o f(zo)=a0 — flvo,ml=a1 — flro,z1,22] =a2 —  flro, 71,72, 73] = a3
e a
T f(z1) — flr1, 2] - flxy, w2, 23]
e e
T f(x2) — flao, z3]
A
T3 f(x3)
Ici :
p(z) = ap + a1(x—x0) + ag(z—x0) (x—21) + az(x—z0)(z—21) (T—22). (1.21)

Exercice 1.27 Déterminer le polyndéme de Newton de degré 3 qui passe par les points (1,0), (1.5,1), (2,2) et
(2.5, —1.5). (Pris sur internet.)

Réponse.
zi  f(@i) flxi, iva] flas, Tiv1, Tiga] flzi, Tig1, Tig2, Tits]
1 0=a — £5=2=a1 — 52=0=a — 50 0=—-06=as
4 2-1 a4 7-2 4
L5 1 - 5-1.5 = 2 - 55-15 — 9
4 —1.5-2 4
2 2 — 55 = 1
a
2.5 —-1.5
et donc p(z) =2(z — 1) — 6(z — 1)(z — 1.5)(z — 2). .

Exercice 1.28 Déterminer le polynome de degré 2 qui passe par les points (—1,9), (2,4), (5,1) par la méthode
de Lagrange. Retrouver ce polynome a I’aide de la méthode de Newton. Puis on ajoute le point (0, 0) : déterminer
le polynome de degré 3 qui passe par les 4 points donnés. .

Remarque 1.29 Une fois les valeurs a; calculées, il est intéressant, dans le cas ot on doit calculer de nombreuses
valeurs p,(x) en des points x, de se servir du schéma d’Horner ;

pn() = ag + (x—x0) (a1 + (z—z1) (a2 + (z—x2)(as + ... ))),
qui réduit le nombre d’opérations et qui de plus est relativement insensible aux erreurs d’arrondis. .

Remarque 1.30 On vient de voir deux décompositions polynomiales :

n

f(xo) + flzo, x1](x — xg) + ... + flxo, ooy Tp](X — o). (T — Tpp1) = Z f(x;) H @

i=0 J#i

les polynomes de gauche (décomposition de Newton) et de droite (décomposition de Lagrange) étant égaux car
tous les deux de degré n, et prenant tous les deux les mémes n+1 valeurs y; = f(x;) aux points z;. ==

1.6 * Polynomes d’Hermite
1.6.1 Introduction

Les polynomes de degré n de Lagrange permettent d’approximer une fonction f & l’aide de valeurs en n+1
points distincts (z;)i=o,... » connaissant les y; = f(z;). On dit que chaque point est associé & un degré de liberté.
Au total on a n+1 degrés de liberté (ddl ou dof = degree of freedom).

Les polynémes de développement limité de Taylor de degré n permettent d’approximer une fonction f au
voisinage d’un seul point x avec les n+1 valeurs f(i)(xo) pour ¢ =0, ..., n, le point zg étant associé. On dit que
le point x( est associé & n+1 degrés de liberté. Au total on a n+1 degrés de liberté.

L’idée de Hermite, pour obtenir un polynéme de degré n, est intermédiaire des deux précédentes : approcher
une fonction f en y+1 points (z;);=o,... 4 pour v < n, ot donc au moins un des z; est associé¢ a 2 ddl. On note
n; le nombre de ddl, et on suppose que ZLO = n+1.

10
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Exemple 1.31 Lagrange : cas n—+1 points x; distincts et n; = 1 pour tout 4, chaque point étant associé & un
seul ddl (degré de liberté), caractérisé par la valeur y; = f(x;) pour la fonction f & interpoler. un

Exemple 1.32 Développement limité de Taylor & 'ordre n : cas un seul point zg et ng = n+1, 'unique point

de z¢ étant associé aux n+1 ddl données par les valeurs f(xg), f'(x0), -, f™ (x0)- -
Exemple 1.33 Deux points z et 1 # o, deux ddl pour z¢ données par f(xo) =N0% g5 et f/(29) =" yh, et
un ddl pour x; donné par f(x;) =" y;. ==

Exercice 1.34 1- Donner les trois polynéomes Py, P», Ps de degré 2 t.q. pour xg # x7 :

Pl(xo) =1 PQ(Q?()) =0 P3(.’L‘0> =0
Pi(z0) =0 Py(w0) =1 Py(20) =0
Pl(xl):() PQ(.Tl):O Pg(l‘l)Zl

et montrer qu’il forment une base de Ps.

Réponse. z; est racine de Py, donc Py (z) = (z — z1)(az + ). Puis Pi(zo) =1 = (zo — z1)(axo + (). Comme z¢ # z1
on a arg+f = ——. Puis P{(z) = (az+ B) + alx — x1), d’ott P{(z0) =0 = (axo + B) + a(wo — 1) = (220 — 1) + B

xg—x1 "
1 [P _ 1 [P _ 2xg—x;
zo—21’ d’ot o = (zo—21)2’ d'ott f = (zo—=1)2"
xo et 1 sont racines de Pz, d’ott Py (z) = a(x—x0)(z—x1), d’olt Py(x) = a(2z—z0—m1), d’0lt P3(x0) = 1 = a(xo—21),

dot o = ——.
rog—x1

D'ou 8 = —a(2xo — x1), ot axo + a(x1 — 2x0) =

xo est racine double de P3, d’ou Ps3(z) = a(z — ﬂco)2, avec P3(z1) =1 = afz1 — 370)2; d’ot o = 7(11,110)2-
Finalement :
_ (z—z1)(—x+ 2z0 — 1) (= zo0)(x — 1) _ (m—xo)2
Py(z) = (w0 —21)? ; Py(z) = I P — Ps(x) = o = o) (1.22)

1.6.2 Exemple : splines C', vers la construction d’éléments finis C!

Sur [a,b] = fc";‘{ [ak—1,ag], cf. , on veut faire passer une fonction f qui est C'* sur [a, b] et t.q. Sllan_1.ax]
est un polynome de degré 3 pour tout k& (on peut voir qu’on ne peut pas prendre un polynoéme de plus bas
degré). Sur chaque intervalle [ax_1,ax] on prend pour points de collocations les deux points xpg = ar—1 et
Zg1 = ax (extrémités de Uintervalle) tous les deux associés a 2 ddl, a savoir f(zgo) et f'(zxro) pour xgo et f(zx1)
et f'(zk1) pour zx1 (procédure d’Hermite). On a besoin du résultat élémentaire :

Proposition 1.35 Soit deux réels distincts xg et x1. Soit quatre réels yo, zo, y1, z1. Alors il existe un unique
polynome p de degré 3 tel que p(zo) = yo, p'(x0) = 20, p(x1) = y1, p'(21) = 21.

Preuve. Calcul direct. (Voir par exemple exercice plus loin.) un

Application : spline C'. On applique la proposition m pour chaque intervalle [aj_1,ar] comme suit. On
prend xpo = agp—1 et k1 = ag (les extrémités de lintervalle), on se donne des valeurs yro, zko, Y1, 2k1, €t
on note pi le polynéme de degré 3 obtenu sur cet intervalle, cf. proposition [1.35] i.e. le polyndéme de degré 3
vérifiant py(ax—1) = yro, P (ar—1) = zro, et pr(ar) = Y1, Py (ar) = 21

Et on suppose que yr1 = Y+1)0 (continuité en x0) et zx1 = z(k41)0 (continuité de la dérivée en xy9) pour
tout k = 1, ..., Nips—1. (Ou si on veut interpoler une fonction f € C*([a, b]), on prend yro = f(ar_1), yr1 = f(ax)
et zxo = f'(ak—1), zk1 = f'(ax), pour tout k =1, .., Nin.)

Alors la fonction g : [a,b] — R vérifiant gj,, , a,) est appelée une spline cubique C* : c’est une fonction C*!
sur tout [a,b], qui est polynomiale de degré 3 sur chaque [a;_1, ax] (mais elle n’est pas C?, sauf si par miracle
g est un polynome de degré 3 sur tout [a,b] = [ag,an,,], ce qui est par exemple le cas si f est elle-méme un
polynome de degré 3 sur [a, b]).

Remarque. Pour le calcul du p de la proposition [1.35] une démarche simple est de considérer les 4 polynomes
V1,2, 3, ps de degré 3 qui vérifient (polynome Hermite de base) :

oi1(zo) =1, @a(x0) =0, @3(x0) =0, @a(x0) =0,
@1 (x0) =0, @h(zo) =1, ¢5(x0) =0, @i(x) =0, (1.23)
p1(z1) =0, @a(z1) =0, @s(z1) =1, @a(z1)=0,
Pi(1) =0, ¢h(z1) =0, @s(x1) =0, @i(z1) =1

Par exemple, 2 a pour racine double z;, a pour racine simple zy et est donc de la forme @qo(x) =

11
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a(z—x1)%(z—0). Et a est déterminé par ¢j(zg) = 1. Les calculs donnent (exercice) :

2

_aw) e
wo(x) = m (x — xo);

et 3 et 4 en inversant les roles de x; et de xzg.

Proposition 1.36 Supposant xo # x1, les polynémes (p;);=1,....4 forment une base de Ps l’ensemble des poly-
noémes de degré 3. Et tout polynéme de degré 3 dont on connait les valeurs p(zg) = yo, p'(x0) = 20, p(z1) = y1
et p'(x1) = 21 se décompose sur cette base comme :

4
p(x) = o1 () + 2002(x) + 1103(x) + 2104(x) (=) zipi()). (1.25)
i=1
Et le polynéme p vérifie immédiatement : p(xg) = yo, p(x1) = y1, p'(x0) = 20 €t p'(21) = 21.

Preuve. Tout d’abord, les p; sont tous de degré 3, donc appartiennent & Ps. Ensuite, ils forment une famille
libre car si les «; sont des réels tels que pour tout «x :

(@11 + s + azps + agpy)(z) =0,

alors au point zg on obtient oy = 0, au point z; on obtient a3 = 0, puis en dérivant, au point xy on obtient
ag = 0, et au point x; on obtient cy = 0. Puis c’est une famille génératrice de P5 : 4 éléments indépendants
dans un espace vectoriel de dimension 4. .

Exercice 1.37 Démontrer directement la proposition [1.35

Réponse. Soit p(z) = ao + a1z + asx® + asxz®; on a 4 inconnues les (ai)i=o,...,3 et 4 équations a satisfaire, sous forme

.....

matricielle :
1 =z :1:3 xg ao Yo
0 1 2z 3a2 ai | | 20
1 1 22 b az | | wn
0 1 2z 395% as Z1

La matrice est inversible (pour z¢ # 1), le déterminant de la matrice valant (x1 — x0)* # 0. En effet, notant A la
matrice, le déterminant étant une forme multilinéaire alternée :

1 xo x% xg
0 1 2z 33
det(A) =
et(4) 0 z1—xzo (z1—x0)(x1+20) (m—wo)(ﬁﬂ-dfol’ﬁ-mg)
0 0 2(32’1—1’0) 3($1—$0)($1+CE’0)
1 2z 33
= (z1—20)* |1 (z1+x0) (23+zoz1+ad)
O 2 3(1’1+IL’0)
1 2z 3ad
= (ml—mo)Z 0 (z1—mo) (x?—l—woxl—Q:c(z))
0 2 3(111—|—$0)
= (x1—20)°[3(z1—z0) (x1420) — 2(xT+x021—228)] = (@1 — 20)*.
D’ou l'existence et I'unicité. an

1.6.3 Exemple : vers la formule d’intégration de Simpson

Soient 3 points xg, x1 et r1= % (avec zp # x1) pour lesquels, soit 4 valeurs yg, Y1, yy et y1, et on veut
2
toruver un polynoéme p de degré 3 vérifiant :

yo =p(x0), w1 =pl1), yy=py), yi=p(
Ici zp et 1 ont un ddl (degré de liberté), alors que z2 & associé deux ddl.

Proposition 1.38 Un tel polynéme p de degré 3 existe et est unique.

12



13 1.6. * Polynémes d’Hermite

Preuve. Calcul direct : voir exercice suivant

Mais il est tout aussi simple dans la pratique de suivre I’idée de Lagrange :

‘ on cherche les 4 polynomes (dit
de base) ¢! de degré 3 qui vérifient ;

<

cpg(xo) =1, @8(961) =0, 908(I%) =0, 908 (JZ%) =0,
(P(lJ(mO) =Y ‘p?(xl) =1, (p?(x%) =0, @?/(xé) =0,
Pl(zo) =0, ¢i(z)=0, ¢i(ey) =1 ¢1'(z1)=0,
(pl%(xO) =Y (pl%(xl) = Oa (pl%(x%) = 07 Qolél(m%) = ]-7
On a immédiatement (connaissant les racines) :
ooy = Em TP =)
PO G —1)2(w0 — 1)
(x —z1)%(x — z0)
ol () = 25
(21 —21)*(21 — 20)

0 x
1(x) (o3 —ao) g — 1)’

L (@ —mo)(w—m)(z—xy)
v1(2) 1)y —an)

Proposition 1.39 Ces 4 polynémes forment une base de P3, et tout polynéme p € P3 s’écrit :

p(x) = yoeo(@) + ¥ieh(z) + y191 (2) +y101 (2), (1.26)

oit yo = p(z0), y1 = p(a1), ¥y =p(z3) et yi = p'(xy).

1
2

Preuve. Ils forment une famille libre : si pour tout x :

0,

Yoo (@) + 3191 (@) + ¥l (2) +yiel (2)
alors prenant (successivement) x = o, 21 et x1 on trouve (successivement) y) = 0 =39 = ¢%. Et il reste
2
y1 ol (x) pour tout z, d’ott yi = 0.
2 2 2
Et ils sont au nombre de 4 = dim(P3). Donc ils forment une base. Et (1.26) est immédiat car p s’exprime
sur cette base et les calculs des composantes sont triviaux.

]
[ 1]
Exercice 1.40 Démontrer par un calcul direct la proposition [1.38

Réponse. Soit p(z) = ap + a1z + a2z + azz®. On a 4 inconnues les (a;)i—o,... 4 et 4 équations a satisfaire :

1

2
Zo

zo Zo a Yo
1 2 3 0

T Ty Ty a1 Y1

2 3 =
1 z: 23 1 - 1
2 3 3 a2 yli
0 1 2z 32% as Y1
2 2 2

est inversible (pour xo # 1), le déterminant de la matrice notée A étant non nul. En effet :

1 3

2
Zo

Zo Io 2 2 3 3
0 2_ .2 3_..3 r1—To XI—Tp XI—Xp
Lo I 1~ %o Tr1—Xo x2 g;2 1‘3 1’3
_ _lzi— 2 _ 3 _
det(A) = |0 21-20 22 —z2 -z} = |72 1% T3 ) 0
: 2 2 1 2
T 1 3x9
0 1 2z 323 3 1
2 2
1 2 2
r1+To TI+T1TO+TH
2 2
= 1 zi1+xz0 zi4+zTix0+T
= (ml—xo)(x%—xo) §+ 0 %-i- 1 0+To
1 2z 3232
2 2
1 =+ 24 42
1 0 T1TIL1XoTTo
2 2
= (1717.230)(28%7:8()) 0 Ti—r1 Tl 171'1'1»%130 T1T0
1 2x1 3x21
2 2
2 2
1 zi+x0 xit+TiT0+2
= ($1—xo)(:€%—xo)(m%—x1) 0 1 T1+ 1+
1 2z 3z
2 2

2

1 3
1(960—331) (xé —x0)(x1—m1)

13

2
(z1 —xo)(x% —xo)(x% —a:l)(x% Fror1—T1T ) —x%xo)

1

_ = _ 5
== 16(331 3:0) )



14 1.7. Points équidistants : les oscillations

sachant T = % D’ou det A # 0. D’out A inversible, d’oti existence de 'unicité. un

1.6.4 Cas général

Soit k+1 points (x;)i=o,....x €t k+1 entiers (o;)i=o,.. k. On se donne n = k+ ag+...+ay, valeurs yf = fU)(x;)
pour 0<j<q;.

Proposition 1.41 Il existe un unique polynéme p,, de degré n tel que :
W(i, j) € {0<i<k; 0<j<au}, p () =y, (1.27)
et ce polynéme est appelé polynéme d’interpolation de Hermite.

r o _oamx™, et on pose @ = (ag, ...,a,). Les équations
forment un systéme de n+1 équations & n+1 inconnues de la forme A.@ = b ou le vecteur b est formé des yz

On aura donc existence et unicité de la solution @ dés que A.@ = 0 a pour unique solution @ = 0. Mais ce cas
correspond & y] = 0 pour tout ¢,j et au polynéme p, tel que chaque z; est racine de multiplicité o;+1. Le. p,
est un polynome de degré n qui a n+1 racines. Donc p,, = 0. ==

Preuve. On cherche p,, sous la forme p,(z) = >

Remarque 1.42 D’un point de vue pratique, il est intéressant de construire des fonctions polynoémes de degré n
de base :

A i, 0<i<k, on se donne j;, 0<j;<c;. Au polynome <pf de degré n, on demande de satisfaire les n conditions :
(wgi)(m"')(a:g) = 0i¢0,m, pour 0<l<Fk et 0<m,;<a;,.

Le., (@)™ (z4) = 0 pour 0</<Kk et 0<m<ay; si (i et m#j, et (1)) (z;) = 1.

On montre immédiatement que ces polynémes (goz) forment une base de P,,, puisqu’ils sont en nombre n+1
et qu’ils forment une famille libre : si

alors en particulier en x,, la dérivée d’ordre j donne 0 = zﬁ Donc, tout polynéme de degré n s’écrit :

Z Z vl o (x

=0 m=0

On renvoie & Crouzeix et Mignot [5] pour les expressions explicites des <pil'i. o

1.7 Points équidistants : les oscillations

Tl peut sembler naturel (simple) de reconstruire une fonction f connaissant ses valeurs en n+1 points (z;, y;)
tels que les z; soient équidistants : on se donne h>0 et :

r;, =x9+1th, 1=0,..,n.
Malheureusement, c’est en général une mauvaise idée lorsque n est assez grand.

Exemple : on veut faire passer un polynome par les n points (25, y;=—"=) ol les x; € [—5,+5] : la fonction

1+x
cherchée étant bien str la fraction rationnelle f(z) = I’exemple est classique, pris par exemple dans
Théodor [13]).

L’exemple précédent montre que, dans le cas des points équidistants, ’erreur :

IIf = Pnlloe = sup |f(z) — pn(z)]

z€la,b

1+1:2 (

peut étre trés grande. D’oit les idées :

0- Prendre trés peu de points (équidistants) : mais ce n’est guére satisfaisant, car on ne peut obtenir une
bonne approximation.

1- Ne pas prendre les points équidistants : les choisir de telle sorte que ||f — pn||co s0it minimale. Voir plus
loin les polynémes de Chebyshev qui donneront une ‘bonne approximation’ du polynéme optimal cherché.

2- Ne pas prendre la norme ||.||o comme instrument de mesure de 'erreur. On construit par exemple le
polynéme de meilleure approximation au sens des moindres carrés : on trouvera ainsi de nouveaux points de
collocation (x;), voir par exemple la méthode de Gauss.

3- Partager I'intervalle [a, b] en sous intervalles, cf. (|1.1]), utiliser un polynéme d’approximation avec peu de
points sur chaque sous intervalle. La fonction approchée est alors une fonction polynomiale par morceaux. C’est
I'optique des splines ou des méthodes type méthode des éléments finis.

14



15 1.8. * Remarque “négative”

1
0.8}
0.6F
0.4

0.2

0F

-0.2 : : -2 : :
-5 0 5 -5 0 5

FIGURE 1.1 — Sur lintervalle [a,b] = [-5,+5]. La fonction y:ﬁ est en pointillés. Et les polynomes de
Lagrange correspondant sont en trait plein, respectivement pour n = 3, 8, 12, puis 15 points équi-répartis :
b—

donc ici x; = —5+ih, ot h = =% et y; = ﬁ, pour i =0,...,n—1, . Les polynémes de Lagrange ont tendance

a osciller trés fortement aux extrémités (phénomeéne de Runge) pour n grand au voisinage du bord.

Remarque 1.43 La recherche des points (éventuellement non équidistants) en lesquels il est intéressant d’éva-
luer f sera d’un intérét pratique immédiat lorsqu’il s’agira par exemple d’évaluer ff f(z) dz numériquement
a I'aide d’une formule approchée du type Y ., f(z;)w;, o f est une évaluation de f. Voir le paragraphe sur
I’intégration numeérique. un

1.8 * Remarque “négative”

Les résultats présentés ici sont pris principalement dans Crouzeix et Mignot [5]. Pour des fonctions f €
C°([a,b]) données, que 1'on veut approximer par des polynomes de degré n, on se donne n+1 points distincts
(x1)i=0,...n dans U'intervalle [a, b]. Et on note :

C%[a,b]) — P,
L, : ([a,6]) . . (1.28)
f = L,(f) =pn, polynome d’interpolation de Lagrange de degré n,
ou donc p,, est défini par p,, (z}') = f(2]') pour tout i = 0, ..., n. (Plus généralement, on peut choisir I'interpolation
par les polynomes d’Hermite). On a alors le résultat défavorable :

“Quels que soient les points d’interpolation de Lagrange choisis, il existe une fonction continue
f € C°[a,b]) telle que L, (f) ne converge pas uniformément vers f quand n—00.”

(I.e. : pour chaque n on se donne un ensemble By, = (2;)i=0,... n—1, €t on dispose ainsi d’une suite (By,)y. Alors
if € CO([a,b]) telle que || Ly f — flloo #n—s00 0.)

Remarque 1.44 Attention : ¢a ne veut pas dire que le théoréme de Weierstrass [I.11] est faux. Mais qu’il faut
faire attention quand on emploie approximation de Lagrange.

D’ailleurs, noter que le polynome p,, de “meilleure approximation”, i.e. celui de degré n qui réalise || f —pp |00 <
[|f — plleo PoOUr tout p € P, (celui qui réalise le minimum au sens de la norme ||.||), n’est pas nécessairement
un polynéme “de collocation”, i.e. un polynoéme qui aux points x; prend les valeurs y;=f(x;) : le polynéme de
meilleure approximation (au sens de la norme ||.||s) pourra prendre en les points z; des valeurs y;# f(x;). Voir

figure L

15



16 1.9. * Erreur d’interpolation pour la norme ||.]|oo

Lemme 1.45 L’application L, définie en (1.28) est linéaire.

Preuve. Si f et g sont continues sur [a,b], et si a € R, alors le polynéme L, (f+ag) prend les valeurs
L, (f+ag)(x;) = (f+ag)(z;) = f(a;) + ag(z;) = Lp(f)(x;)+al,(g)(x;) aux points n+1 points de colloca-
tions x;, et donc les polynomes L, (f+«ag) et L,(f)+aL,(g) sont égaux. on
L,, étant linéaire, on pose :
|| Lngllo
[Lnlll = sup ———,
geco(ab)) |19lloo

quantité qui ne dépend que des points de collocation au travers de L,,.

Proposition 1.46
HZalll — oo.

Preuve. Voir Crouzeix et Mignot [5]. in

Et on pose :
Eot) = inf |If = galloo:

n

quantité qui ne dépend que de n et n’a rien & voir avec les points de collocation (I'inf est réalisé par le polynome
dit de meilleur approximation).

Proposition 1.47 Pour f € C°([a,b]) et n € N fixé, on a (pour les polynémes de collocation) :
1f = Lo (Plloe < A+ [I[Lalll) En(t), (1.29)

Preuve. Voir Crouzeix et Mignot [5]. .

La plus faible erreur ||f — L, (f)||oo que cette estimation d’erreur permet d’obtenir, est celle qui correspond
aux choix des points de collocation qui minimisent |||L,|||. On montre que les points zf,...., 2" qui réalise le
minimum de ||| L,||| permettent d’obtenir :

2
[|Ln||| = —log(n) quand n — oo.
™

Par contre, ces points sont difficiles & calculer.
On démontre alors également que pour les points de collocation x]' correspondant aux racines du polynome
de Chebyshev de degré n (paragraphe suivant), on a également :

2
[[|Ln|l| =~ = log(n) quand n — oo.
T

Si on choisit comme points de collocation les points de Chebychev, qui sont trés simples & calculer car égaux
axl = “T*b + b’?“ (:03(22;:#2 m), on a donc une approximation qui n’est pas loin d’étre optimale. Cela explique
pourquoi 'usage des points de Chebyshev est trés vivement conseillé.

Par contre, si on choisit des points de collocation équidistants, on a :

1
[[|Ln||| ~ 2" ——— quand n — oo,
enlogn

ce qui est plutot mauvais! D’ou les résultats décevants comme les instabilités remarquées au voisinage des
extrémités a et de b dans la figure
1.9 * Erreur d’interpolation pour la norme ||.||«

Soit f une fonction C"*1([a, b];R), soient (x;)i—o,.. , n+1 points 2 & 2 distincts dans Pintervalle [a,b], et
soit :

n
Po =Y flai)Li, (1.30)
i=0
le polynome d’interpolation de Lagrange de degré n (le polyndme de degré n qui vérifie p,,(z;) = f(x;) pour
tout 7).
On suppose pour simplifier que [a,b] = [ min (z;), max (x;)]. Et on note :

1=0,...,n i=0,...,n

n

g1 (@) = [[(a—a:) (1.31)

=0

le polynome de degré n+1 normalisé (le coefficient devant ™1 est 1) dont les racines sont les z;.
Alors, si x € [a, b], Perreur ponctuelle f(x) — p,(z) (en chaque point x) est donnée par :

16



17 1.9. * Erreur d’interpolation pour la norme ||.]|oo

Théoréme 1.48 Si f € C"*1([a,b];R), alors pour tout = € [a,b] il existe &, € [a,b] tel que :

Fr (&)
f(z) = pn(z) = RCESIN Tn+1(2). (1.32)
En particulier :
1D oo
|f(2) = pa(2)] < NCESE |Tn1 ()], (1.33)
ot “||g|lec = sup |g(z)|” (notation générique). Et I'erreur maximale est donc :
z€la,b]
1f = Pallo < (n+1)! |17Tn+1]oo- (1.34)

(En particulier il sera intéressant de choisir les points x; tels que ||m,+1||co SOit le plus petit possible : voir les
polynémes de Chebychev et le choix des x; rendant ||mp+1]|cc petit.)

Preuve. Si f est un polynome de degré n+1 alors la relation est immédiate car f("+1) = constante,
7T7(:f11) = (n+1)! et Y =o.

Dans le cas général (f non polynomiale), le théoréme généralise ce cas polynomial. Montrons-le.

S’il existe i€[0, n] tel que x=x; alors la relation est triviale : les deux membres sont nuls.

Supposons donc que pour tout i, T#x;.

Etablissons la formule (1.32) dans le cas n=1 : cas ou f € C2([a,b];R), o i = 0,1, et ot py () = f(w0) +
%ﬁm@_%)’ cf (]1.12 , (]1.13[) et (11.14[). En particulier py(zo) = f(x0) et p1(z1) = f(x1) (polynome de
Lagrange de f).

Fixons x €]a,b[ avec & # xg et  # 1 (ici « est fixé : ce n’est pas une variable). Définissons la valeur
d(z) € R telle que :

f(@) =pi(z) +0(z)ma(z) (= pi(@) + 6(2)(z—20)(x—121)),

i.e. posons, pour T # xq, T : (z) ()
_ S@) = pfz)
5(-73) = (x_xo)(x—xl).

x étant fixé dans ]a, b], soit la fonction R, : [xg, 1] — R (reste) définie par :

R.(y) = f(y) — p1(y) — 6(x)ma(y).

Cette fonction vérifie R, (z9) = 0 = Ry(x1) = Rx(x), et R, s’annulant en les 3 points g, 21, z, le théoréme de

Rolle généralisé nous dit qu’il existe un point &, €] min(xo, 21, ), max(zo, z1,x)[ tel que RY(£,) = 0, et donc,
/!

avec p; =0 :

0= R:/z/(fw) = f”(fﬂa) -0- 25($),
On a donc &(z) = 1 f"(¢,) et donc :

R.(y) = f(y) — p1(y)

D ()

Comme R, (z) =0, on a (1.32).

Dans le cas général, a x fixé, on cherche §(x) € R tel que

f(@) = pn(2) +0(2)mp 41 (2).

La fonction (le reste) :
Re(y) = f(y) —paly) — 6(2)mn 41 (y)

s’annule aux n+2 points xg,...,z,,z, et le théoréeme de Rolle généralisé permet de conclure : il existe un
point &, €]min(z;,x), max(x;, z)[ tel que R?T1(&,) = 0. Avec 7"tV (z) = (n+1)! (constante), on obtient

FrHL(E) = (nt1)! 6(), soit 8(z) = Lo 2E) pon (1.32).
(n+1)!

17



18 1.10. Polynomes de Chebysheuv

1.10 Polynémes de Chebyshev

Noter que Chebyshev (1821-1894) est également écrit Tchebycheff ou Tchebytcheff ou...

Le théoréme équation indique que si on veut minimiser l’erreur (pour écrire a priori un “bon”
code de calcul pour trouver un “bon” polyndéme d’interpolation d’une fonction f quelconque), on a intérét a ce
que le polynome 7,1 vérifie ||, 11]||co ¢ petit” (i.e. |Tp1(z)| petit pour tout = € [a,b]). Cela revient donc &
choisir les points (x;) d’interpolation en conséquence. Quitte a changer de repére, on prend [a,b] = [-1, 1], un
bon choix pour z; consistant & prendre les racines du n-iéme polynéme de Chebyshev T;,.

[Oaﬂ-] - [_Ll] .. . . [717” - [Oa’/T]
est bijective d’inverse arccos : 1 ,
0 — x = cos(f) x — 6 = arccos(x) = cos™ ()
voir figure Et pour = €] — 1, 1[, la dérivée de arccos est donnée par, avec cos = x :
1 1 1

V1 — 2 :_Sin0 (=

puisque, par dérivation de la composée (cos™! ocos)() = 6 on obtient (cos™')’(cos#).cos'§ = 1.

Rappel : cos {

) (1.35)

((cos™Y(z) =) arccos’z = — il

-1

FIGURE 1.2 — fonctions cos : 0 € [—m, 7] — x = cosf € [—1,1] (premier dessin), cos™ = arccos : z € [-1,1] —
arccos(z) = 0 € [0, 7] (second dessin), et les deux figures sur le méme dessin (troisiéme dessin).

Définition 1.49 Le n-iéme polynome de Chebyshev est donné sur [—1, 1] par, pour 6 € [0, 7] :
T, (cos 0) = cos(nd), (1.36)

i.e., pour z € [-1,1] et § = arccos(z) € [0, 7], on a T),(x) = cos(n(arccosz)).

Proposition 1.50 La fonction T;, : [-1,1] — R est un polynéme de degré n : avec E(%) la partie entiére de %,
E(%)
Tn — mO2mn2m1_ 2\m
() mgo (1—-2%) (1.37)

=g" — C2" 21 — ) + CAa" (1 — 2%)? —

Preuve. On a cos(nf) = N(e"?) (partie réelle), avec x = cos@ et (formule de Moivre) :
cos(nf) + isin(nh) = e = (e?)" = (cosf + isin )" = (z +i\/1 — x2)",

d’ou :

i Ok n— k( x2)§7

k=0
k pair

[\J\»—A

cos(nd) EC’knkk — 22

ou Cf = (}) = #Lk),, puis on pose m = 2k.

Exemple 1.51 Ty(z) = 1, Ti(x) = z, Ta(z) = 222 — 1, T3(z) = 42 — 3z, Ty(z) = 8z* — 822 + 1, Tx(x)
162 — 202% + 5z ..

Exercice 1.52 Montrer que le coefficient devant le monome 2" de T}, est 2771,
Réponse. Il s’agit de montrer, cf. @1.37), que 1+ C2 +Cph + ... =21,

On a (z+y)" + (z—y)" =2 Z Ckz" *y* On prend z=y=1. .

K pd]r

18



19 1.10. Polynomes de Chebysheuv

X‘S) ) X(;l) x(3) X(2) x‘(1)

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

| X(7) | X(6)

FIGURE 1.4 — Cas n = 7 : racines de T}, dans lintervalle [-1,1] : 23, = R(e?*), cf. (1.41). En particulier les
racines de T;, ne sont pas equiréparties : elles se “concentrent” vers les bords —1 et +1.

Proposition 1.53 1- Pour tout xz € [-1,1] on a |T,,(z)| < 1.
2- Pour n pair T,, est pair, et pour n impair T,, est impair.
3- Pour tout n on a :

T.(1)=1, T,(-1)=(-1" et T5,(0)=(-1)", Ts,+1(0)=0. (1.38)
4- Pour x =cosf €] — 1,1 et n #0 :
n sin(nf)
T = 77 1.
(@) = IR0) (1.39)
et en particulier :
5- T,, an racines simples aux n points :
2k —1
T = COS(Gk), Gk = , k= 1, . n, (141)
2n
voir figure [1.4
6- Dans l'intervalle [—1,1], T,, a ses extrema aux n+1 points :
. k . k
Ir=cos(—m), avec T,(Zx)=(-1)", k=0,..,n, (1.42)

n

i.e. T,, vaut alternativement 1 et —1 aux extrema Iy (donnés en ordre décroissant).

Preuve. 1- (1.36) donne directement |T,,(x)| < 1.

19



20 1.10. Polynomes de Chebysheuv

2- Avec # = cosf = —cos(f+7), on a T,(—x) = T,(cos(f+r)) = cos(n(f+m)) = cos(nf+nm) =
(=1)"cos(nf) = (—1)"T},(cos0) = (—1)"T,, ().

3- T,,(1) = cos(n(arccos 1)) = cosn0 = cos 0 = 1, puis T,,(—1) par parité ou imparité. Puis 5,11 est impaire
donc T3y,41(0) = 0. Puis pour 2 = 0 on a 6 = 7, d’ott T5,(0) = cos(2nF) = cos(nm) = (—1)".

4- Puis, posant z(f) = cosf, on a T,,(x(0)) = cos(nf) qui donne par dérivation de fonctions composée
T (2(0))2'(0) = —nsin(nd), d’ou pour x €] — 1,1].

Puis pour x = 1 on a § = 0 avec sina ~ « au voisinage de a = 0, donc
0 = 0. Et pour x = —1 on se sert de la parité ou imparité de T;,.

Comme Ty, est pair on a T3, (0) = 0, et pour z = 0 on a § = 7, donc Ty, ,(0) = (2n+1)sin((2n+1)%) =
(2n+1) sin(§ + nm) = (=1)"(2n+1).

5- On vérifie que T}, (cos(2=17)) = cos(25-2m) = 0, d’ott les n racines simples. Comme T}, est de degré n
et est non nul, ce sont les seules, et elles sont classées dans l'ordre décroissant (car cosinus est une fonction
décroissante sur [0, 7]).

6- Puis T;, € [—1,1] et |T),(£1)| = 1 donnent : en —1 et +1 T}, est extrémale.

Puis T (x) = 0 pour x €] — 1,1] ssi, cf. , sin(nf) = 0 quand = = cos @ et 6 €]0, 7], i.e ssi § = kT pour
keZetclo,n] ie. ssif=kZ pourk=1,..n-1

Puis T}, (%) = cos(n(£7)) = cos(kr) = (—1)*. on

n

in(nd ..
sinnd) | nb — gy voisinage de
sin 6 0

Exercice 1.54 Montrer la relation de récurrence, pour tout n € N* et z € [—1,1] :

Tni1(x) + Ty (x) = 22T, (x), noté Tpi1 + Tpoy = 22T, (1.43)
Réponse. C’est cos((n+1)0) + cos((n—1)0) = 2 cos(nh) cos(f), ol on a posé § = arccos x. .
Exercice 1.55 Soit w :] — 1,1[— R définie par w(z) = \/11_7 Soit L2 I’ensemble des fonctions f:] —1,1[— R

telles que fi1 f(z)? 42— < 0o. On considére le produit scalaire sur L2, :

Vo
1 dzx
(f,9)w = /_1f($)9($> N (1.44)

77— est intégrable dans - 1,1
2- Verifier que (-, ), est bien un produit scalaire dans L2 .
3- Montrer que les polynémes de Chebychev forment une base orthogonale dans ’ensemble des polynémes

muni du produit scalaire (-, -),,, et donner en une base orthonormale.

1- Vérifier que w : © — w(r) = —=

Réponse. 1- Comme 1 — 22 = /1 — 21+ x et que % =277 est intégrable en 0+ (de primitive 2\/z = 2.%%), la
fonction w est intégrable & gauche en 1 et & droite en —1. De plus la fonction w est continue dans | — 1,1 : donc elle est
intégrable sur | — 1, 1].

2- Bilinéarité, symétrie et positivité immédiates. Définie positif : si (f, f)w = 0, comme /1 — 22 > 0 et f3(Z) > 0 sur
] — 1,1[, nécessairement f =0 sur | — 1, 1] (au moins presque partout, voir cours d’intégration).

3- Le changement de variable z = cosf donnant dz = —sindf (avec sin > 0 sur [0, 7]) on obtient :

(Tn, Trn)w = / T ()T () dv /; cos(nf) cos(m8) db.

=—1 \% 1 — $2 =0
0sin #m,
Et 2 cos(nf) cos(mf) = cos((n+m)6)+cos((n—m)6) donne (T, T )w = { T S17=m =0, Doncla famille (T,,)n=o.... N

gsin:m#().

est une base orthogonale de (Pn([—1,1]), (-, *)w), une base orthonormale étant donnée par (\/ETO, (\/ng)nﬂ,m,N). .

Exercice 1.56 Montrer :

ouT'(1)=1et I'(n+l) =n!etou:

F(%):ﬁ o r(n+%)=1'3'5'“(2”_1) 1

Réponse. Vérifiez-le pour Ty et T, et vérifier la relation de récurrence (|1.43)). ]
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21 1.11. * Moindres carrés

Définition 1.57 On appelle polynéme de Chebyshev normalisé le polynéme :

_ T,
To= 5205

(Le coefficient du terme z™ de plus haut degré vaut 1.)

En particulier, avec l) on & SUPye[_1,1] T (2)] = 5.

Proposition 1.58 Quel que soit le polynéme z, normalisé de degré n (le coefficient devant x™ est 1), on a sur
[-1,1] :
- 1
[[2nlloo 2> [T lloo (= 2n7_1),

Le. SUpye(_q 1) |Zn(?)| 2 SUPge[—1,1] T ()| (= 271%1) B B

Et ||znlloo = ||Tnl|co sur [—=1,1] si et seulement si z, = T, : le polynéme de Chebyshev normalisé T,, est le
plus petit de tous les polynémes normalisés de degré n, au sens de L>°([—1,1];R).

D’ou, si les x; sont les racines du polynémes de Chebyshev, Ierreur donne sur [—1,1] :

L s
— <
17 =pulloe < o7 oy

)

otl p,, est le polynéme d’interpolation de Lagrange de f aux point x; de Chebyshev.
(Les racines des polynomes de Chebyshev sont des points de collocation qui permettent de réaliser une
“bonne” approximation de Lagrange de f.)

Preuve. Supposons que sup,¢(_1 1) |2n(2)] < it (= SUPge[-1,1] |T,,(z)]). Le polynéme z, étant normalisé,
q =T, — 2z, qui est de degré n—1 (les termes de degré n s’annulent). Et, les &), étant les abscisses ot T}, (%) =
(1), cf. (1.42), on a q(%x) = Tn (@) — 2 (@) = (—1)* 5 — 2,(3x) change n+1 fois de signe avec k. Et a
donc n racines au moins. Mais ¢ étant de degré < n—1, on a alors ¢ = 0. Donc z,, = T,,. C’est absurde avec
Ihypothése sup,e_q 1) [2n(2)] < 77— Donc si SUPge(—1,1] [2n ()| = s alors z, = T,. in

Remarque 1.59 Noter que pour une fonction f particuliére, ce n’est pas le choix des racines du polynéme de
Chebychev qui donne ||f — py,||oo réalise le minimum des ||f — ¢»||oo pour ¢, polynome de degré n : le choix des
x; racines du polyndéme de Chebyshev T;, nous assure seulement qu’on a une bonne approximation de f par son
polyndéme de Lagrange aux points x;.

Pour avoir “le meilleur” polynéme g,,, celui qui réalise le minimum des || f — ¢, || o0, On peut utiliser I'algorithme
de Rémés; et les racines (z;) du polynéme de Chebychev permettent d’initialiser cet algorithme. Voir Crouzeix
et Mignot [5]. ’u

Remarque 1.60 Si on souhaite se placer sur un intervalle [a,b] 3 t, on fait le changement de variable x
2t=b=a ¢ [_1 1] pour se retrouver dans [—1,1].

1.11 * Moindres carrés

Pour les expressions explicites, ou les valeurs numeériques, on renvoie & Abramowitz et Stegun [1].

On rappelle que si f : [a,b] - K avec K = R ou C, alors f? est la fonction [a,b] — K définie par
f2(x) = (f(z))?, |f] est la fonction [a,b] — K définie par |f|(z) = |f(z)|, et, pour K = C, f est la fonction
[a,b] — C définie par f(x) = f(z) (et donc |f|?> = ff).

1.11.1 Polyndémes de Legendre

Le polynomes de Chebychev permettent, pour une fonction f donnée, de trouver les n+1 points (x;) pour
lesquels on sait que si en ces points un polynéme p,, de degré n vérifie p,(x;) = f(x;) alors p,, est proche de f
au sens de I'instrument de mesure ||.||s-

Il se trouve qu’un autre instrument de mesure est trés utilisé : celui qui mesure I’énergie d’une fonction.
Cette énergie est le carré de la norme définie sur un intervalle [a, b] par :

1= ([ e

L’avantage de cette norme est qu’elle dérive du produit scalaire :

b
(f.0)2 = / f(@)g(z) do

défini pour les fonctions de L%(Ja,b[) = {f : [a,b] — R t.q. f: f?(x)dr < oo}.
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22 1.11. * Moindres carrés

Remarque 1.61 Pour les fonctions & valeurs complexe, on a (f,g)2 = f f(z)g(x)dz, et donc [|f]lz =
(2 1 @)? o)

Proposition 1.62 Il existe un unique polynéme p,, de degré n (a savoir le projeté orthogonal de f sur P,, pour
le produit scalaire (-,-)2) qui réalise le minimum :

—palla = inf [|f = gnll2, 1.45
1f =palle = inf |1f = gall (1.45)

ie. Ap, € Py t.q. Vg, € Ppoon a ||f — pull2 < ||f — gnll2- Et pp est caractérisé par :
an de degré n, (f - pn»Qn)2 =0. (146)

Preuve. L’ensemble P, des polyndémes de degré n est un sous-espace de dimension finie donc fermé dans

(L?,(-,-)z2). Et on applique le théoréme de projection sur des convexes fermés dans des espaces de Hilbert (=

espaces vectoriels muni d’un produit scalaire qui sont complets pour la norme associée au produit scalaire). oa

Exercice 1.63 Montrer que ([1.46) implique (|1.45)).
Réponse. Sachant p, — gn € Py, :
(f =Prs@n —pn)2 =0 d00  (f = qn,gn —Pn)2 = (Pn = Gns n — Pn)2 = —|Ipn — qul|2-

D’ou :
[1f —pn\lg = (f—=qn+Gn—Dn, [—GnFgn—>n)2 = ||f_Qan +2(f—=qn, qn—>n)2 + ||QH_pn||§

< Hf_Qan - ||pn - ang < ||f_qu||§

Le calcul de p,, peut se faire en cherchant ses composantes sur la base usuelle (1,z, 22, ...,2") de P, i.e. on
cherche les coefficients (a;)i=o,...n de pp(x) = ag + ... + anz™. Le systéme est simple & former :

Z(l‘ja 1)2aj = (f7 1)2

(pn7 1)2 = (f, 1)2 J ,
(P )2 = (f,2)2 > (@7 2)2a; = (f,2)2
soit I soitt A.d=f

( n’xn)Q = (f7 xn)Q ’
g Z(xjaxn)2aj = (f7 xn)Q

J

qui est un systéme de n+1 équations avec n+1 inconnues, ou A est la matrice [(xj,xi)g]iyj 0....n, le vecteur

ag (fa 1)2

a = : est l'inconnue, et f = : est calculée & l'aide de la donnée f. Malheureusement, la
an (f,2")2

matrice A est trés mal conditionnée, et sa résolution pose probléme (pour n grand).

Le probléme vient du fait que la base (z);—o... » de P, n’est pas L?-orthonormale, et la matrice A n’est en
particulier pas unitaire (les matrices unitaires sont trés bien conditionnées, toutes leurs valeurs propres étant
de module égal a 1).

L’idée est donc de construire une base orthogonale de P,.

,,,,,

Proposition 1.64 On se place dans le cas [a,b] = [—1,1]. Les polynémes M,, de degré n € N donnés par :

dan n ~ (2n)!
Py =2

forment une base orthogonale non normée de (P, (-, -)2) I'ensemble des polynémes muni du produit scalaire (-, -) 2
usuel.
Les polynémes M,, normalisés sont donnés par :

M, (z) = "+ (1.47)

n!

2 1
=l o+l 1 dv

oty M (= 2 2n(nl) dam

((@* =1)")), (1.48)

Qn(x) =

et forment une b.o.n. de (P ( ,-)2). (Les @y, sont obtenus par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
a partir de la base (1,z,22,...).) En particulier My = 1 polynéme constant, et pour tout n > 1 :

/1 M, (z)dx = 0. (1.49)
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29 1.11. * Moindres carrés

Preuve. Vérifions que les Q,, forment une b.o.n. de L?([—1,1]). Soit M,, donné par (1.47). Comme (2% —1)" =
22" 4+ Ryp_o oll Roy_g est de degré < 2n — 2, les M,, sont bien de degré n.
Montrons que (M,,, M,,)2 = 0 pour tout n # m. On a par intégration par parties :

| gt =@ - ymyde = - () (@~ 1)) do

_q dam™ dz™ _q dan—1
-t o, " 1
() (@ - L

Comme (22 —1)" = (x — 1)™(x + 1)", les racines +1 et —1 sont de multiplicité n, et donc %((ﬁ—l)") est
nul en x = +1, et donc le terme de bord est nul. D’ott par récurrence, pour p <n :

' __pldnipx2_ndm7+p$2_mx
| M@ e = 17 [ (e - ) (@ = ) e

En particulier, pour m < n et avec p = m+1, on a dd;niipp((x2 - 1™
(M, M) = (M, M,,)2, donc de méme si n < m.
Et pour m =n, on prend p =n, et on a :

0 et donc (M, M) = 0. Et

(M, M,)s = (—1)"/ (2 —1)"2n) dr = 2n)' I,,, I, = / (1—2*)"dx.

-1 -1

Par intégration par parties :

1 1
I, = / (1—2*)"dx = 2n/ 22(1—2%)" 1+ [z(1 - 2®)",
~1 -1
1 1
= 2n/ (2 —1)(1 — 2"t dm+2n/ (1—2*)"tde+0

—1 —1
= —2nl, +2nl,_1,

d’ou (2n + 1)I,, = 2nl,_;. Et donc, comme [y = 2 et comme :

B (2n)! _ (2n)!
(2n—1)(2n-3)...3 = 2n(2n—2)(2n—4)..2  2nn!’

on obtient :
7 2n 2n(2n—2)...2 2nt+l pl 22nt1 (pl)2
= — 1= = = .
" 2n1" (2n+1)(2n—1)...3 (2n+1) 2 (2n41) (2n)!
D’ou :

22n+1 (ﬂ')2 2
M, M)y = =2 M,|| = 2" n! .
( )2 (2n+1) [Vl " (2n+1)

Les @, forment donc une famille orthonormale de ’ensemble P des polynémes muni du produit scalaire L2.
Comme P est dense dans L?([—1,1]), cette famille est une b.o.n.
Puis Mp=1,etpourn>letp<m<n:

(Ma(e), 2™ = [ (@~ 1)y do
-1
1 dn—l ) " 1 dn—l ) S
- 1 dx"—l((x —)ma dx+[dxn—1((x - 1)")z™,
) Logn—p 5 \n Lxm—p N
= 1 [ e -y
= ()" [ (@ = ) e = () (@ - 1)) =0,

et donc M, est orthogonal & toutes les fonctions z™ pour m = 0, ..
construction de Gram-Schmidt.
Enfin M,, L My pour n > 1, ie. (Mo, M,,)r2 =0 pour n > 1, i.e. (1.49). oa

.,n—1 : cette base suit le procédé de

Définition 1.65 Les polynomes de Legendre de degré n sont les polynomes (formule de Rodrigues) :

1 d” 9 n 1
n!2"%(($ -1)") ( M, ()). (1.50)

T onlon

P,(x) =
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2/ 1.11. * Moindres carrés

Exemple 1.66 On obtient Py(z) = 1,

Py(z) =z,

Py(z) = §x2 é,

Ps(x) = gacd — 5,

Py(x) = %5124 %xz + 2,

Ps(x) = Pa® — a3 4 2,

Pﬁ(l‘): %J}G—%J}él—k%xQ—]%, un

Proposition 1.67 Les polynémes de Legendre vérifient :
P, (-1)=(-1)" et P,(1)=1. (1.51)

(Ce qui explique le choix de la constante —>-.)

Preuve. On a, formule de Leibniz :

n n n k n—k
(@) = () 1)) = DD O (1)) (1))

k=0

Tous les termes de la somme pris en la valeur 1 sont nuls sauf pour k=n, car 1 est racine multiple d’ordre n
du polynome (z—1)". Et pour k=n on a Cﬁc—n((:cfl)") =nlet ((z4+1)")jz=1 = 2". Et donc Cgc—n((fol)”)‘,;:l =
(n!)2m™.

Tous les termes de la somme pris en la valeur —1 sont nuls sauf pour k=0, car —1 est racine multiple
d’ordre n du polynéme (z+1)". Et pour k=0 on a ((z—1)")j,=—1 = (—=2)" et - ((z+1)"),=1 = n!. Et donc

dx™

& (22-1)") et = (—1)" ()27

dx™

Proposition 1.68 Les P, sont de degré n et sont 2 a 2 orthogonaux dans L*(] — 1,1[). IIs sont de la forme,
pourn > 2:

. (2n)!
P, (x) = apa™ + R,—o(x), ay = W’ (1.52)
ot R,_o est un polynéme de degré n—2. Et ils vérifient la relation de récurrence, pour n > 1 :
Py(z) =1, P (z) =z,
2n+1 n (1.53)
P, = () — —— Py .
a(@) = T Paa) - P (@)

2n+1
2

Et les polynomes P, forment une base orthonormale de L*(] — 1,1]).

Preuve. On a (22 — 1)" = %" + O~ 1221 1 . d’ou (1.52) sachant (1.47).
. 2™ (n! I 2™ (n!
Puis [|M,||s = \/% car [|Qull2 = 1, cf. (1.48), ot [| Pyl = =i 7\/%) = /525
2 2
Montrons (|1.53)). Soit :

2n+1
Son terme ™! a pour coefficient :
(2(n+1))! ~ 2n+1 (2n)! (2(n+1))! = 2(n+1)(2n+1)(2n)! 0
2n L (n+ )2 ntl 27 (nh)2 27+ ((n+1)!)? o
Donc, avec (1.52)), Z est un polynéme de degré < n—1, donc de la forme :
n—1
Z = ZakPk
k=0
Et les Py étant 2 & 2 orthogonaux, pour tout m < n—1:
2n+1 2n+1
um2:ZaPm :Pn aPm - Pn»Pm = - an Pm .
am|[Pallz = ( )2 = (P, P2 — — (2 )2 ot Db

Et pour m < n—2, le polynome zP,, est de degré < n—1 et donc (P,,xP,,)2 = 0. Il reste :

. 2n+1
Z =on_1P,1 ou an71HPn71||g = _T_H(Pnu'rpnfl)l
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25 1.11. * Moindres carrés

Puis zP,_; est de degré n, et avec (|1.52)) et identification des termes en x™

(2(n—1))!

_ . an1 TEi(obnz . 202
TP = O o b= an 2752(”)'1)2 - 2n(2n—1)  2n-1’

les ... étant une combinaison linéaire des Py pour k =0,...,n—1. d’ou :

2n+1
an—lHP’n—lHQ = - n+1 /6 (PI’HPTL)Qa
avec HPM@zﬁ,d’oﬂ: o Lot )
n—1 2n+ n n

U1 =TT U 201 2+l gl

Proposition 1.69 Pour n > 1, les racines des polynémes de Legrendre sont toutes simples, toutes réelles, et
sont toutes dans | — 1, 1[.

Preuve. On note 1, ..., Z,, les racines réelles distinctes de P, de multiplicité impaire qui sont dans | — 1, 1],
i.e. P, est de la forme P, (z) = [[[~,(z — 2;)®* "1 R(z) ot 2k;—1 est la multiplicité de z; et ot R n’a pas de
racine de multiplicité impaire dans | — 1, 1[. Il s’agit de montrer que m = n.

Posons Qo(z) = 1 et Qp(z) = [[i~,(x — 2;) pour m > 1. Le polynéme non nul P,Q,, est donc de signe
constant dans | —1, 1] puisque de la forme P,Q,(z) = [[/~, (z —z;)** R(x) ot R n’a pas de racine de multiplicité
impaire dans | — 1, 1[. Donc (P, Q) 21,1 7 0. Si on suppose m < n alors (P, Qm)r2(—1,1) = 0 car P, est
orthogonal & tout polynome de degré < n. C’est contradictoire, donc m = n. u

Exercice 1.70 Montrer que :
n

1

= 27
J:0

2 —1)" I (x+ 1) (1.54)

Preuve. On applique la formule de Leibniz (fg)™ = > =0 CIfn=1gl) avec f(z) = (x — 1) et g(z)
(x4 1)

d d
Exercice 1.71 Montrer que . ((1—x2)d—Pn) +n(n+1)P, = 0 (équation du second ordre dont 'une des deux
X X

solutions est le polynome de Legendre). ==
Exercice 1.72 Montrer que P, (7) = x P, (z) 1(1 2)dP”() 7
xercice 1. ntrer que P,q(z) = 2 Py(x) — — (1—2°)—(x). un
d + n+1 dx
. d
Exercice 1.73 Montrer que d—(PnH —P,_1) = (2n+1)P,. ==
T

1.11.2 Généralisation

On peut également mesurer une énergie pondérée : sur un intervalle [a,b], a < b, on se donne w est une
fonction intégrable strictement positive (i.e. une densité, i.e. w € L'(]a,b]) et w > 0), et on note :

2 =1{f: / (@) w(z)de < oo).

C’est un espace vectoriel qu’on munit du produit scalaire :

b
(fvg)w:/ f(z)g(x) w(z)dz.

Ou encore (f,g) f f(x)g(x)dp on p est la mesure de densité définie par du = w(x)dz.
En partlcuher si [a,b] = [ 1 ,1] et w: 2z — 1 (la fonction constante 1), alors du = dx et on retrouve la b.o.n.
des polynomes de Legendre.
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26 1.12. Splines cubiques

Proposition 1.74 A l'aide de Gram-Schmidt, on peut construire une b.o.n. (P,),eny de L2 (donc avec
(P,,x*), = 0 pour tout k < n). Et les P, vérifient la relation de récurrence :

PnJrl = (Anx + Bn)Pn - CnPnfla (155)

ou :
. Qa + . + Qa a + C’n Qa 1a + ( ) )

- ) )

an an a?

o1 on a posé P, = a,x™ + byx™ " + ... pour tout n.
Preuve. Technique similaire au cas de Legendre. Voir par exemple Schatzman [13]. .
Proposition 1.75 Pour n > 1, les racines des P,, sont toutes simples, toutes réelles, et sont toutes dans ]a, b].

Preuve. Similaire au cas de Legendre. =n

1.11.3 Retour sur les polynémes de Chebychev
Voir (|1.44]).

1.11.4 Polynémes de Laguerre

On prend [a,b[= [0,00[ et w : x €— e~ 7, et donc

(f. 9w = /O " f(@)g(a) e "d,

et on obtient les polynomes de Laguerre (base orthogonale dans L2). Il sont définis par :

1 x dn -, .n
Ly(z) = 1€ dx—n(e ™).
Et on vérifie que L, (0) = 1.
1.11.5 Polynémes d’Hermite
On prend Ja, b[=] — 00, 0] et w : z €— e=*", et donc

(f.9)u = / " f@)g(e) e de.

et on obtient les polynomes d’Hermite (base orthogonale dans L2). Il sont définis par :

1 2d"  _ =

Et on vérifie que Hs,(0) = (—1)”@ (polynomes de degré pair) et Ha,1(0) = 0.

n!

1.12 Splines cubiques
1.12.1 Introduction

On traite le point 3 du § Soit [a,b] = U [zi—1, z;] (maillage) ot a=z¢ < 21 < ... < b=z, (o doncn > 1
est le nombre d’intervalles). Ici on utilisera uniquement les points ax—1 et ax (pas de points intermédiaires), et
ag noté iei x). Donc ici les xx ne sont pas des points d’interpolation de Lagrange mais les points définissant le

n
maillage [a,b] = U [Tg—1, Tk].
k=1
Une spline cubique nécessitera tout le maillage [a,b] = !, [zi—1, ;] pour étre définie (définition globale :

le point de départ de sa définition ne peut pas étre un seul intervalle [ax_1, ar] note ICI[xk_l, 2], contrairement

aux polynomes de Lagrange ou d’Hermite).
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27 1.12. Splines cubiques

1.12.2 Calculs
Soit f € C%Ja,b];R) et y; = f(x;) pour i =0, ..., n.
But : trouver une fonction S € C?([a,b];R) t.q. :

Vi=0,.on, S(xi)=wi, e VE=1,..n, S o = pr€Ps (1.57)

(la restriction de S au k-iéme intervalle est un polynome py € P3).
Un polynéme py, € P3 étant de la forme apo + ap12 + apox? + apzz® = Z?:o arjz?, il y a 4n inconnues les
(akj) x=1,...n . Exprimons les contraintes :
j=0 3

=0,...,

1. S vaut y; aux z;, donc pi(zo) = yo, p1(z1) = y1, p2(w1) = Y1, P2(T2) = Y2, oy Pu(Tn-1) = Yn—1,
Pn(Tr) = yn, SOit 2n équations (2 équations par intervalle).

2. S € C'([a,b]) donc pj(z;) = pl, (), pour i=1,...,n—1, donc n—1 équations.
3. S € C?*([a,b]) donc pf (x;) = pl/\;(2;), pour i=1,...,n—1, donc n—1 équations.

Au total, on a 4n—2 contraintes.

Définition 1.76 Une fonction S vérifiant (1.57) et les 4n—2 contraintes ci-dessus est appelée une spline cubique
(nom complet : spline cubique C?).

Il nous manque deux contraintes pour avoir 4n équations (autant que d’inconnues les ay;). Notons

S" (x;) note y!, i=0,.,n (1.58)

)

(les n+1 réels y;' sont inconnus pour le moment). En particulier pj (z;) = pf,,(z:) = y;’ pour i=1,...,n—1.
On impose souvent une courbure aux extrémités (donne des calculs simples) :

yo et 1y, donnés. (1.59)

Définition 1.77 Si on choisit d’introduire les deux contraintes supplémentaires y; = vy, = 0, alors S est dite
spline cubique naturelle.

Proposition 1.78 Si on connait les y!', i = 0, ...,n, alors les p; sont donnés par :

(z—2:)® yiy | (x—wiq)® yf{’

pi(r) = (

xi_lj 0 y'('xixi_l) ' . y (1.60)
i—1 i—1 i !
+ ((177:—1*%) - 6 (xifl_l‘i))(m—xi) + (m - F(wi_mifl))(m_xifl)-

Equation appelée équation de la spline dans I'intervalle [z;_1,x;].

Preuve. Dans chaque [z;_1, ;] les p; sont de degré 3 donc leurs dérivées secondes p; sont de degré 1. Et aux
extrémités : p}/(z;—1) =y et p!(x;) = y;. D’ou dans [z;_1,z;] (interpolation de Lagrange) :

(x—x;)

(x_‘rifl) 1"
(Ti_1—24)

1
yi*l + (xi_xi—l) AN

p(x) = (L61)

(Immédiat avec les polynomes de Lagrange.) On intégre 2 fois, et on a 2 constantes d’intégrations «; et 3; :

(x_xi)3 y;LI (1’—1’i—1)3 yl/_/
Ti1—x;) 6 (xi—xi-1) 6 +ai(z—zi) + fi(r—zi-1).

pi(z) = (

(Avec donc «o;(x—x;) + Bi(x—xi—1) = (a; + B;)x — ez — Bixi—1 = vix + ; = notation plus usuelle mais qui ici
ne serait pas pratique.)

On calcule ces constantes d’intégrations «; et 5; a Paide des valeurs connues y; _1=p;(z;—1) et y;=p;(x;) qui
donnent :

11 1/
Yi—1 Yi
Yi-1 = (%-1—331‘)27% +ai(rio1—zi) et y; = (xi_mi—l)QFl + Bi(zi—zi-1),
systéme de deux équations & deux inconnues «; et f3;, de résolution immédiate qui donne (|1.60). .
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28 1.12. Splines cubiques

Proposition 1.79 Supposons y; et y.. connus, cf. (1.59). Alors les y; pour i = 1,...,n—1 existent et sont
uniques : ils satisfont aux n—1 équations :

(Tiy1—2i)

Ti— T .
M (x_+1_£r_ 1)yi+1 = 6f[$i—1a'riaxi+1]7 = 1a yn—1, (162)

1 1
Yio1 +2y; +
($i+1—$i71) it !

ot flxi—1,Ti, Tip1] = f[m’g:j:iki;)l’zi] = (yiﬂ(;y;l)(_I;:wlL)’(;z;(f’x_l;’(’;_)xil)_I‘) (voir les polynémes de Newton).
Soit :
ylll f[Io, X1, xQ] M 1
1" (z2—10) 70
Yo f[.’El,.’EQ,l'g]
A. : =6 : - : (1.63)
1 O
y%72 f[mn,;)” Ln—2, xnfl] (@n—ns)
Yn—1 f[xn*% Tn-1, xn} (Tn—Tpn_2)In
OU: 2 o 0
(x2—x1) ra o) (z3—x2)
(z3—21) 2 (z3—21) 0
0
A= : (1.64)
0
(Tn—2—2n_3) (Tp—1—Tp—2)
0 Grre 2 (Core——
0 . 0 @En1=Tn—2) 9

(-'L'n_-'L'n72)

systéme tri-diagonal inversible de résolution trés rapide.

Preuve. On dérive (|1.60)), pour tout ¢ =1,...,n :

() = ) vty (@mm) )
' (Ii—l_xi) 2 (xi—a:,»_l) 2
Yi—1 Yi Yi i
— i—1—X; — T (m;—xi_1)).
+((xi—1_$i) 6 (.’b 1= ))+((xi_xi—1) 6 ( 1))
Comme p’(z;) = p., {(x;), pour tout ¢ = 1,...,n—1, on déduit :
[ 41
1 1 1
i Yi—1 Yi—1 Y Yi
(l"i—xi—l)? + ((m Zl_x_) B (ic1—i)) +((x _;, 0 F(zz Ti-1))
yy yi Yy Yit1 Yt
1) v _ Ji 1 7
= (zi—Tiy1) 9 + (($1—$i+1) 6 (Ti—wiy1)) + ((fferl_xi) 6 (Tiy1—;)

D’ou :

_ e Y1 Y Yi —Yi—1
=6 —6 .
($i+1—$i) (%‘%‘71)

Yiii (@i — zic1) + ) (2i—2i-1) — 2(xi—2it1)) + Y (Tig1—25)
Corollaire 1.80 La résolution de (1.63) donne les y!', d’ou les p;, cf. , d’ott la spline cubique S.

Remarque 1.81 Si le maillage est uniforme, i.e. x; —x;_1 = h = b_Ta (les n intervalles |z;_1, 2;[ ont méme
longueur), alors :

4 1 0 .. 0
1 4 1 0 :

o o
A:§ . O
0 1 4 1
0 0 1 4

28



29 1.12. Splines cubiques

Remarque 1.82 Une spline S est P; par morceaux, donc sa dérivée 3éme S’ est constante par morceau :

donc en général S n’est pas C? sur tout [a, b]. -
Exercice 1.83 Montrer que si les y; vérifient y; = g(x;) avec g(z) = co+ 1z + cox? 4 323 pour tout x € [a, b]
(polynome de degré 3 sur tout [a,b]), et si on suppose yj = g(zo) et vy, = g(z,,) (voir (1.59)), alors la spline S
correspondante, cf. (1.57), vérifie S = g.

Réponse. Soit p; = g[z, ,.z;]- Alors toutes les contraintes pour les p; sont vérifiées. Et on a existence et unicité, cf.
prop. [1.79 un

Définition 1.84 La k-éme spline cubique de base est la spline cubique naturelle ¢y vérifiant
Vi=0,..,n, ©rx;)= 0. (1.65)

Corollaire 1.85 Toute spline cubique S s’exprime comme :
S(x) = yrpn(x). (1.66)
k=0

Et I'ensemble des splines cubiques est un espace vectoriel de dimension n+1 dont une base est (©k)k=o,... n-

©

Preuve. Les ¢y sont C?([a,b]) et déterminées a I'aide de leurs restrictions ¢y|[;—1,2;] = p; & Paide de (1.60).
Toute combinaison linéaire de fonction C? est C?, et donc z € [a,b] — Y. yipi(z) est une fonction C.
Toute combinaison linéaire de polynéme de degré 3 est un polynéme de degré 3, et donc, sur tout intervalle

[2i—1, @], = Y5, yewr(x) est un polynome de degré 3.

Et > i ovrer(zi) = Y p_oUkdik = yi, et donc la fonction x — Y/, yrpr(z) est la fonction spline S
cherchée (existence et unicité) : celle qui prend la valeur y; au point ;. Donc (¢ )k=0,....», engendre I'espace des
splines cubiques. Et si >}’ yxpr = 0, alors en particulier .}'_ yrpr(z;) = 0, et donc y; = 0. Donc la famille
(¢k)k=0,....n est libre. Libre et génératrice : c’est une base. ==

Exercice 1.86 Déterminer le g du corollaire précédent.

Reéponse. Ici on cherche o donné par (1.60), pour ¢ = 1,....,n :

(z—zi)® yi'a | (@—mima)® yl
o ea(z) = = =
Lpol[])tflvxz]( ) (xi1—x1) 6 + (zi—wi_1) 6
Yisa yi
+ (== @imi—ai)) (2 —2i) + (=T (@imzia)) (2 —2i1).
La matrice A est donnée en li Et (notation de Newton) ¢o[zo,z1] = *"O(lil):fg(l“) = Ililzo Et wolz1,22] = 0 =
@olTi—1, ;] pour tout 2,...,n. Dol @o[zo,z1,T2] = WO[“’?Z]::’[?[%’M] = (z17z0)1(12710) et wo[zi—1, i, Tiy1] = 0 pour
y!
tout i = 2,...,n—1. Et donc, avec yi = 0 = y/., les coefficients 1, pour déterminer o sont solutions de A. =
Yn—1
.
(z1—z0)(w2—20)
6 : . N.B. : pour trouver tous les g/, on décompose par exemple A en L.L% (Choleski : coiit ~ 8n pour
0
une matrice tridiagonale symétrique). ==
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2 Intégration numérique

2.1 Introduction

On souhaite trouver une formule d’intégration, pour —oo < a < b < o0, de type :

b n
/ f(z) dz ~ somme finie = Z w; f (&), (2.1)
a =1

la ‘somme finie’ étant une ‘bonne’ approximation de I'intégrale. Les &; seront des points ou f est définie et les
w; (poids=weight en anglais) sont des réels.

Définition 2.1 La formule d’intégration numérique (2.1) ot w;, §; € R pour tout i = 1, ...,n est dite d’ordre m
si elle est exacte pour tout polyndéme de degré < m.

Dans le cas ou [a, b] est un “grand” intervalle, une idée simple est de découper [a,b] en n intervalles :

n
[a,b] = U[xi,l,xi] ou a=u=xy, b=z, e x;1<z;Vi=1, ..,n.
i=1

Ayant : \ . »
IRCES > / f(w) da),

on calcule alors chaque f;il f(x)dz alaide de 1)
Exemple. Lorsque f est continue, la formule approchée de Riemann est :

[ rwie= @),

o &; un point de [x;_1,z;], ce qui donne :

b n
/ f(a) dx ~ Z(fﬂz —xi-1)f(&)- (2.2)

Dans le cas usuel ot les intervalles sont de longueurs égales :

l‘i—xi,l:h:b_a, (23)

n

on obtient : , .
[ f@de=nY ).
a i=1

Et dans ce cas, 'approximation de 'intégrale par la somme finie introduit une erreur :

5=/ fa)de) - (13 £6)).
a i=1

Le probléme sera de connaitre la valeur de cette erreur, i.e. la “précision” de ’approximation faite en rempla-
cant fab f(z) dz par sa somme finie de Riemann. En particulier, si on divise les n intervalles par 2 pour avoir 2n
intervalles (de longueur %h) et qu’on applique la somme de Riemann sur ces 2n intervalles, est-ce que ’erreur
commise (a priori) est divisée par 2 (méthode en O(h)), par 4 = 22 (méthode en O(h?)), par 2* (méthode en
O(h*)), ou par autre chose. Ce calcul d’erreur sera fait a I’aide du développement limité de f dans le cas des
sommes de Riemann.

En particulier, on verra que si dans la somme de Riemann ci-dessus on prend pour &; le point milieu
& = ”“’1;”“ , alors lerreur sera en h?, et sinon 'erreur sera en h : la formule du point milieu est donc préférable,
et sera du méme ordre que la méthode des trapézes.

Le probléme suivant sera de voir s’il n’y a pas une méthode plus ‘rapide’ (en O(h*) avec k > 3) : on regardera
ici en particulier les méthodes de Simpson et de Gauss.

La méthode générale pour faire le calcul d’erreur est : 1- on regarde le cas d’une fonction f polynoéme de
degré n dont on connait l'intégrale et on calcule ’erreur E(f) commise ; 2- on prend une fonction f quelconque
et on se sert de son développement limité (ou d’un développement polynomial comme celui d’interpolation de
Newton) pour se ramener au cas 1- avec un “petit reste” en plus.

30



31 2.2. Méthodes de Riemann & droite et a gauche

2.2 Meéthodes de Riemann & droite et a gauche

Dans la suite on prend les intervalles de méme longueur h, cf. (2.3).
La somme de Riemann & gauche est I’approximation :

déf

/ml f(x) dx ~ G, = (xi—xi_l)f(xi_l) = hyi—h (24)

G, étant aire du rectangle de largeur z;—x; 1 = h et de hauteur y; ;. Ainsi ff f(z)de ~h Z?zl y;_1. Faire
un dessin.
La somme de Riemann & droite est "approximation :
deéf

D; étant laire du rectangle de largeur x;—x;,_1 = h et de hauteur y;. Ainsi ff f(z)dz ~ h >""_| y;. Faire un
dessin.

11 est immeédiat que dans le cas ou f est constante sur les morceaux [x;_1, ;] les formules et sont
exactes : 'erreur commise est nulle. Cette méthode est donc au moins d’ordre 0.

2.2.1 Cas d’un polynoéme de degré 1

On prend une fonction p; continue sur [a, b], polynémiale de degré 1 par morceaux, et on note p1 |z, _, ,z,] = pi
restriction & lintervalle [x;_1,x;]). Si on note y; = p1(x;) pour tout j, on a :
( Yj J J
r — I; T — Tj—1

Yi — Vi
S (gewie1) (= vie— Y.
Tj — Tj—1 Ti—1 — X4 T — Tj—1

%

pi(z) =yi1 +

(Polynome de Newton et, entre parenthéses, polynome de Lagrange.) Et l’aire sous le graphe de p; entre x;_;
et x; est aire du trapéze :

Ti T T
/ pl(x) dr = (xi_xi—l)yz 12 Yi :hyl 12 yz’ (26)

i—1

faire un dessin.
11 est immédiat que Derreur locale commise (locale=sur Uintervalle [z;_1,x;]) est donnée par, pour la somme
a gauche :

i i—1+ Y h
Eg, = / p1(x)de — G; = h% —hyi—1 = 3 (Yi—yi-1),
xT

i—1

et pour la somme & droite :
_ o Y1ty _h
Ep, = f() de—Di—h72 —hy —_g(yi_yi—1)~
Ti—1

Faire un dessin.
D’ou sur lintervalle [a, b], pour la somme de Riemann & gauche :

b n
h
Eg = /a pi(z)dz — ;Gi =5 (yn—20);
et pour la somme de Riemann & droite :
b n h
Ep = / pi(z)dz = Di =~ (¥n—1o).
a i=1

et lerreur commise pour approximer une fonction affine par morceaux & l’aide des sommes de Riemann & gauche
ou a droite est de ’ordre de h.
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32 2.3. Méthode du premier ordre des trapézes

2.2.2 Cas d’une fonction

Maintenant si f est une fonction quelconque C!, son développement limité au voisinage de z;_1 est donné
par, pour x €|xz;_1, ;[ :

fl@) = f(zio) + (z — zi1) f' (&) (2.7)

pour un &, €]z;_1, [ (théoréme des accroissements finis). Et donc I’erreur commise par la méthode de Riemann
a gauche sur lintervalle Jz; 1, x;[ de longueur h = x;—x;_1 est :

002 - (565)

=/
:( f:v2 D)+ (@ —zio1) f' (&) dm / flzia dx)

/L | 1<x i )€ d

D’ou :

T4 h2
Bal < _max [ [ (o-ain)del = _max |F(©)

Elri_1,xi 2 ce[mior,mi]

b—a

Et on trouve finalement, pour la somme de Riemann & gauche, sachant n = >34 :

2

2 ¢

x 1£/(9)] = (b-a) max |6 = 0(h).

i=1

Meéme raisonnement et résultat pour la somme de Riemann & droite o on fait le développement limité en x;.

Ces méthodes (somme de Riemann & gauche et somme de Riemann & droite) sont donc des méthodes
d’approximation du premier ordre (erreur en O(h)) : si au lieu de prendre n intervalles on en prend 2n, la taille
d’un intervalle est alors % et erreur est divisée par 2 (de maniére asymptotique, i.e. pour h suffisamment petit,
la notation O(h) signifiant : de l'ordre de h lorsque h tend vers 0).

Exercice 2.2 Intégrer sin sur [0, 7] a aide de Riemann & droite et & gauche sur 2 sous-intervalles puis sur 4
sous-intervalles. un

2.3 Meéthode du premier ordre des trapézes

L’approximation par la méthode des trapézes est I’approximation :

/ f@)de ~T, L ‘_xi_l)f(xi—l);' flzi) h yi—12+ Yi. (2.8)
Les calculs précédents ont montré que pour les polynémes de degré 1 on a Ep, = —Eg, : la méthode des

trapézes annule donc ’erreur commise pour les polynomes de degré 1, puisque 'erreur est Er, = Eq, + Ep,
dans ce cas. Autrement dit, la méthode des trapézes compense les erreurs dans ce cas : ¢’est une méthode exacte
pour les polynomes de degré 1.

Sur [a, b] on obtient :

Yi— 1+y7. Yo Yn
)d ~§ h 2 = p(=
/f x 2 5 (2+y1+ +yn1+2)

2.3.1 Cas d’un polynome de degré 2

Soit f t.q. fi{z,_,,2:] = P2 est un polynome de degré 2 sur I'intervalle [x;_1, ;] : on commence par écrire que
p2 = p1+ ‘reste’ ol p; est la fonction affine du trapéze :

Yi—Yi—1

5 (x—xi—1), V€ lxi—1,3]

pi(z) =yi-1 +
Et tout polynome py de degré 2 qui passe par les points (x;,-1,y;—1) et (z;,y;) est de la forme :

Vo € [zi—1, 2], pa(x) = pi(2) + d(z—mi-1)(v—22),
cf. polynéme de Newton, puisque (pa — p1) est de degré 2 et s’annule en z;_1 et x; qui sont donc racines de

(pz —p1)-
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2.3.
Et § est donné par :

Meéthode du premier ordre des trapézes

py(x) =0+20, Vz € [ri1,i]
(ph est constante, ps étant quadratique.) On vient donc d’écrire que :

p2() = pa(e) + 2 (o) o),

(2.9)
= (polyndme p; de degré 1 trapéze) + (mondme de degré 2 qui s’annule aux extrémités). Et

x; ZTq p// ZTq
/ pa(x) dx = / p1(x)dx + 2
Ti—1 Ti—1

(x —mi—1)(x — z;) dex
Ti—1
d’ot on déduit que (la formule du trapéze étant exacte pour les py)

/l ’ po(x)de —T;
Tj—1

T; p// T
/ pi(z)de —T; + 2
i— Tj—1

5 (x—xi—1)(z—2;) dzx
— Ti—1
/" T4 h3
= % (x—xi_1)(x—2;) dr = —pl)

(2.10)
_p2 Tar
wia 12

puisque f;(x—a)(x—b) dr = (b—a)? fol y(y—1)dy = —(b—a)®+ aprés avoir posé y = =2,
D’ou finalement, pour une fonction p, par morceaux, sachant que n =

b*Tll .
b n h2
[ e = 32T < -y e, o) = 00,
ot z;_1 est le point milieu Tioldei
P

(on rappelle que p} est constant sur les intervalles [z;_1, x;], et que prendre
) est simplement pratique).

2.3.2 Cas d’une fonction

Dans le cas de la formule de Riemann & gauche, on avait approché f par une fonction de la forme :

f(@) = po(z) + f'(§(@))(@—wi-1) = yi1 + f(§(2)) (2—2i-1),
voir (2.7) (formule des accroissements finis). Ici, on va approcher f par :

1
T i—Yi—

f@) 2m@) + D oa w0 p@) =y S ), (20
a comparer avec (2.9), pour un £(z) = £, bien choisi dans [x;_1,x;] : c’est une formule généralisée des accrois-

sements finis, cf. (1.32), démontrée au théoréme [1.48
On en déduit que (la formule du trapéze étant exacte pour les p;)

Zq T4 T4 1"
[ swae-ri=1 [ p@ar-nis [T 2
Ti—1 Ti—1

| T( — 1) (x — x;) dz]
e [ 116

D e aga <3 s 11766
D’ou finalement, sachant que n = b’T‘l :
|/bf($) dx — iT‘l < (b—a) max |f"(£) L o(h?)
" Pt e cefarb] 12 '
Et la formule des trapézes est d’ordre 2.

Exercice 2.3 Intégrer sin sur [0, 7] & 'aide de la méthode des trapézes sur 2 sous-intervalles puis sur 4 sous-
intervalles.
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34 2.4. Méthode du premier ordre du point milieu

2.4 Méthode du premier ordre du point milieu

L’approximation par la méthode du point milieu est I’approximation :

| f@yde= 0 @) f ) = by, (2.12)
Ti—1
(méthode de Riemann pour le point milieu) ol on a noté :
Ti—1 + X4
Ty = = (2.13)

le point milieu et y; 1 = flz,_

i %). On vérifie immédiatement qu’on a égalité pour les polynémes de degré 1.
La formule du point milieu sur tout [a, b] est donc :

b
/ f(m)dxzh(y%+...+yn,%).

Ici, au point (x,_ 1 1 fz,_ )) on disposera implicitement de deux informations : la hauteur y,_ 1et la pente

=z, ) A comparer avec la méthode du trapéze précédente ot on avait 2 points, chacun ne contenant qu’une
1nformat10n de hauteur, soit également deux informations au total.

L’avantage d’avoir les informations de position et de pente en un seul point est qu’on peut utiliser la technique
des développements limités. L’analyse va étre simple.

2.4.1 Cas d’un polynome de degré 2

Tl est immédiat que cette formule est exacte pour les f affines, faire un dessin (ou faire le calcul).
Regardons le cas f = py polyndme de degré 2 : on commence par considérer le polyndéme de degré 1 qui
passe par le point (z;_1, f(z;_1)) et de pente f’(x;_1) en ce point :

(@)= flz; 1)+ (z— fﬂif%)f/(%‘f%)a Vo € [zi-1, 2],

puis on développe f = py au voisinage de z,_ 1

1
)+ (@ = 2o Ph(y) + 50— )

)

1
2

= (o) + (0~ wiy) P ).

Et on en déduit donc que (la formule du point milieu étant exacte pour py) :

x; 1 . s
/961'1 f(x) de — M; =0+ §p/2/($17%)/1 ((E — ‘Tz;%)g dr = pg(xzf%)ﬂ

1—1

D’ou finalement, sachant que n = ”_Ta :

e w—iﬁﬂ<bwmmﬁﬂﬁw O?).

2.4.2 Cas d’une fonction

Maintenant, pour f quelconque C2, il suffit de considérer son développement limité autour de x; 1 :
2

rT—T;_1 2
Fla) o Flogy) + (o — ) eg) + ) ey (2.14)

2
pour un &, € [z;_1,x], voir exercice suivant. On procéde alors comme pour les sommes de Riemann et on

obtient : la formule du point milieu est d’ordre 2.

Exercice 2.4 Démontrer (2.14).

Réponse. On dispose du développement de Taylor avec reste intégral :
b b
6 =@+ o-af @+ [ f@e-nd  (=f@+ [ Fea,

puisque f; 1f/(t)dt = — f (t=b) £ (t) dt + [(t—b) f'(t)]% (intégration par parties aprés avoir posé u’ = 1 et v = f’ et avoir
choisi u = t—b). Puis, avec b > a (meme démarche avec b < a), pour ¢ € [a,b] on a b—t > 0, et donc :

Q?ﬂi‘}b] F (1) / b(b—t) dt < / ’ £ () (b—t) dt < (Jé‘[;“?é] 1) / b(b—t) dt.

Puis, f étant supposé continu, on dispose du théoréme des Valeurs intermédiaires, et donc il existe £ € [a, b] tel que
2
F) [P b=ty dt = [P f7(£)(b—t) dt. Bt avec ["(b—t)dt = [~02]% = L= on obtient (2.14). o
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35 2.5. Méthode du troisiéme ordre : Simpson

Exercice 2.5 Intégrer sin sur [0, 7] & laide de la méthode du point milieu sur 2 sous-intervalles puis sur 4
sous-intervalles. in
2.5 Meéthode du troisiéme ordre : Simpson

La formule du trapéze donnait une erreur locale de 'ordre de —}1‘—; alors que la formule du point milieu

donnait une erreur locale de 'ordre de —|—}2‘—Z. L’idée naturelle est donc de proposer 'annulation de ces erreurs a
I’aide de la formule d’intégration :

’ - N T; + 2M; f(xi)+4f(xi7%)+f(xi71)
/af(x)darziz_;&- ou S;= 3 =h i ’

barycentre de T; et M; avec coefficients barycentriques % et % C’est, Iidée de Simpson. Et donc :

/abf(x)dx o~

C’est la formule de Simpson. On vérifie immédiatement, & ’aide des deux paragraphes précédents, que cette
formule est exacte pour toute fonction f = ps polyndéme de degré 2.

=l

(Yo +4y1 + 291 +4ys + 2y2 + - + 4y, 1 + Yn)-

2.5.1 Cas d’un polynoéme de degré 3

Regardons ce qui se passe pour les f fonctions polynomes de degré 3 : les formules du trapéze et du point
milieu se servent de 4 valeurs, & savoir f(z;—1), f(2;), f(2;_1), f/(xz;%)- Un polynoéme est donné par :

i—3
p3(x) = pa(x) +ma(x) ou my(x) = d3(r —zi1)(z —2;_1)(z — ;)
ol py est 'unique polynome de degré 2 qui passe par les points (2i—1, ps(zi-1)), (z;_1,ps(x;_1)) et (x4, ps(x:)),

et ot on a forcément d3 = 2. Et ayant d’une part :

[Vl

h m3(z) dr = : (@ —@i1) (2 =z y) (2 —2i) do = (Z+E)Z(Z_
[ miore- [ b

i— i—

(I'intégrant en z est impaire), et d’autre part avec la formule de Simpson :

hmg(l'z) -+ 4m3(.’[1_%) -+ mg(l'i_l)
6 - b
(les x;, ;1 et ;1 sont racines de mg3) on en déduit que la formule de Simpson est également exacte pour

tout polynome ps (de degré 3).

2.5.2 Cas d’un polynome de degré 4
Regardons ce qui se passe pour les polynomes p, de degré 4 : on I’écrit comme :
pa(z) = p3(2) + 8(z — zim1)(z — ;1) (2 — 25)
ol p3 est le polyndme d’interpolation (de Hermite) de degré 3 défini par :

p3(zi-1) = f(zic1), ps(@) = f(z), ps(zi_y) = flziy), pPh(zis) = f'(z;e

2

voir paragraphe [1.6.3] et ou donc § = B4
D’ou, la formule de Simpson (exacte pour le polynomes de degré 3) :

Ti pa(@i) + 4pa(w;_1) + pa(zi—
EZ-:/ pala) da — pP AL 62) i)

i—1

_ 1 /111 i ) 2 . B h5 .
=g @ome)(@ ey ) e e de = —ogeep

i—1

Et donc :

4
E = —(b—a);gmp”” = O(h").
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36 2.6. * Méthode d’intégration de Gauss

2.5.3 Cas d’une fonction

On écrit, a x fixé :
[ (&)
24

f(x) = ps(z) + (@ — @) (@ — 2 1)* (2 — ) (2.15)

K3

ou &, dépend de zx.

Et on peut montrer (calcul un peu long) que le résultat est conservé pour les fonctions C* : la formule de
Simpson est d’ordre 4.

C’est une des formules les plus utilisées pour calculer des intégrales.

Exercice 2.6 Intégrer sin sur [0, 7] a 'aide de la méthode de Simpson sur 2 sous-intervalles puis sur 4 sous-

intervalles. e

Exercice 2.7 Intégrer e” sur [0,1] & Paide de la méthode de Simpson sur 2 sous-intervalles puis sur 4 sous-
intervalles. nn

2.6 * Méthode d’intégration de Gauss

Cette méthode est également appelée méthode d’intégration de Gauss—Legendre.

Le but est le calcul de ffil f(x)dx ou f est une fonction intégrable. Quitte a faire un changement de
variables, on se rameéne a f_ll f(x) dz. Gauss propose alors la formule de la forme :

m

[ @)=Y fg)un (2.16)

ou les & € [—1,1] sont m points bien choisis, et les w; > 0 sont les poids=“weights” correspondants, de telle
sorte que la formule soit exacte pour les polynomes de degré < 2m — 1. (Exemple : avec 4 points on intégre de
maniére exacte tout polynome de degré < 7.)

Exemple 2.8 Pour la méthode des trapézes, & = —1, & = 1, w; = we = 1. Mais ce choix conduit & ’exactitude
de la formule (2.16) uniquement pour les polynomes de degré 1. Alors que Gauss montre qu’on peut intégrer
de maniére exacte les polynomes de degré 3 a ’aide de (2.16]) quand on choisit de maniére judicieuse &1, &3, wy
et wa. un

Proposition 2.9 Soit un entier m > 1. Soit P,, le polynome de Legendre de degré m, cf. (1.50). On note
(&)i=1,...,m Ses racines et c la constante de normalisation :

Pa@)=c [[ @-¢). (2.17)

On note (Ly)k=1,...m les m polynomes de Lagrange (de degré m—1) associés aux m racines (§;)i=1,...m :

i)

Li(z) = =H ) ((; _551)) (2.18)

On pose, pouri=1,....m :
1
wj :/ Li(x) dx. (2.19)
Alors la formule est exacte pour tout f = p, polynéme de degré n < 2m—1.

Preuve. 1- Analyse.
11- Les points &;. Si la formule (2.16]) est exacte pour tout polynome de degré 2m—1, elle l’est en particulier
m

pour tout polynome de la forme f(x) = g¢n_1(x) H(x—fj) ol ¢m—1 est un polynome quelconque de degré m—1.
j=1

Et donc, on a ’égalité dans (2.16) :

1 m m m
[ an@ [T - 6o =Y wi ans(6) L6 - &) =0
i=1

-1 j=1 i= j=1
—_———
=0

Donc :
m

(I~ &) am-1)2==0

j=1

pour tout polynome de degré m—1, i.e. H;n:l(:c —¢;) est orthogonal & tout polynome de degré m—1 pour le
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37 2.6. * Méthode d’intégration de Gauss

produit scalaire L?, et donc H;.":l(x—fj) est proportionnel au polynéme de Legendre P, de degré m, cf. :
les &; sont nécessairement les racines de F,.

12- Les poids w;. Si la formule est exacte pour tout polyndme de degré 2m—1, elle ’est pour les
polynomes Ly donnés en (de degré m—1). Comme Ly(&;) =1 et Li(§;) = 0 pour tout j # k, on a :

1 m m
/ Li(x)de = Li(&)w; = Y dkjw; = wy,
=1 =1

-1

i.e. les poids wy pour 1 < k < m sont donnés par (2.19).

2- Synthése. Notons ; et w; les points et poids trouvés ci-dessus, et vérifions que est exacte pour tout
polynéme de degré 2m—1.

21- Montrons que la formule est exacte pour les polynomes de degré < m—1. Comme P,,_1 =
Vect{l,z,....a™ 1} = Vect{L1,..., L}, si ¢n_1 est un polynome de degré < m—1, alors ¢,,_1 est combi-
naison linéaire de Ly, et comme Ly (&) = 0k; on a gp—1(z) = Yoy qm (&) Li(z) (voir polynomes de Lagrange).

Et donc : . . ) .
/ Gm-1(x)dz = gm-1(%) / ) Li(x)de =Y gm-1(&)wi,
i=1 i=1

1 — —

et donc la formule est exacte pour tout polynome de degré < m—1.

22- Montrons que la formule est exacte pour les polynémes de degré < 2m—1.

Soit ¢2;m—1 un polynome de degré < 2m—1. La division euclidienne (cf. ) de gom—1 par ]2 (z — &)
(polynome de degré m) donne :

Gm-1(2) = gm-1(z) | |(x = &) +rm-1(2), (2.20)

=

=1

ol ¢m—1 et Tm—1 tous deux de degré < m—1. D’ou :

m

/_l(pm-l(x) dz = (gm—1, [ [ (2 = &)1 +/_1rm_1(x) dz =0+ rm-1(&)w;.

Jj=1 J=1
Et donne go,,—1(&) = rm-1(&). Et est exacte pour ¢oy,_1. =n
Exemple 2.10 On vérifiera (voir [I] pour les valeurs suivantes avec 15 chiffres apres la virgule) :
+&; w;
m=1 0.0 2.0
m=2 | 0.57735 02691 89626 | 1.00000 00000 00000
m=3 0.0 (0.88888 88888 88889

0.77459 66692 41483 | 0.55555 55555 55556
m—4 | 0.33998 10435 84856 | 0.65214 51548 62546
0.86113 63115 94053 | 0.34785 48451 37454

la ligne m = 4 permettant d’intégrer de maniére exacte tout polynéme de degré 2m—1 = 7. ==

Remarque 2.11 Pour calculer f: g(z) dx par la méthode de Gauss, on commence par faire le changement de
variable y = 22==t_d’oti avec z = 3((b—a)y + a+1b) :

/: g(fv)dx—/y1 9((ba)yﬂwb)b2ady—/y1 f(y)dy,

=a =—1 2 =—1
et on applique la formule (2.16) & la fonction f:y — f(y) = b%g(%) L

Remarque 2.12 Si lintervalle [a,b] est “grand”, on partitionne 'intervalle, et on calcule f; f(x)dz comme
=N [, f(x)dx). Par changement de variable, on calcule chaque [ f(x)dx en se ramenant au calcul &

1 )
fy:_l. Et donc, avec h = x;—x;_1 supposé constant :

b Noobooh h hoL & h
/a f(x)dm:;/l f(§y+$i7%)§dy’:§zzwj F&5+aioy),

i=1 j=1

ol on a noté x; 1 = x’%‘”’ le milieu de z;_; et de z;. 5
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38 2.7. * Noyau de Péano

Remarque 2.13 Rappel. Toute fonction f s’écrit comme la somme d’une fonction paire f, et d’une fonction

impaire f; :
1)+ f(~) f@) = f(=2)

F@) = f@) + filw) on fyle) = BEELZE ) = B

Et donc : ) ) ) )
[lf(x)dx:/71fp(x)dx+/71fi(:c)dz:2/0 fplx)dz +0.

Exercice 2.14 Proposer des calculs simples pour déterminer les points de poids de Gauss permettant d’intégrer
de maniére exacte les polynomes de degré < 5.

Réponse. Commencons par la remarque suivante : si f est impaire (i.e. f(z) = —f(—=z) pour tout z), alors fil f(x)dx =
0. Et donc, si la formule est vraie pour tout polynoéme de degré 2k est l’est pour tout polynéme de degré 2k+1
(ajout d’un mondéme impaire cx> 1)

Et pour une fonction paire on a fjl fo(z)dz =2 fol fp(z)dz. 11 est alors naturel d’essayer de prendre les points &;
symétriques par rapport & 0 avec des poids identiques aux points symétriques :

pouri=1,....m : Emt1—i = =&, Wmnt1—i = Wi.

On aura alors :

L Z(pn(fz) + pn(—&))wsi, sim est pair,
/ pn(z)dz = =t s
Pr(0)wo + Z (pn (&) + pn(—&))w;, sim est impair,

i=1

Pour n = 0 (et = 1), on veut intégrer de maniére exacte les polynomes de degré 0, i.e. de la forme po : © — po(z) = ao.
On prend alors un seul point &1, ce qui impose par symétrie £ = 0, et un seul poids w1, et on veut que fil po(z) dz = apws
avec fil po(z) dw = fil ao dr = 2ao. Dot w1 = 2. Sachant que fil zdr = 0, avec le point x1 = 0 et le poids w; = 2, la
formule (2.16]) est exacte pour tout polynéme de degré n < 1.

Pour n = 2 (et = 3), on veut intégrer de maniére exacte les polynémes de degré 2 de la forme ps : © — pa(z) =
ao + azz?. On prend alors deux points &; et &, et par symétrie on impose & = —&» et wy = ws, soit 2 équations. Et on
veut que soit exacte pour tout polynéme de degré < 2 donc pour les polynémes z — 1 (ce qui donne une 3-iéme
équation) et z — 2 (ce qui donne une 4-iéme équation) : avec fil 1dx = 2 et avec fil 2® dz = 2 on obtient wy +wy = 2
et wy + Ewy = %, d'ott w1 = w2 =1let & = —& = \/g Et & — 2 étant impaire, la formule est exacte pour tout
polynéme de degré n < 3.

Pour n = 4 (et = 5), on obtient & = —&3, & = 0, w1 = w3, w1 + w2 + w3z = 2, wlff +w2§§ +w3§§ = % et
w1} + was + was = % (= f_ll z*dx). On a 6 équations et 6 inconnues, systéme (non linéaire) qu’on peut résoudre, et

qui donne l'existence et 'unicité.

Pour n quelconque, la résolution du systéme non linéaire obtenu n’est pas simple. .

2.7 * Noyau de Péano
2.7.1 Rappel : développement de Taylor avec reste intégral
Pour g : R — R, on note g = sup(0, g) la partie positive de g :

9(y) sig(y) =0,
= S 07 = 2.21
9+(y) = sup(0, g(y)) { 0 sig(y) <0. (2:21)
En particulier, a ¢ fixé :
c—y siy <c,
Yy — (C - y)+ = { 0 si } = (C - y)l]—oo,c] (y)7 (222)
siy > c,

faire un dessin. De méme :

z—c siz>ec,

0 siz<egc,

z—=(z—c)t = { } = (2 — )1, 00(2)s (2.23)

Et on notera, pour n € N :

-y - e G- (- (2.24)
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Proposition 2.15 (Formule de Taylor avec reste intégrale). Soit o € R et f € C"TY(R). Le développement
limité de f au voisinage de « est donné par :

0= E L p@ [ @, (2.25)

" (- ) B
I O N A OL 2 (2.26)

n!
k=0

Preuve. Connu (demonstration directe par récurrence) :
flz) = +f f'(¢t) dt, puis, par intégration par parties,

Jo 1 f’ fa(—l)-( F1(#) dt = [T’ (t).0(t) dt = [u(t)v()]5 — [ u(t).v'(t) dt, ot on a posé u/(t) = —1

et v(t) = —f’(t), d’on v'(t) = f”( ) et on prend u(t) = z—t (ici = est ﬁxe)

Dou [T1.f/(t)dt = [(z—t)(—f +f z—t).f"(t) dt = (z—a) f' () + [ (z—t).f"(t) dt

Puis de méme [ (z—t).f"(t)dt = %f” )+ [ %.f”’( )dt. Puis récurrence.

Puis [ g(t)dt = ffg(t)l],ooym](t) dt quand 8 > x > a, et g(t) = (z — t)"f*"(t) donne (v —
" )] oo 0 (8) = (& — )L TH(2). L

2.7.2 Calcul de l’erreur avec le noyau de Péano

On pose, pour —oo < a < b < 0o, quand [ est intégrable sur [a, ] :

b
:/ f(x)de, (2:27)

et on note, pour des x; € R et des \; € R, lorsque la fonction f est définie en tous les x; supposés deux a deux
distincts :

£ => Mef(aw), (2.28)
k=0

la valeur approchée par une formule d’intégration numérique (donc I(f) ~ I,,(f))-
On note E(f) Perreur commise :

E(f)=1(f) = In(f) (2.29)
La fonction E : "1 — R est trivialement linéaire puisque I et I, le sont. Et si E(q) = 0 pour tout polynome q

de degré < n, posant g(x ftax—t )Lt dt, avecoua—a B =0, q(x) = koza) F(a),
on a:

1 1
B(f) = Blan) + 1 Blg) = 0+ - (I(g) ~ In(g)). (230
Définition 2.16 Le noyau de Péano est la fonction :
K,(t)=E(x— (z—-1)7), (2.31)
i.e. c’est la fonction erreur commise E(f) pour f(z) = (v —t)7, i.e. :
b n
K, (t) = / (x =)} de =Y Aplwr — )] (2.32)
r=a k=0
(Attention aux notations des variables.) Soit encore :
b n
Ko(t) = / (@ — )" de — Y Alar — )7 (2.33)
o=t k=0

Proposition 2.17 Supposant E(q) = 0 pour tout polynéme q de degré < n (la formule d’intégration numé-
rique (2.28) est supposée exacte pour les polynémes de degré < n), pour f € C"*1([a,b]) on a :

b
B =

n! Ji—q

K, ()" (t) dt (2.34)
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Preuve. On intégre (2.26]) : avec :
b b n b
wEN = [ ([ @t - [ @ onrind
rx=a Jt=a k=0

t=a

b b n b
= [ o[ @oorde-Y wem-or)a= [ Kori@ae
t=a r=a k=0 t=a
On a pu appliquer le théoréme de Fubini car les fonctions sont toutes continues sur [a, b]. .

On en déduit immeédiatement 1’ordre des méthodes d’intégrations numériques de type (2.28) :

Corollaire 2.18

f | K (1) dt (n+1)

t)|. 2.35

[E( S e [ ) (2.35)

Exemple 2.19 Sur [a,b] = [0,1], et la formule pour Riemann & gauche, calculer le noyau de Péano et
f | K, (t)| dt.

Réponse. Ici dans onan=0, xo =0, Ao =1, et In(f) = f(0). Avec ona Ko(t) = f dz — 0 pour t € [0, 1],

soit Ko( ) =1—-t. D ol fO |K0 |dt n

Exemple 2.20 Sur [a,b] = [0, 1], et la formule pour Riemann & droite, calculer le noyau de Péano et

J2 K (1)) dt.

Réponse. Ici dans onan=0,xz0 =1, Ao = 1, et Io(f) = f(1). Avec Il on a Ko(t) = ftl dx — Ao pour
tE[O,lLsoitKo()—l—t—l——t DoufO |Ko(t)| dt = un

Exemple 2.21 Sur [a,b] = [0,1], et la formule du trapéze, calculer le noyau de Péano et fb | K, (t)| dt.

Réponse.IciIl(f):M:nzl,x():() z1 =1, =X =3 1 AveconaK1 ft xft)d:vff(xof
)y =t —t)y = 3500 L1 — ) = S (—¢) pour t € [0, 1], Douf0|K1 Jdt =1 [Jt(1-t)dt=1(-1)= 1. du

Exemple 2.22 Sur [a,b] = [0,1], et la formule du point milieu, calculer le noyau de Péano et f: | K, (8)] dt.

Réponse. Ici dans (2.28) on an =0, zo = 3, Ao = 1, et Io(f) = f(3). La méthode du point milieu est exacte pour les

2
polynémes d’ordre 1. Avec li ona Ki(t) = j;l(x —t)dx — Xo(3 — 1, ]( ), soit K1 (t) = M -(3- )1y, ](t)

pour ¢ € [0, 1]. Soit Ki(t) = (1_;)2 -(3-t= % pour t € [0, 1] et Ki(t) = (1 t) pour ¢ € [1,1]. D’out fo |Kq1(t)|dt =
JGP -9 =223 = & -

6\2 24

2.8 Exercices
Exercice 2.23 Soit f € C'([0,1]). On veut estimer I(f fo x)dz. On pose :

J(f) = wof(0) +w1f’(0) + w2 f(€), (2.36)

ou ¢ €]0,1] et les w; € R.
1- Déterminer £ et les w; pour que J(f) = I(f) pour tout polynéome de degré < 3.
2- Soit E(f) = I(f) — J(f). Calculer E(z — x*) et en déduire 1’ordre de la méthode.
3- Déterminer le noyau de Péano. ==

Exercice 2.24 On reprend les polynémes (¢;);=1 ... 4 donnés en li On veut estimer I(f fo z)dz. On

pose pour f € C*([0,1]) :

,,,,,

J(f) = wi f(0) + w2 f'(0) + ws f(1) + wa f'(1). (2.37)
1- Déterminer les w; pour que J soit exacte pour tout polyndome de degré < 3 (on montrera que w; =

fo 901 dx)
2- Pour f € C*', montrer que J(f) = J(ps) oi ps est le polynéme (d’interpolation) de degré < 3 vérifiant

pr(0) = £(0), p(0) = f(0), pr(1) = f(1), P (1) = f'(1). L
Exercice 2.25 Soit f € C3([—1,1];R). Soit :

10) = [ fa)da, J(0) = 30D+ 470 + D). (239)

1- Montrer que J(p) = I(p) pour tout polyndome p de degré < 2.
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41 2.8. Ezxercices

2- Soit P le polynéme d’interpolation de Lagrange de f aux point —1,0, 1. Donner les polynémes de Lagrange

de base et I'expression de P dans cette base.
- P
3- Soit x €] — 1,1] et soit g,(t) = f(t) — P(t) — Mt(t2 —1). Montrer qu’il existe £ €] — 1, 1] t.q.
x(x? —

g"""(¢€) = 0. (On montrera que g s’annule en 4 points.)
4- En déduire une majoration de ||f — P||« en fonction de ||| f"|||c0, puis une majoration de |I(f) — J(f)|. an

Exercice 2.26 1- Donner les trois polynémes Py, P, P3 de degré 2 t.q. :

Pi(a) =1 Py(a) =0 Ps(a) =0
P/(a)=0 Pj(a) =1 Pi(a) =0
Pi(b) =0 Py(b) = 0 Py(b) =1

et montrer qu’il forment une base de P,. (Voir ((1.22).)
2- Soit f € C3([a,b];R). Montrer qu’il existe un unique polynéme P € Py t.q. :

et 'exprimer sur la base (Py, P, P3).

3- Calculer J = fab P(z)dx.

4- Soit g(t) = f(t) = P(t) — 25055 (t — a)(t — b). Montrer quil existe & €] — 1,1[ t.q. g”/(€) = 0, et en
déduire une majoration de ||f — P||co-

5- Soit I = f; f(z) dz. Donner une estimation de l'erreur |I — J|. ua
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3 Résolution numérique des équations différentielles

3.1 L’équation différentielle considérée

Soit E un espace de Banach (dans la suite on prendra E = R", et souvent F = R).

(t,z) — f(t,z)

AL >0, V(t,x1,12) € [to, T] x B, ||f(t,21) = f(t,22)|lp < Ll|z1 — 22|

. RxE — F . o . )
Soit f : une fonction qu’on suppose lipschitzienne uniformément en ¢ :

[lf(tz)=f(tz2)||E
[lz1—z2||E
Et on cherche une fonction u : [tg, T] — E qui vérifie I’équation implicite

du
= (O =f(t,u(®), Ve fto,T],

u(tp) =up (condition initiale),

(Les pentes moyennes sont uniformément bornées une constante L.)

= E.D.O. = Equation Différentielle Ordinaire. (3.1)

Le théoréme de Cauchy—Lipschitz donne lexistence et I'unicité d’une solution u € C*([to, T); E).

Remarque 3.1 L’équation différentielle (3.1)) est souvent notée :

dx

— = f(t,x), x(ty) = xo.

= H(t.a). alto) = o
Attention a cette notation : ici « est une fonction ¢ — x(t), et c’est bien %2 (¢) = f(t,z(t)) qu'il faut lire. Pour
éviter toute confusion, on appellera u (et non z) la fonction inconnue cherchée. ==

On ne peut pas espérer, en général, trouver une expression simple de la solution u de (3.1). On va donc en
chercher une solution approchée.

3.2 Meéthodes a un pas
3.2.1 Notations

On va chercher une solution approchée 4 de u qui vérifie une équation approchée :

du S - -
—(t) ~ f(t,u(¢)), a(to) =~ o,
dt
ol f , lip approchent f et ug (on n’oubliera pas par exemple les erreurs d’arrondi).

Soit n € N*. On partitionne [ty,T] en Uk:L,,‘,n[tk—l’tk]v avec tp_1 <ty et t, =T, et on note hy =t —tp_1
le k-éme pas de temps. Et on notera uy := @(tx). Et pour des temps intermédiaires moitiés par exemple, on
notera :

By = S o T e Gy =t y).

Remarque 3.2 Exemple d’'un maillage uniforme : intervalles de temps de méme longueur, i.e. hy = h = %
et tk = to + kh.

Dans les codes industriels, pour lesquels les temps de calcul doivent étre le plus faible possible, on ne prend
pas h constant. Prendre h constant permet d’alléger les notations (et de faire les calculs d’erreurs). On renvoie
a Crouzeix et Mignot [3] (par exemple) pour le choix optimal des pas de temps. o

3.2.2 Meéthode d’Euler (explicite)

L’idée d’Euler est la suivante : a Uinstant initial ¢ = ¢y on connait la position ug = u(tp), donc on connait
f(to,up), donc on connait u'(tg) = f(tg,uo) la pente en ty. Et connaissant la position et la pente au temps t,
on évalue les valeurs suivantes u(t) (pour ¢ > tg) a ’aide du développement limité au premier ordre

u(to+h) = u(to) + hu'(to) +o(h) = ulto) + hf(to, x0) +o(h) (3-2)
—_——
partie affine partie affine

en gardant la partie affine de u; i.e., on pose
ty =to+hy et ’l](t1> = ’l](to) + hl,]c(to/llo)7 noté wu; = ug + hlf(to, ’ﬁo). (3.3)

C’est la premiére étape de la méthode d’Euler explicite (ou méthode d’Euler progressive). (Dans la pratique
U(tp) vaut u(tg) aux erreurs d’arrondi ou de mesure prés.)
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43 3.2. Méthodes a un pas

Puis & partir de la position estimée @(t1), on calcule la pente estimée f(t1,a(t1)), on pose
tQ = t1+h2 et ﬂ(tg) = ﬂ(tl) + h2 f(tl, ﬂ(tl)), noté ’Z~J,2 = ﬂl + th(tl, ’l~1,1) (34)
Et on poursuit le processus, ce qui permet de calculer @(¢x41) en fonction de u(ty) :

thr1 = tethietr et g1 = g + hgr f(tr, Gr). (3.5)

D’ou l'algorithme élémentaire de calcul de la solution % approchée, donné ici pour un pas de temps h = hy,
constant :

1. Initialisation : on se donne la fonction f : R?2 — R, le temps initial ¢y, le temps final T, la condition
initiale (approchée) g.

T—to (
n

2. On se donne n € N* et le pas temps h = ici maillage temporel uniforme).

3. Boucle pour k=0 an—1:

pg = f(tk, Ux) (pente & gauche approchée dans [tx, tx4+1]),
Up41 = U + hpy (valeur approchée a t1), (3.6)
ty+1 =tr +h (temps suivant).

On a ainsi calculé des valeurs ponctuelles 4 de o aux points ¢, et la solution approchée @ a pour graphe la
fonction affine par morceaux qui passe par les points (¢, @) pour 0 < k < n.
Méthode trés facile & mettre en ceuvre et qu’on utilise en premiére approche, au moins pour déboguer.

Remarque 3.3 Malheureusement, cet algorithme trés simple n’est pas toujours “performant” : 1- pour avoir
une bonne approximation de w, on doit parfois choisir h trés petit, ou si on préfére n trés grand, et le calcul
peut étre cotiteux, et 2- cette méthode n’est pas inconditionnellement A-stable, voir paragraphe [3.5.1]: si h n’est
pas suffisamment petit, on peut obtenir une solution absurde.

Ces problémes de précision et de stabilité (ou d’instabilité) sont traités dans la suite. un

Autre présentation. On approxime la pente u'(tg) = %(to) dans Pintervalle [tg, to+h] pour A > 0 :

) = foulte) = T “Coth) —ulio)

dt hoam " (pente & gauche dans [to, to+h]), (3.7)

donc f(to,u(tp)) ~ M, et, connaissant 4(tp) (une approximation de u(ty) imposée comme condition
initiale) on définit @(tp+h) par
a(to+h) — a(to)

J(tos fto)) = 2

. (3.8)
On a retrouvé (3.3).

Remarque 3.4 La méthode d’Euler explicite découle également immeédiatement de la méthode d’intégration
de Riemann a gauche :

u(ty) — ulty) = / () dt~ / (o) dE = o (o) (t1 — to) = Flto, ulto)) (b1 — to) "2 a(ty) — di(to).

to to

Et on retrouve (3.8) et (3.3). (On dit que “résoudre une E.D.O.” c’est “intégrer 'E.D.O.”.) in

Exercice 3.5 Soit f : R?> — R donnée par f(x,y) = x. Donner la solution exacte de (3.1) (ici on sait la
calculer). Résoudre de maniére approchée (3.1)) a aide du schéma d’Euler explicite. Comparer les solutions & 7.
Notations imposées : n € N*, h = % (le pas de temps), tx = to+ kh et @y les valeurs approchées de u(ty).

Réponse. Ici u : [to, T] — R est solution de u'(¢t) =t avec u(to) = uo, donc u(t) = u(to) + f:o Tdr =uo + (¢ — 13).

Schéma d’Euler explicite : @x1 = @r + hf(tk, k) = Uk + htg, pour k =0, ...,n—1.

DOIIC ﬂn = ﬂn—l + htn_l = ﬂn_g + htn_Q =+ htn_l = ... = fLo —+ h(to + tl + ...+ tn—1)~ Avec (tk)k:o’m,nfl suite
arithmétique de raison h donc to +t1 + ... +tn1 = 5 (to +tn_1) = 5(to + T — h). Donc i, = 1o + h% (to + T — h) avec
nh =T — to, donc Donc i, = @io + (T — to)(T + to — h),

A comparer avec la solution exacte u(T) = uo + 5 (T — to)(T + to) : erreur u(T) — @, d’ordre h. .

Exercice 3.6 Soit f: R? — R donnée par f(z,y) = y. Mémes questions.

Réponse. Ici u : [to, T] — R est solution de u'(t) = u(t) avec u(to) = uo, donc u(t) = uge’~*0.
Schéma d’Euler explicite, pour k = 0,...,n—1 : on a Gg+1 = G + hir = (1 + h)is.
Donc @y = (14 h)" o = (1 4+ =2) g,
A comparer avec la solution exacte : (1 + %)" oo €110 (convergence quand n — oo, i.e. h — 0). n
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44 3.2. Méthodes a un pas

Exercice 3.7 Soit f: R? — R donnée par f(z,y) = y?. Mémes questions.

Réponse. Fonction inconnue : u : [ty, 7] — R solution de u'(t) = u(t)? et u(to) = uo. Solution formelle par séparation
des variables dans le cas ug # 0 (si ug = 0 alors la fonction nulle est une solution mais attention aux erreurs d’arrondi).

On a % = u?, d’ou Z—Z = dt, d’ou ’71 =t+c, soit u = —H%, ol c est la constante d’intégration donnée a 'aide de la
condition initiale : ¢ = ;—3 — to. Vérifions que ce calcul formel donne la solution : on pose u(t) = 7154%5 avec ¢ = ;—3 — to,
quand ¢ est dans I'un des intervalles | — 0o, —c[ ou ] — ¢, co[. Dans ces intervalles, u'(t) = ;75> Et on a bien '(t) = u(t)?.

Cette solution n’a de sens que si : 1- soit | — ¢, 00[3 to, i.e. —c = % + to < to, i.e. ug < 0; 2- soit | — 0o, —¢[3 to, i.e.
—c= leo + to > to, i.e. up > 0, et alors le calcul s’arréte a la limite & T' = —c (valeur infinie pour u(T)).

Schéma d’Euler explicite, pour k =0, ...,n—1 : on a g1 = g + hily = (1 + hilg).

Comparaison graphique. un

Exercice 3.8 Résoudre de maniére approchée & ’aide du schéma d’Euler explicite I’équation différentielle du
second ordre " + a12’ + asx = ¢ dans [0,T], avec x(0) = g, '(0) = vg et g une fonction continue donnés.

Réponse. La fonction inconnue est la fonction x : [0,7] — R solution de z”(t) + a12’(t) + a2z(t) = g(t) avec les
conditions initiales z(0) = zo et '(0) = vo. On transforme ’ED de 2nd ordre sous forme Systéme Différentiel (SD)

du premier ordre. On pose X, = (9;’0) € R? (la condition initiale vectorielle), X = (5) = (j,) € R?, et donc
0
x/ o x’y 2y N N . 0 1 - 0 — . ,
. , soit X (1) = A.X(t)+b(t) ou A = et b= . Donc X est solution de 'ED
' = —ax — a1z’ =g, —az —a1 g

X' = f(t,)z) ou f‘(t,)_f) =AX+ l;(t) avec CI X(O) = Xo. Doit le schéma d’Euler explicite Xk+1 = Xy + hA Xy, + by
Soit sous forme systéme

Tht1 = Tk + hyg,

Yk+1 = —a2Tk — a1yk + g(tr),

systéme initialisé a 'aide de xo et yo = vo. Et on retient toutes les valeurs xj, (les yx sont des intermédiaires de calcul). um
3.2.3 Meéthode d’Euler implicite

Pour pallier au probléme de la stabilité asymptotique dans la méthode d’Euler explicite, on change I’expres-
sion de ’approximation de la dérivée : avec h > 0,

u'(t) = f(t,u(t)) ~ W (pente a droite dans [t—h,t]) (3.9)

Cela revient a utiliser le développement limité (ot donc —h < 0) :
u(t—h) =u(t) — hu'(t) + o(h),
soit encore :
u(t) = u(t—h) + h f(t,u(t)) + o(h).

Puis on néglige le “petit terme” o(h) pour définir la solution approchée & t1 = tg + hq :
Uy =ug + hif(t1,%1), oudonc f(ty,41) ~u'(t1) (pente & droite dans [to,?1]).
Puis on poursuit :
U1 = Uk + hgor f(tr, Ug), oudonc f(tg, k) ~u'(ty) (pente a droite dans [t,txi1]). (3.10)

Le probléme de cette méthode est qu’il faut résoudre 1’équation @y = ug + h1 f(¢1, @1) en 'inconnue @, : c’est
une équation est implicite. On utilisera, par exemple la méthode de Newton, ou tout programme de recherche
de 0 de la fonction

9(z) =z — hf(tgs1,2) — Ug. (3.11)
Le z solution de “g(z) = 0” donnera x4+ = 2.
D’ou 'algorithme élémentaire de calcul de la solution u approchée :

1. Initialisation : on se donne la fonction f : R2 — R, le temps initial ¢y, le temps final T, la condition
initiale (approchée) .

2. On se donne n € N* et le pas temps h =

% (ici maillage temporel uniforme).

3. Boucle pour k=0 an—1:

the1 =t + h,
{ k+1 =tk (3.12)

résolution de g(z) = 0 dans (3.11).
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45 3.2. Méthodes a un pas

Remarque 3.9 Cette méthode est plus cotiteuse que la méthode d’Euler (explicite) mais est utile dans le cas
ou il y a des problémes de stabilité. C’est également une méthode d’ordre 1. ==

Remarque 3.10 La méthode d’Euler implicite découle également immédiatement de la méthode d’intégration
de Riemann & droite :

u(ty) — u(to) = / () dt = (b — to) (8) = (61 — to) f(t1, u(ty)). (3.13)

to

Remarque 3.11 De maniére générale, I’équation g(z) = 0 en l'inconnue z = @11 est de la forme :

U1 = G(hy b, Uy Ukg1)-

Pour h, s = ty4+1, u = Uy donnés, on cherche donc v = g1 tel que :

U =gsun(0) o gsun(v)=u+hf(s,v).

C’est un probléme de point fixe en v, qui admet une solution dés que gs ., 5 est une contraction (lipschitzienne
de rapport <1 en la variable v). Mais par hypothése, f est une fonction lipschitzienne de rapport L > 0, et
donc :

‘gs,u,h(v) - gs,u,h(w)‘ < hLlv —wl,

et donc g; ., est une contraction dés que h < % On fera cette hypothése dans la suite (en prenant par exemple
95 1

Rmax = 001 et le schéma implicite donnera une solution unique. an
Exercice 3.12 Soit f : R? — R donnée par f(x,y) = x. Résoudre de maniére approchée (3.1) & I'aide du
schéma d’Euler implicite.

Réponse. Fonction inconnue : u : [to,T] — R solution de u'(t) =t et u(to) = uo.

Schéma d’Euler implicite : @g+1 = @k + hf (trt1, Gk+1) = Uk + htgg1, pour kK =0,...,n—1.

N.B. : la solution exacte est u(t) = u(to) + ftto TdT = up + tz;t‘%. Dot w(T) = uo + (T — to)(T + to).

N.B. :ici on a donc tn = @n—1+htn = Un—2+htn_1+hty, = ... = Go+h(t1+t1+...+tn). Avec (¢) suite arithmétique
de raison h donc t1 +t2 + ... + tn = T(t1 + tn), et donc 4, = G0 + %nh(to + T+ h) =10+ %(T —to)(to+T + h), &
comparer avec la solution exacte : I’erreur commise est d’ordre h. un

Exercice 3.13 Soit f : R? — R donnée par f(z,y) = y. Résoudre de maniére approchée (3.1) & 'aide du
schéma d’Euler implicite.

Réponse. Fonction inconnue : u : [to, 7] — R solution de u'(t) = u(t) et u(to) = uo.

Schéma d’Euler implicite : @i 11 = @ig+hlgy1, pour k =0, ...,n—1 donc @ix41 = 1= (& comparer au schéma explicite).
N.B. : ici la solution exacte est u(t) = uoe’™ °. En particulier u(T) = upe” ~.
- ag T 1 s 1 (T—to) 4
N.B. : ici on a donc @, = Ty Avec Tm7 = Ty approximation de —r—igy = € , & comparer avec
n
la solution exacte. un

Exercice 3.14 Soit f : R? — R donnée par f(x,y) = y?. Résoudre de maniére approchée (3.1) a 'aide du
schéma d’Euler implicite.

Réponse. Fonction inconnue : u : [to, T] — R solution de u'(t) = u(t)? et u(to) = uo.
Schéma d’Euler implicite : @11 = U + hﬁi_H, pour k = 0,...,n—1. Donc ug41 est solution de hai+1 — Ug41+Ur = 0,

L _ . . _ ++/1—4hiiy, . .
de discriminant A = 1 —4ht,. D’olt deux solutions possibles, @x+1 = %}14}1%_ la solution avec + n’est pas admissible

1—y/1—4hiy, -

car quand h — 0 on a ug4+1 — co0. Donc la solution & retenir est g+ = — n

Exercice 3.15 Reprendre lexercice précédent en remplacant f par sa linéarisée en y.
Puis comparer les solutions.

Réponse. La fonction f(z,y) = y? s’écrit f.(y) = y°. Linéarisons f, au voisinage d'un point yo : fx(y) = fz(v0) + (y —
0)f2(yo) + 0(y — yo) = y5 + 2(y — yo)yo + o(y — yo) = 2yoy — Y3 + o(y — o). Approchons f, par sa linéarisée g, donnée
par g.(y) = 2yoy — yg (Le graphe de g est la droite de pente 2yo qui passe par le point (o, %5 = g=(y0)), droite tangente
a la parabole en ce point).

L’équation différentielle linéarisée au voisinage de uo est v'(t) = g¢(v(t)) = 2vov(t) — v ol on a posé vo = ug = v(to)
qu’on notera également ¥.

4 ) ST : AP ) yos o~ _ ~ 1—hig
Schéma d’Euler implicite, pour le premier pas de temps : 91 = ¥o + h(2vo01 — 95). D’ott 91 = o T ohog-

N 2 P ~ ~ 1—hvy « LA . . .t . ~ A 2
D’oi le schéma générique k41 = Uk "k (aprés linéarisation au voisinage du point vy a chaque étape).

T—2hoy,
Comparons cette solution avec celle de ’exercice précédent.

Ici on a ﬁ =1+y+o(y). Dot Tpy1 = 9x(1 — hig)(1 + 2hix + o(h)) = Tx + h} + o(h).
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Pour Dexercice précédent, soit ¢(y) = (1 + y)%. On a ¢'(y) = 3(1 + y)’% et ¢"(y) = —3(1 + y)’%. D’otu le
développement limité de ¢ au voisinage de y =0: 1+y =1+ 5 — % + o(y?).

_thig | @ha? ey
2h =
Donc au premier ordre, les méthodes sont comparables (il n’est pas nécessaire d’aller plus loin que le ler ordre : on

i, + hai + o(h) au voisinage de h = 0.

D’ou ﬂk+1 =
verra que la méthode d’Euler implicite est d’ordre 1). un

3.2.4 Schéma de Crank—Nicholson et #-schémas

Sur lintervalle [to,t1], la méthode d’Euler explicite se sert de la pente & gauche py = u/'(to) = f(to, u(to))
et celle d’Euler implicite se sert de la pente & droite pg = v/(t1) = f(t1,u(t1)). L’idée suivante est de se servir
d’une pente intermédiaire py = (1 — 0)py + Opg pour 0 < 6 < 1.

Le schéma qui en résulte s’écrit :

iy =g + h((1 = 0)py + Opa),
soit :
iy = itg + h( (1= 0)f(to, o) + 0 (t1,71) )
et au pas de temps tyyq :

Uk4+1 = Uk + h((l —O) f(tr,ug) + 0f (tgs1, ak-{-l))- (3.14)

C’est le O-schéma. 11 est trés utilisé pour % < 6 <1 car il est A-stable. (§ = 0 donne Euler explicite et § = 1
donne Euler implicite). (Le calcul de gy est implicite pour 6 # 0.)
Quand 6 = % :

- - h - -

ines = i+ 5 (£ @) + Fltrrn, ) ) (3.15)
on obtient le schéma de Crank—Nicholson.
Remarque 3.16 On peut se rendre compte simplement que le schéma de Crank—Nicholson est meilleur en
termes de précision : on a, pour v € C? : d’une part :

w(tps1) = u(ty) + hau'(ty) + h;u”(tk) + o(h?)

2 (3.16)
= u(ty) + hf(tr, u(ty)) + ?Uu(tk) + O(hZ),
et d’autre part : ,
u(th) = ultin) — bl (tin) + o (1) + 0(?) .
, 3.17
= wltirr) — Af(trsr ulti)) + 5 (1) + o(?),

car u” (tg+1) = u”(tr) + o(1). D’ou par différence :

u(ti1) = u(ty) + g(f(tk,u(tk)) + f(tk+17u(tk+1))) +o(h?),

4 comparer avec (3.15). Et donc approximation par @ donne une erreur en o(h?) (4 comparer avec I'erreur
en o(h) pour Euler explicite, voir (3.2), ou encore pour le -schéma pour 6 # 3). o

Remarque 3.17 Le schéma de Crank-Nicholson (cas 6 = %) est inconditionnellement A-stable, mais pour
0 < %, le #-schéma n’est pas inconditionnellement A-stable. Des erreurs d’arrondis peuvent donc rendre le

schéma de Crank—Nicholson instable. Si cela arrive, on pourra privilégier un #-schéma avec par exemple § = % .

Remarque 3.18 Le schéma de Crank—Nicholson découle également de la formule d’intégration des trapézes
(d’ordre 2) :
t1
u(ty) —u(to) = / u'(t)dt 0 ————"
to 2

soit avec h = t1 — g :

f(to, ulto)) + f(tr,u(t))

u(tl) — U(to) ~ 2
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47 3.2. Méthodes a un pas

3.2.5 Meéthode d’Euler améliorée

La méthode de Crank—Nicholson est implicite a cause de tg41 dans f(¢tgy1,Urs+1) dans le membre de droite
de (3.15)). L’idée est alors d’estimer g1 (prédiction) a laide de la méthode d’Euler explicite :

AR = b (b, T

Et on améliore cette prédiction (étape de correction) en s’inspirant du schéma de Crank-Nicholson :

~ ~ h ~ ~prédiction ~correction
Ug+1 = U + 5 (f(th ag) + f(tet1, sz? ctio )) (= “Zﬂ-le(‘t o). (3.18)

(Prédiction—correction = méthode d’Heun.) Autrement dit :

s = i+ 5 (£ 0) + f(tss, i+ RS (0, 10))).

Ce schéma est explicite et on montrera qu’il est d’ordre 2.
En revanche, il n’est pas inconditionnellement A-stable.

3.2.6 Meéthode du point milieu

Sur Uintervalle [tx,tr+1], plutot que de se servir de la pente p, & gauche et de la pente pg & droite, et on
peut essayer de se servir de la pente au milieu et proposé le schéma :

Up1 = Uk +hf(tk+%,uk+%), (3.19)

N _ btttk _
ol ty 1 = Fg et w1 = u(lyy 1)

Remarque 3.19 Ce schéma découle également de la formule d’intégration du point milieu (d’ordre 2) :
t1
u(ty) — u(ty) = / W (t) dt = (t) (11 — to),
to
i.e., avec h =1t; —tg :

u(ty) —u(to) = h f(t

1
2

Remarque 3.20 On peut se rendre compte simplement que le schéma du point milieu est, comme le schéma
de Crank-Nicholson, d’ordre 2 : on a, pour u € C? : d’une part :

h 42
i) = )+ 0t ) + o 0 g) 4 00, .
h h? '
= u(tpy 1) + §f(tk+%7u(tk+%)) + guﬁ(fﬂ%) +o(h?),
et d’autre part :
_ - ﬁ / (%)2 " B2
u(te) = u(tyys) U (try1) + —5—u"(fpy 1) +o(h7), (321)
h h? '
= u(tes1) — §f( kb u(lpy 1)) + g“”(twé) +o(h?),
D’ou par différence :
u(tier) = ulty) + hf (tpg s, ultpyy)) +o(h?),
& comparer avec (3.19). u

3.2.7 * Méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 (méthode d’Heun)
Le probléme est qu’on ne connait pas u(t 1). On va Pestimer (prédiction). On se sert alors de la méthode
d’Euler (explicite) :

_prédicti - h _
uif%m N =y, + §f(tk, Up),

d’ott la pente estimée = f(t;, 1, ﬂifilmon). On pose donc :
2
~ o~ ~prédiction __ ~correction
Upgr = U+ I f (Ly s Upy 1 ) (= wE). (3.22)

(Prédiction—correction = méthode d’Heun.)
Le calcul de g7 est explicite, effectué en 2 étapes simples. On montrera que le schéma obtenu (de Heun)
est d’ordre 2.
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48 3.2. Méthodes a un pas

3.2.8 * Méthode de Runge-Kutta (classique d’ordre 4)

On souhaite toujours une méthode explicite, mais convergeant plus rapidement. On peut s’inspirer de la
méthode d’intégration de Simpson d’ordre 4 :

/tk+1 g(x) i~ hg(tk) + 49(tk+%) + g(tk""l) . (323)

6

tr

Malheureusement, appliquée a ’équation différentielle, la méthode qui en résulte est implicite.

Et pour la modifier et la rendre explicite, les estimations précédentes de ﬂk_% (méthode d’Heun) et de tg41
(par la méthode d’Euler améliorée) ne sont cependant pas suffisantes pour avoir une méthode d’ordre 4 explicite.
On définit, relativement a P'intervalle [t, tg41] :

1- une estimation de la pente p; amont (en t) :

p1 = f(tk, k).
2- Cette valeur donne une valeur estimée au point milieu :
- _ h

Ui = Uk + 5 P1

(méthode d’Euler explicite sur [ty, . 1]) et donc une estimation de la pente p> au point milieu (en ¢, 1) :

- h . h
p2:f(tk+%vuk+%,1) (= f(tk+§,uk+§p1)).
3- On a alors une autre estimation au point milieu :
Upyl o = Uk + 5 P2

(donné par la méthode d’Euler implicite sur [ty ?; ;1] modifié en utilisant p2) d’ott une autre estimation de la
pente milieu ps (en ¢y, 1) :

- h _ h
p3:f(tk+%vuk+%,2) (= f(tk+§»uk+§p2))~

4- Et la pente estimée en aval (en tx1) est prise valant :
pa = f(tx + h, g + hps),

Enfin, la valeur retenue pour la pente permettant de passer de u(ty) & u(tip41) est le barycentre p =
% (les estimations au milieu ont plus de poids que celles des extrémités, comme dans la méthode
de Simpson (3.23))). D’ou la valeur calculée tyq; :

2 2
ﬁk+hp1+ P2 + P3+p4.

U1 = (3.24)
6
Cette méthode est trés utilisée, et sa programmation est simple :
1. on se donne h > 0 (le pas de temps),
2. on calcule n = partie entiére de % (le nombre de pas de temps pour atteindre T),
3. on pose ty =tg+ kh pour k=1 an,
4. pour k=1 an,
p1 = f(tr, k),
N h
p2 = f(tk+%,uk + §p1),
. h
P3s = f(tk-l,-%’uk + 5172)7 (325)

pa = f(tes1, Ur + hps),
5 - h
Ug4+1 = U + g(pl + 2p2 + 2p3 + pa).

On peut montrer que cette méthode est d’ordre 4, mais qu’elle n’est pas inconditionnellement A-stable.

Par contre, cette méthode demande le calcul des f((tk+%,ak + %p,) (pour i = 1,2) et de f(tp+1,dr + hps),
ce qui peut étre colteux, par exemple dans le cas des systémes différentiels.

Par ailleurs, dans le cas des problémes “raides”, cette méthode ne donne en général pas de bon résultat (de
méme que les méthodes explicites en général).
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49 3.2. Méthodes a un pas

3.2.9 * Méthodes de Runge-Kutta généralisées

Revenons sur 'idée de base de la méthode de Runge—Kutta classique : I'obtention de valeurs intermédiaires
non directement utilisées & 1’aide de :

1. des temps intermédiaires
tei =tk + cih,

avec 0<¢;<1 pour tout 7, et un temps final ¢ty =t + h.

2. Une formule de quadrature pour les valeurs intermédiaires (non directement utilisées) :

Aths) — lty) = / ) dt =~ 1S ag (b, ute)).

3. Une formule de quadrature pour la valeur finale retenue :

(trss) — aty) = / ) de = B b f (b ut)).

ty j=1

On présente les quantités introduites sous la forme du tableau :

C1 ai;p ap2 c.e Qg
Co | A1 QA22 ... Q2q
Cq | Qg1 Qg2 Qqq

o be b,

Notez que pour toutes les méthodes explicites, la matrice carrée [a;;]1<; j<q est triangulaire inférieure stricte.

Exemple 3.21 Méthode d’Euler explicite (3.6]) : la valeur finale est @1 = @ + hf (¢, @x). Doncg=1,b; =1
et ty1 = tg, donc ¢; = 0 et a1 = 0. Donc une étape, qui est en fait I’étape finale. Le tableau associé est

0]0 .
1. -m

Exemple 3.22 Méthode d’Euler implicite (3.10) : la valeur finale est @g41 = Ug + hf(tk41, Ug+1). Donc ¢ =1,

1
bl = 1, tk,1 = tk+1, c1 = 1et ay1 = 1. D’ou le tableau 1

Exemple 3.23 #-schéma (3.14)) : pour 6 # 0, la valeur finale retenue donne ¢ = 2, by = (1 —10), bo =0, ¢; = 0,

0 0 0
ca=1,a11 =0 =ajz = as1 et ags = 1. D’on le tableau 1 0 1 . La méthode est implicite pour 6 # 0.
(1-6) 0
Noter que si § = 0, le tableau ci-dessus n’a plus d’intérét : on a dans ce cas age = 0 et on retrouve la méthode
d’Euler explicite. ==

Exemple 3.24 Méthode d’Euler améliorée (3.18) : la valeur retenue donne ¢ = 2, by = 3, by = 3, ¢1 = 0,

co =1d0ol0l a11 = a0 = ags =0 et ag; = % D’ou le tableau

Exemple 3.25 Méthode du point milieu (3.19) : la valeur retenue est calculée avec un temps intermédiaire
1

111
donne ¢ =1,b1 =1, ¢; = %, ay] = % D’ot le tableau —2 i . s

Exemple 3.26 Méthode du point milieu rendue explicite (3.22) (méthode d’Heun) : la valeur retenue est
calculée avec un temps intermédiaire. Cela donne ¢ =2, b1 =1, by =0, ¢; = %, co =0, a11 = aig = agze =0 et

0|0 O
az; = 1. D’ott le tableau 35 | 5 0 . L
0 1
Exemple 3.27 Runge-Kutta classique (3.24) : avec 3 pas de temps intermédiaires. Le tableau associé est donné
00 0 0 O
il 000
par:%O%OO. un
110 0 1 0
‘l 2 2 1
6 6 6 6
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50 3.3. * Formulation générique des méthodes a un pas

Q@ @ 0

Exemple 3.28 On peut montrer que la méthode implicite définie par le tableau 1—a | 1-2a a avec a =
T T
‘ 2 2

i+ ﬁ est d’ordre 3. Voir Crouzeix et Mignot [5]. i

3.3 * Formulation générique des méthodes a4 un pas
3.3.1 Formulation

Les méthodes présentées ci-dessus sont des méthodes & un pas, i.e. des méthodes qui ne se servent que des
deux valeurs 4y, et g4 correspondant & un unique pas de temps hy = t;+1—ti. Elles se présentent toutes sous
la forme séquentielle, pour g donné :

“’“*}17*“’“ = Bty i, hy), (3.26)
k

soit :
Upy1 = U + hkq)(tk, U, hk) (327)

(Ou encore sous la forme g1 = @y + h;ﬁ)(tk, Tk, try1), cette derniére forme avec ® n’étant pas pratique pour
les calculs d’erreurs et de convergence ol hy = tx11—t; est une variable primordiale.)

Exemple 3.29 Les méthodes explicites :

Méthode d’Euler : ® (¢, @k, hi,) = f(tg, Ug)-

Méthode d’Euler améliorée : ®(ty, iy, hy) = %(f(tk,ﬂk) + f(tgtr, U + hkf(tk7ﬁk))).

Méthode du point milieu : ®(ty, iy, hi) = f(te + 2, g + 2 f (e, ).

Méthode de Runge-Kutta : ®(tg, ug, hi) = %(Pl + 2ps + 2p3 + p4), ou les p; sont donnés en et ne
dépendent que de tx, ux et hy (calcul immédiat). un

Exemple 3.30 Les méthodes implicites :
Méthode d’Euler implicite : on a g1 = g + hif(txt1, k1) d'inconnue a1, dont la résolution donne
Up41 : on note g1 = G(tk, Uk, hi) la solution trouvee.
Dot (b, ik, hi) = f(tk + hi, G(tr, Uk, hi))-
Méme démarche pour la méthode de Crank—Nicholson. .

3.3.2 Une méthode générale de construction des schémas

Elle est basée sur le développement de Taylor de la solution cherchée :

to +h) — u(t h h?
ulto + ]1 ulto) _ u(to) + 5u”(to) + §u’”(zto) +..

De u'(t) = f(t,u(t)), équation satisfaite par la solution cherchée, on déduit, supposant f C? :

u(t) = fat,u(t) + fo(t,ult)u'(t)
= (f + fu-F)(tu(t)),
t
’ u"'(t) = fua(t,ut) + 2 pw(t, u(®) ' (t) + faw(t, ul®) ' () + fo(t,ult)u” (2)
= (Fat+2fwf + Fawf? + Fa(fi + o))t ult)),
ot on a noté f; = %, fao= %, fae = %ZT{...
Et ainsi le développement de Taylor de u donne :
u(to +h) — ul(to)
h

= Flto, ulto)) + o (Fa + Fa)(to, ulto))
(3.28)

2
- %(fv“ +2f saef + Faaf* + Fako+ F2-)(to, u(to)) + -
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51 3.4. * Etude des Méthodes & un pas, définitions générales

3.3.3 Application aux schémas explicites a un pas

Le gros probléme dans cette expression est d’évaluer les dérivées partielles de f, et c’est, en général, coliteux
(et parfois laborieux). L’idée est de remplacer ces dérivées partielles par des quantités de type f(to + a, zo + )
avec « et [ réels bien choisis : on veut écrire le membre de droite de (3.28) sous une forme donnant le schéma
de Runge—Kutta :
u(to + h) — u(to)
h
ou les p; sont des estimations des pentes :

f(to, o),

f(to +arh,xo + a1p1)  (dépend de py),
flto + ash,xo + aspa)  (dépend de ps),
f(to +azh,xo + aszps) (dépend de p3).

= ap; + bpa + cp3 + dpy... (3.29)

P1
b2
b3
yZ

avec les a; € R. On se sert pour cela du développement de la fonction f :

f(to 4,204 6) = f(to, o)
+ (’Yf,t + 6f,w)

1
+ 5(72f,tt + 275f,tz + 52f,mx)(t03 x())
l 3 25 62 53
+ 3; (’Y f,ttt + 3’7 f,ttm + 37 f,t:cm + f,rzx)(tO,ZEO) + ...
Les identifications des termes ayant méme exposant en h entre (3.28) et (3.29) donne :

at+b+c+d=1,

bay + cas + das =

Wl N

ba? 4 cai + dai =
1
c1Q2 + caioig = 6

On obtient ainsi des méthodes exactes au troisiéme ordre.

Exemple 3.31 La méthode de Runge-Kutta est donné par a; = ag = % et az = 1, ce qui donne a =d = * et

b=c= % On peut montrer que cette méthode est en fait d’ordre 4 en poursuivant les calculs. ==

ol

Exemple 3.32 La méthode de Kutta—Simpson % est donnée par o = %, ay = % et ag = 1, ce qui donne

a=d= % etb=c= %. Mais on lui préfére en général la méthode de Runge-Kutta. un

3.4 * Etude des Méthodes & un pas, définitions générales

On souhaite résoudre de maniére approchée & I'aide d’un schéma de type (3.26). Il s’agit de savoir si
les méthodes proposées sont ‘bonnes’.

On suppose que ’équation différentielle admet une solution w : [tg, T] — R. Les schémas calculent des
valeurs (discrétes) @(ty) = @y, pour ty = to+kh ott h = T='2 et 1 < k < n, oit n est le nombre de pas de temps.

1l s’agit de comparer |u(ty) — G| (différence entre la valeur exacte cherchée et la valeur calculée).

3.4.1 Convergence
Définition 3.33 L’approximation (&y)g=1,.. est dite convergente si, lorsque @ h—gu(to) (Perreur sur I’ap-
—

proximation de la condition initiale s’annule avec h), on a, avec n = % :

tr) — ur| — 0.
jmax fulte) =kl —

Autrement dit, on a convergence de la solution approchée 4 vers la solution cherchée wu ssi :

ili% (Orgnl?%(n lu(ty) — uk|) =0. (3.30)

Il s’agit maintenant de savoir si les schémas proposés donnent une approximation convergente. On décompose
la recherche de cette convergence en 2 étapes : la stabilité et la consistance.
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52 3.4. * Etude des Méthodes & un pas, définitions générales

3.4.2 Stabilité (faible sensibilité aux erreurs)

Définition 3.34 Le schéma (3.26) est dit stable s’il n’est pas trop sensible aux erreurs (comme les erreurs
d’arrondi), i.e. §’il existe M > 0 tel que si deux suites quelconques (@x)o<k<n €t (Ur)o<k<n vérifient :

ak-‘rl = U + h@(tkyﬂka h)7 (3 31)
V1 = Ok + h®(ty, Or, h) + e, '
ol (ex)o<k<n €st une suite donnée quelconque, alors :
n—1
Oléll?é(nOﬂk — ’l~)k|) < M(|ﬁ0 — ’(N)o‘ —+ ZO |€j|). (332)
]:

(Le max de la différence est majoré, & une constante multiplicative prés, par erreur initiale et la somme des
erreurs accumulées au cours du temps.)

Exemple 3.35 Soit 0y = u(ty) : i.e. (Ux) est la suite des valeurs exactes aux temps t; ici e est lerreur
commise en utilisant le schéma, & savoir :

ek = U(tk+1) — Upgr + 7 (@(Lk, ulty), h) — P(tr, Uk, h)). (3.33)
Et (3.32)) compare la solution approchée et la solution exacte. un

Exemple 3.36 On vérifie que les schémas proposés, Euler explicite et implicite, #-schémas, Crank-Nicholson,
Runge—Kutta... sont tous stables au sens de cette définition.

Par contre, ces schémas ne sont pas tous inconditionnellement stables, voir paragraphe sur la stabilité
numeérique (dite A-stabilité ou stabilité asymptotique). En particulier pour les schémas explicites, la stabilité
numérique n’a lieu que si le pas de temps h = At est suffisamment petit (stabilité numérique sous condition). du

3.4.3 Consistance (annulation de la somme des erreurs avec h)

Ici on s’intéresse au cas de I’exemple m En particulier ¢4 est donné par, cf. (3.31)5 :

Ek — u(tk+1) - u(tk) - h‘I’(tk, u(tk), h), (334)
appelée erreur locale a I'instant ¢x1, ou si on préfére, avec (3.31); et (3.34) :
€L = (u(tkH) - ak-{-l) — (u(tk) — ’l]k). (3.35)

Définition 3.37 Le schéma (3.26]) est dit consistant ssi la somme des erreurs locales, en valeur absolue, s’annule

avec h :
n—1

lim (Z |ak|> —0, (3.36)

ie.:

lim (; u(terr) — u(ty) — h®(ty, ulty), h)|) = 0. (3.37)

h—0

Remarque 3.38 On a également &+ = |u(t’°“,);“(t’“) — Leti=le | — valeur absolue de la “différence des pentes

moyennes”. .

3.4.4 Stabilité + consistance = convergence
On a le théoréme fondamental : stabilité + consistance = convergence :

Théoréme 3.39 Si le schéma a un pas est stable et consistant, et si |ig—u(0)] mO (Perreur sur la
—

condition initiale s’annule avec h), alors il est convergent.

Preuve. Par hypothéses de consistance, ayant |ex| = |u(tgy1) — u(tx) — h®(tg, u(ty), h)|, on a :

n—1
() =0

Ayant également |e| = [(w(tpt1) — Gr+1) — (u(ty) — Gg)|, posant ¥ = u(tx), alors (Ur)o<k<n €t (Uk)o<k<n
vérifient (3.32 , 0n a maXOSkgn(‘ka — 1~}k|) < M(|ﬂo - f}o‘ + 25;3 |€j|), d’ou maxogkgn(mk — f)k|> —h—0 0,
i.e. 3.30)). I.l
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3.4.5 Critére de stabilité

On a la condition suffisante :
Théoréme 3.40 Si ¢ est lipschitzienne en u, uniformément en t et h, i.e. si :

dLe >0, V(t,u,v,h) € [to,T] X R X R X [0, hmax], |P(t,u,h) — ®(t,v,h)| < Lg|u — v, (3.38)
alors le schéma est stable.
Preuve. C’est une application du lemme de Gronwall discret, voir cours d’équations différentielles : on se donne
deux suites () et (0) vérifiant . L’hypothése donne avec :
Uk — Ukg1| < (1 + hlo)|tr — Uk| + ek

Et le lemme de Gronwall discret donne :

k—1
‘ﬂk — ’l~)k‘ < 6L®(tk7t0)|’l~l,o — 1~)0| + Z€L¢(tk7ti) 5i|.
i=0
D’oit le résultat (3.32) avec M = ele(T—to), o

3.4.6 Critére de consistance

Théoréme 3.41 Une condition nécessaire et suffisante pour que le schéma soit consistant est :

V(t,a) € [0,T] xR, ®(t,a,0) = f(t,a). (3.39)

Preuve. On pose ¢ = u(tpy1) — u(ty) — h®(tg, u(ty), h), quantité dans laquelle on fait intervenir f et
D (tg, u(ty),0) :

- / s uls) — Fltru(ty))] ds

tk

+ h[f(tk, u(tk)) — (P(lf]€7 u(tk), O)] + h[q)(tk, u(tk), 0) — (b(tlw ’U,(tk)7 h)}

Ayant supposé f et ® C! et posant g(s) = f(s,u(s)) et G(h) = ®(tg, u(ty),0) — ®(ts, u(ty), h) on en déduit que
(théoréme des accroissements finis) :

I/ U f s u(s) — (b u(t)] ds| S B2 _max|g'(s)]

th SE[tr,trt1]

h[®(ty, u(ty),0) — ®(ts, u(ty), h)] < h2l ]Igl}?x ]|G’(l)|,
€10,hmax

d’ou :
LS (try u(te)) — ©(tr, ulty),0)] < ex| +h* max |g'(s)|+h* max |G'(I)].

SE€[tr,trt1] 1€]0,hmax]
D’ou :

1- on suppose le schéma consistant : alors :

h—0

S hlF (b u(t)) — Bt u(ts). 0] — .
k=0

Mais la somme est une somme de Riemann qui tend vers ft:g |f(s,u(s)) — (s, u(s),0)|ds, et cette intégrale est
donc nulle. On en déduit que pour tout ¢ € [to,T] on a | f (¢, u(t)) — (¢, u(t),0)| =0, et donc (3.39)) (en prenant
pour (t,u) un condition initiale quelconque (tg,uo)).

2- Réciproquement, on suppose (3.39)). Alors :

exl <h? ma "(s)| 4+ h? ma G' (D).
ler| < sephax | l9'(s)] ze]o,hfax]| Ol

Do, avec > p_, h? = nh? = h(T —ty) :

< KT -t ! G'(1
zk:|5k| < W(T = to)( max |g'(s)] + _max |G'Q))),

d’ou la consistance. n
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3.4.7 Ordre d’un schéma

Les critéres de stabilité et consistance ci-dessus permettent d’établir la convergence, mais pas la ‘rapidité’
de la convergence. La définition suivante précise le critére de consistance :

Définition 3.42 Le schéma (3.26)) est d’ordre p, avec p € N, si étant donnée une solution u de (3.1)) :

n—1
3C >0, > lexl < ChP, (3.40)
k=0
ie.:
n—1
3C >0, > |ultesr) — ulte) — h®(ty, u(ty), h)| < ChP, (3.41)
k=0

ou encore si cette somme est O(h?).
On en déduit immédiatement :
Théoréme 3.43 Si le schéma est stable et d’ordre p, alors :
s (fults) — ) = O(h?).

Preuve. Similaire & la démonstration du théoréme [3.39] ou

Ainsi, pour un schéma d’ordre p, si on refait un calcul avec un pas de temps égal a % (aprés avoir fait un

calcul avec un pas de temps égal & h), alors on sait qu’a priori lerreur va étre divisée par 2P. Ainsi pour la
méthode d’Euler explicite, l’erreur est divisée par 2 (schéma d’ordre 1) alors que pour Runge-Kutta, l’erreur est
divisée par 16, ce qui explique la différence de performance entre ces 2 méthodes.

3.5 Schéma A-stable
3.5.1 A-stabilité, rayon de stabilité

Pour cette notion, on ne considére que I’équation différentielle avec f(x,y) = —Ay dans (3.1)), i.e.

{wm:—mm,teme (3.42)

La solution analytique est u(t) = upe™*'. En particulier u(t) = 0.
—00

On veut que les schémas numériques utilisés aient la méme propriété de convergence vers 0 que e~ .

Soit un pas de temps h=At fixé, et soit (i )ren la suite des valeurs numériques obtenus par un schéma ([3.27)
donné (ou on espére que uy ~ u(ty)).

Définition 3.44 Un schéma numérique est dit A-stable, ou asymptotiquement stable, si les approximations 1y,
de ’équation différentielle (3.42|) vérifient :

Vh >0, ur — 0.

k—o0

Définition 3.45 Un schéma numérique est dit conditionnellement A-stable ssi les approximations 4y de ’équa-
tion différentielle (3.42)) vérifient :

Jdn* >0, VYh<h®, drp — 0, et h* = oo ne convient pas.
k—o0
Et le plus grand des h* est appelé le rayon de stabilité et noté R.

3.5.2 Exemples
Exemple 3.46 Pour Euler explicite :
Upt1 = Up — K Au, donc = (1 —hA)uy,,

soit, pour tout n € N :
Up = (1 = h )" ug.

Le schéma est conditionnellement A-stable : on a besoin de |1 — hA| < 1 (avec h > 0), i.e. h < 3. Ici, le rayon
de convergence est R = % Voir http://yallouz.arie.free.fr/mathml/euler_instabilite.php.

On peut également souhaiter que le schéma soit monotone, ici décroissant (comme la fonction e=** qu’on
approche), auquel cas on prend h < % u
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Exemple 3.47 Pour Euler implicite :
Un+1 = Up — h)\un-i-la

et donc : 1 .
et = Ty U = ()" e
Comme pour tout > 0 on a |1+%| < 1, le rayon de convergence est R = oo : le schéma est A-stable. on
Exercice 3.48 Pour Crank-Nicholson, on montre que R = oo : schéma inconditionnellement A-stable. .
Exercice 3.49 Pour Euler amélioré, on montre que R = % : schéma conditionnellement A-stable. ==
2,78 .

Exercice 3.50 Pour Runge Kutta, on montre que R ~ ==,

3.6 * Introduction : méthodes a plusieurs pas

Ces méthodes sont surtout utilisées (et efficaces) lorsqu’on sait a priori que la solution u n’a pas de varia-
tions v/ importantes (probléme non raide). Dans ce cas, on essaie de prévoir la valeur g1 & Paide de plusieurs
valeurs précédentes g, ig_1,---,Ug—n (méthode & n + 1 pas).

3.6.1 1Idée de base

Les méthodes & un pas sont basées sur :

tht1
it~ at) = [ g0t on g(o) = fit.a(0).
tr
ou g(t) = f(t,u(t)) est une valeur approchée de la vraie pente f(t,u(t)).
Et on applique une formule d’intégration numérique, pour n, € N (nombre de points d’intégration) :

tht1 np
/ g(t)dt = " gltei)wi, Vi=0,..,np, tp <tr; <tepr, w; €R
tk i=0

En d’autres termes, on a remplacé la fonction ¢t — ¢(t) par son approximation polynomiale ¢ — px () polynome
(de degré N > n,), qui vérifie py (tr;) = g(txi) pour i =0, ...,n,, €t on a écrit :

th+1 th+1 N

/ g(t)dt ~ / pn(t)dt = Zg(tki)wi, Vi=0,...,N, tp <tg; <tps1, w; €R
tr tr i=0

la formule d’intégration étant supposée exacte pour les polynoéme de degré N.

Dans ces formules, on ne s’est servi que des valeurs de g(t) = f(¢,4(t)) entre les temps ¢ et ¢541. Or on
connait les valeurs de g(¢) au temps précédents (qu’on vient de calculer). Il pourrait donc étre intéressant de
profiter de cette connaissance : i.e. de considérer le polynome d’interpolation de g & partir des points tx, tx41
et des temps précédents ty_1, tg—_o..., et d’'intégrer le polynome exactement sur Uintervalle [ty, tx11].

On continuera a noter g(t) = f(t, a(t)).

3.6.2 Formules d’Adams—Bashforth

On considére le polynome de degré 0 qui passe par le point (¢, g(tg) = f(tg, Ux)) : c’est po(t) = g(tx). On
obtient :
41
G == [ polt)de = gltu) e — ),
tr
ce qui n’est autre que la formule d’Euler explicite .
On considére le polynome de degré 1 qui passe par les points (tx, g(tx)) et (tx—1,9(tk—1)) :

g(tk—1) — g(tr) (

t—t
th—1 — Tk )

pi(t) = 9(te) + gltn, te—a](t — tr) = g(tx) +

ol on a posé g[ty,tk—1] = 9(tr—1)—9(te) (expression du polynome de Newton). On obtient :

th—1—tk
. . Kar te—1) — g(tr) (trsr — tr)?
u;H_l—uk:/ pl(t)dt:g(tk)(tkH—tk)+g( )~ 9(tk) (et )"
te t_1 — tg 2

Oun suppose pour simplifier que h =t — ¢t = tp_1 — tx (schéma a pas constant). Alors :

. N h
U1 = U + 5 (39(t) = g(tk-1)), K 21.

C’est une formule explicite qui donne un schéma d’ordre 1 : c’est la formule d’Adams—Bashforth a 2 pas.
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56 3.6. * Introduction : méthodes o plusieurs pas

Remarque 3.51 Ce schéma ne peut pas s’appliquer pour k& = 0 car on ne connait pas u_1. Il faut donc une
étape d’initialisation. On se sert par exemple du schéma d’Euler explicite, également d’ordre 1, pour calculer
11, puis on se sert de la formule d’Adams—Bashforth pour les temps suivants. .

On considére le polynome de degré 2 qui passe par les points (tx, g(tx)), (tk—1,9(tk—1)) et (tk—2,9(tk—2)),
sous sa forme polyndéme de Newton :
p2(t) = g(tk) + glte, te—1](t — t) + glth, to—1, th—2](t — tr)(t — ti-1),

ot gtg, tg—1,tk—2] = g[tk’tkztlgjfitfkf)“t’“”] (expression du polynéme de Newton). On suppose pour simplifier que

h=tgyr1 —tp =tp_1 — tx (schéma & pas constant). On obtient :

tht1
Uyl = Ug +/ pa(t) dt,

tr
soit :
Upr1 = U + %(QSg(tk) —16g(tp—1) + 59(tk—2), k>2.
C’est une formule explicite qui donne un schéma d’ordre 2 : c¢’est la formule d’Adams—Bashforth & 3 pas.

Remarque 3.52 Ce schéma ne peut pas s’appliquer pour £ = 0,1 car on ne connait pas @1 et @_o. Il faut
donc 2 étapes d’initialisation. On se sert par exemple du schéma d’Euler amélioré, également d’ordre 2, pour

calculer @1 et 1o, puis on se sert de la formule d’Adams—Bashforth pour les temps suivants. un

Puis pour avoir des méthodes d’ordres supérieurs, on se sert des polyndémes de degré n qui passe par les
points (tx, g(tx)), (tk—1,9(tk—-1))s,(tk—n, g(tk—n)), et on obtient les formules d’Adams—Bashforth a n pas.
On renvoie & Crouzeix et Mignot [5] pour les valeurs obtenues.

Remarque 3.53 On montre que les formules d’Adams—Bashforth 4 n+1 pas donnent des méthodes d’ordre n,
et qu’il faut n étapes d’initialisation pour déterminer les n premiéres valeurs g,...,u,. Ces premiéres valeurs
sont obtenues en utilisant également une méthode d’ordre n : par exemple pour n = 4, on se sert de la méthode
de Runge-Kutta. ==

3.6.3 Formules d’Adams—Moulton

Les méthodes d’Adams-Bashforth sont parfois soumises & des problémes de stabilité. On peut alors préférer
des méthodes implicites.
La démarche est la méme que précédemment, pour obtenir des méthodes implicites : par exemple pour n =0 :

41
G == [ g)dt= gltun) e — )

tk

ce qui n’est autre que la formule d’Euler implicite (3.10).
On considére le polynome de degré 1 qui passe par les points (txt1, 9(tk+1)) et (¢, g(tx)) :

g(tx) — g(tk+1)(

t_tk 1)
by — tht1 +1)

p1(t) = g(tkr1) + gltes+1, tr](t — ter1) = g(tps1) +

qui est une interpolation linéaire de la pente g(t) = f(¢,u(t)) sur U'intervalle [tx, tx+1] (en particulier p;(tgp41) =
9(tr+1) et p1(tr) = g(tx)). On obtient 'approximation :

trei1 tht1
sy — i = / g(t)dt ~ / i (1) dt.

tr tr
On suppose pour simplifier que h = g1 —tx = tx—tr_1 (schéma & pas constant). Alors :
. . h
Uk+1 = U + §(g(tk+1) +g(ty)), k>1.
C’est une formule implicite qui donne un schéma d’ordre 1 : c’est la formule d’Adams—Moulton a 2 pas. C’est
une méthode implicite car g(tg+1) = f(tk+1,a(tk+1)) et pour trouver 41, il faut résoudre l’équation “x =
U+ 2(f (o1, @) + f (s (te)))

Remarque 3.54 Ce schéma ne peut pas s’appliquer pour £ = 0 car on ne connait pas @_;. Il faut donc une

étape d’initialisation. On se sert par exemple du schéma d’Euler explicite, également d’ordre 1, pour calculer

’121 . un

Meéme démarche pour le polynéme d’ordre 2 : on obtient :
- - h
Upq1 = U + E(5g(tk+1) +8g(tk) — g(tk-1)), k=2

On renvoie & Crouzeix et Mignot [5] pour les valeurs obtenues pour les polynéomes d’ordre n.
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57 3.7. * Equations du second ordre : méthode de Newmark

3.6.4 Schémas de prédiction—évaluation—correction (PEC)

Le prototype est donné par la méthode d’Heun. Ici pour éviter les calculs parfois difficiles et long des
méthodes implicites d’Adams—Moulton, on peut estimer la valeur @y, 4 'aide d’'une méthode explicite. On
obtient les méthodes PEC de Prédiction, Evaluation, Correction.

Cas des méthodes d’ordre 1 d’Adams (pour k > 1, i.e. aprés ’étape d’initialisation) :
(P)- Prédiction d’Adams—Bashforth : ﬂgff = Uy, + 2(3g(tx) — g(tr—1)),
- . N . ~pred
(E)- Evaluation pente a droite gry1 = f(ter1, Uy ),

(C)- Correction d’Adams—Moulton : Ggy1 = Uy + %(ng + g(tg))-

Cas des méthodes d’ordre 2 d’Adams (pour k > 2, i.e. aprés les étapes d’initialisation) :

(P)- l?rédiction d’Adams—Bashforth : ﬂgf? = U + 25 (23g(ty) — 16g(ti—1) + 5g(te—2),

(E)- Evaluation pente a droite gxy1 = f(tks1, agff),

(C)- Correction d’Adams-Moulton : g1 = Gy + 15 (5gk+1 + 89(tk) — g(ti—1))-

Ces schémas sont en général améliorés avec la méthode P(EC)?, de Prédiction et ¢ étapes de “Evalua-
tion+Correction”. Par exemple, dans le cas des méthodes d’ordre 1 d’Adams (pour k > 1, i.e. aprés I’étape
d’initialisation) :

(P)- P"rédiction d’Adams-Bashforth : @9 |, = @, + 2(3g(t) — g(tr—1)),

E)- Evaluation pente gp,; = f(tit1, Uy q),

C)- Correction d’Adams-Moulton Uy, =k + 2900 + g(te)),
E)- Evaluation pente gi ,; = f(trt1, U}, 1),

C)- Correction d’Adarr}sfMoulton Wy =k + 29k + 9(te)),-

... t étapes de (EC) = Evaluation—Correction donnant g,*;ll et ul 41 qu’on choisit comme valeur d’approxi-
mation = Ug41-

(
(
(
(

Une méthode usuelle, notée P(EC)? consiste a faire ¢ étapes (EC) avec t = 1,2 ou 3.

On renvoie & Crouzeix et Mignot [5] pour les calculs d’erreur qui justifie cette approche.

Noter également qu’on appelle méthode PECE la méthode PEC ou on ajoute également 1’étape final d’éva-
luation g, .

3.7 * Equations du second ordre : méthode de Newmark
3.7.1 Introduction

On s’intéresse a la résolution numérique d’une équation différentielle du second ordre de type : trouver une
fonction u € F(R; R) telle que :

u”(t) = f(tu(t),u'(), w(0)=uo, w'(0)=u, (3.43)

R® - R
ou f: est une fonction réguliére donnée, et ou les conditions initiales ug et u; sont des
(t,2,y) = f(t,,y)
réels donnés.
On réécrit, I’équation (3.43) sous la forme équation linéaire du premier ordre :

() =),
{ W(t) = ft,ult),u'(t)), (3.44)
ie.: U =F(tU), (3.45)
ol on a posé :
' (11;) o F@U) = Fltuu) = (f(t,l;,u/)> ' (3.46)

R3 — R?
La résolution de (|3.45)) donnera une solution U :

R O

composante est la solution u; = u cherchée, et la seconde composantes uy n’est autre que la dérivée u’ de u.
On peut donc appliquer les méthodes de résolution exposées précédemment (& un pas ou & pas multiples).
On regardera ici une méthode particuliérement adaptée aux systémes du second ordre, la méthode de Newmark.

) telle que sa premiére

Exemple 3.55 L’équation des ondes “u”(t) — vu/(t) — ku(t) = g(t)” est de cette forme, ou f(¢,z,y) = kx +
vy + g(t) est ici une fonction affine en x et y, et ot F(t,U) = A.U+ G ol on a posé A = (2 i) et G = (2)
Cette équation est linéaire. on
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58 3.7. * Equations du second ordre : méthode de Newmark

3.7.2 Meéthode de Newmark
Ou s’intéresse a la résolution de (3.45) lorsqu’elle est de la forme (3.44). L’inconnue du probléme est la

noté

ui(t) = w(t)

noté
us(t) =" v(t)
composantes u et v de U. La fonction F de (3.45)) donnera bien sir (aprés calcul) v = o'

fonction U : ¢t — U(t) = (& valeurs vectorielles), i.e. les inconnues du probléme sont les

On commence par la partie usuelle : 'estimation de v(= «’) en fonction de v'(= u” = f) : Newmark propose
le f-schéma, i.e. si (t,,) = ¥y, est une estimation de v a U'instant ¢, :

O(tnt1) = 0(tn) + h((1 = )V (tn) + 00’ (tn41)), 0<O<L. (3.47)

Et on verra que § = 5 sera un bon choix (pour la stabilité et la précision, choix de la méthode de Crank-

Nicholson). Notant fn = f(tn, @, Uy), o0l Uy, est une estimation de u(t,), on a dans ce cas :
- - h - 2
Up4+1 = Up + §<fn + fnJrl)- (3-48)

Puis on s’intéresse a u en fonction de v’ et u” (on rappelle que v” est “connu” : c’est la donnée f du probléme).
Oun se sert des deux développements limités au second ordre (I'un & droite en ¢, et autre a gauche en t,,41),

notant h = At : )

Ultn) = u(t) + b (1) + o (1) + O,
, (3.49)

h
u(ty) = ultne1) — b/ (tni1) + ?U/I(tn_l,_l) +O(h®).
Puis la deuxiéme équation (3.49), est transformée avec u'(t,11) = u'(t,) + hu” (t,) + O(h?) en :
h2
u(ty) = u(tpyr) — b/ (t,) — A2 (t,) + ?u”(tnﬂ) +O(h?).
On multiplie la premiére équation de (3.49) par 1—« et la seconde par —« et on somme :

ultr) = ult) + (1) + (e (1) — @ (t041)) + O(H?).

(6%
On pose § = 3 et on obtient :

ultnr) = ulta) + A (£0) + (=B (t0) + B (b042)) + OGF).

Puis, comme " (t) = f(t,u(t), v (t)), Newmark propose de calculer la solution approchée a(t,) = @y, & l’aide

du schéma implicite, posant f,, = f(tn, @n,0n) :
- - - 1 = =
Un+1 :Un+hvn+h2((§_ﬁ)fn+5fn+l))v (3.50)

sachant que @, est donné par (3.47). Une “bonne valeur” de 3 sera 8 = 1 (pour la stabilité et la précision), ce
qui avec (3.48) donne dans ce cas le systéme & résoudre :

N N - R, .
Un+1 = Up + hvn + Z(fn + fn+1))a
(3.51)

2~}n+1 =Up + g(fn + ]EnJrl))'

C’est un systéme implicite (si on avait pris § = 0 = /3, on aurait obtenu un schéma explicite mais peu précis et
conditionnellement stable.)

Remarque 3.56 Cas particulier ou f(t,u,u') = f(t,u), i.e. ou f(t,z,y) = f(t,x) est indépendant de y. Voir
par exemple I’équation des ondes de I'exemple lorsque v = 0. On élimine alors v,,, sachant que f,, ne dépend
pas de v,, & ’aide de (3.50)) :

(an+2 - an-{-l) - (ﬂn+1 - an) = h(ﬁn-i-l - 671) + h2(6.fn+2 + (%_B)fn-&-l - 6fn+l - (%_B)fn)7
d’ou avec :
linys — 2ing1 + i = W2((1 = 0) fr + 0 fng1) + h*(Bfnsa + (%_2B)fn+1 - (%—ﬂ)fn)
= 12 (Bfusa + (=25+0)fors + (5—B—0)a).

Et si on connait ug et uq, ce schéma est explicite pour § = 0 : comme les conditions initiales sont connues, g

est connu = u(0), et @i, peut-étre estimé a I’aide de u’(0) ~ ©—%o, in
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