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1 Notations

On se place dans un domaine 2 C R™ de bord T" = 99.

On note de maniére générique : pour deux fonctions p,q € L?(Q) & valeurs scalaires :

(0020 = [ 9@ a()do,
Q
ainsi que (p, q)r2(r) = Jp () ¢(7) dT quand p, g € L*(T).
ut ()

Pour deux fonctions i, 7 € L?(2)" a valeurs vectorielles, avec i(F) = : en coordonnées

cartésiennes, et notation similaire pour ¥ :
n n
(@ 0)10) = 3 [ '@ 0 (@) 2= Yo' ') g
i=1"% i=1
2
Pour deux fonctions M, N € L?(Q)" a valeurs matricielles, avec M = [M;;] i=1...n et notation
=1

similaire pour N :

(M,N)p2) = /M” 7)dQ = Z ijs Nij)r2(Q)-

1,5=1 1,j=1

Lo i
En particulier, notant Vi = [%] i=1on la matrice jacobienne de @ en coordonnées cartésiennes,

notation similaire pour Vv, ces notatlons permettent de retrouver 'intégration par parties

( AU ’U)Lz Q) = (VU VU)L2(Q (Vﬁﬁ, U)Lz(r), (11)



quand de plus u € H?(Q). En effet :

= i Pu'

(A, B) 20y = Y _(—Au,0")p2(q) = Z(—W,U )L2(9)
i ij J

= Z(% iw) — (%n. v?)

- - ax]a OxJ L2(Q) 81‘] E L2(T)

= (Vﬁ, Vﬁ)Lz(Q) — (Vﬁ.ﬁ, 'U)LQ(F)-

2 Pi-bulle en vitesse, P; en pression : les équations discréti-
sées

On se place dans un domaine £ C R2. Soit € > 0. Pour fixer les idées, on impose les conditions
1

de Dirichlet a la vitesse : U = (Zg) est la vitesse imposée sur I' = 0.
r
On note V}, I'espace vectoriel des fonctions Pi-bulle qui sont nulles au bord, et on note @

I’espace vectoriel des fonctions P; qui sont nulles en un point donné.
On veut résoudre : trouver iy, € (ub+V;) x (ud+V4) et pn € Q) tels que :
{ (Vidn, V)22 = (pn, divin) 2, = (£, 0)ee, Vo € V7, @)

(diviin, qn)r2 — (P, qn)r2 =0, Van € Qn.

La condition inf-sup discréte est satisfaite (élément fini mini de Fortin) et ce probléme est bien
posé.

1 1 . 1
Notons i@, = (Z’;) et ¥, = (Zg), ainsi que f = (§2> L’équation (2.1) s’écrit en prenant
h h

, puis U, =

successivement v, =
0 wp,

- - owy,
(Vuy, Vwr) = (pn, 89; ) = (f',wn), Vwp, € Vi,
= 9 _ 8wh o 2
(Vug,, Vwn) = (ph, By )= (f%wn),  Vwp €V, (2.2)
ou),  ou?
(% afyy%)m —&(pn,qn)r> =0, Van € Qn,
ou encore :
ouj, dwy, ouj Owy, own, .1
(E» E) (Ty’ Ty) — (pn» %) = (f",wn), Ywyp, € Vi,
oui dwy, ouZ  dwy, Owy, 5
Ouj, Owny Oy OWny (0 OWhy _ €V, 2.3
(8ZE ? ax )+( ay ’ ay ) (pha 8y ) (f 7wh)a \V/'UJ}, e Vh ( )
oul  ou?
(87; + aiyhv%)L? —&(Pryqn)r2 =0, Van € Qn.

Soient n; le nombre de triangles du maillage éléments finis, et n,, le nombre de noeuds de ce
maillage (le nombre de sommets du maillage). Les fonctions de base Py seront notées (¢;)i=1,... n,
et les fonctions de base des bulles seront notées (Vi) x=1,....n, -

On rappelle qu’une fonction bulle 5 de base est donnée par le produit des 3 fonctions P; de

base sur le triangle K :

Vi = Oky Pky Py »

ol k1, ko, k3 sont les 3 numéros (globaux) des 3 sommets (locaux 1, 2 et 3) du triangle K. Et ¢x
est nulle dans Q) — K.
On notera :

Nn

pn(Z) = Zpiqm(f),



la décomposition d’une fonction p;, € V}, sur la base P, et on notera :

ne

Zuwwza Uk (@),

. (2.4)
Zm 7) + Z B ().
la décomposition d’une fonction @), = <z> € (up+Vh) x (ud+V3) sur la base Pi-bulle-P;.
Remarque 1 Sie >0, on pose A = é et le probléme (2.1) s’écrit :
(Viin, Vn) + Mg, diviy, g, divay) = (f, ), (2.5)

ot lg, : L*(Q) — Qp est I'opérateur de projection L? sur Qp, i.e. si p € L*(Q), alors pp, = g, ¢
est défini par (pn,qn)rz = (P, qn)r2 pour tout gn € Qp. .

3 Elimination des d.d.l. associés aux bulles

d.d.l. = degré de liberté = d.o.f. = degree of freedom.

3.1 Equations relatives aux bulles

On note (k;)j=1,2,3 les numéros (globaux) des 3 sommets du triangle K. On va prendre wy, = ¢x
dans (2.2);.
On a, ¥k étant nulle & extérieur de K :

3
(Vu, Vi) r2(0) = (Vu, Vi) L2 (k) = Zukj (Vor,, Vibr )2y + o (Vor, Vi) 12 (k) (3.1)

j=1
On remarque que, par intégration par parties immédiate :
(qui,va)Lz(K) =0, (3.2)

car = [ —A¢i ¥k + [ Vil avec Ag; = 0 (les ¢; sont affines sur K) et Y jgx = 0 (les
bulles sont nulles sur le bord de K. Donc (3.1) se résume a : pour tout ¢ :

(Vu, Vo ) r2(0) = o™ (Yo, Vb ) 2 (i),

résultat indépendant des valeurs de u aux sommets des triangles.
Puis, ¥ i étant nulle & 'extérieur de K, on a :

O O 3 LS
(0 g D = g e = 39 (0 T e

et :
(f1,¥K) 2 = (f1,¥K)L2(K)-

D’ou (2.2); donne :

1
OK = e ((flﬂPK (k) + Zp ¢kj7 Ovc )L (K)) (3.3)
De méme (2.2)5 donne :
S w



3.2 Equations relatives aux sommets

On prend wy, = ¢; pour un des i = 1,...,n,. Alors (2.2); réécrite comme :

50190, Vo - (0. 2200,) = 3,60

k=1 k=1
devient :
ng 3 A 3 (9(251 g
> (D0 wh (Vor, Voo + X (Vore, Voo = 30 (0, 5)ic) = D (f1s i)
k=1 j=1 j=1 k=1

Toujours avec (Vii, Vi) i

=0, cf. (3.2) : les composantes o disparaissent.
Donc les équations (2.2); ( )

pour tout ¢; se résument & :

¢ 3 ng
(3 (o, Vi) Zp (66, 22 ) = D2 (160 (3.5)
k=1 j=1 K=1

De méme les équations (2.2)2 (en v) : pour tout ¢; :

Z(Zv (Von,, Vi) Zp mﬁ%> )=Zt(f2,¢i>1<. (3.6)

k=1 j=1 K=1

Donc les ddl (ak et Bi) correspondant aux bulles n’interviennent pas dans ces équations en vitesse.
Pour les équations (2.2)3 (en pression), on a pour tout 1 <i <mn, :

7(% + %;ad%)@ - €(p7 ¢2)Q = 07
soit : .
ne 8
S( w5 (22 6 + (2K )
k=1 j=1
3
+ > i 00, L BK(‘%K,@)
j=1
3

+ey ph (¢kj7¢i)K) =0.

j=1
On remplace ax et Sk par leurs valeurs (3.3) et (3.4), et on obtient :

¢

;( iUkJ<8¢k  Pi) K |V1;K|2((f17¢K)K+Zi:pkj(¢kj,ag};{) >(awK’¢l)
+ évk](%k 1)K HW;KHQ((J@Q,W KJFZP ¢kﬂ8¢71<) )(ag;yK "
+ eijp’“f‘ (64, 6:)K ) =0,
soit : ”
i:( > (5 o0 o)+ (5 0%, R
k=1 j=1

Ire

= Ok
+ Zp J{€(¢k17¢l) ||vw |‘2[(¢k]77)K(
j=1

i+ O (T 00}

Yk g

0k + (f ¥R )k (=5 = ,¢z) )

nt 1
= +;W((ﬁ,¢1{) K(—5—



3.3 Bilan

Les équations (3.5), (3.6), et (3.7) donnent le systéme & résoudre ou les bulles ont disparues :
il y a 3 * n,, équations & résoudre pour les 3 * n,, inconnues u’, v’, p’ pour i = 1,...,n,,.

Si on ne souhaite représenter le résultat en vitesse uniquement aux sommets du maillage, ce
résultat est suffisant.

Si de plus on souhaite représenter le résultat en vitesse au milieu de mailles (isobarycentre), on
récupére ensuite les composantes ax et Ok des bulles a Paide de (3.3) et (3.4).

4 Calculs numériques

4.1 Rappels

On se donne un triangle K = (4, B,C) ot A = (a1,az), B = (b1,b2), C = (c1,c2).
On effectue le changement de variable sur le triangle de référence K = ((0,0),(1,0),(0,1)) :

/ f(z,y) dedy :/ f(u,v) J(u,v) dudv
K ¢
. (ax,y) = F(U,U), J(U,U) = |d€t(VF)‘, f(uvv) = f(F_l(u7U))

Pour un triangle k, on a :
J = 2A = 2(aire de k)

En particulier :

ou ¢y —as ou ap—cp ov  as — by ov b —a

oz  J oy J  ox J T oy J

Et :

of(z,y) [ Of(u,0) Qu(z,y)  9f (u,v) Du(,y)
/K C0r dedy = /K( ou or o ox ) J(u,v) dudv

Sur le triangle de référence, les fonctions de base sont :
¢1(U,U):1—U—U7 ¢2(u,v):u, d)g('LL,’U):’U

et la bulle est la fonction, donnée avec ses dérivées :

. b b
b(u,v) = 2Tuv(l —u — v), o 27v(1 — 2u — v), 90 = 27u(l — u — 2v)
4.2 Calculs
On rappelle que :
[ ey 1
v(l—v)"dv= ——c——
v=0 (n+1)(n+2)’

! 2 n _ 2
| = ey

Ce qui donne :

1 1
2 1 2 1
2 2 2 3
1—v)dv=—=— 1—)¥dy= — = —
/Uzov( V=55 = 50 /U:o”< O v =155 = 5o
1
2 1 1
/ v (1 —v)’dv = = =,
=0 6x7x8 23x3x7 168




Puis, avec les valeurs des intégrales :

v(1 —2u—v)(1 —u—2v)=0v(l—v)1—u)—2uv(l —u) —v*(1 —v) + 2uv?,
Tl 1,11
120 40 30 60 120
u(l —u—20)(1 —u—2v) =u(l —u)* —uw(l —u) — 2uv(l — u) + 2uv?,
1 3 1 e 1 1
.- 3 49~ —
20 40 60 120’
v(1 —2u — v)u = w(l —v) — 2u?v,
1 1 1
=
40 60 120
u(l —u—20)u = u*(1 — u) — 2u’v,
I
30 60
v (1 —2u —v)? = v*(1 —v)? — 40*(1 — v)u + 4°u?,
1
TS
60 120 180 180
v(1 —2u — v)u(l —u —2v) = uww(l —v)(1 —u) — 2u?v(1 — u) — 2uv?(1 — v) + 4u?v?,
1 1 1 1 1
I N M S
7120 ‘120 U180 360
w0 (1 —u—v)? = 0% (1 — u)? — 2u2(1 — u)v® + u?v?,
1 1 1 1 1 1
3% 168 4%168 5%168 30%168 5040 24%x3Zx5x7
w(l —u—v)(1 —u—2v) =uv(l —u)? —2u(l — u)v? + uw?,
1 1 1 1

0,

— -2 + = .
2% 30 3x30 4x30 1230
uv(l —u —v)u = v*v(l —u) — u?v?,
1 1 1

N — = )

2x60 3x60 12x30

uv(l —u —v)v = w?(1 — u) — uv’,
1 1 1

_— — = .

3%30 4x%x30 12x30




b ymazx
/ @ dxdy = / / % dxdy
K oz y=a J z=ymin oz

b b

bor:
— [ bz a = [
Yy=a Y

b obdu  Ob v -~
/K %%da:dy—/K(%afx-ﬁ-%%)%Jdudv

= 27(co — az) /K v(l = 2u —v)(1 — u—v)dudv + 27(ag — bg)/

27

= 19q (62 —a2) + (a2 — b)) = g(02 —b2)

40
0b 9
/K %% dxdy = ZO(GQ —¢2)

0b 9
X« %(ﬁg, dl‘dy = Zo(bg — ag)

ob obou b ov -
/K 8—y¢1dxdyf/1%(%6fy+%afy)¢1<]dudv

= 27(a1 — c1) /K v(l —2u —v)(1 —u—v) dudv + 27(by — al)/

27 9
= ﬁ((al —c)+ (b —a)) = Zo(bl —c1)
ob 9
/K 87y¢2 dzdy = E(Cl - al)
ob 9
/K 87:(/(;53 d{I?dy = E(al — bl)
db db obou b,
- oror dxdy = /K(%% + %%) J dudv
B obou., _ObOudbd b,
L e [ 90y 20 ot [0
= J(CQ a2) R(a’u,) dudv+ J(CQ (12)((12 b2) Kau
_ ﬁ( (02 — a2)2 2(02 — ag)(ag — bg) ((ZQ — b2)2)
24 180 360 180
81
= m((cz — a3)” + (c2 — az)(az — ba) + (az — b2)?)

0dy=0

K

K

b 1

(@ =ba)? [ (

o

ov

w(l —u—20)(1 —u—v)dudv

u(l —u—2v)(1 —u—v)dudv

)2 dudv



b b [, 0bdu b,
/K gya—ydxdy—/K(%afy—&-%afy) J dudv

= /(%%)2 2@@@@ (@@)QJdudv

i Ou Oy + Ou Oy Ov Oy 0v Jy
1 b 2 db b 1 b
= Jlar—e)?* [ (G0 dudv+ S (e —en)(br —an) [ G2 dudv £ 51— ar)? /K(%)? dudy
— ﬁ((al — )’ n 2(a1 — 1) (b1 — a1) N (b1 — a1)2)
2A 180 360 180
81
= qo0a'la — 1)’ + (a1 — 1) (b1 — a1) + (b — a1)?)
10.
/ b2 drdy = / b J dudv = 272|J|/ uw?v?(1 — u — v)? dudv
K K K
_ 2P a8
C24%32x5%7 7 280
11.

/ bgbldxdy:/ 592)1Jdudv:27|<]|/ w(l —u—v)(1 —u—v)dudv
K K K

C2Tx2x A 3
12%30 720

/ b J dudv = / b3 J dudv
K K



5 Elimination de la pression

Cas e > 0.
On veut résoudre, cf. (2.5) :

—

(Vﬂ:h, foh) + )\(HthiVﬁh,HthiVﬁh) = (f,’l_fh).

On écrit encore :

(Vidn, V) — (pn. diviy) = (f, Os), (5.1)
(diVﬁhv Qh) - E(pha Qh) = 07
ol € = % Donc pour I’équation en g, pour 1 <¢ < n, :
Nn 9 ne (9 ¢ aw In .
Z (%% ) )+ 3 a" (V% 0 +Z B0 +ZﬁK K 6i) —e > (85, 00) =0
j=1 j=1

Avec intégration numérique (¢;,¢;) = 0 si j # ¢ (approximation par la régle du trapéze pour des
éléments Pp), et donc :

P = R o+ 2 o (00 + 20 G+ 32 (0]
=

On peut ainsi éliminer py, dans (5.1);.
1l faut choisir : soit on élimine les p’, soit on élimine les o et 5.



