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1 Rappels sur les fonctions R — R

1.1 Continuité

On considére un intervalle I C R, i.e., I al’'une des formes suivantes : | — 0o, co[(= R), | — 00, 8],
| = 00,8, la, 00|, [a, 0], ]a,b], [a,b], ]a,b], [a,b], ou a et b sont deux réels tels que a < b (dans les
quatre derniers cas).

Définition 1.1 Soit f: I — R et xg € I. Alors f est continue en z si :

lim f(z) = f(zo) dansR. (1.1)

Quand on écrit © — g, on sous-entend bien str que x € I, sinon f(x) n’aurait pas de sens; on ne
précisera plus « € I dans la suite, i.e. on écrira simplement lim,_, ., f(z) = f(xo).

On rappelle les notations :

lim f(x) 4 Jim f(x) noté f(a+),

r—a+ rz>a

z—b
et P 2
lim f(x) 4 i f(z) nate f(b—).
vobe 5

Et la définition donnée par (L) contient la définition de la continuité & droite et & gauche : si
I =la,b], f est continue & droite en a ssi :

flat) = f(a),

et f est continue & gauche en b ssi :
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La continuité en xy s’écrit aussi (avec la valeur absolue |.| dans R) :

lim [f(x) — f(zo)| = 0. (1.2)

|z—x0|—0
Et en termes de quantificateurs, f continue en zg s’écrit :
Ve>0,3n>0,Ve el : |z—xol <n = |f(z) = flzo)| <e,

qui s’énonce en “francais” :

En z, pour tout € > 0 (sous-entendu “aussi petit soit-il”), il existe > 0 (qui dépend de ¢ et
de xo) tel que, dés que x vérifie |z — xo| <7, on a |f(z) — f(zo)| < €, ou encore :

en xo, pour tout € > 0 (sous-entendu “aussi petit soit-il”), il existe n > 0 (qui dépend
de € et de xp) tel que, dés que = est dans lintervalle |xo—n, zo+n[, on a f(z) dans lintervalle

[f(zo)—¢, f(wo)+el.

Définition 1.2 f est discontinue en zq ssi f n’est pas continue en xg, i.e. ssi lim, ., f(z) # f(z0)-
Ou encore si :

e>0,Yn>0,Fzel tq: |[z—xzo|<n et |[flx)— f(zo)| >e.
Définition 1.3 On dit que f : I — R est continue dans [ si f est continue en tout point x de I.
Cela s’écrit :
Veel,Ve>0,In>0: VZel, |T—z|<n = |f(@) — f(z)|<e.

Définition 1.4 On appelle C°(I;R) I’ensemble des fonctions continues f : I — R, qu'on note
simplement C° lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

Théoréme 1.5 (des valeurs intermédiaires.) Soit f : I — R une fonction continue dans I, soit a
et b deux points de I tels que a < b. Alors, si f(a) < f(b) on a :

VYo E]f(a), f(b)[v Jxzo E]a, b[a f(iCO) = Yo, (1.3)

et si f(a) > f(b), méme résultat pour tout yo €]f(b), f(a)[. Le., si f est continue, alors toute valeur
comprise entre f(a) et f(b) est atteinte.

En particulier, si f est continue sur I, alors f(I) est un intervalle, a savoir 'un des intervalles
[m, M], m, M}, [m, M[ ou Jm, M[ ot m = inf,cs f(x) et M = sup,; f(x).

Preuve. Supposons f(a) < f(b) (sinon on travaille avec la fonction —f).

Soit yo €]f(a), f(b)[, soit S = {z €]a,b] : f(x) < yo}. Ayant S C [a,b], on définit ¢ € [a,d]
comme étant la borne supérieur de S : si x € S alors x < ¢, et si > c alors f(z) > yo.

On commence par remarquer que ¢ vérifie a<c<b. En effet, montrons par exemple que ¢ # a
(méme raisonnement pour ¢ # b) :

sinon ¢ = a, et alors par définition de ¢, pour tout = €]a,b[, on a f(x) > yo > f(a). Mais alors
limg ot f(z) > yo > f(a) et f est discontinue en a, contraire a ’hypothése f continue en a. Donc
¢ = a est impossible : on a ¢ > a.

D’ou trois cas possibles :

1- Soit f(¢) = yo, et le théoréme est démontre.

2- Soit f(c) < yo, mais f étant continue en ¢, on a lim,_,. f(x) = f(c) et par définition de ¢,
lim, et f(x) > yo > f(c). C'est absurde. D’ou f(c) > yo.

3- Soit f(c) > yo. Méme démarche : c’est impossible.
Seul le cas 1- est possible, d’otu ([L3). On en déduit que f(I) est un intervalle : en effet, si y1,ys2
sont deux point de f(I) (i.e. il existe 21,22 € I t.q. f(z1) = 11 et f(x2) = y2, alors tout point de
Vintervalle [y1,y2] est dans f(I), cf. @C3). Et f(I) D]m, M]. o

Définition 1.6 On dit que f : I — R est uniformément continue dans I si la continuité de f se
mesure indépendamment de (uniformément en) z :

Ve >0, 3In.>0: Ve, 2€l, |2 —z|<n. = |f(&)— flz)| <e.

(On ne peut pas exprimer 'uniforme continuité en termes de limite.) Donc ici  ne dépend que de ¢,
pas de x : pour tout ¢, il existe 7 tel que dés que z et & vérifient |z —z| < n.,on a |f(Z)— f(x)| < e.
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Proposition 1.7 Si f est uniformément continue sur I, elle est continue en tout point x de I. La
réciproque est fausse, i.e. il existe un intervalle I de R et un fonction continue f : I — R telle que
f n’est pas uniformément continue.

Preuve. On suppose f uniformément continue dans I. Soit « € I, alors 'uniforme continuité
donne en particulier : Ve >0, In. >0: VZ €I, | —z| <n. = |f(@) — f(z)| <e. Le f est
continue en z.

La réciproque est fausse : prendre f : x €]0,1] — % Cette fonction est bien str continue en tout
point de |0, 1], mais elle n’est pas uniformément continue dans ]0,1]. En effet, 3¢ > 0, on prend
e=1,tel que V¥ > 0, 3z > 0 et Iy > 0, & savoir x = min(n, 1) et y = 1, et on a & la fois [z —y| <7
et |f(x) — Fy)] = e (car w — y = min(,1) et | f(2) — f(y)] = |2 — 2] = L = max(1,1) > 1==.

(Ou bien prendre f : R — R définie par f(x) = z2.) wE

Exemple 1.8 Montrer que la fonction f : z € [0,1] — f(z) = /= € R est uniformément continue
(sans se servir de la proposition suivante).

Réponse. Regardons ce qui se passe au voisinage de z = 0, i.e. la continuité de ,/" en z = 0 : on veut
[VZ — V0| = Vi < e dés que |# —0| = % < . On prend = &2, et on a & < n donne bien VZ < ¢ (la
fonction ,/ est continue & droite en 0 et on a caractérisé 7 en fonction de €.

Montrons maintenant que si [£—z| < 2 alors |v/—+/z| < . Pour ce, montrons que |vVi—+/z|* < |&—z|,
ie. quesiZ > x alors T+x — Wiz < T—ux,i.e. six > x alors 2z — 2VZz < 0. Clest immédiat. Et si 7 < z
ona |f—z|=xz—% et de méme 2% — 2v/Zzx < 0. wn

Proposition 1.9 Une fonction f € C°([a,b],R) (continue sur un compact) est uniformément
continue.

Preuve. Supposons f non uniformément continue :

Je >0, Vnp > 0,3z € [a,b], 3T € [a,b], |T —z| <n et |f(Z)— f(x)| >e.

Soit donc un tel €. Alors on fixe n € N et on pose p = % Puis on prend deux réels x,, et z,, tels que
|Zn, — zn| < et |f(Z,) — f(xn)] > . On construit ainsi deux suites (x,,) et (Z,) dans le compact
[a,b] : on peut donc en extraire deux sous-suites convergentes qu’on notera encore, pour simplifier
les notations, (x,) et (Z,).

Comme |Z,, — z,| < %, les deux sous-suites convergent, vers une méme valeur, et vérifient égale-
ment |f(Z,)— f(z,)| > e. Comme f est continue, ceci est impossible. Donc f est bien uniformément

continue. an

Proposition 1.10 Si f : [a,b] — R est continue, alors 'image f([a,b]) est compacte (bornée et
fermée), et [ atteint son maximum et son minimum :

Sear € (@8] : flaa) = sup (), Fow € [ab]: flam) = il f(a)
z€la,b] z€la,b]

Preuve. Le théoréme des valeurs intermédiaires indique que f([a,b]) est un intervalle, et il s’agit
de montrer que cet intervalle est borné et fermé quand f est uniformément continue sur [a, b] (avec
la proposition [[.9).

Montrons que 'image f([a, b]) est bornée. L’intervalle [a, b] étant compact, f y est uniformément
continue, et donc a ¢ fixé, il existe n et donc il existe un nombre fini de points xg<xi<...<x;, tels
que Tip1 —x; <net |f(xir) — flz)| < e (& savoir z; = a + zbl_% pour i = 1,...,n ou n = partie
entiére de b;—n“ points, quitte & prendre 7 suffisamment petit, i.e. tel que b;—“ >1).

Et donc pour tout = € [a,b], il existe i € [1,n] tel que : |z — x;| < n et |f(z) — fla;)| < e. Et
donc : Sl[lpb] f(z) < Z_7Irllauxn(f(gci)) + ¢, pour tout = € [a,b] : et f est bien bornée (i.e. son image

xre|a, T
est bornée).

Montrons que f([a,b]) est fermé. Posons M = sup (|f(z)|), un tel sup existant dans R car f
z€|a,b]
est bornée. Il s’agit de montrer qu’il existe zp € [a,b] tel que M = f(zar) :

par définition du sup, il existe une suite (z,) dans [a,b] telle que f(x,) — M. La suite (z,,)
n—oo

étant bornée dans le compact [a, b], elle admet une sous suite convergente x.,, dans [a, b]. Notons
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Tp = klim X, - Sachant f continue, on a f(x,,) — f(xap), et on en déduit que M = f(xp), et
— 00

donc que M € f([a,b]). De méme pour m = ir[1fb](|f(x)|) € f(la, b)), ce qui prouve que f([a,b])
x€E|a,
est un intervalle fermé. un

Remarque 1.11 En appliquant le théoréme des accroissements finis (voir plus loin), on montre
que si f: I — R est continue dérivable de dérivée bornée sur I, alors f est uniformément continue
sur . un

1.2 Notations de Landau “o” et “O”

Définition 1.12 Soit zg € R, et soit I intervalle de R t.q. 29 € I. Etant données deux fonctions
fetgde F(I;R), on dit que f est “petit o de g au voisinage de x¢”, et on note “f = o(g) au vois.
de x¢”, ssi

Ve>0, In>0, Veel, |z—xol<n = |f(z)]<Eég(z)]| (1.4)

On écrit également, abusivement f(z) = o(g(z)) au vois. de xg, et on dit que f est négligeable
devant g au voisinage de xg.

Exemple 1.13 Avec g = Iy (la fonction constante valant 1 sur R), on a “f = o(1g) ="°% 0(1) au
vois. de x¢” ssi f(2) —z— 1, 0 (immédiat). o

Définition 1.14 Etant données deux fonctions f et g de F(R;R) , on dit que f est “petit o de g
au voisinage de +0o0”, et on note “f = o(g) au vois. de +00”, ssi :

Ve>0, IM >0, Ve>M = |f(z)| <élg(z)l (1.5)

On encore, f = o(g) au voisinage de +oo ssi F' = o(G) au voisinage de 0 ot on a posé

F(z) = f(3) et G(2) = g(3)-

Proposition 1.15 Soit ¢ € I, et soit I intervalle de R t.q. xo € I. Etant données deux fonctions
f et g de F(I;R), s'il existe une fonction € : R — R telle que €(0) = 0 et qui est continue en 0
(donc e(2) —50) et :

zZ—r

f(z) = e(x—20)g(2), (1.6)

alors f = o(g) au voisinage de x.

Preuve. Si une fonction ¢ vérifiant (L6]) existe, alors |f(z)| < |e(z—xz0)||g(z)|. Et donc, pour € > 0
donné, choisissant n > 0 tel que |z| < 7 implique |e(2)| < € (un tel 7 existe par continuité de
en 0), on obtient |f(z)| < &|lg(x)| dés que |z — xo| < 1, d’ou ([TE). n

En particulier, si g ne s’annule pas dans un voisinage de xg, on a f est “petit o de g au voisinage
de z(”, et on note “f = o(g) au vois. de xy”, ssi dans un voisinage de x :

f(x)

— =¢(z—=x ie. lim —= =0.
ga) ~ @) e e

On encore, si g ne s’annule pas dans un voisinage de z( sauf éventuellement en xg :

f(z) note . f(x)
I o2l gy
A5G T T R g

la derniére notation pour alléger Iécriture (sachant que la division par 0 est interdite).

Notation. On note z™ la fonction  — 2™ définie sur R. Ainsi, si g(x) = 2™, si f = o(g) au
voisinage de x, on note f = o(z™) au voisinage de z.

Exemple 1.16 Toute fonction mondme f(z) = 2™ avec n > 1 est o(1) au voisinage de 29 = 0, ol
n

. x
on a noté 1 la fonction constante = 1 sur R, car — —60. un
Tr—r

n

Exemple 1.17 La fonction f(z) = 2™ pour n > 2 est o(z) au voisinage de 0 car T —60 : on note
r T—

f(z) = o(x) au voisinage de 0. wa
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Exemple 1.18 Si f est une fonction continue en z(, alors

f(@) = f(2o)
1

— 0 et donc f(z) —
x o
f(zo) = o(1), ie., f(z) = f(xo) + o(1) au voisinage de xg (développement limité de f a Pordre 0

au voisinage de xg). nn

Remarque 1.19 La notation de Landau n’est pas compatible avec ’addition, i.e. si f1 = o(g1) et
si fo = o(g2), la conclusion fi+fo = o(g1+g2) est fausse. Par exemple prendre fi(z) = fao(x) = 22
et prendre g1(z) =z = —go(z) :ici on a g1+g2 = 0 et (fi+f2)(x) = 222 # 0(0) = 0. o

Proposition 1.20 La notation de Landau est compatible avec la multiplication, i.e. si f = o(g)
au vois. de xqy alors fh = o(gh) au vois. de x¢ pour toute fonction h.

Et la notation de Landau est transitive, i.e. si f = o(g) et g = o(h) au vois. de zq alors f = o(h)
au vois. de xg.

Preuve. Si f(z) = e(x—x0)g(z) alors h(z)f(z) = e(x—z0)h(z)g(z).
Et si f(z) = e1(z—x0)g(z) et g(x) = ea(z—x0)h(z) alors f(x) = (e182)(z—x0)h(z), avec e122
qui tend vers 0 quand x — xg. =n

Définition 1.21 On définit la notion de ‘comparable’ ou de ‘grand O’ comme suit : étant données
deux fonctions f et g, on dit que f = O(g) au voisinage d’un point xg ssi :

AC >0, In>0, Veel, |z—axol<n, |f(z)<Clg)l|

et on note également f(z) = O(g(x)) au voisinage de xo. On dit aussi que f est (au plus) du méme
ordre de grandeur que g au voisinage de xg.

1.3 Dérivation

Définition 1.22 Soit f: I — R, et soit zg € I. Quand la limite suivante existe dans R :

f() = f(zo)

lim e R, (L.7)
T—To xTr — IO
i.e. quand il existe ¢ € R tel que ¢ = lim;_4, %ﬁ:ﬁm“), on dit que f est dérivable en z¢, et on
note ¢ = f'(zg).
Donc, si f est dérivable en g, on note :
T—To xTr — IO

Quand on écrit x — xo, on sous-entend bien str que x € I, sinon f(x) n’aurait pas de sens. Cette
définition contient donc la définition de la dérivée a droite (ou dérivée par la droite) correspondant
au cas ol Zg = a (et donc I = [a, [ ou [a,b] ou [a, co[) notée :

. f(x)_f(x())_ / . f(x0+h)_f(x)_ ’
zganﬁ P f'(xo+) € R, ou encore hl_l}I(IJl_‘_ N = f'(xo+) (1.8)
avec la notation immeédiate : lim = lim . De méme pour la dérivée & gauche.

Tx—x0+ z>x0
T—x(

Une définition équivalente est :

f@) = f(2o)

P ' (xo) = o(1) au vois. de zo, (1.9)
ou encore :
w = f'(x9) + o(1) au vois. de zo, (1.10)
ou encore : ’
f(x) = f(zo) + f(wo)(x — x0) + 0o(x — x9) au vois. de xo, (1.11)

appelé développement limité de f & 'ordre 1 au voisinage de xq.
La valeur f'(zg) est aussi appelée la pente de f en zy (= rapport coté opposé/coté adjacent) :
Ay
’ o T =29
f'(zo) = pente en xy = Ilgl;() AL
ot on a noté Ay = f(z)—f(zo) et Az = z—xy.

On a le résultat immeédiat :
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Proposition 1.23 Si f est dérivable en xq, alors f est continue en xg.

Preuve. Par hypothése, f(z) = f(zo) + (x — z0)f'(x0) + o(x — x0), et donc, si z — xp on a bien
f(I) — f(SC()) =n

Si les valeurs f/(z) existent pour tous les 29 € I, ou I C R, on définit la fonction dérivée par :

Iz I -R

Exemple 1.24 L’application affine f(xz) = ax + b est dérivable en tout point € R, et a pour
dérivée f’'(x) = a =constante pour tout = € R (calcul immédiat). Et la représentation de f dans
R x R = R? par son graphe {(z, f(z)) : = € R} est une droite de pente a passant par le point

(0,b). wa
Exemple 1.25 L’application f(z) = |x| est dérivable sur R — {0}. En 0, la limite & droite est +1,
et la limite & gauche est —1. Cette fonction n’est donc pas dérivable en 0. wn

Exemple 1.26 L’application f(x) = z™ pour n € N est dérivable en tout point zy € R, et sa
dérivée en xg est f'(zo) = nz) ' (pour n>1). En effet :

" —al = (x — o) (2" F 2" P+ Faxl 2 ap ) (1.12)
et donc m::fg tend vers na{ " quand z tend vers xo. Et par linéarité on déduit que toute fonction
polynomiale est dérivable sur R, et sa dérivée est immédiate & calculer. un

Exemple 1.27 L’application exponentielle © — exp(x) = e est définie comme étant la fonction
qui est égale & sa dérivée en tout point x € R, i.e., pour tout x € R, on a exp’(z) = exp(x). un

On note C*(I;R) I'ensemble des fonctions f : I — R qui sont dérivables sur I de dérivée
f’ continue sur I (i.e. f' € C°(I;R)), et on note simplement C! lorsqu’il n’y a pas de confusion
possible.

Remarque 1.28 Une fonction f peut étre continue dans tout R et dérivable dans tout R sans
que sa dérivée soit continue dans tout R : par exemple, f définie sur R* par f(z) = 2* sin(%) et
en 0 par f(0) = 0 est continue sur R.

Cette fonction est dérivable sur R* de dérivée f’(z) = 2z sin(2

~) —cos(=), et cette dérivée n’es
! 1), et cette dérivée n'est
pas prolongeable par continuité en 0. Pourtant f’(0) existe et vaut 0 car % = xsin(%) tend
vers 0 quand x — 0.

Cette fonction est donc dérivable en 0 sans que sa dérivée f’ soit une fonction continue en 0.

Les fonctions dérivables n’ont donc pas forcément leurs dérivées continues. un

La dérivation est 'opération qui consiste & calculer la dérivée. Etant donné que ¢ =

_l’_
(&
dans R dés que ¢ # 0, on a immédiatement le théoréme :

oo

ole

Théoréme 1.29 L’opération de dérivation est une opération linéaire, i.e., si f et g sont deux
applications dérivables en x et si A € R alors :

(f +29) () = f'(z) + Ag'(2) (1.13)
Définition 1.30 Si f est dérivable en xg, alors la fonction affine définie par :
G2o(7) = F(20) + f'(30) (@ — 30), (1.14)
i.e. par :
gzo(z) =ax+b avec a= f'(zo) et b= f(zo) — f'(x0)o, (1.15)

est appelée application affine tangente & f en . Son graphe dans R? est une droite tangente en x
au graphe de f.
Définition 1.31 Deux fonctions f : R — R et g : R — R sont dites tangentes en un point xq ssi :
i 1@ —9@) _ o
T—TQ xXr — IO
En particulier, si g est affine, alors g s’écrit g(x) = a(x — zo) + b ot g(xg) = b et ¢'(z9) = a,
et si f est dérivable en g, alors f(x) = f(zo) + (z — zo)f'(x0) + o(x — z0) au voisinage de xg.
Et on retrouve immédiatement que si g est tangente & f alors on doit avoir g(zg) = f(zo) et
9’ (x0) = f'(x0), et le graphe de g est la droite tangente au graphe de f en .



8 1. Rappels sur les fonctions R — R

1.4 Dérivation de produits et de composées

On rappelle que si f et g sont deux fonctions définies sur un méme intervalle I, alors le produit
fg est la fonction définie sur I par fg(x) = f(z)g(x). Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors é

est la fonction définie par 5(:0) = %. Et si g est définie sur f(I), alors go f est la fonction définie

sur I par (go f)(z) = g(f(x)).

Voici quelques régles usuelles de dérivation, basées sur les dérivées des fonctions affines f(x) =
ag + a1z et g(y) = by + b1y (on considére les développements limités au premier ordre, i.e. les
parties affines de f et g au voisinage d’un point).

Dans ce cas (fg)(a:) = f(x)g(x) = (ao + CLlilf)(bo + bla:) = aobo + (aobl + albo)I + a1b1x2, d’ou
(f9)'(z) = agby 4+ a1by + 2a1b12 = a1(by + b1z) + (ag + a12)bo = (f'g + f9') ().

Et (go f)(@) = g(ao + a13) = by + b1(ao + a1x), d’ott (g o f)'(x) = brar = ¢'(f(2)) f' (@)

Cas général :

Théoréme 1.32 Soient f et g deux fonctions dérivables en x € R. Alors, le produit fg est dérivable
en x, et si g'(x) # 0 alors Jg est dérivable en x, et :

@) (f9) (@) = f'(2)g(x) + f(2)g (),

y ' _ @) - f@)d () (1.16)
(ZZ) - (‘T) - 2 .
g 9(x)
/ ’
En particulier, (%) () = —%
Et si f est dérivable en z, et si g est dérivable en y = f(x), alors g o f est dérivable en x et :
(iid)  (gof)(x) =g'(f())f' () (1.17)
En particulier, si f est inversible au voisinage de x, si f'(x) # 0, et si f~! est dérivable eny = f(x),
alors : 1 .
() ()= = : (1.18)

Preuve. Soit zg € R.
Démontrons (i), i.e., cherchons si la limite suivante existe :

T—>T0 r — X
Ona:
fa)ola) = flalatao) _ (Fa) = F@0) o (0(0) = o)

Tr — X Tr — X Tr — X

(1.20)

Mais g continue et dérivable en xg et f est dérivable en xy et donc :

f(@)g(x) = f(x0)g(w0)

r — X

= (f'(z0) + 0(1))(g(w0) + o(1)) + f(0)(g'(x0) + o(1)). (1.21)

L’opération passage & la limite étant linéaire, et la limite d’un produit étant égal aux produits des
limites, on déduit P’existence de la limite et (i).
De méme pour (ii) quand f =1 :on a

1 1

3wy 9(@o) —glx) 1 (1.22)

g(z) _
T — r—x0 g(x)g(z0)

Q

d’ot1 'existence de la limite et (ii) quand f = 1. Puis (ii) découle de cette derniére formule et de (i)

i I _r1
puisque - = fg.
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Pour (iii), cherchons lexistence de la limite quand z — ¢ de :

9(f(z)) = 9(f(@0)) _ 9(¥) — 9(y0) (1.23)
T — Xo T — o

ot on a posé y = f(z) et yo = f(xo). Comme g est dérivable en yjo, il vient :

9(y) = 9(yo) + 9'(yo) (y—w0) + o(y—yo) = g(yo) + ¢’ (yo)(f(x)—f(x0)) + o(f(x)—f(x0)). (1.24)

Et la dérivabilité de f en zq s’écrit f(x)—f(z0) = f'(xo)(x—x0) + o(z—20). Dot :

9(y) = 9(yo) + 9'(wo) [f' (x0) (x—0) + o(z—0)] + o(f'(w0) (z—0) + o(x—10)). (1.25)

Et on obtient :
9(y) = 9(y0) = g'(y0) /' (x0)(x—w0) + o(x—=0), (1.26)

i.e. la dérivée de g o f en x vaut ¢'(yo)f' (zo).
Enfin pour (iv), si f~! est dérivable en y = f(z) avec f dérivable en x, de (fo f~1)(y) = y on
déduit :

i.e. (m]) =n

Remarque 1.33 Dans la dérivation de fonctions composées, il fallait comparer 'accroissement
g(f(x)) — g(f(xz0)) avec accroissement & — xg. Formellement, on aurait pu écrire :

g(f(@) — g(f(z0))  g(f(x)) — g(f(w0)) f(z)— f(xo) / /
T — o T f(x) = flxo) —ay Y (f (o)) f (o) (1.27)

ce qui aurait donner directement le résutat. Cependant, il se peut que la fonction f oscille beaucoup
autour de xg, et on ne peut pas alors diviser par f(z) — f(xo) (exemple : f(x) = xsin(%) avec
f£(0) = 0). C’est pourquoi on a composé les accroissements sans faire apparaitre f(z) — f(xg) au
dénominateur. un

Théoréme 1.34 (Leibniz) Si f et g sont n-fois dérivables en x alors fg est n-fois dérivable en x
et :

(f) (@) =Y () P @)g" (@) (1.28)
k=0

< ! - . .
oules (}) = m = C¥ sont les coefficients binomiaux.

(%) (régle du triangle de

Preuve. Démonstration par récurrence, sachant que (Z:i) + (”;1)

Pascal). n

1.5 Théoréme des accroissements finis dans R

Théoréme 1.35 (Fermat) Si f : [a,b] — R présente un extremum local (minimum ou maximum)
en xg €)a,bl et si f est dérivable en xg, alors f'(x¢) = 0.

Preuve. Supposons f maximale en zo : f(x) < f(xg), donc f'(zo+) = lim f(@) = f(@o) <0et
s T—xo
f'(xo—) = lim w > 0. Comme f est dérivable en zg on a f/'(zo+) = f'(zo—) = f'(x0).
z<xQ —X0

T—x(

Donc f'(x9) = 0. Et si f a un minimum en zp, alors —f est maximum en xg et —f'(xg) =0. ou

Exercice 1.36 Montrer le théoréme dit de Darboux : si f est dérivable sur [a,b], si f'(a) < f'(b)
et si A est tel que f'(a) < A < f'(b), alors il existe £ €]a, b tel que A = f/(£).

Réponse. L'inconnue du probléme est un point £ tel que f/(§) = A, ie. t.q. f'(§) — A = 0. Soit g(x) =
f(x)— Az de dérivée ¢'(z) = f'(x) — . On cherche donc un point £ ot g admet un extremum. g est continue
sur [a,b] et donc y atteint son maximum en un point £. g étant dérivable, le théoréme de Fermat indique

que g'({) :0:f/(£) - A an
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Théoréme 1.37 (Rolle) Si f est continue sur [a,b], dérivable sur |a,b], et si f(a) = f(b) alors il
existe £ €a, b[ tel que f'(§) = 0.

Preuve. f étant continue sur [a,b] y admet un extremum local, et f étant dérivable, on applique
le théoréme de Fermat. un

Théoréme 1.38 (des accroissements finis) Si f : [a,b] — R est continue sur [a, b] et dérivable sur

la, b, alors :
3¢ €a, b, W = f'(c). (1.29)

Le., il existe ¢ €]a, [ tel que f'(c) soit la pente moyenne. Ou encore :
30 €0,1], f(b) - f(a) = (b — a)f'(a+0(b—a)).

(Ce théoréme est aussi parfois appelé théoréme de Lagrange. Et le point ¢ = a+60(b—a) s’écrit
aussi ¢ = (1—0)a+6b, qui est écriture usuelle du barycentre de a et b.)
Preuve. La droite joignant a et b a pour équation y = f(a) + w(ap —a). On considére alors
la fonction g(x) = f(z) — f(a) — W(m — a), qui vérifie g(b) = g(a), et on lui applique le
théoréme de Rolle : il existe & €]a, b tel que ¢'(§) =0= f'(§) — W. wa

Exercice 1.39 Montrer que si f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a,b[ et si f'(z) = 0 pour
tout x dans Ja, b[, alors f(z) est constante sur [a, b].

Réponse : Le théoréme des accroissements finis indique que, pour tout y €]a, b], il existe ¢ €]a, y[ tel

que f(y) — f(a) = f'(c)(y — a) = 0, d’ott f(y) = f(a) pour tout y € [a,b]. =
Exercice 1.40 Montrer que si f est dérivable dans ]a,b[ (ot a < b), et si m < |f/(t)] < M pour
tout t €]a, b[, alors m < W <M.

Réponse : Le théoréme des accroissements finis indique que f(b) — f(a) = f(c)(b—a) pour un ¢ €]a, b[.
Dot |f(b) — f(a)| = (b —a)|f'(c)], dott m(b—a) < |f(b) — f(a)] < M(b—a). =

Théoréme 1.41 (accroissements finis généralisés) Si f et g : [a,b] — R sont continues sur [a, b] et
dérivables sur ]a, b, alors :

Je €la, b,  (f(b) — f(a))g'(c) = (9(b) — g(a))f'(c).

., OO
En particulier, si g(b) # g(a), il existe ¢ €]a, b[ tel que % = g,—gg = ggbz;g(a) .

Preuve. L’inconnue de ce probléme est ¢. On pose :

et donc on peut appliquer le théoréme de Rolle : 3¢ €]a,b[ t.q. F'(c) = 0. Et F'(c) = (f(b) —
f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c). !

Corollaire 1.42 (Régle de I’Hopital) Si f et g : [a,b] — R sont continues sur [a,b] et dérivables

sur ]a, b], alors :
_ !
i L@@ T@
e=ay g(x) —gla) @ g'(x)
dans le cas ou ces limites existent. En particulier, si f et g sont dérivables a droite en a alors ces
f(a)
g'(a)"

limites valent >
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Preuve. On applique le théoréme précédent qui donne (f(z) — f(a))g'(cz) = (9(x) — g(a))f'(cz)
avec a < ¢; < x, pour = quelconque dans ]a, b], d’ou le résultat quand = — a.

1) @) _ 1)~ 16) /) 00) (1 g e
g@)—gl@)  w-a r—a
ou encore de dire que les comportements de f et g sont caractérisés par leur développement limité
a lordre 1.) un

(C’est une autre facon d’écrire que

Théoréme 1.43 (Théoréme de Rolle Généralisé). Si f est une fonction C?([a,b]) qui s’annule en
les 3 points a, b et ¢ €]a,b|, alors il existe & €]a,b[ tel que f"(£) = 0 (il y a alors un point ou la
courbure est nulle).

Et plus généralement, si f € C™([a,b]) s’annule en n+ 1 points distincts de [a, b], alors il existe
€ €la, b tel que (&) = 0.

Preuve. Le thoéoréme de Rolle indique que f’ s’annule en deux points distincts : une fois sur Ja, ¢[
et une fois sur ]¢, b[, et donc (f')’ s’annule une fois sur ]a, b[. Par récurrence, on généralise. ua

1.6 Primitives et intégrales

Définition 1.44 A f: I — R fonction donnée, si le probléme :
« trouver une fonction F : I — R telle que F'(x) = f(z) pour tout = € I »
a une solution F', on dit que la fonction F' est une primitive de f sur I.

On note immeédiatement que si F' est une primitive de f, alors pour toute constante ¢ € R,
F + c est aussi une primitive de f. Réciproquement :

Théoréme 1.45 Si Fy et Fy sont deux primitives de f alors il existe ¢ € R tel que Fy, = F5 + ¢,
i.e., deux primitives de f différent au plus d’une constante.

Preuve. La fonction g(z) = Fi(z) — Fa(x) est telle que ¢'(x) = 0. Alors le théoréme des accrois-
sements finis indique que ‘g = constante’, voir exercice [[L39 un

On peut alors définir :

Définition 1.46 On dit qu’une fonction f est intégrable sur I si elle admet une primitive sur I.
En fait, la définition d’une intégrale de f est plus générale : voir un cours sur les sommes de
Riemann pour l'intégrale de Riemann, ou sur l'intégrale de Lebesgue pour l'intégrale de Lebesgue.

Définition 1.47 On appelle intégrale (définie) de f sur I = [a, b] la différence F(b) — F(a) (si elle
existe), ou F' est une primitive de f sur I, et on note :

b e b
/ f(x)dz = F(b) — F(a) "&° / f. (1.30)

Donc l’intégrale d’une fonction ne dépend que de la valeur d’une primitive aux extrémités de
I’intervalle.

Et f: f représente ’aire sous la courbe (voir les sommes de Riemann).
En particulier, si f est dérivable sur I, alors f’ est intégrable sur I et :

b
| F@ids =10 f), (1.31)
Et on retrouve les formules de base de 'intégration :

Théoréme 1.48 L’intégration est une opération linéaire, i.e. “f:(f +Ag) = f: f+ )\f: g”, pour
tout A € R et toutes fonctions intégrables f et g. Et pour tout ¢ € [a,b], relation de Chasles :

/abf:/:ﬂ/cbf. (1.32)
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Preuve. Si F et G sont des primitives de f et g alors immédiatement (F+AG)' (z) = F'(z)+A G’ (z).
Puis F(b) — F(a) = F(b) — F(c) + F(c) — F(a). n

On note, pour une fonction F' donnée :

F(b) — F(a) "2° [F], "2° [F(x)]2.

a a

Théoréme 1.49 (Intégration par parties) Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I = [a, D]
et si f'g et fg' admettent des primitives sur I alors :

b
/ fl(x)g(x dx+/ f@)g (@) dz = [fgl} (= f(b)g(b) — f(a)g(a)), (1.33)
soit :
b
| r@g) / f(2)g/(z) dz + [f(@)g(@)]L. (1.34)
Preuve. fg est dérivable et (fg)' = f'g + fg'. a

Théoréme 1.50 (Changement de variables) Si f est dérivable sur I = [a,b], si g est intégrable
sur f(I), et si (go f)f’ est intégrable sur I alors :

b f(b)
/ o(f @) f' (@) do = / o(y) dy. (1.35)

=a y=f(a)

Preuve. Soit G une primitive de g. Alors avec la dérivation de fonctions composées, (G o f) (z) =

g(f(x))f'(x), d’ou :
' f(®)
[ (@on@ar=@eonwii=cue) ~cu@) = [ g s

L]
m
Théoréme 1.51 (Théoréme de la moyenne) Si f posséde une primitive sur [a,b] alors :

3¢ € [a,b), / f(z f)(b—-a), (1.37)

i.e. il existe £ € [a,b] tel que laire sous le graphe de f entre a et b est égale a aire du rectangle
de base [a,b] et de hauteur f(£).

Preuve. C’est une application du théoréme des accroissements finis & F' une primitive de f. ou

Définition 1.52 On appelle valeur moyenne de f sur [a, b] (ou hauteur moyenne de f entre a et b)

le nombre f = ﬁf: f(z)dz(= f(£)).

Corollaire 1.53 On suppose f et g intégrables sur [a,b] :
(i) Si f > 0 sur [a,b] alors f; f(x)dx > 0.
(ii) Si f(x) > g(x) alors [ f(x)de > [ g(x)dx
(iii) Si m < f(z) < M sur [a,b], alors m(b — a) < [* f(z)dz < M(b— a).
(iv) | [ (@) da| < [} f(2)| da.
(v) Si f(xz) > 0 est continue sur [a,b] et si f # 0 alors f f(z)dz > 0.

(vi) Si g > 0 sur [a,b], si f, g et fg sont intégrables sur [a,b] avec f continue sur [a,b], alors
(théoréme généralisé de la moyenne) :

b b
3t € [a,1)], / f(@)g(x) dz = £(€) / o(z) da. (1.38)
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1.7 Dérivation d’ordre supérieur

Définition 1.54 La fonction dérivée f’ est dérivable en un point z¢ € I si la limite suivante existe
dans R (notée dans ce cas f"(xg)) :

’ gl
lim F@) = flwo) " (z9) ER ouencore lim
T—T0 T — X9 h—0

(o + hf)b — f'(zo) _ f”(l'o) eR. (1.39)

Et on dit alors que f est deux fois dérivable en xzg.

Avec la notation ‘petit o’, cela s’écrit encore :

f'(x) = ['(2o)

Tr — X9

= f"(x0) +0(1), ie. f(x)=f'(x0)+ f'(z0)(x — x0) + 0o(x — T0). (1.40)

Exercice 1.55 Montrer que si p : R — R est un polynéme de degré 2 donné sous la forme
p(h) = a+bh+ch?, alorsa = p(0),b=p'(0) et c = 2 2(0) , et donc que p(h) = p(O)—l—hp’(O)—i—h;p”(O).
Réponse. On a p'(h) = b+ 2ch et p”(h) = 2¢, d’o1 p’(0) et p”(0). un

Exercice 1.56 Montrer que si p : R — R est un polynéome de degré 2 donné sous la forme

p(x) = a + b(z—1z0) + c(xz—x0)?, alors on a a = p(z), b = p'(z0) et ¢ = %, et donc que
2

p() = p(ao) + (2—w0) p'(w0) + L5 (a0).

Réponse. On a p(zg) = a. Puis on a p’(x) = b+ 2c(z—z0) et p”(z) = 2¢, d’ott p'(z0) = b et p”(z0) = 2c. un

Définition 1.57 On définit les dérivées d’ordre n par récurrence : on note f(O = f, f() = #/ et
f est dérivable a Pordre n en o si f("~1) est dérivable sur un voisinage de x.

Définition 1.58 On note C™(I;R) (ou plus simplement C™), I’ensemble des fonctions f qui sont
dérivables n-fois dans I et telles que f(™ est continue dans I.

1.8 Développement limité d’un polynéme
Soit le monéme défini par, pour n € N* :
p(z) =2", VzeR.

On s’intéresse & ce qui se passe au voisinage d’un point xg € R, ce qui revient & considérer les

variations de p(zo+h) pour o fixé et h variable (changement d’origine). On a, avec (}) = Wlk)' :

p(zo + h) = (zo + h)" = zn: (Z) 20k 1k,

k=0
Et on remarque que, p'(zg) = mcg_l et par récurrence, pour 0 < k <n :

|
®) (20) = n(n — _ n—k _ W on—k gy (") ek
P (xo) =n(n —1)...(n — k + 1)z (n_k)!fo k! (k)xo ’

d’ou, pour z,h € R :
(xg 4+ h) = En h—
P\To 4 k:
2

h h™
= p(w0) + hp'(x0) + 0" (w0) + ... + —p" (0),

expression du “développement” de p(.) au voisinage de x¢ en fonction de ses dérivées en xg, appelé
développement limité en xg.

Exemple 1.59 Pour p(z) = 22, il vient p(zo + h) = 23 + 2z0h + h? = p(x0) + p'(20)h + il (Io)h2
de vérification immédiate car p (xo) = 2xq et p’'(x9) = 2. n

La formule ci-dessus s’écrit également, pour tout a,z € R (et ici h = z—a) :

_ S (x—a)k (k)
p(x) =Y W), (1.41)

k=0

et c’est le développement limité de p en a. Et un polynoéme étant une somme de monoéme, cette
formule est trivialement vraie pour tout polynome.
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1.9 Développements limités : formules de Taylor

Il s’agit d’approcher une fonction f € C™*1(R) par un polynéme p, de degré n au voisinage
d’un point a € R :
f(z) = pn(z) + R(x), (1.42)

ot R(x) est le ‘reste’ (petit lorsque x est ‘proche’ de a). On va montrer que :
~ (z—a)

et que R(z) = O((x — a)"*!) (ou encore : R(x) = o((x — a)")), et donc (alors immédiat) qu’en
particulier p{) (a) = f® (a).
Le résultat (I.42)) est déja acquis lorsque f est un polynome avec R = 0, cf. (T41).

1.9.1 Définition

Définition 1.60 Une fonction f : [a,b] — R admet une développement limité & 'ordre n au
voisinage d’un point xg €]a, b[ ssi il existe n+1 constantes cy, ..., ¢, telles que :

n

flzo+h)=co+ecih+.. + h" +o(h™) (= o k Bk 1 o(h™)), (1.43)
k=1
au voisinage de h = 0.

On va voir que si f est C™ alors ¢, = f*)(x0) pour k=0, ...,n

1.9.2 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme 1.61 Si f est dérivable k+1-fois sur I = [a, b] alors au voisinage de a :

Fa) = fla) + .+ S0 @ / o0y gy

(1.44)
T—a z—a)kt!
= @)+t () ) 4 / FED (- auta) (1= du
En particulier, si 0 € [a,b], pour x € [a,b] alors au voisinage de 0 :
k x _ kK
Fa) = FO)+ .t f<k><o>% RO

0 !

b (1.45)
= J0)+ 4 SO0+ T [ ) (-
0

Preuve. On a par définition de 'intégrale f(z) —|—f 1/ (t) dt. La formule est donc vraie pour

k = 0. Puis par intégration par parties (ot & x fixe on pose u (t) =1,0(t) = f'(t) puisu(t) =t—=z

et v/(t) = £ (1) :
FOdt= (=0 f O - [ ¢-af it =@-ar@+ [ @-ofod

t=a =a

D’ou au second ordre :

Puis par intégration par parties successives (ou & z fixé on pose u/(t) = (w;!t)k, v(t) = fEHD (1)
puis u(t) = % et v/'(t) = fFEHA (1)) -

R N e A G t)kﬂ (k1) 4 Ty oy 22— t)k+1
_ (x )IH k+1 / I k+2 (z - t)kH dt
T o(k+ 1) (k1)

d’ott le résultat par récurrence.
Puis on fait le changement de variable v = £=% € [0,1], soit t = a+(z—a)u et dt = (z—a)du.
Puis z—t = (z—a)(1—u), d’ou (x—t)* = (r—a)*(1—u)*, d’ot le résultat. nn
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1.9.3 Corollaire : formules de Taylor avec “0” et “0O”

On déduit du théoréme [L6T] précédent :

Théoréme 1.62 Si f € C**+1([a,b]) alors pour tout xq,x € [a,b] il existe & €a, b] tel que :

£(2) = Flao) + F/w)w — z0) .t f W) Iy pihan @ g
i CES
et (donc) :
z) = f(x "zo)(z — (k1) (g 7(;5_950)7%1 o((z — zo)Ft!
f(x) = f(xo) + f'(x0)( 0) + oo+ T (20) S (( 0)"") e

(z — x0)"

I +O((z —ZCo)kJrl).

= fl@o) + f'(wo)(x — x0) + ... + P (w0)

Preuve. On applique le théoréme [L51] de la valeur moyenne, d’oul la premiére égalité.

Puis f(*+1) étant continue, on a f++1 (&) = fE+(z4) 4 o(1), d’out la seconde égalité.

Et ayant f € C*T1([a,b]) on a f*+1) borné sur [a,b], et on déduit la troisieme égalité a I'aide
de la premieére. un

Remarque 1.63 Une application peut admettre un développement limité au 2nd ordre en un
point sans que la différentielle seconde existe. Exemple : f(z) = 23 sin(2) avec f(0) = 0 (continue

en 0) qui vérifie f/(z) = 32?sin(L) — zcos(L) et f/(0) = 0 (continue en 0), et f'(h) = o(h) au
voisinage de 0. Et, appliquant le théoréme des accroissements finis (T29), on a au voisinage de
h=0:
fllwo+h)=o(h) = flzo+h)= f(xo)+o(h?), (1.49)
puisque M = f'(c) pour un c entre g et xg + h.
Donc ici f(h) = f(0) + o(h?) = o(h?), et f admet un développement limité & l’ordre 2 au
voisinage de 0. Mais lim,_,q W = —lim,;_,g cos(%) n’existe pas (la valeur f”(0) n’existe

pas). n

2 Fonctions de plusieurs variables & valeurs scalaires

On considére R™ muni de sa base canonique (€1, ...,€,) et de son produit scalaire canonique
défini par :

n
(& §)zn =Y i (= @191+ .+ Tayn),
i=1

X1 U1
sid=%0" xme=| 1 |ey=>" ,yé€ =| i |,associé alanorme (la longueur donnée par

Tn Yn

formule de Pythagore) :
On se donne un ouvert Q C R”™.

On s’intéresse aux fonctions de variables vectorielles & valeurs scalaires, i.e. aux fonctions de

type :
=R
I T = f(¥)eR

On rappelle que le graphe d’une telle fonction est le sous-ensemble de R™ x R défini par :

G(f)={(Z,2) e QxR:z= f(&)}.
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2.1 Continuité

Soit f:Q — Retae Q. Alors f est continue en @ si :

lim f(7) = f(a), (22)

ie. lim |f(&) — f(@)] =0, ou encore :

||#—d]|—0

f(@) = f(@) +o(1) au vois. de a,

développement limité de f & 'ordre 0.

En termes de quantificateurs, f continue en @ s’écrit :

Ve>0,In>0,VZe : ||T-d|<n = |f(&)— fla)] <e.

(En francais : en @ € , pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que, dés que Z vérifie ||Z — d|| < 7, on a
|f(@) = fla@)| <e.)
Et f discontinue en @ s’énonce :
Je>0,Vn>0,3IF€Q : ||T—dl| <n et |f(Z)— f(a)>e.

Définition 2.1 On appelle C°(Q, R) Pensemble des fonctions f : £ — R qui sont continues en
tout point de €2, et on note simplement C° lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

Remarque 2.2 Il n’est pas suffisant, pour montrer que f est continue en d@, de montrer que, pour
tout ¥, les fonctions gz : t — ¢g(t) = f(@ + t¥) sont continues en 0 avec gz(0) un réel indépendant
de 7. Le., il est insuffisant de vérifier que f est continue dans toutes les directions ¢’ avec une limite
c= ]113% f(@+ hv) indépendante de la direction .

—

Prendre par exemple f : R? — R avec f(0,0) = 0 et pour (x,y) #0 :

2%y
flz,y) = o)
Voir figure 211 Cette fonction est continue sur R? — {0}. En 0 : on a gz(h) = f(0 + ho) h—gO
N
quelque soit le vecteur ¥ (fixé). Mais f n’est pas continue en 0:ona flx,2?) = % wE

7y
I4+y2'

FIGURE 2.1 — Graphe de la fonction f(z,y) =

Remarque 2.3 Pour montrer qu’une fonction est continue en un point @, on peut passer
T1 = ay +rcosb
To = as +rsinf
\/(xl—al)z + (xz—ag)z =r—0. =n

en coordonnées polaires ( ), et dire que ¥ — @, c’est dire que || — d]| =

2.2 Dérivation
2.2.1 Dérivée directionnelle

On s’intéresse a la dérivée d’une fonction f : R™ — R en un point @ € R™ dans une direction
¥ € R™. Le. on restreint ’étude de f a la droite d’équation ¢t — @ + ¢¥ (droite dans R™), et on veut
connaitre la dérivée de f en @ le long de cette droite. On pose :

g(t) = f(@+1tv), VteR,

i.e. on se raméne a I’étude de la fonction g : R — R, et on veut regarder les variations ¢'(t) de g
ent=0:
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Définition 2.4 La dérivée de f en d dans la direction v est le réel :

9'(0) "2 o (@) "2 P (@), (29
On a donc : 5 . .
! ) — i L@ 10 = 1@
0v t—0 t
Définition 2.5 Lorsque ¥ = €; (le i-éme vecteur de base), on note :
000" 2L @) ous @), (2.4

et ces réels sont appelés les dérivées partielles de f en d.

On a donc, par exemple pour f : R? - R :

8f — i flar +t,a2) — f(ai, a2)

8:101 50

3

oll on a noté @ = (a1, asz), ou encore avec des notations génériques, i.e. pour la dérivée en un
point I :
af . 1+ h,x2) — fxy, 2
F oy — gy Lt homs) = Floraa)
8561 h—0 h
Et dans cette expression, z2 joue le role d’une constante, la seule quantité variable étant ;.

Remarque 2.6 Attention tout de méme : si on note (yi1,y2) les variables, i.e. on considére

f(y1,y2), la notation 01 f (qui n’est pas ambigué) se note indifféremment 86;‘ ou W (qui peut

paraitre ambigug). ua

On vient ainsi de définir les fonctions, pour i = 1,2 :

of Q—R

Or; | Fm 0if (%) =

Of = of

6:@»

(Z)
quand elles ont un sens dans tout €.

Définition 2.7 Et une fonction qui est dérivable dans toutes les directions est appelée Fréchet
dérivable ou bien Fréchet différentiable.

Exercice 2.8 Soit f(z,y) = sin(z? + y). Calculer 9 f, of et 0z, 42, f en tout & = (x,y) € R%. o

Exercice 2.9 Soit f(Z) = ||Z]]2(= V22 +y?). Calculer ses dérivées partielles en & # 0. Est-ce
que f a des dérivées partielles en 07 (On rappelle que Va2 = |z]|.) un
Exercice 2.10 Soit f(z,y) = ﬂyﬁ siZd #0et f(ff) = 0. Calculer ses dérivées partielles en tout
Z # 0, puis en Z = 0. Puis posant 7 = (v1,v2), calculer Oy f(Z) en tout point Z. un

—

Exercice 2.11 Soit f(z,y) = xy% siZ # 0 et f( 0) = 0. Montrer que f est continue en 0.
Calculer ses dérivées partielles en tout Z # 0, puis en & = 0.

Réponse. On passe en coordonnées polaires : f(rcos6,7sin@) = 72 cos @ sin 8(cos?  — sin? ) —,_,0 0.

0+her)—F(0 af (A&
£( }t) f():():_f(o).

D’ou f est continue en 0. Et en 0 on a : limy 0 B3 s

Exercice 2.12 Montrer que, pour A € R et A#0, on a :

of of
a0%) D =gz @

Réponse : par définition, on a, posant W = AU :

of

(@) = lim f(@+ o) - f(d) = lim
ow h—0 h h—0 hA=
oy J@+ED) = f(@) _\Of
AT @
. of . of )
soit 30D (@) = /\%(a) comme annoncé : donc attention aux changements d’unités (ex : métre — yard). o'
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2.2.2 Fonction dérivable, différentielle, gradient

Pour simplifier les écritures, on traite le cas Q C R?, la généralisation au cas 2 C R™ ne posant
pas de probléme.
Cependant, la dérivabilité dans toutes les directions n’est pas une notion assez forte : par

2 2 .
exemple, la fonction définie sur (R?)* par f(z1,22) = i%gg et par f(0) = 0 est constante sur

toutes les droites t — ¢ privée du point 0 quelque soit la direction 7 € R2.

2?2 — g2

FIGURE 2.2 — Graphe de la foncti ,Y) = .
raphe de la fonction f(z,y) PR

Cependant, en @ = (0,0) la fonction f n’est méme pas continue (voir figure [Z.2)).
D’oti la définition suivante :

Définition 2.13 Soit @ € Q. Une fonction f : Q — R (& valeurs scalaires) est dite différentiable
en d, ou dérivable (au sens de Gateaux) en @, ssi son graphe admet un plan tangent en a, i.e. ssi
il existe une application linéaire ¢z : & € R™ — £3(Z) € R telle que :

[(@) = f(@) + la(Z — @) + o(||Z—d]]). (2.5)
Et lapplication linéaire ¢z est appelée forme différentielle de f en @, et notée ¢z = df (a).

Localement au voisinage de d, f est ainsi approximée par la forme linéaire ¢z, et 'expres-
sion (23 est le développement limité de f & Pordre 1 au voisinage de a.

Si on se place dans R™ muni de sa base canonique, une telle application linéaire s’écrit
La(x1, .y @) = A1z1 + ... + Apxy,, ot la définition équivalente :

Définition 2.14 f est dite différentiable, ou dérivable (au sens de Gateaux), en @ = (a1, ..., an)
ssi :
JA1, ..., A, € R tels que, au voisinage de ¥ = @ :
Lo (2.6)
f(x1,yxn) = flar, ...,an) + A1 (x1—a1) + ... + Ap(xn—ay) + o(||Z—al]).

Exemple 2.15 Pour f : R> — R, on vient d’écrire, notant z = f(x,%), que “z = ax + By + v +
o(||Z—a]|)” ot a« = Ay, B = Ay et v = f(d) — A1z — Ay, i.e. que le graphe de f admet en @ un
plan tangent & savoir le plan d’équation “z = ax + Sy + 7.

Autrement dit, f est différentiable en @ ssi le graphe de f admet un plan tangent en a. un

Proposition 2.16 Si f est différentiable en @ = (ay,...,ay), alors f est continue en d, et on a
A = %(d’),..., A, = %((i), et donc :
of

5@+ of[[7-a]). @)

1) = 1@ + (01— 5 @) + .+ (0—)

(Appelé développement limité de f au premier ordre au voisinage de d.)
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Preuve. La définition (Z.6) donne f(Z) = f(a@) + o(1), donc f est continue en a.
Puis regardons par exemple A; (méme démarche pour les A;) : on prend ¥ = @ + he; =
(a1+h, az,...). Il vient :

f(al—i—h, as, ) = f(al, as, ) + A1 h + 0 + O(h,)

Doy Llarthtz )00 - Ay 4 o(h), d'ow Ay = 2L(a).

Définition 2.17 Avec le produit scalaire canonique de R™, il existe un unique vecteur noté
gradf(c_i), appelé gradient de f en @, tel que £z(¥) = (gradf(é’),ﬂ')n pour tout ¥ € R™ (donné
par le théoréme de représentation de Riesz).

Et ici (pour le produit scalaire canonique) on a :

ﬂ(d) or
. 811 61] no é .
gadf@=| : |=| : |@"EVr@. (2.8)
ﬁ(d) of
Oxp Oxy
Donc : .
f(@+ ho) — f(@) = h (gradf(a@), ¥)rn + o(h). (2.9)

Définition 2.18 On appelle matrice jacobienne de f en d la matrice ligne :

o of

@ =@ . (@)

(Matrice des composantes de la différentielles df (@) dans la base duale de la base canonique, voir
cours de géométrie différentielle).

En particulier, disposant du produit scalaire canonique, on a :
J5(@) = gradf(a)". (2.10)
Donc, si f est dérivable en @, on a :

F(@) = £(@) + (grad f (@), 7 — @)z + o(||7 — dl)
= f(a@) + J§(@).(Z — @) + o(||Z — dl|) (2.11)
= f(@) + gradf(@)7.(Z — @) + o(||T — @]|).

(Le “” étant la notation du produit matricielle.)

Proposition 2.19 Si f est différentiable en @, alors f est dérivable dans toutes les directions en @,
et on a :

07 (@) = (erad (@), D). (2.12)
Preuve. f(@+ ho) — f(@) = A1hvy + ... + Ayhv, + o(h) = h(gradf (@), #)g~ + o(h).

Par contre, la réciproque est fausse : on peut avoir f dérivable dans toutes les directions en un
point Z sans que f soit différentiable en Z. Exemple f(z,y) = = (de graphe un plan) si & # 0 et
f(0,y) = y. Faire un dessin. Alors f est dérivable en 0 dans toutes les directions, mais n’a pas de
plan tangent.

On a quand méme un critére agréable dans le cas particulier suivant :

Théoréme 2.20 Si f posséde des dérivées partielles (directionnelles) 687{,..., 687{2 dans un voisinage
de @, et si ces dérivées partielles sont continues en @, alors f est différentiable et C' en @.
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Preuve. On traite le cas R" = R?| le cas général étant laissé au lecteur. On a :

f(x1,m2) — flar,a2) = (f(x1,22) — f(a1, 22)) + (f(ar, v2) — f(a1,a2)). (2.13)

Et le dernier terme donne immeédiatement (fonction de la seule variable z3) :

ﬁ(al, az)(ze — az) + o(|za — ag). (2.14)

flar,22) = f(a1,a2) = Dg

Et le premier terme considéré a xo fixé s’écrit :

of
f(x1,22) — flar, x2) = T (a1, z2) (w1 — a1) + o(|z1 — ai]), (2.15)
1
ce qui a un sens car on a supposé que aa If existait dans un voisinage de @, et donc en (a1, z2) pour
xo suffisamment proche de as. Et la dérivée partlelle - étant supposée continue en a:
of f
ai, o) = ai,az) +o(l), 2.16
6:c1(1 2) 8:51(1 2) +0(1) (2.16)

et par conséquent, puisque par définition (z1 —a1)o(1) = o(z1 — a1) :

_f(alaa2)(55l —a1) +o(|lz1 — ai1), (2.17)

f(x1,m2) = flar, 22) = D

d’ou donne bien (2.6 : f est dérivable en @. Puis les dérivées partielles étant continues,
gradf I'est également, et f est C'1. un

Définition 2.21 On note C'(Q;R) le sous ensemble de C°(€%;R) formé des fonctions f qui sont
dérivables en tout point de Q et telles que les dérivées partielles g—g{i sont continues en tout point
de Q pour tout i = 1,...,n. C’est ensemble est également noté plus simplement C' si aucune
confusion n’est possible.

2

x S

L)g si @ # 0et f(0,0) = 0. Montrer
@2+ )

que f est continue en 0, calculer 3 f -(Z) ou 68_f2( %) et en déduire que f n’est pas dérivable en 0. On
pourra également poser g(t) = f (t t) pour montrer que g n’est pas dérivable en 0.

Exercice 2.22 Soit f définie sur R? par f(z,y) =

Réponse. f est une fraction rationnelle qui n’a qu’une racine en (z,y) = 0, et donc f est C’°° (]R2 {0};R).
Regardons la continuité en 0. On passe en coordonnées polaires. f(rcosf,rsinf) = rcos® fsin® 6§ — 0.

r—0
Regardons % Si w] 91 () existe, par définition on a :
of = f(h,0) = f(0,0) .. 0-0 _
8:61 (O }ILHO h o }ILILI}) h =0
Donc la 1ére dérivée partielle existe. De méme %(6) = 0. Mais ¢a ne veut pas dire que f est dérivable.

D’ailleurs f n’est pas dérivable : en effet si elle I’était, le vecteur gradient existerait et on aurait grad f (6) =
67 d’ou :

) = 10,00+ (), () + o)) =0+ 0+ ol )]
En particulier on aurait f(h,h) = o(h). Or on a f(h,h) = mﬁ = #‘;‘3 = %|h| qui n’est pas o(h).

Donc l'expression du gradient grédf(@) =0 est absurde, donc le gradient n’existe pas en 6, i.e. la fonction
n’est pas dérivable en 0.
On peut aussi remarquer qu’on ne peut pas appliquer le théoréme 2201 on a, quand Z # 0 :

3 E 1
af O (7 = 229% (2% + v 2 — 32%y% (x? +9?)? oy 2% —x
dxy (x2 +y2)? (22 +y2)%

2

En particulier, 2 Far L (0, ) = 0 alors que 71~ (h h) = =% et donc que 3 af —(0,h) et af —(h, h) n’ont pas la méme

limite quand » — 0. Et donc a_zfl n’est pas continue dans un voisinage de 0, et on ne peut pas appliquer le

l\.’)

théoréme. (Ici on a une valeur calculée 8%%(6) = 0 mais cette valeur ponctuelle n’est pas la prolongation
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1

= par unicité
22

par continuité de 8%%(:?) quand & — 0:sion pouvait prolonger par continuité on aurait 0 =
de la limite, ce qui est absurde.) En particulier f n’est pas C'(R*R).
; : R U A
Regardons maintenant directement g(t) = f(¢,t) = Al ~ T |t]

n’est pas définie en 0. Donc f n’est pas dérivable en 67 sinon toutes

: cette fonction n’est

o of
pas dérivable en 0, et donc FIGETS)

les dérivées directionnelles existeraient, proposition [2.19] et en particulier m existerait. un

Exercice 2.23 Montrer que si f = £ : R™ — R est linéaire, alors en tout point £ € R™ on a
dl(Z) = ¢ (sa différentielle est indépendante du point & et vaut £). Que vaut sa matrice jacobienne
(matrice représentant d¢(Z) dans les bases canoniques) ?

Réponse. On a {(y) — (&) = {(§—Z) par linéarité, et donc la relation £(3) — (&) = dl(Z)(§—Z)+o(||y—Z]|)
est trivialement satisfaite avec d¢(%) = ¢, le reste o(||§ — Z||) étant identiquement nul (voir (2.3])).

Sa matrice jacobienne est la matrice représentant d¢(Z) aprés avoir choisi les bases canoniques dans R"
et RP. C’est donc la matrice [¢] représentant application linéaire . Ainsi si (Z) = a121+ ...+ anZ, on a
J[(f) = [a1 e an]. l.l

Exercice 2.24 Soit Tr: A € R” — Tr(A) € R Papplication qui a toute matrice A = [a;;] associe
sa trace Tr(A) = >, a;i. Montrer qu’en chaque A la différentielle dTr(A) = Tr. Montrer que sa

matrice jacobienne est la matrice identité (aprés avoir choisi la base canonique dans R™").

Réponse. Approche se servant de 'exercice précédent : ’application Tr est linéaire. Donc dTr(A) = Tr. On
vérifie effectivement que Tr(B) = Tr(A)+Tr(B—A) donne trivialement dTr(A) = Tr fonction indépendante
de A. )

La base canonique de R" est donnée par les matrices E;; définies par : tous les termes sont nuls sauf le
terme (¢, j) qui vaut 1. Et Tr est connu dés qu’on connait Tr(E;;) pour tout 4,5 = 1,...,n (une application
linéaire est connue dés qu’on connait 'image de chacun de ses vecteurs de base). Ici Tr(E;;) = ds;.

Ona aagr (A) = dTr(A)(E;ij) = Tr(Ei;) = ds; (vaut 1 si i=j et 0 sinon). Et donc la matrice jacobienne
(matrice gradient) de Tr est la matrice [ 22" ( )] = [di5] = I= l'identiteé.

Remarque : pour une matrice A = [a”]lgz’jgn = Zi]’ ai; Eij on a
TI‘(A) = Zn -1 aZ]Tr(E ) = Z;L,jzl 5ijaij =I1:A (: ZL CL“')
puisque I = [&j]lgwgm ot “” est la double contraction définie par A : B = 77 _ aibi; = Tr(ABY).

Dot Tr: R™ — R est représentée par la matrice I dans la base (E;;). D’ou dTr(A) = Tr = 1. un

Exercice 2.25 On considére le déterminant det : A € R"” — det A € R (défini sur les matrices
n x n). Montrer que det est différentiable et que d(det A).B = det A Tr(A~'B). Et comme la
matrice des cofacteurs est définie par cof (A) = (det A)A~! on a donc également,

d(det A).B = cof(A) : B (= Tr(cof(A)T.B) avec la définition de la double contraction ci-dessus).

Réponse. Si H est une matrice dans un voisinage de la matrice nulle on a

det(I + hM) =1+ hTr(M)+ monomes de degré > 2 en h,
par définition du déterminant. Or on a det(A+hB) = det(A)det(I+hA 'B). On en déduit que
det(A+hB) = det(A)(1 + hTr(A™'B)) + o(h). n

Exemple 2.26 En dimension infinie. Soit Z (¢ jQ Z)dQY, ou f et o & valeurs réelles sont
continues dans 2 ouvert de R”. On a alors Z derlvable sur CO(Q R) de dérivée dZ(p) = Z. En effet,
Z est linéaire, et donc Z(o+hy) = Z(p)+hZ () = Z(o)+h dZ(p).p+0o(v) ou dZ(p).4p = Z(1)). du

2.3 Interprétation géométrique du gradient
2.3.1 En terme de plus grande pente

Proposition 2.27 Pour f fonction a valeurs scalaires, la direction donnée par le gradient grad f (@)
au point T est celle d’accroissement maximal de la fonction f a partir du point x. Le., notant

S adf(Z . . -
= &8df@) 1o vecteur gradient normalisé en 7, on a :

" llgradf ()|
vita =1, @<
i.e. en termes de (limites de) taux d’accroissement :
S hEY (1 S T
Vo tq |[dl =1, lm JETP @ o JEERA) - (@)
h—0+ h h—0+ h
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Preuve. Avec [2.9) il vient :

f(Z + ho) — f(7)

» = (gradf (), 7)pz + o(1).

Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a |(gradf(Z), 9)r-| < ||gradf(Z)||||7]|, et on a égalité

lorsque ¥ = agradf(f) pour un « € R. Donc, pour ¢ vecteur unitaire, le max du produit scalaire
grad f (&)
llgradf (@)l

(gradf(Z), T)gn est atteint pour &= = 1. n

FIGURE 2.3 — Représentation du gradient sur le graphe d’une fonction.

2.3.2 En terme de normale au graphe

Définition 2.28 Une surface de R? est un sous-ensemble de R? de la forme F(z,y,2) = 0 oi1 F est
une fonction de R? dans R (relation implicite entre x, y et 2).

Exemple 2.29 La sphére d’équation 22 4 y2 + 2% = 1. o

Exemple 2.30 Si F(z,y,z) = z— f(x,y), alors on obtient la surface z = f(z,y), surface explicite
en z. un

Pour f:R? — R, on visualise f & ’aide de son graphe :
G(f) = {(z,y,2) eR?: z = f(z,y)}.

Et G(f) est une surface dans R3 : posant F(x,y,2) = z — f(x,y), le graphe G(f) est la surface
“F(z,y,2)=0"

Exemple 2.31 On peut représenter la sphére comme 'union des graphes des deux fonctions “z =
1 — (22 + y?)” pour les z,y tels que 22 + 3% < 1. o

Comme une fonction différentiable en un point @ a son graphe tangent a un plan, pour connaitre
la normale en @ & G(f), il suffit de connaitre la normale & un plan :

Cas d’un plan : une normale. S’il n’est pas vertical, un plan P dans R? est le graphe G(f)
d’une fonction f du type :

z=f(z,y) =ax+by+c, Vr,yeR. (2.18)

On aici F(z,y,2) =z — (ax + by + ¢).
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T —a
Un point du plan affine “z = ax + by + ¢ vérifie Y .{ =b ] = 0, et un point du
z—c 1
x —a
plan vectoriel “z = ax + by” associé vérifie z —ax —by = 0,1e. | y | .| —b | = 0. Donc tout
z 1
point & = (x,y, z) du plan est orthogonal au vecteur (—a, —b, 1), i.e. est orthogonal aux vecteurs
unitaires :
—a
PN 1
n(Z) = —
Comme f(Z) = f(z,y) = ax + by — ¢ avec a = %(f) et b= g—g(f), on a également, en un point &
du plan :
~55, () (graas (@)
e 6 — . -
(@) /) | -5L@) | = . : (2.19)

Avec F(x,y,2) = z — ax — by — ¢, le graphe représente la surface d’équation F(z,y,z) =0, et
un calcul immédiat donne également :

(&) /) (‘(grz‘ff (f))) _ eradF(#), (2.20)

i.e. 1 est paralléle & gradF.

Cas d’une fonction différentiable en @ : une normale 7i(d). Pour f(z,y) fonction dérivable
en (a1, az), son plan tangent en (aj,as) a pour équation :

Xr — ay

ole.9) = 1@ + erids @ (7

> = A() —|— Al.CC + Agy, (221)

ol Aﬁ = ﬁ((i’), A = 38—52(&’) et Ag = f(a) — gradf(d')T.d’. Ce plan tangent est représenté par le
graphe :

z = Ao + AlfL' + Agy. (222)
D’ott une normale & ce plan tangent en @ donnée par :

o —

-4 —a_fl(a)

n@// | —42 | = | -£L(@@)

1
Et si on pose :

F(z,y,z) =z — (Ap + A1z + Aay), (2.23)
le plan tangent est la surface plane d’équation F(x,y,z) = 0 : et une normale & ce plan en

d = (a1, az2) est donnée par :

(@) = <(‘gr“‘ff (“))> — eradF(a@, (d)). (2.24)
x
Remarque 2.32 Un point du plan a pour coordonnées 7(z,y) = Y € R?, pour

z=ar+by+c
tout ¥ = (z,y) € R?, et deux vecteurs tangents en un point @ € R? sont donnés par :

) 1 ) 0
%(5) = 0 , g—r(d’) = 1 . (2.25)
5L-(a@) Y 5L(a)

On vérifie effectivement que pour un point # € P alors tout point de type, pour a, 5 € R : X =
X =zr4a
7+ a% + Bg—Z = Y =y+p est dans P, car on vérifie bien que Z = aX+bY +-c.
Z = ax+by+ct+aa+pFb
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Et un calcul immédiat redonne : o7 8H
. T 7
i/ / — _y (2.26)

2.4 Reégles de dérivation

Théoréme 2.33 1- Si f et g fonctions R™ — R sont dérivables dans la direction €; en @, alors le
produit fg est dérivable dans la direction €; en @ et :

a(f9) of dg

Visl,on, S0 (E) = o (@g(@) + f(@)5 @) €R (2.27)

Ces n équations s’écrivent encore de maniére condensée (systéme de n équations) :
grad(fg) = (gradf)g + f(gradg) € F(R™;R"). (2.28)

2- Et si f: R™ — R est dérivable en @ € R", et si g : R — R est dérivable en f(d@) € R, alors
go f:R™ — R est dérivable en @ € R", et

d(go f)

of
. - — —
Vi=1,..,n, o2, (@=g (f(a))(?a:i (@ eR, (2.29)
soit de maniére condensée (systéme de n équations) :
grad(go f) = (¢’ o f) gradf € F(R™;R™). (2.30)

Attention : (¢' o f)(@) est un réel valant ¢/(f(a@)) € R. Et donc “(¢’ o f)(a@) gradf(@)” est le
vecteur : résultat du produit du réel (¢’ o f)(@) € R par le vecteur gradf(@) € R™.

Preuve. Pour démontrer les dérivations de produit et de changement de variables, on ap-
plique le théoréme [[.32 en se ramenant au cas de fonctions d’une seule variable : on pose
fi(z) = f(z1,...,xi—1, 2,2, ..., xn) fonction de la seule variable z, les ; pour j = 1,...,i—1 et
j =1i+1,...,n étant fixés. Méme notation pour g;(z). Et a(fQ) = (fig:)", d’out le résultat. Puis pour

(GOf)

la composée avec g : R — R on a =(go f;), don le resultat. un

2.5 Théoréme des accroissements finis
(En anglais = Mean Value Theorem.)
Théoréme 2.34 Soit f: Q C R™ — R une fonction a valeurs scalaires différentiable dans € ouvert

de R™. Soient Z, 4§ € R™ tels que le segment [Z,y] = {Z=t(§—Z)+ T : t € [0, 1]} soit dans Q. Alors
il existe ¢ € [Z, ¢ tel que :

() = (@) = gradf (@).(j - ). (2.31)
Preuve. Soit g(t) = f(t(§—%)+Z). Onag:[0,1] = R avec g différentiable, d’ou il existe ¢ €]0,1]
tel que g(1) — g(0) = ¢'(to)(1-0) = g¢'(t ) Avec ¢'(t) = grad f(H(§ — &) +).§ = 7, et g(1) = f(§)
et g(0) = f(&), d’ou le résultat avec ¢ = to(¢ — ¥) + 7. o

2.6 Dérivées d’ordres supérieurs, hessien, théoréme de Schwarz

Soit f: Q C R” —> R une fonction & valeurs scalaires. On a défini (quand cela avait un sens)
les fonctions f; = a : Q — R comme étant les dérivées directionnelles dans la direction €;.

Pour chacune des fonctions f.i on peut également considérer les dérivées directionnelles en un
point @ :

3fz( @) = lim

ov h—0 h

qui a un sens dés que la limite existe.
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En particulier pour les @ = €, on peut définir ainsi n? valeurs %((i’), pour 1 < 4,5 < mn
(& condition que les n? limites existent). On note :

Afi
€,

OLs ) = O gy = 2
Oz O0x; B

(@) =

(@)-

(Q).I'jl'i
Notation. On note C?(%; R) 'ensemble des fonctions

82 f

2(R) = HOR) V1 <d,j <
CHOR) ={feC (%R): V1 <i,j<mn, D0

€ CO(QR)}.

Théoréme 2.35 (Théoréme de Schwarz) et définition. Si f, les 2 a— pour 1<i<n et les 2,f

III]‘
pour 1<i, j<n existent et sont continues en @ (en particulier quand f est C? dans un voisinage
de @), alors :

0? 0?
/ a) = / (@), VI1<i,j<n.
(9,@1'1']' (91'71'1

Autrement dit, la matrice hessienne en a définie par :

f o *f o
82f 61] 811 (a) 61] 8In (a)
H(@) = [Hij(@)i<ij<n =[5~ (@)h<ij<n = : : :
g 92f o : 82F
Bwngml (CL) te ani.?fmn (CL)

est symétrique en d (le hessien est le déterminant de la matrice hessienne).

Preuve. Il suffit de faire la démonstration dans R? et prendre x;=xz; et zj=z2 (les autres coor-
données restent fixées et jouent le role de parameétres).

Notons donc f : (z,y) € R? = f(x,y) € R.
>*f _9*f
920y Y = Bpom

continues. Un calcul direct donne :

(z,y) aux points (x,y) ou % et a;éfm sont

On souhaite montrer que

2 . 02
;I—éfy(l',y) d:ef %(xay) = flb(gf (.I'+h y) ((;)f( )) + 0(1)
= %(%(f (2+h, y+k) = f(z+h.y))+o %(f(:v,y%) — F(@y)+o(1) + (1)

1
Mais on est coincé : en développant, on a un terme en O(E) qui n’est pas controlé quand h — 0. Il

faut donc modifier cette approche de maniére & ne pas avoir de terme en o(1) relatif & k.
L’idée est de partir & 'envers : & (z,y) fixé, on regarde vers quoi tend ’accroissement :

QU k) = & (3 (kb y+8) = fleth, )3 (Fy+h) — F(.9)))

(donc, sans les termes en o(1)) quand h,k — 0 : on va montrer que @ : (h,k) — Q(h,k) est

continue en 0 et que Q(0,0) = aigy (z,y) = ;;afm (z,y).

On pose gy x(u) = f(u,y+k) — f(u,y) d’ou :

Q(h, k) = ﬁ(gy,k(x 4 h) — gya(z) = %gyvk(x + hf)b — 9ur(@).

et le théoréme de accroissements finis donne :

1 1,0 0
30 €]0,1, Q(h,k) = Egéyk(:v—i-b‘h) k(af( +0h, y+k) — a—f(:v + 0h,y)).
On applique encore une fois le théoréme des accroissements finis pour obtenir :

’f
Oydx

360 €]0,1[, In€lo,1], Q(h,k)= (z+0h, y+nk)

P, . 9%f
La dérivée partlelle D907

- étant supposée continue en #, on en déduit que @ est continue en 0 et
Q(0,0) = ayam (z, y)
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Puis on remarque que :

Q) = 1 (3 (b y48) = fla,y+h) = (F+hoy) = F.0)),

expression symétrique de la précédente. D’ou un calcul similaire au précédent donne Q(0,0)

aiafy (z,y). D’ou le théoréme. .
Exemple 2.36 Soit f(z,y) = cos(zy). Vérifiez que %{afy(a)*—al@ cos(araz)— sin(aiaz)= 88:6]; @
en tout point @ = (a1, az) € R2. i

2,2
Exemple 2.37 Soit f(z,y) = Iy;i-f-z? et f(0,0) = 0. Vérifier que f est continue en 0, calculer

( ,y) et —(w y). Ces dérivées partielles sont-elles continues en (0,0)?

Puis montrer que aajéfy (r,0)=1 et ayaz [ (0,y)=—1. En déduire que f n’est pas dans C?(R%;R).

Réponse. La continuité de f ne pose pas de probléme. Par exemple, |:c2 - y2| < 22492 doa 0 <
|f(x,y)| < |ry| qui tend bien vers 0 avec (z,y).
Regardons si les dérivées partielles en 0 ont un sens. On a :

f(h,O)—f(0,0) f(O,h)—f(0,0)

=0, =0,
h h
d’ou %(0) =0et 8f( 0) = 0 sont bien définis (les limites quand h — 0 existent et valent 0).
. R B
Puis pour (z,) £ 0, ayant f(z,y) = “4=24
OF (4.4 = BTy =) +47) — 20y + 207
Ox (22 + y2)2 ’
et donc : s
Pz (rcos@,rsinf) = O(r) " 0.
D’otu la continuité de Qﬁ dans R?. Idem pour %5
0,k)—2£ (0,0 52 .
Puis on a a (07 y) = —y pour y # 0, d’ou hmkﬁo M =—1= ayafz (0,y) pour y # 0, et si on
prolongeait par continuité en 0 on obtiendrait 8yaz /(0,0) = —1. De méme %(x 0) = z, puis a‘fafy (z,0)=1
pour x # 0, et awy(o 0) = 1. D’ou M(O 0) # ayax(o 0) et f n’est pas C? en (0,0). wn

Remarque 2.38 Attention, il n’est pas suffisant de montrer que les fonctions, & h fixé Qp : k —
Q(h,k) et & k fixé Qp : h = Q(h, k) sont continues en 0 pour avoir la continuité de @ en 0.

Voici par exemple une mauvaise démonstration du théoréme :

Le théoréme des accroissements finis nous indique que, a k fixé, il existe 8 €0, 1] et oy €]0, 1]
tels que :

0
—f(:v—i-h, y+0ik), et
dy

(@, yk) — f(2,))= %mmm-

(f(z+h,y+k) = f(2+h,y))=

El I

On en déduit : 1 of F
- (a—y(fC‘Fh, y+Bik) — (=, y+ak/€))-

0
Q(hvk) = Ay

h

Mais % est supposée continue dans un voisinage de (z,y), on en déduit que (quitte & prendre h
assez petit), & h#£0 fixé, la fonction kK — Q(h, k) est continue au voisinage de k = 0. Ayant Spk — 0
et ark — 0 quand & — 0, on obtient :

of

QU k) Q.0 = 1 (G - Fiaw)

9oL
Et par définition de la dérivée en z, il vient Q(h,0) = %(w, y) +o(1) au voisinage de h = 0 (avec
x
h#0).
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D’ou la fonction h — Q(h,0) est prolongeable continue au voisinage de h = 0 par

04L
0,0 —
Q(0,0) = 2 (z,y)
Mais malheureusement, cela ne veut pas dire que @ est continue au voisinage de (0,0), mais
seulement que dans la direction ¢ = (1,0) la fonction g(t) = Q(t¥) est prolongeable par continuité.
D’ailleurs, ici le but est de montrer que si on prolonge k — Q(0, k) pour k = 0, on obtient la méme
limite... un

Remarque 2.39 On peut démontrer qu’il suffit de supposer que %26% soit continue en (z,y) pour

que le théoréme de Schwarz soit vrai (donc sans avoir & supposer que aa;éfy est continue).
En effet, I’hypothése g—z continue permet d’avoir :
1/0f af
h, k) —s (— hy) — 2, ) 2.32
Qnk) = 5 (5 @ty - 5o w) (2:32)

2
Et I’hypothese d’existence de % permet d’avoir :

2

9T ot 0h, i)

360 E]O,l[, 377 6]0,1[, Q(h’ k) a or

Et 21 etant continue, a ¢ fixé, dés que h et k sont assez petit, on a :

Oyox
82f 2f 82f
By (z,y) —e < By (z+0h, y+nk) = Q(h, k) < m(%y) +e
D’ou avec :
o%f af 0% f

1/0f
—_e< (L _ 2L <

Et quand h — 0 on a %(g—fj(z—i-h,y) — %(z,y)) — %(m,y). D’ou l'égalité des dérivées par-

tielles. un
2.7 * Lever les ambiguités des notations : introduction de la notation 0,

On a un probléme de notations pour la dérivée de fonctions composées.

2.7.1 Premier probléme a résoudre
Soit f: (z,y) — f(z,y) € Ret g(z,y) = g(z,y) € R deux fonctions dans C*(R?;R) telles que :

r+y rT—Y

VivE)

(Formule de changement de base orthonormeée (€4, €>) transformée en ﬁ(é'l +é3)+ %(é’l —€3).)

f@y) =9(—F% (2.33)

Question : calculer 2L en fonction de 52 et de 99
ox oy

Réponse 1. On suppose ici que 6—;] (resp. & o 1) désigne la dérivée par rapport a la premiére

variable de g (resp. & la seconde variable de g). Dans ce cas :

of 789 a:+y -y 3% @gmﬂl r—y az‘/ia:
:L@(QH'CU I—y)_‘_i@(x—i-y x—y)
N AN RN, Y VA RV

Remarque : au vu de la question on a été obligé de supposé que la notation % était la dérivation
par rapport & la premiére variable de g. Mais suivant le contexte du probléme, cette supposition
n’est pas nécessairement pertinente.
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Réponse 2. (Souvent utilisée en physique.) On pose X (z,y) = I—\E’ et Y(z,y) = z—\;iy Donc

flz,y) = g(X(x,y),Y(z,y)), et en “respectant” le nom des variables :

) = S Y o) Gy (o) + 5 (X ). Y () G (02)
7L@(a:+y x—y)_i_iﬁ(:zH—y :c—y)
zox'a T R ey

Réponse 3. Paragraphe suivant.

2.7.2 Second probléme a résoudre.

Exercice 2.40 Soit f : (x,y) — f(z,y) € R et h(z,y) — h(zr,y) € R deux fonctions dans
C?(R%;R) telles que :
h(z,y) = fy, =) (2.35)
62

2
Exprimer Bmahy a laide de ;w—afyv et vérifier le résultat quand :

f(z,y) = 23y, et donc h(z,y) = y3x? = 2y5. (2.36)

2 2
(y,CC)7 donc aayW( 7y) - Byax (y7 )

Réponse. 1. Calcul générique : 2 (z,y) =
Vérification : h(z,y) = z%y® donne g (z,y) = 2xy®, d’out 8;81 (z,y) = 6zy>.

Puis : f(y,z) = y32® = 2%y? donne &£ ( z) = 2%z dou aajgz (y, x) = 6y°.
Il faut donc faire attention au nom des variables, et cet exemple est simple...

Réponse. 2. (Souvent utilisée en physique.) Soit X (z,y) = y et Y (z,y) = = les fonctions inversant le nom
des variables. On a f(z,y) = h(X(z,y),Y (z,y)).
En utilisant le nom des variables pour les dérivations, la dérivation dans la direction x s’écrit :

of (v _ O oX . oh oy
oh oh
=0+ W(X(%y)yy(%y)) = W(y,x),
D’ou en dérivant dans la direction y :
0% f 0%h 0X 0%h oY
ayax(mvy) ~ 9XoY (X(mvy%Y(mvy))%(mvy) + Y oY (X(x,y),Y(:c,y))a—y(m,y)

9%h 9%h
= W(X($7y)7y($7y)) +0= W(yw)o

Réponse. 3. Voir paragraphe suivant. 1]

2.7.3 Lever les ambiguités : notation 0;

Pour lever les ambiguités, on décide de ne pas utiliser les noms de variables pour les dérivées
partielles : par exemple on n’utilise pas a% mais 0; la dérivée par rapport & la premiére variable.
Ainsi : soit f : R™ — R une fonction différentiable en #. Le développement limité [2.7) s’écrit :

@(Z) = p(Zo) + 01f(T)(x1 — To1) + .. + O f(Z) (w0 — Ton) + o(||T — Tol|), (2.37)
de méme que :

e(¥) = (Go) + O1f (§) (1 — zo1) + ... + OLf(§)(@n — Ton) + o([|F — Fol])- (2.38)
La notation 01 n’est pas attachée au nom de la variable, ici  ou y (contrairement a o, —noté %
par exemple).

Réponse 3 du paragraphe 22711 On reformule la question comme : relativement a ([2.33)),
calculer 0; f en fonction de 01g et de 02g. Par dérivation de fonctions composées on a :

alf(xay) = 619( (‘T y) Y(SC y))alX(xay) —i—é)gg(X(x,y),Y(:v,y))alY(x,y)
r+y r—y 1 T+y x—y).

\/—alg( \/5 \/5 )+_




29 2. Fonctions de plusieurs variables a valeurs scalaires

Exercice 2.41 Suite du paragraphe 2.7.1] exercice (2.40).
Réponse. 3.

Sans utiliser le nom des variables pour les dérivations, la dérivation dans la direction 1 s’écrit, avec
X(z,y) =yetY(z,y)=z:
o f(z,y) = 0h(X(z,y),Y(z,y)0X(z,y) + Oh(X(z,y),Y (z,y))Y (z,y)
=0+ %h(X(z,y),Y (z,y)) = 02h(y,z).
D’ot, en dérivant dans la direction 2 :
821}0(:67 y) = 812h(X($7 y)7 Y(m7 y))aQX(m7 y) + 822h(X(:C7 y)7 Y(CC7 y))82y($7 y)
= Onh(X(z,y),Y(z,y)) = d2h(y, ).

2.8 Formule de Taylor dans R"

On s’intéresse aux fonctions f : R™ — R (fonctions & valeurs scalaires).
La démarche est la méme que pour la formule de Taylor dans R. On souhaite par exemple qu'un
polynéme :
p(z,y) = a+ bx + cy + da* + exy + fy° + ...

soit donné par son développement au voisinage d’un point & = (z,y). L’identification des coefficients
donne immeédiatement :

- & Op op = 1L/9p = ?p = ?p =
= e —_— —_ — 2 _ &
p(#) = p(0) + 5o O + 5 Oy + 5 (5502 + 252 O ey + 5.50)5°)
1/0% - 3 Pp = 2 Pp = 2 &P p = 3
51 (5an O +35 55 O %y + 2520 0wy + 52 (0)5°) +
o op =~ 1 2 _ 0“p =
=20+ > 5O+ 53 Crofal ™ o= (0)
1<i<2 " k=0 1022
3 Pp
+ Cyajay ™" —(0)+
3! k; Ok ol "
On le démontre directement : p(0) = a, puis g—;’(ﬁ) = b..., puis 6—52(6) = 2d,..
Remarque 2.42 Notation abrégée :
_, 1 - 1 = 1 -
p(#) = p(0) + ;p(0).& + 5d2p(o)(f, ) + 5di"’p(o)(f, %)+ ... (2.39)

On se limitera dans ce cours au développement au second ordre. Ce qui s’écrit alors, avec H),
la matrice Hessienne de p :

Tt H,(0).Z + o(]|Z||?)

N =

p(@) = p(0) + gradp(0)".7 +
Et on souhaite qu’une fonction quelconque soit bien approximé par un tel polynéme. On a :

Théoréme 2.43 (Formule de Taylor) Si f : R — R est dérivable k+1-fois au voisinage de 0,
alors (avec Hy la matrice hessienne de f) :

-,

F(&) = f(0) + gradf(0)".7 + %ft.Hf(ﬁ).f—l- ...

T g ok f - L= (2.40)
+ - - - —(0) + Ri(2,0
. _Z;lEN AL 8:6218:52”( ) +(&,0)
ou : L
- A 1 — —
Ri(Z,0) = 1 /0 g () (1= 6)" dt = O(||&||**") = o(||Z]|"), (2.41)

ot on a posé g(t) = f(tZ).



30 3. Fonctions de plusieurs variables a valeurs vectorielles

Preuve. Soit g(t) = f(t%) = f(tz1,...,tx,) pour t € [0,1], i.e. on se place sur le segment, [0, Z]. Et
2

onag(t)=>", %(tf)xia puis ¢"(t) = szzl %(tf)xixj, puis... Et on applique la formule

de Taylor avec reste intégrale (L43) a la fonction g entre 0 et 1, i.e.

g(1)=g(0)+...+ %g(k)(()) + % fulzo g<k+1)(u)(1 —u)* du.
D’ou g(1) = f(Z) = le résultat annoncé. n

Au voisinage d’un point @ :

Corollaire 2.44 (Formule de Taylor) Si f est dérivable k+1-fois au voisinage de d, alors :

F(@) = £(@) + gradf(a@)'.(Z — @) + %(f— @) Hy(@).(%—a@)+...

1 k! ok f . L (2.42)
T i Z il in! Oz, ... Oy, (@) (w0 =air) - (@i —ai,) + B (7, )
ilifff#‘n:k
ou : .
1
Ry (Z,d) = E/ g () (1-t)* dt = O(||F—a||* " = o(||Z—a||"), (2.43)
- JO

ot on a posé g(t) = f(a+t(Z—a)).

Preuve. Soit g(t) = f(d + t(Z—a)) pour ¢ € [—1,1], i.e. on se place sur la droite passant par & et
d. Et on applique la formule de Taylor avec reste intégrale (IL44) a la fonction g. un

Cas particulier du développement & l'ordre 2 d’une fonction supposée C3, notant H la matrice
Hessienne de f (symétrique car f est C2, théoréme de Schwarz 2Z.35)) :

f(F) = [(@) + gradf (@).(F-a) + %(f—ﬁ)t-ﬂf(d)-(f—d) +0(ll7—all?).

Exercice 2.45 Faire la démonstration de la formule de Taylor [2.42) a l'aide de la formule de
Taylor (240) et de la translation ¥ — Z—a (changement d’origine).

Réponse. On fait un changement d’origine. On pose f(Z¥) = h(Z—ad), ce qui fait que f(@) =

qu’on peut se servir du développement de Taylor de h. On a donc h(Z) = f(Z+a) = f(¥) = f( (f))

J(T)=T+a= (gl i iligl >7 et le développement de h en 0 est donné par (Z40), d’ot celui de f en @
2 = T2taz

sachant que par exemple :

oh . of

of
8—:761 = 8y1

oo O
(Z+a ).1—|—a—y2(:c+a).0—

%z iz = OF
(#) = un

(9y1 (Z4a)

Et donc %(6) ay] L (@). Et on fait de méme pour les autres dérivées de f. Ainsi, de la formule de Taylor
au ler ordre :

o, oh - oh -
W(@) = h(0) + (O 21 + om0 22 + ol 17,
est réécrite comme :
@) = 1@ + 5—51(&) (1—a1) + g—y&m (y2—az) + of|[F~all).

3 Fonctions de plusieurs variables a valeurs vectorielles

3.1 Introduction et continuité
Les fonctions & valeurs vectorielles sont de type, pour €2 ouvert de R” :
QCR* - R™
f1(@)
e f@=1 |
fm (Z)

ou les m fonctions f; : © — R sont & valeurs scalaires, pour ¢ = 1,...,m. Les f;(Z) sont les m
composantes de f(Z), pour & € Q.

=y
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Proposition 3.1 La fonction f est continue en un point & ssi les n fonctions f;, i1 =1,...,n, sont
continues en .

Preuve. [ est continue en 7 ssi limgo || f(Z+0) — f(@)|| = 0. Et ||f(#+0) — f(@)| =
(z;;l( Fi(@+7) — fi(f))Q) * Dou le résultat.
On traitera souvent le cas m=2,3, i.e. R™=R? ou R? dans ce cours.
Exemple 3.2 Soit une fonction & valeurs vectorielles :
R* - R?
f 7= (21,1) o f(f) _ 7 _ <y1 = f1(@) = fi(z1,22) = 11 cosxg) ’

T1,T i .
( ! 2) y2:f2(17):f2($17$2):17181ﬂ172

ott donc fi et fo sont deux fonctions de R? dans R (& valeurs scalaires). Et il est immédiat que f;
et fo sont continues, et donc f est, continue.

Pour cette fonction f, les notations usuelles sont données par z1 = r et zy = 0 lorsque 21 > 0
et 9 € R, et y1 = x et yo = y. Et la fonction f ci-dessus exprime une position (z,y) en fonction
des coordonnees polaires (r,6). n

Notation de Landau. On a avec la notation de Landau, si fest continue en 7 :

— —

f(i) — f(Z) = o(1) au voisinage de T,

au sens ou f;(¢) — f:(Z) = o(1) pour tout i = 1,.

3.2 Dérivations et matrice jacobienne

On a vu qu’une fonction f : R™ — R (& valeurs scalaires) est dérivable en @ € R™ §’il existe une
application linéaire ¢z : & = (21,...,2n) € R" — (z(Z) = lz(z1, ..., zn) = A121 + ... + Az, telle
que, voir :

flx1,.yxn) = flat,, .., an) + lz(x1—a1, ..., zp—ay) + o(||Z—dl]).

Et application linéaire ¢z est appelée forme différentielle de f en @, et notée ¢z = df (@) (localement
au voisinage de @, f est ainsi approximée par la forme linéaire (7).
D’ou :

Définition 3.3 On dit qu'une fonction f : R” — R™ (a valeurs vectorielles) est dérivable en
a € R™ ¢’il existe une application linéaire Lz : R™ — R™ telle que :

f(@) = f(@) + La(@ — @) + o(||#—al|) €R™ (3.1)
Et I'application linéaire Lz est appelée la différentielle de fen a, et notée Lz = df(c'i).

Ainsi, localement au voisinage de @, on peut commencer ’étude de f par celle de I'application
linéaire Lz (dans un premier temps en tout cas).

Proposition 3.4 L’application fest dérivable en d ssi les applications composantes f; sont déri-
vables en @, et on a :
df(a@)(v)

f (@) (7)

pour tout v € R™,

—

Preuve. Immeédiat : écrire (B.I) comme m lignes (composantes dans R™), et poser £ = U+ d. ofa
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Proposition 3.5 On prend les bases canoniques de R™ et de R™. Alors 1 app]ication linéaire df((i’)
peut-étre représentée par une matrice [df(a)], appelée matrice jacobienne de f en a.
La matrice [df(@)] a sa i-éme ligne donnée par les (5= 0/ (5))3—1,...,n; et a sa j-éme colonne donnée

par les coordonnées de df(a)(ej) = ;Tfj(a) dans la base canonique de R™ :

@ - @ (gradf (@)T)
[df(a@)] = : : = : : (3.2)
Sla(a) - Gl (a) (gradf,(@)T)

Preuve. On a effectivement df;(a )( ) = gradfi(d)T.ﬁ, pour tout ¥ € R™ et tout i = 1,...,n. Et la
( a)pour j=1,...,n
. 0fr (=
df(@)(&) e (@) )
Puis df(@)(&;) = ; = : = a—f( @), d’ou l'interprétation des colonnes. s
o O fom (=
0fn (@) &) O (3)
On a donc, pour la représentation dans les bases canoniques, avec les notations du calcul
matriciel :

(%) = f(@) + df(a@).(T - @) + o([[Z—al]). (3-3)
B x
Exercice 3.6 Soit f(z,y) = [ y? | définie sur R? & valeurs dans R?. Ecrire la matrice jacobienne
xy?
de f en un point # (matrice 3 * 2). nn
Exercice 3.7 Soit f(r,y) = 5 T 4 > définie sur R? — {0} & valeurs dans R. Ecrire la matrice jaco-
bienne de f en un point & # 0 (matrice 1 % 2). ua
. .7 pcosf o . _ .. .
Exercice 3.8 Soit f(p,0) = psin 6 définie sur U = R¥ x] — 7, 7[. Ecrire la matrice jacobienne
de f en un point @ = (p,#) € U (matrice 2 x 2). n
B pcosfcosp
Exercice 3.9 Soit f(p,0,p) = | psinfcosy | définie sur U = R} x] — 7, 7[x] — F, Z[. Ecrire la
psin g
matrice jacobienne de f en un point @ = (p,0,¢) € U (matrice 3 x 3). a

Exercice 3.10 Montrer que la matrice jacobienne de application I : ¥ € R™ — Z € R" est la
matrice identité. Et montrer que toute application linéaire L : R™ — R™ a pour matrice jacobienne
la matrice constante [L] représentant L dans la base canonique.

Réponse. L’application identité est un cas particulier d’une application linéaire. Soit L : R" — R™

une application linéaire donnée. Soient L; pour i = 1,...,m ses composantes, i.e. pour £ € R"™ on pose
Ly (%)

L(%) = . Chaque L; est linéaire, i.e. de la forme L;(Z¥) = a;121+. ..+ Gin%n, dott L(Z) = A.Z on

Ln(Z)
= [asj] 1gism = = [L]. Comme L est linéaire, on a L(y) = L(Z) + L(§— T) = L(Z)+ L(7— &) + o(||g — Z|)-

Donc la dlfferentlelle de L en ¥ est 'application linéaire dL(Z) = L, et la matrice jacobienne de L en Z est

la matrice de dL(Z) i.e. est la matrice [L] = A (indépendante du point ). un

3.3 Composition et dérivations : produit des jacobiennes
On considére une fonction f : R™ — R™ & valeurs vectorielles :
R" — R™
7. ) ) fi(xr, ., xm)
Z= (21,0, Tm) = f(&) = f(z1, ... Tm) = : ,

fm(zla axm)
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et soit une fonction ¢ a valeurs vectorielles :
R™ — RP
| 91(T1, s T

?j:(yla"'vym) ’_)g(yﬂ):g‘(yl,,ym): .
Ip(T15 s Ti)

On considére alors la fonction composée :
R" — RP
Gor: ) (@0 H@)\ [ 9@, (@)
L= (21,.0,wn) = () = g(f(D) = : = :
(gp 0 /)(E)) gp(f1(Z), ., ()

On a alors :

Théoréme 3.11 Si f: R™ — R™ est différentiable en @ € R™ et si g : R™ — R est différentiable
en b = f(a) € R™, alors la fonction (g o f) : R™ — R est différentiable en @, et on a I’égalité entre
applications linéaires :

d(go f)(@) = dg(b) o df(a). (3.4)
Et dans les bases canoniques, on obtient pour les matrices jacobiennes :
[d(g o f)(@)] = [dg(b)].[d (@) (3.5)

produit des matrices jacobiennes (aux points ou cela a un sens), i.e. pour tout j =1,...n

Wl =y i@ (5.5)

(La derniére formule est également écrite, si on veut éviter la référence au nom des variables y;
POUT g(y1, -, Yn) €t @i pour flwr, .y xa) = 9j(g 0 F)(@) = X3 (0g) (6)(9; fi)(@).)

Preuve. La démonstration est similaire a celle du théoréme [32): pour & € R™ on a (go f)(Z)) =
9(f1(Z), ..., fm(Z)), et pour n = 2 = m pour simplifier les écritures (cas général laissé au lecteur) :

3(;;]‘) (@ = Jim (go )(f+h€2) — (g0 f)(@)
_ iy V1@ ), f2(T4he;)) — 9(f1(E), (7))
h—0 h ’
avec :
g(f1(@+her), f2(Z+he))) — g(f1(Z), f2(2))
h
_ gUfi(@+hé1), fo(F4he))) — g(f1(T+her), f2(T)) n g(f1(@+her), f2(F)) — g(f1(Z), fo(Z))
h h
3] 0 o
qui tend quand h — 0 vers a—yz(y) 8£? z ayl (y) 8:{2 Z) ou ¥ = f(£) € R™ (méme démarche
que pour la démonstration [[.32)).
Cela s’écrit aussi :
) ) } . ,oh on
(e i) = (20 4m0)- (5 % ). 1)
oxq oxq
soit [d(g o )(@)] = [dg(b)].[df(a)]. =

Remarque 3.12 Autre preuve : f(f—i—hé;) =

— — —

(
9(f(@)) + dg(F(@))-(hdf(%).¢; + o(h)) + o(f(F+hé;
hdg(f(@)). 2L (7).6 + o(h).
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Corollaire 3.13 Si f: R™ — R™ est différentiable en @ € R™ et si §: R™ — RP est différentiable
en b= f(a) € R™, alors la fonction (go f) est différentiable en a, et on a ’égalité entre applications
linéaires :

d(go f)(@) = dg(b) o df(a). (3.8)
Et dans les bases canoniques, on obtient pour les matrices jacobiennes :
[d(F o f)(@)] = [dg(b)].[df(@)], (3.9)
produit des matrices jacobiennes (aux points ou cela a un sens), i.e. :
gz ° f 5gz A Bfk .
3.10
> 5 g, @ (3.10)

pour toutt=1,...petj=1,...,n

Preuve. On s’intéresse aux p composantes g; o f pouri =1,...,p de go f théoréme precedent
et donc en écrivant les n lignes pour i = 1, ..., n, on obtient ([E]) comme annonce. nn

Remarque 3.14 La formule [B9) n’est autre que la formule de composition des applications
linéaires : si L1 : R® — R"™ est une application linéaire, représentée dans la base canonique par la
matrice [L1] de dimension m#n, et si Lo : R™ — RP? est une application linéaire, représentée dans la
base canonique par la matrice [LQ] de dimension p*m, alors Lo o Ly : R™ — RP est une application
linéaire, représentée dans la base canonique par la matrice produit [Lg] [L1] de dimension p * n.

Et dans le théoréme précédent, Ly = df(a) et Ly = dﬁ(l?) oub = f(a), de matrices [L1] = [df(@)]
t [Lo] = [dg(li)] Et on a d(7 o f)(@) = dg(b) o df(@) = Ly o Ly, représenté par la matrice
[La).[Ln] = [dg(b)].[df (@)]- !

Proposition 3.15 Si f: R™ — R"™ est dérivable en d, inversible d’inverse f_l dérivable en b =

f(ﬁ), alors det([df(d)]) £0 et :

2 1 L\l

d(f)E) = (1dF@1]) (3.11)

Preuve. On a [d(f~! o f)(@)] = I ou I est la matrice identité, i.e. [d(f~1)(0)].[df(a@)] = I.

Exercice 3.16 Soit ¢(p,0) = (gi?ﬁg) définie sur R x| — 7,7 & valeurs dans R?, et soit
f(x,y) = /22 + y? définie sur R? & valeurs dans R.

Calculer [di], [df], [d(f o 1)] aprés avoir calculé f o1, et [df (4 (p, 6))].[dv(p, 0)]. n

Exercice 3.17 Soit F(z,y,z) = (z+y?, 2y?2) et G(u,v) = (u*+v,uv,e). Donner les ensembles
de départ et d’arrivée de F et de G, calculer dF, dG, dF (G(u,v)).dG(u,v), et d(F o G)(u,v) aprés
avoir donné F o G. '

Exercice 3.18 Soit f(z,y) = sin(2? — y?) et soit §(z,y) = (z+y,z—y). Donner les espaces de
départ et d’arrivée de f et de g. Calculer fog, puis d(fog). Calculer df, puis dg, puis df (§(Z)).dg(Z).

Réponse. Ona f:R?> - Ret §: R*> - R% On a fog: R? = R définie par
(f o 9)(z,y) = f(3(z,y)) = f(91(2,9), g2(x,y)) = sin((z+y)* — (z—y)?) = sin(4ay).
Dot [d(f o §)(%)] = (4ysin(4dzy) , 4zsin(dzy)) (matrice ligne).
Puis on change les notations pour éviter toute ambiguité. On note f(X,Y) = sin(X? — Y?), et on
garde la notation g(z,y) = (518% - i+z) Ainsi on notera f(§(z,y)) = f(X,Y) ou X = g1(Z) = z+y
o (Z) = 2—
et Y = g2(Z) = z—y.
Calcul immédiat :

[dg(z,y)] = 1 _11 (matrice constante) et
[df(X,Y)] = (2Xsin(X? - Y?) , —2Ysin(X? —Y?)) (matrice ligne).
On a besoin de df (g(Z)), i.e. df(X,Y) ou X = g1(Z) = x4y et Y = g2(Z) = z—y :
[df (§(2))] = (2(z+y)sin((z+y)* = (z—y)*) , —2(z—y)sin(a+y)* - (z-y)*))
= (2(z+y)sin(4zy) , —2(z—y)sin(4zy))

D’ou le produit [df (§(Z))].[dG(z,y)] = (4ysin(dzy) , 4zsin(dzy)), déja obtenu directement. wn
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pcos B cos
Exercice 3.19 Soit J(p,@,go) = | psinfcose | définie sur U = R% x] — 7, 7[x] — 5, 5[ Et soit
psine
22 +y*+2°
G(z,y,2) = ( N ) définie que R x R x R*. On notera @ = (p, 0, ) et T = (x,y, 2).
Calculer di(ii), dG(&) puis le produit dG(y(@)).di(id).
Calculer (G o ¢)( ) et d(G o 1/))( i). Vérifier le résultat. un

Exercice 3.20 Soit f : R? — R une fonction telle que f(z,y) = —f(y, ).

Montrer que —(:E y) = gﬁ (z,y).

Réponse. On pose g(z,y) = —f(y,z), i.e. g(z,y) = —(f o p)(x,y) ot J(z,y) = (
obtient :

2w = (S e 2w+ Foe . 52 @) = -F g,

Comme on a aussi g(x,y) = f(z,y), on obtient 2 32L(x,y) = g—;(aﬁ(m, Y))- wn

Exercice 3.21 Soit g : R™ — R une fonction dérivable, et soit A : R — R la fonction définie par
h(t) = g(t,t,...,t). Calculer h'(¢). Donner le résultat lorsque m=2 et g(z,y) = xsiny.

Réponse. On note § = (y1,...,ym) € R™. On a g(9) = g(y1, ..., ym) € R, et on veut que “y; = t” : on pose

fi(t)
donc f;(t) =t pour i = 1, ..., m, puis f: R — R™ la fonction définie par f(t) = . Et la fonction h
. fm (1)
est définie par h = go f. On a donc :
1y 99 =0\ 0f1 99 7\ Ofm
W) = OV () + ot 52 () )

Comme fL() = ¢ pour tout ¢ = 1,...,m et tout ¢t € R (et donc fi(t) = 1), on en déduit h'(t) =
>y a—y%(t t,...,t). Pour g(z,y) = xsiny, on obtient h'(t) = 32 (¢t,t) + %%(t, t) =sint + t cost. Comme ici
h(t) = tsint, on veriﬁe directement le résultat obtenu. un

Exercice 3.22 Soit g : R™ — R une fonction dérivable, soit & € R™, et soit h : R — R la
fonction définie par h(t) = g(t&). Calculer A/(t). Donner le résultat lorsque m=2, ¥ = (2,3) et
g(u,v) = usinv.

Réponse. Méme démarche que précédemment, avec f;(t) = tx; pour tout ¢ = 1,...,m et tout t € R, d’ou
() =Y 8‘9; (tZ). Pour g(z,y) = zsiny et & = (2,3), on obtient h'(t) = 222(2t,3t) + 32—5(2257315) =
2sin(3t) + 6t cos(3t). Comme ici h(t) = 2tsin(3t), on vérifie directement le résultat obtenu. un

Exercice 3.23 Soit f : R? — R une fonction C*. On pose :

= /Omf(x,t)dt

Que vaut h'(z)?

Réponse. On pose g(z,y) = [ f(z,t)dt. On a h(z) = g(z,z), i.e. h(z) = (90 §)(x) ou F(z) = (i)
Dot 1 (x) = %ﬁ(@(ﬂf))%‘%(z) + 52((@) B2 (@), Le. W (x )— o ot (@, t)dt + f(z,).
(Autre méthode : faire le changement de variable u = £ quand z # 0.) un

4 Théoréme des accroissements finis : cas de R"”

On commence par regarder le cas des fonctions d’une variable réelle & valeurs vectorielles, i.e.
des fonctions de type @ : [a,b] — R™. Une telle fonction a son graphe représenté par une trajectoire
dans R x R® = R**+1,

Pour simplifier, on prendra n = 2 et on notera @(t) = (

5 : R — R.
Dans ce cas le théoréme des accroissements finis [[.38 page [10 n’est plus applicable.

e1(1)

o (t))’ ott donc les fonctions ¢ et
2
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T oy — [ cos(t) = ei(t) 2

Exemple 4.1 Soit F: ¢ € [0,27] — F(t) = <sin(t) _ cpg(t)> € R=.
— sin(t) 2 S S e 5
cos(t) ) € R% et on a F(0) — F(27) = 0 ne peut pas étre égale a
(2r—0)@’ () pour un ¢ €]0, 2|, car ¢’ (¢)#0 pour tout ¢ (en effet |3’ (c)|| = (sin? c+cos? )z = 1).
Continuons sur l'interprétation du graphe : dans le cas des fonctions f : I — R dérivables, le
théoréme des accroissements finis indique qu’il existe ¢ tel que "accroissement fini %

Sa dérivée est G'(t) = (

vaut f’(c).
Le théoréme des accroissements finis [I.38 est bien str applicable & 1 et & g : il existe un
réel c; pour ¢; et un réel co pour o tels que —sine; = ¢ (c1) = M =0, et coscy =
p 2 p 12 q Y1 27 —0 )

oh(c1) = %:gg(o) = 0. Mais ¢; # ¢ : ici ¢; = 7 mod(w) est toujours différent de co =
mod(7).

= ISR

On a cependant une inégalité (accroissements finis ‘affaiblis’) pour £ = R™. Rappelons que si
f et g de [a,b] — R sont continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b] et si | f/| < ¢, alors |f: f(t)dt] <
b .
J. g/ @)dt, e [f(b) = f(a)l < g(b) — g(a).

Et ce résultat est conservé pour E espace de Banach (en particulier pour £ = R") :

Théoréme 4.2 (accroissement finis) Soient deux réels a et b, et E un espace de Banach dont la
norme est notée ||.||g.
Soient @ : [a,b] — E et g : [a,b] = R deux applications continues sur [a,b] et différentiables
sur ]a, b] telles que :
vt €la,bl, | (B)lle < g'(1). (4.1)
Alors :
15(b) — @la)lle < g(b) — g(a) (4.2)

(Pintégration passe sous la norme), i.e. 'accroissement de @ est majoré par celui de g.
T b .
La derniére inégalité s’écrit aussi || [ @' (t)dt||g < [, g't)dt, ce qui est une généralisation du
théoréme des accroissements finis dans le cas des fonctions & valeurs scalaires.

Preuve. On va en fait montrer que :
V5>O, vt e [avb]v ||93(t)_93(a)||ESg(t)_g(a)+5(t_a)+5-

(On a ajouté une ‘petite’ fonction affine.) On fera alors tendre & vers 0 pour avoir le résultat.
Soit donc € > 0 donné. On pose pour tout ¢ € [a, )] :

F(t) =|3(t) - @la)llz — (9(t) — g(a) +e(t — a) +¢),
ou donc F'(a) = —¢, et on va montrer que :
U={telab]: F(t)>0}=10
ensemble vide, d’ou le résultat.

1- U est ouvert car I'application F est continue sur [a,b] et U = F~1(]0, oo[).

Puis supposons U # ().
2- Soit ¢ = inf{t € U}. Alors :

21- ¢ > a : en effet, Papplication F est continue sur [a,b] et F(a) = —e donc F(¢t) < 0 pour ¢
suffisamment proche de a.

22- ¢ ¢ U : en effet, sinon U = [¢,...) et U ne serait pas ouvert.

23- ¢ < b :sinon ¢ = b, donc U = {b} et U est fermé.

3- On vient d’obtenir ¢ €]a, b[ et donc, par hypothése, ||Z'(¢)||r < ¢'(c). Et donc, & étant donné, il
existe n > 0 tel que |c, ¢ + n[Cla, b] et, par définition de la dérivée :

16(t) —B)lle € » ’ g(t) —gle) | ¢
LA e < T2
veele, e, ELZEIE S cpp e g0 < LD 2
On en déduit : . .
vt €le, e+, [|8(t) — Bo)l|e < g(t) —g(c) Y

t—c t—c
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soit :
vt ele,c+al, [|81) — POz < g(t) —gle) +e(t —¢)
Mais on a aussi ¢ ¢ U et donc F(c) <0, i.e. :

I§(c) — Ga)lle < g(c) —g(a) +e(c—a) +e¢

d’ou en sommant (et inégalité triangulaire) :

vt €le,c+nl,  [|E(t) - Fla)lle < g(t) —gla) +e(t —a) +¢

Mais alors pour tout ¢ € [c,c+ 4] on a F(t) <0 et donc ¢+ 4 < inf{t € U} = c. Contradiction.
DOHC U = @ l.l

Exercice 4.3 Montrer que, pour ¢ : [a,b] — E, si ¢ = 0 alors & =cste.

Reéponse. Ayant ¢’ = 0, on a || (¢)|| < 0 pour tout t€[a, b, et donc ||F(t) — F(a)||r < 0 pour tout ta, b],
ie. @(t) = g(a) pour tout tea, b). wn

Exercice 4.4 Montrer que, pour 3 : [a,b] — E, s’il existe deux réels m(>0) et M(>0) tels que
m < ||F'(¢)|| < M pour tout t€[a,b], alors ||F(b) — F(a)|| < M(b — a), mais que le résultat
[|Z(b) — B(a)|| = m(b— a) est faux en général.

Réponse. On pose g(t) = Mt pour tout t€[a,b]. Par hypothése ||’ (t)|| < ¢'(¢t) = M pour tout t€a, b].
Drou [|F(b) — @(a)|| < M(b— a).
. [ cost
Par contre, pour J(t) = sin t
et 0 2 m(27—0).

A comparer avec l'exercice [L401 un
1Y

) sur R, on am = 1 car ||@'(t)|| = 1 pour tout ¢, mais G(27) — F(0) = 0

D’ou :
Théoréme 4.5 Soit ¢ : [a,b] — E, avec g € C'([a,b]; E). Alors :

lg(b) — Gla)lle <k (b—a) ou k= Spr]llﬁ’(t)llE- (4.3)
tela,

Preuve. On prend g(t) = kt ou k = sup,c(, 4 |7 ()| existe car ¢ € C%([a,b]; E). Et on a

[|Z'(®)le < ¢'(t) pour tout ¢, d’ou le résultat. o

D’ou on déduit pour les fonctions de variables vectorielles :

Théoréme 4.6 (Théoréme des accroissements finis.) Soit Q un ouvert de R"™ et f € C'(; E).
Pour @,b € R", on note [, b| le segment [, b] = {Z(t) = t(b—a@)+d, t € [0,1]}. Alors, pour @,b € Q,
sifa,bl €N, ona:

1f®) = f@lle <kllb-all oa k= sup ||df(@)lL@nm). (4.4)

zela,b]

(On rappelle que ||df(Z O)||L(®r;E) = SUDgegn laf@@le g, o particulier si B = R? et [df(7)]

7] rn
la matrice jacobienne de f en Z, alors ||df(Z T)||L(rn;rr) = SUPgeRn W )
Preuve. Soit ¢(t) = f(t(b—a@) + @) pour ¢t € [0,1]. On a ¢ € C([0,1]; E) avec ¢/(t) =
df(Z).(b — @) quand z = t(b—a) + @, et le théoréme précédent donne |[1(1) — 1(0)||z < kg ot

kg = SWieia 10 ()15 < supse a5 1AF @]y |Ib — il 2
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FIGURE 5.1 — Les 3 points fixes de la fonction f(z) = (z+1)(z—1)(z—2) = 23 —22%—z+2.

5 Théoréme du point fixe de Banach

Soit E un espace de Banach (espace vectoriel normé et complet pour la norme). On prendra
par exemple £ = R"™ avec la norme euclidienne.

Définition 5.1 Si f: Q2 — E et a € F vérifient :
a= f(a),
a est appelé point fixe de f.

Dans le cas d’une fonction f de R — R, un point fixe est 'intersection de la droite “y = 2”7 avec
la fonction “y = f(z)” : un tel z vérifie x = y = f(x) comme souhaité.

Définition 5.2 S’il existe k£ > 0 tel que :
Ve,y e U, |[f(z) = fW)lle < kllz—ylle,
alors f est appelée lipschitzienne de rapport k. Et si k < 1 alors f est appelée une contraction.

Il est immeédiat que si f est lipschitzienne alors f est continue, et méme uniformément continue.
On commence par le cas Q = E :
Théoréme 5.3 Si E est un espace de Banach, si f : E — E est une contraction, alors [ posséde

un et un seul point fixe :
Jla € E tel que a = f(a).

Preuve. Soit b € E un point quelconque, on pose by = b. Et soit by = f(b), by = f2(b) = f(b1),
et pour n > 1, b, = f(bn—1) = f™(b). Alors (b,)n est une suite de Cauchy. En effet, on a, pour
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p,n € N, sachant £ < 1 :

[1bp — bolle < ||bp — bp—1llE + ... + ||b1 = bol|e < (K* + ... + K+ 1)||b1 — bol|E
1— kptt

1
L by —bolle < —— b1 — b
% b= bolle < 7= llbr = bollz,

IN

et donc :
||bn+p - bn”E < k||bn+p—l - bn—1||E <..< anbp - b0||E

1
< kK"——||by — b — 0.
< 1—k|| 1 O||En,p—>oo

La suite (b,,) est donc de Cauchy dans E complet : elle converge. Soit a sa limite, a = lim,,(b,).
Et f étant continue (car Lipschitz), on a f(a) = f(lim,(b,)) = lim,(f(b,)) = lim,(by4+1) =
lim,, (b,) = a, et donc a est point fixe.
Enfin si a/ est un autre point fixe, i.e. a’ = f(a’), alors ||a — d'|| = ||f(a) — f(a')|| < k|la — d'|]
et donc |la — a'|| =0 car k < 1. o

Si f est uniquement définie sur Q C E & valeurs dans FE, il faut s’assurer dans le théoréme
précédent que pour b € 2 donné, by = f(b) € Q. C’est 'objet des hypothéses supplémentaires dans
le théoréme suivant :

Théoréme 5.4 Si f : Q — E est k-lipschitzienne avec k < 1 (et f est une contraction), et s’il
existe un point b € Q et un réel M € R tels que d(b, E—Q) > M et tel que d(b, f(b)) < M (1 — k)
(i.e. b est suffisamment loin de sa frontiére), alors :

Jla € E tel que a = f(a),

i.e. il existe un unique point fixe de f dans E.

Preuve. Démonstration similaire. nn
cos &ty
Exercice 5.5 Soit F : R? — R? définie par F(z,y) = (s' ety ) On note ¥ = (z,y).
in 4
2

1- Montrer qu’il existe B boule fermée de R? telle que F(B) C B.
2- Montrer que l'application linéaire dF(Z) (représentée par la matrice jacobienne de F en &
dans la base canonique) vérifie ||df (Z)|] < % pour Z € B. (On rappelle que si L est une application

linéaire, alors [|L|| = supz_, ”ﬁgl)«lb)'

3- En déduire que F' admet un unique point fixe dans B.

Réponse. 1- On a ||F(Z)|| = 1 pour tout Z (I'image de I est dans le cercle unité) ; donc si ||Z]] <, i.e. si
# € B(0,7), on a F(Z) € B(0,1), et B(0,1) C B(0,7) ssi 7 > 1; et donc, toute boule B de centre 0 et de
rayon > 1 vérifie F(B) C B. On prend par exemple B = B(0, 1).

1gip &ty Lgip &ty i zty
—5sin —35sin —sin
)] = 2 2 2 01 7)o = vitve 2 o) 2\ 2| —
2- [df(2)] = ( Log 21U Log 2ty )7 d'ou df(%).0 = 2 ( cos Tty | d’ou ||df(Z).0]] =
2 2 2 2 s s 2
[v1+va] Y ldf@.3] _ 1 (itvo)? _ vi+e342v309 ; ; —
>—. D’ou sup; Gl = 7 En effet, Il = e qui est maximum pour vi = 2

avec pour valeur max 2.
3- D’ou F' est une contraction dans la boule unité fermée, et donc F' admet un unique point fixe dans
cette boule (d’ailleurs sur le cercle unité image de F) : il existe un unique point (z,y) de R? t.q. z = cos 5%

— «in Tty L]
et y =sin ——. un

6 Théoréme d’inversion locale

Soit une fonction inversible :
;. [a,b] CR — [e,d], =y [e,d] CR — [a,b],
' z =y = f(x), ' y = fHy) =,
On rappelle que le graphe de f~! se déduit du graphe de f par symétrie autour de la droite y = z,
voir figure

En effet, on commence par remarquer que : si le graphe de f est représenté dans le repére
(0,2, y), alors celui de £~ est représenté dans le repére (0,y, z) : pour f, ¢’est le segment [a, b] qui



6. Théoréeme d’inversion locale

40

est en abscisse et le segment [c, d] qui est en ordonnées, alors que pour f~!, c’est le segment |[c, d]
qui est en abscisse et le segment [a,b] qui est en ordonnées.

Puis, dans le repére (0,2,y) soit un point P = (x,y=f(z)) du graphe de f. Montrons que
Q = (@1,92) = (y=f(x),z) = le symétrique de P par rapport & la premiére diagonale “y = a”
appartient au graphe de f~1, i.e. que le point Q dans le repére (0,y, ) vérifie : f~1(q1) = ga. C'est
immeédiat car f~1(q1) = f71(f(2)) = = = .

3tV - 3t X
' G(f L
2 2
y e
A
o T S A
A e -
2 /g(y,f 1y) .f )
oy 0 7 7
0 1 2 3 0 1 2 3

F1GURE 6.1 — Construction des fonctions réciproques : par symétrie par rapport a la bissectrice du
premier cadran y = z.

f 1 -1
2 ) 2 7y 2 f () B
> o
/ s/ s
0 a 0 gl o—RK
e X - y X y
/ 4 / \
-1 -1 -1

-1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2

FIGURE 6.2 — La fonction f(z) =y = (z — 0.2)? — .3, et ses fonctions réciproques : la premiére
f~Yy) = z = /y + 0.3 (branche supérieure) définie pour y > —0.3 et la seconde f~1(y) = = =
—+/y + 0.3 (branche inférieure) définie pour y > —0.3.

Théoréme 6.1 On suppose f € C*([a,b]) (o1t a<b), et on se donne un point ¢ €la,b| tel que
f'(e) # 0. Alors il existe r > 0 tel que Jc—r, c+7[C [a, b] pour lequel f est bijective et dont I'inverse
est C', avec de plus :

Yy € f(Je=r,c+r]), posant z = f~(y),

Un dessin aide & s’en convaincre : la fonction f~! est la fonction miroir de f par rapport a
laxe défini par la droite “y = 2, et la pente pour la fonction f~! est 'inverse de la pente de la
fonction f (& condition que cette pente ne soit pas nulle).

Preuve. Par hypothése on a f/(¢) # 0. Quitte & considérer — f, supposons f’(¢) > 0.

f' continue et f’(c) > 0 impliquent qu’il existe » > 0 et un intervalle Jc—r, c+r[ sur lequel
f'(x) > 6 pour § = @ On s’intéresse & la restriction f, de f a Uintervalle Je—r, c+7[, restriction
qu’on note également (abusivement) f.

Sur l'intervalle Jc—r, c+r[, f est injective : sinon avec le théoréme de Rolle, il existerait un point
de cet intervalle ou f’ s’annule, contraire & ’hypothése § > 0.

Donc f est bijective de Je—r, c+r[ dans son image f(Jc—r, c+r[) = J. Et on peut considérer son
inverse f~1: J —]c—r, c+rl.

Montrons que f~! est continue dans J. Soit yo € J, avec donc yo = f(zo) pour un unique
xg €lc—r, c+r]. Et pour h € R suffisamment petit pour que y = yo + h € J, et y est associé & un
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x €]e—r, c+r| tel que y = f(z). Le théoréme de accroissements finis indique qu’il existe £ entre xg
et z tel que f(z) — f(zo) = (z — 20) f(§), dou :
- - [f (@) = fl@o)| _ [f(=) — f@o)| _ ¥ —wo
FHy) = 7 (wo)| = |z — @0l = < = :
et donc |f~1(y) — f*(yo)| — 0 quand y — yo : f~! est bien continue en yo, pour tout yo € J :
f~! est continue dans J.
Montrons que f~! est dérivable en 3o € .J. On a :

f ') = o) __r—® T — To
Y — Yo f(@) = f(zo)  (z—20)f' (&)
pour un &, entre zg et x, le dénominateur ne s’annulant pas car f'(&;) > g > 0. D’ou :
1 S| .
f (y) f (yO) N 1 _ 71 IIO:te (f_l)/(yo)-

Y — Yo v=vo f'(z0)  f'(f1(yo))

Enfin, montrons que la fonction (f~!)" ainsi définie sur J est continue. Les fonctions f’ et f—!
sont continues, f’ ne s’annule pas dans Jc—r, c+r[, et X — + est continue la oit X#0. Donc (f~1)’
est bien continue. un

Et en n dimensions on a :
Théoréme 6.2 Soit f: 2 C R" — R"™ une fonction continue qui est Cl. Et soit ¢ € ) un point tel
que det([df(C)]) # 0 (avec [df(C)] = [g—i(&’)]lgmgn la matrice jacobienne de f en ¢ et det([df(¢)])
son jacobien). Alors il existe U C Q, U ouvert et U > ¢, pour lequel la restriction de f au:
S U = V=f(U)
f|U : . L P
T —=y=f ( )

notant ¥ = f~1(¢f

} est un difféomorphisme (bijective C* d’inverse C'). Et pour tout ij € V,

[d(f @) = [af @)

i.e. la matrice jacobienne de I'inverse est I'inverse de la matrice jacobienne, i.e., la matrice

df(@)
@)

[d
représentant I’application linéaire tangente a f en & a pour inverse la matrice [df ( 7)1 = d( f
représentant 'application linéaire tangente a f eny=f (f)

Preuve. Montrons que f est inversible dans un voisinage de c.

Ayant det([df(¢)]) # 0, la matrice [df(¢)] est inversible, et ’application linéaire df (¢) est in-
versible. Soit L = (df(&))~! Dapplication linéaire inverse, avec donc L.df(¢) = I identité. Ayant
feCh onadfeC? et donc il existe p > 0 tel que :

. . o 1
VZ e B(Gp), |lldf(@)—df(@)|l < LI (6.1)

ott [||L]|] est la norme de L et B(C,p) est la boule centrée en ¢ de rayon p. Puis soit r = 57 et
7 € B(f(€),r). On pose :
(B@Ep) <R
o { T o Gyl®) =& - L@ - ).
Montrons que Gy est contractante. On a dGy(Z) = I — L.df(Z) = L(df() — df(Z)) d’on
4G (@)1 < L] b = 1 dans B p)

D’ou étant donné deux points z1, 22 € B(C,p), le théoréme des accroissements finis (son
corollaire 4.6) donne :

1G5(Z1) = Gy(T)[| < sup  (|[[dGF(D)[[)]|71 — Zof < —Ile — To|. (6.2)

TE([T1,T2]

D’ou on a Gg(B(¢, p)) C B(¢, p) car pour & € B(C,p) et § € B(f(@),r) :

|Gy(7) = el| < ||G5(Z) = Gy(O)]| + [|Gy(e) — 2| < %Ilf—ﬂl + I - f@)l < §+ LIl < p.

D’ou Gy est contractante dans B(¢, p) de rapport %
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Donc Gy a un unique point fixe ¥ : Gy(Z) = &, le. 2 § € B(f(é'),r) fixé, il existe un unique
point Z € B(Z,p) t.q. ¥ = f(Z), et donc f est bijective de £~ (B(f(&),r)) dans B(f(&),r).

On note V = B(f(@),r) (qui est ouvert) et U = f~1(B(f(2),r)), et on a obtenu que f est
bijective de U dans V. Et comme f est continue, et U est 'image inverse de V', on a U ouvert qui
contient c.

Montrons que f ~1 .V = U est continue sur V. Montrons que, pour tout &1, @ € U :

—

1F(@) - f@)) = mn@ _ @l 63)

Ona:

—

|Gy(#1) = Gy(@)|| = [[(F1 — F2) — LUf(#1) = F(@))]] = |31 — &l = LI 1 F(@) - F@)Il;
d’ou avec ([G.2) :

—

LI (&) - (f)||>lllxl—xz||

Dou ||~ () - f~ (y2)|| < 2/||L||| |7 = @-l|, et f est lipschitzienne sur V donc continue.

Montrons que f est dérivable sur V, i.e., pour iy € V, il existe une application linéaire
Lz :R" — R" telle que f~(g:) — f~1(¥) = Li(y- — ¥) + o(§- — §). Montrons que Ly = (df ())~!

—

pour ¥ = f~1(§). On a df(Z).(Z.—7) = f(Z.)— f(Z) + o(Z-—7), d’ot

o o o 1

Zo~7 = df(Z) 7 .(f(3:) - F(@)) + o(5rrm

B efft, on a ) ct done 1470 ~ 47(@)| < gty done 14711 147 -z
et comme [ = L. df(é'), ona 1 <||[L]|| |||df(5)||| d’on |||df(é')||| 2 \HL\H et |||df( )| = 2|||L|||
Donc : Z.—% = df () 1.(f(Z.)— f(Z)) + o((Z-—Z)). Et f~! est continue sur le compact [7,7:]
et donc ||Z. — #|| < M||j- — §|| ot M est la borne supérieure de f~! sur B(f(@), 4) dés que . €
B(f(é),%) oud=d(¥,0B(f(¢),r)) est la distance de ﬁaubord de la boule V = B(f(é),r). Et donc

o((7.~)) = of (7)) an voisinage de 7, et done f1(5) — (7) = dfg #)1(5 =) ol )
au voisinage de . Donc f est dérivable en tout y eVet df L(%)

=df(z)~".
Montrons que df ! est continue sur V. On a df ~(§) = (df(Z))~" = (df o f~1)(7)) ! avec df

et f ~! continues et avec I’application linéaire inverse M — M ™! qui est continue en M lorsque
I’application linéaire M est inversible. un

7 Théoréme des fonctions implicites

Une relation implicite (un lien, une liaison) entre deux variables x et y est une équation de type
f(z,y) =0 o f est une fonction donnée. Si cette équation peut se mettre sous la forme y = g(z),
ol g est une fonction donnée, on a “explicité” la relation “implicite” f(x,y) = 0. Des conditions
simples pour permettant d’expliciter sont données par le théoréme des fonctions implicites.

7.1 Cas des fonction R ! xR - R

On se donne une fonction :

QCR" =R,
f:

(Ila 7In) = z= f(xla 7In)
Le graphe de cette fonction est le sous-ensemble de R"*! défini par :
Gr={(x1, yan,2): 2 = f(x1, ., y)}  C R

Et on s’intéresse & l'intersection de Gy avec le plan z = c.
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7.1.1 Courbe de niveau

Définition 7.1 Soit ¢ € R. On appelle surface de niveau de f de valeur ¢ ’ensemble :
Fc = {(Il, ,In) e€Q: f(SCl, ,ch) = C}

Si R™ = R?, la surface de niveau est appelée courbe de niveau : c’est I'ensemble des (x,7) tels que
f(z,y) = z. Et si R = R, la courbe de niveau est au plus un ensemble de points (et au plus un
point unique si f est bijective).

Sur une surface de niveau, les coordonnées (z1,...,2,) ne sont pas indépendantes : elles sont
lites par 1’équation f(x1,...,2,) = ¢, ce lien étant implicite. La question est alors de savoir si
de ces n variables dépendantes on peut extraire n—1 variables indépendantes. Si c’est le cas, on
pourra (au moins localement) exprimer I'une d’elles en fonction des autres, par exemple, on pourra
exprimer x,, =fonction de (x1,...,x,—1). Le lien est alors explicite : on a explicité z,, en fonction
des autres variables.

Le théoréme des fonctions implicites donne une condition suffisante pour qu’une relation expli-
cite existe.

Exemple 7.2 Soit f(z,y) = ax+by avec (a,b) # (0,0), et soit zg = ¢ € R donné. Alors 'ensemble

des (z,y) qui satisfont & ax + by = ¢ est une droite. Et les (z,y) qui sont sur cette droite peuvent
—azx

également s’exprimer sous la forme y = g(z) ou g(z) = existe & condition que b # 0. Noter

[é)
que b = 6—’;(96,34).
Les (z,y) qui sont sur cette droite peuvent également s’exprimer sous la forme z = h(y) ou
c—b

h(y) = Y existe a condition que a # 0. a
a

Localement, toute fonction f € C'(R?;R) au voisinage d’un point (x¢,yo) admet un dévelop-
pement limité :

f(z,y) = f(zo,y0) + (x—xo)%(xoa Yo) + (y—yo)g—i(woa Yo) + o(x—x0,y—Yo0)-

Et f est approximée par son plan tangent en (x, yo). On en déduit que, dés que B = g—z (0,90) # 0,
le long d’une courbe de niveau f(z,y) =c:

noté

A
Y=1Yo— E(I —xg) + o(x—x0,y—y0) = g(x),

ol on a noté A = %(zo, Yo), 1.e. on a explicité y en fonction de x sur la courbe de niveau. Et en

of
iculi A 1 (o,y0)
articulier. on a ¢'(zp) = — 4 = — 2z T0J0/
1% ’ g ( 0) B %(onyo)

Exemple 7.3 Soit f(z,y) = ze¥, et soit ¢ # 0 donné. On regarde l'ensemble des (z,y) tels que
xe¥ = c¢. On obtient la relation explicite z = h(y) = ce™¥, et quand cela a un sens la relation
y=g(x) = log(%) : cette relation n’est pas valable pour tout x dans R (probléme au voisinage
de = = 0), et une telle relation ne peut étre établie que localement dans | — oo, 0] ot dans |0, ool.

Et si on exprime f en fonction de son développement limité :

f(@,y) = xoe” + (z—20)(€”) + (y=y0) (x0e”) + o(x—20, y—Yyo)

le plan tangent a une équation de la forme z = Az + By + C et B = z¢e¥° est nul si 9 = 0,
auquel cas on ne peut pas expliciter y en fonction de = au voisinage d’un point (0,yp) lorsqu’on
considérera ’équation f(x,y) = 0. Par contre, A = e¥° # 0 et on peut toujours expliciter = en
fonction de y comme on I’a vu pour résoudre ’équation f(x,y) = ¢ : & savoir = ce™Y. un

7.1.2 Cas des fonction R x R — R

On commence par écrire et démontrer ce théoréme pour les fonctions R? — R :
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Théoréme 7.4 Soit 2 ouvert de R? et f :  — R une fonction C(Q,R). Soient (x¢,yo) € Q et
c € R tels que :

f(xo,y0) =c et g—z(xo,yo) # 0.

Alors il existe un voisinage ouvert Vi X Vo de (g, yo), et il existe une fonction dérivable g : Vi — V;
telle que :

V(z,y) e Vi xVa, [flz,y)=c = V(r,y)eVixVe, y=g(z).
De plus, la dérivée de g en o est donnée par :

of
g'(w0) = = G——— (z0,50) (7.1)
@(ivoa Yo)

Preuve. Si g existe et est dérivable alors on a : Vo € Vi, f(z, g(z)) = c¢. D’ou par dérivation :

0 0
L (o) + S )/ (@) = 0,

Vo € Vi, posant y = g(x), 3
Y

d’ou la relation (Z.1J).
Montrons que g existe et est dérivable. On suppose ¢ = 0, sinon on remplace f par la fonction
(z,y) = f(z,y) — c. Et on suppose que g—;(:vo, yo) = m > 0 sinon on considére — f.

Ayant g—z continue, il vient :

0
Ja >0, 3 >0, Va,y € [ro—a,zo+a] X [yo—b, yo+Y], 8—£(x,y) > %
On va alors démontrer le résultat suivant, sachant f(zo,yo) = 0(=¢) :
Ja>0, a<a, Vzel[zo—a,zo+a], f(z,y0—0b) <0< f(z,y0+b). (7.2)

(I suffira de prendre z suffisamment proche de zg, f et % étant continues.)

Pour cela : on sait que dans le voisinage [xo—a, zo+a] X [yo—b, yo+b], on a, % étant continu :

0
SM >0, Va,y € leo-a,z+a] X [io—b,yot], S (2,9) < M.
Et le théoréme des valeurs intérmédiaires donne :
0
Vo € [zg—a,xo+al, & € (wo,7), f(z,y0) = f(xo,y0) + (x — ffo)a—i(fz,yo)-

(La notation &, € (xo,z) signifie ici que si zo < x alors &, € [zo, z] et si x < zg alors &, € [z, x0).)
Et donc, sachant f(zo,y0) =0 :

Va, 0 < a<a, Yz € lzo—a,zota], |f(z,y0) <abl.

De méme,

0
357} € [y01y0+b]a f(xayo + b) - f(anyO) = ba_i(x07§y) 2 b%

On en déduit, en procédent de méme avec yo — b :

F(w,yo +b) = [f(@.y0 +0) = F(,90)] + f(.0) > b — @,

Fvyo = b) = [f(a.y0 = b) = f(2,90)] + f(.90) < b +aM,

Et il suffit de prendre a = 2% pour obtenir (Z.2).

Et de (Z2), a x fixé dans [xo—a«, zo+«], par continuité de f, on déduit qu’il existe un point y €
[yo—b, yo+b] tel que f(z,y) = 0. Et comme la fonction y € [yo—b, yo+b] — f(x,y) est strictement
croissante (%(z, y) > 0), ce point y est unique : on pose y = g(x).

Il reste & montrer que la fonction ¢ ainsi définie est dérivable. On prend y = g(x) et k tel que

g(z+h)—g(z) (ytk)—y _ k
h h

y+k =g(x+ h), et on s’intéresse a qui vaut donc e
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Le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction ¢t € R — f(x + th,y + tk) € R (on
se place sur le segment de droite qui va de (z,y) & (x + h,y + k)) donne :

3(Em) € [ abhlxlyytK, flethyth) — fa.0) = ho (e n) + &

of
a—y(fﬂﬂ-

Mais y = g(z) et y + k = g(x + h) donnent f(z+h,y+k) = f(x,y) = 0 (on est sur la courbe de
niveau), d’ou :

kg
he g
Et donc : of
gt h) —g@) Y@y o
=—5% .
h—0 h oy (;17’ y)
Ce qui conclut la démonstration. =n

Exercice 7.5 Soit f(z,y) = 2% + y? définie sur R?. On s’intéresse & la courbe de niveau R avec
R > 0, i.e. a ensemble des (x,y) t.q. f(z,y) = R, et en particulier au voisinage d’un point (xq, yo)
sur cette courbe. Expliciter cette courbe au voisinage d’un point tel que yo # 0 sous la forme
y = g(x), puis calculer ¢'(xg) et ¢g"”(xo). Puis donner le déveleppement limité de h : x — VR — 22
a l’ordre 2 au voisinage de zg.

Réponse. On a %(x,y) = 2y est non nul pour y # 0. On commence par considérer un point (z,y) tel

que y # 0 (faire un dessin du cercle de rayon R). D’ou il existe un voisinage Vi x V2 de (zo,y0) et une
fonction g : Vi — V3 telle que f(z,y) = R équivaut & y = g(x) pour tout (z,y) € Vi x Va, avec g(zo) = yo.
On a f(x,g9(z)) = R pour tout = € Vi, d’out %5 + %gg’(x) =0, ie. gm +2g(z) g'(z) = 0, d’olt d’une pagt
g'(z0) = =32 et d’autre part 242¢'(2)?+2¢(z)g” (z) = 0, d’ot 1—|—z—3—|—yog"(xo) =0, d’ott g’ (x0) = —1;—3.

0 0

Par ailleurs, h(z) = (R — 502)%7 hzo) = yo, W' (z) = —z(R — 502)7%7 W(zo) = =32, h'(z) = —(R —

2

2)7% — 2%(R — 2%)73, ' (20) = —ﬁ - % = —5—; : donc g et h ont méme développement & Pordre 2
0 0

(d’ailleurs & tout ordre puisqu’ici on connait la solution analytique & savoir g = h). un

Exercice 7.6 On pose f(x,y) = sinax — e¥ + e~ ¥. Montrer que ’équation “sinz — e¥ + e ¥ = (0"
est explicitable au voisinage de 0 par une fonction y = ¢(z) ot ¢ € C*(R;R). Calculer ¢’(0).

Réponse. Si ¢ existe, on a f(0,¢(0)) = 0, i.e. —e?® 4 7% = 0 = 2sinh((0)) (sinus hyperbolique),
et donc ¢(0) = 0. On a %(x,y) = —e¥ —e7¥ = —2cosh(y) (cosinus hyperbolique), et donc au point
(z=0, y=¢(0)=0) on a %5(0, 0) = —2 # 0. Donc on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites : il
existe une fonction ¢ : R — R définie au voisinage de =0 telle que ¢(z) =y < f(x,y) = 0. On a donc
f(@,p(x)) = 0, done G (z, p(2)) + 5L (2, p(2))¢ () = 0 = cosz— (¢* Py +e?@)¢! (z), d'ot ¢/ (0) = . ofa

Exercice 7.7 Méme question pour I’équation z® + y3 — 3xy — 1 = 0, o ¢(0) = 1. Et donner un
développement limité de ¢ & ’ordre 3 au voisinage de 0.

Réponse. On pose f(z,y) = z°+y*—32y—1.On a g—?’:(@y) = 3y? — 3z. En particulier, 2—5(0, 1) =3#0.
On peut donc expliciter f au voisinage de (0,1) : il existe une fonction ¢ : Vi — Va2 avec Vi voisinage
de 0 et V2 voisinage de 1 telle que y = ¢(x) < f(z,y) = 0. Pour z € V4 on a donc f(z,p(x)) = 0, d’ou
9L (z,p(x)) + %S(m,go(x))go’(x) = 0. Soit 22% — 3¢p(z) + (3p(z)? — 3z)¢' (z) = 0. D’ot, avec ¢(0) = 1, on
obtient —34-3¢'(0) = 0, d’ott ¢’ (0) = 1. Puis 4a — 3¢’ (z) + (6¢ (z)(2) — 3)¢’ (x) + (3p(x)? — 3z) " (x) = 0.
Dout —3 + (6 — 3) + 3¢”(0) = 0, d’ott ©”(0) = 0. Dot 4 — 39" (x) + (60" (z)p(x) + 60" (x)*)¢ () +
(60 (2)p(x) — 3)¢" () + (64 (2)() — 3)¢" () + (3p(2)? — 32)"(x) = 0. Do 4+ 6+ 3¢ (0) = 0, d'ou
(,0/”(0) = —10/3. =n

Exercice 7.8 Méme question pour ’équation 1 — ye® + xe¥ = 0. Et donner un développement
limité de ¢ & ordre 2 au voisinage de 0. un
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7.1.3 Cas des fonction R* ! xR — R

Théoréme 7.9 Soit ) ouvert de R™ et f : Q — R une fonction C1(Q,R). Pour (z1,...,7,) € R",
on note ¥ = (x1,...,Tn_1) €t y = x,. Soit (To,y0) € 2 C R" x R et soit ¢ € R tels que :

f(Zo,y0) =c et %(fo,yo);éo.

Alors il existe un voisinage ouvert Vi x Vo de (Zo, yo), et il existe une fonction dérivable g : Vi — Va
telle que :

V(Z,y) eVix Vo, f(Zy)=c <= V(T,y)eVixV, y=g(@).

De plus, ayant f(Z, g(Z)) = c sur la ligne de niveau, les dérivées partielles de g en Zy sont données
par :

of (=
89 ox; (1', g
G (D=5 = (7.3)

Preuve. Exercice : adapter la démonstration précédente en considérant & = (z1,...,2n—1) €t
y = xp,. En particulier, pour (Z,y) € V1 x V2 on a y = g(Z) et f(Z,g(%)) = ¢, dou df (&, g(Z)) = 0,
i.e. pour tout i =1,..,n—1lon a: af -(Z,9(%)) + 8% L (2 g(z r)) 5 99 -(7) = 0. a

Exercice 7.10 Soit la fonction f(z,y,z) = 22 + 4y% — 322. On s’intéresse au voisinage du point
(3,0,1) et donc & la courbe de niveau = 6 puisque f(3,0,1) = 6. Montrer qu’au voisinage du point
(3,0,1), Péquation implicite f(z,y, z) = 6 peut étre explicitée sous la forme z = g(x, y), et calculer
[dg(x,y)].

Réponse. On a 3—5(370,1) = —6 # 0. Donc il existe une fonction g : Vi € R*> — V5 C R, avec V3

voisinage de (3,0) et vz voisinage de 1, telle que la courbe de niveau f(x,y,z) = 6 au voisinage du point

(3,0,1) sécrit z = g(z,y). Ayant f(z,y,9(x,y)) = 6, posant X = (z,y,g(x,y)), on déduit en dérivant
a

of (z

en r que g—i(X) + af(X)az(m y) = 0, d’ou az(m y) = —328 d’ou %(3 0) = 1. Et de méme avec
5z \*

f(z,y,9(z,y)) =6, en dérivant en y, on a 55()() + 5% (X)%%(x,y) =0, dot Z 72(3,0) =0. un

7.2 Cas des fonction R" x R™ — R™
7.2.1 Développement limités, fonction R" x R™ — R

Pour f € C1(R™ x R™;R), on peut écrire son développement limité au premier ordre comme,
pour (Z,7) e R® x R™, h € R, (¥,W) € R" x R™ :

F(Z,9) + h(@,0)) = f(Z,§) + hdf (Z,5).(7, 117) +o(h)

= f(Z,9) + h D1 f(Z, )0+ h D2 f (%, §).W + o(h)
ou Papplication linéaire df (Z,7) : R™ x R™ — R est écrite :
df (Z,5).(t, @) = D1 f(Z,§).6+ Daf(7,9).0

En d’autres termes, si & 7 fixé on pose f7(Z) = f(Z, ), on a D1 f(Z,¥) = dfy(Z); et si & & fixé
on pose fz(4) = f(Z,), on a Do f(Z,4) = dfz(¥).

Exemple 7.11 R3 =R x R?,ie.n=1et m = 2

On a df(x,y,2).(vi,v2,v3) = G (x,y,2)v1 + §L(2,y,2)vs + §L(2,y,2)vs. Posons T = wet
¥ = (y,2). Et on note ¥ = vy et W = (vg,vg). On a alors D;f(x,(y,2)).v1 = a—j(:v,y,z)vl
et DQf('rv (y,Z)).(UQ,’Ug) = g_';;('rvyaz)UQ + g_f(xayvz)v& Et on a df(f,lj)(ﬁ,lﬁ) =Dy (H
Do f (2, 7). a
Exemple 7.12 Avec R3 =R? xR, ie.n=2¢et m = 1. '

Onadf(:v,y, )(U17U21U3) gz ((E Y, )Ul+ay ((E Y,z )U2+%(x7ya )US Posons & = (:an) etg:
z. Et on note ¥ = (v, v2) et @ = v3. On a alors D1 f((x,y), 2)).(v1,v2) = gic (x,y,2 )U1+g—£($,y,z)’l}2

et Dof((2,y), 2).vs = gh(x,y, 2)vs
Et on a df (Z, g) (U, W) = le(x 9).T+ Do f (Z, 7). o
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7.2.2 Développement limités, fonction R” x R™ — R?

Et pour f € CH(R™ x R™;RP), on peut écrire son développement limité au premier ordre
comme, pour (Z,7) € R x R™ h € R, (¢,w) € R™ x R™ :

F(@,9) + h(@,@)) = [(Z,7) + h D1 [(Z,7).5 + h Do f(Z, )47 + o(h),

ou l'application linéaire df(f, 7) : R® x R™ — RP est écrite df(f, y).(V, W) = le(f, )7 +

Dy f(Z,4).40. (Dans une base de R? on a ainsi p équations.) On a donc :

f(fa y) = f(fm o) + A(Z—7Zo) + B.(y—o) + o(||(Z—Z0), (¥—70)||,

—

ot A : R* —» RP et B : R™ — RP sont les applications linéaires A = D; f(Zo, %) et B =

—

D f(Zo, o)-

7.2.3 Application : fonction R™ x R™ — R™

En particulier, quand m = p, application linéaire B = Dy f est un endomorphisme de R™, et
g’il est inversible, on a localement :

7 =190 + B~ .(f(@9) — f(Z0,50) — A(T~0)) + o(||(Z—~Zo), (FT—Fo)|)-

Et le long d’une courbe de niveau f(&, ) = ¢, on a ainsi explicité ¢ en fonction de Z au voisinage
du point (Zo, 9o) :

. . — S5 o -5 o RN té .
7= i — B~LA(F—T0) + o(||(Z~To), (T—G0)l|) "= §().

Le théoréme s’énonce [T.4] se généralise alors comme (avec ici Ds f (&, ) endomorphisme inver-
sible) :

Théoréme 7.13 Soit Q ouvert de R® x R™ et f : © — R™ une fonction C*(, R™). Soient
(Zo, o) € Q et ¢ € R™ tels que :

— —

f(fo, 170) = et DQf(fQ, 170) iSOIHOI‘phiSIHG de Rm,

ou sz(fo,go) désigne la différentielle de fpar rapport a la variable § au point (Zo, %), i.e. la
différentielle dfz, (7o) : R™ — R™ de Papplication fz, : i — fz,(7) = f(Zo, 7).
Alors il existe un voisinage ouvert Vi x Vo de (Zo,4o), et il existe une fonction dérivable g :
Vi — V5 telle que : .
V(@) eVix Ve, [f(@g)=¢ <<= §=g).

—
—

Et donc localement, la “surface de niveau” f (&g, §o) = € est représentable par une fonction i = §(Z).

—

Et avec f(Z, g(Z)) = 0 on obtient :

— —

Dy f(%, 9(Z)) + D2 f (%, 9(Z)) 0 dg(Z) = 0. (7.4)

Ou encore, en termes de matrices jacobiennes :

— —

[D1f(Z,9(5))] + [D2f (%, 9(Z))].[dg(Z)] = 0. (7.5)

Preuve. On regarde ici le cas n = m = p = 1, la démarche dans le cas général étant la méme. On
va appliquer le théoréme d’inversion locale & la fonction, pour 2 C R x R :

Q - R xR,

@ i =0 )

z,y)

—

h:

oxr Oz
- - 5 B 1 0
La matrice jacobienne de h est dh = (2; 21; ) = ( 9 ﬂ) de déterminant (le jacobien) en
N dxr By ox oy
(o0, ¥yo) qui vaut g—g(:co, yo) # 0. Donc h est (localement) inversible d’un voisinage V' C Q du point

(z0,30) & valeurs dans W = h(V)(C R2).
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On pose alors :
Wi ={seR:(s,¢c) e W} (section de W), et

gz €W, = glx)=y ouy t.q. hizy)=(z,c) existe, est unique, car h inversible.

(On rappelle que ¢ = f(z,y).) La fonction g est C' car h=! Dest, et par construction, i(z, g(z)) =
(z,c) et donc f(x,g(x)) = c. D’ou le résultat.

On renvoie & Avez [2] pour les détails. a
R?® — R?
Exercice 7.14 Soit f: (@ ) film,y,2) =z +evt? -1 . A z fixe, on
. flayz) = +y*+22 —x -2y —z

pose §(y,z) = f(:v,y,z). Calculer la matrice jacobienne de §. Montrer qu’il existe un intervalle

ouvert A contenant 0, un voisinage ouvert B contenant (0,0) et une fonction g : x € A — <glgg )
2
de classe C" tels que F(0) = (0,0) et f(z, p1(x), pa(x)) = 0 pour tout 2 € A. Puis calculer & (0).

- y+z Yy+z
Réponse. f est trivialement C' ainsi que §. On a [dg(y,2)] = (2(; 9 22 _ 1>7 d’on [dg(0,0)] =
1 . . . . ..
(_12 _1) de detérminant # 0. On peut donc appliquer le théoréme des fonctions implicites : ayant

£(0,(0,0)) = (8), il existe A un intervalle ouvert contenant 0, B un intervalle ouvert contenant (0,0) et

—

une application ¢: A — B tels que (y, 2) = g(x) équivaut a f(z, (y ,z ) = 0 pour tout (z, (y,z)) € A x B,
0
avec donc @(0) = (0,0). Bt f et @ vérifient f(z, =0, ie. { 1@, E ;; 0’ pour tout z € A.
LP
On en déduit en dérivant en = que, notant 7' = (x, ¢1(z), p2(x)),

+6f1( )@l (@) +F2 (T)ph(x) =
0, pour i = 1,2, et doncpourszetT:0.1+<p1( )+<p2(0)—0et —1 —2¢"(0) — ¢5(0) = 0. Et donc

©1(0) = 0 et ¢5(0) = —1, i.e. F(0) = (_01>. A

filt,x y)—x +t2 42y — 2t
Lty =y —=
Montrer qu’il existe un intervalle ouvert I C R contenant 0, un voisinage ouvert J de (0,0)

Exercice 7.15 Soit f: R3? — R? donnée par : f(tw,y) = (

.. 5 N o t S —
dans R? et une application @ : I — J, oil on note g(t) = ((pl( )), tels que : F(0) = 0, et pour

pa(t)
tout ¢ € I, f(t, p1(t), p2(t)) = 0. Calculer @'(0).
Qﬁ 22y)’ ici indépendant
de t. En particulier en (¢,7) = (0,0), on a det([D2f(0,)]) = 2 # 0, et on peut appliquer le théoréme des
fonctions implicites. D’ou V'existence de I, J et g:t € I — (z,y) € J tels que f(¢, p1(t), p2(t)) = 0. Par
dérivation de fonctions composées on trouve ¢;(0) et ©5(0)... wn

Réponse. Ici R® = R x R% On pose t = t et i = (z,y). On a [Dyf(t,7)] = (

2 a2 2
Exercice 7.16 Soit F': R? — R? donnée par (x,y,2) — (fl(x,y,z) =y el
fQ(CE,y,Z) = TYz — 1
trer qu'il existe un intervalle ouvert A contenant 1 et un voisinage ouvert B de (1, 1) dans R? et une
application ® : A — B tels que ®(1) = (1,1) et que pour tout z € A on ait F(x,p1(x), p2(x)) = 0.
Donner la dérivée ®'(1) = (¢} (1), 5(1)) de @ en 1. o

) . Mon-

8 Changement de variables

On notera (€, ..., €,) la base canonique de R™. On rappelle que la base canonique est la base
construite sur le produit cartésien R™ = R x ... x R (n-fois) & partir de la base “1” de R (élément
neutre de la multiplication dans R), i.e. c’est la base formée des vecteurs €; = (0, ...,0, 1,0, ...0) ou
seule la i-éme composante est non nulle et vaut 1.

Ainsi : & € R™ équivaut a :

il existe (z1,...,2,) € R x ... X R tel que & = (21, ..., T, ), ce qui s’écrit :

Z=x1(1,0,...,0) + ... + 2,(0, ..., 0,1), ou encore :

Z= 12161 + ... + x,€, (par définition de la base canonique).
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8.1 Définitions et résultats

On se donne deux ouverts U C R™ et V C R".

8.1.1 Changement de variables

Définition 8.1 Un changement de variables est une fonction 1/7 : U — V qui est un difféomor-
phisme, i.e. une fonction ¥ qui est bijective et C! telle que ¥~1 : V — U soit également C?.

U est appelé espace des parameétres, et V' l’espace géométrique.

Les paramétres (u1, ..., un) € U sont appelés coordonnées curvilignes, et les (x1,...,x,) € V les
coordonnées cartésiennes.

Exemple 8.2 (Coordonnées polaires.) Soient (u,v) = (p,0) € U = R x]-m, 7, et U(p,0) =
¥1(p,0) = pcos® =" x(p, ) N * 2 . — R2 nrivé ;
<¢2(P, 6) = psin® =10% y(p. ) >, ou V =Imyp =R? — {(z,0) : z < 0} (= R* privé du demi-axe
x < 0). L’espace des parameétres est Pespace des (p, ), et espace géométrique est ’espace des
((E, y) s

Remarque 8.3 L’application f :]—1,1[—]—1,1[ définie par f(u) = u> est C!, bijective d’inverse
F~Ha) = 23 quiest C° sur ]—1, 1] mais n’est pas C en 0 (pente 400 en 0). La proposition suivante
rappellera qu’il faut f/(u) # 0 pour tout u (pas de pente horizontale pour f) pour que : f € C! et
f bijective donne f~1 € C! (théoréme d’inversion locale [6.)). wE

Notons @ = (u1,...,u,) € U et & = (x1,...,x,) € V. Puis :

n (@) [ (d) ,
b= w@ea=| || | "Fa@ev,

ou les n fonctions ¥; : & € U — v;(@) € R sont données de telle sorte que z/_J’ est un changement de
variables (= un difféomorphisme).

—

Proposition 8.4 1- Si ¢ est un changement de variable alors det(Jy (%)) # 0 pour tout @ € U.
2-Si ¥ € CLU,V), si ¥ est bijective et si 1) vérifie det(Jy (@) # 0 pour tout u € U alors
p~te CY(V,U).

3- Si 1/7 e CHU,V) et 15 vérifie det(Jy (@) # 0 pour tout @ € U, alors localement au voisinage
de chaque point i, 1[7 définit un changement de variables, i.e. Vi € U, Ir > 0, 1[7 : B(d,r) —
Im(B(w,r)) définit un changement de variables, ou B(u,r) est la boule ouverte de centre i et de
rayon r.

Preuve. 1- Soit ¢ un difféomorphisme, alors ¢ € C! ainsi que ¢! et Lot = I, et
det(J 51 (2, u)). det(J;(u,v)) = 1, donc les déterminants sont non nuls (on a appliqué la pro-
position B.13]).

2- C’est le théoréme d’inversion locale lorsque 1/7 est bijective.

3- Supposons que 1/7 € Cl et det(JJ(ﬁ)) # 0 pour tout % € U. Alors on applique le théoréme

d’inversion locale : il existe 7 > 0 tel que 1 est inversible sur B(i, 7). n
u+ v+ w?

Exercice 8.5 Soit G : R® — R? application définie par G(u,v,w) = | v+w +u? |. Montrer
w4+ u + v?

que G définit un difféomorphisme dans un voisinage de 0 (on dit que G définit un difféomorphisme
local au voisinage de 0).

Réponse. G est C' sur R? donc en 0, donc Jg est C° sur R? donc en 0. Et det(Jg(0)) = 2, donc
det(J5(0))>0 dans un voisinage de 0. Donc on peut appliquer le théoréme d’inversion locale B2 ou son
expression donnée par la proposition B4l On pourra également montrer que pour |ul,|v[, |w| < %, on a
det(]c(ﬁ)) > 0. s
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8.1.2 Coordonnées polaires

On se donne un répére (O, €1, €2) dans I'espace affine R2. La base (€1, &) est la base canonique,
et on dispose également du produit scalaire canonique, i.e. de la forme bilinéaire g : R? — R définie
positive qui est définie sur les vecteurs de base par g(€;, €;) = d;; pour j = 1, 2. Ce produit scalaire
canonique est usuellement noté g(v, W) = (¥, W), et permet de définir les angles & aide du cosinus.

Définition 8.6 Les coordonnées polaires d'un point # € R? sont par définition, la distance p = ||Z]|

par rapport & 'origine, et Pangle 6 = (€1, %) (entre € et Z)
Un point Z = (z,y) est donc repéré par sa distance p a Uorigine et son angle 6 par rapport au
demi axe des abscisses positives, et sera noté “T = Z(p,0) = (z(p,0),y(p,0))".

On notera dans la suite @ = (p, 0) et on applique les définitions du paragraphe BI] précédent.

La fonction permettant de passer des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes est

—

par exemple (& une distance p et un angle 6 on associe un point & = ¢ (p,0)) :

U =]0,00[x] —m,n[ — V =R2-{0}
- déf té
F (p 8, U1(p,0) = poost "= x(p,0) \ e (8.1)
U= 0 >—>¢(p,9) = def ¢ = .I'(p,e),
Ua(p,0) = psing "= y(p,0)
ot U est R? privé du demi-axe des = négatifs. Cette application est bijective, d’application inverse :
V =R?>-{0} — U =]0,00[x] — 7, 7]
_ deéf é
ey . , @™ y) E Va? 4 "= ()
( > — Y (z,y) =

Y (Y Ha(z,y) def 5 arctan — 2 note 0(z,y)
T+ xiy?
(8.2)
La fonction 1[7 définit un difféomorphisme : on a exhibé son inverse, et on compose des fonc-
tions C'! dans des ouverts.

Remarque 8.7 Si on souhaite récupérer un difféeomorphisme dans un voisinage du demi-axe des x

négatifs, il suffit de considérer de considérer 1 ou U =]0, 0o[x]0, 27 (i.e. avec 6 €]0, 2[), qui dans
ce cas exclut le demi-axe des z positifs.

De maniére générale, la fonction ¢ étant périodique de période 27, on peut tout aussi bien
considérer ¢ avec U =0, 00[x]00, B + 27| ot 6y est un réel quelconque. o

— [ 'R H .
La formule donnant § = 2 arctan Py appelle quelques commentaires :

1- la fonction tangente : 6 — tan6 = 528 est bijective de | — I, Z[—] — 00, 00[ (le cosinus

s’annule pour §# = £7). Or on voudrait avoir une relation donnant 6 pour 6 €] — 7,7, i.e. pour

% €] — %, 5[ : la variable adaptée a notre probléme est donc %. Et on a :

‘ (9) sin % sin g cos % % sin(6) % y
an(—) = = = = = 3
2" cost cos? & 2(cos(0) +1) S+l x4 /221 y?

D’ou le résultat annoncé.

i . _ y ) s . -
2- La fonction 6(z,y) = 2 arctan Py e n’est pas trés utilisée. On préfére souvent utiliser la

coté opposé )

_ y BT : _
formule usuelle ¢ = arctan £ (qui dit que : tanf = ¢ adiacent

Mais comme arctan : | — oo, +00[—] — 7, 5[ ne peut donner que des valeurs de 0 €] — 7, 7|
(correspondant & x > 0), on distingue les cas suivants :
Y .
arctan =, six > 0,
x
Yy . y _ -y . .
7+ arctan =, si z <0, (arctan = = arctan — donne le 6 du point opposé (—z, —y)).
0 — x x -z
T

> siz=0ety>0,

—g, siz=0ety<0.
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Exercice 8.8 Montrer que la matrice jacobienne de i en (p,0) est donnée par Jd;(p, 0) =

cosf —psinf _ _ cos @ sin @ o
(sinb‘ pcost ), avec det(JJ(p,H)) = p, et que J@,l(x,y) = (—%sin@ %COS@ , ol p =
plx,y) et = 0(x,y), avec det(Ju;,l(:zr,y)) = m a

Exercice 8.9 Soit f(z,y) = xy% et f(0,0) = 0. Utiliser le changement de variables des
coordonnées polaires pour montrer que f est C1(R?*;R).

Réponse. Réponse. f est triviallement C* dans R? — {6} On s’intéresse donc au voisinage de 0.

On définit g(p, 0) = f(z,y),1e.g = foz/? avec (z,y) = 1/7(;), 0) ou Jdéﬁnit le changement de coordonnées
polaire, avec de plus g(0,0) = 0 = f(0,0) (a priori le changement polaire n’est pas défini pour p = 0).
Donc :

g(p,0) = f(pcos, psinf) = p* cos O sin O(cos® § — sin” §) = ip2 sin(46).

Il est immeédiat qu’a 0 fixé on a g(p,0) — 0 quand p — Oy, i.e. que f(x,y) — 0 quand (z,y) — 0 dans la
direction fixée donnée par 6. Cette direction € étant qcq, on a f continue en 0.
Par dérivation :

0 1 . 0
a—fj(p, 6) = 3psin(40),  55(p,0) = p* cos(49).
D’oi, avec f = got ! et donc Jy(z,y) = Jy(p, 0).J5-1(z,y), on a:
of T,y :lpcosﬁsin 46) — psin 6 cos(46),
Ox 2
of T,y :lpsinﬁsin 46) — pcos 6 cos(46),
dy 2

ou p = p(x,y) et & = 6(z,y). Et quand p — 0 & 6 fixé (qcq), on a %5(:0731) qui tend vers 0 donc si
%5(0,0) existe et vaut 0, on a %zt qui est une fonction continue en 0. Et on vérifie immédiatement que
w =0 — 0 quand A — 0 donc %5(0, 0) existe et vaut 0. De méme pour %5. Donc les dérivées
partielles sont continues sur R?, donc f € C* (RQ; R), voir théoréme 220 un

8.1.3 Coordonnées cylindriques
Ce sont les coordonnées polaires plongées dans R? : il ne se passe rien en z :
U =]0,00[x] — m,71[xR — V =R?—{0} xR

P1(p, 0, 2) def pcosb note z(p, 0)

g [P . , , - (8.3)
i=|0]—v(p0,z)= Pa(p, 0, 2) def psin 6 note y(p,0) nete i(p, 0, 2),
z
déf
Y3(z) = 2

Les variables (p,6) sont totalement découplées de la variable z, et traiter des coordonnées cylin-
driques n’est techniquement pas autre chose que traiter des coordonnées polaires, oli on ajoute un
composante verticale (en z) qui est I'identité : p3(z) = 2.

8.1.4 Coordonnées sphériques

On se place dans R?. Les coordonnées sphériques sont basées sur les coordonnées polaires : un
vecteur 7 € R? s’écrit

B T pcos b cos pcosf 0
Z=9v(p,0,0) =y | =| psinfcosp | = | psin€ | cosp+ | 0 | sinep. (8.4)
z psinp 0 P
Ce pour :
T
pE]O,oo[, 96]_7T77T[7 @6]_575['

Sur la sphére terrestre, 8 définit la longitude (sur les paralléles) et ¢ la latitude (sur les méridiens).
Et on a immédiatement :

— 212 2 — ¥y _
p = Vaxityi+22, 9—2arctanx+\/m, p = arctan

(Ou plus simplement 6 = arctan g, si x > 0, voir § précédent.)
x

(8.5)

z
N
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x = pcosfcosp

Remarque 8.10 Au lieu de & = J(p,@,(p) = | y=psinfcosp |, les mécaniciens considérent
z = psiny
également, :
- T = pcosfsinp
7= Zb(pvov@) = y= pSiH@SiD(ﬁ P E]0,00[, ¢ 6] —7T,7T[, 95 E]Ovﬂ'[v (86)
Z=pcosy

et angle ¢ mesure ’angle entre le pole nord et un paralléle. Si ¢’est cette formule que vous comptez
utiliser, comme ¢ = 7/2 — ¢, dans la suite du cours on remplacera ¢ par sa valeur en ¢ : en effet,
cos = sin @, sin = cos Y.

Mais attention aux signes quand on dérive : g—i(p, 0,p) = —g—g(p, 0,¢) :

g—g = pcosfcosp (= +pcosbsin ), alors que g—i = —pcosfsinp,

g—g = psinfcos $ (= +psinfsin ), alors que g—‘g = —psinfsinp, et

6—2 = —pcosP (= —psingp), alors que g—; = +psingp :
tous les signes de dérivation en ¢ sont inversés par rapport aux dérivations en . un
Remarque 8.11 Pour 6, voir remarque [871 wE

Exemple 8.12 Montrer que pour les coordonnées sphériques, les matrices jacobiennes sont don-
nées par :
cosfcosp —psinfcosp —pcosfsing
JJ(p,G,go) = | sinfcosp pcosfcosy —psinfsing |, (8.7)
sin ¢ 0 pCoS

et que les vecteurs colonnes J J(ﬁ).é} constituant la jacobienne sont orthogonaux et ont pour norme
1, pcosp et p.
Montrer que le jacobien (déterminant de la jacobienne) est donné par :

det(J;(i)) = p? cos .

Et :
cosfcosp sinfcosy sing
1 . ___sin@ cos 6
JJ (z,y,2) = pcosy pcos g 0 . (8.8)
_sinpcos _ sinpsinf cos ¢
p p p

On rappelle que le déterminant donne le volume formé par les vecteurs colonnes de la matrice,
et qu’en particulier, quand ces colonnes sont des vecteurs orthogonaux le volume est donné par le
produit des normes des vecteurs colonnes.

On rappelle que pour une matrice dont les colonnes sont orthogonales, la matrice inverse est
obtenue & partir de la matrice transposée en divisant les lignes de la matrice transposée par la

norme au carré. En effet, : ) ( (171) (Un)) = [6;;1“]2] = Id lorsque ¥; L ¥; pour

a1 Un
tout @ # j.
On rappelle aussi que lorsque les colonnes sont orthogonales, il n’y a aucune raison pour que les

. . . . 2 -2
lignes le soit, & moins que les vecteurs n’aient méme norme. Exemple ( i1 ) dont les colonnes

sont orthogonales, mais pas les lignes, ou encore la matrice J 7 dont les colonnes sont orthogonales
et pas les lignes. wn

Exercice 8.13 Montrer que pour 1/7 défini en (BQ), on a :
cosfsing —psinfsing pcosfcosp
J&?(p,t?,go) = | sinfsing pcosfsing psinfcosp |, @ €0, 7,
cos @ 0 —psing

de déterminant (jacobien) —p?sin @. wE
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8.2 Exemples

Exemple 8.14 En utilisant les coordonnées polaires, déterminer les fonctions f : R? — R solutions
) ) Vaity?
de (x5 +y50)(@,y) = Htts

Reéponse. On pose 4(r. 6) = f(x,y) = (fou)(r,0) on i(r,0) = 70

L cosf —rsiné y . - cos 6 sin 0 R % % -
On a Jg(@) = { dott J;-1(T) = | 1 1 @ =19 58 ) @. (Calcul de

sinf rcos@ =sinf =cos6 20 96
T T oz Oy

gi( ) et 89( ) plus agréable qu’a l’aide des formules ([82]).

D’ou gJL(f) (52(@) 8% ( 7) + 53(i0)52(F) = 3L(a@)cosO(F) — 53(i)=22(Z) et de méme FL(Z) =
(52(@) 55 (@ )+a—§( ) 3y (%) = 52(@) sin 6(Z ) 23(@)“’59(@-

D’ot (xi +y2 )(a_:') ( @), Aot (r,0) = d’ott g(r,0) = arctan(r) + h(6) ot h € C*(R*;R)

). On note & = (z,y) et 4 = (r,0).

6 1+7“2’
est quelconque, d’ou f(z,y) = arctan(r(z,y)) + h(0(z, y)). L
Exemple 8.15 Soit f € C*(R%*R) et soit OF = pg;f b (2,y) =
(0= 2,0 = 25)

Montrer que ¢ : R? — R2 est un changement de variables. On pose g(u,v) = f(z,y), i.e
— f o "Z)71

Montrer que Of (z,y) = auav 9 (u,v), puis donner les fonctions f solutions de Of = 0.

r=u-+v

y—u—v ) et 17/7 et ¢! sont trivialement C™. En particulier, ayant f € C? on

Réponse. 1! (u,v) = (

obtient g € C2. ) )
Puis f1 (%) ="* gﬁ(ﬁv) = 8g(u)% + Z2(i)5 =" gi(a). Puis H(F) = S8(@)3 + G (@)}, don

au
paa;f(f) = %(p“ g +2536u )( ). Méme démarche pour p;ny( Z). Dou Of (%) = aauzau(u v).
Et aaau(u7 v) = 0 donne %(u v) = a(v) ol a est une fonction C' quelconque. D’ott g(u,v) = B(v) +
v(u) ot B est v sont des fonctions C? quelconques (avec ici 8 une primitive de «). un

Exemple 8.16 Soit 1/7: (u,v) €= (z = u,y = uv) € R2. Calculer une jacobienne de 1/7
Montrer que ¥ € C*(R% x R;R% x R) est un difféomorphisme et calculer 1.

2
Soit f une fonction telle que z2 gmé( r) + ‘Tyaway( z) + y28 j( 7) = 0. Poser g(u,v) = f(z,y),
déterminer ’équation satisfaite par g, résoudre cette équation, en déduire f. un

8.3 Formules de changement de base
8.3.1 Rappel : changement de vecteurs

On se donne une base (@) = (@;)j=1,....n de R™.

Soit L : R™ — R™ un endomorphisme (une application linéaire d’un espace dans lui-méme).
Une application linéaire est entiérement définie par la donnée des images L(d;) des vecteurs de
base. Notons (L;;)i=1,...» les composantes (réelles) de chaque L(@;) dans la base (d@;) :

n Ly;
— }
Lai /) \@
On peut alors représenter L par sa matrice [L] = [L;;] 1gign dans la base (d;), la colonne j de la
1<j<n
matrice [L] donnant les composantes de L(d;) dans la base (@).
Notons :
0
Ly :
Vji=1,.un, bj=L@)=| : =[L].| 1+ lignej |. (8.10)
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Et L linéaire est ainsi représentée dans la base (@;) par la matrice :

[L] notée [Lij]1<i<n natee [L)ij, 1<ign = (51) (5") ’

1<j<n 1<j<n

(avec i indice de ligne et j indice de colonne) la colonne j de la matrice étant donnée par les
composantes de b; = L(d;) dans la base (a).

-, —

On suppose L bijective, et donc (b) = (b;)i=1,... » est une base, d’application inverse L~! linéaire
définie sur les vecteurs de base par :
Mlj
Vji=1,..n,  L7'b)=Y Mybi=| : , (8.11)
i=1
' M /)

ol on a noté (M;j)i=1,..n les composantes (réelles) de chaque &@; = L’l(l;j) dans la base (b).

.....

Ainsi [M] = [L™!] est la matrice représentant L~ dans la base (b). Et donc, les coordonnées de
@; = L7(b;) dans la base (b;) sont stockés dans la colonne j de [M].

Proposition 8.17 On a :

Preuve. En effet, on a L7(L(G;)) = d@; par définition de I'inverse, et L=(L(d;)) est calculé a
laide du calcul matriciel : .

dj = L™(L(a;)) = L7H(bj) = 3oiq Mijbi = 350y Mij 325y LG = 35y (3071 LaMij)di
dou (O, LiiMi;) = Okj, ie. ([L[M])k; = Ok, dou [L][M] = I (matrice identité), i.e.
[L]I(Ei)'[L_l]\(Ei) =1. un

Remarque 8.18 L étant linéaire, elle est différentiable en tout point ¥ € R", et sa différen-
tielle dL(Z) en & n’est autre que L. En effet, on a L(Z¥ + 0) = L(¥) + L(¥) et L(Z + ¥) =
L(Z) + dL(Z)(V) + o(]|¥]|) pour tout ¥ € R™. Et dL(¥) étant linéaire, on a bien dL(Z) = L.
Et ce quelque soit & € R™.

Et donc la matrice jacobienne Jr(Z) de L (application linéaire) n’est autre que la matrice
constante [L]. Et donc (8IT) s’écrit aussi :

n

bj = > dL(@)(@) = Y _[Jo(&)]:;d:.
=1

i=1

Dans la suite, on aura L = di; (Z) application linéaire tangente d’une application 15 non linéaire
de changement de coordonnées, et on aura b; = Z?:l[JJ(f)]ij(i’i. o

Exemple 8.19 Soit L : R? — R? linéaire définie par :

S S o 1 . L -1
L(€1)=€1+€2=<1) , L(€2)=€2—€1=<1) .
1(® 1(®
1 -1 . . >

Alors [L] = (1 1 ) est la matrice représentant L dans la base (€7, €3).

Sa matrice inverse est [L]7! = 1 11

2\ -1 1)°
On note 51 =L(€))=¢é1+ e et 52 =L(€y) =é€, —é1,etona:
1,7 L bi—b 1/ 1 17 L bi+b 1/1
Ll(bl)_1_122§<_1>ﬂ, Ll(bz): 2_122_§<1)ﬁ.
(O] 1(b)

D’ou [L7}Y] = % (_11 1) représente ’application linéaire L~! dans la base (51,52) et on a bien

(L]~ = [L7).
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Exemple 8.20 On se place dans R%. On se fixe un réel § € R. On pose :

€, = cos € + sin &, = <cos§> , €p = —sinfé] + cos ey = <_ Sl?;) .
SIS (@ ) COSYJ |(@r.e)

Géométriquement, €, et € sont obtenus par rotation d’angle +6 & partir de €} et de és.
Et on définit application linéaire L : R? — R? 4 l’aide de L(€,) = €, et L(€>) = €. Dans
cosf) —sinf

Gnf  cosf >, de matrice inverse

la base (€1, @), la matrice représentant L est donc [L] = <

—sinf cosf
colonnes donnent les composantes de €] et € dans cette base :

[L]7t = ( cosf  sinf ) Et [L]~! est la matrice représentant L~ dans la base (€,, &), dont les

o . PR cosf o PR o sin 6
= cos e, — sinfey = . €y = sin e, + cos ey = .
! L 0 (—smé’) Lol 2 P 0 cosf ), .. .
[(€5,€0) 1(€p,€0)

Géométriquement, €] et € sont obtenus par rotation d’angle —6 & partir de €, et de &. un

Exercice 8.21 Reprendre exemple B20 en remplacant (€,,€g) par la base (51,52) ol glzép et
ba=péy (la base (b1,b2) est la base du systéme de coordonnées polaires).

; __[cos® —psind s rr—17 cos @ sin 6 .
Réponse. [L] = (sin9 pcos 6 )’ dou [L7] = (—%sin& %cos&)’ d'ot :

T I :
€1 = cos by — —sin Obz = < 0108-0 9> ) €2 = sin by + — cos fb2 = ( o 99> .
p — 7 sin |(B1.52) p 3 cos (By.Ba)

Remarquer que les dimensions sont respectées dans les expressions de €1 et de €> car b2 a la dimension
de p- l.l

8.3.2 Rappel : changement de coordonnées

—

On se donne deux bases (@;)i=1,....n et (b;)i=1,....n, €t on définit I'application linéaire L : R" —
R™ par L(d;) = 5j pour tout j =1,...,n.

Soit ¥ € R™, et soient (o;)i=1,..n € R™ ses composantes dans la base (@;), et (8;)i=1
ses composantes dans la base (l_);) :

Exprimons la relation (matricielle) entre les composantes («;) et (5;).
Proposition 8.22 On a :

B1 o o b1
=T ) et | ) = ] (8.13)

Bn Qp Qo ﬂn

(lorsque b; = L(a;).)

Preuve. On a @ = 3, 8;b; = X, 8;(L(d;)) = ¥; 8;(X) Ligdn) = 4 (%; LisBs)ix. Dot
fe31

ag = Zj Ly;8; = ligne k de L multipliée par colonne . |, comme annoncé. ]

B

Exercice 8.23 Poursuivre 'example B.20: si ¥ = vi1€1 + v2€2 = w1€, + w2y, exprimer wy et wo
en fonction de vy et de vs.

R wy\ cos@ sind V1 ¢ d w1 = cos Bvy + sin Ovo .
eponse. we ] \ —sin@® cos® ) \vy )’ et donce we = —sin Ovy + cosOvs | ° -
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Exercice 8.24 Poursuivre 'exercice B21]: si ¥ = v1€] + v2€5 = w1by + wabs, exprimer w; et ws
en fonction de vy et de vs.

Réponse. (Zl ) = ( cos sin 0 ) (Ul ), et donc (Zl oo 0‘1)1 + sin vz ) Et on vérifie les
2

——sm0 —COSQ Vo 2:—%51119111—&—%0059112
dimensions (w2 est en % et by en p) un
Exercice 8.25 Soit A = [G]|(g,) la matrice d’'une application linéaire G : R” — R™ dans une

base (@;) donnée, et soit B = [G]‘ (5,) la matrice de I'application linéaire G : R" — R™ dans une
base (l;z) donnée. Montrer que B = P~'AP, ou P est la matrice de passage, i.e. la matrice de
lapplication linéaire L définie par L(d;) = l;j.
Réponse. On a P = [L]|(5,) la matrice de L dans la base (@;) et P~' = [Lil]‘(gi) la matrice de L™' dans
la base (b;), i.e. L(@;) = 3, Pijdi et L7 (by) = 32, (P~Y)ijbs.

On a G(@;) =, Ai;di et G(b;) = > Bi;b; par définition des matrices A et B, d’oi :

> Ay = G(d;) = G(L™ (b)) = G(Z Pylby) = ZPk’le(l;k) =" P Bucbe
[3 ke

= ZPkJ B[kL ag ZPk] ngngaz

174 ikl

D’ou Aij = Zkl P,;lengi[ = [PBPil]ij pour tout ¢, 7. n

9 * Complément

9.1 Matrices jacobiennes et interprétation

Soit 15 : U — V un changement de variables. Les matrices jacobiennes de 15 en @ et de 15_1
en I sont :

O )]y = [

J‘E(u) [6uj i=tin ou; i—im

Les matrices jacobiennes J;(i) et Jz_.(Z) représentent les matrices des applications linéaires
dip(ii) et dip~" ().

Question : dans quelles bases ?

Réponse.

Les paramétres ui,...,u, sont supposés indépendants : on impose donc, dans lespace des
paramétres R” = R x ... x R D U, de prendre comme base la base canonique (El, . .,En)
de R™, base définie par Ei = (0,...,0,1,0,...,0) avec le 1 en i-éme position et 0 ailleurs, pour

i =1,...,n. (On pourra penser aux coordonnées polaires (p,0) = @ qui sont indépendantes et on
écrira @ = pEy + 0E, représenté par [d] = (g dans la base (E1, Es).)

Soit f: U — R C' a valeurs scalaires ; son développement limité au premier ordre est :
f@) = f(i@) + La(@ — @) +o(|[7 —dl]) €R,

ou Lz = df (@) : R™ — R est la forme linéaire définissant le plan tangent au graphe de f au point ,
i.e. le (hyper-)plan d’équation : ¥ € R"” — z = f(4) + Lz(v — @) € R.

Puis Lz : R™ — R, forme linéaire, est définie a I’aide des images Lg(Ei) des vecteurs de base El
Et, par définition :

of S e f(d+hEy) — f(d)
gz (@) = La(E) = df (@)(E:) = lim -

est la dérivée de f le long du i-éme vecteur de base canonique E; deR" espace des parametres. A1ns1
tout vecteur 7 € R, =), v; B, est transformé par Ly en Lg(7) = YoviLa(Ey) =, v au L(a).
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Et Jy (@) = (887’:(17) .. %{l(ﬁ)) est la matrice ligne qui stocke les 887’:(11’) (qui sont les images
des vecteurs de base E; de lespace des paramétres par df () = Lgz). Et donc, si ¥ = Zviﬁi est

vy
représenté par la matrice [7] = | : | (représentation de ¥ dans la base (E;)), on a
Up
of of v of
I = (G @@ | | =3 G = L@ €R
Un

Maintenant, si (€;) est une base donnée de R™ espace géométrique, pour U ouvert de R™ (espace
des paramétres) et V' ouvert de R™ (espace géométrique), on a :

7,/;: U -V

i=1 (7
¥n(@) /@
chaque 9; : U — R étant C*; chaque dv; (%) est une application linéaire de matrice jacobienne
Jy, (@) = (%(ﬁ) .. %(ﬁ)) (matrice ligne). Et J;(4) est la matrice constituée des lignes Jy, ().
Comme : .
i) =Y dipi(iD)é; = : € L(R",R"™),
- Wa(@) ] ()
(chaque di; (1) est une forme linéaire € L(R™ R)) on a :
" 3Py
} v (7)(E)) o (@)
(i) (Ej) = dii (i) (E;)é; = : = : eR".
=t don (@) (Ej) /() 8615; (@)
D’ou J;(#@) est la matrice représentant I'application lin¢aire di(@) dans les bases (E;) (de Des-

pace de départ des parameétres) et (€;) (de 'espace d’arrivée géométrique). En particulier la
j-éme colonne de J;(u) est donnée par les composantes de di(i)(E;) = Yo dyi(Q@)(Ej)E; =

Z?:l 257 (@)é;, i.e. par les (81/“ (@))i=1,....,n- Bt donc, pour tout vecteur v € R", avec 7' =), viﬁi,
on a :
Z—f;@ A CICIRE P (I
i) (7)(7) = > dip (1) (Ej) = > : v = : = J;(10).[0].
i 7\ G (a) oo (@yvy + ... + L= (iT)vy

Interprétation des colonnes
Pour & = ¢(«), on définit au point & de 'espace géométrique le vecteur, dessiné dans ’espace
géométrique Tm(dy(@)) :

— TN 3%
bj (%) = dip(u)(E;) Z 3 (9.1)
UJ
Comme di)(@) € L(R"DU,R"DV), on a Im(di(Z)) C R™ espace géométrique, et b, () € Im(dy) (@)
est bien un vecteur de l'espace géométrique.
Et les composantes de b; () dans la base (€;) sont stockées dans la colonne j de J (@) :

0 —
i (@)

[6; ())& = (@) E; gy = : ; (9.2)

OYn (=
o @/ (o)

Donc quand 7 = zﬁ(ﬁ), les Ej(f) sont les images des Ej par 'application linéaire tangente dJ(ﬁ),
et les composantes de b;(Z) dans la base (€;) sont stockées dans la colonne j de de(ﬁ).
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9.2 Systéme de coordonnées, lignes de coordonnées

On s’intéresse ici & I’ interprétation geométrique des vecteurs b (%) définis en (@.I)).
Un changement de variables 1/) : U — V permet de définir pour chaque @ € U espace des

parameétres, au voisinage de chaque & = ¢(%) espace géométrique, n courbes (¢;);=1,... » appelées
lignes de coordonnées en & (& dessiner dans l’espace géométrique) définies par :
|—¢j,e5] =2V
g : nemeT L . (9.3)
t — Cj(t) = w(u + tEl) = w(ul, ey U1, Uj F t, Ujt1, ,un) e R"™,
ou £; > 0 est choisi tel que les (u1,...,uj—1,u; + t,Ujt1,...,u,) € U pour tout ¢t €] —¢;,¢;[. En

particulier ¢;(0) = &, et {C;(t) : t €] —€;,¢,[} est une courbe qui passe par Z. Les images Im(¢;)
sont les images des segments de droite |@ — ¢; Ej,u +ej E [ par ¢;.

Définition 9.1 Ces n courbes (¢});=1,..,
appelé un systéme de coordonnées en .

n attachées au systéme de coordonnées forment ce qui est

Donc par définition des & on a Z = (@) = & (0) pour tout j = 1,...,n et :
G(t) = d(a+1E;) (=) tili+1E)) & = : )- (9-4)
= Un(@+1Ej) /@,

Si on note 7 (t) = @+ tE; = (u1, ..., uj_1,u; +t,Uj41, ..., un) (translation de ¢ le long du j-éme
vecteur de base canonique dans l'espace des paramétres), alors on a ¢; = 9 o 7, L.e.

G(t)= (o))  (=9(F sz &). (9.5)

x1 = pcosh
To = psind

Exemple 9.2 Pour les coordonnées polaires o @ = (p,0) et & = ﬁ(p,@) = (

p+t)cosb o e g . e 1
on a ¢ (t ( (p+1)sin6 et ¢ définit (i.e. a pour image) un segment de droite “radial”; et
0+

. p COS t)
() = ( psin(f +1t)
point ¥ = _)( ) ou & = (p, ) est fixé. Notez que & a un sens pour t > —p, et ¢z pour 0+t €] —7, 7|,
par exemple. =n

> et ¢y définit (i.e. a pour image) un arc de cercle. Cela dans un voisinage du

Exemple 9.3 Pour les coordonnées sphériques ou @ = (p, 0, ¢), dans un voisinage du point & =

(p+1t)cosbcosy
1/7(11') ou 4@ = (p,0,p) est fixé, la courbe & (t) = | (p+1t)sinfcosp | définit un segment de
(p+t)sing
pcos(f +t)cosp
droite “radial”, la courbe &(t) = | psin(d +t)cose | définit un paralléle, et la courbe ¢3(t) =
psinp
pcosfcos(e +t)
psinfcos(yp +t) | définit un méridien. '
psin(p +t)

9.3 Base du systéme de coordonnées

Proposition 9.4 et définition. Soit un changement de variables 1/7, et soient, définis pour chaque
€ U avec T = (), les n vecteurs b ;(Z) définis en (@), pour j=1,...,n. On a:

} Zﬁl (@)
R P P TP
b () = = (t=0) (= auj(u)—; auj(u)ez— 8¢:(~) ), (9.6)
- u; W/ (@)

ie. lesb; ; (&) sont les vecteurs tangents aux lignes de coordonnées au point & = 1 ().
Ces vecteurs forment une base (bl( %), ...,bn(Z)) appelée base du systéme de coordonnées en
& = (u) (ce sont les vecteurs de base “naturellement” attachées au systéme de coordonnées).
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Preuve. Avec ([@3) on a dditj() A (7, ()) =i i (1), et donc pour ¢ = 0 on obtient dﬂ —£(0) =
dip(@).E;, ie. %(0) = b;(Z), i.e. [@6). (Et on rappelle que par définition di(@).E; = 6653 (@) =
)
]
G (id)

[(€i)
Comme 9 définit un changement de variables, sa matrice jacobienne est inversible, et donc
ses colonnes sont indépendantes, i.e. les vecteurs 81/’ ( Q) = b; ; (&) sont indépendants (toujours avec

— M

# = 9(@)). Etant au nombre de n, ils forment une base. ua

Définition 9.5 Lorsqu’en chaque point & € V les vecteurs b;(Z) sont 2 & 2 orthogonaux, pour
1 =1,...,n, le systéme de coordonnées est dit orthogonal.

. .o 0
Exemple 9.6 Pour les coordonnées polaires, en un point & = <g :?j 0 >, les deux vecteurs de
L y 0 ,
base de coordonnées sont by (Z) = Z?; g ) €t bg( T) = ( /f; lene ) (composantes données dans la

base canonique (€1, €3), avec p = p("’) et 0 = 6(Z)).
Attention : cette base (bl( T), bg( 7)) est orthogonale, mais non orthonormée. La base usuelle est
obtenue en normant, i.e. c’est la base orthonormée (€, €) donnée par :

S 7= [ cosO P [ —siné
ao=n@= () o a@-h@=( )
I(€1,82) [(&1,€2)

8

Exemple 9.7 Pour les coordonnées sphériques, en un point &, les trois vecteurs de base de co-

. cosfcosp ) —psinfcosp . —pcosfsin
ordonnées sont b1 () = | sinfcosp |, ba(Z¥) = | pcosfcosy | et b3(X) = | —psinfsinp
sin 0 pCoS @

(composantes données dans la base canonique (€1,82,€3) avec p = p(&), 0 = 0(Z) et p = p(T)).
Attention : cette base (by (%), ba(Z), bs(Z)) est orthogonale, mais non orthormée. La base usuelle
est obtenue en normant, i.e. c’est la base orthonormée (€,, €, €,) donnée par, en un point & :

. cos 6 cos p 1 . —sind 1. —cosfsinp
€, =0b; = | sinflcosp |, & = —by = cos , €p=—bg=| —sinfsiny
sin ¢ peosy 0 P cos ¢

9.4 Les dérivées dans les nouvelles coordonnées

Exprimer une fonction f : ¥ € V' — f(%) € R en fonction des parameétres @ € U, i = 1/7_1(:?),
consiste a définir la fonction f: U — R par :

f=fot, ie  f(@)=f(& quand T =P(@). (9.7)

Et on a donc également :

f=Fod .

Exemple 9.8 Si f(z,y) = eV***¥* on prend les coordonnées polaires et on a f(z,y) = f(p,0)
avec f(p,0) =e”,ie. f= for~ ! eton écrit f(x,y) = e, avec sous-entendu p = p(z,y). ua

Probléme : f est défini en un point 7, et af a un sens au point Z. Et comme T = zﬁ(ﬁ), se pose
la question de dériver f par rapport & u;, ce qui a priori n’a pas de sens car f est définie dans V
espace géométrique (pour un point Z) et n’est pas défini dans U espace des paramétres (pour un
point ).
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Définition 9.9 Soit f: & € V — f(%) € R une application C1(V;R), et soit @ = 1/771(:?) eU.

Dériver f en & € V par rapport & u; signifie par définition : dériver f = f o au point @ par
rapport a u;, i.e. pour & € V avec & = ¢ () :

af  déf af
o) S @) 99)
Proposition 9.10 On a : of
o () = @52, 99)

C’est la dérivée de f en & le long du vecteur bj (Z) (vecteur tangent a la j-éme ligne de coordonnées).

Preuve. Ona f = fo 15, d’ou :

L 4 2D ) _ iy,

5 % (&) — ap@)5 ). (910)

ou;

Exemple 9.11 Soit f(x,y) = eV**1¥* = ¢” (et les coordonnées polaires). Alors on a f(p,6) = e”,
1oy OF (= 6f Of of Of (-
d’ou B—Z(x) :defa—Z( 0) = e” et j( 7) defa—{;(u)zo.

Résultat retrouvé avec la dérivation des fonctions composées : par exemple

A(foth) (@) =

Op
af(a:)awl( )+ ( )%Z;z(u) = cosfef.cosf + sinfel.sinf = ef, car YP1(p,0) = pcosf et
Ya(p,0) = psm9

On encore avec a L(#) = df (%) .by (% ):(a—f 3—5) (cos@

. of 1=
sin 0 ), idem pour g (&). ua

Et, pour tout i=1,...,n, si ¥ = 1/1( i) € V, pour f € C1(V;R), les formules ([3.9) de dérivation
de la composée f = f o4 donnent : “J; = Jf.Jq/; , le. avec T = ¢(U) :

(;ﬁ” §Uf< ) = (ggcfﬁ 9 S @) a0, (9.11)

soit en transposant :

- Of (=
L (if) 7 (%)
= J(©)". : . (9.12)
Baufn (ﬁ %(f)
Ou bien, si on veut exprimer les %(w) en fonction des aa—f(ﬁ) :
of (= P
) )
: = (Jg@)~". : : (9.13)
of (= f (=
%(x) aifn (1)

Pour une matrice M, la notation M~ signifie : M~T = (M~1)T (donc = (MT)~1).

Remarque 9.12 Donc si f est défini en & = (@) € V et si au point Z on veut dériver f par
rapport a u;, c’est la fonction f = f o qu'on veut dériver par rapport a u;, et ce au point

0= (@),

Exemple 9.13 Soit f(z,y) = zy € R, et on prend les coordonnées polaires (x,y) = zﬁ(p, 0) =

: 0 sf O
(pcos®, psinf). On a donc f(p,0) = p? cosfsind, et donc : a—i(m,y) det 6—£(p,9) = 2pcosfsinf
ou p=p(x,y) et 6 = 0(z,y).

Ce calcul est un cas particulier du calcul : a(g_c:p)(p’ 0) = ‘g£ (@,9) %5, % (p,6) + g—i(:zr, y)aa—df(p, )

qui ici = ycosf + xsinf = (psind) cos @ + (pcosh)sinf = 2pcos€sm9 ua
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, . _ [cosfl —psinf
Exemple 9.14 Pour les coordonnées polaires, JJ(p,G) = (sin@ pcosd

donné, on a avec (@12 :

>. Et pour f(z,y)

Li0.0) = AL 0,0) = costFL (a) +sin0 L ) (= @)@,
~ . (9.14)
0.0 = 2L 0,0)  —psind Pl (0. + peoso P ) (= ar@ )
of .0 of T,
et on retrouve bien (@.12) : (%EZ’ 9)> = J;(p,0)". (%EI, Z; ) -

9.5 Les dérivées secondes dans les nouvelles coordonnées et le laplacien

Si f € C2(V;R), si f(it) =3¢ f(&) quand Z = (i), alors on définit :

. 2 f 2(fo 77
@ G (= L @) (0.19

0% f
811,1'811,]'

Vérifions la cohérence de ces notations : on a :

~ af af
PT_(g) = 20 gy e 20 gy e 1
811,1'811,]' B 8u1 B 8UZ B 8UZ‘UJ' '

Exercice 9.15 Soit f € C*(R*;R). Calculer les dérivées de f en coordonnées polaires, a 'aide des

of *f _ : . . o
Ju; €t des Buigu; POUT Ui = p ou 0. Montrer que le laplacien en coordonnées polaires, défini en un

point & par Af(Z) = %(f) + g%{(f), vérifie :

_%f

OFF o 1Of
-5

» . o1 |
Af(Z) (@) + 25, + 23552

Réponse. On considere la fonction f(p,0) = (fo)(p,0) = f(pcosb, psin ). Les formules (@I3) donnent,
Tn—1 cosf =Lgind
sachant (Jz(p,0)" )" = p

sin 6 % cos

e oy 0
et : or
Baay %Qz(f) o
a@%{; = (%(f)) = (smﬁ—a%(u)—i—%cosﬁ%%z(ﬁ))
Y
Et on a:
g1 Ff o1 of .. 1 ’f .
%() cosﬁa—p2(u)+—28n9%(u)—;sm@apae(u),
991 oy — _ 0 @ T ) Looso % (i) - Lsmo®d
89() 51n98p(u)+00508p89(u) pCO Qae(u) p81n9892(u)’
g2, . . 0 f 1 of ’f .
9 (@) = sin b p2(u)—p2 C08989(u)+ cosHapag(u),
U SO SO R T S T DU TR T
80(u)7C0898p(u)+smeap80(u) pS Gae(u) p81n98p80(u)+ 0059802@)
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D’otu :
2 2 7 F
gx‘z(:f) :COSQQg—‘z—F—S 92275—%81119%89888}09 1 92g—f+p—sm9coség£
Pf ’f 1 *f 1 2 o OF
accay(x) cos@sméﬁ—ﬁsmecosew—k (cos0° —sin 6 )m
- 5z
- %sin@cos@?—i — p%(cos&2 — sin92)%,
o%f 00 1 202 f 2 f 1 20f 2 of
@(:c) =sin6 92 +—2 0s 0 W—i——smﬁcosﬁapae—&—;cosﬁ a—p—p—QstcosO%.
D’ou en particulier :
Of, . 8f,.. Of,.. 18f . 18,
922 5y O = G050 3 gz ()
ce qui est 'expression cherchée. =n

Remarque 9.16 A quoi ca sert ?

Beaucoup de probléme physiques consistent & trouver une fonction f telle que Af = g ot g est
une fonction donnée. La fonction f s’exprime naturellement en fonction de x et y. Mais la fonction g
ne dépend parfois que de p, et alors pour des raisons de symétries, on cherche une fonction f qui
ne dépende également que de p (la distance a l'origine), et pas de “I’angle 6”.

Il est alors naturel de chercher f sous la forme f(z, y) = f(p, 0) = f( ) qui ne dépend pas

de 6, et on obtient immédiatement Af = —( )+ })gz( ) = g, équation différentielle en p facile

a intégrer (on pourra poser g—ﬁ(p) = h(log(p)) = h(w)). On trouve f(p), et comme f(p) = f(z,y),
on a trouvé f.

Et lors d’une résolution numérique approchée, on a ainsi transformé un probléme & deux di-
mensions (z et y) en un probléme en une dimension (p), beaucoup moins colteux a résoudre. oa

Exercice 9.17 Montrer qu’en coordonnées sphériques :

PP, L 0 13 20f e
dp? ~ prcosp? 002 p2dp*  pdp  p? Oy

Af =

Exercice 9.18 Soit f € C*(V;R) ou V =R? — {(z,y) : y = 0, = < 0}, et soit le changement de

coordonnées polaires ﬁ(p, 0) = (pcosb, psind). Calculer les dérivées secondes aua aju pour u; = p

. 9% f
ou 6 en fonction des 2 Ti et des 5 3 - pour x; = & ou y.

Réponse. On a déja (@.14) :

of O o+ ano® ) — g i
ap( ) = cosﬁax (Z) +sm98y (%) = cos 0 h1 (@) + sin 6 ha (W),
F ) — _peing?t Of &) = i = ,
80( ) = psm@ax(:c)—i—pcosﬂay(m)— psin @ hi (@) + pcos @ ha ().
oit on a posé ha (@) = (5L o ¥)(&0) = L () et ho(il) = (3L o ) (i) = ZL(&). Dot :
052 on 9
p [ — 1/ 2
22 (@) = cos0 5 (1) + sin 0 G2 (@),
052 oha Ohs
Pl — o e e
20 (@) = —sinb hl(u)—i—cosﬂ—ag (@) + cos O ha(U )+Sm0_89 (@),
o4 Oha . Ohs
W(u)f—pCOSH hi (@) — psm&m( %) — psin 6 ha (i )+pcos9W(u)
Et :
Oh; - OYn O

() = aanu]() ayuau]()
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ie. :

%_i;(g) = 227}200089-1- ;:éfy sin 6,
%(ﬁ) = —%psm@—k a2fypcose
%—};2(73) = ;zfy cos9+%sm9
%(m: aa;f p81n9+gj/2pcosﬁ.
Finalement, on obtient :
%ﬁ(ﬁ)_ cos 0%( )+2c05951n982éfy( ) + sin 208 {( 7),
;:a};(ﬁ) = —sinf %(f) 4 cos 6 g—i(f)
—pcos&stgQJ:( )+p(cos29—sin29)aa;gy( )+pcos€sm922£( r),
%{(ﬁ): — pcosf %(f)—psingg—;(f)
+ p° sin Og J;( )—2p2sin6?cos€aa:éf (z )-l—p cos 922£( r).

Ce sont les dérivées cherchées, notées abusivement a—é7 %g et Wzﬁ Notez que cela peut se mettre sous la

forme matricielle (non usitée) :

8%f 1~ 82 Ff /
W(“) 0 0 0 9L (@) cos? 2 cos sin sin? 32?(“3)
%Qﬁ (@ | =| —sin 8 cos 8fO B + —p2CO-S szin p(c2os22 — sir}2) P gos si2n Bazzafy (%)
27, — — == — el =
ng(u) p cos psin 5, (%) p~ sin p~cossin  p“ cos 21 (7)

9.6 Formules de changement de base
9.6.1 Formules de changement de variables dans la base du systéme de coordonnées

Soit 15 U - V un Changement de variables. On peut appliquer directement (8I3), lorsque
( 7) = dip(@)(E i), toujours avec (E;)i—1:n la base canonique de R? (pour I'espace des paramétres)
et (€:)i=1.n une base donnée de R? (pour I’espace géométrique).
Ici on se place dans Pespace géométrique, et on veut faire le changement de base (&;) — (b;(Z))
en un point # = (@) donné :

Proposition 9.19 Pour un changement de variables 1/7 : U — V donné, pour © € U fixé, et
(bi(%))i=1,....n la base du systéme de coordonnées au point & = (@) € V, i.e. b;(Z) = dy(@).E;
SIT=) 1" i€ =>" 10 1( ) est un vecteur donné de I'espace géométrique, alors :

b1 aq aq B1
Sl =Jd @ ], ol =Jdg@. | . (9.16)
Preuve. On applique directement (8I3)). un

Exemple 9.20 Pour les coordonnées polaires, en un point & = (@) fixé et la base (b1 (%), ba(Z))
du systéme de coordonnées, si U = v1€1 + v2€s = wlbl( T) + waQ(f), alors

w1 = cos fvy + sin vs,

1
wy = —(— sin fvy + cos Hug).
P
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Exemple 9.21 Et si f: V — R est une fonction donnée :

gradf(7) = ( ggg ;)|(é‘1,€2) 7

ie. gr?ldf(f) = #(5)61 (Z) + 5% (Z)é2). Et on a, avec les coordonnées polaires :

HL

Lo cos 6 f( )+Sln98j( 7)
gradf(¥) = (%(—sm@aj( )+cos9 ( )))|(b1 b2)

i.e. gradf(7) = (cos 05L (%) + sin 05 (2))b: (7) + %(—sm@af( ¥) + cos 05L (7))b(2).

Si on se place dans la base normalisée €, = b1 et €p = %bg on obtlent :

. coa@af( )—i—sin@g"f( )
gradf(7) = (—31119 (f)+cos9‘9f( )) )
ie. gradf (%) = (cos@aj( )—i—sm@af( ))5p(f)+(—81n96f( )—l—cos@af( %))ép(T). o

Exercice 9.22 Le faire pour les coordonnées sphériques. un

9.6.2 Le gradient dans la base de coordonnées

Le gradient gradf () est un vecteur qui peut s’exprimer dans différentes bases. Dans la base (€}),
et dans la base du systéme de coordonnées, on pose, en un point & = () :

. . n 8f . n e
grad f(Z) = - (“)—:ci(x)ei = ;@(U)bz(iﬂ) (9.17)
Exemple 9.23 Avec les coordonnées polaires on a, quand 1/7( 0) :
o Af L Of
B1(p,0) = cos Ha—x(x) + sin Oa—y(x),
_ sinfdf, . cosfOf
Balp.0) = === T () 4 2@,
d’apreés 'exemple wE

L’application de (@.16), et (T.I3) donnent :

Proposition 9.24 Soit f : V — R une fonction C' donnée, et soit f:U—=RIa fonction définie
par f(@) = f(&), ie f = fotL. Les coordonnées du vecteur gradf( 7) dans la base( i(Z))i=1

du systéme de coordonnées au point ¥ sont données a aide des (ﬁ) par, quand T = ﬁ(ﬁ) :

.....

B (i) (@)
: = Jﬂ(ﬁ)_l.JiT(ﬁ). : (9.18)
B (@) L (i)
B1 aanl(f)
Preuve. (@.I6) donne | : | =Jz(@)" . , puis on applique @I3). nn
B 2L (&)

Exercice 9.25 Calculer le gradient en coordonnées polaires. Appliquer le résultat a f(z,y) =

21,2
eV YT,

Réponse. Soit f(z,y) donnée et soit f(p7 0) = f(z,y). Dans 'application proposée on aura f(p7 0) = e”.
Calculer le gradient en coordonnées polaires veut dire calculer les composantes du gradient dans la base
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2o N ., . . 1 =1 cos sin 6
(b1,b2) du systéme de coordonnées polaires en fonction de f. On a (J;(u))” = (_% sing %cos&)’

puis :
J(@) (@) T = (é g) , (9.19)
d’ou avec (@I7) et [@IF) :

- of /=
gradf(f) = %(ﬁ)ﬂl + %%(ﬂ)HQ _ < agﬁ_u) )
[(b1,b2)

dp p* 06 - 55 (@)
of . . 19f . of ()

= Y @y, + 1 (e, = ( 5 ,
9 p o 555@ ) 2,2

o (€, = b1,€p = Qj) est la base normalisée, la derniére expression étant la plus utilisée (expression dans
la base normalisée (€,,€p)).

- P -
Dans lapplication proposé f(xz,y) = e” on obtient gradf(Z) = (eo) , le. gradf(z,y) =
[(€p,€0)

(*5)

[(€p,€0)

Remarque 9.26 Si M est une matrice dont les colonnes sont 2 & 2 orthogonales et de norme \;, i.e.
une matrice vérifiant M7 .M = diag(A?), alors M~ = diag(5%).M”. En effet, M.(diag(55).MT) =
(M.diag(x-).(M.diag(-))" = I car les matrices entre parenthéses sont unitaires (leur; colonnes
sont orthonormées), et (dlag(—g) MT).M = diag(/\l—g).(MT.M) = diag(%).diag(/\f) = 1. Et donc
T = diag(A\?).M L. : 1 1
D’ot, pour un systéme de coordonnées orthogonales : J;C.JJ = diag()\?) : on retrouve ([@.19).
Noter que quand les colonnes sont orthogonales il n’y a aucune raison pour avoir les lignes
cosf —psind
sinf  pcos6
diag(1, p?)), mais ses lignes ne sont pas orthogonales (sauf si p = 1 auquel cas la matrice est
1 0
0 p?
cos? 0 + p?sin® @ (1 — p?)cosfsind
( (1 —p?)cosfsin® sin® 6 + p? cos? O
orthogonales). nn

orthogonales. Par exemple M = ( ) a ses colonnes orthogonales (et on a M7 .M =

unitaire). Ici on a M*M = (les colonnes de M sont orthogonales), et on a MM7T =

) non diagonale quand p # 1 (les lignes de M ne sont pas

Exercice 9.27 Soient (b;(Z)) les vecteurs de base en # d’un systéme de coordonnées orthogonal
(i.e. tels que les b;(¥) sont 2 & 2 othogonaux). Soient \;(Z) = ||b;(Z)||, et soient :

€y, (T) = — =

n 6 rs
les vecteurs normalisés. Montrer que : gradf E Wi )8f (@) €y, (Z) quand f= fow L
Z ul
i=1

Réponse. Le systéme de coordonnées étant orthogonal, on a b E] = \?6;5, et donc
(J5(@)" T 5(d) = diag(AD),

ot diag(A\?) est la matrice diagonale de coeff les A? sur la diagonale. Et donc (Jd;(ﬁ’))’l.Jd;(ﬁ)’T = diag(%z),

et avec ([@I]) :
La_f(g) 1 of (z
37 Bus A7 Bur (8)
grad f(Z) = : = . )
OF [~ oF [
3z o (1) &) o o (@) @u;)

qui est le résultat annoncé. =n
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Exercice 9.28 Appliquer l'exercice précédent au cas des coordonnées polaires et sphériques. On
montrera en particulier qu’en sphérique :

—~
S
N~—

gradf(7) = | L

p cos

RIS
sgese
—~
S
N~—

—~
S
S~—

|(6P76976¢)

9.6.3 Divergence et rotationnel dans les nouvelles coordonnées

Le paragraphe précédent traitait des fonctions & valeurs scalaires. On s’intéresse ici & des fonc-
tions & valeurs vectorielles f : R® — R™ :

f' n Z1 n fl (f)
=) mE=| = f@) =) f@eE=|
i=1 i=1 -
Tnl @) (@) ) (2
Soit 1/7 t @ € U — & €V un changement de variables. Pour chaque point @ € U, on pose
T = (1), et on dispose de la base (b;(Z))i=1,...n du systéme de coordonnées, avec “b; = JJ.EZ-”
pour tout 7. . .
Le vecteur f(Z) = >_1", fi(@)€; s’écrit également f(Z) = >, B;(@)bi(T), i.e.
f1(@) B (1)
fm=| -

— — — —

On définit }?: U — R" par ~_’(ﬂ') = f(@),ie f=foy ! ie.

fi@) = fi(@) Vi=1,..n.
On a donc posé, quand T = zﬁ(ﬂ') :
o - (@ i)
f(@) = f(a) =) fil@)e;= Z i(u)e; = : i : ,
- - @/ @y \@ /)@

3

Et les formules de changement de coordonnées donnent :

fi(@) fi(#) B1(@) — Dug
: = : = (Jz(@)). : = : (9.20)

f@)  \n@ 8@/ | 3 20
w JUk

Et les fz vérifient, pour tout 4,7 =1,...,n :

Ofi  ~~ 0%
ouj = Ou;Ouy,

O OB 2

B +

ot H; est la matrice Hessienne (symétrique) de 1;, et Jq; et Jg les matrices jacobiennes de 15 et E
D’ou la matrice jacobienne J? de f :

-,

[JHi = [(Hy,-B)5] + [ 5-Iglis- (9.21)

D’ou
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Proposition 9.29 On a :

ofi
9z, Z( (Hy,-B [JJ.Jg]ik)[le,]]kj
k
9.22
Z Z 321/11 31/11 B )3uk (6.22)
—~ < Buk(’“)ug (’“)ug Ouy,” Oz
On a ainsi toutes les dérivées 3 ﬂ (x) en fonction des B¢(@) et des 862 L(w).
Preuve. En effet, f: fo 11 donne J = J Jw ., et donc [J]p]ij = Zk[‘];?]ik[‘]@fl]kj- =n

Exercice 9.30 Calculer Jf et divf en coordonnées polaires.

Réponse. On pose @ = (p,0). On a 1 (@) = pcosf et P2(d) = psinb. On a J;(u) = (
7, _ (cosO » [ —psind

et by (1) = (sin@) et by = < pcos 6 )

Puis H (¢n) (i) = < 0 =~ —sinf ) et H(sb2)(il) = < 0 cost ) d'oit

—sinf —pcosé cosf —psinf

cosf) —psin6
sinf  pcos6

N1 [ —sinfB2, —sinfBi — pcoshfBa
[(Hy,.B);] = ( cos 032, cos0B1 — psinffBx )

Puis (J(7)) " :( cosf - sinf ) Dot :

¥ —1sinf Lcosd
P P
o lsin@z/Bl —lCOSHSiDHBl — B2
Hy, .B);].(Jz) " = P ’ P
[(Hy:-8)3]-(T5) <—%cos€sin061 + fa, %cosﬁzﬂl )
. 08 o8 1 0B 0
-1y 2_1 B . _2 1 1 2002
(Jz-J53-(J3)" )11 = cos b pcos@sin @ R pcostmQ 89 né 20
-1 OB 2552 1 290 52
(Jg-dg-(J5) Dz = cos951n9—p — psin@ (9p p os 0 50 " cos 0 sin ——
(Jd;.Jg.(JJ)71)21 = cosﬁsm&aaip + pcosf? 8% ; 92% — cos@sin @ 8%2
1y 2081 52 l 51 2082
(Jz-J53-(J3)" )22 = sin6 o —|—pcos€sm0 cos 0 sin —— 89 0s 0 20
D’otu : ) o8 95
div () = = g, 92
ivf(2) p51+ op T 00

Attention : le calcul a été fait dans la base (5 ) du systéme de coordonnées. Si on prend la base usuelle
€ = by et € = by, alors f(Z) = fi(Z)er + f2(F)er = fo(0)&, (@) + fo(@)es(d) ou f, = Pr et fo = pPa, et

alors : 1 of 1 of
s e s 0
div () = ;fp(u) + a—pp( i) + ;%(U)v
expression usuelle de la divergence en coordonnées polaires. un

Proposition 9.31 Soient (_’ b;(Z)) les vecteurs de base d’un systéme de coordonnées orthogonal "
(i.e. systéme de coordonnees tel que les b (%) sont 2 a 2 othogonaux pour tout ). On pose \;(T) =

165 @)1 = (3 G2 (@) ) pour tout j = 1,....n, oit & = (i),
On décompose fsur les bases (€;) et (1_7;) comme f(f) = Z Zﬁl 7) lorsque
i=1

—

7 = (u). Alors :

i=1

- g oo (2l Ay

i=1

. n n 1 8[’31
divf = ZB (;)\_Bul) +Zaui

(9.23)

ot divf est pris en T et le membre de droite est pris en U = 2/7_1(:?).
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Preuve. On dis d v () = Quy | O OB¢ Ouy
. pose de [@22)) et donc on a divf(Z) = ZZ ot aukau,_;ﬂ Tk o+ gt gl Qe
— = 0 1 n2\1 N
On a (%) = [[B(@)]| = (5, 52 @)?)%, don

e 1(2 0 Z s 05 %kz 0%; Oy

ou; 8uk Ou;uy, Oug Ou;ug Oug’

d’ou :

= "1 o = 1 9%y 9y
;BZ (1; Ak (’“)ui) 72 v A7 Quuy, Quy,”
Comme JT.J » = diag(\?) par hypothése d’orthogonalité du systéme de coordonnées, et donc que
(Jw) d1ag( )JT [ a%] i=1,m (voir remarque @.20)), on obtient :

A2 Qu;
Al

n

1 8/\;€) _ Z BZ[(J’LE)71 6 w_] Z ﬁ aUk 6 w_]

N kj
o Mo M Ou; k=1 Quiur ik j=1 O duuy,’
ce qui est le premier terme cherché.
Puis : . .
Z i 9P; Oy~ _ Z Oy~ OY; 9B;
(’“)uj Our Ox; . Ox; Ouj duy’
Ot oy _ -1 TS, ient -
avec ), 5k u = [(J5)~"-Jzlkj = [0ks], on obtient :
Op; 0B; Oyt oB; 9B;
Z_Jz_k Ouj Ouy Ox; Z[‘S’“]au o ou;’
ce qui est le second terme cherché. =n

Corollaire 9.32 Soit (¢;) la base orthonormée associée au systéme orthogonal (b;(Z)) : on a

Cui=1e, avec Ni = ||Bil|. Si f(7) = 0, i) = X, fu, (@), (@) oit & = (@), alors :

o 1 n (ful(Hk 1 ..... n /\k)) .
v f#) = Z( o )@

N =l N (9.24)
Jui 1 Bx\k) fu; ON 1 0fu,
Z (Z e Ou; ; A2 Ou, Z Xi Ou;i
Preuve. On a §; = f“l . D’ou le résultat. un
Exercice 9.33 Retrouver 'expression de la divergence en coordonnées polaires. un
Exercice 9.34 Montrer que pour les coordonnées sphériques (84) on a :
O 1 dfy  10f. fo [
d = (=2 e —f 1270 £ 0
v () (3/) tcsp 90 T o, T2, TtaneTs )(p, ),
ot on a posé f(#) = f, ()&, (@) + fo(i)d (i) + f,(W)E,(@).

Exercice 9.35 En déduire que pour les coordonnées sphériques ([B6) (souvent utilisées par les
physiciens) :

divf(#) = (52

_+__+2fp +cotan<pf¢)(P,9a95)a
pop " p

ot on a posé f(#) = f,(@)e, (@) + fo(il)d (i) + f5(0)E(@).
Indication : remarquer que €3(p,0, ) = —€,(p, 0, 5 — @) = —€,(p,0,H(v)) et donc que :
f@(p797¢) = _fte(paea % - (p) = _fap(onﬂ%N’(‘P))

Puis que, sachant —2% =—1:
dfa - ) -
F2(p.0,%) = F2(0.0,%).
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Définition 9.36 Et si n = 3 (donc dans R3), le rotationnel de f € C'(R? R3) en & est définie
par, dans la base canonique de R? :

5 (@) - ()

Oxo

(wotf)(@) = | 5@ — @) | R’ (9.25)
o (7) — 35 (@)

(expression vectorielle, donc dont les coordonnées dépendent d’une base.)

On peut également noté, avec la convention d’indice fy = f1, fs = fo, x4 = 21 et ©5 = x5 :

3
wotf)@) = 3o (o0 ) - it g

—1 3$i+1 8$i+2

@ @ € € €3
note A =\ hote —
=" (VA )& = det( _681 é —gz )(Z).

dy
fi fa fs
Exercice 9.37 Calculer le rotationnel en coordonnées polaires. un

Exercice 9.38 Soient (l;z(f)) les vecteurs de base d’un systéme de coordonnées orthogonal dans R3
(les b;() sont 2 & 2 othogonaux pour tout @ € U). Soient \;(Z) = ||b:(Z)]|, et soient &, (Z) = il((?)
les vecteurs OEthonormaux de base.

On pose f(T) = f1(Z)€1 + ... + f3(F) = fu, (@)Ey, (@) + ... + fus (@)Ey, (7). Montrer que, dans R3

et la base (€y,) :

My 7 M
det | Aoy 2= A2

> o
A3€us Dus A33
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10 Annexe : rappels de formules trigonométriques

La fonction ¢ — sint s’annule aux points ¢ = k7 pour k € Z, et la fonction ¢ — cost s’annule
aux points t = 5 + km pour k € Z. On écrit les formules génériques, & considérer la ou elles sont
bien définies.

sin®t + cos?t = 1.

ot 1 int
sectd:ef—, fant = o
cost cost

sin(—t) = —sint, cos(—t) = cost.

T ™ .
sm(§ —t) = cost, 005(5 —t) =sint.

T ™ .
sm(§ +t) = cost, 005(5 +1t) = —sint.
sin(t £+ s) = sint cos s + costsin s, cos(t & s) = costcos s F sintsin s.
sin(2t) = 2sint cost, cos(2t) = cos? t —sin®t = 2cos?t — 1 = 1 — 2sin’¢.
tan(2¢) = {2tant

ot 1 —cost t 14 cost
sm§—:l:\/T, COSE_:&“T'

(sint — cost)? = 1 — sin(2t).

¢ ( —|—t) tan s + tant
an(s =
1 —tanstant

1 1
sintsins = —i(cos(t + s) — cos(t — s)), costcoss = i(cos(t + s) + cos(t — 9)).

1 1
sintcoss = i(sin(t —5) +sin(t + s)), costsins = §(sin(t + 8) —sin(t — s)).

t t— t t—
sint—f—sins:Qsin(%)cosTs), sint — sin s = 2 cos( +S)sin 28).

t t— t t—
cost + cos s = 2 cos( 2S)COS 25), cost — cos s = —2sin( —;S)sin 28).

. P . T
Pour sint + cos s, écrire que coss = sm(§ — s) par exemple.

it | —it it _ —it
e = cost 4+ isint, cost:i, sint:i

2 24
cos(3t) = 4cos® t — 3 cost, sin(3t) = 3sint — 4 sin®(¢)
(parties réelles et imaginaires de €3 = (e)3).

£ =t t_ ot
e +e , shf — e e
2

ch’®t —sh’t =1, ch(2t) = ch?t + sh?t, sh(2t) = 2cht sht.

4ch®t = ch3t + 3cht,  4sh®t = sh3t — 3sht.

cht =

11 Annexe : quelques intégrales

. / 2"e Pdr=n!=T(n+1).
0

. / e~y = ﬁ

a

— 00

1 In!
./xm(l—x)"d:sz.
0

si m impair,

{ w13..(n—1) . .

———— % sin pair,
n

™

2
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12 Annexe : quelques dérivées (et primitives) usuelles

Voici une liste de dérivées (ce qui réciproquement donne également les primitives) :

1. si f est une fonction constante, elle est dérivable de dérivée nulle.

2. (z") = na"1, pour tout n = 1,2,... (preuve en considérant la dérivée du produit x2" "1 et par

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

© X N oew

récurrence).
%) = ax®~ ! pour tout a # 0, > 0, a € R (preuve par la composée exp(alog)).

) = ae® (par définition de la fonction exp pour « € R).

Inaz) = 2 pour x > 0 et a > 0 (par dérivation de (expoln)(y) = y).

x

1

sinx)’ = cosz et (cosw) = —sinx (preuve par sinz = o (e’ — =)

21 2
shz)’ = chz et (chz) = shz (preuve par shz = (e — e™®) et chz = (e + e~ 7)).

(
(
(
(zlnz — z)’ = Inz pour z > 0 (par dérivation de (In o exp)(y) = y).
(
(
(

=1+ tan®z, pour = €]=%, Z[ (par dérivation du quotient tanz = S2L)

cos? x

Cosm)
sinx /"

(cotanz)’ = ———, pour z €]0, 7| (par dérivation du quotient cotanz =
sin® z
1
(arcsinz) = Tz Pour @ €] — 1,1[ (puisque sin(arcsin§) = 6).
—x
-1
(arccosz) = T3 Pour e €] — 1, 1] (puisque cos(arccosf) = 6).
—x

[

(arctan CC) = 1—}——(52

(puisque tan(arctan) = I).

1
In(|— +t "=
(in(|—— +tana)))

5 = 2tanh_1(z)’, pour = # a.
x a

si b2 — 4ac < 0 : arctan(

T, o
(arctan E) = m, pour « §£ O
1
cosx
(1n(|—— — cotan]))’ = —— = —(In(|—— + cotan))
n{|l=— — nrj|)) = = —(In(|=—— nr|)) .
sinx sinx sinx
t 1 2
(an:v In| +tanz|) = ———.
coS T CcoS T cos3 x
|z +al,, 2a
1 =
n(|:1c—a|) a? —
1
In(lz + Va2 +al) = —.
(ot vatedl = s
;222 +4a
V1?2 +a) = ———.
(o a)'= 2
D’ou : (x\/ 2 + a)/+aln(|:c +V22+al) =2vV2?2 +a.
1o |2ax + b — /b2 — 4ac]| |, Vb2 — dac
si b —4dac > 0 : In( ) =— .
[2az + b+ Vb% — 4ac] ar? +br +c
202 +b , 1 Vdac—1b?
Vidac — b2 2ax? +bx+c
2 1
'b2—4 :O: /: .
St ac (2ax+b) ax? +bx+c
sia>0:In(2ax +b+2vavar? +br+c|) = L'
var? +bxr+c

argsh’(z) = ﬁ, et argch’(z) = Ii_l.

(argsh(z) + 2v1 + 22)" = 2V/1 + 22.
Une primitive de tan?z est tanz —z + ¢

1
—1).
cos? x )

(car tan® 2z =

. 1
Une primitive de ——— est tanx — +c
1+sinx CcoS &

1 —sinx 1 —sinx

).

(on multiplie par 1—sinz, i.e. on calcule la primitive de — = 5
1 —sinx Ccos* T
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1 z
Primitives de - : faire le changement de variable v = tan —, qui s’ex-
1+ asinx +bcosx + ctanz 2
ime également si 2u L= qui donne d 244 B¢ on obtient 1
rime également sinx = ——, cosx = ——, et qui donne de = ——. on obtient la
P & +u?’ 1+ u?’ d 14+ u?
primitive d’une fraction rationnelle.

1

N.B. : les fonctions cos(z?) et (par exemple) n’ont pas de primitive élémentaire (la der-

b—sin’z
niére primitive est une “intégrale elliptique”). On calcule les intégrales correspondantes de maniére

approchée (intégration numeérique).

13 Annexe : racines des polyndomes de degré 3 et 4
Pour les racinies d’un polynéme de degré 2 : az? + bx + ¢ = 0, on rappelle que z = % ol
A = b? — 4ac (racines éventuellement complexes).
On vérifie immeédiatement que (z — =bEvb=dacy(y  —bovli-dac) _ ;2 4 by 4 c

(@4 5) = S5t=) (o + 5) + Y51,

, puisque c’est

Pour les racines d’un polynome de degré 3 (Girolamo Cardano (1501-1576)) :
ax® +bx® +cx +d =0,

on cherche une racine 7 (puis on décompose sous la forme a(z —r)(z? +az+ 3) = 0). On commence
par mettre 1’équation sous la forme y3 + Ay = B. Il suffit pour cela de poser z = y — 32, ce qui

donne : 2 . o ) ‘
1 c

54+ Ay=B A==(¢c——), B=--(d - =

vt Ay ’ a(c 3a)’ a( + 2742  3a

Puis on cherche y sous la forme y = s — t oil s et ¢ sont solution du systéme :

3st = A,
s —t3=B.
On vérifie immédiatement qu'un tel y = s — ¢ est solution de (s—t)3 + A(s—t) = B, avec A et B

donnés ci-dessus. , ,
Substituant s = % dans la 2éme équation, on obtient : t5 4 Bt3 — ‘3—7 =0, soit T2+ BT — ‘3—7 =0

— B+ /Bz_ﬂ —_B+ /B2_ﬂ
ouT =t3.Doutd=T= ———5—>~. On garde par exemple t = (fﬂ)%, d’our s, d’ont

y=s—t,doux.
Le résultat final est :

v =g+ VETEPP) + aEP) p

oup= g—f, qg=p+ 1’06_(1—32‘” et r = z=. (Il est bien sar hors de question d’apprendre ces formules

par coeur.)

).

Références :
http ://www.sosmath.com/algebra/factor/facll/fac11.html
http ://atlas.math.vanderbilt.edu/~schectex/courses/cubic/

Pour les formules donnant une racine d’un polynéme de degré 4, voir par exemple :
http ://www.sosmath.com/algebra/factor/fac12/fac12.html
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