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1 Rappels sur C

On utilise la base canonique de R2.

On rappelle que C est isomorphe a R2. Ainsi z € C peut étre représenté par (;) € R?, et si

Cal:(é)eRQ et Cai:(?)eRQ,

alors tout complexe s’écrit :

on note :

Caz:x+iy:(§> eR? =z,ycR.

Notons z = zp + iyg, k = 1,2, zx, yr € R. L’espace C = (C, +,.) est un corps pour 'addition
usuelle 21 + 20 = (&1 + x2) + i(y1 + y2), et pour la multiplication :

2129 = (X122 — Y1Y2) + i(T1y2 + T201).

En particulier, i = —1.

Pour z = x+1iy, on note zZ = z—1iy (le conjugué) et |z| = y/22+y% = || (z) [|rz (le module de z

qui est égal & la norme euclidienne du vecteur (5)) En particulier 2z = |z|2. Et donc I'inverse

d’un z # 0 est donné par :

7 .
x2+y2 I2+y2

1 z x . Yy
z |z

9 = cos® + isinf, tout complexe z

Remarque 1.1 Interprétation. Avec la notation complexe e’
s’écrit :

2= pe®,
ot p = |z| est le module (Pamplitude), et 8 est la phase, i.e. 'angle du vecteur (z,y) avec 'axe
des = (quand z = = + iy = pe'?).
Et le produit complexe a été construit dans le but de multiplier les modules en additionnant
les phases : si z1 = plewl et z9 = p26202, on obtient :
2129 = (prpo)e’ 10,
En particulier, interprété dans R?, multiplier par z = pe®® revient a faire un homothétie de rapport p

et une rotation d’angle #. En particulier, 2! = %e‘m quand z = pe'? # 0, i.e. interprété dans R2,



1

multiplier par z7* revient & faire un homothétie de rapport % et une rotation d’angle —6. Cela re-

vient & munir R? d’une structure de corps pour le produit associé 1 T2} o (Tt T2 )
n Y2 T1Y2 + T2

Ainsi, tout vecteur (5) non nul de R? est inversible pour cette structure, et :
D) e ()
y 2 +y? \ -y /)

C est muni d’une structure topologique a l'aide de la norme |.| : z € C — |z| € Ry (le
module). En particulier, les boules ouvertes sont identifiables aux boules de R? (muni de sa structure
euclidienne) :

B(z9, R) dgf{z eC:|z— 2| <R}

~ B((gyg(?) ,R) d:éf{<z> €R?: (z—x0)* + (y—yo)? < R?}.

Et un ouvert U de R? est identifi¢ & ouvert de C noté encore U (pour alléger les notations).

Définition 1.2 On appelle fonction complexe une fonction f : U — C ot U est un ouvert de C.

2 Fonctions complexes dérivables

Soit U un ouvert de R2. Soient P et Q : U — R deux fonctions dérivables & valeurs réelles. Et

o f";(Zj)eU—>f(w,y):<gg:Z§>€R2’

Ses dérivées partielles sont définies par :

of 9L (x,y) . flz+hy) - flzy)
e = gL = 1
= (o) = hm ) ) -
oy’ a—g(gc,y) h—0 h '
Et le développement limité de f est donné par, en un point (zg, yo) :
ry = ry r—Xo
) = fan,ao) + afteo, o). (5720 ) + ol o=z, -0
- (LP(IO Z/o) %l(xo Z/o) r—x (2'2)
= T, + x ’ Y ) )( O>+O T—20, Y— 5).
Flrvw) + (8 vy By ) (e ) +olle=s. -0l

(Utilisation de la matrice jacobienne de f)
On considére maintenant U comme un ouvert de C. On définit, f : U — C par :

f(z) = P(z,y) +iQ(z,y) quand 2=z +iy
Définition 2.1 Une fonction complexe f : U — C est dite dérivable en zg € U ssi la limite

suivante existe :
lim M) (2.3)

z—2z20 Z— 20
i.e. ssi il existe un complexe noté f/(zg) € C tel que :

i £2) = (o)

zZ—20 zZ— 20

= f'(20). (2.4)



Et f dérivable équivaut & f admet un développement limité au premier ordre (immédiat) :
f(2) = f(20) + (2—20) f'(20) + 0(2—20). (2.5)
En particulier, avec z = x + iy et 29 = o + iyo, puis avec f'(z0) = ag + ifo, cela ’écrit, :

P(x,y) +iQ(z,y) = P(x0,y0) +iQ(z0,y0) + ((x—x0) +i(y—yo)) (a0 + ifo) + o(2—20),  (2.6)

soit encore :
P(l‘7y) _ P($07y0) o7} _60 T—T B
(Q(m;)) - (Q(xmyo)) - (50 o ) <y_y0) +o(z—20). (2.7)
On en déduit :

Théoréme 2.2 Si f: U — C est dérivable, on a, pour z € U :

oP oQ
%(‘Evy) = ?y(la y)v
0Q opP (28)
%(‘Lvy) = 787y(x7y)'
Ce sont les relations dites de Cauchy—Riemann. Et ainsi on a :
oP 0Q oQ 0P
/ _ v Y _ =% _ a2
=) - i 2wy = D) + i D) |
= o Y dy ’y_ay 'Y O v Y)-
Preuve. Avec f'(z) = a + i3, on compare (2.2) et (2.7) pour obtenir (2.8), d’ou (2.9). ]

Remarque 2.3 La réciproque de ce théoréme est vraie, & savoir, si f vérifie les relations de

Cauchy—Riemann dans un ouvert U, alors f y est dérivable : c’est le théoréme de Looman—Menchoff
(dlfﬁClle) . ==

Interprétation géométrique de la dérivation. Le développement limité :
f(2) = f(20) + f'(20)(2—20) + 0(2—20)

dit que pour passer de f(z0) & f(2) (au voisinage de zp) on applique la transformation f'(zg) =
ap + By = poe’’ au déplacement (z — zp) (vrai au premier ordre). Exprimé dans R?, on ap-
ag —Bo

T—x . "
o ) au vecteur 9). Cest 1a “rotationohomothétie”
0 0

plique la “rotationohomothétie” (
Y—Y%o
9 [ cosBy —sinby
Po\ sinf,  cosbp

f(2)—=f(20) = poe’® (z—20) + o(z—2p).

). C’est d’ailleurs le sens du développement limité (2.5) qui peut se lire

Remarque 2.4 Parmi toutes les fonctions f : U — R? dérivables (différentiables), il n’y a que
celles qui vérifient les relations de Cauchy-Riemann qui sont dérivables au sens des fonctions
complexes : ce sont celles dont la matrice jacobienne est la matrice d’une “rotationochomothétie”,
cf. (2.7). Il n’y a donc que “trés peu” de fonctions complexes C — C dérivables (quand on les
interpréte comme fonctions de R? — R?) : o

Théoréme 2.5 Lasomme f—+g, le produit fg, la composée fog de fonctions complexes dérivables
sont dérivables (la ou cela a un sens), de dérivées respectives f'+¢', f'g+ fqg' et (f' o g)g’.

Preuve. Exercices. ==

Remarque 2.6 Interprétation géométrique de (fog) = (f'og)g’. Le théoréme précédent indique
que (fog)(z) = f'(9(2))g'(2) : la dérivée de la composée est donc le produit dérivées des [’ et ¢,
i.e. le produit des“homothéties-rotations” f’ et ¢’.

En termes de fonctions f, g : R2 — R2 ot f = <§1) et § = (gl) quand f = f1 +ifs et g =
2 2

g1+1igo avec les fi,gr : R2 = R, on a d(fo g) = dfo g.dg (pour les différentielles correspondantes).
Pour les matrices jacobiennes correspondantes, qui sont des matrices de “homothétiesorotations”
d’aprés les relations de Cauchy-Riemann, on obtient donc une “homothétieorotation” de R? — R?
identifiable & f' 0 g.g' : C — C. ua



Exemple 2.7 Toute fonction mondéme est dérivable dans C. En effet, une telle fonction est de la

forme f(2) = 2", n>0et, pourn > lonaz" — 2§ = (z —20) (2" '+ 2" 220+ ... + 220 2+ 2071
D’ou (Zn)/ =nz""L. un

Exemple 2.8 Toute fonction polynéme est dérivable dans C. En effet, tout monoéme est dérivable,
et on applique le théoréme précédent. .

Exemple 2. 9 Toute fractlon rationnelle est dérivable dans C ailleurs qu’en ses poles.

1 Zg —2z" 1\ __ 1 —n\/ __ —n—1 s
En effet, 2 i donne ()" = —n 57, ou encore (27") = —nz . Et on applique
le théoréme précédent aprés décomposition en éléments simples. un

Exemple 2.10 La conjugaison f : z — Z n’est pas dérivable : les conditions de Cauchy—
Riemann (2.8) ne sont pas vérifiées.

Alors que la fonction vectorielle associée f : <Z> — (_"Ty) est bien dérivable (symétrie
par rapport a I’axe des z). Et sa matrice jacobienne (représentant sa différentielle dans la base

. ( 10
canonique) est

0 -1 ) Mais cette matrice n’est pas celle d’une “rotationochomothétie”. .

Remarque 2.11 On peut également considérer f comme une fonction de R2 — C : notons f :
U — C donnée par f(x,y) = f(z) quand z = x + iy. On a alors :

%(Jc,y) dr + g(w,y) dy € L(R%0C), (2.10)

dy
et son développement limité s’écrit alors :

df(x,y) =

f@w)f@m%>+#mmm»(§g)+ou@:zmyy@mn

= f(zo0,y0) + gi (20, %0) (x—2x0) + %(xo, yo) (y—yo) + o(||(x—20, y—yo)||r2),

ou g—f(xo,yo) et %5(1170, yo) sont des complexes. Et avec (2.6) on trouve :

f(9307y0) = ag + 1o = ['(20),

Oz (2.11)
of ‘ .
oy (z0,90) = —Bo +ico = if'(20)-
Notations. Avec (2.11) on pose :
of , . def Of op oQ
Loy (=) S, o
of , . def of 0P 0Q '
8y( z) = afy(fl%y) (= ?y(fl%y)Jrlafy(x,y))-

Ce sont aussi les expressions de % et de g—i exprimées dans C, cf. (2.1).

Connaissant, © y € R, on connait z = z + iy et Z = z — iy. Réciproquement, connaissant z et z
on en déduit z = 3(z + z) et y = 5:(z — Z). On souhaite avoir pour variables z et z au lieu de x
et y.

0 0
On introduit alors les opérateurs 7 et e de telles sortes qu’ils vérifient :
z Z

of 0fo: of 0z of of of
9r  0z0x ' 0z 01 . or 0z ' 09z
of _0f0= ofoz O ) of _of of
dy 0z 3y+£87y’ oy ‘9: Yoz
Et donc :
0 1 0 .0
9: 2z gy
0 1,0 .0
9~ 2z Ty



Et on obtient a ’aide des conditions de Cauchy-Riemann (2.8) :

af , _1,0(P+iQ) 0P +iQ)
of ., _1,0(P+iQ) O(P +1Q)
En particulier :
of o
#(2) = L)z = 72y az
Sachant que 3 8f =[2 - aQ] [B—Q a—P] une autre maniére d’exprimer les conditions de Cauchy-
Riemann est de dire que 87 = 0.

3 Intégration

Dans R? on se donne une courbe réguliére 7 : t € [a,b] — 7(t) = <ayc(t)) € R% On note
I' = Im(¥) (la courbe géométrique). Dans C, la courbe 7 est notée :
z:t € la,b] = z(t) = x(t) + iy(t).

!/
Et avec dr = (2;) = (;,83) dt, on définit dz par :

dz = dzx +idy ie. 2(t)dt = (2 (t) + iy (t)) dt.

Définition 3.1 Pour f € C°(Q;C) avec 2 ouvert de C contenant I', on définit :

, b
/F fdz 3 [ remzoa (3.1)

Donc, si f(z) = P(z,y) +iQ(z,y) € C quand z = x + iy, ¥,y € R avec P,Q € C°(Q;R) (ici Q
est con31dere comme ouvert de R?), on a :

b
/ fd = / [P((t), y(1)) &' (8) — Qa(t), y()) ' (1)) dt
JI t=a (32)

b
+i [ [QM(0.5(0) 2 (0)+ Plalt). (1) o (0] .

Remarque 3.2 Si on pose f : (r,y) € Q C R? — f(m,y) = (gg’g;) € R?, quand f(z) =

P(z,y) + iQ(x,y) € C (toujours avec z = = + iy), on a :

e == (0

/
i.e. on applique I’homothétieorotation 2z’ € C ~ (5,

V) Flatpe) e <R,

/

. > a f, puis on intégre sur I'. Et si

— Fy .
F= <F2> ona [ fdz=F +iF,.

Rcost

Exemple 3.3 Soit f(z) = —y + iz quand 2z = = + iy. Et 7(t) = (Rsint

) le paramétrage du
cercle I' avec ¢ € [0, 27]. On obtient avec (3.2) :

2m 2m
/ fdz=R? / —sint(—sint) — (cost)(cost) dt + iR? / —sint(cost) + cost(—sint) dt = 0.
r 0 0

Proposition 3.4 La valeur fr f dz ne dépend que du sens de parcours de T'.



Preuve. Soit z : t € [a,b] — z(t) € C un paramétrage donné de I'. Soit ¢ : u € [e,d] = t = p(u) €
[a,b] un difféeomorphisme.

Soit ( = zoy :u € [¢,d] — ((u) € C un nouveau paramétrage de la courbe, i.e. ((u) = 2(t)
quand t = p(u). Et donc 2/(t) = ¢ ((u)) quand t = ¢p(u). D’ou :

! = u Gl "(u)| du = u))¢ (u) du
[ feowa= [ pcw i@l =+ [ e

+ quand ¢ est croissante, et la valeur est indépendante du paramétrage, et — si ¢ est décroissante,
et la valeur voit son signe s’inverser. =

Exemple 3.5 Soit f(z) = <

Rcosf
Rsinf

/fdz—/d /xda:—l—ydy Z/JECly—ydac
r CJr oz z? +y? roz?+y?
2
:/ 0d¢9+z/ df = 2im,
0 0

car zde + ydy = 3d(a* + y?) = 3d(R*) = 0, et sur I' on a zig;gfﬂ” = RZcos® %;Rz sin® 0,70 — dg.
1 dz

Noter qu’une des définitions possibles de 7 est d’ailleurs 7 = 5 [ 7. .

%_H/z — Q_HJZ quand z = x +1y. Et T le cercle paramétré dans le

sens trigo par 7(0) = ( > pour 6 € [0,27]. On obtient :

Exemple 3.6 Exercice précédent, mais avec I' le cercle paramétré en sens inverse : 7(f) =

Rcos(2mr—0)\ _ [ Rcos(—0) . _ _( Rsin(-0) Lo
<Rsin(27r—9)> = (Rsin(—&) pour 6 € [0,2x]. Ici on a dF = _Recos(—0) df. On obtient :

/fd /d /:cderydy /zdyfydz
Z = ) —
r r z z? + y? r r?+y?

27
:/ Od9+z/ (~1)d6 = —2ir,
0 0

valeur opposée a la précédente. un
Exercice 3.7 Montrer que sur le bord de tout pavé P = [a,b] X [c,d] contenant (0,0) en son
intérieur, on a fr % = 2im, on I' = OP est le bord de P paramétré dans le sens trigo. un

Proposition 3.8 Si f est dérivable dans 'ouvert Q de bord T régulier et si f' est continue dans (2,

alors :
[ 1
r

pour toute courbe fermée I' contenue dans ().

Preuve. Par définition, [, f'(z)dz =
si la courbe est fermée on a z(b ) (

N.B. : si on se raméne & R? avec f(z,y) = (g%’?) quand f(z) = P(z,y) + iQ(z,y), cela

)f Z(t)dt = [(f o 2)(t)dt = f(2(b) — f(=(a)). Et

s’écrit également, :

— —

b
[ dfwpdr= [ d(Forn = (Fon®) - (Fon(a = i) - fla),
quand B = 7(b) et A = 7(a). Et quand la courbe est fermée, on a B = A. un

Proposition 3.9 Pour f : C — C continue sur un chemin T' régulier image de z : t € [a,b] —
z(t)eC,on a:

| / £(2) dz) < |[fllroo T,

ou |T| = [ ]2/(t)] dt est la longueur de T, et ot || f||r,cc = SUp,cr [ f(2)]-



Preuve. Ona [, f(z)dz = —def ffb:a f(z(¢) ft t)dt ou g : [a,b] — C est la fonction
continue g(t) = f(z(t)) 2/ (t) (un chemin reguher est au moins C’l)
Etona|j;a )t|<fta|g )ldt. D’ou | [ f( dz\<fta|f )12 (t)| dt. .

Exercice 3.10 Montrer que pour une fonction complexe g : U — C continue, on a | ftb:a g(t)dt] <
S lg@®)] dt.

Réponse. On applique le théoréme des accroissements finis pour les fonctions dérivables ¢ R — R?
affirmant que, si ||Z'(¢)||gn < ¢'(¢) pour tout ¢ € [a,b] (o1t ¢ : R — R est dérivable), alors || fb 7'(t)dt]| <

f W'(t)dt. Ici on a F'(t) = (g;g g) et ' (t) = \/g1(t)2+g2(t)? olt on a posé g(t) = gi(t) + ig2(t) avec
g1,92 : [a,b] =& R.
Cela a un sens car t — /g1(t)2+g2(t)? étant continue, elle admet une primitive qu’'on note ¥, et

t . C. -
t— <g1( )> étant continue, elle admet une primitive qu’on note . on

g2(t)

4 Théoréme de Cauchy—Goursat

Définition 4.1 Un pavé (fermé) de R? est un rectangle [a,b] X [c,d] ot a < b et ¢ < d. Un pavé
(fermé) dans C est un ensemble de type {z =z + iy € C:z € [a,b],y € [¢,d]} ot a < b et ¢ < d.

On note JP le bord du pavé P, i.e. 'union des segments constituant son bord, et on suppose
OP orienté dans le sens trigonométrique (i.e. on considére un paramétrage de 0P dans le sens
trigonomeétrique).

Définition 4.2 Une fonction complexe f : U C C — C vérifie la propriété du pavé ssi, pour tout
pavée PC U :
/ f(z)dz=0.
opP

Théoréme 4.3 (de Cauchy—Goursat) Toute fonction complexe f : U — C qui est dérivable vérifie
la propriété du pavé.

Preuve. (Pris dans [1].) Soit P un pavé, P C U. On subdivise P en 4 pavés égaux Pi,...,Py, et on
oriente les bords de P et des P; dans le sens trigonométrique. On a :

4
dz = d
z)dz ; - f(z)dz

On note @1 I'un des pavés P; qui maximise |f8P1: f(z)dz;on a:

| /6 RO /a  Jed

On itére le procédé avec ()1 subdivisé en 4 pavés égaux, et on note Q2 I'un des 4 sous-pavés qui
maximise |f3(sous_pavé oy f(2) dz[. On obtient :

|/8Pf<z>dz| <4 /3@2 f(2) dzl.
z YA k z yAR
I/an( )dz| < 4 I/anf( )ds]

Les pavés Qi forment une suite décroissante (on a Q1 C Qk), de diamétre dy, =

On itére, et a ’étape k on a :

2—2 (ot do est

le diameétre de P). Comme dy, . 0, la suite (Qk)ren converge vers un point a € C (i.e. il existe
—00



a€Ctq. Qx P {a}). Et f étant dérivable en a on a, il existe € > 0 :
c—> 00

|f(z) = f(a) — (z —a)f'(a)| < €|z —al, dans un voisinage de a.
Un polynéme ayant une primitive, 0Qj étant fermé, on a fﬁQk fla) + (z —a)f'(a)dz = 0 (car
= az—l—_izf’a’dz,etdonc:
oqilf =

| f(z)dz] < e |z —aldz|.
an an«

Notant [0Qy| la longueur de 0@y, on obtient :

kg @ d
[ [, TG el <2 10Qul di <2 “loP| oy = 0P| 33
k

I/BP f(z)dz| < e dyloP|.

Et quitte & faire K — oo, on peut prendre € aussi petit que souhaité. .

5 Théoréme de d’Alembert

Théoréme 5.1 (de d’Alembert) Tout polynéme complexe non constant a au moins une racine
dans C.

Preuve. (Pris dans [1].) C’est un corollaire du théoréme de Cauchy—Goursat. Notons :
p(z) =2"+a12"" ... +an, n>1.

Supposons que p n’a pas de racine dans C. On définit alors, la fonction € : C — C, pour tout z # 0,
par :

n—1 1
z ) ) 6(2’)7 lim e(z) =0,
p(2) z 2| =00

(on a g(z) = ﬁ —1). Et % est dérivable dans tout C (fraction rationnelle définie sur

tout C), donc vérifie la propriété du pavé (théoréme de Cauchy—Goursat). Donc :

/%—i—/ €(Z)d'z:0_
ap < op  Z

En particulier, pour tout pavé P = [—M, M]* (avec M > 0 : dont Iintérieur contient 0) :
dz e(z)dz
@r=) [ [ —I=]| |
op * ap  Z

Puis pour tout a > 0, il existe M assez grand tel que |e(z)| < « pour tout z € IP, et donc, cf.
proposition 3.9 :

e(z)dz €
ere) | G2 1€ 5 e 80 < 80
op  ? z

ce qui est absurde dés qu’on prend o < 7. Donc, que p n’ait pas de racine est absurde. un
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