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1 Deéfinitions et théorémes généraux

Cette partie est trés largement inspirée du livre de H. Cartan, cours de calcul différentiel, aux
éditions Hermann.

Soit F un espace de Banach (un espace vecoriel normé complet) sur R (ou sur C), et on notera
||z||e la norme d’un élément x € E. Lorsque les résultats seront valables sur R et sur C, la notation
K désignera indifféremment R ou C.

Dans les exemples on prendra généralement ' = R muni de la norme valeur absolue, ou £ = R"
muni de la norme euclidienne. On notera I un intervalle [ty,T] de R, et £ un ouvert de E.

On considérera des fonctions ¢ différentiables sur I intervalle de R & valeurs dans E. Lorsque
explicitement on aura E = R", on notera ¢ : I — R" une telle fonction. Par exemple g : I — R”
décrit une trajectoire d’une particule : a “I'instant ¢” elle se trouve au point J(t) € R”, et la dérivée
Z'(t) € R™ représente sa vitesse a Uinstant ¢.

Une équation différentielle générale est une équation de la forme :

F(t,z,2") =0,

ot F: I x E x E — R est une fonction donnée (supposée C°).

Dans le cas particulier ou F' peut s’écrire sous la forme F(¢t,z,2') = 2’ — f(t,x), on dit que
I’équation différentielle est sous forme normale. On regardera principalement dans ce cours les
équations différentielles sous forme normale, i.e. qu’on résoudra :

' = f(t,x),

ot f est une fonction C° donnée.
Et une équation différentielle ordinaire (EDQ) est une équation différentielle de cette forme.

Dans la suite I C R est un intervalle ouvert de R et 2 C FE est un ouvert d’un espace de
Banach FE, et trés souvent on prendra E = R".

1.1 Equations différentielles du premier ordre

Soit f une fonction donnée de I x € & valeurs dans F :

IxQ —F
(t,x) — f(t,x)
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Définition 1.1 Si f est une application continue donnée sur I X2, on appelle équation différentielle
(sous forme normale) ’équation notée :

dx
— = f(t,x). 1.1
= [(t,2) (1)
I - F
L’inconnue de cette équation est une fonction z = ¢ : qui vérifie :
t = a(t) =)
¢'(t) = f(t,p(t)). (1.2)

L’habitude fait qu’on note souvent la fonction inconnue z = ¢ : t — z(t) = @(t). Attention
néanmoins : le membre de droite de (1.1) est une fonction f : (t,2) — f(¢,x) qui dépend de deux
variables (indépendantes) ¢ et x, et n’est pas définie comme une fonction g : t — g(t) = f(¢,x(t))
(fonction d’une seule variable). C’est uniquement I’équation (1.1) qui permet de lier les variables ¢
et = en une relation ¢t — z(t) (ou bien d’ailleurs comme la relation inverse x — t(z)).

On préférera donc utiliser les notations ¢ et x pour désigner des valeurs (indépendantes entre
elles) de D’espace Ix, et la notation ¢(t) au lieu de z(t) lorsque ¢ et x sont liés par la relation
x = @(t), relation déduite de ’équation (1.1).

Définition 1.2 (Définition d’une solution de I’équation différentielle.) Une solution de I’équation
différentielle (1.1) est une fonction ¢ : I — E telle que :

1. pour tout t € I, (¢,(t)) € I x Q (domaine de définition de f), et

2. pour tout ¢t € I, ¢'(t) = f(t,¢(t)) (équation).

En particulier, on n’oubliera pas de vérifier la premiére condition (sinon f(t,¢(t)) n’est pas défini).

Une interprétation de la solution ¢ : les valeurs f(¢,z) = v sont des vitesses qu’on peut mesurer
en tous les points de I x €, et & partir de ces vitesses on veut reconstituer les trajectoires ¢t — ¢(t)
des particules qui en & = (t) sont animés de la vitesse v = f(¢,x) (équation (1.1) ou (1.2) sous la
forme 4 = v).

Il est clair que si ¢ est solution sur un intervalle I, ¢ est également solution sur tout intervalle
J C I

Définition 1.3 (Solution maximale.) On appelle solution maximale une solution ¢ de (1.1) telle
que I soit intervalle maximale, i.e. telle que ¢ : I — FE soit solution et telle qu’il n’existe pas
d’intervalle J D I (strictement plus grand que I) sur lequel ¢ soit solution.

1.2 Condition initiale et théoréme de Cauchy—Lipschitz

Définition 1.4 (Condition initiale.) On appelle condition initiale de I’équation différentielle (1.1)
une valeur (tg,zg) € I x Q telle que 'inconnue cherchée satisfasse & la condition ¢(ty) = xo.

Définition 1.5 (Probléme de Cauchy.) Une équation différentielle avec condition initiale s’appelle
probléme de Cauchy.

Un probléme de Cauchy est donc un probléme o1, pour f € CO(I x ; E), to € [ et 79 € E
donnés, il faut trouver une (ou les) solution(s) x de :

= ft)
a7 (1.3)
x(to) = o,
i.e. il faut trouver une (ou des) fonctions(s) ¢ telles que :
() = f(t, (1), (1.4)
Qﬁ(to) = Zg.
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Définition 1.6 Soit I un intervalle ouvert de R et € un ouvert de F. Une fonction continue f :
I xQ — F est dite “localement lipschitzienne en x uniformément en t” si pour tout (tg,zg) € I X £,
il existe un voisinage Uy de g et Vj de xq, avec Uy C I et Vo C Q, et un réel kg > 0 tel que :

Vte Uy, Y(zi,22)€VE  |f(t,z1) = f(t,z2)||E < kollz1 — 22|k (1.5)

Et on dit que la fonction continue f : R x FF — E est globalement lipschitzienne en x uniformément
entsi:

dk >0, VteR, V(l‘l,mg) S E2 : ||f(t,CL‘1) — f(t,l‘g)HE < k?“l’l — .%'QHE (16)
On a alors :

Théoréme 1.7 (de Cauchy-Lipschitz.) Si f : (t,x) € I x Q — f(t,z) € E est continue et est
localement lipschitzienne en x uniformément en t, et si (Lo, xo) est un point intérieur a I x 2, alors
il existe o > 0 et 8 > 0 tels que le probléme de Cauchy (1.4) ait une solution unique maximale
dans [to — a, to + 3.

Si f:(t,x) € Rx E — f(t,x) € E est continue et est globalement lipschitzienne en x
uniformément en t, alors il existe une unique solution ¢ au probléme de Cauchy (1.4) définie sur R
tout entier.

Preuve. Si on a une solution ¢, on a :

o(t)=xz0+ [ flu,o(u))du. (1.7)

to

Soit alors la fonction A(p) donnée par A(p)(t) = xo + f:o f(u, o(u)) du. On a ainsi défini une
fonctionnelle A : ¢ — A(p). Soit a > 0 tel que [to—a,to+a] C I. Choisissons pour domaine de
définition de A I’ensemble C°([to—a, to+al; E) muni de sa norme ||.||oo usuelle qui en fait un espace
de Banach : [[¢]|oc = SUDse(r—a,10-+a) [|9(1)]| - 11 est immeédiat que si ¢ € C? alors A(p) € C°.

Montrons que A a un unique point fixe, i.e. qu’il existe une unique solution ¢ de (1.7). On a :

t

1(A(e) = AW Dlle = I [ f(u,o(w) = f(u, ¢ () dul | S/ kolle(u)) — ¢ (u)l| e du

to to
< akol[p = P||so-

Donc ||A(p) — A(Y)||eo < akolle — ¥]|oo, et choissisant a < k—lo, la fonction A est contractante.
Donc elle a un et un seul point fixe. Il existe donc une solution unique ¢ définie sur [to—a, to+al
pour un a > 0 (suffisamment petit).

Montrons que cette solution peut étre prolongée en une solution maximale. On considére A? =
Ao A. On obtient :

1(42%(¢) = A2 (@) (®)l|E < ko t 1A(p) (w) = A(¥)(u)||p du < k%/t /tu llp(v) = »(v)l|e dv du

5 [ kgt — tol?
< kg (u—to)llw—wHooduSwa—me-

to

Et par récurrence, ||AP(p) — AP(Y)]|oo < kgltp%tolpﬂgo — 1||0o- D’0lt on peut choisir a aussi grand

D P
que souhaité, pour que, avec p assez grand on ait k‘;(!l < 1. Ainsi AP est contractante et admet

un unique point fixe. Mais AP et A on nécessairement le méme point fixe, qui est la limite de la
suite (A™(v0)) pour un g donné, et donc de la suite (A™(pp)). Et donc le point fixe de AP est
celui de A, plus précisément est un prolongement du point fixe de A. Et on peut donc prolonger
la solution ¢ trouvée en une solution maximale. .

1.3 Exemples
1.3.1 Primitive

Pour f(t,z) = f(t) qui ne dépend que de ¢ (avec f continue), la solution se calcule directement
a laide d’une primitive de f : o(t) = zo + ftto f(1)dr. Pour appliquer le théoréme de Cauchy—
Lipschitz, il faut uniquement que f soit continue en ¢ étant donnée qu’elle est trivialement Lipschitz
en x.
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1.3.2 Séparation des variables

Pour f(t,z) = f(z) qui ne dépend que de = (avec f continue), et on aura une équation diffé-
rentielle & variables séparées : on écrit f‘fi) =dt, d’on [ % = t+cste.

Exercice 1.8 Pour f(t,x) = x, résoudre ’équation différentielle =’ = f(¢, x).

Réponse. La fonction f est trivialement globalement lipschitzienne en x.

La solution est connue : on doit résoudre ¢’(t) = ©(t) et la solution est donnée par ¢(t) = ce’ sur
tout R out ¢ est calculée a 'aide de la condition initiale : ici zo = ce'®, i.e. ¢ = zpe .

Retrouvons cette solution en séparant les variables. On résout ‘é—f = z et donc pour x # 0 on résout
df = dt. D’ott f:o dT“ = f:o dt + c avec c € R constante d’intégration. Pour que l'intégrale de gauche soit
définie, il faut que zo et = soient non nuls de méme signe, et on obtient alors ln% =t—to+c Dou
L =0t e x(t) = (woe® )€’

Cette solution n’est a priori définie que sur R%} et sur R* (en particulier une C.I. ne peut pas étre
donnée telle que xo = 0). Et on note que si o = 0 alors la solution constante z = 0 est trivialement
solution et c’est la seule d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Et on a trouvé : 1- si xg > 0 alors il existe c1 € R telle que z(t) = (zoe®* ~*0)e’, et trivialement cette
solution est prolongeable sur R tout entier et la fonction prolongée est trivialement solution. Et 2- si o < 0
alors il existe c2 € R telle que x(t) = (woe2 '0)e’ et trivialement cette solution est prolongeable sur R
tout entier et la fonction prolongée est trivialement solution.

Donc dans tous les cas, on a une solution sur R tout entier (solution maximale) qui est p(t) = ce’, avec

¢ = zoe ' pour la condition initiale p(ty) = xo. e
Exercice 1.9 Pour f(t,7) = a2, résoudre 1’équation différentielle 2’ = f(t,z) avec condition
initiale z(tg) = xo.

Réponse. f est trivialement localement lipschitzienne en z uniformément en ¢ sur tout ensemble Rx|M, M|
(mais elle n’est pas globalement lipschitzienne). On a i—ﬁ = dt dés que = # 0. D’ou si 2o et « ont méme signe

(et sont non nuls), l'intégrale f;o Z—‘"z” est convergente et on obtient —1 + % =t+c, soit z(t) = #‘(}HC).
Noter que si o = 0 alors ¢(t) = 0 est solution triviale. Supposons z¢ # 0.
La condition initiale x(t9) = zo donne 1 = m, et comme o # 0 on a ¢ = —to. Dot z(t) =

% est la solution correspondant & la condition initiale.
Cette solution n’a de sens que pour ¢ dans un intervalle contenant to tel que 1 — xo(t — to) # O,
ie. t # % + to. D’ou1 une solution maximale possible est x(t) = % pour ¢ €] — oo, i + to] si

2o > 0 et pour t E]% + to,00[ si wo < 0. Et on vérifie immédiatement que ¢(t) = 1— G5 vérifie
o' (t) = 9[:0(17050+(+0))2 = o(t)? sur les intervalles de définition.

La démarche précédente nous dit qu’a priori cette solution est valide pour z(t) ayant méme signe
que zo. En fait le résultat final est plus général pour une solution maximale : le dénominateur change de
signe suivant I'intervalle qu’on choisit. Ainsi si 29 > 0 alors z(¢) > 0 sur | — oo, % + to[ mais z(t) < 0 sur

]% + to, o0 =

1.3.3 Equation différentielle homogéne

Pour 2’ = f(7), on parle d’équation différentielle homogene. On fait le changement de fonction

u(t) = @ pour se ramener a une équation différentielle & variables séparées.
Comme z(t) = tu(t) on obtient 9 (1) = u(t) + ¢4 (t) = f(ZL) = f(u(t)), d’on ((formellement)
udt+tdu = f(u)dt, ie. :
du dt
flw)—w ¢’
équation différentielle & variables séparées & résoudre. Puis connaissant u, on en déduit x, et on
vérifie que x est bien solution.

Exemple 1.10 Résoudre zy’ = %2 + y avec condition initiale y(xg) = yo.

Réponse. Ici on a changé de notation, avec donc y = y(z) la fonction inconnue de la variable z. (On peut

. , .2 . . . . .
préférer les notations : résoudre tz’ = £- + x avec ici « = 2(t) la fonction inconnue de la variable ¢.)

L’équation différentielle normalisée est y' = Z—z+% Icion a donc f(u) = u®+u ot on a posé u(x) = @,
ie. y(x) = zu(x), et donc ¢ (z) = u(x) + =z (z) avec y'(x) = f(u(z)) = v?(x) + u(z). D’ott formellement
u+zd =u’+u ie % =2 Dot = = Infz| + c. Dot u(z) = Tout ceci lorsque ga a un

sens (calcul formel pour le moment). D’ot y(z) = zu(z) =

=1
In|z|+c”

a ! L
Talz| e La solution trouvée n’a de sens que sur



L et sur R*. Et y(zo) =

y(@) = 5T

Yo z0

—Z0 in’ H - %o __
TnTeg e qui n’a de sens que si zo # 0, auquel cas ¢ = v In|zo|, et donc

1

_ 1 _ Tz _ 1 1 _
Telte Tl ra? —  Tjelte T Gajz|5oZ —

Veérifions qu’elle est effectivement solution. On a y'(z) =

2 2
¥ 4 %;. Donc y est la solution cherchée, et c’est la seule, car f(z,y) = %5 + £ est localement lipschitzienne
en y au voisinage de tout point (x,y) t.q.  # 0.
Et on remarque y(x) = %n\z\ —2—0 = 0 et on peut prolonger par continuité cette solution par

—Injz|)—z(=L
y(0) = 0. Puis y'(z) = % = o() —4—00 et donc qu’on peut prolonger v’ en 0 par

In|z|

continuité avec y'(0) = 0. Finalement la solution trouvée y(z) = est solution sur R tout entier.

€T
c—In|x
Si o = 0 alors y = 0 est solution pour la condition initiale y(0) :‘ Ol, mais on ne peut pas conclure que
c’est la seule, car f(x,y) = z—z + ¥ n’est pas localement lipchitzienne (ici elle n’est méme pas définie) au
voisinage de x = 0.
D’ailleurs ici toutes les solutions trouvées (quelque soit yo) vérifient y(0) = 0 : il n’y a pas unicité pour
la condition initiale y(0) = 0.

Si zo = 0 et si on veut yo # 0, la solution doit vérifier pour  # 0 (au voisinage de 0) : y(z) = ﬁ
et donc y(0) = 0 par prolongement par continuité. Donc il n’existe pas de solution pour les conditions
initiales y(0) # 0. un
Exemple 1.11 Résoudre y' = ﬁ (mettre cette équation sous forme homogene). .

2 Equations différentielles linéaires

On notera K 'un des corps R ou C. Dans les problémes ou les coeflicients sont réels, K = R et
on cherchera une solution réelle, méme s’il est commode de commencer par chercher une solution
complexe (choisissant alors K = C).

2.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre dans K

L’équation différentielle linéaire s’écrit simplement :

CC% =a(t)z+b(t) € K, z(tg) =x0 € K, (2.1)
ou a et b sont deux fonctions continues de I dans K, et o tg € I et g € K sont donnés. Une
solution est alors une fonction ¢ telle que ¢'(t) = a(t)p(t) + b(t) pour tout ¢ € I et telle que
@(to) = Xo.

On rappelle que la méthode de résolution est (ou bien voir la proposition 3.13) :
1- On cherche les solutions ¢y de I’équation homogéne :

d
d—f = a(t)z. (2.2)
2- Puis on cherche une solution particuliere ¢, de :
d
ch = a(t)z + b(t). (2.3)

3- La solution de (2.1) est ¢ = ¢y, + ¢y, telle que p(0) = xo.

2.2 Solution homogéne
Les solutions sont de la forme, pour ¢y, t € I :
t
pon(t) = Celro M7, (2.4)
ou C € K. Et toute fonction de cette forme est solution. Vérification immeédiate.

rt
Définition 2.1 La fonction t € I — Celto (M7 (pour C' € K quelconque) est appelée solution
générale de I’équation différentielle linéaire homogéne (2.2).

En particulier, pour la condition initiale @, (t9) = x¢ la solution homogene est :

on(t) = zgelio 274" (2.5)
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Remarque 2.2 On en déduit en particulier que si * = ¢j, est non nul en un point, alors x est non
nul en tout point (la fonction exponentielle ne s’annulle pas), et en particulier z garde un signe
constant. Et si x est nul en un point, alors £ = 0 est solution, et 'unicité de la solution indique
que c’est 'unique solution. Et on vérifie immédiatement que Ce! v @) dr est solution, et donc on
a trouvé toutes les solutions. ==

Remarque 2.3 Une autre méthode pour trouver la solution est de séparer les variables, en écri-

vant :
dx

T

= a(t)dt

dés que = # 0. On en déduit formellement que pour ¢ € I (avec I intervalle ou a est continue) :

¢ ¢
log:c:/ a(t)dr +c¢ si x>0, log(—x):/ a(t)dr + ¢ si x<0,

to b tO

ou c¢ est une constante quelconque, soit :
z(t) = Celi M) dr

ou C' = +e° est une constante réelle. La fonction ¢t — z(t) devant étre dérivable, on en déduit que

t
la solution maximale définie sur R est z(t) = Celto @7 pour une constante C' € R. =

2.3 Solution particuliére

Pour trouver une solution particuliére de (2.1), on utilise la méthode baptisée ‘méthode de
variation de la constante’ : si on note

t
pra(t) = el

)

la solution homogene pour la condition initiale z(¢g) = 1, on remarque que cette fonction ne
s’annule jamais. Ainsi pour trouver une solution ¢, (particuliére) de (2.1) :

op(t) = alt)ep(t) +b(t),  Vte, (2.6)
il suffit de trouver une fonction C : ¢t € I — «a(t) € K telle que sur I :
ep(t) = C(t)pni(t). (2.7)

(Méthode dite de variation de la constante dans (2.4).) Connaissant C' on aura @,.
On fait ainsi un changement de fonction inconnnue : la nouvelle fonction inconnue est t — C(¢).
Remplagant ¢, (t) par C(t)¢p1(t) dans (2.6), on trouve :

C'(t)n1(t) + C)pp1(t) = a(t)C(t)pni(t) + (1)
Mais ¢y, satisfaisant & I’équation différentielle homogéne, et il reste :
C'(t)pn1(t) = b(t)

d’ou, pour tg € I :

t t
(t) = / ) g ye= / b(r)e T D dr 4o,
to Qohl(T) to

avec ¢ € K une constante d’intégration. D’ot ¢, (t) = C(¢)pp1(t) :
ep(t) = ( / e O dp g el
to
En particulier pour ¢ = 0 on a une solution particuliére :
op(t) = (/t b(r)e” I als)ds dr) elto lL(T)dT’ (2.8)
to

qui correspond & la solution vérifiant ¢, (to) = 0.
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Remarque 2.4 Cette solution particuliére s’écrit aussi :

ep(t) = /t b(r)elr )4 g, (2.9)

to

Attention : pour dériver ¢, on commencera par réécrire ¢, sous la forme (2.8) (produit de fonc-
tions), alors que la forme (2.9) se présente comme :

op(t) = / olt,7)dr

to
et n’est pas dérivable directement (¢ est a la fois borne de 'intégrale et paramétre de 'intégrant)

pour g quelconque, voir annexe. On peut donc éviter d’utiliser I’écriture (2.9), et priviligier I’écri-
ture (2.8). un

2.4 Conclusion et exemples

Avec (2.5) et (2.8), ayant ¢,(to) = 0 dans (2.8), on impose C' = xy pour la solution homo-
géne (2.4), et la solution de (2.1) est donc :

ot t o t
Sﬁ(t) _ £C0€jt0 a(T)dr + (/ b(T)e_ jto a(s)ds dT) ejto a(T) dT' (210)

to
Exemple 2.5 Pour a une constante et b une fonction continue sur R, on souhaite résoudre :

dx
— =ax+0b(t), z(0)=xzo.
by (0), «(0) =0
1- L’équation homogéne a pour solution générale sur R : o, (t) = Ce? pour C € R.
2- On cherche une solution particuliére sous la forme ¢, (t) = C(t)e™, i.e. pour trouver ¢, (t)
on cherche C(t). Cette fonction satisfait a :

C'(t)e™ =b(t), VteR,

et donc C(t) = fot b(T)e™ T dr convient, et @, (t) = e fot b(T)e™ " dr est une solution particuliére
sur R.

3- On en déduit que p(t) = Ce + e fot b(7)e~?" dr est une solution générale sur R, et la
condition initiale 2(0) = z¢ donne C = x. .

Exemple 2.6 Résoudre, suivant les valeurs de g et de xg :

dr

(1 —t%) o

2tr = 1%, x(to) = 0. (2.11)

Premiére méthode : on commence par mettre cette équation sous forme normale :

dx 2t t2

—=——a+—-7:.

dt 1—1¢2 1—¢2
Cest une équation différentielle linéaire, de type (2.1) ot a(t) = 1255 et b(t) = 7o sont continues
sur Iy =] — o0, —1[, Iy =] — 1,1[ et I3 =]1,00[. On est donc assuré de lexistence d’une solution

sur chacun des intervalles I;. Par exemple, pour to > 1, la condition initiale x(t9) = xo donne
lexistence et 1'unicité de la solution sur I5. Il restera a voir si la solution est maximale sur I3,
ou bien si elle peut étre prolongée & gauche de Is. On regardera également les cas particuliers de
conditions initiales (to,xo) pour lesquelles to = £1.

1- Cherchons un solution dans I3, i.e. on suppose ici que ty € I3. L’équation homogéne est

' = tgztla: et a pour solution générale, pour tout t € I5 :

—2r

s@h(t) _ éeftto Zdr _ ée_1ll(t2—1)+1n(t§—1) —C 1

2 -1’

1

ouC € Ret C = C(tZ—1) € R. Cherchons une solution particuliére sous la forme @, (t) = C(t) 7ot



9 2.4. Conclusion et exemples

il vient ¢, (t) = C'(t) z + C’(t)ﬁ, et donc C vérifie ’équation différentielle :

1 12

! -
C(t)ﬂfl 1—t2°

Dot C'(t) = —t? et C(t) = —g + 6 avec B € R. Prenons 3 = 0 pour obtenir la solution particuliere

p(t) = —% t2ti1- D’ot la solution cherchée : si tg € I3, alors pour tout t € I3 :
C -1
t) = ——2— 2.12
plt) = 43— (2.12)

ou C est déterminé & l'aide de la condition initiale p(tg) = Ct;_l
9

Question qui reste a résoudre : est-ce que ¢ est solution maximale, ou bien est-ce que ¢ peut-étre
prolongée sur I, voire ensuite sur I; (i.e. sur R tout entier) ? Avant de répondre & cette question,

résolvons I’équation différentielle sur I et sur I;.

1,3
S50 Ge C=ao(t2—1) + 3.

2- (et 3-) Cherchons un solution dans I5 (resp. I1), i.e. on suppose ici que tg € I (resp. I1). la
solution cherchée est également donnée, pour tout ¢ € Iz (resp. ;) par (2.12).

4- Regardons le probléme de la solution maximale : placons-nous sur I3 par exemple. La solution
est maximale sur I3 dés que ¢(t) — Foo quand t — 1. C’est le cas si C' # 3 dans (2.12) : donc la
_ 43
solution est maximale sur I3 dés que la condition initiale satisfait a : tg € I3 et x¢ # %tlz—fg, i.e.si
0

1 t5+to+1
tO 613 et ZTo ?é 7507&0T

. _ 1 . _ —1 tg+to+1 . S .
Si C' = 3 (ie. si g 3 et 1 ) alors la solution (2.12) s’écrit, pour tout ¢ € I :
12 +t+1
t)=————— 2.13
olt) = —5 (213)

et elle peut étre prolongée au gauche de t = 1 car elle est C! sur | — 1, 0o[. Il reste & vérifier si cette
solution est bien solution de I’équation différentielle (2.11) : vérification facile (exercice).

2
Donc, si tg € I3 (i.e. to > 1) et si zp = %t(’;’ffl, alors la solution est définie sur | — 1, oo].
Mais elle explose en t = —1, et donc est maximale sur | — 1, 00[. On laisse en exercice les cas ou

to € Is ou I.

5- 1l reste les cas tg = £1. Dans ces cas I'’équation différentielle doit étre satisfaite au point
te = to + ¢, et au au voisinage de t., elle est donc de la forme (2.12). Et cette solution doit étre
prolongeable en ty. Ce point a été traité juste au dessus : ce n’est possible, par exemple pour ¢y =1

2
que si zg = _Tltotttffl = —%, auquel cas la solution est donnée par (2.13) sur | — oo, 1] si tg = —1,
et sur |1, 00] si tg = 1. a

Exemple 2.7 On reprend ’exemple précédent. Deuxiéme méthode de résolution, pour cette équa-
tion différentielle trés particuliére : on remarque que ’équation s’écrit :

(1—t)z) =2

On pose alors y(t) = (1 —t?)z(t) pour t € R, d’ot1 on déduit que sur R :
3

y(t) = g +Ca

ol ¢ est une constante. On ne peut en déduire la valeur de z qu’aux points ot t # 1, —1:

134 3¢

Vi=1,2,3, Vtel;, z(t)= 3T

On vérifie que z ainsi trouvé est bien solution de (2.11), et que c’est la solution cherchée dans
chaque I; lorsque tg € I; (existence et unicité sur les intervalles I; pour i = 1,2, 3 avec le théoréme
de Cauchy—Lipschitz). Ensuite, méme démarche que précédemment pour le prolongement de la
solution, et pour les cas tg = £1. un

Exemple 2.8 Résoudre 2’ = % + 1.

On montrera que la solution est donnée par ¢(t) = ct + tIn(|¢|) (sur quels intervalles ? prolon-
geable ?) ol ¢ est & déterminer en fonction de conditions initiales. =
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Exemple 2.9 Résoudre 2’ = —% +e”.

On montrera que la solution est donnée par p(t) = ¢ + e’ — % (sur quels intervalles ? prolon-

geable ?) ol ¢ est & déterminer en fonction de conditions initiales. =

Exemple 2.10 Résoudre =’ + tz = 2.

2 2
On montrera que la solution est donnée sur R par par ¢(t) = e_%(c + 2f(f ez dr) ou cest a
déterminer en fonction de conditions initiales. un

2.5 Equation de Bernoulli et Riccati
2.5.1 Equation de Bernoulli

Pour f(t,x) = a(t)z + b(t)z™ avec o € R et a et b fonctions de ¢, on aura une équation de
Bernoulli dans le cas a # 1 (sinon 'ED est linéaire). Pour la résoudre, on fait le changement de
fonction donné par z(z) = y'~%(z).

Exemple 2.11 Résoudre 2y’ +y — xy® = 0.

y21(x)’ d70il y(flf) =

i\/zl(T) Intéressons nous au cas d’une condition initiale (x = xo,y(xo) > 0), i.e. au cas y(z) = —&—\/21(7) =
1 3 3 1 3

z(z)”2. On obtient ¢’ (z) = —12'(x)z(x)” 2, Aot ’ED devient : — 322’ (z)2(z) "2 +2(z) "2 +z2(z) "2 =0,

soit z'(z) = 222 4 2. Une solution particuliére est z,(z) = —2z est la solution homogene est zx(z) = ca?,

d’'ot z(z) = cz® — 2z, dou y(z) = \/%, lorsque la CI est donnée pour y(zo) > 0, solution qui a un

cx2—2

Réponse. On a pour = # 0 : 3y = —2y +¢°. Ici, @ = 3 et on pose 2(z) = y *(z) =

sens, soit sur [y =] — oo, 2[, soit sur Iz =]2, 00| (suivant que xo € I1 ou € I2).
Lorsque la CI est donnée pour y(zo) < 0 : exercice.
Lorsque la CI est donnée pour y(zo) = 0, alors y(z) = 0 pour tout x est solution. un

Exemple 2.12 Résoudre y' + £ = 3z2y°.

Réponse. Solution générale y(z) =/ — 7. .

2.5.2 Equation de Riccati

Pour f(t,z) = as(t)x? 4+ a1(t)x + ao(t) ot les a; sont des fonctions de ¢, on aura une équation
différentielle de Riccati. Pour la résoudre, on cherche une solution particuliére ¢, (t) (souvent facile
a trouver), et on fait le changement de fonction en posant x(t) = ¢(t) + ﬁ On obtient alors une
équation différentielle linéaire en z qu’on résout, dont on déduit z.

Exemple 2.13 Résoudre vy’ —y?+(22+1)y = 2%+2x : (i)- trouver un polynéme simple solution, et
(ii)- résoudre. (iii)- Que se passe-t-il pour les conditions initiales (CI) y(1) = 0, y(1) = 1, y(1) = 1.5,
y(1) =27

Réponse. Ici f(z,y) = yz—z - @ + x + 2 définie sur R* X R ou elle est C*°. (i)- Visiblement y(z) = z
est solution particuliére. Cette solution ne peut convenir que si la CI vérifie y(xo) = xo. Il s’agit de trouver

les autres solutions (correspondant & d’autres CI).
2! (x)

(ii)- On cherche la fonction z(z) telle que y(z) = = + ﬁ, donc telle que y'(z) =1 — ~2(;y- D’ott dans
I'ED : z(1— Zzg(é)))— (z+ - %T))2 +(2z+1)(z+ < lx)) = 2” + 2w, soit, aprés multiplication par 2% : 2’ = 2 — 1.

Cette ED linéaire a une solution particuliére évidente z, = 1 et pour solution homogeéne 2 (z) = cz quelque
soit x € R ot ¢ € R. D’ot la solution générale sur R donnée par z(x) = cz + 1 pour ¢ € R quelconque.

Dou y(z) =z + cz'l+1 est solution de ’ED de Riccati proposée.

(iii)- Pour la CI y(1) = 0, on obtient 0 = 1+ ci—l d’ot ¢ = —2 et la solution est y(z) = x + 5 définie
sur |3, 00| (intervalle qui contient z = 1). Pour la CI y(1) = 1, on obtient 1 = 1+ Cil

et la solution est la solution particuliére y(z) = x. Pour la CI y(1) = 2, on obtient 2 =1+ ﬁll, dotic=0

et y(z) = = + 1, solution définie sur R. .

ce qui est impossible,

Exemple 2.14 Résoudre 2y’ = y?> +y — 27

c+213 [ ]

Réponse. Solution générale y(z) = 5.

10
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2.5.3 Equation de Lagrange et de Clairaut

Pour I’équation différentielle z = ¢f(a’) + g(2’), pour f et g fonctions définies sur F, on aura
une équation de Lagrange. En particulier, si f(z') = 2/, ’équation de lagrange x = tz’ + g(z') est
appelée équation de Clairaut.

3 Systémes différentiels linéaires du premier ordre

On notera K I'un des corps R ou C. Dans les problémes ou les coefficients sont réels, K = R et
on cherchera une solution réelle, méme s’il est commode de commencer par chercher une solution
complexe (choisissant alors K = C). Et on supposera toujours que E est un espace de Banach sur
le corps K. Pour les systémes différentiels on prendra £ = K™, i.e. E=R" ou £ =C".

N.B. : la variable ¢ (le “temps”) sera toujours une variable réelle.

3.1 Définitions
Soit I C R un intervalle (non vide).

Définition 3.1 Une application f : I X E — F notée f(t,x) est dite linéaire en x si :

Fto) %a

ou a : I — L(E) est une fonction continue sur I. (On rappelle que L(E) est ’ensemble des
endomorphismes de E, i.e. 'ensemble des applications linéaires de £ — E.)

(t)(z), VYxeFE,

La linéarité de f en x s’écrit, pour tout t € I, tous z,y € E et tout A € K :
flt, x4+ Ay) = f(t,z) + Af(t,y) oubien a(t)(xz+ \y) = a(t)(x)+ Aa(t)(y).

Exemple 3.2 Dans le cas E = R", la base et le produit scalaire de R™ étant fixés, un endomor-
phisme est représenté par une matrice. On écrira alors :

a(t)(z) = A(t).%

ou A est la fonction matricielle t € I — A(t) matrice n * n, i.e. & t donné, A € R". =

Exemple 3.3 Avec E = R : avec I = R, prendre par exemple f(¢,.) = a(t)(.) ou a(t) = 1,
a(t) = t*; et avec I =]0,00[, un exemple est donné par a(t) = 1. Ce n’est donc pas a qui est
linéaire : mais pour chaque t, c’est a(t) : E — E qui lest. un

Notation : Pour chaque ¢, La fonction a(t) : ¢ € E — a(t)(z) € E étant linéaire, on note, pour
tout t € I et tout z € E :
a(t)(x) = a(t).x.

Définition 3.4 Une application f : I X E — FE notée f(t,z) est dite affine en z si :

fit,2) € ay@) +b(1), vz eE,

oua:l— L(E)etb: I — FE sont des fonctions continues sur [ intervalle de R.

Définition 3.5 L’équation différentielle ' = f(¢,x) est dite linéaire si f est affine en x (attention
donc), i.e. si elle est de la forme :
' =a(t).x + b(t). (3.1)

[’équation différentielle est dite linéaire homogéne si f est linéaire en z, i.e. si elle est de la forme :
¥ =al(t).x. (3.2)

On dit également qu’elle est linéaire sans second membre, sous entendue qu’elle s’écrit 2’ —a(t)x = 0.
Et une solution d’une équation différentielle linéaire est donc une fonction ¢ : I — E qui vérifie :
O'(t) = a(t).p(t) +b(t), Vtel, (3.3)

ou I est un intervalle de R ol a et b sont continues, et qu’elle satisfait la condition initiale (o, zo)

si p(to) = xo.

11
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3.2 Cas particulier : systéme différentiel du premier ordre

Dans le cas particulier ot F = FE; X ... X E,, est le produit cartésien des espaces vectoriels
Ey,..,E,,onaxe E=FE x..xE,et f(t,z) € E=E; x ... x E,. On pourra alors noter & au

lieu de = et f au lieu de f et le probléme de Cauchy (1.3) s’écrit alors :

dz =, . -
i f(t, ), Z(tg) = @y, (3.4)
T fl (tv f)
ouencore si Z = | : | et f(t, &) = oules f; : [0,T] x E — E; sont n fonctions
Tn fn (t7 l‘)
données : J
X1
E:fl(t;wlw'wxn)a 71(to) = o1,
et : (3.5)
dx
T;an(tawlv"'vxn)v fn(to):l'mp
On dit qu’on a dans ce cas un systéme différentiel du premier ordre. La fonction inconnue ¢ : I — E
$1
est alors notée J, et on note G = : la fonction vectorielle inconnue, les fonctions inconnues
®n

p; - I — F; étant les n fonctions scalaires composantes de .
Le systéme différentiel est un systéme dit couplé : chaque fonction ¢; inconnue dépend des
autres valeurs inconnues ¢; pour j =1,...,n:

Spll(t):fl(tagpl(t)""v(pn(t))a Wl(tO):xOM

@;L(t) :fn(tﬂ 901(t)7"'7(pn(t))7 @n(to) = Zon-

La condition initiale est donc ici un couple (to,Zo) € I x E telle que la fonction (vectorielle)
inconnue cherchée satisfasse a F(ty) = Zo. Cette CI (vectorielle) est donc composée des n CI
(to,xoi). Et on dit également qu’on a dans ce cas n conditions initiales (une pour chacune des
fonctions ¢;).

Exemple 3.6 Le systéme :
Ty =4z + 229
xh = 31 + 312

est un systéme différentiel (linéaire) : ici 1 = Eo = R ou C.

- t,x1,x2) = 41 + 22
Si on pose ¥ = Y1) et f= h avec St 21, 22) ! ? , on a I’équation différen-
Z2 fo fa(t,z1,w2) = 3wy + 322

. d t . . .
tielle — ( “1 ) = f1(t, 71, 22) , i.e. le systéeme différentiel :
dt \ x2 2(t, w1, 12)
) = 4x1 + 229
xh = 3x1 + 3z
& résoudre.
On verra que ce systéme est un systéme différentiel linéaire (& coefficients constants), et qu’on
I’écrira sous la forme matricielle :
7 = AT
4 2
3 3
initiales imposées. .

ol A est la matrice A = ( > L’unicité de la solution sera obtenue une fois des conditions

12
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Exemple 3.7 Le systéme :
x) = fi(t,x1,z2)
l./Z = f2(t7x171.2)
est un systéme différentiel (non linéaire si, a ¢ fixé, f; ou f2 sont non linéaires en 1 ou x5).

Si on impose des conditions initiales x1(tg) = xo1 et x2(to) = xo2, On peut linéariser ce systéme
dans le cas ou fi(t,.,.) et fa(t,.,.) sont C! au voisinage de (21, 702). On a alors :

0 0 oL
zy = fi(t, wo1, woz2) + (m—%ﬂ%(t,xoh%z) + (ﬁz—xoz)a—i(txm,xog) + o(|Z — Zy|)
s, oh

x5y = fat, zo1,202) + (T1—201) (t,zo1, xo2) + (x2—x02) (t, o1, T02) + o | — To|)

871‘1 63:2

Notant Ay, 20, (1) = J( Fo(t) la matrice jacobienne de f en (zo1,xo2) & t fixé, on peut connaitre

—

une solution approchée ¥ du probléme linéarisé :

5 74D ) b f .
7= Ax01,$02 (t)l‘ + b(t) ol b(t) = f(t, Z0o1, -1302) - Awmwoz (t) (xgi) ’

Cela ne peut cependant donner une approximation raisonnable @(t) de la solution cherchée @(t)

(pour la condition initiale Zy) que dans un voisinage de tg. a

3.3 Cas particulier : équation différentielle linéaire d’ordre n

3.3.1 Equation différentielle d’ordre n

fi
On regarde le cas particulier d’un systéme différentiel d’ordre 1 ou }? = . | est donnée par :
fn
fl(tal‘la e axn) = T2
f’nfl(thlv e 71'n) = Tn

folt,ze, .. zn) = f(t, 21, ..., 2p)

—

Et le probléme de Cauchy &' = f(¢, %) avec C.I. Z(t9) = ¥ est donc donné par :

/ j—
1= z1(to) = o1,
et
z;z—l = Tn
m;z :f(tamla-”axn)a an(to) = Zon-
On pose alors x = x1, don z), =2/ |, = ... = xﬁ") = z(") et on obtient immeédiatement Iéquation
différentielle :
z(to) = o1,
d"x
dtfn :f(t,x,x’,...,x("_l)) et

(E(n_l)(to) = T0on-

dite équation différentielle d’ordre n : en particulier, une équation différentielle d’ordre n posséde
n conditions initiales (scalaires).

Réciproquement, étant donnée une équation différentielle d’ordre n sous la forme z(") =
f(t,z,a',...,»=V) on peut la mettre immédiatement sous la forme d’un systéme différentiel

13
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d’ordre 1 : on définit les fonctions f; par :

filt,z1, ., 2p) = 22

fro1(t,xy, oy xy) = Ty
fo(t 1, xy) = flt,z 2. 2" D)
et le systéme différentiel & résoudre est (3.5) (en fait, seule I'inconnue x = x; nous intéresse).
Donc une équation différentielle d’ordre n est un cas particulier d’un systéme différentiel. Et la

condition initiale est (to, %) = (to, z(to), 2’ (to), ...,z P (ty)). On dit aussi qu'on a n conditions
initiales (to),. .., P (ty) (a linstant o).

3.3.2 Equation différentielle linéaire d’ordre n

0
On regarde le cas particulier d’un systéme différentiel d’ordre 1 quand b = 0 et A =
b
0 1 0
0 0 1 0
: ,ou b et les a; sont des fonctions de t. Le systéme différentiel
0 0 1
—an —ap—1 ... —a

T’ = A.7 + b s’écrit dans ce cas :

/
==z _
1= "2 z1(to) = zo1,
et : (3.6)
. :
X =y
/ —
T, = —01Ty + ... —apn_1T2 —ap,xr1 + b, xn(tO) = Zon-
En particulier, on a 2o = 2|, 23 = 24 = 2/, ..., £n,_1 = 27" et donc l'inconue x; ="°%€ 7 est
solution de I’équation différentielle :
z(to) = w01,

2™ +a ™D+ ta, 12 +ar=b et
x("_l)(to) = Ton-

dite équation différentielle (scalaire) d’ordre n avec ses n conditions initiales (les n constantes
d’intégration).

Réciproquement, une équation différentielle d’ordre n sous la forme
2™ faz™ D 4+ ta,12 4 anr = b, avec x(ty) = o1, ...,m("*l)(to) = Zon, (3.7)

peut étre mise immédiatement sous la forme du systéme différentiel d’ordre 1 (3.6) : pour cela on
pose 1 = x et on introduit (on cherche) également n—1 autres fonctions qu’on note o, ..., z, qui
vérifient les equations x; = :Jc;_1 avec pour 2 < j <n—1 et les C.I. z;(t9) = zo;. (Donc x; est une
dérivée de x;_;.)

Et le systéme différentiel a résoudre est (3.6). En fait, seule I'inconnue = = z1 nous intéresse,
les autres fonctions x; pour ¢ > 2 étant des intermédiaires de calcul.

Interprétation. x; = x est la solution cherchée, solution de (3.7), qui peut s’interpréter comme
une trajectoire, i.e. x1(t) est la position a Uinstant ¢; o = 2’ est la vitesse; x5 = x” est Paccélé-
ration...

Donc une équation différentielle d’ordre n est un cas particulier d’un systéme différentiel. Et la
condition initiale (to, %o) = (to, z(to), 2’ (to), ..., (™ D (ty)) est alors équivalente aux « n conditions
initiales scalaires 2(tg),...,z(" Y (ty) » (a 'instant to).
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15 3.4. Premiers résultats dus & la linéarité

Exemple 3.8 Soit ’équation différentielle :
2" =a(t)z’ +b(t)x +c(t), avec z(0)=a, a'(0)=4, (3.8)

ou a, b et ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle I C R. On renomme x = x7 et on introduit
I'inconne supplémentaire x2 telle que zo = 2’ = 2} (dérivée de x1). On doit donc résoudre : trouver
les fonctions x; et 2 t.q. :

Ty = x9, r1(0) = o,
{ xy = a(t)zs + b(t)z1 + c(t), { z2(0) = 6.

Le systéme différentiel linéaire & résoudre est donc :

(ii),:A(il%(cﬁ))» ot A:(b(t) a(lt)>’

avec la C.I. (0, (o, 9)), i-e. 21(0)=a et x2(0)=0. On obtiendra les fonctions solutions t — x1(t) et
t— ) (t)

Interprétation : x1(¢) donne la position cherchée x(¢) & instant ¢, solution de (3.8), et za(t)
2'(t) donne la vitesse a 'instant ¢.

o

3.4 Premiers résultats dus a la linéarité

Proposition 3.9 Si ¢ et ¢ sont deux solutions de I'équation différentielle linéaire homogéne (3.2)
alors p + M\ est également solution de (3.2), ce pour tout A € K.

Preuve. On pose On a ( = ¢ + A\ et on vérifie que % = a(t).C car W = Cfi—f + )\% et

a(t).(p + A) = a(t).o + Aa(t).4. oa

Par contre, ce résultat est faux pour ¥ et ¢ solutions de 1’équation différentielle non homo-
géne (3.1) (lorsque b # 0). On a cependant :

Proposition 3.10 Si ¢ est solution de ’équation différentielle linéaire (non homogeéne) (3.1), et
si ¢ est solution de I’équation différentielle linéaire homogéne (3.2) alors 1 + Ay est également
solution de (3.1), ce pour tout A € K.

Preuve. Démonstration similaire & la précédente. un

3.5 Structure de ’ensemble des solutions de I’équation différentielle ho-
mogene
Pour (tg,x0) € I x E donné, on considére I’équation différentielle linéaire homogene avec condi-
tion initiale :
dx
= —at)a,  w(t) = w0 (3.9)
dt
(On prend pour I intervalle maximal ou a est continu.) Le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous
permet d’utiliser la :

Notation. On note @y 4, 1t € I — @y 4, (t) € E la solution de (3.9), pour to € I et xg € E,
le.:

d o
2L (1) = a(t) oty o (1), VEET,

Pto.z0(to) = To-

Et pour tg € I on note :
Sto = {(pto,ﬂio HEIS E}

I’ensemble des solutions de (3.9) (I'instant initial to fixé et on fait varier x).

15



16 3.6. Application : méthode de résolution des systémes différentiels dans K™

Proposition 3.11 S;, est un sous-espace vectoriel de C1(I, E) (linéarité de I'équation différen-
tielle), et a to € I donné, application

(I)tg B — Sto
Ty > Pry,z, Solution de (3.9)

est un isomorphisme de E sur Sy, (i.e. une application linéaire bijective). D’ou1 Sy, est un espace
vectoriel de dimension 1.

Preuve. 1- S, est stable : si ¢t o, €t 1,4, sont dans Sy, pour xg et yo € E, alors, pour a € K :

A(Pto,20 P10 ,y0) Aty .o dpig
; 0dt B = d(;ﬁ } @ d(;JO (t) = a(t)pty,e0 () + Pty y, (1)

= a(t)(gpto,-ﬁo +O“fgtoay0)(t)a vVt € Ia
(‘Ptowo +a<pt07y0)(t0) = $Pto,z0 (to) + AP,y (t()) =xo +ayo € E,

(t) +

et donc (@g.00 + QP ,y,) st solution de (3.9) pour la condition initiale (fo,z¢ + ayo). Donc
(Gto.00 T WPty.yo) € Sty- Avant S, C CL(I, E), on en déduit que Sy, est un s.e.v. de C1(I, E).

2- Le calcul précédent donne (@rg.20 + 0t.40) = Pto,z0+ay, PAr unicité de la solution de (3.9).
D’ott @y, linéaire : Py, (zo + ayo) = Pt (x0) + Py, (yo) pour tout a € K et xp,yo € E, égalité qui
n'est autre que Vi, mo+aye (t) = Pro.zo (t) + @@, 4 (t) associée a la C.I. g + ayo = zo + ayo ().

3- ®,, est bijective par application du théoréme de Cauchy—Lipschitz (existence donc surjective,
et unicité donc injective). a

Remarque 3.12 On note également ¢y, ., (t) ="% o (t;tg, z9) pour tout ¢ € I : cela permet

d’étudier les variations de ¢ en fonction de xy par exemple, & 'aide de %ﬁ’)’“). un

3.6 Application : méthode de résolution des systémes différentiels
dans K"

On en déduit le principe général de résolution d’un systéme différentiel linéaire :

Proposition 3.13 Pour résoudre I’équation diflérentielle linéaire avec condition initiale (probléme
de Cauchy) dans le cas E = K" :

dr -
CT;E =a(t)Z+0b(t),  (ty) = Fo, (3.10)

pour ty € I et ¥y € R™ donnés, il suffit de résoudre I'équation différentielle linéaire homogéne :

d‘ﬁh
dt

(t) = a(t)-Pn(t),

i.e. de trouver une base (g;)i=1,..n de Sy, (de dimension n), et de trouver une solution particu-
liere @y de P'équation différentielle linéaire (non homogéne) :

dg, - -

T (1) = at). (1) + B01).

La solution de (3.10) est alors donnée par ¢ = Y i, ;@i + @p, ot les ¢; € K sont calculées a
laide de la condition initiale &y (qui donne le systéme de n équations a n inconnues @(ty) =

Yo ci@i(to) + @plto) = o).

Preuve. Les propositions précédentes 3.9 et 3.10 indiquent que Y., ¢;5; + ¢, est bien solution,
et To = > o, ¢;iBi(to) + Gp(to) donne les ¢;, sachant que les 3; étant indépendantes, le systéme est
inversible. .
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4 Résolution des systémes différentiels linéaires

4.1 Introduction

La fonction inconnue = = ¢ est & valeurs ¢(¢) dans K™, et pour cette raison on la notera & = @
(fonction & valeurs vectorielles) : ce sera donc la solution de I’équation différentielle trouver Z t.q. :

% = A(t).Z+b(t), Z(to) = To, (4.1)
i.e. trouver la fonction ¢ : I — K™ t.q. :
de SN o - .
—(t) = A(t).¢(t) + b(t), @(to) = To, (4.2)

ou I est un intervalle de R, tg € I, et b:I—>KretA:I— L(K™) sont des applications continues.
On peut donc représenter 'application linéaire A(t) a aide d’une matrice (une fois une base de K™
donnée), matrice qu’on notera (abusivement pour ne pas surcharger les notations) A(t). Donc :

a1 (t) e aln(t) . bl (t)
A(t) = : : = lai;(Oh<ij<n, DO =| 1 |,
an1 (t) R an’n(t) bn(t)

otles b; : I — K et a;; : I — K sont des fonctions continues.
Et I’équation différentielle & résoudre s’écrit : trouver la fonction & : I — K™, i.e. les n fonctions
x; : I — K telles que (relations couplant les x;) :

2y (t) = ann(®)z1(t) + ... + apn () za(t) + b1 (L), 21(0) = 10,
: et (4.3)
2 (1) = am (D21 (t) + .-+ ann(t)2n(t) + ba (), 2, (0) = o,

i.e., trouver la fonction vectorielle ¢ : I — K", i.e. les n fonctions scalaires ¢; : I — K telles que :
©1(t) = ann()er(t) + ... + awn(t)en(t) + b1(1), ©1(0) = 10,
: et : (4.4)
@ (t) = an1()pr(t) + ... + ann () n(t) + ba(t), ¢n(0) = Tno,

(systéme couplé, i.e. les fonctions z; dépendent des fonctions x; pour 1<j<n.)
Et avec les n conditions initiales ¢;(0) = x;0, le théoréme de Cauchy-Lipschitz donne lexistence
et l'unicité de la solution du systéme différentiel (4.3).

2 1 .
Exemple 4.1 Avec A = <1 2) le systéme &' = 7+b correspond & : linconnue est une
fonction & valeurs vectorielles  : t € R — Z(t) = E g) € R?; ou encore, les inconnues sont

deux fonctions & valeurs scalaires x; : t — x;(t ) € R pour ¢ = 1, 2, qui sont solutions du systéme :

Ty =2x1 + w3 + b1 (t),
Th =11 + 2w9 + ba(t),

auquel on ajoute une condition initiale (vectorielle) Z(0) = Zy donnée : (?58;) = (;10) donné;
2 20

. e . z1(0) = z10 ) .
on encore on ajoute les conditions initiales (scalaires) (0) donnés. a
22(0) = w20

Remarque 4.2 Une méthode de résolution consistera a découpler les relations (4.3) quand c’est
possible, i.e. & diagonaliser A quand cette matrice est diagonalisable. ==

17



18 4.2. Systéme différentiel homogéne : solution générale et exemples de résolution

4.2 Systéme différentiel homogéne : solution générale et exemples de
résolution

On se place dans le cas ol g(t) = 0. On cherche donc a résoudre le systéme différentiel homogéne :
dzr
i A(t).Z, avec Z(to)=Zp. (4.5)
sur un intervalle I sur lequel A est continu.
On fera attention aux notations qui peuvent paraitre malheureuses...

¥1
1-Etant donnée une solution @ de (4.5), on notera J = o], ie les ¢ = (P); sont les

Pn
composantes de .

2- Quand on parlera de n solutions du systéme différentiel (4.5), on les notera J1,...,&n, chacune
verifiant @; ' (t) = A(t);(t).

P15
Et pour chaque solution @; de (4.5), on notera g; = 2|, ie que pi; = (F;); est la i-eme
Pnj
composante de ;.
Cela permettra d’écrire la fonction matricielle (la résolvante) R = F1 . (gﬁ'n) ) dont

la j-éme colonne est donnée par la fonction @; comme étant la fonction matricielle R = [p;;] 1Sign
1<j<n
le j correspondant & la colonne, et le ¢ & la ligne.

4.2.1 Calcul des solutions : la résolvante
On considére le systéme différentiel homogéne (4.5).

Définition 4.3 Soient g; : I — K™ n solutions du systéme différentiel homogeéne (4.5) (pour
j=1,...,n). Siles F; sont des fonctions indépendantes, alors la fonction matricielle R : I — R

définie par R = < <¢1> (gﬁn> ), i.e. par R(t) = ( (gﬁl(t)> (gﬁn(t)> ) pour tout

t € I, est appelée une résolvante du systéme différentielle. On dit également que R est une matrice
wronskienne, ou encore que R est une matrice fondamentale.

Proposition 4.4 Soient n solutions (F;)i1<j<n de (4.5) indépendantes, et soit R la résolvante
associée. Alors si @ est solution de (4.5), il existe ¢ € R" t.q., pour tout t € R :

A(t) = R().Z, (46)
ie. .
0= ((a0) o (20)) =S en0. @)
j=1
1
Et le vecteur = | : | € K™ est calculé a l'aide de la C.I. §(to) = @y, i.e. les constantes ¢; € K
Cn

sont calculées en résolvant le systéme :

R(to).¢ = . (4.8)

Preuve. Les (F;)1<j<n sont n solutions indépendantes de S;, espace de dimension n : c’est une
base de S;,. Et une solution J de (4.5) est un élément de Sy, d’ou (4.7), qui s’écrit également sous
la forme (4.6).

Puis prenant la valeur en tq il vient @(tg) = R(to).C, i.e. R(tg).C = ¥y, ou € est le vecteur de
composantes ¢;. Le fait que R(to) est inversible est donné au paragraphe suivant. =
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19 4.2. Systéme différentiel homogéne : solution générale et exemples de résolution

4.2.2 Test d’indépendance linéaire : le wronskien
On considére le systéme différentiel homogéne (4.5).

Définition 4.5 Le wronskien en t € I est la fonction w : I — R définie comme étant le déterminant
de la résolvante (de la matrice wronskienne), i.e. est donné en tout ¢ € I par :

w(t) = det(R(t)).

Remarque 4.6 Rappel : n fonctions f; sont indépendantes ssi, les «; étant n scalaires :
n
(Z a;fi=0 = (Mi=1,..,n, «o; =0).
i=1
Ou encore ssi :
n
wtel, Y aifit)=0) = (¥i=1,.,n, a;=0).
i=1

. , -1 . -
Et sipar exmpleona ) ., o; fi = 0 avec o, # O alors fr, = Y1 i fi = 0,i.e. f, est combinaison
- - n

linéaire des autres f;. e

Proposition 4.7 Soit ty € I et, pour j =1,...,n, soient @; : I — K" n solutions du systéme diffé-
rentiel homogeéne (4.5). On a : les @; sont indépendantes ssi les vecteurs @;(to) sont indépendants,
i.e. ssi le wronskien en to est non nul. Le. les J; sont indépendantes ssi

w(to) = det(R(to)) = det < ((,51 (ﬁo)) (‘ﬁn(tO)) > 75 0.

Preuve. Notons Zo; = @;(to), i.e. (to, Lo;) est la C.I. pour @;. Donc G; = By z,, = Ps,(Zo;), voir
proposition 3.11.

1- <= : On suppose que les vecteurs Zo; = @;(to) sont indépendants. Alors ®,, étant un isomor-
phisme, les fonctions ®¢,(Zo;j) = Py,2,; = P; sont indépendantes.

2- = : On suppose les fonctions ¢; indépendantes, i.e. les @y, z,, indépendantes, i.e. les @4, (Zo;)
indépendantes. Mais ®,, bijectif : donc les Zo; sont indépendants. .

Remarque 4.8 Autre démonstration (sans passer explicitement par I’isomorphisme &) :

1- < : quitte & rénuméroter, si @, dépend des F; pour j = 1,...,n, alors @, = Z;L;ll a;@; et
en particulier en t=ty, on a @, (tg) = Z?;ll a;F;(to), d’ott w(ty) = 0 : les vecteurs Zo1,...,Zon sont
dépendants. Donc, si les Zoy,...,To, sont indépendants alors les ¢; sont indépendantes.

2- = : si les Zo; sont dépendants, alors, quitte & renuméroter, on peut supposer que Zo, =
Z;:ll ;T jn, 1.€. que G, (ty) = Z;le oG (to). Mais alors, posant (t) = Z?;ll a;@;(t) pour tout
t € I, la solution 1; est 'unique solution (théoréme de Cauchy—Lipschitz) qui en ¢y vaut @, (to).

Donc 7,!7 = @y, et la fonction @, est donc combinaison linéaire des F; pour j = 1,...,n. Donc, si les
@, sont indépendantes, alors les Zo; sont indépendants. .

On en déduit :

Corollaire 4.9 Si le wronskien est nul en un point tg € I, alors il est nul en tout pointt € I, et
s’il est non nul en un point alors il est non nul en tout point :

Jdel:wlt)#0 <= Vtel, w(t)#0,

et :
Jdel:wit)=0 <= Viel, w(t)=0.

Preuve. S’il existe ¢t € I t.q. w(t) = 0 on le renomme ¢ = ¢y et on le prend pour la C.I. Et
le théoréme précédent donne que les ¢; sont dépendantes, i.e. que (quitte & renuméroter) &, =
S i@ pour des a; € R. Donc pour tout u € I on a @, (u) = 31— a;@;(u) et donc w(u) = 0.
Donc ¢’il existe un ¢ t.q. w(t) = 0 alors pour tout ¢ on a w(t) = 0.

Et ¢'il existe un ¢ t.q. w(t) # 0 c’est forcément vrai pour tout ¢ : sinon il existerait to t.q.
w(tg) = 0 et on vient de voir que cela impliquerait w(t) = 0 pour tout ¢ : c’est absurde. .
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20 4.2. Systéme différentiel homogéne : solution générale et exemples de résolution

Exercice 4.10 On note €; = (0,...,0,1,0,...) le j-éme vecteur de base de K™. Soit to € I. Montrer
que les n fonctions solutions ¢; du systéme différentiel homogéne (4.5) qui satisfont aux conditions
initiales @;(to) = €; sont indépendantes.

Reéponse. On a w(to) = < (51)

1 # 0. Donc les solutions @y, sont indépendantes. En particulier pour tout ¢ on a w(t) # 0.

(é'n) ) = I, la matrice identité de K™, dont le déterminant vaut

N.B. : Cependant, ces fonctions @y, & ne sont pas forcément simples & calculer : on préferera sou-
vent trouver une base (J;) simple a trouver, et en général les J; ne vérifieront pas la condition initiale

Fi(to) =i
Exercice 4.11 Soient 1/)j les solutions de (4.5) pour les C.I. z/Jj (to) =€; = ,0,1,0,...) le j-éme
vecteur canonique de base. Soit Ry, : t — ( <1/J1(t)> . ( n(t) > ) a résolvante associée.

Soient g; les solutions de (4.5) pour les C.I. F;(tg) = @; ot (@;)i=1,....n est une base de R™.

Comment calculer la résolvante R : ¢t — < <<,5'1 (t)) e ( )) ) ?

I

Reéponse. Comme F; est solution de (4.5), il existe ¢ € R™ t.q. F; = Ry,.C. Et F(to) = Ry, (to).c = I.¢, donc
Pi = R.dj, i.e. pour tout t € I on a F;(t) = R(t).a;. Donc R(t) = Ry, (t).a1 <Rt0 (t).dn> ),
i.e. R(t) = Ry, (t).Pou P = < <51> <5n> ) est la matrice de passage. .

Exemple 4.12 Dans le cas 1-D, le systéme différentiel est une équation différentielle et (4.5) s’écrit
z’ = a(t)z. Une résolvante est donc la matrice 1¥1 donnée par (2.5). ua

4.2.3 Exemple de résolution, cas A i coefficients constants et diagonalisable
On se donne une matrice constante A et le systéme différentiel :
¥ =A% (4.9)

Ici I = R est 'intervalle maximale de la solution (donnée par le théoréme de Cauchy-Lipschitz car
une fonction constante est continue sur R).

Proposition 4.13 Soit ¥ € K™ vecteur constant non nul, soit A € R, et soit g : K — K™ donnée

par @(t) = eMv,

On a 3(t) = e est solution de (4.9) ssi (\,7) € K x K™ est un couple “valeur propre-vecteur
propre’ de A.

Et si A est diagonalisable de valeurs propres les )\ associés aux vecteurs propres les ¥; (pour
j=1,..,n) ou les U; forment une base de K™, alors une résolvante est donnée par :

R(t)z((e’\lt{)’l) (eA”tUn)>. (4.10)

A7 est solution avec ¥ # 0. Par dérivation il vient :

(1) = A,

Preuve. Supposons que @(t) = e

avec @ solution donc @’ (t) = A.@(t) doncici G'(t) = A.(eMv) = e* A¥. On en déduit que \v = A.7,
et donc que (A, ¥) € K x K™ est un couple 'valeur propre—vecteur propre’ de A.

Réciproquement, soit (A, ¥) un couple ’valeur propre—vecteur propre’ de A. Posons, pour tout
t € R, @(t) = e Mv. Alors on a immédiatement, pour tout ¢ € R, d’une part :

F'(t) = AN = Ag(1),

et d’autre part :
AB(t) = MAT = eMAT = \B(t).
Et on a bien @'(t) = A.3(1), i.e. g est solution.
Enfin, si A est diagonalisable, alors il existe une base de vecteurs propres (¥;);=1,...,n, €t les
fonctions t € R — F;(t) = e’\ftﬂ'j € K" pour j = 1,...,n sont indépendantes car en ¢t = 0 les
vecteurs @;(0) = ¥; sont indépendants (donc le wronskien est non nul). D’oi la résolvante. un
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21 4.2. Systéme différentiel homogéne : solution générale et exemples de résolution

2 1

Exemple 4.14 Prenons A = <1 9

a,f € K, s’écrit :

). Le systéme &’ = AZ avec condition initiale (0, <g)), ou

xh = 11 + 219, z2(0) = 3,

et lintervalle d’étude est I = R car A fonction matricielle constante est continue sur tout R. La

{ Ty = 2z1 + 19, { 21(0) = a,

. s o 1 S s o 1
matrice A a pour valeurs propres A\; = 1 associée a U7 = L et Ay = 3 associée & Uy = 1)

On en déduit 2 solutions indépendantes :

- . 1 et - . 1 et

Une résolvante est donc donnée par la fonction matricielle R définie pour tout ¢ € R par :

wo = ((a0) (20))=(5% @)

On vérifie immédiatement que les solutions sont indépendantes car les vecteurs C.I. U7 et U5 sont
indépendants : en effet les valeurs propres associées sont distinctes, ou encore directement :

w(0) = det(R(0)) = det (_11 }) _ 920

Et toute solution est donnée sur R par combinaison linéaire de J; et de s : pour tout ¢t € R :

cret +ee3t \  ((t)

—cret +epe3t ) T\ ao(t) )7

Etant donné une condition initiale (vectorielle) @(0) = (g), on peut alors calculer ¢; et ¢z :
o oy o 1 1 c1
(3)-70-moe- (4, 1))

s o (e _ 11 -1 Q . _

D’ou <02> = 5 (1 1 )'(ﬁ)’ soit ¢; =

correspondant aux conditions initiales g(0) = (

P(t) = a1pi(t) + c2pa2(t)

qu’on peut écrire sous la forme @(t) = R(t).C.

(a—B) et c; = 3(a+p3) : la solution cherchée,

N[—=

=® R

> est donc :

o ( Ha=B)e! + La+B)e
7T\ et + g (arB)e )

i.e. les fonctions t — x1(t) et t — xa(t) cherchées sont :

1 1
z1(t) = 5(06—5)€t + 5(044'5)6‘%,
1
wa(t) = —5(a=P)e’ + 5 (a+B)e™.
l-l
Exercice 4.15 Résoudre le systéme
) =11 + 23, z1(0) = «,
Ty = Ty + T3, z2(0) = B,
Tl = 2x9 + T3, z3(0) = 7.
Commencer par le mettre sous la forme 7’ = A.Z, montrer que les valeurs propres de A sont 1,
1 1
1 4+ /2 associées par exemple resp. aux vecteurs propres | 0 |, 1 , et donner 3 fonctions
0 +V2
solutions générales, une résolvante et déterminer la solution cherchée. ==
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5 —4 4
Exercice 4.16 Résoudre le systéme @’ = AZ ou A= | 12 —11 12 |. Montrer que les valeurs
4 -4 5
1 1
propres sont —3, et 1 (double) associées par exemple resp. aux vecteurs propres | 3 |, | 1 | et
1 0
-1
0 |, et donner 3 fonctions solutions et une résolvante. un
1

Exercice 4.17 Soit A une matrice diagonalisable, soit (¥;);=1,....» des vecteurs propres de A for-
mant une base de R”, et soit P la matrice dont les colonnes sont formées des composantes des
vecteurs ¥; (matrice de passage). Prouver que D = P~'AP est la matrice diagonale des valeurs
propres de A.

Reéponse. Notons D = diag();) la matrice diagonale des valeurs propres de A. On veut que AP =
A 0
PD. Or on a AP = A((T)’l)...(ﬁ’n)) = ((Aﬁl)...(Aﬁn)), et on a PD = ((Ul)(ﬁ’n)) 0 =
0 M\,

A171)...(An¥n) |. Et on a A¥; = \;U;. Donc on a bien AP = PD. un
(A101)...(Ann) i = AiTj

Exercice 4.18 Soit A une matrice diagonale. Trouver une résolvante qui est une matrice diagonale.

Réponse. 1- Premi¢re méthode : si A = diag(\;) est diagonale alors les vecteurs €; de la base canonique
sont vecteurs propres associée. Donc la résolvante en t est la matrice diagonale R(t) = diag(e*").

2- Deuxiéme méthode : si A = diag(\;) est diagonale alors le systéme &' = AT est totalement découplé :

on doit résoudre =i = A\;x; pour tout i = 1,...,n, dott z;(t) = c;e™! est une solution générique. Et on a
immédiatement @;(t) = e*i*&; solution de &’ = A#. D’out le résultat. un

Exercice 4.19 Montrer que si A est diagonalisable, le changement de base vers une base
(¥;)i=1,...n Tormée de vecteurs propres de A rend le systéme &’ = AZ totalement découplé.

Réponse. Soit P la matrice de passage (les colonnes sont les vecteurs propres de A choisis) et D = pP~tAP
la matrice diagonale associée a A. On doit donc résoudre &' = PDP™'Z, soit P~'Z' = DP~'&#. On pose

§= P& et on a §' = Djj. Ce systéme est totalement découplé, d’ott une base triviale gi(t) = e*i'é; de

— it

solutions. D’ot #;(t) = Pgi(t) = €' P&, et on retrouve &;(t) U; ol U; = Pé; est le i-éme vecteur

propre. un
4.2.4 Exemple de résolution, cas A a coefficients constants et non diagonalisable

On se donne une matrice constante A et le systéme différentiel 7/ = A7 : ici I = R.

Proposition 4.20 On suppose que A a une valeur propre double \1 associée au vecteur propre
1170 telle que I'espace propre associé soit de dimension 1 , i.e. Ker(A — \I) = Vect{#1} (donc A
n’est pas diagonalisable). Dans ce cas on définit le vecteur propre généralisé Us associé a la valeur
propre A1 par :

(A — /\1[).’(72 75 6 et (A — )\1])2.172 = 6

Alors, la fonction définie par, pour tout t € R :

Go(t) = M (I + (A= N\I)t).T, (4.11)
est solution de ¥’ = A% sur R, et est indépendante de la solution @, (t) = e* 7.

Preuve. Montrons que @2 donnée par (4.11) est solution. On a d’une part :
Bo'(t) = MMt (I + (A= MNI)t).Ty + M (A= N I).Ty = M @a(t) + M (A = M\ )7y,
et d’autre part, comme A = (A —MI)+ M\ :
A.@a(t) = (A= MI).Ga(t) + M I.Fa(t)
(A= MI).eM (T + (A= MNI)t).02 + M Fa(t)
=M (A—MI).T + 0+ \i@a(t),

car (A — \11)2.% = 0. Donc on a bien @5/ (t) = A.Ga(t).
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23 4.2. Systéme différentiel homogéne : solution générale et exemples de résolution

Puis soit R(t) = ((@'1(1&)) (ﬁg(t))) On a det(R(0)) = det((vl)(ﬁg)) et ¥ et U sont indépen-

dants (sinon ¥ € Vect{¥} ce qui est faux car (A — A\ 1I).02 # 0). Donc det(R(0)) # 0 et R(t) est
une résolvante : g1 et Jo sont indépendantes. e

11

Exemple 4.21 Prenons A = <0 1

). Cette matrice (bloc de Jordan) n’est pas diagonalisable :

la valeur propre A\; = 1 est double et associée au vecteur propre v; = €; = <é> engendrant

lespace propre Ker(A — A\ T) = Ker(A — I) = Vect{7; }.
Une premiére solution est donnée par la proposition 4.13 :

Fu(t) = 'y = ! (é) - (i)

Puis (A —1)? =0, d’ot1 un vecteur @ € Ker((4 —I)?) = R? tel que v, & Ker(A — I) est donné

par exemple par vp =

1 ) D’ot une deuxiéme solution (indépendante de J71) est donnée par la

proposition 4.20 :

= ot . -t ]. t 0 _ tet
Got)=e'(I+(A-1)t)th=e (O )t =0e )
el tet
D’otl une résolvante R(t) = < 0 et ), et toute solution de ’équation différentielle est donnée
par :
S . . . cret + catet
§0) = R0 = i) + o) = (17 L5

ot ¢ = (c1,c2) € R2.

Si on impose la condition initiale (0, <g>), ol «, € R, ayant = R.G, il vient §(0) = (g) =

¢ ¢
L0 @ , d’olt ¢; = a et co = (. Et la solution cherchée est J(t) = ae +tﬂt6 . .
0 1 co Be

Exercice 4.22 Résoudre I'équation différentielle 2"/ +22'+2 = 0 avec les C.1. 2(0) = 0 et 2/(0) = 1
a l’aide du systeme différentiel d’ordre 1 associé.

. ! 1
Réponse. On pose 1 = = et 2 = z}. On doit donc résoudre (i}) = ( 01 2) (;1) On pose
2 -1 - 2

-1 -2
A% 4+ 2X + 1 (noter la similitude avec z” 4 22" + ). D’out p(A) = (A + 1)? et une valeur propre double

A= < 0 1 ) Le polynome caratéristique de A est p(A) = det(A — XI) = (=A\)(-2—-A) +1 =

N - 1 . .
A = —1. Et (A+ I)7 = 0 donne par exemple ¥} = (_1> et tout autre solution est proportionnelle

a 71. Ici A n’est pas diagonalisable. Puis (A + I)?> = 0. Choisissons @ = (1) (ou tout autre vecteur

indépendant de Ui. On obtient (I + (A 4+ I)t).v2 = ¥ + (_tt _tt) (?) = (1 i t)’ d’otl la résolvante

—t —t
R(t) = (_ee_t (1t_et)e_t ), d’oit la solution générale F(t) = R(t)¢ avec ¢ € R? qcq, d’ofi en particulier

z1(t) = c1e”" + cate™ " est la solution générale cherchée.

Ot si on préfére z(t) = ae™ ' + bte™" est la solution générale pour a,b € R. La C.I. z(0) = 0 impose
a=0,dou x(t) =bte™", dott 2’(t) = (b—bt)e ", et la C.I. /(0) = 1 impose b = 1. Finalement x(¢) = te™*
est la solution cherchée.

Noter qu’on peut également calculer les constantes c1 et c2 a ’aide du systéme : ?Eg; - (1)) =
5(0) =
. (1 0 c1 . _ _ s (@)Y et te™? 0\
R(0).c = (71 1) (02) qui donne ¢; = 0 et c2 = 1, d’ou (xz(t) = Zet (1—pe 1) =
—t
<(1t_6t)e,t . On retrouve la position z1(t) = te™‘ et on a en plus la vitesse z2(t) = (1—t)e". .
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24 4.3. Quelques propriétés de la résolvante

Remarque 4.23 La solution @ trouvée = e*? (I 4+ (A — A\ I)t).7» n’a rien de mystérieux : on va
voir qu’une résolvante est donnée par R(t) = e oil e est I'exponentielle de la matrice B définie
par e =TI +tB+ ’;—2, B? + ... D’ot toute solution est donnée par @(t) = e4t.& = eMte(A-MDt g
ofl € est un vecteur quelconque de K?2. Comme :

2
eA=MDt — 1y (A=\I) + % (A—/\1[)2 + ..

et ayant choisit pour vecteur @2 un vecteur vérifiant (A — A1 1)%.9 = 0, il vient :

eAMDE Gy = T.0y + t(A = M\I).Ty +0... = (I +t(A — M\ 1)).Ts.

Et la solution proposée (4.11) n’est autre que Go(t) = eAt.vi = eMt (A=D1t 57, .
1—acosfsinf acos? 0

—asin® 6 1+ acosfsiné
Traitez le cas 6 = 7, avec soit a = 4 soit a = 2.

Exemple 4.24 Soit 6§ € R, et soit A = ) Résoudre ¥ = AZ.

cosf) —sinf
sinf  cos@

_ 1 a —1 [ ]
_R0<0 1>R9 ) [ L]

4.3 Quelques propriétés de la résolvante

(Remarque : on pose Ry = < > Montrer que la matrice A est construite comme

On rappelle que la résolvante (ou matrice fondamentale, ou matrice wronskienne) du systéme
différentiel homogeéne (4.5) une fonction matricielle R : I — K "* dont les colonnes sont formées par
n solutions indépendantes de (4.5), voir définition 4.3, et que toute solution du systéme différentiel
homogene (4.5) est de la forme g:t € I — J(t) = R(t)¢ € K™ ou ¢ € K™ (vecteur constant).

Et qu’une résolvante n’est pas unique, voir exemple 4.11.

La définition de la résolvante donne :

Corollaire 4.25 Une résolvante R de (4.5) satisfait a :

R = AR.
Preuve. Egalité des colonnes : R est de la forme t € I — R(t) = ( (cﬁl(t)> (@’n(t) )
Done R/(f) = ((@ ’(t)) (gﬁn’(t)> ) et AR(t) = ( (A@(t)) (Agﬁn(t)> ) On
bien R’ = AR sur I. a

Notation. On note Ry, : t — Ry, (t) la résolvante telle que Ry, (to) = I matrice identité de K™, i.e.
on note Ry, la solution de I'équation différentielle R' = AR pour la condition initiale Ry, (to) = I.

Donc les colonnes de Ry, sont formeées des solutions ¢; qui vérifient la condition initiale F;(0)=€;
(le j-ieme vecteur de base), i.e. F; = @4, .¢;-

Si on connait cette résolvante Ry,, le calcul d’une solution de (4.5) pour la condition initiale
Z(to)==Zo est donné par :

Corollaire 4.26 La solution du systéme différentiel homogeéne (4.5) pour la condition initiale
Z(tg) = Zo est donnée par, pour tout t € I :

B(t) = Ry, (t).Zo.
Preuve. La fonction définie pour tout ¢t € I par @(t) = Ry, (t)Zo est solution (comme combinaison

linéaire de solutions). Comme en ¢ elle prend la valeur @(tg) = I.Zy = Zoy, c’est la solution
cherchée. on
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25 4.4. Systéme différentiel non homogéne et variation de la constante

Exercice 4.27 Soit le systéme :
) =11 + 29,
xh = 211.

Le mettre sous la forme 7/ = AZ. Donner la matrice A, et montrer que la solution générale est
. 1 1 ,
donnée par Z(t) = cie”* (_2) + coe?t (1) pour tout ¢y, ¢ € K. Donner une résolvante R(t), et

trouver la résolvante Ry.

11

Réponse. A = (2 0

1
), et 2, de vecteur

). Ses valeurs propres sont —1, de vecteur propre associé (_2

€7t 2t

1
1 —2e7t 2
R(t)C est solution.

La résolvante Ro(t) est celle vérifiant Ro(0) = I. On veut donc trouver les solutions ¢;(t) = R(¢)c;
pour j = 1,2 (i.e. on veut trouver les ¢;) vérifiant ¢;(0) = €; = R(0)c;.

On a R(0) = (_12 }) dou R(0)™' = g(; _11) dott & = %(;) et & = %(‘11), d’on

67t+262t _eft_i_ezt .
wl(t)=é(_2e_t Lo ) etwa®) =5 ( 5ot g ), don

—t ot Tt 2t
Ro(t) = % (762673—3626% 2:,,5 j::gt ) est la résolvante cherchée (on vérifie que Ro(0) = I). e

propre associé . D’olt une résolvante R(t) = ( ), et pour tout ¢ € K2, la fonction F(t) =

Exercice 4.28 Montrer la propriété suivante de la résolvante Ry, (t) = R(t,to) : si to, t1 et t sont
dans I, alors :
R(t,tg) = R(t,t1)R(t1,1t0)

(produit matriciel), et R(t,tg) = Ry, (t) est un isomorphisme d’inverse R(to,t) = R:(to).

Reéponse. 11 suffit de vérifier que R(¢,t0) et S(t) = R(¢,t1)R(t1,t0) = Ry, (t).Re, (t1) satisfont a la méme
équation différentielle R = AR avec la méme condition initiale S(to) = I = R(to, to).

1- R(t1,t0) est une matrice constante, et donc S’(t) = Ry, (£).R(t1,t0) = A.Ry, (¢).R(t1,t0) = A.S(2).
Et Ry, (t) = ARy (t) = ARy (¢).R(t1,t0) = A.Ry(t). Donc S et Ry, satisfont & la méme équation
différentielle.

2- R(t1,t0).Zo = Riy(t1)-Zo = @(t1) ot G : t — F(t) = Ryy(t).Zo est la solution pour la C.I. Zo
puisque Lﬁ(to) = Rtg (to).f() = Zo. Puis R(to, tl).(R(tl, to).f()) = Rt1 (to).@(t1) —noté J(to) est la valeur de la
solution  : t — 9(t) = Ry, (t).3(t1) qui vérifie (t1) = I.G1(t1) = @(t1). C
pour une méme condition initiale au temps t1, on en déduit que @ = . Et donc @(to) = 1(to) = To, et
donc que R(tmtl).(R(tl,to).i‘b) = .fo = S(to).fo.

Comme R(to,to) = I par définition de Ry, on déduit que R et S satisfont au méme systéme différentiel

omme @ et 1) sont deux solutions

—

avec la méme C.I. et donc que R = S. on

Exercice 4.29 Soit le systéme différentiel découplé :

o 4o (B 0
7=A.Z, A—(O C’)’

ou A et B sont des matrices carrées données. Montrer qu'une résolvante est donnée par R4 =

(EE)B RO >, ot Rp (resp. R¢) est une résolvante de 2’ = B.Z (resp. de §' = C.%).
c

Preuve. La fonction matricielle R(t) = R%( ) RO( t)) satisfait trivialement R’ = A.R, est
c
inversible (d’inverse immédiat), donc est une résolvante. =

4.4 Systéme différentiel non homogéne et variation de la constante
4.4.1 Espace des solutions

On s’intéresse maintenant au systéme différentiel non homogéne (4.3) :
= At)Z + b(t), (4.12)

avec b # 0, et A et b fonctions continues sur I C R. On rappelle le théoréme général pour
les équations différentielles :
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Théoréme 4.30 Si R est une résolvante pour le systéme différentiel homogéne ' = A(t)¥ et si
@p : I — K™ est une solution particuliére du systéme différentiel non homogeéne (4.12), alors pour
tout c€ K", g:t el — g(t) = R(t)c+ Fp(t) € K™ est solution de (4.12) et c’est la solution
générale. Donc l'espace des solutions de (4.12) est un espace affine de dimension n.

Preuve. En effet, la solution @ de (4.12) vérifie ¢ — &, est solution du systéme différentiel homo-
géne (4.5), d’ou il existe ¢ € K™ tel que §— F, = R.¢. Et réciproquement, si ¢ € K™ alors @, + R.¢
est trivialement solution de (4.12). ua

4.4.2 Calcul d’une solution particuliére : variation de la constante

—

On veut trouver une solution particuliére @, sous la forme @, (t) = R(t)c(t) : R(t) étant inver-
sible, si on connait ¢ on connait @,. On a :

Gp'(1) = AGy(1) + b(t) = R'(t)&t) + R(t)E (t) = AR(t)&(t) + b(t),
et puisque la résolvante satisfait a I’équation différentielle homogéne R’ = AR on en déduit :
R(t)Z'(t) = b(t). (4.13)
D’ou (R(t) étant inversible) : .
é'(t) = R (t)b(t).

C’est un systéme différentiel immédiat & intégrer (ligne par ligne) :

at) =éto) + | R (7)b(r)dr

to

En particulier pour é(tg) = 0, on en déduit la solution particuliére @, (t) = R(t).¢(t), i.e. :

—

Zp(t) = R(t) / R (r)b(r) dr.

to

(C’est une solution particuliére correspondant & la condition initiale @,(t9) = 0.) On vérifie effec-
tivement que @, est bien solution : on a :

/() = R'(1) / RY(r)B(r) dr + R(OVR ™ (1)0(1),

avec :

-

AG, () = AR(Y) / R-Y(n)b(r) dr = R'(1) / R-Y(7)b(r) dr,

to to
d’on @,/ (t) = AG,(t) + b(t).

Exercice 4.31 Plutot que de calculer R71(¢) (cott élevé pour n grand), peut-on trouver &(t) a
l’aide de la méthode LU ?
Réponse. On doit résoudre (4.13), i.e. R(t)Z'(t) = b(t), soit L(t)U(t)&'(t) = b(t). On pose Z(t) = U (t)&'(t),
d’oit L(t)z(t) = b(t) qu'on résout séquentiellement : d’abord z1, puis 22, puis... 2. (descente). Puis on résout
U(t)e'(t) = z(t) séquentiellement : d’abord c,,, puis c},_;, puis... ¢;. Puis on intégre.

Noter qu'il faut faire une décompostion LU = L(t)U(¢) de R(t) a chaque instant t. Une autre méthode
de résolution est proposée au paragraphe suivant. un

Exercice 4.32 Résoudre le systéme différentiel :

= -1 -1 =2 .
F=AF+b oo A=[1 1 1 et b(t) =
2 1 3 0

o

(4.14)
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4.4.3 Cas A diagonalisable, diagonalisation et variation de la constante

Pour calculer une solution particuliére (pour le systéme différentiel non homogéne), la méthode
de variation de la constante n’est pas forcément trés agréable avec la résolvante R trouvée, puisqu’il
faut commencer par résoudre (4.13) (ou bien calculer R™1). Il serait plus facile (et rapide) d’avoir
une matrice R diagonale.

Cest possible lorsque A est diagonalisable & coefficients constants : D = P~ AP = diag()\;) est
une matrice diagonale quand P est la matrice dont les colonnes sont formées des vecteurs propres
associés.

Le probléme (4.12) s’ecrit :

& = PDP '+,

soit de maniére équivalente (P étant inversible) :
P '3 = pDP 'z + P,

et on pose 7= P l% ie. &= PZ et §= P15 : on cherche donc Z solution de, sachant P matrice
constantes (A est supposée constante) :

2 =D7+§

La matrice D étant diagonale, on s’est ramené & résoudre un systéme complétement découplé, i.e.
on est ramené & résoudre les n équations différentielles scalaires :

/ .
zi=Nzi+gi, 1=1,...,n.

Il est facile de trouver les solutions générales (équations différentielles scalaires).
Il reste & calculer & = PZ ce qui donne la solution particuliére cherchée.

Exercice 4.33 Résoudre le systéme &/ = AT+ b ot A = (? g) et b= <4€83t )

Réponse. A est une matrice constante et b est continue sur tout R. L’intervalle d’étude est donc I = R.

. - -3 R 1
Les valeurs propres de A sont A1 = 2 et A2 = 6 associées aux vecteurs propres U7 = ( 1 ) et vy = ( 1 ) .

, (2 0 . (=31 vy op—1 _1( 1 -1 s .
Dou D = (O 6) associée & la matrice de passage P = ( 1 1).DouP —4(_1 _3>,d0u

- 2 — 3t . . .
g=P b= (_2 +6363t ) On résout alors les deux équations différentielles :

21(t) =221 +2 — €%,
zé(t) = 629 — 2 + 33,

Calculer alors z1(t) et z2(¢) et en déduire J(t) = (ilgg ) .
2

Remarque 4.34 On rappelle que lorsque A est symétrique réelle, on peut choisir des vecteurs

propres formant une base orthonormale, et la matrice de passage P est alors une matrice orthogo-

nale, i.e. telle que P~ = P* : et P~! est donc obtenue sans calcul. Ce n’est pas le cas de ’exercice

précédent. un

4.5 Passage d’une solution complexe a une solution réelle

Lorsqu’un systéme différentiel ¥’ = A.Z + b est & coefficients réels, i.e. A matrice réelle et b
fonction vectorielle & valeurs dans R, la solution cherchée doit étre donnée sous forme réelle. Mais
quand les valeurs propres de A sont complexes, les solutions trouvées avec les calculs des sections
précédentes sont a valeurs complexes. A partir des solutions complexes, il s’agit alors de retrouver
les solutions réelles.

Proposition 4.35 Si A matrice réelle a une valeur propre A € C non réelle, alors le vecteur propre
associé ¥ € C" est non réel. De plus X est également valeur propre de A associée au vecteur propre v,
et U et U sont indépendants (deux vecteurs propres associés & des valeurs propres distinctes sont
indépendants).
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Preuve. On a A.¥ = AU avec A réel. Donc si ¥ est réel (€ R™) alors A est réel, et donc si A ¢ R
alors 7 ¢ R™.

Puis 1’équation conjuguée de A.7 = A7 est A.% = A\, et on a A = A (car A est réelle) d’ou
AV = \U, i.e. U est vecteur propre associé a .

Enfin, si 7 et ¥ sont dépendants, alors il existe ¢ € C tel que ¥ = ¢7, et donc A.¥ = AV et
AT = cA.T = AT, et donc M\ = ¢\ = A, et donc A = X (un vecteur propre est non nul), donc

A € R (ou encore ¥ et ¥ sont associés & la méme valeur propre), contraire & ’hypothése. un

Exemple 4.36 Soit a résoudre le systéme différentiel réel :

o Ao (-4 -4 (8
T =AZ+b, A_(l 4 ) b= T
Les valeurs propres sont Ay = —4 4+ 2i et Ay = A= —4-— 24, associées aux vecteurs propres par

o 2i . = —2i
exemple U7 = 1 et Uy = U1 = Rk

On en déduit la solution homogene générale : F,(t) = cre
complexes.

Mais le probléme était posé dans R, cette solution complexe @, trouvée n’est pas satisfaisante :
on souhaite trouver des solutions réelles. Il suffit pour cela de trouver deux solutions indépendantes
réelles du systéme différentiel homogéne. ==

A A

13+ c0e??!y ol ¢ et ¢y sont

Proposition 4.37 Pour le systéme différentiel homogéne ¥’ = AZ, lorsque A est une matrice
réelle dont une valeur propre A = a.+ i3 est complexe (avec o, § € R et 3 # 0) associée au vecteur
propre ¥ = ¥ + iy (avec ¥ et § dans R") : on forme les deux solutions complexes indépendantes
Be1(t) = eMT et Buo(t) = P, (t) = e v (pour tout t € I), et deux solutions réelles sont données
sur R par :

- - 1 . = S S

B =Re(@1) (= 5(Fa+ Fa) = ™ (Feos(Br) — sin(51)),

- - 1 . = o L,

Fro=In(@) (= 5 (Ber — Fu) = e (Fsin(Bt) + Feos(51)))

De plus, si b est une fonction vectorielle réelle et si @p est une solution particuliére (complexe)

du systéme différentiel non homogéne ' = AZ + b, alors (3, + @,) = Re($,) est une solution
particuliére réelle.

Preuve. Les fonctions @ei(t) = e@TUE + iff) et Foo(t) = Fer(t) = el DY(F — i7), sont
deux solutions indépendantes (étant associées a deux valeurs propres distinctes). Et il en est de
méme de @’Tl(t) = %(%5(:1 + 415(:2) = Re(szd) et 9572@) = %(9501 - 5502) = Im(‘ﬁcl)‘ En eﬁeta
les fonctions g.1 et Feo sont bien solutions car elles sont combinaisons linéaires de solutions, et
elles sont indépendantes, car si elles ne 1’étaient pas @.1 et Feo ne le seraient pas non plus car
Szcl - 557‘1 + i@rQ et 9562 - 957”1 - 7:857‘2-

Et un calcul direct donne :

Gr1 = Re(B.1) = e*Re((cos(Bt) + isin(Bt))(Z + i)
Bz = (i) = e Tm((cos(Br) + i sin(50) (7 + i)

e (7 cos(Bt) — Fsin(Bt)),
e (if cos(Bt) + Z'sin(Bt)).

~

Et si @, est solution particuliére de (4.12), i.e., &' = Ag, + b, alors @p est également solution
particuliére car A et b sont des fonctions réelles. Donc, la combinaison linéaire %(gﬁ’p + g?:’p) veérifie
3@+ 38, = A(3(Gp + B,)) + 3b+ 3b, et donc 4(F, + F,) est aussi solution, i.e. 3(Fp+F,) =
Re({F,) est solution réelle. ua

Exemple 4.38 Fin de 'exemple précédent 4.36. Deux solutions indépendantes du systéme diffé-
rentiel homogéne sont données par, pour tout t € R :

B} Cvon (20 v (O (2 B} -
Galt) =t (V) —etmn ()i (D)) et gialt) = Gt
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29 4.5. Passage d’une solution complexe 4 une solution réelle

On en déduit deux solutions homogeénes réelles indépendantes, pour tout t € R :

—2e~ % sin(2t)

) = Reln)(t) = (] ) costzn) = () sncen) = (a3,

2e~4 cos(2t)

ralt) = i) (0) = (] ) s + () costen) = (20 0.

La solution homogéne générale sous forme réelle est donnée par :

An(t) = (2@““(—7"1 sin(2t) + ro cos(2t))

- e~ 4 (ry cos(2t) + ro sin(2t)) ) » L2 €R

La solution particuliére est ici immédiate donnée par une solution constante vérifiant Ag, +b =0,

ie. Gp(t) = (_02), et la solution générale réelle est donc donnée par G(t) = @i (t) + Fp. ua

Exemple 4.39 Toujours dans le cas A matrice réelle. Montrer que la resolvante R,.(t) construite
a partir de solutions réelles et qui donne toutes les solutions réelles G, (t) = R,(t).¢ pour ¢ € R"
donne également toutes les solutions complexes @.(t) = R,-(t).¢ pour ¢ € C".

Réponse. Traitons le cas des matrices 2 X 2 ou A n’a pas de valeurs propres réelles. Soit une résolvante
complexe Rc(t) = ((Be1(t)) (Fe2(t))) ol Gey = ;?cl dont les colonnes associées a des valeurs propres
complexes sont conjuguées. Toute solution complexe est de la forme G(t) = Rc(t).V = vige, (t) + vaBe, (t)
ol v1 = a1+1ib; et v2 = az+ibs sont des complexes quelconques et ot Fe, (t) = Gr, (£)+i@r, (t). Donc J(t) =
(a1+ib1)(Gry (£)+iFry (t))+(az+ib2) (Fr, (1) —iry (1)) = (a1+ibi+az+ib2)Gr, (¢)+(a1+ibi—az—ib2)Gr, (t) =
21@r; (t) + 228, (t) = Ry (t).Z : toute solution complexe s’exprime a 'aide de R, (t). Méme démarche pour

les matrices n X n. un
2 0 1
Exercice 4.40 Résoudre @’ = AF ot A = | 0 —2 —2 |. Montrer que 2 et —1 + iy/3 sont
0 2 0
1 1
valeurs propres associées resp. aux vecteurs propres [ 0 | et —2/3i . Donner 3 fonctions
0 —3+/3i
solutions indépendantes, une résolvante, et la solution avec membre de droite b(t) = (0, sin(v/3z),0)
correspondant & la C.I. (0, 1,0). .

cosf) —sinf

Exercice 4.41 Soit A = .
sinf  cos6

) pour un # € R donné. Résoudre &’ = AZ + b(t) pour b

fonction & valeurs dans R2.

Réponse. La matrice A est une matrice de rotation d’angle +0 : la vitesse ' est donc tournée d'un angle 0
relativement a la position Z. On suppose 6 # 0(7), sinon A est diagonale et le systéme est découplé : solution

simple.

Le polynome caractéristique est p(\) = det(A — AI) = (cosf — \)? +sin® 0 = \? — 2\ cosfd + 1. Le
discriminant réduit vaut cos’ — 1 = —sin? 6 Les racines sont Ay = cosf & isinf = e*?. Le vecteur
ropre associé a A est donné par —ising - —sinf ) = 0, et par exemple v = ‘ convient
prop + P sinf —ising ) \y) P ple v+ =11 :
Dot - = ¥. On pose ¢ = cosf et s = sinf. D’out deux solution indépendantes @ (1) = el (i)

_ - (ctis)t  _  (c—is)t
et g—(t) = @, (t). D’oi une résolvante (complexe) R(t) = (Z:(His)t el(i,m)t ) (les colonnes sont

conjuguées 'une de Pautre).
La matrice A étant réelle on cherche une résolvante réelle. Deux solutions réelles indépendantes sont

données par 1(6) = Re(§-(8) et G1(t) = In( (). Comme @i (o) = et () +ishEon))

on obtient ¥1(t) = e (7sm(8t)> et Yo(t) = e (COS(St)) D’ol une résolvante réelle R.(t) =

cos(st) sin(st)
ot ( —sin(st) cos(st)
cos(st)  sin(st)

). D’ou toute solution du systéme différentiel homogeéne est donné par G(t) =

R (t).

Remarque : il est plus facile de considérer cette équation dans C au sens ou, posant z = z1 + ix2,
le systeme différentiel homogéne &’ = A.F s’écrit comme équation différentielle 2/ = €'’z On a alors

,ie. w1 (t) = e“(—r1 sin(st) + ra cos(st)) et xa(t) = e (r1 cos(st) + 2 sin(st)).
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30 4.6. Exponentielle de matrice et application au cas A non diagonalisable

i6 .
. 2 1: . eVt C s)t
immeédiatement les solutions z = zpe® * = 2o eletis)

pour zp € C. Notant zp = pe'® avec p > 0 et o € R,
on obtient z(t) = pete!*tH Y e x1(t) = pet cos(st+a) et xa(t) = pe’ sin(st+a). On retrouve le résultat
précédent.

Puis on cherche une solution particuliére @, soit sous la forme @, (t) = R, (t).¢(t) (méthode de variation

de constante dans R™), soit sous la forme @, (t) = R, (t).¢(t) (méthode de variation de constante dans C™)
et on prend (@, + F,) comme solution particuliere réelle. un

1 2 sinf)  cos®
A 10 cosf —sinf =
0 3/ \sinf cosb /-

cost —sint)

Exercice 4.42 Calculer A = (2 1) . <COS 0 —sing ) Résoudre ' = AZ. Méme exercice avec

Exercice 4.43 Hors programme. Résoudre &' (t) = A(t).Z(t) ou A(t) = (sint cost

Réponse. Ici la matrice A n’est pas constante. On pose z = x1 + iz2 et on met le probléme sous forme
complexe 2'(t) = €z(t). On en déduit que z(t) = zelo eTdr

iett

= zpe~ (avec zo = z1€") : en effet, en

dérivant on trouve z’(t) = zette " = e 2(t), et I'espace des solutions étant de dimension 1, toute

solution est proportionnelle a e’
Comme —iet = e '2et = 173) = cos((t—%) + isin(t—5) = sint — icost, on a donc z(t) =

2
Z0e5 M te 71t Notant zo = pe’® on obtient z(t) = pes™ e (7Y ot donc 1 (t) = pe’™ ! cos(a — cost) et

z2(t) = pes™sin(o — cost) oft p et o sont données par les C.I.
Exercice 4.44 Résoudre le systéme différentiel :

Ty =11 — 239 + 1,
Th =11 — T2 + 1,

rhy = brg — 3xg + 1,
Ty = 3x3 — x4 + 4.

avec pour condition initiale (¢t = 0; Z(0) = (1,1, 2, 2)). .

Exercice 4.45 Résoudre le probléme de Cauchy

1 0 -2 9

dx !
-0 toox X(0)=X"=| a9
¢ 1 -1 -1 9

4.6 Exponentielle de matrice et application au cas A non diagonalisable

4.6.1 Exponentielle de matrice

N

Pour traiter le cas ou les valeurs propres de multiplicité v > 2 sont associées & un espace
propre de dimension < v—1, on commence par rappeler la notion d’exponentielle d’endomorphismes
(applications linéaires de E dans E) dans un Banach.

Soit F un espace de Banach, sa norme étant notée ||.||g (un espace de Banach est un espace
vectoriel normé qui est complet pour la norme choisie). On note L(E) I’ensemble des endomor-
phismes continus de E dans F, i.e. ’ensemble des application linéaires continues de E dans E. On
rappelle qu’une application linéaire ¢ : E — E est continue si elle est continue sur la boule unité,
et on définit alors sa norme par :

1¢(z)l| e

[[e]] = sup —7——.
On rappelle que pour un réel ¢ (ou un complexe t) :
2 o tF
ef=1+t+—+...= ) —

2! k!
k=0

(le membre de droite est une série entiére de rayon +00.)
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31 4.6. Exponentielle de matrice et application au cas A non diagonalisable

Pour les endomorphismes continus A € L(F), on note :

Il est immédiat que si A € L(E) alors S,(A) € L(FE). (Meéme définition pour les matrices qui
représentent un endomorphisme dans une base donnée lorsque E = K™.)

Théoréme 4.46 Pour A € L(E), la suite (S, (A))nen converge dans L(E) vers une limite notée
exp(A) = e :
Ak
et = %, (4.15)
k=0
eton a :
HGAHL(E) < ellAllLe)

De plus, la suite (S,,) converge uniformément vers exp sur tout borné de L(E).

Preuve. Pour A € L(FE) fixé, la suite (S, (A)) est de Cauchy car :

T NAlE & M4l
[19ntm(A) = Su(Allemy € > —r— = D —r—
k=n+1 ’ k=n+1 :

La derniére somme est le reste de el qui tend vers 0 avec n. Comme E est complet (c’est un

Banach par hypothese), L(E) lest aussi, et donc, pour A € L(E) donné, la suite (S,(A)) est

convergente dans L(E) vers une limite qu’on note exp(A), et on a immédiatement |lexp(A)||.(g) <
Al L(m)

e .

De plus pour tout R > 0 et tout A € L(E) tel que ||A||L(zy < Ron a:

= HA”IZ(E) e R"”‘
|lexp(A) — Sn(A)HL(E) < Z TR < ﬁn:; 0.
k=n+1 k=n+1

La convergence vers 0 étant indépendante de A dans le borné boule de rayon R dans L(E), on a
la, convergence uniforme sur tout borné de L(E). ==

Exemple 4.47 Montrer que pour o € R et I la matrice identité, on a e®! est la matrice e®1.
Réponse. e/ =37 O‘k—TIk =1, ‘;TI,C = TIe“. ==

Exemple 4.48 Si A est une matrice m-nilpotente, i.e. telle que A™ = 0 alors, montrer que e est
une somme finie = polyndome de degré m—1 en A.

Reéponse. Une telle matrice A vérifie A™ = 0 pour un m € N, et 'exponentielle donnée par (4.15) se
m—1 A7k [ ]

réduit donc a e =37, o .
Exemple 4.49 Si A est diagonalisable, i.e. de la forme A = PDP~! avec D diagonale, montrer
que e = PePP1,

Réponse. On a 54> = 5, (PDP™')> = L(PDP™")(PDP™") = LPD?P~'. Et le terme générique de

Pexponentielle est 4 (PDP~")* = LPD*P~" (récurrence immédiate). ==

Remarque 4.50 Attention. En général :

eATB £ eAeB £ eBeA,

Par exemple, pour A = (8 (1)) et B = <(1) 8) onaet =1+ A (car A2=0)etef =1+ B,

1 1
1 0
1 0> sinh(1) car (A+ B)?=1.

Mais dans cet exemple, <(1) 8) =AB # BA= <8 (1)> : les matrices A et B ne commutent

dott etef = I+ A+B+AB =1+ < ) (qui est d’ailleurs différent de ePed = I+ <0 1)),

11

alors que eA*# = I cosh(1) + (O 1

pas. .
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32 4.6. Exponentielle de matrice et application au cas A non diagonalisable

Proposition 4.51 Lorsque les matrices A et B commutent, i.e. lorsque AB = BA, on a :

Preuve. Admis : exercice (on pourra se servir de la définition qui suit). =

Exemple 4.52 Montrer que toute exponentielle de matrice est un carré.

Réponse. exp(A) = (exp(4/2))? car A commute avec elle-méme. .
On rappelle que pour les scalaires on a également ¢! = lim,, o, (1 + £)", et on a également :

Définition 4.53 Une autre définition de la fonction exponentielle est donnée par :

A n
exp(A) = lim (1 + ) . (4.16)
n—oo n

En effet, avec la formule du binéme :

A 1 Ck |

(=D A D At

k=0 k=n+1

ot Ok = ety Bt — % >0 dlon -

A "1 Cck 1
A n n k k
— A+ ) (S - =mlAlF+ Y ~)l4
||€ ( n) H— p O(k' nk)” H L 1]{5'” ||

_ Al <1 N |A||> ,
n

cette derniére expression tendant vers 0 (résultat connu dans R : €' = lim,, . (1 + %)n)

Remarque 4.54 On peut également noté que application exp : L(E) — L(FE) est continue et
localement lipschitzienne :
le* —ePl| < eM||A - B,

des que M > max(||A[], || B]]).

k k
En effet, on a e — ef = Z’;IA%et:

AF — B* = A*"1(A—-B)+ A*"*(A-B)B+...+(A— B)B* 1,

d’ou :
|A¥ — B¥|| < kmax(||A[[*~, ||B||*~1)||A - B|| < kM*~'||A - B]|,

d’ott le résultat. .
4.6.2 Application aux systémes différentiels
Soit le systéme différentiel & matrice A constante :
7 =A7 (4.17)
(Donc intervalle d’étude I = R.)

Proposition 4.55 Une résolvante du systéme différentiel (4.17) est R(t) = e“t.
Et une solution du systéme différentiel homogéne (4.17) pour la condition initiale Z(to) = Zo
est donnée par G(t) = eAt-t0) 7,
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33 4.6. Exponentielle de matrice et application au cas A non diagonalisable

Preuve. La convergence uniforme sur tout borné permet de dériver terme a terme :

o k-1
exp’ (At) (Z o ) = kz_:l hAk = Aexp(At),

et donc exp(At) est solution de ’équation R’ = A.R. Comme exp(A0) = I (condition initiale pour

t = 0) est inversible, les colonnes de exp(tA) forment une famille de n fonctions indépendantes :

R(t) = et est une résolvante. .

On ne se sert pas directement de P'expression exp(tA) pour calculer la solution, car c’est trop
cotteux de le calculer en chaque t. On préfére passer par le calcul des valeurs propres. Commengons
par le cas simple déja vu au paragraphe précédent ot la matrice A est diagonalisable.

Proposition 4.56 Si A est diagonalisable, D = P~ AP avec D = diag()\;) matrice diagonale des
valeurs propres et P matrice inversible dont les colonnes sont formées de vecteurs propres, alors :

At — pePtp=1 = pPdiag(e*')P~!, Vt R, (4.18)
les \; étant comptés autant de fois que leur multiplicité.

(Le calcul de la résolvante et & 'aide de (4.18) cotite donc le prix d’une diagonalisation.)

Preuve. On a tA = tPDP~! = P(tD)P~! avec tD = diag(t)\;) diagonale. D’ou et =
> &(P@D)P~1* PetDP I avec etd‘ag( i) = diag(e*?). Dot le résultat. n

Remarque 4.57 Une autre résolvante avait été trouvée avec la proposition 4.13 page 20. .

On peut noter un résultat simple avec les exponentielles de matrice (la démarche sera utilisée
lorsque A n’est pas diagonalisable).

Proposition 4.58 Pour ¢ € K™ (vecteur constant), t € R et A matrice constante, on a :

1) eMt=eMT et donc eM'E=eME, et

(4.19)
9) Al = ML o done Al = MeAADIG,
En particulier, si U est vecteur propre associé a la valeur propre \ alors e(A=tg = i

AT=X0 = A Mig=y.

Et on retrouve le résultat de la proposition 4.13 : si A est diagonalisable, ses valeurs propres étant
notées \; associées aux vecteurs propres v;, alors des fonctions de base indépendantes solutions de

7' = AZ sont données par les G;(t) = e itv;.
Preuve. 1- est trivial : Y 0" 241 =30 AT

Et 2- car It commute avec toute matrice et en particulier avec At et avec (A — \I)t, d’ou avec
le 1- : eAt = eMEH(A=ADt _ At (A=At

Puis, si ¥ est vecteur propre associé & la valeur propre A alors t(A—\I).% = 0 et donc eA=2Dty =

1.7=1.
Et une résolvante est donnée par R(t) dont les colonnes sont les e*G; dés que les vecteurs ¢;
forment une base de R™ (ce sont des solutions et le wronskien en t = 0 est non nul). Résultat en

particulier vrai si on prend les & = ; pour lesquels ev; = e}it7, .

4.6.3 Cas A non diagonalisable

On regarde le cas ou la matrice A a une valeur propre multiple de degré v > 2 associée & un

espace propre de dimension p < v — 1. On s’intéresse toujours aux solutions du systéme homogéne
o o
¥ =A4Z
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34 4.6. Exponentielle de matrice et application au cas A non diagonalisable

11

0 1

A1 = 1 de multiplicité v = 2 associé a Pespace propre K1 = Ker(A — I') = Vect{€;} (sous-espace

vectoriel engendré par le premier vecteur de base de K?2). Et u = dim(K;) = 1 < v = 2 et on ne
t

Exemple 4.59 Cas du systéme différentiel 7/ = AZ ou A = < : A a pour valeur propre

dispose avec les résultats précédents que de la solution @ (t) = efe] = 80 >
Pour avoir la solution générale du systéme différentiel ' = AZ il manque une fonction @
solution indépendante de @1 (I’espace des solutions est de dimension n = 2). .

L’idée pour trouver les v — u solutions manquantes est de voir si par hasard une fonction e4?.if

ne serait pas simple & calculer pour certains vecteurs ¢ (on rappelle que la matrice R(t) = et est
une résolvante et que toute solution est de la forme @(t) = eAt.7)).
C’est déja le cas pour les vecteurs propres ¥; asociés a la valeur propre \; puisqu’on a vu que

et = ety (car ety = eMite(A= XDy et e(A=MDLE — 47 voir proposition 4.58).
On admet le théoréme suivant :

Théoréme 4.60 Pour A matrice donné, soit P(\) = det(A — AI) son polynéme caractéristique
décomposé (dans C) sous la forme :

PA) = =A)" o (A=), riH . T, =N (4.20)

On a pris ici les \; deux a deux distincts : les \; sont les valeurs propres de multiplicité r;. Alors
notant E; = Ker(A—X\I)" on a :

dim(E) =7, et K'=E\®...® E,. (4.21)

(Donc K™ est la somme directe des sous-espaces E; et il suffit donc d’avoir une base de chaque
sous-espace E; pour avoir une base de K™.)

En particulier (A — \;I) restreint au sous espace F; est nilpotent d’indice r;, i.e. pour tout
Ui € E; on a (A— \I)"y; = 0 (par définition de E;), et pour §; € E; on a :

Ti—1

q _ tk .
Mgy =My (A= AD G (4.22)
k=0

(somme finie.)

Preuve. Admis. Voir par exemple Avez [3], appendice 5, pour la démonstration de (4.21). Idée :

La démonstration de (4.21) vient de (4.19) avec t = 1, & savoir e = e*ieA=2! et, pour 4; € E;
et k>, de (A— \I)*4; = 0 (par définition de E;). On aura au prélable noté que 1’espace propre
Ker(A — A\ I) est inclu dans E;, puisque si (A — A\, I)y = 0 alors a fortiori (A — A\;I)™¢ = 0 pour
T 2 1.

Et la démonstration de (4.22) est alors immeédiate : on a et = erite(A=AiD)t ot
) - ri—1 ¢k . 0o
eA=ADtg, = k=0 %(A — XNy + > her; 05
car par définition de E;, si k > r; on a (A — N\, 1)*5; = (A — N\ D)* " (A — N\ I)"ig; = 0. uh

On en déduit les solutions du systéme différentiel 2’ = Az :

Proposition 4.61 Si \; est valeur propre de A associé au vecteur propre ;1 alors la fonction
définie sur R par @i (t) = e 'y est solution du systéme différentiel homogéne.

Si A\; est valeur propre de multiplicité v; associé a Pespace propre Ker(A— \;I) de dimension p;,
on trouve ainsi yi; fonctions indépendantes G, = e '{iy, pour k = 1,...,p; ou les (Yik)k=1,...n
forment une base de Ker(A — \;I).

Si Ker(A — M\ 1) est de dimension p; < v; (cas A non diagonalisable), et, posant {1 = p; + 1, si
Yie, est un vecteur tel que :

i

(A — Ai1)2g¢g1 =0 et (A - Aif)ﬂwl #£0,
alors la fonction vectorielle B, (t) = e**§jip, (solution de (4.17)) est calculée simplement par :
Biey (t) = M (1 + (A = ND)) e, (4.23)

et cette solution est indépendante des J;, pour 0 < k < pu;. Et cette solution, étant a valeurs
dans FE;, est indépendante des fonctions solutions associées & un vecteur propre \j # A;.
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35 4.6. Exponentielle de matrice et application au cas A non diagonalisable

Si p; +1 = v; on a une famille de v; solutions indépendantes relatives a la valeur propre \;.
Sinon on calcule par récurrence : on pose £y, = u; + k et :

(A= XD, =0 et (A= XD, #0, pourl <k <y — p,
et on obtient ainsi v; — u; fonctions solutions associées a \; :

(A — N I)ktk
k!

toutes les fonctions ainsi définies formant une famille indépendante.

Bo, (1) =T+ (A= NIt + ... + N

Preuve. Sachant que e est une résolvante, eA* est une fonction vectorielle solution de &’ = AZ.
Et si (A—\I)%7 = 0 alors (A—\I)*§ = 0 pour tout k > 2 et donc : et = (T4 (A—N)t+0)7,
d’ot le calcul simple de @iy, .

Il reste & voir si @y, est une fonction indépendante des fonctions e*i'7;, pour k = 1, ..., y;. Mais
ent =0, Gig, (0) = Gie, & Ker(A — \;I) (sinon e, serait vecteur propre). Et donc G, est bien
indépendante des e oul & est vecteur propre associé a \;.

Et la récurrence est immeédiate. .
. . s . N S 11
Exemple 4.62 On considére le systéme différentiel homogeéne ¥’ = AZ ou A = 0 1) La
valeur propre A\; = 1 est multiple d’ordre 2 associée a 1’espace propre Vect{e;} de dimension 1, et
t
e

on ne connait qu’une fonction propre @ (t) = eté; = 0

Pour en trouver une seconde, on calcule (A—1)2. Ici (A—1)% = 0 (la matrice A— I est nilpotente
dans R?), et donc tous les vecteurs § € R? satisfont & (4 — )27 = 0. On prend un ¥ indépendant
de €1, par exemple § = €5 (second vecteur de base), d’otl une seconde solution :

a0 =crr@-no()=e (1) Eeta=aerra.

t t
Une résolvante est donc donnée par R(t) = <% t:t ), et la solution générale par c¢171(t) +
coP2(t) = R(t)¢ pour ¢ = (21> quelconque dans K". un
2
1 1 0
Exercice 4.63 On considére le systéme différentiel homogeéne @’ = AZou A= (0 1 0 ].La
0 0 1

valeur propre A; = 1 est multiple d’ordre 3 associée a I’espace propre Vect{€}, >} de dimension 2,
et on a deux fonctions propres @1 (t) = e'e] et Fa(t) = e'és.

t
Montrer qu’une troisiéme solution (indépendante) est donnée par F3(t) =€t | 1 a
0
1 1 0
Exercice 4.64 On considére le systéme différentiel homogéne 7’ = AZ ot A= [0 1 1 |.La
0 01

valeur propre A\; = 1 est multiple d’ordre 3 associée a I’espace propre Vect{é;} de dimension 1, et
on ne connait qu’une fonction propre @ (t) = e'é.

t t2
Montrer que 2 autres solutions indépendantes sont données par e/ [ 1 | et et | ¢ .
0 1
4 1 3
Exercice 4.65 Résoudre ' = AZ pour A= | 0 4 1 | : montrer que la solution générale est
0 0 4
1 t 3t + 512
donnée par cie®® [ 0 | +coe*t | 1 | +czet t , et écrire une résolvante (on vérifiera que
0 0 1
(A—4I)3=0). o
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36 4.7. Equations différentielles d’ordre n & coefficients constants

21 0 3
. . - o 0 2 1 1
Exercice 4.66 Résoudre ' = A% pour A = 00 2 4
0 0 0 4
1 9 t ?/2
~ . - 2 2 2t 0 4t 6 2t 1 2t t L]
Réponse. Des solutions indépendantes sont données par e ol € g | € ol ¢ 1 --
0 4 0 0

Remarque 4.67 En particulier sur F;, toute solution est de la forme :

p1(t)

P ()

ou les p; sont des polynémes de degré < r;. Mais toutes les @(¢) ci-dessus ne sont pas solutions :
seules celles correspondant au théoréme ci-dessus le sont, le nombre de coefficients indépendants

devant étre égale & r; alors que le vecteur ci-dessus est écrit pour nr; coefficients. un
1 5 -2 6
0 3 0 4
. A =l = s _ ]
Exercice 4.68 Résoudre ¥’ = A.Z ol A = 03 0 4 on
0 0 0 1
Exercice 4.69 Résoudre le systéme différentiel :
. 0 2 1 . et
F=AZ+b oun A=|-1 -3 -1 et bt)=1|( 0 |. (4.24)
1 1 -1 0

Exercice 4.70 Résoudre le systéme différentiel :

2 5 6

¥F=AF ou A=|0 8 9

0 -1 2

| |
Exercice 4.71 Résoudre le systéme différentiel :

. 1 -3 0 . te—2t 6
¥ =AF+b on A=|3 -5 0 |, b=|[ te? |, FO)=|2
4 7 =2 t2e2t 3

4.7 Equations différentielles d’ordre n a coefficients constants
4.7.1 Rappels

On applique les résultats du paragraphe précédent aux équations différentielles d’ordre n écrites
sous la forme :
y™ a4 a1y +any =b, (4.25)

ou les a; sont des constantes (pour 1 <i <mn) et b: R — K est une fonction continue.
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37 4.7. Equations différentielles d’ordre n & coefficients constants

Cette équation s’écrit aussi comme :

Y
y/
y(n) = ( —0p —Ap-1 ... —01 ) . : + .
y(n_l)
On pose :
T1=Y, 0 1 0 0
o=y (=2}), 0 0 1 0 0
, A= : , b=1:1, (4.26)
0 0 1 0
ea=y " (=) SR ’
et on se raméne & un systéme différentiel d’ordre 1 :
i = AT +b. (4.27)

Et on sait donc résoudre un tel systéme : on peut calculer Z, donc en particulier 1 = y qui est la
solution cherchée.

Proposition 4.72 Si ¥ = (z1, ..., x,) est solution de (4.27), alors y = x1 est solution de (4.25).
Et réciproquement, si y est solution de (4.25), alors & = (y,v/, ...,y" ') est solution de (4.27).

Preuve. Posant y = z1, les n—1 premiéres équations du systéme (4.27) donnent séquentiellement

y = =y, puis ..., y"~V) =/, = x,, et la derniére équation donne (4.25).
Réciproquement, ¢’est immédiat (par construction de ). un

Définition 4.73 Le polynéme caractéristique de (4.25) est le polynéme défini par :
PO = A"+ o A" P an A+ ay. (4.28)

On rappelle que ce polynéme caractéristique est obtenu quand on cherche une solution de la
forme y = e a I’équation homogéne (4.25) (donc quand b = 0).

Proposition 4.74 Le polynéme caractéristique est aussi donné par, avec A donné par (4.26) :
P(X\) = det(A — AI). (4.29)
Preuve. Démonstration par récurrence. Notons A, la matrice A dans le cas R™. On développe le
déterminant de A,, — AI,, par rapport & la premiére colonne : on obtient :
det(A, — \I,) = =Adet(A,_1 — M,_1) + (=1)" "1 (=ay,),

ie. det(An — M) = —AP(An_1) + (=1)"a, = P(N).

Exemple 4.75 Pour n = 2, on considére y” + a1y’ + asy = b soit ¥ = (—as —aq1). (yy,) + b.

= - ! -
On pose { %/ b puis b = (2), d’ou <i}) = ( (()1 2 ) (;1) + b, qui s’écrit bien sous
Yy = T2, 2 —az —ap 2

la forme & = A.7 + b.

On peut alors résoudre ce systéme, i.e. on calcule z; et x5, donc on connait la solution z1 =y
cherchée.

Réciproquement, partant du systéme différentiel (4.27), on a 2] = x5 dou zf = z}, d’ou
xf = —agw1 — a1xa + b = —agxy — a1x} + b ce qui est 'équation en x; = y annoncée. uh
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38 4.7. Equations différentielles d’ordre n & coefficients constants

4.7.2 Equations différentielles homogénes d’ordre n a coefficients constants

On s’intéresse pour commencer & I’équation homogéne associée :
Y™ 4 a4 a1y 4 any = 0. (4.30)

Cette équation s’écrit aussi comme le systéme (4.27), ol on a posé b=0.

Pour résoudre (4.30), on ne s’intéresse en fait qu’a la premiére composante z; de & solution du
systéme différentiel homogéne associé a (4.27) : on va s’intéresser a une méthode plus simple de
calcul de fonctions solutions.

Comme le systéme différentiel (4.27) admet une solution générale dans un espace de dimen-
sion n, 'équation différentielle (4.30) (équation en x1) admet une solution générale dans un espace
vectoriel de dimension au plus n : si Z(t) = 37, ¢;F;(t) ot les @ sont des fonctions indépen-
dantes, I'équation différentielle (4.30) admet pour solution générale y(t) = x1(t) = 37, cipr;(t)
(ou les ;; sont les composantes de @;).

On va montrer qu’en fait, ’équation différentielle (4.30) admet une solution générale dans un
espace vectoriel de dimension égal & n.

Pour cela on introduit le polynéme caractéristique :

P(X\) =det(A — \I).
Exercice 4.76 Montrer avec A donnée dans (4.26), en développant le déterminant par rapport a
la premiére colonne (puis calcul par récurrence), que :
PA) = X"+ N 4 an_ 1A+ ap.

C’est I’expression usuelle du polynome caractéristique, dont I'obtention formelle se lit avec (4.30)

ot les dérivations y*) sont transformées en monoéme \*, pour k = 0, ..., n. un

P est de degré n, donc est de la forme :
PN ==X )" .= )™, L. Ty =0, (4.31)
ou les \; sont les racines (complexes) de P distinctes 2 & 2 et de multiplicité respectives r;.
Exemple 4.77 En déduire que si les racines de P sont toutes simples, alors la solution générale

de (4.30) est donnée par ¢(t) = Y1 | azeMit, résultat déja vu. Le théoréme suivant traite le cas
général (cas éventuel de racines multiples). ua
Théoréme 4.78 Si le polynéme caractéristique s’écrit P(\) = (A—\;)™, alors \; est racine de mul-
tiplicité n et I’équation différentielle (4.30) admet n solutions (ix)k=1,...» indépendantes données
par :

Lpil(t) = ekit, gﬂig(t) = te)‘it, - ,Spin(t) = "Lt (432)
(Donc, pour une équation différentielle d’ordre n, I'espace Ker(A—\;I) est toujours de dimension 1,

quelque soit la multiplicité de la valeur propre \;.)
Et si le polynéme caractéristique est donné par (4.31), la solution générale de (4.30) est donnée

par :
m T
o(t) = Z Z i, thi et

i=1 k;=1
ou les n valeurs «y, sont des constantes quelconques (dans C).

Preuve. On commence par noter que toute solution est C'°°, car A est une matrice constante.
On note D l'opérateur de dérivation défini sur I'espace C*° par D(y) = ¢/, puis D> = Do D

Uopérateur de dérivation seconde et D™ = Do D"~ ! opérateur de dérivation d’ordre n. L’équation
différentielle (4.30) s’écrit alors :

Dny + aanfly +...+a,_1Dy+a,y=0.
Et on note P(D) lopérateur de dérivation défini sur 'espace C* par :
P(D)=D"+a;D" " +...+an_1D+a,.

On a immeédiatement :
P(D)=(D—X)"...(D—=X\p)"™.

(La notation produit correspond ici & la composition.) En effet, développant le second terme, on
trouve pour coefficient des D* les coefficients des A\* du polynome caractérisque dont les deux
formes sont écrites en (4.31).
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39 4.7. Equations différentielles d’ordre n & coefficients constants

On doit résoudre P(D)(y) =0, i.e. :
(D—=X)" . (D= Am)™(y) =0
Intéressons-nous au i-éme terme :
Py(D) = (D —X\)"

Il est clair que si pour une fonction f donnée P;(D)(f) = 0 alors P(D)(f) = 0, car les opérateurs
de dérivation (D — \;)" commutent entre eux.

1- On va montrer que les fonctions t*e*i pour 1 < k < r; — 1 satisfont & P;(D)(tFerit) =0, i.e.
que pour tout polynéme ¢; de degré < r; — 1 on a P;(D)(q:i(t)e*?) =0 :on a:

(D= A)@(0M) = D™ = Aa:((e) = D] +0
et par récurrence :
P,(D)(gi(t)e™") = (D = X)) (ai(t)e™*) = [D™ qu(t)]e™*

Mais ¢; est par hypothése de degré < r; — 1 et donc P;(D)(gi(t)e?) = 0. On a donc bien vérifier
que les fonctions therit pour 1 <i<met1l<k<r; —1sont solutions de (4.30).

2- 1l reste & montrer qu’elles sont indépendantes : donnons-nous des constantes oy, telles que :

m T

Vit € R, Z Z aikitkieh"’t =0.

i=1k;=1

Il s’agit, de montrer que les a;g, sont tous nuls. Il est équivalent de montrer que, si les p; sont des
polynomes de degré < r; — 1 vérifiant :

Zpi(t)e’\"t =0, VteR
i=1

alors les polynomes sont identiquement nuls. On va le montrer par récurrence. S’il y a une seule
racine notée \; (donc multiple d’ordre n), on a p; (t)e*1* = 0 pour tout ¢t € R, donc p;(t) = 0 pour
tout t € R, donc p; est le polyndéme nul. S’il y a 2 racines on doit montrer que, avec § = Ag— A1 #0:

pi(t) +pa(t)e’t =0, VteR
En dérivant r; fois, p; étant de degré < r; — 1, il vient :
0+ D" (pa(t)e™) = 0= (8" pa(t) + 1" ph(0) + ... 4™ (1)

d’ott B pa () +7r18™ 2ph(t) +. . .—|—pg1) (t) =0 d’ot p2 = 0 (en effet, par identification des termes de

plus haut degré, on obtient que le coefficient de ce terme doit étre nul, donc le coefficient du terme

de plus haut degré de ps est nul). (Calcul éventuel annexe : D" (p2(t)e?t) = [>°) _, (ﬁ)ﬁkpg’_k)]em.)
Puis on fait 'hypothése de récurrence :

m—1

Z pi(t)ert =0, VteR

i=1

implique que les p; sont tous nuls dés qu’ils sont respectivement de degré < r; —1. Et on considére :
m
Zpi(t)eA’?t =0, VteR ou d°(p;)<ri—1, Vi=1,...m,
=1

i.e., notant y; = A; — A (#£0) :

Alors, en dérivant r,, fois, il vient :

m—1

ST Rt =0, VEER on Pi(t) =l pi(t) + ray TP + (1)

i=1
et les P; sont tous des polynémes et ¢ de degré < r; — 1. Par hypothése de récurrence, les P; sont
identiquement nuls, et donc les p; sont identiquement nuls (voir calcul précédent, les 8; étant non
nuls). e
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40 4.7. Equations différentielles d’ordre n & coefficients constants

Corollaire 4.79 Pour le systéme différentiel &’ = AZ (ot A est donné par (4.26) et b = 0) associé
a (4.30), si \; est valeur propre de A— I de multiplicité r;, on dispose de r; solutions indépendantes
données par :

e)\,;t

1= : (4.33)
Aie)\it

Exemple 4.80 Pour n = 2, on considére vy’ + a1y’ + asy = 0 pour a1 et ay dans C. Donner la
solution générale lorsque le polynéme caractéristique P a 2 racines distinctes, et lorsque P a une
racine double. Dans le cas oil a; et as sont 2 réels, on donnera la solution générale sous forme de
solutions réelles (lorsque les racines du polynome caractéristique sont complexes, on donnera une
solution en cosinus et sinus). a

Exemple 4.81 Soit a résoudre 'équation différentielle (d’Euler) homogéne :
2y (t) + aty' (t) + by(t) = 0.

Se restreindre a t €]0, co[. Poser t = e° et z(s) = y(t), et montrer que z est une fonction qui vérifie
une équation différentielle du second ordre & coefficient constant. Résoudre I’équation en z trouvée,
et en déduire la fonction y cherchée. un

Pik(t)
. . P (1)
A i fixé et k € [1, 7], pour un des ¢;, donnés dans (4.32), on note @ (t) = )

a0

Corollaire 4.82 Si le polynéme caractéristique s’écrit P(A) = (A — \;)"™, alors les fonctions
(Bik)k=1,....n sont n solutions indépendantes du systéme différentiel associé (4.27).
Et si le polynome caractéristique est donné par (4.31), alors les fonctions (B;x) i=1,....m sont n
T

solutions indépendantes du systéme différentiel associé (4.27).

Preuve. Cas d'une seule valeur propre \; de multiplicité n. Alors que @1y, est solution de ¥’ = A.Z
car 1y est solution de (4.30), voir proposition 4.72.

Puis le wronskien vaut w(0) = det[(F;1/(0)) ... (Fin’(0))]. C’est le déterminant d’une ma-
trice triangulaire inférieure dont tous les termes diagonaux sont non nuls : le j-éme terme de la
diagonale vaut (j—1)!. Donc w(0) = II!'2;' (j!) # 0 et les solutions sont indépendantes, i.e. R(t)
matrice dont les colonnes sont les F;(t) est une résolvante.

Puis si le polynéme caractéristique est donné par (4.31), la matrice R(¢) dont les colonnes
sont les F;1(t) est une résolvante : on groupe les colonnes en fonctions des valeurs propres, chaque
groupe de colonnes est constitué de fonctions indépendantes (voir début preuve), et les différents
groupes de colonnes sont constitués de fonctions exponentielles d’exposant A; tous différents.  oa

4.7.3 Equations différentielles non homogénes d’ordre n a coefficients constants :
variations des constantes

On considére 1'équation diftérentielle (4.25).

On la met sous la forme du systéme différentiel d’ordre 1 (4.27), et la solution y cherchée est
donnée par y = x7.

Et dans le cas d’'un systéme différentiel d’ordre 1 on sait trouver une solution particuliére &
Paide de la méthode de variation de la constante (constante vectorielle) : si R(t) est une résolvante,
une solution particuliére g, est cherchée sous la forme

@p(t) = R(1).C(t),

et c’est ¢(t) qu’on cherche, i.e. les n fonctions ¢;(t) pour i = 1,...,n (les composantes de ¢).
Le corollaire 4.82 nous donne une résolvante particuliére R(t) =50 ((3;) ... (¢,)). Dot :
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41 4.7. Equations différentielles d’ordre n & coefficients constants

=1,...

(4.34)

PP 4+ eI (8) = b(1),

une solution particuliére de P'équation différentielle d’ordre n étant alors donnée par pp(t) =
e1(t)er(t) + ... 4 pn(t)en(t).

Preuve. Notons @,(t) = R(t).¢(t). On cherche &(t) telle que @,(t) soit une solution particuliére
(possible car une résolvante est inversible). De 7}, = A.<,5P+get de R’ = A.R, on déduit R(t).¢'(t) =

b(t), ce qui est le systéme (4.34). ua

Cas particulier des équations différentielles d’ordre 2 : on peut tout faire “a la main”.

Notons A; et Ay les racines du polynéme caratéristique, et notons o1 (t) = e M? et, soit o(t) =
ert gi N\ % A9, s0it @o(t) = teM? si Ay = )\o. Les fonctions p1 et @9 sont donc deux solutions
indépendantes de ’équation différentielle d’ordre 2. Alors :

Lemme 4.84 Pour une équation différentielle d’ordre 2, pour le systéme différentiel associé, les

deux fonctions @ (t) = (g,l 8) et Go(t) = (i?gg) sont 2 solutions homogeénes indépendantes.
1 2

. . . . - Lt -
Preuve. Premiére démonstration. On vérifie Passertion : on a @1/ (t) = (99,1,&3 > etona A.g1(t) =
1

0 1 p1(t) ) _ ¢1(t) e
(_a2 —a1> ((p/l(t) =\ Caspr(t) —argl (1) ) Et comme ¢, vérifie I’équation différentielle,
on a donc bien @’ = Ag;. Méme calcul avec Js.

. . . 1 1 .
Et on vérifie que ces solutions sont indépendantes : en ¢t = 0 on a w(0) = det < IV ) si
1 A2

! 0) si A1 = A2. On a bien w(0) # 0 dans les deux cas. =

A1 # A2 et w(0) = det ()\1 1

Preuve. Deuxiéme démonstration : on calcule & la maniére des systémes différentiels les solutions.
0

. . . P 1 .
Le systéme différentiel homogéne considéré est (4.27) oub=0et A = ( a u ) . Le polynéme
—az —a1
caratéristique est P(\) = A2 + a1\ + ag, de discriminant A = a? — 4as.

1- Si A # 0, les racines A\; et Ao sont distinctes, alors les vecteurs propres associés vérifient,
pour k=1,2:
Az +y=0.

. N 1 . o
On peut donc prendre pour vecteurs propres indépendants vy, = <)\ >, d’ou les solutions @ =
k

Ktig, — (Pk(t)
' (W)

2- Traitons le cas A = 0 et a3 # 0 donc XA # 0 et az # 0. On est dans le cas ol a? = 4ag, et
donc Ay = —%- et A\] = ap. Donc et A = < 0 1 > et A—\I= (Al 1 >

) annonceées.

-2 2\ A M
" s C o 1
Un vecteur propre v; associé vérifie encore —A\jz+y = 0, et on peut encore choisir v, = A )
1
. t)
d’ot1 la solution @ (t) = ety = <%01( )
Al P (1)
Et ici By = Ker((A — \11)?) = R?, et on peut donc choisir par exemple un vecteur 7 = (1) ,

s .o _, t t
associé & la solution @y = eMU(I + (A—\{1)t)Ty = eMt? <1 n A1t> = (:‘28 >
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D’ou le résultat. s

On en déduit le calcul pratique d’une solution particuliére :

On note A\ et A2 les racines du polynome caratéristique, et si Ao # A1 on note pp1(t) =€
et pna(t) = et et si Ao = A1 on note g (1) = eM? et pga(t) = te*2!. On cherche une solution y,
sous la forme y, = vn1(t)c1(t) + pna(t)ei(t) ot ¢q et co sont des fonctions inconnues.

Alors :

At

Corollaire 4.85 Les fonctions ¢y et co peuvent étre choisies vérifiant, pour tout t € R :

{ @1(t)ey (t) + @a(t)
1

c(t) =0,
()L () + o (t)en(t) = b

(t),

une solution particuliére de l'équation différentielle d’ordre 2 étant alors donnée par ¢,(t) =
p1(t)er(t) + pa(t)ea(t).

(4.35)

Preuve. On applique le lemme précédent : on cherche une solution particuliére du systéme ' =
A.Z + b. On fait varier la constante vectorielle &= (21 ), i.e. on cherche une solution particuliére
2
sous la forme @,(t) = R(t)&(t). Et on prend comme résolvante, celle donnée a 'aide des solutions
trouvées dans le lemme précédent R(t) = (F1(t) F2(t)) ot donc la premiére composante de F1(t)
est p1(t) et la premiere composante de Fa(t) est o (t).
Et la solution particuliére du systéme différentiel associé vérifie pour ¢ :

R(t)Z'(t) = b.

Et ces deux équations donnent immédiatement (4.35). ua

Corollaire 4.86 On en déduit (cas des équations différentielles d’ordre 2) :

B 1 R LR 10 N
0= | A mAm Y = | e - amAe

d’oi1 une solution particuliére p,(t) = c1(t)p1(t) + ca(t)p2(t).

5 Equations différentielles non linéaires autonomes

5.1 Introduction

On rappelle qu’'une équation différentielle (linéaire ou non) est de la forme dans E espace de
Banach :

' = f(t,x).

On ¢’intéressera plus particuliérement aux systémes différentiels, i.e. au cas ot £ = K", I’équation

—

ci-dessus étant écrite avec les notations usuelles &' = f(¢, %) :

oy = filt, 1, ..., 20),

x/n = fn(taxh cee 71'71)»

ot les f; pour 1<j<n sont des fonctions & valeurs scalaires qui ne sont pas supposées linéaires en
les z;. On les supposera localement lipschitziennes sur I x B C R x K™, ou I est un intervalle de R
et B un ouvert borné dans K™, ce qui donnera I’existence et I'unicité locale de la solution une fois
une condition initiale (to, %) € I x B donnée (la solution devant satisfaire a Z(to) = Zo).
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5.2 Equation différentielle autonome, systéme différentiel autonome

Définition 5.1 On appelle équation différentielle autonome une équation différentielle pour la-
quelle f ne dépend pas du temps : f(¢t,z) = f(x). C’est donc un équation différentielle de type :

¥ = f()

On appelle systéme différentiel autonome un systéme différentiel pour lequel f ne dépend pas du
temps :

—

i = f(2) (5.1)

|

Exemple 5.2 2’ = 22 est autonome mais pas #’ =t ou 2/ = £. .

Exemple 5.3 Le systéme prédateur-proie :
{ Ty = ary — brimy

Th = cr1T9 — ko

est autonome. C’est un systéme prédateur-proie lorsque a, b, ¢ est k sont > 0, et il sera étudié en
détails. on

Exemple 5.4 Le pendule y” = —ksin(y) s’écrit comme systéme différentiel autonome :

) =19
xh = ksin(zy)
]

Pour les petits mouvements, il est approché par un systéme linéaire car dans ce cas sin(z1) ~ 1. da

Définition 5.5 (Espace des phases.) Les variables étant (¢, %) € I x B avec B C K", 'espace des

phases est 'espace K™ (’espace des )

Définition 5.6 (Trajectoire ou orbite.) Si ¢ est solution du systéme différentiel (5.1) pour la
condition initiale (¢g, Zp), son image {Z € K™ : 3t € I, ¥ = J(t)} est appelé trajectoire (ou orbite)
du systéme différentiel (cette trajectoire contient le point Zp). C’est un sous-ensemble de Pespace
des phases.

Exemple 5.7 Soit le systéme différentiel :

!
xry =1 + T2,
IIQ = 21‘1.

C’est un systéme différentiel autonome (linéaire), de solution sur R :

{ z1(t) = cre™t + cpe?,

To(t) = —2cie”t + cpe?t.

L’espace des phases est R? et les différentes trajectoires sont données pour les différentes valeurs
de ¢1 et co. Par exemple, pour ¢;=0 et co#£0 la trajectoire est une demi-droite de vecteur directeur

()

Proposition 5.8 Pour un systéme différentiel autonome, si ¢ est solution sur I, toutes ses trans-
latées ¥ (t) = ¢(t + ¢) pour ¢ € R sont solutions sur I — c.

Preuve. Soit ¢ une solution sur I C R : ¢/(t) = f(e(t)) pour tout ¢t € I. Et donc, pour ¢ € Ret ¢
tel que t+c € I, il vient ¢'(t+¢) = f(p(t+¢)) pour tout t € I — ¢, i.e. ¥/'(t) = f((t)) pour tout
tel—c. un

Remarque 5.9 Cette proposition est bien stre fausse pour les systémes non autonomes : on a
alors @' (t +¢) = f(t + ¢, p(t+¢)), dou Y/ (t) = f(t + ¢, ¥(t)) # f(t,¥(¢)) en général. oa
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44 5.3. Stabilités et classification des points critiques

Définition 5.10 Lorsque I = R, lorsque deux solutions x et y sont translatées, i.e. z(t) = y(t+c¢)
pour un ¢ € R, on dit que leurs trajectoires sont translatées I'une de l'autre. Et si x arrive au
temps ¢t en un point P de la trajectoire, y arrive en P avec un retard de ¢ (arrive au temps t + c).

Proposition 5.11 Pour un systéme diflérentiel autonome, 2 trajectoires qui passent par un méme
point sont translatées I'une de Iautre.

Preuve. Soient ¢ et 1 deux solutions qui passe par le point P : on a donc ¢'(t) = f(e(t)),
P'(t) = f((t)), et il existe t1 et to tels que p(t1) = P et ¥(ta) = P, avec t1 # ta, sinon ¢ = 1.
Posons ((t) = ¢(t — (ta—t1)) pour tout ¢t € R. Alors ¢’ = f(¢) (proposition 5.8) et ((t2) =
©(t1) = P). Par unicité, ((t) = ¥(¢), et donc ¢¥(t) = @(t — (t2—t1)) : les solutions ¢ et ¢ sont
translatées. =

Corollaire 5.12 Pour un systéme différentiel autonome, soit une trajectoire n’a pas de point
double, soit une trajectoire est fermée (tous les points sont doubles).

Preuve. Il s’agit de montrer que si une trajectoire a un point double, alors elle est fermée (i.e. elle
est périodique), i.e. si elle passe en un point P & t1 et & to # t; alors en ty elle reprend la méme
trajectoire, i.e. elle est translatée. C’est la proposition 5.11 car on a une fonction ¢ qui vérifie

F(t1) = P = F(t2) = @(t2 — (ta—t1)) = P(t2) ot Y(t) = Gt — (ta—t1)).

Exemple 5.13 : contre-exemple : ce résultat est faux pour un systéme différentiel non autonome.

Par exemple :
1

/
xl = 7]71
t

1

:L‘IQ =T — gxg

La solution est immédiate : 21(t) = at sur R puis x5(t) = %t* + % pour t # 0. En particulier pour

2
a et b liés par a = % et b= %U on obtient la famille de solutions

1 3
(z1(t) = ¢, 22(t) = 5-t° — 35)
qui passent toutes par le point (17 0) pour t = ty sans pour autant que ces courbes soient translatées
les unes des autres. e

Définition 5.14 (Point critique.) Dans un systéme différentiel autonome, un point critique est un
point pour lequel f(z) = 0 (la vitesse en ce point est nulle, 2’ = 0).

Proposition 5.15 Pour un systéme autonome, en un point critique la solution y reste : si a tg

on a f(xz(tg)) =0 (et donc 2’'(ty) = 0) alors pour tout t on a z(t) = x(tg).

Preuve. Soit x¢ un point critique. La fonction constante x : ¢ — x¢ est trivialement solution de
x' = f(x) pour la condition initiale z(tg) = zo. Et si une solution passe par ce point & un instant
t1 C’est une translatée (systéme autonome). ua

5.3 Stabilités et classification des points critiques

Le probléme est de savoir si 2 solutions ‘proches’ & un temps to vont rester ‘proches’ (stabilité)
et si méme elles se ‘rapprochent’ quand ¢ — Foo (stabilité asymptotique).

Définition 5.16 Une trajectoire {F(t) : t € R} approche un point P = (a1, ...,a,)" ssi:
lim J(t) =P

t—too

On se limite dans la suite au cas 2-D.

Définition 5.17 Une trajectoire entre au point P = (Z), resp. sort du point P, ssi elle s’en
approche suivant une direction fixée quand t — 400, resp. quand t — —o0 :

w € R, ou bien lim M eR

ou bien lim .
t t—=+oo T2 (t) —_ b

(Au moins une de ces limites existe et est finie.)
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45 5.3. Stabilités et classification des points critiques

Définition 5.18 (Classification des points critiques.)

1- Un point critique P est un noeud ssi : ou bien il y a une infinité de trajectoires entrantes,
ou bien une infinité de trajectoires sortantes.

2- Un point critique P est un point selle ssi il y a 2 trajectoires entrantes et 2 trajectoires
sortantes, les autres trajectoires étant asymptotiques a ces 4 1a.

3- Un point critique P est un point spiral ssi chaque trajectoire s’approchant de P s’y enroule
en spiral quand t — Fo0.

4- Un point critique P est un centre ssi P est au centre d’une famille de trajectoires fermées,
aucune trajectoire n’approchant P asymptotiquement.

Définition 5.19 (Stabilité.)

1- Un point critique P est stable ssi pour tout R > 0 il existe » > 0 tel que si une trajectoire
est dans la boule B(P,r) & un instant t, elle reste dans la boule B(P, R) & tout instant ¢ > t;.

2- 11 est dit instable ssi il n’est pas stable.

3- Il est dit asymptotiquement stable ssi il est stable et de plus il existe p > 0 tel que toute
trajectoire qui est dans B(P, p) a tg s’approche de P quand ¢t —< 4o0.

Théoréme 5.20 Cas d’un systéme différentiel linéaire. Soit le systéme différentiel linéaire homo-
géne autonome :

avec ad—bc#0

Ty = axy + bro
xh = cx1 + dxg

8 est le seul point critique. Et si A1 et Ay sont les racines
du polynome caractéristique \*> — (a + d)\ + ad — be, alors :

1- P est un noeud ssi A1 et Ay sont réels de méme signe (A A2 > 0). Ce noeud est asymptoti-
quement stable ssi Ay < 0 et A2 < 0, instable sinon. (En particulier vrai si \y = A2.)

2- P est un point selle (instable) ssi A1 et Ay sont réels de signe opposé (A1Aa < 0).

3- P est un point spiral ssi \; = \g est non réel, stable si Re(\1) < 0 et instable si Re()\) > 0.

4- P est un centre ssi A\ = Ay est un imaginaire pur.

ou a, b, ¢ et d sont réels. Alors P =

Preuve. Noter que ’hypothése ad — bc # 0 implique A1 # 0 et A2 # 0 car ad — bc = A1 A2. On va
traiter 'un aprés Pautre les cas A diagonalisable et A non diagonalisable.

a

Supposons A = (c diagonalisable : on note A; et Ay ses valeurs propres associées aux

b
d
vecteurs propres indépendants @ et @. La solution générale est alors donnée par @(t) = cie o) +
2™t Ty ol ¢1 et ¢ sont deux réels quelconques si A1 et Ao sont réels, et sont deux complexes
quelconques si \; est complexe (auquel cas Ao = Ap).

1- Cas A1 et Ag réels, et quitte & les renuméroter, Ay < Ao

11- 0 < A1 < Az : au voisinage de t — —o0, la solution satisfait & lim;—, _ ||@(¢)|| = 0 et donc
toutes les trajectoires approchent P quand ¢t — —oo. De plus, elles s’en approchent asymptotique-
ment suivant les directions ¥ ou ¥, i.e. elles sortent de P : P est un noeud.

12- A\ < A2 < 0 : au voisinage de t — oo, la solution satisfait a lim; o ||F(¢)|] = 0 et
s’approchent de P suivant les directions ¢ ou ¥s2, et donc toutes les trajectoires entre dans P :
P est un noeud.

13- A1 < 0 < X2 : toute solution telle que ¢; # 0 et ¢y # 0 est asymptote & F1(t) = cret;
au voisinage de t = —oo est asymptote & B(t) = coe™2!v, au voisinage de t = 400 : P est un point
selle.

2-Cas A\ € R: A\ = a+if et \y = A\ avec a et (3 réels. Alors si F)(t) = e v et
Pa(t) = ety sont les solutions complexes associées, les solutions réelles sont données par @ =
(G + B2) + Cg%(ﬁﬁl — Pa) pour ¢; et ¢y réels.

Les mémes étapes qu’au point 1- ci-dessus permettent de montrer les points 3- et 4- du théoréme.

A

Supposons A = (CCL Z) non diagonalisable : A\; = A2 (racine double donc réelle). De

plus supposons A de la forme <6\ §)\>, avec b # 0. La solution générale est donnée par

N o N C1 + Cgbt
glt) = e e

t — —o0, et si A < 0 toute solution tend vers 0 quand ¢t — 400, asymptotiquement & la direction

pour c; et co réels. Donc si A > 0, toute solution tend vers 0 quand
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46 5.4. Systémes différentiels presques linéaires

(1,0) dans les deux cas : 0 est un noeud, de plus immédiatement stable pour A < 0 et instable
pour A > 0.

Et si A n’est pas sous forme triangulaire supérieure, il existe une matrice de passage (inversible)
telle T' = P~1 AP soit de cette forme. On résout alors le systéme Z’ = TZ ou Z = PX pour laquelle
on a prouvé le résultat souhaité, et P étant inversible, X = P~'Z n’est qu'un changement de base :
les propriétés pour le point critique sont conservées.
ay + Bt

et donc
ag + 52t>
c’est bien le signe de A qui décide de la convergence vers 0 en ¢ = £oo et suivant la direction

(%)

Remarque 5.21 Dans le cas d’un noeud, la démonstration précédente montre que la solution
s’approche de 0 suivant au plus 2 directions déterminées. .

(On peut écrire aussi qu'une solution est a priori de la forme G(t) = e* (

Exemple 5.22 Donner la qualité du point critique du systéme différentiel :

Ty = 3z1 + 19
Th =11 + 312
Et donner les éventuelles directions asymptotiques.

(Réponse : noeud instable. 1 = ciett — coe?, 1y = cret! + cpe??) et les directions asymptotiques
sont données par les vecteurs (1,1) et (—1,1).) ua

Exemple 5.23 Donner la qualité du point critique du systéme différentiel :

) = —x1 + 322
xh = 2x1 — 219

Et donner les éventuelles directions asymptotiques.

Réponse : point selle (instable). x1 = cief — coe 4, x5 = 2¢1et — coe™ . et les directions asymp-
) 3 ; Yy

totiques sont données par les vecteurs (1, 2) au voisinage de +oco et (1,1) au voisinage de —cc.) df

Exemple 5.24 Donner la qualité du point critique du systéme différentiel :

x] =311 + 22
xh = —1321 — 329

Et donner les éventuelles directions asymptotiques.
(Réponse : centre (stable). x1 = ¢1 cos(2t) — co sin(2t), x2 = (2¢2 — 3c¢1) cos(2t) — (2¢1 + 3ez) sin(2t),

et il n’y a pas de direction asymptotique.) un

5.4 Systémes différentiels presques linéaires

On regarde les systémes autonomes de type (5.1) :

55/1 = fi(x1,72)
17/2 = fa(w1,2)

Définition 5.25 Ce systéme est dit presque linéaire si 0 est un point critique isolé, et s’il peut
étre écrit sous la forme :

{ xll :aI1+b$2+gl<x17x2) (5 2)

zh = cxy + dzo + go(x1, 22)

avec :
i 9 @nz) g2(z1,22)

= = i — =0
(21,22)=(0,0) \/2? + 23 (21,22)—(0,0) /2% + x5

(Le. g1(Z) = o(]Z]) = g2(Z) au voisinage de 0.) Et on appelle systéme différentiel linéaire associé le
systéme différentiel linéaire :

] = az1 + bxy

xh = cxy + dxo
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Exemple 5.26 Le systéme différentiel autonome :

{ x) = 371 + T3 + T170

rhy = —13x; — 3wy — 2%
est presque linéaire. De méme que le systéme prédateur proie :

{ Ty = axy — briwy

H= k
Ty = CT1T2 — RT2

I.I

Théoréme 5.27 On considére le systéme différentiel presque linéaire (5.2) avec ad — be # 0 (le
point critque 0 étant isolé). On suppose que g1 et g» sont C'. Et on considére les racines \; et
A2 du polynome caractéristique du systéme différentiel linéaire associé. Alors les solutions ont le
comportement suivant au voisinage de P = 0 (voisin du comportement correspondant au systéme
linéaire associé) :

1- P est un noeud lorsque \1 et Ay sont réels de méme signe (A1 A2 > 0) avec de plus A\ # Ao.
Lorsque \y = )2, P est soit un noeud, soit un point spiral.

2- P est un point selle ssi A1 et \y sont réels de signe opposé (A1 Ay < 0).

3- P est un point spiral lorsque \1 = Ay est non réel avec partie réelle non nulle.

4- Lorsque A1 = Ay € iR est un imaginaire pur, P est soit un centre, soit un point spiral.

Théoréme 5.28 (Stabilité : Théoréme de Liapunov.) Sous les hypothéses du théoréme précédent,
pour le systéme différentiel presque linéaire (5.2) :

1- SiRe(A1) < 0 et si Re(A2) < 0, alors P est asymptotiquement stable (applicable en particulier
lorsque A1 et Ao sont réels).

2- Sinon, i.e. Re(A1) > 0 ou si Re(A2) > 0, alors P est instable.

A Annexe : Lemme de Gronwall

A.1 Lemme de Gronwall

Rappel : La solution de I’équation différentielle du premier ordre & coefficients constant, a > 0
et k>0, pour ¢t € [0,T] :

¢ =kx+at, z(0)=0 (A.1)
est donnée par :
a
x(t) = ﬁ(ekt —1—kt). (A.2)

En effet :

1- une solution homogeéne (de “a’ = kz”) est xj,(t) = Coe*.

2- Et par variation de la constante, une solution particuliére (de “z’ = kx 4 at”) est donnée en
calculant C(t) telle que z,(t) = C(t)e*t, et une telle C(t) vérifie :

C'(t)e*t = at.

¢
C(t) = / are " dr = i(1 — ekt ktekt),
0

k2
par intégration par parties et en imposant C'(0) = 0.
La solution générale est donc z(t) = (zp, +zp)(t) =
il vient Cy = 0.
Notez que la solution homogene n’intervient pas, par choix de la condition initiale z(0) = 0 :
la solution cherchée est la solution particuliére x, trouvée, et est bien donnée par (A.2).

Coe" + & (eF* — 1 —kt). Et ayant z(0) = 0,

Le lemme suivant indique que pour l'inéquation variationnelle :
¥ <kzx+at, z(0)=0, (A.3)

la solution est majorée par la solution de I’équation différentielle (A.1), et la démonstration est
similaire (variation de la constante) :
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Lemme A.1 (Gronwall) Soient a > 0 et k > 0 deux réels et soit v : [0,T] — R une fonction C!
qui vérifie :
v(0)=0 et Vtel[0,T], v'(t)<at+ ko(t). (A.4)

Alors v est telle que :
a
.2

¥t e [0,T), w(t) <o (e —1 —kt). (A.5)

(N.B. : on vérifie, a I’aide de développement limité de e**, que le membre de droite trouvé est > 0.)

Preuve. On pose v(t) = C(t)e* sur [0, T]. Donc la fonction C satisfait sur [0, 7] &
C'(t) < ate ™.
Dot en intégrant sur [0, t], sachant que C'(0) = 0(= v(0)) :
! a
Ct) < /0 are " dr = ﬁ(l — ekt ke k),
et ceci est vrai pour tout ¢ € [0,T]. a

Corollaire A.2 (Gronwall) Soient a > 0 et k > 0 deux réels et soit u : [0,T] — R une fonction
continue qui vérifie :

Vi e [0,T], wu(t)<at+k /Ot u(T) dr (A.6)

Alors u est telle que :

Vte[0,T]), wu(t) < %(ekt ~1) (A7)
Preuve. On pose v fo T)dr, et v vérifie (A.4). On applique le lemme de Gronwall,
d’ou (A.5), d’ou pulsque par deﬁmtlon de v on a u(t) < at + kv(t) sur [0,7], il vient u(t) <
at + k(%er — & (14 kt)) sur [0, T], ce qui est le résultat annoncé. o

A.2 Généralisation du lemme de Gronwall
(Voir Reinhard [8].)

Exercice A.3 Soit ¢ une fonction continue sur [0,7] & valeurs réelles, et soient f et k deux
fonctions continues [0,7] — R avec k(t) > 0 sur [0, 7]. On suppose que ¢ est solution sur [0,7] de
I’équations intégrale :

o(t) < F(1) + / k(u)p(u) du.

Montrer qu’alors ¢ est majorée sur [0, 7] par :
¢ t
p(t) < f(t) +/ () f (w)elu ¥ dv gy
0

Indications : 1- poser 0(t fo u) du et donner I'inéquation différentielle satisfaite par 6.

2- Introduire le facteur mtegrant e~ fo k(“) du ot donner l'inéquation différentielle satisfaite par

n(t) =0(t)e” Jo k(w)du 3_Tntagrer et conclure. ua

Preuve. Posant 6(t fo u) du, on obtient inéquation différentielle :
0'(t) = k(t)p(t) < k(t)(f(t) +0(t), Vt€]0, T
Posant 7(t) = 0(t)e~ Jo @ dv op obtient 'inéquation différentielle :

7 (1) < k() f()e™ Jo H@du i glo, T,
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49 A.3. Lemme de Gronwall discret

D’ou par intégration (théoréme des accroissements finis), sachant n(0) =0 :
t
n(t) < / k(u) f(u)e™ o 4 qu, vt €]0,T.
Jo

D’ou pour ¢ €]0, 77 :
t
0(t) < elo k) “L/‘k(u)f(u)e_ﬁfkﬁﬂd”du

< / k‘ ej k(v) dvdu

Dot le résultat sachant ¢(t) < f(t) + 6(t) et toutes les fonctions continues. ua

Exemple. Cas particulier simple : cas ou f est croissante : montrer qu’alors :

o(t) < f(t)(1+/0tk(u)efut k(v) dv du).

Preuve. Dans ce cas f(u) < f(t) pour u € [0,¢]. oa

A.3 Lemme de Gronwall discret

Lemme A.4 Soient h > 0 et L > 0 donnés et soient (ax)ren et (bg)ren deux suites de réels
positifs telles que :
ap+1 < (1 + hL)ak + by.

Alors on a I'estimation sur ay, suivante, pour k € N* :

k—1
ap < aget +Zbie(k—i—1)hL.
i=0

Preuve. Sachant que ‘1 4+ z < e®’ pour x > 0, 'hypothése donne :

ars1 < eMay + by

On fait le changement de suite ay = e **Lay,, suite qui vérifie :
a1 < o + bk€7<k+l)hL
D’ou par récurrence :
k—1
ar < ag + Z bl‘e_(H_l)h’L,
i=0
d’ou le résultat. un

B Annexe : Dimension infinie et non continuité des applica-
tions linéaires

En dimension finie, les applications linéaires L : R™ — R"™ sont continues : en effet, si dans une
base donnée elles sont représentées par une matrice M de taille n * m, on a :

L(%) = M.Z, ViecR™,

et la continuité des applications linéaires est équivalente & la continuité sur la sphére unité {& €
™| 2| = 1}, et s’écrit :

Soit encore :
de > 0, VZ € R, ||M.Z||g~ < c||Z]

Rm .
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Mais M.Z =" x;M(:,j) oit M(:, ) est le vecteur j-iéme colonne de M, d’oit :

=1
ZHM DI =112 | Y (1M, )2

j=1,m
i=1,n

M| <D Ja | IM G, )] < 1]

Jj=1

Donc le ¢ de la définition de la continuité existe, & savoir par exemple ¢ = /> || M (i, 7)||?.
Par contre, en dimension infinie, les applications linéaires ne sont pas toutes continues.

Par exemple, plagons-nous dans ¢? I’ensemble des suites © = (z)gen- telles que Y [° 27 < oo
(ensemble des suites de carré sommable). On munit ¢? de sa norme ||z|[pz = ( Toxi)%
Pextension de R™ muni de sa norme euclidienne lorsque n tend vers I'infini.

Et on prend l’application linéaire L définie sur les vecteurs de base e; = (1,0,...), ea =
(0,1,0,...),... par L(ex) = key. Cette application est bien définie sur le sous-ensemble F C (2

défini par

, qui est

F = {(z1)ken- € 7 : ZkQ )z <

et est trivialement linéaire (sa matrice généralisée est la matrice diagonale avec pour k-iéme élément
diagonale la valeur k).

Mais L n’est pas continue : 'image de la boule unité par L n’est pas bornée car supy, (|| L.ex||¢2) =
supy, (||kek||e2)=00 (avec trivialement e, € F et ||eg||;z = 1).

Un autre exemple classique est celui de 'opérateur de dérivation D : C*° — C* (ou C*® =
C*([a,b],R)), qui & une fonction f associe sa dérivee Df = f’. On munit C* de la norme de la
convergence uniforme : i.e. on choisit la norme définie par |[f||oc = sup,eq,4 ()]

Alors l'opérateur D est linéaire (trivial), mais n’est pas continu, et méme n’est continu en aucun
point. Montrons le pour [a,b] = [0, 27].

A g € C*, montrons que :

3e >0, vn >0, 3f € CF, [|f —gllo <n et [|Df = Dyl > e.

Prenons e = 3. Alors & 7 > 0 donné, définissons f sur [a,b] par f(t) = g(t) + 2 bln( t). On a

felC>®et||f—glloo <n, maisona f' — ’—%cos( ) dou ||f = ¢l = &

C Annexe : Une dérivation
Exemple C.1 Montrer que l'intégrale dépendant du paramétre ¢ :

t) = /Otf(t,u)du

(ot f est une fonction de classe C! sur R?) est dérivable et que sa dérivée vaut :
t
0
I'(t) = f(t,t) +/ —f(t,u) du
0 317
Attention : t est & la fois borne de 'intégrale et paramétre dans f. .
Preuve. Premiére démonstration. On pose :

J(s,z) = /O Flz,w) du

et on a I(t) = J(t,t) = J(s(t),z(t)) ou s(t) =t = z(t). Toutes les intégrales sont bien définies car
[ est C' et on peut dériver sous le signe [ (théoréeme de Lebesgue). Et on a :

1) = 22 (s(0), 20022 0) + 2 (s(0), 200 2o 1)

et donc avec s(t) =t = z(t) :

I’(t):f(t,t)—i—/o‘ %(t,u)du

ce qui est le résultat annoncé. un
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Preuve. Deuxiéme démonstration. On fait un changement de variable pour se ramener & une
s
intégration sur un intervalle indépendant de ¢ : soit u = n € [0,1] et donc ds = tdu :

1
I(t) = t/ f(t, tu) du.
0
On en déduit que (produit de fonctions et dérivation sous [) :

R Liaf of
I(t)—/o f(t,tu)du+t/0 (%(t,tu)—l—a—y(htu)u) du.

ds
Puis par changement de variables inverse s = tu et donc du = 7

I Lof 1 [t of
I't) == — - — .
()= 3 /0 f(t,s)ds+/0 o (hs) ds + /O 8y(t,s)sds
Et par intégration par parties, il vient :

) t ~
o %(t,s)sds = —/0 f(t,s)ds+ [s f(t,8)]:Z;-

D’ou le résultat. .

D * Démonstration constructive du théoréme de Cauchy—
Lipschitz

D.1 Solutions approchées
On notera ici C' = C1(I; E).

Définition D.1 Soit ¢ > 0. Une fonction ¢, : I — E qui est C! est une solution approchée 3
e prés pour I’équation différentielle (1.1), ou solution e-approchée, ssi :

1. pour tout t € I on a (t,¢n(t)) € I x E (domaine de définition), et

2. pour tout t € I on a ||/ (t) — f(t, on(t))||E < € (inéquation).

(Ne pas oublier la premiére condition.)

Pour des raisons de simplicité, on va chercher des solutions approchées ‘simples’, & savoir C*
par morceaux :

Définition D.2 Si I, est un intervalle compact de R tel que I = |J;_; I ou les I; sont des
intervalles compacts contigus (en nombre fini), une fonction ¢, : I — E est dite C'' par morceaux
si elle est C! sur chacun des intervalles I, pour k = 1,..., n.

Donc, quitte & renuméroter les Iy : si I = [a,b], a<b, si I = [tg—1,tx] avec a = to < t; <
... <t, = b, on dit que @, est C! par morceaux si elle est C! sur chacun des intervalles I, pour
k=1,..,n.

On généralise alors la définition d’une solution e-approchée :

Définition D.3 Soit € > 0, et soit I est un intervalle compact de R tel que I = |J;_, I, ot les I,
sont des intervalles compacts contigus. Une fonction oy, : I — E qui est C'! par morceaux est une
solution approchée & e prés pour I’équation différentielle (1.1), ou solution e-approchée, ssi :

1. pour tout t € I on a (t,¢n(t)) € I x E (domaine de définition), et

2. pour tout k =1,...,n et pour tout t € I, on a ||pr'(t) — f(t, pn(t))||e < e (inéquation).
(Ne pas oublier la premiére condition, et la deuxiéme condition sous-entend le fait que si ¢ est &

I'extrémité d’un intervalle, i.e. ¢ = 'un des t; pour k = 0, ..., n, alors ce sont les dérivées & droite
et & gauche qu’il faut considérer :

na(te) — f(t on(te)lle < € et |long(tk) — f(t, on(te))lle <€)
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52 D.1. Solutions approchées

On a alors le théoréme d’existence de solutions approchées :

Théoréme D.4 Soit I un intervalle compact de R, soit ty € I et soit B(xg,r) C E une boule
fermée de rayon r et de centre xo. On suppose que f : I X B(xzg,r) — E est une fonction continue
telle que :

aM >0, Vtel, Vze€ B(xo,r), ||ft,x)||lg <M (D.1)

(i.e. f est bornée par M sur la boule B(xq,).)

Posant J = [to — 57,to + 57/ ()1, on a alors : pour tout £ > 0, I’équation différentielle (1.3) a
une solution € approchée ¢y, : J — E, de classe C° qui est C'! par morceaux. On peut en particulier
choisir vy, affine par morceaux a 'aide de la méthode d’Euler explicite.

Preuve. Soit ¢ > 0 donné. On va construire ¢ continue et affine par morceaux sur [to,to + ﬁ]
par la méthode d’Euler (mémes étapes sur [to — 17,%0]). On note J = [to, T] avec T = to + 17.

Etape 1 : f, to et zo étant donnés, f(to, o) est connu. On prend alors ¢ 'application affine
de pente ¢ (t) = f(to, zo) telle que yo(to) = xo. C'est la fonction définie sur R par :

@o(t) = @(to) + (t —to)¢ (to) = o + (t — to) f(to, Zo)-

Et f étant continue, il existe t; € J avec t; > tg tel que :

vt € [to,t1],  |If(t, ¢0(t)) — f(to, zo)llE < e.

(Sachant que g étant continue, (¢, vo(t)) — (to,(to)) quand t — t¢.)

Puisque ¢ (t) = f(to, o), on a donc || f(t, po(t)) — ¢4 (t)]|g < € pour tout t € [to, 1], et on en
déduit que ¢g est une solution e-approchée sur Uintervalle [to,¢1]. Et si on peut choisir ¢; =T, la
démonstration est terminée. Sinon on prend pour t; le max des t; satisfaisant I’équation ci-dessus
puis :

Etape 2 : on pose x1 = ¢o(t;) pour lequel on a :

x1 = x0 + (t1 — to) f(to, %o),

et donc [|z1 —zo|[p < r puisque t; —to < T —to < 7 et que f(to, 9) < M avec 'hypotheése (D.1).
On pose alors r1 = r — ||z1 — x0||g et f satisfait & (D.1) sur B(z1,71).

Et on considére I'application affine ¢; de pente ¢} = f(t1,21), et telle que 1 (t1) = x1. Clest
la fonction définie sur R par :

e1(t) = @1 + (E — t1) f(t1, 21).
Et f étant continue, on prend to € J avec to > t7 tel que :

Vt € [ty ta], |[f(t,01(t)) — f(t1, 21)||E <,

et donc o1 est une solution e-approchée sur [t1,ts]. Si on peut choisir t2 = T', la démonstration est
terminée. Sinon on prend pour o le max des ¢ satisfaisant 1’équation ci-dessus, puis z2 = ¢1(t2),
puis ro = r1 — ||x2 — z1||g > 0, et on poursuit le processus :

Etape 3 : on construit ainsi une suite strictement croissante (t, ), une suite de points (z,,), une
suite (r,) et une suite de fonctions affines (p,,). S’il existe n € N tel que ¢, = T, la démonstration
est terminée : la fonction affine par morceaux définie sur chacun des morceaux [t,,t,+1] comme
étant égale a la fonction ¢, est une solution e-approchée sur [to, T.

Etape 4 : Sinon, la suite strictement croissante (,) est telle que pour tout n on a ¢, < T. On
va montrer que ce cas est impossible grace a 'hypothése (D.1) : cette hypothése implique que la
pente de toutes les ¢,, est bornée par M (voir (1.3)) ce qui va permettre de conclure :

on pose t' = supy(t,) et on suppose que t’' < T avec t’ > t,, pour tout n (la suite est strictement
croissante), et on va montrer qu'’il existe n tel que t' < t,41 ce qui est absurde. Pour ce on va
montrer que pour n assez grand, on aura ,, qui sera une solution e-approchée sur U'intervalle [¢,,,t']
(et donc qu’on peut prendre t,411 > t').

Commencons par montrer que la suite (z,,) construite est convergente, en montrant que c’est
une suite de Cauchy. Par construction on a pour tout n :

[[2n41 = ZnllE = |lon(tnt1) = on(ta)llE < Cntr — )| f(tn, z0)l|E < (tng1 — ) M,
et donc pour tout n et m entiers (avec l'inégalité triangulaire) :

Znim — Zulle < (fngm —ta)M < (' —t, )M — 0.

n,m—oo

Et donc la suite (z,,) est de Cauchy dans E espace de Banach. La suite est donc convergente
dans F, et on note 2’ = lim(z,,). De plus, la boule B(zg,r) étant fermé, on a o’ € B(xo,r).
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53 D.2. Cas des fonctions lipschitziennes

Il s’agit maintenant de montrer que pour n assez grand, ¢, est une solution e-approchée
sur [tn,t'] : introduisons le point (¢',2’) : on a :

lon (@) = £t on)lle = |1f(tn, 2n) = F(E on(t))l|e
S f (s zn) = f(E, 2)e + IF (' 2") = f(E en(D)]] 2,

pour t € [tn, t,41]. Quitte & prendre n assez grand, n > Ny, on a || f(tn, z,) — f(t',2")||g < § par
continuité de f, car (tn,z,) — (t',2') quand n — oco. Puis pour ¢ € [t,, ] :

llen(t) = 2'll2 < llen(t) = @nlle + llzn — 2|2 < (' = tn) M + [lon —2'||p — 0,

et donc ¢, (t) — 2’ quand n — oo pour tout t € [t,,t']. Et donc quitte & prendre n assez grand,
n > Ns, on a par continuité de f :

V€ [tn, '], [If(,2") = f(t on()llE <

w\m

car (tn,x,) — (t',2') quand n — oco. On en déduit que, pour n > max(Ny, Na) :

VEE [tn, '], [len(t) = F(ten (D))l <

et donc que ,, est une e-approximation sur [t,, '] ce qui est absurde (avec 'hypothése t’ > t,,11). an

D.2 Cas des fonctions lipschitziennes

Soit toujours I un intervalle compact de R et soit B = B(zg,r) C E une boule fermée de E.
Dans le cas ou f est k-lipschitzienne, on va obtenir le résultat souhaité d’existence et d’unicité
d’une solution de ’équation différentielle (1.3) (pour une condition initiale donnée).

D.2.1 Définitions
Définition D.5 Une fonction continue f : I X B — E est dite lipschitzienne en x si :
k>0, Y(t,ai,a2) €l x B ||f(tz1) = f(t,z2)||p < klle1 — 2|5
Si une telle constante k existe, on dit que f est k-lipschitzienne en z, ou bien k-Lipschitz en z.

Exemple D.6 En particulier, si f est différentiable en x, pour tout z € B, et si :

of

W>0, Vta)elxB, |=

(t,2)lle <k

alors f est k-lipschitzienne en = dans I x B.

En effet, on se place sur le segment de droite ¢ : s € [0,1] — ¢(s) = z1 + (22 — z1)s qui rejoint
les points 1 et x2, et on pose g(s) = f(t,p(s)) € E. Alors g(0) = f(t,x1), g(1) = f(t,z2) et
9'(s) = 0402 (t, () (¢'(5)) = Do f (¢, o(s)) (w2 — 1) d'out ||g(s)|| < Kllx2 — 21|E-
Et on applique le théoréme des accroissements finis & g :
1
lg(1) = 9(O)l|& < [, kllwz — z1||p ds = kl|lvz — z1][p
ce qui est le résultat souhaité. .

D.2.2 Existence de solutions approchées

On considére 1’équation différentielle (1.1) :

Proposition D.7 Si f est k-lipschitzienne en x sur I x B avec I intervalle compact de R et
B = B(xg,r) boule fermée de E, alors pour tg € I, I'équation différentielle (1.1) admet une
solution ¢ e-approchée sur Iintervalle I (\[to — 7, to + 1] qui satisfait & ¢(to) = xo.

Preuve. C’est une application immédiate du théoréme D .4. .

En particulier, avec I intervalle fermé, une équation différentielle linéaire admet une solution
approchée sur I.
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54 D.2. Cas des fonctions lipschitziennes

D.2.3 Calcul d’erreur

On a le lemme fondamental :

Lemme D.8 Si f : I x B(xg,r) — E est k-lipschitzienne en x, sitg € T et si ¢1 : I — E et
a2 : I — E sont deux solutions resp. €1 et eq-approchées telles que p1(tg) = xo1 et w2(to) = o2,

alors :
eklt—tol _ 1

vtel, ler(t) = ea(t)lle < llwor — wonllpe™ ™" + (1 + £2) ——

(D.2)

Preuve. Application du théoréme des accroissements finis et du lemme de Gronwall, voir annexe.
Pour simplifier on suppose to = 0 (on s’y raméne par translation) et I = [0,7] avec T > 0 (le cas
T < 0 se traite de la méme maniére). Par hypothése on a pour tout t € I x Ry :

161(8) = ft o)l < &1, |lga(t) = f(t e2(D)lle < 2,

et donc, pour tout t € I x Ry, notant € = €1 + €9 :

161.(8) = o)l z < e+ [1f(t,p1(t) = [t 2()l|5 < € + klle1(t) — pa(t)]] -

Posant ¢(t) = ¢1(t) — ¢2(t), on a donc, pour tout t € I x R :

1" Bl < e+ Elle(@®)] 2

On applique le théoréme des accroissement finis, ce qui donne, pour tout ¢t € I x R :

lle(t) — ¢ (0)]| < /0/8+ kllo(n)l[e dr < (e + kll@(0)]|p)t + k/o lle(m) = #(0)]| & dr.

On pose u(t) = ||¢(t) — ¢(0)||g et a = (¢ + k||¢(0)||g) et on a donc pour tout ¢t € I x Ry :

u(t) <at+k /Ot u(r) dr.

~—

On applique le lemme de Gronwall (voir annexe), pour tout t € I x R :

u(t) < (ekt -1

El S

D’ou, pour tout t € I x Ry :

ek‘t*to‘ —1

e < [le(t) = e(O)l|z + leO)llz < llp(0)||ze! " +& z

Sachant que ¢(0) = ¢1(0) — ¢2(0) = o1 — To2, on a le résultat souhaité. ua

Remarque D.9 On en déduit immédiatement que si 1 et po ont méme condition initiale x¢q
Too alors :

2e _ 2e
ler(t) = 2Bl < (el — 1) = Z0(t )

au voisinage de tg. un

Remarque D.10 Si g2 = ¢ est une solution exacte, le lemme précédent est un lemme de calcul
d’erreur entre une solution approchée 1 et une solution exacte .

On remarque que deux solutions approchées peuvent a priori ‘s’éloigner’ I'une de 'autre & une
vitesse exponentielle. Il importe en particulier de bien connaitre la condition initiale ¢ (ty) = zo1

et de bien approximer, le terme ‘||zo; — zo2||pe**~%!” étant dominant dans le membre de droite
de (D.2) lorsque ||zo1 — zo2||p > £552. ua
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55 D.3. Cas des fonctions localement lipschitziennes

D.2.4 Théoréme de Cauchy—Lipschitz

Le lemme fondamental D.8 donne immédiatement :

Corollaire D.11 (Théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy—Lipschitz) Si I est un intervalle
compact de R, si B = B(xg,r) est une boule fermée de E, si tg € I et si f est k-lipschitzienne sur
I x B, alors il existe une solution exacte ¢ de (1.1) dans I telle que p(to) = xo, et cette solution
est unique.

Preuve. Unicité. S’il y a deux solutions exactes alors 1 = x2 et €1 = €9 = 0 et on applique le
lemme D.8.

Existence. On se donne une suite (¢,) qui tend vers 0 quand n tend vers 'infini. La proposi-
tion D.7 nous donne l'existence d’une suite de solutions ¢,, £,-approchées vérifiant ¢, (t9) = xo. On
rappelle que I'espace C°(I; E) muni de la norme de la convergence uniforme ||g||o = sup; ||g(t)|| e
est un espace de Banach car E est un espace de Banach.

Et la suite (¢,,) est de Cauchy dans I’espace C°(I; E)). En effet la proposition D.7 donne :

vtel, |lom(t) —en()lle < K(em +en)

ol K = sup;¢; % < 0o (on rappelle que I a été supposé compact), et donc :

llom — @nlloec < K(em +n) — 0

n,m—oo

la suite (¢,) est donc convergente dans l’espace de Banach C°(I; E). Soit ¢ la limite. Il reste a
montrer que ¢ est différentiable et satisfait & 'équation différentielle (1.1). Sachant ¢ continue,

si  vérifie :
t

o(t)=z0+ [ f(r,0(1))dr,

Jto

alors ¢ est dérivable et satisfait & (1.1) (car f est continue puisque lipschitzienne).
Mais, pour tout t € I :

len () = fEe@)lle < lleh ) = fEen@®)lle + I1f(E en(t) = f(E0@)le

<ép+én,

par définition de ¢, et avec &, — 0 quand n—oo par continuité de f. Posons &,=¢,+¢,. Le
théoréme de accroissements finis donne alors :

t
viel, |len(t) =20~ [ [f(r,0(r))drl||p < Enlt — o]
to
D’ou a la limite (la norme est une application continue) :
t
() =20 = [ f(7: (7)) drl|e =0

to

ce qu’il fallait démontrer. .

D.3 Cas des fonctions localement lipschitziennes

On rappelle la définition déja vue au paragraphe 1.2 :

Définition D.12 Soit I un intervalle (quelconque) de R et B = B(zg,7) C 2 (une boule de centre
xo € E et de rayon r > 0). Une fonction continue f : I x B — E est dite localement lipschitzienne
en z uniformément en ¢ si pour tout (to,xo) € I x B, il existe un voisinage JoCI de tg et VoCB de
xg et un réel kg > 0 tel que :

\V/tGJ, v.”[/‘l,IQEVO : ||f(t,m1)—f(t,x2)||ESkoﬂxl—ngE

On a alors :
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Théoréme D.13 (de Cauchy-Lipschitz.) Si f : I x B — E est continue et localement lipschit-
zienne en x et si (to, o) est un point intérieur a I x B, alors il existe o > 0 et 8 > 0 tels que
le probléme de Cauchy (1.4) ait une solution exacte unique dans [to — «,tg + (3] qui satisfasse a
gD(t()) = Xp.

De plus, on a I'existence et 'unicité d’une solution maximale : il y a un plus grand intervalle
J 3ty tel que ¢ soit solution de ’équation différentielle (1.1) pour la condition initiale ¢(ty) = xo,
et cette solution est unique.

Preuve. Existence et 'unicité locale : c’est une application du cas lipschitzien, f étant lipschit-
zienne dans un voisinage fermé de (to, xo).

Existence d’une solution maximale : on prend pour .J ’union de tous les intervalles du théoréme
précédent.

Unicité : soit J = {t € T : v1(t) = a(t)}. Alors J est non vide car il contient #. Il s’agit de
montrer que J = I, mais I étant un intervalle, I est connexe, et si on montre que J est a la fois
ouvert et fermé dans I, alors on aura J = 1.

Mais J est fermé comme image réciproque (¢1 —2)~1(0), Papplication ¢; — o étant continue.

Il reste & montrer que J est ouvert dans I. Soit donc t € J et soit © = @1(t) = a(t).
f étant localement lipschitzienne le théoréme précédent nous donne I'unicité de la solution dans un
voisinage de t, donc ¢1(t) = @2(t) dans un voisinage ouvert de t. Donc si ¢ € J alors un voisinage
ouvert de t est dans J, donc J est ouvert.

Donc J est a la fois ouvert et fermé dans le connexe I et donc J = I. un

Remarque D.14 Méme lorsque f est continue sur tout R x E, on ne peut pas toujours prolonger
une solution sur R tout entier : prendre par exemple le cas (non linéaire) f(t,z) = 2 qui est
trivialement localement lipschitzienne sur R (car dérivable en x sur R).

L’équation différentielle (1.1) avec condition initiale z(0) = z¢ & donc une unique solution
maximale. Résolvons cette équation différentielle par séparation des variables :

d -1 1
—z =dt, z(0)=x9 donne — + — =t
x T I
qui donne = = ¢(t) = 1 o ; (dont on vérifie que ¢(0) = ). Si zp = 0, on a pour solution la
o

solution identiquement nulle.
Supposons zg # 0. La solution a son graphe représenté par une branche d’hyperbole : Le
dénominateur s’annule pour t = ?10 et la fonction ¢ n’est pas définie et ne peut pas étre prolongée

par continuité sur tout R (elle tend vers oo quand ¢t — %) Comme la solution est continue, on
n’a que deux possibilités, sachant que la solution maximale est ’extension de la solution locale au
voisinage de (to, zo = (to)) :

1- soit pour tout ¢t €] — oo, —[, on a p(t) = , mais ceci n’est possible que si la condition
Zo

Zo
1-— .’L'()t

1 . . 1 .
, l.e. si O<E’ i.e. si zg > 0.

initiale to=0 est dans cet intervalle | — oo, E[

1 T
2- soit pour tout ¢ €]—, 00[, on a (t) = 0 . mais ceci n’est possible que si la condition
o Zo

1—

initiale to=0 est dans cet intervalle ]?10’ ool i.e. si O>ﬁ, ie. sizg <O.
x
Donc, si la condition initiale est (to=0,x0>0), la solution maximale est ¢(t) = . 0 ; définie
“ %

1
sur l'intervalle des t €] — oo, —|[. Et si la condition initiale est (t9=0,2o<0), la solution maximale
Zo

1
est p(t) = PO définie sur Vintervalle des ¢ €]—, o0[. ua

o 171’0t o)

E Meécanique : plan des phases et équation de Lagrange
Pour simplifier les écritures, le temps initial sera toujours pris égal a tg = 0. (Pour le cas général,

il suffira de considérer les fonctions “¢(t) = p(t — to)”, i.e. de faire un changement d’origine de
Péchelle des temps.)
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57 E.1. Introduction

E.1 Introduction

Soit F : (t,z,y) € R — F(t,2,y) € R une fonction C° & valeurs scalaires.
On cherche a résoudre I’équation différentielle :

mi = F(t,z, ), (E.1)

i.e., I étant un intervalle (de temps) de R, on cherche une fonction @ : I — R telle que

d*p dy
—(t) = F(t,p(t), = (1)). E.2
mS2 (1) = F(t, (1), "2 () (E2)
Exemple E.1 Soit la fonction F' donnée par F(t,z,y) = —kx — vy. L’équation différentielle est
& = —v& — kx (mouvement d’un ressort avec amortisseur), i.e. on doit trouver une fonction ¢ qui
vérifie ¢(t) = F(t, p(t), ¢(t)), i.e. telle que $(t) + vp(t) + ke(t) = 0 pour tout t. a

Avec ’équation différentielle (E.2) du second ordre on impose les conditions initiales :

90(0) = 2o, ( )
dy E.3
E(O) = Yo,

ot g € R et vgp € R sont des données du probléme (position et vitesse & l'instant initial).
On supposera dans la suite que I = R (pour simplifier) et que F € C° lipschitzienne en z
uniformément en ¢ (pour pouvoir appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz). Et, on notera

©(t) = a0 (1)

la solution de (E.2) pour les conditions initiales (E.3).

Exemple E.2 Pour le ressort “my = —ka” (équation différentielle linéaire et on suppose m, k# 0),
v )

et les C.L 2, vg, posant w = y/ £ on obtient ¢(t) = xq cos(wt) + = sin(wt) note x(t). oa
w

E.2 Conservation de I’énergie

On considére une solution x = ¢ de I’équation différentielle (E.2).
Définition E.3 L’énergie cinétique est définie par la fonction y — %myQ, et ce nom d’énergie
cinétique n’est utilisé que lorsque y = v est la vitesse :

of 1 1
E (%) def §m:ic2 ie. E.(v) = §m112, (E4)

la notation & = v (vitesse) étant la notation usuelle.

Définition E.4 Lorsque F(¢t,z,y) = F(z) (ne dépend que de z), on définit ’énergie potentielle
par :

Ey(z) % _ / Fu) du, (E.5)

i.e. une primitive de F' (4 une constante prés : on verra qu’on considérera essentiellement sa dérivée

F(z) = — 22 ().

Définition E.5 On définit I’énergie totale au temps ¢ par :

B B (1) + B(u(®)). (E.6)

Proposition E.6 Lorsque F(t,z,y) = F(x), Pénergie totale se conserve, i.e. :

‘%E(t) —0, vt (E.7)

Preuve. On est dans le cas & = F(z). On a () = Lo (p(t)) (1) 4+ L= (y(1)) %2 (1), don
9E = (—F(x))v + (32mv)i = v(—F(z) + &) = v.0 = 0. (Ici on est dans le cas oit F' ne dépend pas

de y = v, i.e. il n’y a pas d’amortisseur, donc pas de dissipation d’énergie due & un amortisseur.) au
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58 E.3. Position d’équilibre

Proposition E.7 Pour toutt, on a ' > E,, et & = E, aux points ot © = 0.
Preuve. L’énergie cinétique est toujours > 0, et n’est nulle que lorsque & = 0. o=

Remarque E.8 On a ainsi établi que lorsque les forces extérieures dérivent d’un potentiel E,(z),

ie. F(z) = —d:;" (x), alors on a E = E. + E, constant dans le temps.
Ou encore, dans le cas des forces extérieures dérivant d’un potentiel E,(x), ¢’est que pour avoir
E constant dans le temps qu’on définit I'énergie cinétique par E. = 3mv? (formule (E.4)). ua

Remarque E.9 Lorsque I’ dépend également de &, comme pour le “ressort-amortisseur”, il y a
dissipation d’énergie (sous forme de chaleur par ’amortisseur vi), et on n’a pas conservation de
I’énergie. Dans ce cas, ’énergie potentielle n’est pas la seule énergie “apportée” par les termes
sources F'(x) : il y a d’autres termes sources, et F' est de la forme F(¢,z,v). =
Exemple E.10 Pour le ressort “mi = —ka” (linéaire), on a E.(v) = 3mv? et E,(z) = $ka?, d’ot
%(t) = %(kj2x(t)v(t) + m2vu(t)y(t)) = v(t)(kx(t) + m~y(t)) = v(t)(0) = 0.

Et E, correspond 4 I’énergie emmagasiné par le ressort quand il est comprimé ou détendu (pour
=0 le ressort est au “repos”, cas ou I'énergie potentielle est minimum). .

Exemple E.11 Pour le pendule “mf = —ksin(6)” (non linéaire), on a E,(f) = %méQ et E,(0) =
—kcos(), et £ (1) = ksin(0(1))0(t) + mA(t)d(t) = 0(t).0 = 0.

Et E, correspond & la hauteur auquel se trouve le pendule lorsqu’il fait un angle 6 avec la
verticale, ’axe vertical étant orienté vers le haut et ayant pour origine le point d’accroche du
pendule. En particulier pour # = 0 le pendule est en position basse et le potentiel est minimum
(= —k), et pour = 7 le pendule est en position haute et le potentiel est maximum (= +k). on

E.3 Position d’équilibre

Définition E.12 Soit = ¢ une solution de (E.1). On appelle position d’équilibre au temps ¢ une
position z(t) pour laquelle ¢(¢) = 0 dans un voisinage ouvert du temps ¢ (position ou la vitesse est
nulle autour du temps t).

Proposition E.13 Cas F(t,z,y) = F(z). A une position d’équilibre x, %(.ro) =0, ie le
potentiel a un minimun ou un maximum (local ou global). Et en ce point F(z() = 0.

Preuve. L’équation du mouvement est &(t) = F(z). Si z9 = z(tp), comme v est nul dans un
voisinage de to, on a 0(tg) = 0(t) = 0 = &(t), dans un voisinage de to, donc 0 = F(z(t)) =0 =

T ((1))-
(Tl n’est pas suffisant de supposer v(tg) = 0 pour avoir v(tg) = 0 : prendre v(t) =t et to=0 qui

donne v(0) = 0 alors que ©(0) = 1. 1l faut v(t) = 0 dans tout un voisinage de y.) a
Exemple E.14 Pour le ressort m& = —kx, il n’y a qu’une position possible d’équilibre x = 0. En
effet B,(z) = $ka? vérifie df;” (x) = kx ne s’annule que pour z = 0. ua
Exemple E.15 Pour le pendule ml = —k sin(#), il y a deux positions possibles d’équilibre, une
pour 6§ = 0 et une autre pour § = 7 (modulo 27). En effet, le potentiel est E, = —k cosf de dérivée
dfep = ksind. on

Proposition E.16 Pour le mouvement & = F(x), s’il y a un point d’équilibre xo, alors, pour
la C.I (z9,v9=0), la solution est la fonction constante p(t) = xzo (la trajectoire est réduite a un
point).

Preuve. Il y a unicité de la solution et la solution proposée ¢(t) = x¢ pour tout t vérifie p(¢) = 0,
d’ott $(t) = 0. Comme F(p(t)) = F(xg) et comme F(zg) = 0 (point d’équilibre), on a ¢(t) =

F(p(t)), i-e. ¢ est bien la solution cherchée. oa

Définition E.17 Soit le mouvement & = F'(z) pour lequel il existe un point d’équilibre zo. L’équi-
libre est dit stable si E,(x) > E,(zo) dans un voisinage de z, i.e. si le potentiel a un minimum
(local) en zo. Sinon il est dit instable.
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59 E.4. Plan des phases

Exemple E.18 Pour le ressort mié = —kx = —d{i” (z), le potentiel E, = %kxz est minimum

en x=0 et o = 0 est point d’équilibre stable. un

Exemple E.19 Pour le pendule mf = —ksinf = —dfg” (0), le potentiel E, = —kcosf est mi-

nimum en § = 0 (point d’équilibre stable) et maximum en # = 7 (point d’équilibre instable)
(modulo 27). a

E.4 Plan des phases

L’équation différentielle (E.1) du second ordre peut étre écrite comme systéme différentiel du
premier ordre : on pose y = &, donc y = & et (E.1) est équivalente & trouver les fonctions z(t) et
y(t) telles que :

s —

':.C:y7 . =
e X=Gt X B8
{yzm,x,y), e (%) (£8)

. — - ]/' — — o y 0
ou X = et G(t,X) = est CY.
<y> (& X) <F(t,x,y)>
Proposition E.20 L’application ® : (z¢,v0) € R? — ¢u, .4, € C*(R%;R) est injective : & deux

solutions initiales différentes Xy, = (201, v01) €t Xoo = (202, v02) donnée au temps t=0 correspond
deux solutions différentes.

Preuve. On utilise (E.8). La condition initiale X (0) = (‘”(0)> = (10) étant fixee, le théoréme

y(0) Vo
de Cauchy-Lipschitz nous donne 'existence et I'unicité de la solution @(t) = (zlgg ) Et x = ¢
2
est la solution cherchée, car ¢1(t) = pa(t) = F(t,p1(t)) (Notez que @2 est un intermédiaire de
calcul qui donne la vitesse pa=¢1 & la position ¢; cherchée.) e

Remarque E.21 On rappelle : dans le cas des équations différentielles linéaires, i.e. des F' de la
forme F(t,z,y) = a(t)x+ B(t)y ot «, 8 sont des fonctions C?, 'ensemble des solutions est un sous-
espace vectoriel de C?(R; R) engendré par les fonctions 31 o(t) et Fp1(t). Le., la solution de (E.1)
pour les C.I. (E.3) est donnée par ¢(t) = xop1,0(t) + vowo,1(t). Vérification immeédiate. =

Définition E.22 On appelle plan des phases le plan R? considéré comme plan des C.I.
Cette définition n’est usité que dans le cadre des équations différentielles du second ordre, un
point (50) du plan des phases correspondant a la donnée de la C.I : )?0 = (v Ji)y >
0 0="Y0
Un point du plan des phases donne donc une position initiale et une vitesse initiale, qui sont
deux réels indépendants, i.e. éléments de R? =R x R.

Définition E.23 On appelle vecteur de phase (ou point représentatif) un point X = (;) € R?

y = 3 p—
F(0,, y)> = G(0,2,y) = second

membre de (E.8) égale a X = (;j) € R? pour l'instant initial ¢=0.

(correspond & une C.1.), et vecteur vitesse de phase le vecteur (

Définition E.24 Notant X : t € R — X(t) = (igg) € R? la solution de (E.8) pour des C.L

données, on appelle courbe des phases I’ensemble ImX (image de lapplication X ).

Autre notation usuelle : (p, ¢) € R? pour décrire le plan des phases, correpondant & la solution
D(p,q) = @pq (i-e. ¢ solution de (E.1) pour les C.I. ¢(0) = p et $(0) = gq).

Remarque E.25 Attention : on utilise aussi les notations (z,4) € R? (ou encore (z,v) € R?)
pour décrire le plan des phases et donc pour décrire la solution ®(z, &) = ¢g.4 (= Yu,0). Mais cette
derniére notation peut préter & confusion, puisque & est dans ce cadre totalement indépendant

de  : c¢’est la deuxiéme composante du vecteur C.I donné au temps =0 : X (0) = (;L]O )
0
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60 E.5. Rappels : vers le calcul des variations

On pourrait noter plus explicitement (zo,4¢) € R? (ou (x9,v9)) pour la solution ®(zg,iq) =
Ouo.i0 (= Pwo,vo) : i¢1 on comprend bien que ce sont des constantes xo et £o=vo dont il est question
(constantes quelconques indépendantes correspondant aux C.1.), ce qu’on a tendance & oublier si
on note ces constantes (z, ) (la notation x étant souvent comprise comme étant une variable et
non une constante).

L’intérét essentiel de noter (x,y) au lieu de (zg,yo) pour les C.I. est de pouvoir étudier les
variations de la fonction ®(z,y) = ¢, en fonction des C.I. (z,y) : si les C.I. sont modifiées en
(r+es,y+ey), la solution ¢, , est modifiée en une solution Yy ic, y+e,, modification qu’on peut
quantifier & aide du développement limité de ® au premier ordre : ®(x+e,, y+ey) — O(z,y) =

Vd(z,y). (Zm) + o(||ex, €yl])- Exemple : une petite perturbation des conditions initiales donne
y

une perturbation quantifiable au temps ¢. .

E.5 Rappels : vers le calcul des variations

On cherche la fonction “la meilleure” au sens de : réalisant le minimum d’une fonctionnelle.
On considére les fonctions f € C°([a, b]; R) =" C° ot a<b.

Définition E.26 On appellera fonctionnelle, toute application ¥ : C° — R (qui & une fonction
associe un réel).

Exemple E.27 La longueur du graphe d’une fonction continue f : [a,b] — R est donnée par la

fonctionnelle : ,
U(f) = /7 V14 f(t)2dt.

t

On rappelle que pour f € C°, on note :

flloo = sup [£(2)], (E.9)

te(a,b]
et que ||.||so est une norme sur C°.
Définition E.28 (Rappel.) La fonctionnelle ¥ est continue en f € C? ssi :
im0+ ) — 0(F)] =0, (B.10)

117l o0 —0
i.e. ssi Ve >0, In > 0 tel que : Vh € C° vérifiant ||h]|o <1, on a ||[U(f +h) — V(f)|| < e.

Définition E.29 (Rappel.) La fonctionnelle ¥ est différentiable en f € C© ssi il existe une forme
linéaire A : C° — R telle que, pour tout h € C :

U(f +h) = U(f) = A(h) + o(||]|)-
Dans ce cas, on note A = d¥; = d¥(f) et on Pappelle différentielle de ¥ en f.

E.6 Equation de Lagrange

On se donne une fonction L : (z,y,2) € R® — L(z,y, 2) € R dans C*(R*%;R).
Soit f € C'([a,b];R) =" C1. On notera f(t) = x(t).
On considere la fonctionnelle :

b iy b
\I/(f):/t: L(f(t), f'(t),t) dt "=° /t: L(x(t), 2/ (t),t) dt. (E.11)

Proposition E.30 La fonctionnelle U est différentiable en tout f € C*, et sa différentielle en
f € C! est donnée par, pour tout h € C', si on note g(t) = (f(t), f'(t),t) € R3 :
b

aws = [ (S0 - ()] woya+ [ o)
notée de maniére condensée comme :
A ¢ (h) = /: [% - %(%)] hdt + Bﬁ h] ;. (E.12)
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61 E.6. Equation de Lagrange

Preuve. L étant C' on a :
oL OL
L(x+h17y+h272) - L({E,y72) = hl %(l',y,Z) + h2 Fy(xvywz) + 0(((E,y))

En particulier, en prenant x = f(t), y = f'(t), h1 = h(t), ha = h'(t) et z =t on obtient :

L(f(t)+h(t), f'(O)+1'(t), ) = L(f(t), f'(£), 1)

D’ot, en intégrant et en allégeant les notations :

OL oL

mu+m—wuv=[ (G o+ G W)+ o). (E.13)

b b
oL d 0L oL
. . " . . L 2 ! .-.
Puis par intégration par parties, ayant L € C=, /t:a 3y h'dt = /t ) dt[a | hdt + [78 h]

Proposition E.31 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une courbe f soit extemum de
la fonctionnelle U(f) = fab L(f(t), f'(t),t) dt sur 'ensemble des fonctions f telle que f(a) et f(b)
sont fixés est :

%’; _ %(%) —0, (E.14)

appelée équation de Lagrange ou d’Euler-Lagrange.

Preuve. On se donne une fonction f € C! fixée au bord, et par hypothése on ne considére que
des perturbations h € C*! telle que h(a) = 0 = h(b). On a donc :

s = [ [ () e

On a un extremum quand d¥; = 0, i.e. quand pour tout h on a d¥;(h) = 0. L’expression de
dV ¢(h) précédente étant vraie pour tout h € C', on en déduit (E.14). .

Exemple E.32 Montrons que la courbe la plus courte qui joint 2 points A = (aj,a2) et B =
(b1,b2) du plan R? est une droite.

L’¢lément de longueur est dl = \/clac2 + dy? = \/2'(u)? + y/(u)? du pour un paramétrage u €
[, B8] = (2(u),y(u)) d’une courbe qu’on suppose reguhere De plus, supposons que by # a; (les deux
points ne sont pas a la verticale I'un de 'autre), et considérons les courbes qui n’ont pas de pente
verticale, i.e. pour lesquelles on peut prendre x=u comme paramétre. Donc dl = /1 + ¢/ (z)? dz

On s’intéresse a la longueur ¥ = ff V14 ¢ (x)2dx : on pose L(f(x), f'(z),z) = /1 + f(x)?,
ot f =y, i.e. la fonction L considérée est la fonction L(xq,xs,x3) = /1 + 23.

On a %(M,xmﬂi) =0et %(‘Tl’w%xg) - \/1—1-72’ et donc 85 (@), y'(x),x) = \/% “
donc :

L+y? -y Yy i
d /9L , B Vit y .
it (o) 0@/ (@),2) = e = 3T

est nul pour ¢y’ = 0 : la dérivée seconde (courbure) de la fonction y : x — y(z) est nulle : la fonction
y est une droite.
Si les points sont a la verticale I'un de autre, on prend un paramétrage u=y, i.e. x : y — z(y).

Si la courbe est quelconque, on la partage en morceaux. .
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E.7 Principe de moindre action de Hamilton

On considére le systéme mécanique (E.1) :

mi = f(x), x(0)=wo, &(0)=wvo, (E.15)
et on pose E (&) = imi? (énergie cinétique) et E,(z) = — [ f(x)dx (énergie potentielle). On
pose :

différence de I’énergie cinétique et de I’énergie potentielle (on rappelle que Iénergie totale est la
somme E. + Ep).
On pose :

b
() = / Lp(t). & (1)) dt. (E.17)

Proposition E.33 Les solutions de (E.15) sont les extrémales de la fonctionnelle U.

Preuve. On a %(x,i’) = f(z) et %(:ﬂ,i) = mi, d’ou %%(1’71") = md, et on applique ’équation
de Lagrange. .
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