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1 Intégrales sur des courbes de R?

On munit R? = R x R de sa base canonique (€1=(1,0),é=(0,1)), du produit scalaire canonique (forme
bilinéaire symétrique définie positive) et de sa norme associée

w,w)Rz:<(”1),(“’1)>R2=v1w1+v2w2“°=téﬁ-w, et |19l = /(@0 = (/v + 43 (Pythagoro),

V2 w2

- . - é v - . - & w
quand T = v1€] + vy =10t (vl ) et W = w16 + woly =10 <w1 )
2 2

Soit I un intervalle de R éventuellement non borné, i.e. de la forme [a, b] ou ]a, b] ou [a, b] ou ]a, b ou | — oo, b]
ou | — 00, b[ ou Ja, oc0[ ou [a,00[ ou | — 0o, 00[= R, ot a,b € R veérifient a < b.

1.1 Définitions : courbes paramétrées et courbes géométriques

Dans un plan affine R2, aprés choix d’un point O appelé origine, un point P sera repéré dans ’espace

. ., N . s _, noté _,
vectoriel associé R? a I'aide du “vecteur position” ou “rayon vecteur” & := Oﬁ =" ¥ € R?. Ses composantes sont

. . _ N N - _, noté r x
notées (z,y) = (r1,r2), i.e. =116 + re€s = x€1 + yéa = <r1> = (y>
2

Définition 1.1 Une fonction

I > R?

t = i(t) = 11 (8 + ra()E "EC a()E) + y(t)e "EE (7“1 (t)) note (x(t)) (1.1)

7

est appelée “une courbe paramétrée”’ par le parameétre ¢ (ou “trajectoire paramétrée” quand t est le “temps”).
L’ensemble image :

rlm(mU{m)}{(@ eR?: Jtel, (;) =it} CR2. (1.2)

tel
est appelé une “courbe géométrique” ou un “arc géométrique” (ou une “trajectoire géométrique”).

Exemple 1.2 Un segment [A, B] entre deux points A et B dans R? est ’ensemble des points P € R? repérés
par

(t) =A+ tﬁ, t e [0,1]. (1.3)

On a abusé des notatig)s tona[A,B]:={PeR?:3el0,1], AP = t@}, donc, O étant une origine dans R?,
P € [A, B] ssi OP = OA + tAD pour un ¢ € [0,1], noté abusivement 7(t) = A + tAB. Dessin. ua

Exemple 1.3 Cercle C(Zy, R) de rayon R centré en &y = (zo) : paramétrisation usuelle :
0

. x(t To Rcos(t

() = (ygtg) - (yo) * (Rsin((t))) ' (1-4)
Comme dans ’exemple précédent on a abusé des notations : le centre est un point Py, le cercle est C(FPy, R) =
{PeR?*:3el01], ﬁ = Rcos(t)e1 + Rsin(t)é2} et noté C(Zy, R) ou Ty = O—PS, et db signifie 7(¢) :=
m = O—PO> + Rcos(t)é1 + Rsin(t)@. Le paramétre ¢ est ici Pangle en radian (voir exercice .
2o + Rcos(wt)
Yo + Rsin(wt)

utre: 70— (70) = (ReCrm ) = (et =) = ( fison @) ) pour t € 0,26 courbe parcourue

P . — _ 2
Autre paramétrisation : 7(t) = pour w # O et t € [0, [

en sens inverse).
Général : 7: u € [a,b[— q(u) = 7(p(u)) ot ¢ : u € [a,b] = ¢t = p(u) € [0,27] est un difféomorphisme. &

—Rsin(t)

Exercice 1.4 Que représente la courbe 7(t) = <I(t)> = <—Rcos(t)

y(t)

) #0) 0 ) sin(t + ) _fcos(5 —t—m)\ _ [cos(—t—%)\ _ cos(t+ %)
Réponse. Ona 75~ = (—1> et g = (RCOS(t+7T) T\sin(3 —t—m) ) " \sin(—t—-3%)/)  \ —-sin(t+3%))’
donc c’est le cercle de rayon R de centre ( qui commence en “bas” et est parcouru deux fois en sens inverse (dessin). um

> pour t € [0, 4] ?




3 1.2. Changement de paramétrage

Définition 1.5 Une courbe 7 est donnée “sous forme explicite” lorsqu’il existe une fonction f : ¢t € [a,b] —
f(#) € R telle que

. x=ri(t)=t ) J. (w )
7(t) = , t €la,b], noté 7(x)= , T € la,bl. 1.5
0= (3200 g ) e =) = f) ) 700 (15)
La courbe est donc paramétrée avec x Pabscisse cartésienne. Ici 'image de 7 (la courbe géométrique) est le
graphe de f (défini par graph(f) = {(x, f(x)) : 2 € [a,]} = {(2.) : T € [a, ], y = f(x)}):

Remarque 1.6 Une courbe géométrique est un ensemble beaucoup plus général que le graphe d’une fonction.
Par exemple, le cercle de rayon R et de centre (0,0) est défini en coordonnées cartésiennes par ’équation
“r2 + y? = R? et ce n’est pas le graphe d'une fonction : & un point d’abscisse x €] — R, R[ correspondent
deux images : f1(x) = y1 = +VRZ — 22 et fo(x) = yo = —/R2? — 22. Ecrit ainsi, le cercle est défini a ’aide
des 2 fonctions f; et fo. Il est souvent plus pratique de décrire un cercle & I'aide d’une unique fonction 7, par
exemple voir ([1.4) (usage quasi-systématique en programmation). Par exemple dans MatLab, la commande
pour dessiner I' = G(f) est plot(x,y), qui signifie donc plot(r;(t),r2(t)) ou, dans le cas explicite, on a
r1(t) = Rcost
ro(t) = Rsint

fonction 7 et non les deux fonctions f; et fo. un

simplement r1(t) =t et r2(t) = f(t). Et un cercle est dessiné comme ), qui ne nécessite qu’une

Définition 1.7 Une courbe 7 : 0 € [a,b] — 7(0) € R? est “paramétrée en polaire” quand 6 (en radian) est
l'angle entre le vecteur position 7(6) et 'axe des z, i.e., quand il existe une fonction p : 6 € [a,b] — p(d) € R

telle que

0= (30 = oo ) a0
Exemple 1.8 Cardioide donnée par p(6) =1 + cos 8 pour 6 € [0, 27]. ’a
Remarque 1.9 Différence entre courbe paramétrée et courbe géométrique. Exemple avec la courbe paramétrée
t € [0,4n[— 7(t) = (%igg?ﬁ:) : elle a la méme courbe géométrique (= le cercle) que la courbe db mais
ici le cercle est “parcouru 2 fois”. Penser a4 une compétition d’athlétisme : les coureurs de 400m, 800m, 1500m,
3000m, 5000m et 10000m parcourent la méme courbe géométrique... pas la méme courbe paramétrée. un

1.2 Changement de paramétrage

Exemple. Soit une route I reliant une ville A & une ville B. On prend une voiture ; on note 7 : t € [0, T] — 7(¢)
la courbe paramétrée qui donne a ¢ la position 7(¢) de la voiture; Donc Im# =T (avec #(0) = A et #(T) = B).

Maintenant on suit cette méme route (la méme courbe géométrique I') en vélo; supposons que ce vélo aille
trois fois moins vite que la voiture : il faut trois fois plus de temps pour atteindre B, et la position du vélo
a l'instant u est celle qu’avait la voiture & l'instant ¢ = 3. La trajectoire du vélo est alors représentée par la
courbe ¢: u € [0,U=3T] — ¢(u) = 7(%) (avec q(0) = A et ¢(37) = B).

On vérifie par exemple que ¢’ (u) = %F’(%) : le vélo va trois fois moins vite que la voiture.

. - 2 : [¢,d] — [a,b]
Définition 1.10 Soit 7 : [a,b] — R? une courbe paramétrée. Soit ¢ < d et ¢ : une
u — p(u) =t
fonction C! bijective d’inverse C! (un difféomorphisme = un changement de variable). La courbe paramétrée

S o _{[Cad] - R? (1.7)
T=ree: w = qu) = o), ie §u)=7(t) quand ¢ = p(u), ‘

correspond au changement de paramétrage t — u (et on a Im(7) = Im(g) : méme courbe géomeétrique).

) oo o [a+ Rcos(wu))
Exemple 1.11 Le cercle donné en 1) a par exemple pour autre paramétrisation ¢(u) = < B+ Rsin(wu) > =
a+ Rcos(2m—u)\ _
B+ Rsin(2r—u) ) = Tp(w))

pour ¢ € [0,27[ (courbe parcourue en sens inverse) ; ici t = p(u) = 27—u. wa

7(p(u)) pour w # 0 et u € [0, 2] ; ici t = ¢(u) = wu. Autre exemple : G(u) = (

Exercice 1.12 Les paramétrages suivants définissent-ils le méme arc géométrique (le méme ensemble image) ?
o t - sint o sint
1- 11:[0,1},7“1@): (t3),et IQZ[O,W],TQ(t): sinSt , et 13:[0, %],’I‘g,(t): Singt .
- t . t? . ¢
2- 5L = [174}7 rl(t) = 2 ) et Io = [172}7 TQ(t) = ) et I3 = [_2v _1]7 T3(t) = ]
Réponse. On cherche une éventuelle bijection entre I; et I> et Is.

1- I et Is oui : ¢(t) = sin(t), non avec Is.
2- Oui: ¢(t) = t? entre I et I> et p(t) = —t entre Iy et I3 e



4 1.3. Vecteur tangent, vecteur vitesse, vitesse

1.3 Vecteur tangent, vecteur vitesse, vitesse

x(t)

Rappel : la fonction vectorielle #: t € I — 7(t) = (y(t)) € R2, sur un intervalle I de R, est dite continue

si ses composantes x et y sont des fonctions continues de I dans R. Elle est dite dérivable si = et y sont des
fonctions dérivables de I dans R, et C! si 2’ et 3 sont des fonctions continues de I dans R.
On note 7' : I — R? la dérivée de 7 : on a :

F0) = im TO _(Hi ““”2“) - () (19)

h—0 h limh_>0 M y/(t)

Définition 1.13 Le vecteur 7'(t) est appelé le vecteur tangent a la courbe géométrique Im(7) au point 7(t)
(dessin et voir annexe [9)), et noté T(7(t)) = 7/(t).

T(t) = % est le vecteur tangent unitaire & la courbe au point 7(t).
Quand ¢ est le “temps”, 7(i"(¢)) := 7”(t) est appelé le vecteur vitesse a ¢ au point 7(t), et sa norme ||(7(?))|| =
|7/ (1)]] = v/x'(£)2 + v/ (t)2 ="°% u(7(t)) est la vitesse scalaire & ¢ en 7(t).

Exemple 1.14 Cas 7 sous forme explicite, cf. li (7 (z) = (f’%@) € R?, donc ||7'(z)|| = /1 + f/(x)2. da

S . iy [ P'(0)cosf — p(B)sind 9 -, _
Exemple 1.15 Cas 7 sous forme polaire, cf. . 7'(6) = (p’(@) sin 0+ p(8) cos € R#, donc ||7'(0)|| =
\Vp'(60)? + p(0)?. Exemple : pour la cardioide donnée par p(d) = 1+cosf : on a p'(6) = —sin6, donc ||7/(9)|| =
V/sin(0)2 + (1 + cos(0))2 = v2v/1 + cosf = /2p(0) = 2| cos 2\ car cos ) = 2 cos? 0 . ua

Exercice 1.16 ¢ étant le temps, I’accélération vectorielle au point 7(t) est 'y(r(t)) = 7"(t), et Paccélération

tangentielle est g(t) = 7" (t) IIZ;’E?H Avec f(t) = ||7'(t)|| (la vitesse scalaire), montrer : Z—J;(t) = g(t).

Réponse. f(t) — (.T)/(t)Q +y (t) )5 donne f (t) — (" (B)+y By () — Fll(‘t;/'(j)/‘/l(t). LS

F(t)

1.4 Courbes simples et réguliéres

Définition 1.17 La courbe 7 est dite simple si 7 est injective : si ¢17#ta, alors 7(¢1) # 7(t2) (on ne passe jamais
deux fois au méme endroit).

Et elle est dite fermée si I = [a, b] et si #(a) = 7(b).

Et elle est dite simple et fermée si elle est fermée et si sa restriction 7j[, 5 & I'intervalle [a, b] est simple.

Définition 1.18 7 est dite réguliére (ou lisse) si 7 est C°°(I;R?) et si 7/ (t) # 0 pour tout t € I (i.e. si 2/(t) #0
et y'(t) # 0 pour tout ¢t € I). Et alors 7 est appelée une paramétrisation réguliere de I' = Im(7).

Remarque 1.19 Un point 7(¢) t.q. ¥'({9) = 0 est un “point d’arrét”. Exemple : si Im(7) est I’ensemble des
positions d’une voiture, et si la voiture s’arréte au temps tg, alors 7/ (¢g) = 0, et pendant I'intervalle de temps
que dure Parrét, on a 7(t) = 7(tp) et on n’a “rien & dire de plus”... : ici la courbe n’est pas réguliére a tg. un

Dans la suite 7 sera une paramétrisation réguliére (quitte a la partager en plusieurs morceaux réguliers).

1.5 Vecteur normal

Proposition 1.20 Soitt € I (quelconque mais fixé). Les vecteurs normaux a la courbe réguliére 7 au point 7(t) =
(Tl(t)> = <x(t)) sont les vecteurs proportionnels a

ra(t) y(t)
an=( 50 ) = (20) (19

Et la base (7'(t),7(t)) est indirecte : on passe de 7' a ii par une rotation de —w /2. (NB : ||i(t)|| # 1 en général).

Preuve. On a y'(t)x ’(t) + (=2 ()Y (t) = 0, ie 7t )e7'(t) = 0, ie. fi(t) L 7'(t). Et 7/(t) # 0 (courbe
réguliére), donc 7i(t) # 0, donc la droite vectorielle Vect{7i(t)} engendrée par le vecteur 7i(t) est de dimension 1
et Vect{r'(t)} & Vect{ri(t)} = R2.

!
. o amerasy S PR . S [ @'(t) = Rcos(6)
Puis soit R = ||7/(t)|| = y/2'(t)? + y'(t)? (# 0 car 7 est réguliére) et soit 6; € Rt.q. 7' (t) = (y’(t) — Rsin(6)) )
. Rcos(0: — 5)\ _ Rsin(0:) = ¢/ (¢) 5 . . .
11 vient (Rsin(@t ~ 5 ) = “Reos(6)) = —a'(t) ) = 7i(t) (dessin), d’ou : base indirecte.
. o 21 Z'(t)  y(t) H2 ol ()2 .
(Ou démonstration directe : det(r”(t),7i(t)) = det oY —2'(t)? —y'(¢)* <0.) ’a



5 1.6. * Orientation du bord d’un domaine et vecteur normal unitaire sortant

Exercice 1.21 1- Donner un vecteur tangent 7'() au cercle C' de centre 0 et de rayon R. Donner le vecteur
normal 7i(t) défini ci-dessus. Le vecteur normal pointe-t-il vers l'intérieur ou vers l'extérieur du cercle ?
2- Poser ¢(u) = 7(2m — u), la normale associée fig(u) pointe-t-elle dans la méme direction ?

y(t) Rsin(t) y'(t) = Rcos(t)
/
_ =~ v _ [ y'(t) = Rcos(t)
(vecteur tangent en 7(t)). Donc 7(t) = (—a:'(t) — Rsin(t
(7 (t),7(t)) est indirecte (dessin prop. précédente).

/ .
Réponse. 1- Paramétrisation usuelle du cercle : 7(t) = (:c(t) ) = (Rcos(t) ) ,t €10, 2m]. Donc 7' (t) = ( @'(t) = —Rsin(t )>

)> = (t), donc 7i(t) pointe vers l'extérieur, et la base

2- Sens inverse : paramétrage ¢(u) = 7(t) quand u = 27 — ¢, donc q(u) = 727 — u) = ( Rcos(u) >, donc

—Rsin(u)
7'(uw) = (:gii((z)) ), donc 7ig(u) = (_ézsfz?%)> = —q(u) = —7(t) au point ¢(u) = 7(¢) : il pointe vers l'intérieur du
cercle (pointe vers le centre du cercle). (Et (7' (u), 7#(u)) est toujours indirecte.) un

Exercice 1.22 Soit 7: [a, b] — R? une courbe réguliére et u(t) = at + 8 avec (o, 3) € R* x R.
1- Donner «, 8 t.q. ¢(u) = 7(t) quand u = u(t) pour avoir u € [0, 1].
2- Calculer le vecteur tangent ¢’(u) en fonction du vecteur tangent 7'(¢), et vérifier qu’ils sont colinéaires.

Réponse. 1- On pose u = £=% = y(t) (pour avoir u(a) =0 et u(b) = 1), donc a = et 8 = . Fonction inverse :

t = (b—a)u + a = t(u), donc au) 7(t(u)) = F((b—a)u + a).
2- Donc ¢’ (u) = (b—a) 7' ((b—a)u + a) = (b—a) 7'(t) quand ¢ = t(u), pour tout u € [0, 1] : les vecteurs tangents ¢’ (u)

(®).

v

*1

et 7' (t) sont colinéaires au point q(u) =

3
. . . t . ) .
Exercice 1.23 Soit la courbe 7(t) = (Z?r?%) pour ¢t € [0,2n] (astroide). Donner les coordonnées des points
pour t =0, 7, 5 et donner le vecteur vitesse et un vecteur normal en ces points. Tracer I'. un

cos(t?)

Exercice 1.24 Soit la courbe 7(t) = (sin(ts)

> pour ¢ € [0, 27]. Donner it et tracer I' et donner sa longueur. du

Exercice 1.25 Soit 7(t) = (COS t) pour ¢ € [0,27]. Donner les coordonnées des points pour ¢t = 0, T, 5 et
donner le vecteur vitesse et un vecteur normal en ces points. Tracer I'. Indication : “z + /. un
acost . i = -

Exercice 1.26 Soit 7(t) = bsint | POUrt € [0,27], ot @ > 0 et b > 0. Calculer #/(t) et 7i(t). o
. . N t N L = .
Exercice 1.27 Soit (parabole) 7(t) = <at2 bt C>, ou a, b, c,t € R. Calculer 7'(¢) et 7i(t). s

cost
sint
dans les axes (t,z,y) de R3). En déduire que I' = #([0, 47]) est la projection dans le plan (z,y) du graphe de 7. o

Exercice 1.28 Soit 7(t) = ) pour ¢ € [0, 4n]. Tracer le graphe de 7 (c’est une hélice qu’on dessinera

1.6 * OQOrientation du bord d’un domaine et vecteur normal unitaire sortant

Soit 2 un ouvert borné simplement connexe du plan R?, et soit 7 : ¢ € [a,b] — 7(t) € R? une paramétrisation
de son bord I' (courbe fermée simple).

Définition 1.29 En un point 7(¢), un vecteur ¥ est orienté vers 'intérieur, ou “pointe” vers l'intérieur, quand
le point P(t,e) = 7(t) 4 €U est dans € pour £ > 0 assez petit, i.e. si Jgg > 0 t.q. Ve €]0, o[, P(t,e) € . Sinon
soit il est tangent soit il pointe vers ’extérieur.

Définition 1.30 Avec 1) si 7 pointe vers l'extérieur de  alors I est orienté dans le sens trigonométrique.
Et dans ce cas le vecteur normal unitaire sortant de {2 au point 7(t) € I est

A(F(t)) == . (1.10)

Exercice 1.31 Soit 7: ¢ € [a,b] — R? courbe réguliére qui va du point P; = 7(a) au point P, = 7(b). Donner
un paramétrage ¢: u € [a,b] — R? de la courbe parcourue en sens inverse. Montrer que si 7 est orienté dans le
sens trigonométrique, alors ¢ ne l’est pas.

Réponse. Changement de variable w = —t + a + b = u(t) : on pose ¢(u) = 7(t) = 7(—u + a + b), donc gla) = 7(b) et

q(b) = 7(a) et ¢'(u) = —7'(t) (les vecteurs tangents sont opposés), et les courbes sont parcourues en sens opposées :
/ /
= q2(u) 72 (t) = -
ng(u) = = — = —n,(1).
q( ) (7(]1(”)) <77“/1(t) ( ) am



6 1.7. * Vecteur tangent unitaire

1.7 * Vecteur tangent unitaire

En général 7”(t) (“‘I’accélération”) n’est pas orthogonal a 7/(t) (“vitesse”’), exemple de lellipse 7(t) =
2

(acf)St),ayéb:onaf’(t)-F”(t)Z( aSlnt).((aCF’St)) (a® — b?) costsint # 0 pour t # 0(3).

bsint bcost —bsint
donné par

(1) Ty (t)
|17 ()] <T2<t)) ' (1.11)

Proposition 1.32 Pour tout t € I, le vecteur dérivé T (t) est orthogonal a T(t) = 7'(t) (vecteur tangent), ie.

On note T'(t) le vecteur tangent unitaire en (¢

%lv

—

T(t) =

S

N /
paralléle a 7i(t) = ( v ) (vecteur normal) : pour tout t € [a, b],

—a'(t)
"o AN . 1", 1,01 >
it R P G et L (1.12)
(a2 +y?)2 (@2 +y2) |l
Preuve. On a ||T(t 1)l = 1, dou IT@®)|]2 =1 = (T(t), T(t))gz. D’out par dérivation 0 = 2(T'(t), T(t))rz, d’ott
T'(t) L T(t). Donc T'(¢) || #i(t). On a T :ﬁ,d":
(t) LT(t). Donc T'(t) [ 7i(t). On a Ty (t) ot 4ot
o PO +Y (1)) = (050" (1) + 2y (1) 2"y () — 2 )y (1)
Ty(t) = =y'(t)
(@/(1)? +y/(1))* (@ ()2 +y(1)2)F
" ’ _ ’ 17 17 _ ’ 1" s N : l
ot B = 2/ T = Ot Dot (L3 B RO = O +y o7,

d’out ‘ 2. un

1.8 * Exemple : courbes sous forme “explicite”

Proposition 1.33 (Théoréme des fonctions implicites.) Soit ¥ : t € I — 7(t) = (:153 B Zg;) € R? une
2 =
courbe réguliére. Si ty € I est tel que x'(tog) = | (tog) # 0 (dérivée de la premiére composante de 7(t) en ty) alors
la courbe géométrique Im(7) C R? s’écrit localement y = f(z), et donc Im(7) est localement le graphe d’une
fonction f (dessin).
Le. il existe €>0 tel que la fonction ry : t €|tg—e,to+e[— x = r1(t) (premiére composante de 7 restreinte

a Iintervalle Jto—¢, to+¢[) définit un changement de variable (et donc t = r'(x)), tel que 7(t) = (Tl(t)) =

ra(t)
(ormier) == (0 "))

Et la pente f'(x) de la courbe en x est f'(z) =

cOté opposé  15(1) d5(x)
Fos (= s = da(2).

coté adjacent rl(t) q;(z)

Démarche similaire si y'(tg) # 0 avec le changement de variable o : t — y = 72(t).

Preuve. Supposons z’(tg) # 0 (le cas y'(tg) # O se traite de la méme maniére). Le théoréme d’inversion locale
indique alors que la fonction C1(I;R) : 7y : t — x = 71 (t) = x(t) est localement inversible dans un voisinage
U =Jto—¢,to+e| de tg, d’inverse r;* : & — t = r}(x) = t(z). Et, par dérivation de fonctions composées,
(rytory)(t) =t donne

(riD (m@)ri@t) =1, VvteU,
i.e.,

1 1

(@ =) 0TV@) = oo = o) (113)

Et, changement de paramétrage, posons § = 7o r;* =% Fot ie., Vo € V :=r(U),

o o _ | () ==
f(z) = i(t(x) =7(r" (z)) = (rz(ril( )) = y(t(x)) ="ote f(x)) '

Et, la courbe Im(q) = {<fxx)> :x € V} est le graphe de f (restreint a V). Et la pente en z = r1(t) € V vaut
@) =y (@) () = (1) 5 (114)
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Exemple 1.34 Application : donner une représentation cartésienne y = f(z) du cercle (1.4).
Réponse. L’équation (1.4) donne x = Rcost. Et la fonction cos est strictement décroissante et inversible de ]0, 7[ dans
] — R, R[. D’oti t = arccos & €]0,n[ pour z €] — R, R|.

Et alors : y = Rsin(arccos %) = v R? — x2.
Puis la fonction cos est strictement croissante de |7, 27[ dans | — R, B[ et t = 7 +arccos § €], 2n[ pour = €] — R, R[.
Et alors : y = Rsin(m + arccos %) = —Rsin(arccos %) = —V/R? — 22,

On retrouve les deux fonctions qui déterminent le cercle.
(Directement : donne 2 4+ y* = R?, d’ott y = £V R? — 22 = y(z).) .

1.9 Longueur d’une courbe

Soit 7: t € [a,b] — 7(t) = ( E t; ) € R? une courbe réguliére qu’on approxime par une courbe polynomiale :

Soit n € N*, soit h = =% et soit t; = a + ih pour i = 0...,n, donc [a,b] = |J;_;[ti—1,t;]. Pour i = 0,...,n on

note p; = (zz) les points p; = 7(t;), et on définit le segment de droite [p;_1, ;] = Im(7;) par, Vt € [ti_l,ti],
1

( ) t— ti,1 ( ) Ti—1 + tt 7ttl L (‘Tz - xi*l) (1 15)
7i(t) = Ps_1 + ————(Ps — Pi_1) = . .
! bi ti —ti—1 i pi Yi—1 + ti_tt‘l 11 (Yi —Yi-1)

Dessin : sur le i-éme segment le vecteur tangent 7;'(t) est constant et vaut

pre) = (B0 S PP (S mete (R note A ngte (1.16)
’ yi(t) ti —ti1 fiy Au At; v .

ti—t;—1 At;

S Lo Az; .
ou donc At; = h, Ax; = x; —xi—1, DAY = Yi — Yi—1, AD; = P; — Pi—1 = (Azz ) La longueur du i-éme segment
3

[Pi—1, P;] vaut

AJ?Z sz 2 =t
— 15l = I~ il = /3 802 = [ (B2) 4 (B2 = I 0l A

Donc la longueur de la courbe polygonale constitué de tous les segments vaut :

L= ZASZ_Z 7 || At (1.17)

i=1

D’otu on pose (intégrale de Riemann quand n — oo ou donc h — 0) :

Définition 1.35 La longueur de la courbe réguliére 7 est :

L= [ Iwld= [ VIR a / VI + "L / noté ) (1.18)

t=a t=a

Et ds = ||F/(t)|| dt est appelé élément de longueur.

Exercice 1.36 Paramétrer le segment de droite d’extrémités des points A et B dans R2. Calculer la longueur

de ce segment. Application numérique : A = (1) et B= (3)

Réponse. Paramétrage : 7(t) = A+tAB pour t € [0,1]. Donc 7' (t) = AB, et ||7/(t)|| = || AB||. Donc L = ftlzo ||AB|| dt =
- 2
4B = 11 (3 ) | = V5 (Pythagore.

Exercice 1.37 1- Retrouver le périmétre d’un cercle de rayon R.

2- Quel est l’angle tg tel que la longueur du morceau de cercle défini par ¢ € [0, to] soit R?

3- Préciser ce que sont les coordonnées en termes de radian et en termes de degré.

4- Quel paramétrage s = s(t) faut-il choisir pour que la courbe 7(t) = ¢(s) donne ||¢’(s)|| = 1 pour tout s,
i.e. pour que la courbe soit parcourue & la vitesse unité ?

Rcost
Rsint

2- Et Pangle to tel que L([0,t0]) = tocR = R est donné par tc = 1 : on parcourt la distance R le long du cercle
lorsqu’on a tourné d’un angle de 1 radian (= définition du radian).

Réponse. 1- 7(t) = ,t€[0,2n]. D’ou L(F) = [ ||F(t)||dt = 7" Rdt = 27 R (périmétre du cercle).
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3- Le paramétrage du cercle en degrés est donné par un angle de u = 360 lorsque ¢ = 27, donc on fait le changement

de variables u = 389¢ € [0, 360], i.e. on paramétre le cercle par G(u) = 7(t(u)) = (Rcos %Qrou).
Rsin 355u

4- On veut une courbe ¢ : s — §(s) = 7(t) t.q. ||¢’(s)|| = 1. On a ||7'(t)|| = R (constant). Posons s = at et

q(s) = 7(t) = F(£). Il vient ¢’(s) = L17'(t), donc on prend o = || (t)|| = R. Dot q(s) = 22?5 ) pour s € [0, 27 R].
On a bien ||”(s)|| = 1. Et on retrouve que le périmétre du cercle : L = I%R 7'(s)|| ds = fif ds = 27R. o
Rcost

Rsint
deux fois). o

Exercice 1.38 Calculer la longueur de la courbe définie par ¢t € [0, 47] et 7(t) = ( ) (Cercle parcouru

acost .
bsin ¢ ), t € [0,27] (ellipse). (Ne

pas essayer de calculer l'intégrale lorsque a # b : on trouve une intégrale elliptique qui constitue en elle-méme

une fonction, et dont la valeur est donnée par approximation numérique.) .

Exercice 1.39 Donner l'intégrale donnant la longueur de la courbe #(t) = <

x(t) = R(t —sint)
y(t) = R(1 — cost)
de longueur ds = ||7/(t)|| dt et la longueur de la cycloide.

Exercice 1.40 Soit la cycloide 7(t) = ), t €10,27]. (Onaz’'(t) = y(t)). Calculer I’élément

Réponse. 7/(t) = (R(i{sifﬁs t)>, ds = RV2y/1—cost = 2R|sin t| = 2Rsin { pour t € [0,27], L = 2R [ sin L dt =
2R[—2cos £]§" = 8R.

On rappelle que la cycloide est obtenue en faisant rouler une roue de rayon R sur le sol, et que la longueur demandée est

la distance parcourue par un point de la roue aprés un tour de celle-ci. En effet, la cycloide s’écrit : ¢(t) = 7(t) — (%) =

(—Rsmt) qui est un cercle de rayon R vu dans le repére mobile d’origine le point P(t) = (Rt> (position du centre

—Rcost R
de la roue se déplacant donc a la vitesse (?)) De plus, la roue se déplace sans glisser, car aprés un tour de roue
R2m

0
qui est le périmétre du cercle. un

(t incrémenté de 27), le centre de la roue s’est déplacé de P(27) — P(0) = ( ) et a donc parcouru la distance 27 R

Exercice 1.41 Paramétrer la parabole « y = %xQ » pour a > 0, et calculer sa longueur pour z € [a, §].

Réponse. 7(z) = (x - 2) pour z € R. D’ou 7' (x) = (alm) Dot ||F'(z)|| = V1 +a?z2. Dou L = ftia V1+a?t? dt:

Yy=3T

changement de variables shu = at, donc chudu = adt, donc L = % :ffgs‘;fia) ch®udu = 21a jig:r};ﬁfla) ch(2u) + 1du =

Llsh(2u )]argSh(aﬁ) + 55 [u ]args}l(aﬁ) avec sh(2argshz) = 2sh(argshz)ch(argshz) = 2zv1 + 22. D’ou L = 2(84/1+a?p2% —

argsh( aa) argsh(aa)’

av/1+a?a?) + 5-(argsh(afB) — argsh(ac)). (Remarque : calcul plus simple : prendre v = 0 et conclure.) un

Exercice 1.42 Longueur de la cardioide 0 € [0, 27] — (f’ig)) Z?ﬁg) ou p(f) =14 cosf (exemple ?

gl

Réponse. ||i”/(0)|| = 2| cos §], et la cardioide est symétrique, donc L =2 [ 2cos & df = 8. wn

1.10 La longueur est indépendante du paramétrage

Rappel changement de variable dans les intégrales pour les fonctions o : R — R qui sont continues :
. . [a,b] — [c,d]
sia <betc<d,sip:
t —u=(t)
. { [¢,d] — [a,b]
T

u —t=p *(u)

} est un C'-difféeomorphisme (fonction C! bijective d’inverse

} qui est C1), alors

| awdu= / ol () 16 (8)] dt. (1.19)
u€|c,d] te(a,b]

(Autre présentation du résultat : f a(u)du = ft o 1(6) ale(t)) ¢'(t) dt avec, pour le calcul, du = ¢'(t) dt :
et on retrouve bien (1.19)), et si ¢ est
et on retrouve bien (1.19)).

si ¢ est croissante, alors p(a) = c et <p(b) =det ¢'(t) > 0 sur [a,b
décroissante, alors ¢(a) = d et p(b) = c avec v/(t) = ¢'(t) < 0 sur [a,b
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[a,b] — [c,d]

- . fla0] = R?
Application. Soit 7:
t —u=pt)

_ un C'-diffeomorphisme,
t —7(t)

} une courbe réguliére, soit ¢ : {

soit le nouveau paramétrage

o —1.{[C’d] - R? (1.20)
TZTEY) w S qw) =) quand f=e l(u), ie o) = F(L). '

Théoréme 1.43 Pour toute fonction continue f: R? - R on a :

b d
- v o _,u note noté s '
/t:af(r(t))llr (t)\ldt—/mf(q( NG (w)]] du /de /Ffd7 (1.21)

réel indépendant de la paramétrisation choisie. En particulier, cas f = 1 : la longueur de la courbe géométrique
I' = Im(7) est indépendante du choisi :

/II £l dt = /II u)lldu (= L(r) = L(q))- (1.22)

Preuve. Posons a(u) = £(q(w)[|q’(w)l], donc a(p(t)) = F(@e(t))]|q"(#(®)]]. On a qle(t) = #(t), donc

|
7'(p(£)/ (t) = 7(¢), done a(p(t)) = F(dle(®)]| 3, done (1.19) donne

/ F@u)17 (w)]] du = / f(at
u€[c,d] t€la,b]
d’Ofl . I.I

"(t)
Sallieen
'(t)

Exercice 1.44 Soit une courbe réguliére 7 : [0,7] — 7(t) € R2. Définir une courbe ¢ telle que Im(7) = Im(q)
parcourue & une vitesse deux fois plus grande. On impose g(u) = 7(¢t(u)) ou la fonction v — t(u) est linéaire.
Vérifier que la longueur est indépendante de la vitesse de parcours.

Réponse. On pose t(u) = au, avec « > 0, d’ott la courbe §(u) = 7(au) pour u € [0, T] On en déduit (j”( ) = af’ (au),

T
et l'exercice impose donc o = 2. Donc t = au, donc L = [ |7’ (u)]| du = ftho o™ (¢)|| 4 ft o IF' @]l dt =|T]. ow

Exercice 1.45 Soit a < b, » € CY(R;R) et “la courbe I'y” paramétrisée par 7y : t € [0,1] — 7.(t) =
a+ (b—a)t
pla+ (b=a)t)

x = a+ (b—a)t. 2- Montrer

1 b
/tzof(ﬂ(t))l\ﬁ’(ﬂlldt: / | Jap@) VIT PP de note [ far.

Ty
(Pour f =1 on retrouve la longueur ffza V14 ¢?(z)dx de T, cf. exemple )-

). 1- Montrer que cette courbe a également pour paramétrage = € [a,b] — 902695) pour

Réponse. On pose z = a + (b—a)t et §: x € [a,b] — §(z) = (np(iv))’ donc ¢(x) = 7(t) quand z = a + (b—a)t. Le
théoreme (1.43) donne [ f(7 (1)) ||7/(8)]|dt = [7_ f(d(x)) |7’ ()|| da.

Exercice 1.46 (Suite.) Soit la courbe I'_ donnée par #_ : ¢t € [0,1] — 7_(¢t) = <<p?bt—(?a—bg§t) > Montrer que

c’est la courbe I'; précédente parcourue en sens inverse et que :

/F_de:/:af(xW(fU))\/mdmzf de‘nO_te/Ffdr_

Ty
Réponse. b+ (a—b)(1—t) = a + (b—a)t, donc 7—_(1—t) = 74 (¢), et 7—(0) = 7 (1) et ¥—(1) = 71 (0) : les courbes sont
parcourues en sens inverse. Et ¢ : ¢ € [0,1] — ¥(¢ ) 1—t est un difféomorphisme (décroissant), et (7— o 1) (¢)7(t) avec
P (t) = 1—t, donc (|1.21) donne le résultat. un

Exercice 1.47 Changement d’unités de mesure : exercice donné principalement pour montrer que ce probléme
n’est pas un probléme de changement de paramétrage mais un probléme de changement de base.

On rappelle que 1mile anglais= akm ot a = 1,609. Un observateur anglais utilise une origine O et une base
orthogonale (d1,ds) en miles, donc ||d@1|[|z = 1mile= ||da||z. Un observateur francais utilise la méme origine O

et la base orthogonale (b1, bs) en km donnée par by = L3 et by = L&, (donc HblH‘b = lkm= HbQH 7
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Soit une courbe géométrique 7 : [0,7] — R? parcourue & la fois par I’anglais et le frangais. Un point #(t) est

donc repéré : par anglais comme 7(t) = x,(t)d1 + ya(t)d2, noté [(t)]|a = <x“(t) ), et par le frangais comme

Ya(?)

7(t) = p(t)by + yp(t)b2, noté [F(t)]u; = (zb(t)>. Soit L, la longueur de la courbe de 'anglais : que vaut la

Yn(t)

longueur L de la courbe du francais? (Donnée la réponse a I’aide de la formule de changement de base.)

Réponse. Il est évident qu’on doit trouver L, = aL, (si L, = 1 alors L, = «). Avec les formules de changement de

1
base : la matrice de changement de base de la base (Eii) a la base (b;) est P = ([51}‘5 [52]‘5) = ( 5 8) =11 Et,

formule de changement de base des vecteurs, [7(t)]; = P~'.[7(t)], donc [F(t)]; = afF ( )]a (ie. zp(t) = aza(t) et yu(t) =
aya(t), cest “évident”). Donc [ ||7'(t)|[ydt = [,_ OaH (t)||a dt, donc longueurs : Ly = [T /x5 ()% + g/ (£)% dt
fthoom/aca/(t)2 +yo'(t)2dt = aL,. un

1.11 Coordonnée curviligne intrinséque

a,b] — R?
On se donne une courbe réguliére : 7 : { [ 1 1) [ On veut parcourir la courbe géométrique Im7” a la
— T
vitesse unité, dans le but de mesurer la courbure : 'absence d’accélération tangentielle (i.e. parallele a 7/(t))
permet de n’avoir que des accélérations normales (centrifuges ou centripétes), et donc de “ressentir la courbure”.

Re-paramétrons la courbe géométrique Im7 en posant

L [0,] —R?
q: N _ (1.23)
s = q(s):=7(t) quand s= p(t)

ou L= f [|7(t)|| dt est la longueur de la courbe, et ou
[a,6] — [0, L] (1.24)
0 , 1.24

t —s=¢(t) ngte s(t)

est un difféomorphisme défini pour que ||¢’(s)|| = 1 pour tout s € [0, L] (la nouvelle courbe paramétrée G est

parcourue a vitesse unité). On aura donc ¢(p(t)) = 7(¢), donc ¢’(s).¢'(t) = 7'(t) quand s = p(t), et on veut
17°(5)]] = 1, donc on veut ¢/(t) = ||/ ()] -

Proposition 1.48 La fonction ¢ : [a,b] — [0, L] définie par

SO =P (L0, e o) = [ 7@l s, (1.25)

est un diffSomorphisme qui vérifie p(a) = 0, p(b) = L (longueur de la courbe). Et la courbe 7 : [0, L] — R?
définie par
q(s) = (e~ (s), ie o) =r(t), (1.26)

est parcourue a la vitesse unité : pour tout s € [0, L],
g’ (s)]] = 1. (1.27)

Ets=s(t)=o(t) = [ NF ()] dT = fst:O ds est la longueur de la courbe 7 restreinte a I'intervalle [a, t] C [a, b].

T=

Preuve. On pose p(t) := f::a [|7"(7)|| d7, donc p(a) =0, p(b) = f P (7)||dr = L (longueur de la courbe),
et ¢'(t) = ||7'(t)|]| > 0 pour tout ¢t € [a,b] et ¢ € C’l([a,b] [0, L]) (car 7 est réguliére). Donc ¢ est croissante
stricte entre deux compacts : c’est un diffeomorphisme. On pose ¢(s) = 7(p1(s)), i.e. ¢(p(t)) = 7(t), donc
7' () (t) = (1), donc [|7" ()] [¢" ()] = [[7'(B)]], done [|"(p(#))[| = 1, pour tout ¢. Et pour ¢ € [a,b],
f::a [|7/(7)|| dr est la longueur de la courbe 7 restreinte & [a, ] (par définition de la longueur). ua

Définition 1.49 Le réel s paramétre d’une courbe ¢ : s € [0,L] — ¢(s) € R? t.q. ||¢'(s)|| = 1 pour tout
s € [0, L] est appelé coordonnée curviligne intrinséque. Et la courbe paramétrée ¢ donnée en ((1.26) est appelée
un paramétrage intrinséque de la courbe.

Donc pour trouver la coordonnée curviligne intrinséque s, il faut calculer s'(t) := ¢'(t) = t)|], cf. (1.25),
puis on obtient un paramétrage intrinséque de la courbe Im(7) en posant ¢(s) = ¢(¢(t)) := (

\/

10
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Exemple 1.50 Donner la représentation intrinséque du cercle ([1.4)).

Rcost

Réponse. 7(t) = (Rsint

) pour t € [0,2x[. Donc ||7'(t)]| = R = s'(t). Donc s = fo [|7/(®)]| dt = fo Rdt, donc

s=Rt+c=p(t) —noté s(t) pour t € [0, 2], avec ¢ = 0 pour avoir s(0) =0, donc t = & = ¢~ '(s) —noté t(s). Donc :
s Rcos(%)
q(s) = 7(t(s)) = 7(5) = pany ) 0 [0, 27 RY.
sm(ﬁ)
Veérification : ¢'(s) = (_C(s)l;(l(iﬁ))) donne bien ||¢’(s)|| = 1, pour tout s € [0, 2Rx]. .
R

Exemple 1.51 Donner la représentation intrinséque du segment de droite.

Réponse. 7(t) = A+ tAB, donc || (t)]| = \|E\|, done '(t) = || AB||, donc s(t) = ||AB||t = s, donc ¢ = t(s) = —r

Et on pose ¢(s) = 7(t) quand t = t(s), donc ¢(s) = % s. Veérification : ||¢’(s)|| = 1 pour tout s. un

Exemple 1.52 Donner un paramétrage curviligne intrinséque pour une courbe donnée sous forme explicite.

Réponse. 7(t) = (fgt)) pour t € [a,b], donc s'(t) = ||7'(t)]| = (1 + f’(t)Z)%7 donc s(t) = f::a(l + f,(T)Z)% dr et on
pose G(s(t)) = #(t). Vérification : ¢'(s(t))s’(t) = ¥'(t) donne ||§’(s)|| = 1 pour tout s. un

1.12 * Centre de gravité

— [a’ b] — RQ A [N 2 2 — [0’ L] — RQ N / —/
7 . réguliére, et courbe I' = Im(7) reparamétrée en ¢ : . ou s'(t) = |7 (¢)|]
t —7(t) s —q(s)

passage en coordonnée curviligne intrinséque). Soi el — € une fonction appelée “densité
g donné iligne intrinsé Soit p : I — p(Z) € Ry fonction C lée “densité
linéique de masse”, avec p(Z) la densité en &, et soit

dm = pds = la mesure massique le long de la courbe. (1.28)

Définition 1.53 La masse de I est :

= [Lam= [ pas - /:Op@(s))ds, done = /:ap(F<t>>||f’<t>|dt. (1.29)

(Rappel du cas discret : pour k masses ponctuelles Am; aux points Z; on a m = Zle Am;.)

Définition 1.54 Soit O une “origine” dans R? et ¢(s) = Oﬁ(s) = (;Eg ) Le centre de gravité de la courbe T’

S

est le point G tel que, notant OG = (xG> et q(s) = (x(s))
ya y(s)

frram= |
. mag = [ wdm= [ a(s)plls)) ds,
mOC = /F gdm = / _@ls)p(dls) ds, e r a=0 (1.30)

mye = / ydm = / f0y<s>p<q*<s>>ds,

(Pour k masses ponctuelles Am; aux points 7; on a mOG = Zle 7 Am;.)

Autrement dit,

—

N L —/
o  Joddm _ JL:OLQ(S) pPas)ds o G- [ )|\r (1)l dt. ws1)
mn Jolo pld(s)) ds ft P 7'(t)|| dt

Exemple 1.55 Si p = ¢ > 0 (densité constante), la masse est donnée par m = fSLzocds = cL, i.e. la masse

vaut c fois la longueur de la courbe. un

Remarque 1.56 Sion approxime I' = Im(7) donnée par une courbe polygonale de k segments de droite, et que
chaque segment de cette courbe a pour masse m; = p;As; ou As; est la longueur du segment i, alors la masse m

vaut approximativement ¥ | p;As;. Quand k — oo et As; — 0, on obtient m = Jrpds = st:o p(q(s)) ds
donnée dans la définition (1.29). ua

11
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Remarque 1.57 Pour 2 masses ponctuelles m; en 7;, la masse totale est m = my + mo, et le centre de gravité

est donné par mOG = m 17 +mars, soit OG = A1 + A7 ot les \; = 7 sont les coordonnées barycentriques.

Et pour k£ masses ponctuelles m; en 7, la masse totale est m = Zle m;, et le centre de gravité est donné par
mOG =, m;T;, soit OG = > Aiff ot les \; = T4 sont les poids relatifs. ==

Exemple 1.58 Calculer la position du centre de gravité du demi-cercle supérieur y = v R2 — 22 de densité
massique constante p(7) = ¢ > 0.

Réponse. On a 7(t) = (ZZ?EE) pour ¢ € [0,7]. D’ou ds = Rdt, dout m = fr pds = f;o cRdt = crR. Puis notant
= _ (5 = (mg=[" ORcost)cRdt—O y o (0 -
06 = (gz) on a mOG = (mgz Ji—,(Rsint) cRdt = cR*[— cost]g = 2cR* ) Dot OG = 2B )
Exemple 1.59 Calculer le centre de gravité de la parabole 7(¢) = (a;) pour ¢ € [«, 8] de densité massique
2

constante. On prendra en particulier « = —1 et 5= 1.

Reéponse. La formule ([1.31)) montre que la position ne dépend pas de la densité massique constante p. L’exercice [1.41

avec § =1 = —a donne m = L = 4/1+a? + éargsha. Puis notant OG = (?) on a mg; = ffw‘ tV1+a?t? dt =
) -

[ﬁ(1+a2t2)%]g = o ((1+a2[32) (1+a2a2)%). En particulier pour f§ = —a on a g1 = 0. Et on a mgy =
2 ft’ia t?\/1+a2t2 dt, ce qui par intégration par parties en posant u = t et v’ = ty/1+a2t2 donne mgo = %[ oz (1+a t2) 18—
@ L2 (1+a**)2 dt.

Pour 'intégrale qui reste on pose shu = at, d’ott ff:a(l—i—aQt Tt =1 ft ch*udu, avec ch*u = (ch’u)? = 1(ch2u+
1)* = L(ch®2u 4 2ch2u + 1) = L(chdu + 1) + ich2u + 1 = Lchdu + Lch2u+ 2. Dot ft’ia(1+a2t2)% dt = L[35shdu +
1, 3 qargsh(af)

ZShQ’u’ + gu]arish(aa)'

Puis on a sh(2argshz)) = 2sh(argshz)ch(argshz) = 2x+/1+x2 et ch(2argsha) = 1+2sh?(argshz) = 14227, d’olt

sh(4argshz)) = 2sh(2argshx)ch(2argsher) = 4x+/1+22(1422%). Finalement :

1 3 3
mg> = —[/3(1+a252>2 —a(l+a’a’)?]
aB\/H—aQ/B? 1+24> ,B fa,B\/H—aQﬂQ + argsh (aB)
1 1
- gaav 1+a2a2?(14+2a°a%) — ZaaV 1+a2a? — gargsh(aa)].
En particulier pour 5 = 1 = —a on obtient :
3
2

1
—3— = \/1+a2(1+2a —+ a\/1+a2+ argbha

D’ott g2 connaissant m. n

1
mgs = 3—a(1+a

1.13 Courbure, rayon de courbure, repére de Frénet
1.13.1 Deéfinition

On considére une courbe réguliére 7 : t € [a,b] — 7(t) € R?, et son paramétrage curviligne intrinséque
7:5€[0,L] — q(s) := 7(t) € R? quand s = p(t) =" s(t) cf. (1.24). Donc §(s(t)) = 7(t) et

1°(s)[[ =1 donne s'(t) = [|7(£)]]. (1.32)

Proposition 1.60 Pour un paramétrage curviligne intrinséque, le vecteur ¢"(s) (Paccélération) est normal a
la courbe ¢ au point ¢(s) : pour tout s € [0, L],

7" (s)«q"(s) =0, ie. q"(s)Lq'(s). (1.33)

(Pas d’accélération longitudinale, uniquement une accélération normale.)

Prewve. /()] = 1 = [0} = F(0)(s) domne 0 = §7(8)+q") + 7(3)-7"(6) = 2" (o
produit scalaire est symétrique), d’ou (1.33). L

Définition 1.61 La courbure k(s) = k(&) au point & = ¢(s) est

k(s) = k(@) = [17"(s)I] (>0). (1.34)

(C’est la norme de I’accélération en coordonnées curvilignes intrinseéques.) (Et c’est ||(¢”)’(s)|| = lanorme du taux
de variation du vecteur tangent unitaire ¢’(s) a condition d’utiliser les coordonnées curvilignes intrinséques).

12



13 1.13. Courbure, rayon de courbure, repére de Frénet

Remarque 1.62 NB : cette définition n’est valable qu’en 2-D (dans R?), en particulier la courbure est toujours
> 0 en 2-D. On trouve également une autre définition de la courbure : on définit N le vecteur unitaire t.q. (¢”, N)

est une b.o.n. directe, puis on pose "' = 7]\7, et on appelle 7 la courbure, donc |y| = k, cf. 1} =n
Définition 1.63 Au point & = ¢(s), si k(&) # 0 (courbure non nulle) alors le rayon de courbure est
. 1 1
R(s) = R(%) := — = = > 0). 1.35
()= F@ = g = 115 0 (1.35)

Si k(&) = 0 (i.e. ¢ (s) = 0) alors on pose R(Z) = R(s) = oc.
Définition 1.64 Quand k(¥) # 0, le vecteur normal unitaire associé est

q"(s) (= q"(s)
17" ()l k(Z)

)q"(s))- (1.36)

S
8]

(s) = (@) = — R(

~ ~ ~ /
Donc ¢"(s) = k(s)7i(s) avec ||7i(s)|| = 1. Si k(Z) = 0 alors on choisit 7(Z) = + ( q(,b( )
1
7) # 0

Définition 1.65 Le cercle osculateur & la courbe en un point & = ¢(s) t.q. k(%) # 0 est “le cercle tangent a la

courbe qui a méme rayon de courbure”
cercle osculateur en # = cercle de rayon R(Z) centré au point & + R(Z)7(Z). (1.37)

Définition 1.66 Posant t(#) = ¢’(s) (vecteur tangent unitaire en & = (j( )), et en & t.q. k(&) # 0, le repére de
Frénet en Z est (Z, (£(2), 71(Z))) donné par la b.o.n. directe (£(Z), (%)) en Z (b.o.n. directe car det(q’(s), 7(Z)) =

q1(%)? + g5(%)* > 0).

Exercice 1.67 Montrer : la courbure d’un segment de droite est nulle : “pas de courbure pour une droite”.

Réponse. Paramétrage usuel 7(t) = A + {AB pour t € [0,1]. Donc s'(t) = [|F'(®)|| = ||E|| Donc paramétrage
intrinseque ¢(s(t)) = 7(t) on ' (s(t)) = 5,bf”(t) ? constant, donc ¢’ (s) = 0 et k(s) = 0, pour tout s. wn

Exemple 1.68 Calculer le rayon de courbure R(s) d’un cercle de rayon R > 0 centré au point C' = (Z)

Donner un cercle osculateur et le repére de Frénet. Vérifier que 7 pointe toujours vers le centre du cercle.

. PP o\ _ f(a Rcos(%) vos g [ —sin(F)
Réponse. En coordonnées intrinséques ¢(s) = (b> + (Rsin(%) pour s € [0,27R]. Dot ¢'(s) = cos(2) et
q'(s) = —% (Z?r?((§))) Dot la courbure k(Z) = ||7”(s)|| = & au point & = (s), le rayon de courbure R(Z) = R

R

(constant), le vecteur 7i(Z) = normal en Z et rentrant.

_q"(s)
a7 ()1l .
Le repére de Frénet au point ¥ = ¢(s) est (%, (%), ( %)) ot t(Z) = ¢’ (s).

Centre du cercle osculateur : C' = ¢(s) + Rfi(Z) = ; donc le cercle osculateur est le cercle (heureusement).

Paramétrage en sens inverse : ¢(s) = (Z) + (_%;:ifﬁ%) pour s € [0,27R]. D'ou ¢'(s) = (722;((§))> et
R - R

s
7'(s)=—% ( CZiSIE(RS))> donc pointe vers l'intérieur cercle, donc 7(Z) pointe vers l'intérieur cercle. un
- R

Remarque 1.69 I est fondamental pour le calcul de 77 de considérer les coordonnées curvilignes intrinséques,
car son calcul est basé sur [|¢’(s)||?> = 1 = constant, qui, par dérivation, donne bien ¢” L ¢’, donc 7 L §".

On peut calculer le vecteur normal & aide du vecteur unitaire tangent (proportionnel & 7’) :

pour t € [a, b].

En effet, ||U(t)|| = 1 = [|JU(#)||> donne (U'(¢),U(t)) = 0, donc U'(t) L U(t). Mais on ne peut pas définir la
courbure et le rayon de courbure en #(t) par

k(@) = IT' ()], Ru(@) = et 7(T) = R ()T'(t) :

ke (t)

Rcos(t)
Rsin(t)

7I(t) = (R]i:zg)) = 0(t) = (;j;gi?) = 0'(t) = — (‘;’5((3) = k(@) =1 = Ri(t),

et R;(t) = 1 n’est pas le rayon d’un cercle de rayon R (sauf si R = 1...). n

car on aurait en particulier R;(Z) = 1 quelque soit le rayon du cercle! En effet 7(t) = ( > donne

13



14 1.13. Courbure, rayon de courbure, repére de Frénet

Exercice 1.70 Montrer que le vecteur 7/ (t) n’est pas normal & la courbe (I’accérélation n’est pas que centrifuge)

en général, alors que U’( y=4 (Ilf’gt;\l) I’est. Prendre par exemple une parabole.

. o 1 o . . L
Réponse. 7(t) = (é) donc 7'(t) = (t) et 7 (t) = (?) qui est le vecteur ‘vertical’ constant de norme 1 orienté

2
vers le ‘haut’, et 7'(t) o 7" (t) # 0 pour ¢ # 0 : le vecteur 7 (t) n’est pas normal a la parabole en 7(t) pour t # 0. Dessin. an

Exercice 1.71 Montrer que (7 o §)’(s) est paralléle & ¢’(s) : la dérivée du vecteur normal le long de la courbe
est un vecteur tangent & la courbe (intuitif : les vecteurs ¢’ et 7 “tournent ensembles”). Calculer (7 o ¢)'(s).
Réponse. Notons #/(s) = (iiog)(s) = 7i(q(s)) = 7i(Z) pour & = ¢(s). On a [|7(s)||* = 1 = (#(s), 7(s)), donc (7' (s), #(s)) =
0, donc 7’ (s) L #(s) donc ©'(s) L 7i(F), donc #'(s) || §’(s). Calcul : cherchons « t.q. #’(s) = a(s)§’(s). On a (¢’,7) = 0,
don (¢7,7) + (¢",7") = 0, don k(@)[|7(s)[|* + a(s)[|7"(5)]|* = 0, Aot a(s) = —k(@), d'otr 7'(s) = —k(T)" (). 2

Exercice 1.72 Pour k(s) # 0 montrer : 71'(s) = —k(s)q"(s), donc ||ii’(s)|| = k(s) (vers la courbure d’une
surface par variation du vecteur unitaire normal 4 la surface).

Réponse. n(s) L g'(s), ie. ﬁ(sl-(j’(sz = 0, donc ﬁ’gs)oq"(s) + 7i(s)s@"(s) = 0, donc 7' (s)eq’(s) + k(s) = 0. Et
fi(s)e7i(s) = ||7i(s)||> = 1, donc 27’ (s) #7i(s) = 0, donc 7’(s) || §'(s), donc I\ € R t.q. 7i(s) = AF’(s), avec [|7"(s)|| = 1,
donc \ = —k‘( ) un

1.13.2 Calcul générique et exemples

On a ¢'(s(t))s'(t) = 7 (t), done ¢ (s(t))s'()s(t) + @' (s(t))s" (t) = 7" (t), donc

1
") = (F”(t) - cj'(s(t))s”(t)) quand s = s(t). (1.38)
Exercice 1.73 Calculer le rayon et le rayon de courbure de ellipse 7(t) = <(Z;O§f> en un point 7(t), ou

a,b>0,a#bettcl0,2n]. Valeurs en 7(0) et en 7(5)?

Réponse. s'(t) = ||7'()|| = (a®sin® t+b? cos® )z > 0, donc s : € [0,2n] — s(t) = fg Va2sin? 7+b2 cos? T dr €
[0, L=s(27)] est un difféomorphisme. On pose ¢(s) = ( ) quand s = s(t), donc ¢(s(t)) = 7(t), donc ¢’ (s(t))s'(t) =
7'(t). Donc " (s(t))s' (t)s'(t) + ' (t)s" (t) = 7" (t). Avec s"(t) = 3 (2a” sint cost — 2b° sint cos t)(a” sin® t+b cos® t)f% =

(sin t cos t)(a®—b?) — _ 1 — (sintcost)(b®—a?)y _ 1 —acost —asint (sint cos t)(b®—a?)
s7(t) - Done ¢"(s) = S’(t)"’( ) +q'(1) s'(t) )= Sl(t)2(( “bsint ) T\ beost s'(1)? )-

Pour t =0, on a s'(0) = b, donc " (s(0)) = b%((;)a)’ donc k(7(0)) = % et R(7(0)) = =. De méme R(7(5)) = %-. wa

Exercice 1.74 Courbure et rayon de courbure pour la cycloide #(t) = (g((f : ilons?) ), t €]0,27[?
Réponse. 7'(t) = R (1 B COSt) et 7"(t) =R (smt) Et '(t) = ||7'(t)|| = 2Rsin £ car ¢ €]0, 2rr[. Egalement : 7' (t) =

sint cost
22t t t
2R (co:? an + ), et donc ¢’ (s(t))s'(t) = 7' (t) donne §'(s(t)) = <Sm 3 > (unitaire). Donc ¢”'(s(t))s'(t) = 3 (_CO.S 2, ),
2 S5

cos £ sin £
donc k(s)s'(t) = 3, donc k(s) = ;=——, et R(s) = 4Rsin §.
g 2

Ou bien appliquer (1.38) (entrainement) : 4R*sin® £§”(s) = R <Smt> — (1 . COSt) Rcost =R (smt) -

cost 2sin § cost

2sin? fcosf sint sin £ cos & Lgint o sint
_EB 2 2 =R - R 22:2 ) =R| 2 1 |5 donc §7(s) = T :
2sin § 2005 = sm = cos = cost cos” 5 5cost — 5 8Rsin? 5 \ cost — 1

Donc k(s) = 2sm = —L+ et R(s) =4Rsin L. un

4Rsm i ’

8Rs 1n2 é

x=a+ Rcost

Exercice 1.75 (Pour lexercice suivant.) Soit le cercle 7(t) = ( > pour ¢ € [0, 27]. Montrer que

Yy = b + Rsint
l’équation cartésienne du demi-cercle inférieur est y(x —/R? — (x—a)?, et que le développement limité de

wa)

y au 4éme ordre au voisinage de z=a est y(z) = b— R + 555 + g (@—a)* + o((z—a)?).

Réponse. Quitte a changer l'origine, on prend a = 0 (simplifie 'écriture) (ou remplacer = par £ = z—a). On a
2?4 (y—b)? = R?, donc y(z) = b+ (RQ—xQ)%, donc, demi-cercle inférieur, y(z) = b — (RQ—mQ)%. Donc

y'(z) = —%(—ZI)(RQ—I2)7% = w(R2—x2)7%, donc

y"(x) = (R?=2%)7% + a(—1)(—22)(R*—2%) "% = (R®—a®) "% + 2°(R*—2%) "% = R*(R*—2?)" 2, donc

y"(z) = R*(=3)(—=2z)(R*—2?)~% = 3R*x(R®*—2?)"3, donc

y""(z) = 3R*(R*—%)" % + 15R%22(R?—22)"% = (3R* + 1222R?)(R?>—2?) 2.

Done y(0) = b— R, y/(0) = 0, y"(0) = %, y"(0) = 0, y"(0) = 5, et y(z) = y(0) + 5 y"(0) + 5" (0) + o(a*),
donc y(z) = b—R + 552" + grza’ + o(z?). n
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15 1.13. Courbure, rayon de courbure, repére de Frénet

Exercice 1.76 Soit la parabole d’équation y = %x2, k > 0. Donner 1’équation du cercle osculateur au point

0= (0,0), et montrer qu’il est au-dessus de la parabole au voisinage de 0. Montrer :  est la courbure en (0,0),
et la courbure de la parabole décroit en s’éloignant de 0 (donc que son rayon de courbure croit).

—/ _ 1 11 _ 0 — — 212 — ¢/
y(®) gt2> pour t € R, dou 7'(t) = <m), 7(t) = (n)’ 17" (Ol = V14 K22 = §'(¢t).
(Donc s € CO(R;R) et 8 > 1 > 0 donc s : t — s(t) = fi:o s'(t)dt est un difftomorphisme R — R.) On pose
— , y s = - y N = 7! y 8 = 7! 14+r2t2—7' AH2A1N227%
a(s(0)) = 7(0), don g'(s(0)s' (1) = 7/(1), don 4" (s(0)) = = D0on ¢ (s(1))s' (1) = Pt =

) N = =11 O —// = =11
Dron 77(0) =7(0) = ( ) 13" (0)I] = & = k(0), R(0) = ., 7i(0) = Ty = (

Réponse. 7(t) = ( i

et donc le cercle osculateur

~——
|
D

l)2

= -, sa partie inférieure
K K27

a pour rayon R(0) = -, pour centre 0+ 17(0) = <2) : son équation est x? + (y—
K

(tangente & la parabole) est yo(z) = £ — /= — x2. Et, au voisinage de = = 0, y(t) = 5t et, cf. exercice précédent,

yo(z) =0+ £2° + %3% + o(x*) avec x > 0, donc le cercle est au dessus de la parabole au voisinage du point (0, 0). Puis

2 2
—// _ 1 =1/ 2,42 =/ 1 Kt _ 1 Kt
" (50) = e (O + 02 = 7000 = e ( oy ety gy ) =t () done

KO) =r et k(@(s) = R a2 = — (1.39)

(1+ K2t2) (1+ K2t2)3

décroit avec [t|. Donc le cercle osculateur a la parabole en 0 est en tout point au dessus de la parabole (intuitif) : calcul :
pour R = 1 (rayon du cercle osculateur en 0),siz €] — R, R[, on a y(z) = s=2° et yo(z) = R — VR? — 22, on pose

A(s) =ye(z) —y(z) = \/RQ—mQ—ﬁ,onaA( )—OetA'(m):#—%20p0urm206t§0pourz§0,
(R?—22)2

donc le cercle osculateur est au dessus; et si |z| > R alors on yc(z) n’existe pas et on n’a pas de comparaison a faire;

donc, 14 o ¢ca a un sens le cercle est au dessus de la parabole. un

. x(s) Lo y'(s) . .
Exercice 1.77 Montrer que si & = ¢(s) = y(s) alors 71(Z) = £ (s ) Que dire du signe?

Réponse. On a §'(s) = (;’ESD et 7(@) L q'(s) d'o #(F) = + ( y;ﬁf;) (sachant [|7"(s)|| = 1). Quant au signe,
T
Yy

le calcul donne §”(s) = ( ) = ﬁﬁ(i") avec R(Z) > 0, et le signe + dépend du paramétrage initial de la courbe

(par exemple signe + si z'’(s) & méme signe que y'(s)). un

(cost)3
(sint)3
Montrer : quand s — 0 la courbure tend vers oo, i.e. que la variation de la pente explose au voisinage de 7(0+).

X o [ —3sintcos’t=2a'(t)\ _, . —cost) 3 . —cost ST el _
Réponse. 7' (t) = ( Scostsin?t =y (1) ) = 3sintcost sing ) = 280 2t sint )’ donc ||7'(t)|| = 3|sintcost| =

3sin2t = §'(t) > 0 pour t €]0, [ (1a oit 7 est une courbe réguliére). On pose & = 7(t) = ¢(s) quand s = s(t), d’oit :

Exercice 1.78 Dessiner la courbe 7(t) = ( ) pour t €]0, 5[ (un quart d’astroide). Calculer la courbure.

7'(s(t) = — F’(t):<_.COSt>, done  q"(s(t)) = 21 (Sint>, @) = ——. (1.40)

sint 3 sin2t \ cost 3sin 2t

Donc k(g(04)) = oo : la variation du vecteur tangent unitaire (donc en direction) est rapide au voisinage de s = 0.

Ici s(t) = fot3cos7-sin7d7' = %sin2 t, donc sint = ,/%S et cost = (1 — %s)% Donc, avec ([1.40), la pente au point

1

et = sin sl lSi% 1-25 575%l —2)1—2s)" 2
qs(1)) = 7(0) vant p(s(1)) = ke = —\/F 2 = p(s). Pone p/(s) = —\[3 F—OHEEILACROTN 2 o
2,

2 —1 2 \—1(-25)+5 2 1-3 ’ 1 : _ g u
—y/%2572(1—28)7 2 >3 = —/ 2 +. Donc p'(s) ~ == au vois. de s = 0 (variation brutale de la pente). dn

3 3 1-3s 3s20-293 Vs

. e t S - i
Exercice 1.79 Pour une courbe réguliére 7(¢t) = ( ) = ¥, montrer k() = —L WL
f@®) (14+£/(1)2)2

Réponse. (1.41) donne ¢ (s(t)) = —dss (7' (t) — /() D). Lei #/(¢) = ( t t)> (1) = ( f,,()(t)), S (1) = |7 (1)
7 " _ ff 1 1 0 1 ! fl,fl
TR0/ = L8 Doned” = (o)~ ) el = wrcimm (0 - o

!
armoe (J; (notations allégées abusives). un
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1.14 * Formules pour la courbure en 2-D

bt = (m(t) = y(t)

Passage en coordonnées curvilignes intrinséques : 7(t)
(@ (5(8)s'(£)s' (1) + @' (s(0)s" (1) = &' (£)2G" (s(0)) + 8" (DT (s(2)) = &' (£)27" (5(2)) + 8" (1) 57 D'on

[a b} — R2 ’ "
Courbe réguliere 7: . ri(t) = o(t) } Done 7/(t) = (“%2) et (1) = (;8 )

1 _ SO = ") L S ()T ((s)) — 8" (E(s))7(E(s))
q (S(t)) - S/(t)?’ ’ Le. ¢ (S) - Sl(t(S))S ’ (1 41)
quand ¢ : t € [a,b] — 5 = p(t) =" s(t) € [0, L] et o~ : 5 € [0, L] —t =@ I(s) ="ot t( ) € [a,b].

b
1, "
Avec des notations allégées : s’ = \/2'2 + /2, d’ot1 8" = %, donc (1.41) donne " = 5 (7"'s'—7's") =
22y

o 2 2"y’ — alyly
m<(y,,) (l‘/Z + y’Q) — (y,) (z"z" +y'y")) = W <y//$/2 y'a'z" ) donc

7"60) = (A (2 )o, (1.42)
D’ou .
) = e o R0 = (1:49)
quand k(7(t)) # 0. Notations simplifiées usuelles :
B N % R LU L L L
(=2 +y?)z 7|2 =y —a"y'| TN

ou ¥ est la vitesse et ¥ est 'accélération (définies par ¢(7(t)) := 7#'(t) et ¥(7(¢t)) := 7" (¢)), et, ici en 2-D, T A Y
désigne la 3éme composante du produit vectoriel ¥ A 5 quand ¥ et 5 sont plongés dans R3.

Exercice 1.80 Montrer que redonne (1.34) quand 7 est un paramétrage intrinséque.

Réponse. k(q(s)) = ZIIM@E] yyec ¢ paramétrisation intrinséque, done ||7(G(s))|| = 1 et #(q(s)) L 7(G(s)) donc
H*(Q(?))H2
[9(q(s)) A¥(q(s))] = [17(q(s))]| qui par définition vaut = [|g"(s)||. -

Exercice 1.81 Paramétrage intrinséque ¢ : s — ¢(s), “vitesse” ¥(g(s)) = ¢’(s). Montrer que (vers la courbure
riemannienne d’une surface) k(g(s)) = ||(dv.9)(q(s))|| = Hd(voq') (s)||, donc k = ||du.v]| =m0t ||4L]|.

Réponse. ¢'(s) = (0 q)(s), donc ¢ (s) = U320 (s) = di((s))-q"(s) = di(q(s))-5(d(s)), avec k(q(s)) = |7"(s).

1.15 * Courbure du graphe d’une fonction

Iei 7: z € [a,b] — F(x) = <2Ei; i f‘(m)) € R% Donc 7'(x) = (}’(m)) et 7' (x) = (?‘”(x))’ et (|1.43
donne
oy 7@ o (L P
) = oy f,(x)z)%, ot Riita) = (149
quand f”(x) # 0. (Exemple : voir Si f/(x) = 0 alors k(z) = |f"(x)]- Si f'(x) > 1 alors k(z) ”;,I;S‘)i )

(Avec les notations du paragraphe précédent, 7(t) = (

2 * Intégrales sur des courbes de R?

x(t)
Meéme démarche que dans R2. Soit 7: ¢ € [a,b] — 7(t) = | y(t) | € R® une courbe C? réguliére (7/(t) # 0
z(t)
pour tout t € [a,b]). Passage en coordonnées curviligne intrinséque : la courbe 7 étant réguliére, la fonction
[a,0] — [0, L]
® note (2.1)

tot)= [ 7@l =0
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. [0,L] — [a,b]
est un diffeomorphisme croissant d’inverse o~ ="t ¢ . 1 . Et la longueur de la courbe
s = (s) = i(s)
vaut
b L
L= [ I lld= [ as (22)
t=a s=0
car s(a) := p(a) = 0, 5(b) := p(b) = L, %(t) := G2 (1) = |7/ (1)]], et

ds :=dop = ' (t)dt = ||F'(t)||dt (= /7' (t) 02 + 2/ (02 dt "2 (da? + dy? + dz?)?). (2.3)
D’ou le paramétrage en coordonnées curviligne intrinséque de I' = Im(7) & partir de la courbe 7 :
[0,L] — R?
ot: )
s = Z=q(s):=7(t(s))

pour tout s car ¢'(s(t))s'(t) = 7'(t) et s'() = |7 (#)[|- Et [|¢"(s)[| = 1 donne §”(s) L ¢"(s), pour tout s, et le
vecteur T(Z) := ’(s) est unitaire et tangent & la courbe T' = Im(q) = Im(7) en & = ¢(s). Et

—

donc q(s(t)) =7(t) avec ||7'(s)]]=1 (2.4)

!

I 1 () = q"(s) — R(D" (s
@ e T ey T R@TE (29

quand k(Z) # 0, sont la courbure, le rayon de courbure et le vecteur normal unitaire & I en Z pour ¢.

k(@) = 1g"(s)Il, et R(Z):=

—

Définition 2.1 Si k(%) # 0, le plan osculateur & la courbe I" en Z est le plan affine (&, (T'(Z), 7i(Z)) (passant par &
de vecteurs directeurs T'(Z) et 7(Z)), plan contenant le cercle osculateur de rayon R(Z) de centre & + R(Z)7(z).

Définition 2.2 Si k(%) # 0, le vecteur binormal & la courbe en Z = ¢{s) est
o m o noté R » q"(s)
B(@) = T(2) A (@) " 5s) (= q'(s) A L), (2.6)

Donc

B(Z) = b(s) € Vect{T(@), (@)}, et [[B(@)]| =1 = ||b(s)]] (2.7)

—

| |
(produit vectoriel de deux vecteurs unitaires orthogonaux), et (T(Z), 7(Z), b(Z)) est une b.o.n. directe.

i et base (T(Z), (%), E(f))).

Relativement au point Z = ¢(s), on note également

(s) = ﬁ:ﬁé‘g;' (= (&), donc b(s) = T(s) Ai(s). (2.8)

Proposition 2.4 En & = ¢(s) t.q. k(s) # 0 (courbure non nulle), on a

S

7%(3) =q'(s) (=T(2)),

B'(s) Lb(s), b'(s) e Vect{T(s),ii(s)}, b'(s)=T(s)Aii'(s) LT(s), donc b'(s) | i(s). (2.9)

b'(s) = T'(s) Ai(s) + T(s) Afi'(s) = 0+ T(s) A" (s), (2.10)
donc B'(s) L T(s), avec b'(s) € Vect{T\(s), (s)} et T(s) L fi(s), donc b'(s) parallele & 7i(s).
Définition 2.5 La torsion de la courbe en @ = (s) est le réel (%) = 7(s) défini par :

b'(s) = 7(s)ii(s) | = T(@)(@). (2.11)
Proposition 2.6 ) . i . .
ii'(s) = —7(@)b(s) — k(Z)T(s) (= -7(Z)b(T) — k(@)T(Z)) (2.12)

(noté abusivement 7’ = —7b— KT). . )
Etsik # 0 et b est constant (donc ii(s) existe et b(s3) = b(s) pour tout s, sy € [0, L)), alors 7 = 0 (la torsion

—

est nulle) et la courbe est plane (contenue dans le plan osculateur (Z, (T(Z), 7(Z))).
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Preuve. T=bAT donne i’ =b' AT +bAT’' = (ri) AT +b A (kit) = _rb— kT dou . Si b est constant
)= 211

alors b (s) =0 donc 7(Z) = 0, pour tout Z € T, cf. (2.11)). Et (développement limité au second ordre avec reste
intégral)
N . o (5 - 50)2 11 I 111 2
q(s) = q(so) + (s — s0)q"(s0) + — 4 (s0) + B q" (u)(s — u)” du. (2.13)
U=S8q
~ 77 ~ /11 s /7 _ = s dH*”H s =~
Avec ii(s) = LA on k(Z) = [I7(s)]| # 0, on a it'(s) = TCUTGIEEOTETC) ayee ii/(s) =E1

= =

—T(f)N(S) — k(Z)T'(s) et (&) = 0 ici, donc " (s) HtT ol
Vect{T(s), i(s)}. Donc donne §(s) € (7, (F(7), i(

= —h(@)T(s) + L (s) € Vet {T(s),7"(5)} =
).

&1—

Exercice 2.7 Montrer : en @ = i"(t) = ¢(s(t)), le vecteur 7' (t) A 7" (t) est binormal (i.e. || b(%)) :

(# ATV () = (5 (1) k(Z) g(f) (2.14)
Réponse. 7(t) = ¢(s(t)) donne 7'(t) = §’'(s(t))s'(t). Dout 7" (t) = §"(s)(s'(t))* + ¢’'(s)s”(t) quand s = s(t). D’ot
() AT (1) = (5'(1))°F(5) AT (s) + 0 = (s (£))°K(Z)T(Z) A 7A(Z). -

Rcos(t)
Exemple 2.8 Soit R > 0, a # 0 et #(t) = | Rsin(t) | pour ¢ € [0,27] (hélice de pas p = 27a). Calculer sa
at
longueur, sa courbure son rayon de courbure, sa torsion. Pour quels a la torsion est maximum ou minimum ?
—Rsin(t)
Réponse. 7'(t) = | Rcos(t) | pour t € [0,2x], d’ou ||7'(t)|| = VR? + a2. D'ou L = ff:o VR? + a2 dt = 27V R? + a?.
a
Abscisse curviligne intrinséque s : ¢ € [0,27] — s(t) € [0, L] donnée par s'(¢t) = v/ R? + a2. Donc s(t) = tv/R? + a?. Donc
R cos( \/m) ~ T sin( \/R2+a2)
oy 3 S = - R s
q(s) = RS]H(TW) , pour s € [0, L]. Donc T'(s) = ¢'(s) = VR cos( \/R2+a2) , donc
@ vV R2+a? v/ R2+4a2
_ » R .COS( 325,12) R ) — cos( /R;+a2
T(s)=4q"(s)= R2 + a2 in( /R2+a2) , donc k(s) = Rt a? et 7i(s) = —sm(\/R;iW) ,

0 0

et R(s) = R2§“ D’oit le vecteur binormal b = T A 7, sa dérivée et la torsion :
V/R2ta? sin( \/R2+a2) cos( \/}"1’2874»(12)
- _ s = a . g _ a _ a
b(S) = \/R2+a2 C:S( \/R2+a2) ) b (S) = m Sln(\/m) = _mn(5)7 T(S) = _m
\/ R2+a? 0

(torsion constante). En particulier, si a = 0, la torsion est nulle, I'hélice est dégénérée (en un cercle plan) et on retrouve
les résultats précédents de courbure pour un cercle dans un plan.

2142 —a(2a a2 —R2 .

On pose f(a) = R2+a2, donc f'(a) = —R(;QMQS ) = (R2+f2)2, max ou min pour a = +R. Et f(R) = —R%_ag
min, et f(—R) = R2+a2 max. un

acht
Exercice 2.9 Courbure et torsion de la courbe 7: ¢t € R — 7(t) = | asht | ou a>07? un

at
asin®t
Exercice 2.10 Soit la courbe 7(t) = | acos®t | aveca>0et ¢ €]0,5].
—acos 2t

1- Etudier les projections orthogonales sur les plans (zOy) et (yOz).

2- Donner le triédre de Serret—Frénet et la torsion.

3- La tangente & I' = Im7 en 7(¢) coupe (z0z) en P;(t) et (yOz) en Py(t). Montrer que le segment [P (t), P (t)]
a une longueur constante.

3costsin”t
Réponse. 2- 7/(t) = a | —3sintcos’t |, d'ou §'(t) = ||F'(t)|| = Bacostsint = Sasin(2t) pour ¢t €]0, %[ (et sur

2sin 2t
10, Z[ le changement de variable ¢ — s est bien un diffeomorphisme). D’olt s = fo Sasin(2u)du = 2(cos2t — 1), et
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3sint cost
on pose q(s) = 7(t). Dot §'(s) = soooiyes 7 (1) = £ | —3cost | = T(s). Dot ¢"(s) = 2 | sint | zt7my- Dol
4 0
cost —4sint 11 —4cost
ii(s) = | sint |. Dot b(s) = T(s) Afi(s) = £ | 4cost |, dou b'(s) = = | —4sint | et la torsion vaut 7(s) =
s'(t) 5
0 3 0
2 4 8

“hasin(2t) 5 25asin(2t)
3- La tangente en 7(t) a pour équation 7(¢t + h) = 7(t) + h7’(¢). Le point P; est donné par h tel que 72(t + h) = 0

(deuxiéme composante nulle), i.e. pour h tel que acos®(t) — 3ahsintcos®t = 0, i.e. pour h = %2:’;2 (on suppose t #
asin®t 3costsin?¢ sint
0). Donc P = acos®t + %Zf’jf —3sintcos’t | = a 0 . Le point P> est donné par h tel que
—a cos 2t 2sin 2t 7% cos?t+1

71(to + h) = 0 (premiére composante nulle), i.e. pour h tel que asin® ¢ + 3ahcostsin®t = 0, i.e. pour h = 5+ 2L Donc
asin®t 3costsin®t 0 —sint

Py = acos’ t +_Ta sg;i —3sintcos’t | =a cost .Dou PP, =a cost de longueur /1 + %6 = g
—a cos 2t 2sin 2t %sin2t—1 % -2

constante. L]

z(t) =t +3t+1
Exercice 2.11 Soit la courbe de paramétrage 7(t) = | y(t) = 2t> +2t+2 |, pour t € R. Montrer que Im7#®
2(t)=t2+Tt+1
est incluse dans un plan, et que cela reste vrai tant que =, y et z sont des polynémes de degré inférieur ou
égal & 2. Calculer 7/(0) et 7/(1), en déduire un vecteur normal au plan et une équation du plan de la forme
“ar 4+ by +cz=d".

a1 + b1t + Clt2 bi1+2c1t 2c
Réponse. Soit 7(t) = | az + bat + cot? |. Alors 7' (¢) = | ba+2cat |, 7/ (t) = | 2¢ca | et #™(t) = 0 pour tout n > 3.
as + bst + C3l‘/2 bs+2cst 2c3

D’oit le développement limité exact 7(t) = #(0) + ¢ 7'(0) + % 7"'(0) qui indique que, pour tout ¢, 7(t) appartient au plan
affine passant par 7(0) de vecteurs générateurs 7' (0) et F"(O) quand ces vecteurs sont indépendants, sinon 7(t) appartient
a la droite affine passant par 7(0) de vecteur directeur 7(0) si #’(0) # 0, sinon 7(t) = 7(0).
Autre méthode : montrons que 7’ () appartient a un plan vectoriel ax + By +vz = 0, i.e. qu’il existe (o, 8,7) € R® tels
e by b2 b e
que7’(t) L | B |.C’est vraisi pour tout ¢t on a a(b1+2c1t)+S(ba+2cat)+7(bs+2cst) = 0, i.e. ssi (2c12 2022 2c33 ) B
Y

0. Un tel vecteur (a, 3,7) doit donc étre orthogonal & la fois & (b1, bz, b3) et & (c1, ¢z, c3) : il suffit de choisir par exemple

o b1 c1 o
Bl=10b]|A cz> Et on vérifie que 7(t) — #(0) L [ B |, i.e. que la courbe est dans le plan a(x —a1) + By —
Y bs C3 v
az) +7(z —as) = 0.
b1 5
Iciona7'(0) = [ b2 non paralléle a7/(1) = | 6 |, et donc un vecteur normal est donné par 7' (0)A7'(1) =
b3 9
—24 -3
8 =8| 1 |, et ’équation du plan est par exemple —3(z — 1)+ (y —2) + (2 — 1) = 0.
8 1
Autre méthode : calculer Z_;( ) et montrer que 5(3) est un vecteur constant : méthode demandant plus de calculs. Par
exemple, il faut commencer a calculer 4 = [|7/(¢)|| = ((b1+2c1t)* + (ba+2c2t)* + (b3+203t)2)%, puis poser ¢(s) = 7(t).
by c1
Plus simplement, on se sert de 'exercice |2.7]: ici 7/ (¢) A7"(t) =2 | b2 | A | c2 | est un vecteur constant (indépendant
b3 C3
de t), donc la courbe est plane. un
R
Exercice 2.12 Soit une courbe plane (dans le plan x = R > 0) : 7(t) = [ f(¢) | ou donc y = y(z). La courbe
t

est dessinée sur une feuille de papier incompressible, puis on enroule la feuille de maniére a ce quelle soit sur un
cylindre de révolution d’axe “Oz” et de base le cercle de rayon R. Montrer que cette courbe devient la courbe
x(t) = Rcos( f(t))
7(t) = y(t) = Rsin( (t)) . Donner le vecteur binormal et retrouver le résultat de I’hélice.
t

2(t) =

Réponse. Dans R? soit un segment de droite @(u) = (y(mzi;i)—:ggt)> pour u € [—a,a] ol a > 0. On applique ce
2]

segment de droite sur les cercle de rayon R a l'aide des coordonnées polaires modifiée p(r,0) = (;Z?;g) (ici g
T
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est & r > 0 fixé une coordonnée curviligne intrinséque qui permet de “conserver la longueur”). On obtient la courbe :

. COSs g(u)
b(u) = (Fod)(u) = P(R, g(u)) = (Z sin g(u)

(longueur pour @) et bien égale a [ I8 ( Nidv = [ |g )| dv (longueur pour b).

) pour u € [—a, a]. On vérifie en particulier que [*[|@’(v)||dv = [ |g'(v)| dv

Donc le point < R > devient le point (RCOS g ) Plongé dans R® ot on impose u =t, g = f et z = t, on obtient
f(u) Rsin £
la courbe demandée. On vérifie que fot [[70 " (v)]| dv = fo VI ldv = fo [|7(v)|| dv, i.e. que les courbes ont méme
longueur.
(t
' (®)sin(H)
Ona7'(t) = f(t) cos(Lﬂf)) , Dot ||7/(t)|| = /f/(t)? + 1 = s(t) donne une coordonnée curviligne intrinséque,
1

1 _ 1 11 ’ _ = 7! 1 1!

et 7' (s(t)) = 7\/1”@)724—17“ ’(t) donne un vecteur tangent unitaire. D’ott §”(s(t))s’(t) = 7(}( pRET t) + 7\/1”(75)724-17“ (®)
— " (t)sin(H2) — L0 cos(£(1)
our"(t) = (1) cos(%) _ g) sin(f(t)) |- Comme q'(s(t))//7'(t), on déduit, quand s = s(t) :
0

f )
WO+ 1T () AT (s) =T/ (W) AT (1) = | —f"(8) sin(LL) — O cos(f(2))

’ 4
La norme au carré du membre de droite est = 2% + f"(t)?, dout, quand s = s(t) :

B(s) = L #(6) A (1)

(f/(6)2 + 1)\/2 L85 ¢ pr(1)2

Pour I’hélice f” = 0 et f' = c constante. un

3 * Travail, gradient

x1(t) dxy x) (t)dt
Courbe réguliére 7 : ¢t € [a,b] — 7(t) = | z2(t) | € R3, donc dF = | dxs | = 7'(t)dt = | z4(t)dt |. Soit
x3(t) dxs xh(t)dt
. T . [1(Z)
I' = Im(¥) et soit 2 un ouvert dans R3 t.q. ' C Q. Soit f : T = | 22 | € Q@ — f(&) = [ f2(¥) | € R? une
T3 f3(Z)
fonction continue (i.e. les f; € C°(;R)). Cas simplifié : courbe dans R? et f € C°(Q; R?).
3.1 Travail (ou circulation)
Définition 3.1 Le travail (ou la circulation) de fle long de I' est le réel
T(F.0)i= [ Fedr= [ (fdar + fodoa + fados), (31)
r r

i.e.

b b
T(fiT) = /t: )« (1) dt:/t: (F1(F®) 21 (2) + f2(F(1) 25(t) + fo(F(2)) 25(t)) dt. (3-2)

Exemple 3.2 Dans R2, soit f(a:, y) = (;y> (champ de rotation, ou champ de spin). Calculer T(f7 oal
est le cercle de centre (0,0) et de rayon R parcouru dans le sens trigonométrique, puis dans le sens inverse.

—Rsint
Rcost

Rcost

Réponse. 7(t) = ( Rsin t) pour ¢t € [0,2n[ donne 7'(t) = ( ) donc f(t)+7'(t) = (—Rsint)(—Rsint) +

(Rcost)(Rcost) = R?, d'ou T(f,T) = f:o R?dt = 2w R®. Puis (sens inverse) q(u) = (E%Rc;snuu> pour u € [0, 27 donne
. —Rsinu > ~ N e 2r u
q'(u) = (—Rcosu)’ donc f(u)eq'(u) = —R* dou T(f,T) = [ —R*dt = —2wR>. wn
. 20 —y + 2
Exercice 3.3 Calculer le travail de la force f(z,y,z) = Tty — 22 le long du cercle horizontal de
3x — 2y + 4z

centre (0,0,0) et de rayon R.
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21 3.1. Travail (ou circulation)

Rcost Rsint
Réponse. On paramétre le cercle a I'aide de 7(t) = | Rsint | et donc 7'(t) = [ Rcost |.D’ou :
0 0

fodi = RQ[(2 cos t— sint40)(—sint) + (cos t+sint—0)(cost) + (...)(0)] dt = [1 — costsint] R* dt.

Dou T(f,T) = R? [ (1 — Lsin(2t)) dt = 27R?. i
Exercice 3.4 Calculer le travail du champ de vecteur ¥(z,y) = (g) le long du cercle C(0, 1). o
. . S y? z(t) = cos? t
Exercice 3.5 Calculer le travail du champ de vecteur ¥(z,y) = 0 le long de la courbe y(t) = sin2t )’
pour t e [O, %[ un

Exercice 3.6 Calculer fr 23 dy —y> dx ou I est le cercle 0(6, R) paramétré dans le sens trigonométrique. C’est
le travail de quelle force ? un

. 2
Exercice 3.7 Calculer le travail de f = (ZQ) sur :

1- la courbe :c + y —ax =0,
2- la courbe % o + bg =1,

2
3—1acourbe2—2+yf72i,27y:0.

> 3 %, %,0) et rayon §; 2- : ellipse d’axes a et b; 3- courbe
@=—a)” | % =2, i.e. ellipse centrée en (a,b) d’axe v/2a et v/2b. un

a

Réponse. 1- : courbe (z — £)° +y° = i.e. cercle de centre (

Exercice 3.8 On considére le carré " de sommets [a, a], [a, —a], [—a, a], [—a, —a] parcouru dans le sens trigono-

métrique. Calculer [ (e=y) dot(zty)dy

r2+4y?
Réponse. Ici fi(z,y) = 2+y2 et fa(x,y) = ﬁyg, C* pour (z,y) # 0. Segment du bas de [—a,—a] & [a,—a] :
z(t) = —a+tet y(t) = —a pour t € [—a,a]l. ot z’(t) =1 et y'(t) = 0;... un
2xy

Exercice 3.9 Soit ¥ = ( 0

) et W = (_(;2 ), et soit une courbe I' fermée donnée. Montrer que les travaux

de ¥ et de w sont égaux.

Réponse. T(7,T) = [ 2x(t)yt)z'(t)dt = [ (%) (®)y(t)dt = — [’ 2?(t)y'(t) dt + [22(t)y(t)]5. La courbe étant
fermée, on a z(a) = z(b) et y(a) = y(b), dou [*(t)y(t)])} = O un

Exercice 3.10 Soit I' lalemniscate p = y/cos(26) pour 6 € [0, ]. Calculer T' = [i.(e” cos y+xy?) doz—(e” siny+
x2y) dy.
z(p,0) = pcosb

y(p,0) = psin 6 > La lemniscate est

Réponse. L’expression en polaire d’un vecteur position générique est : 7(p, ) = <

donc la courbe 7(t) = (ZE?) z ﬁvzzzgg;iﬁ:) pour t € [0, Z].

1- zy’ de — 2%y dy = zy(yde — v dy) = mySd(%) = cos”(2t) cost sin® t d(£21) avec d(
2’y dy = — cos®(2t) 1 sin(2t) dt = 15 (cos®(2t))’ dt.

2- eV (£) cos(y(t)) — " sin(y(®))y'(£) = (") cos(y(t)) + " (cos(y(t))’ = (e cos(y(t)))"

Dot T = [75(cos® (Qt))] + [e"® cos(y(t))]¢ = —15 + 1 — e puisque 2(0) = 1, 2(%) = 0, y(0) = 0, y(%) = 0. un

qmt) = q1;21t dt, don xy? dx —

Proposition 3.11 Si f(7(t)) L 7'(t) pour tout t (la force f est perpendiculaire au déplacement), alors le travail
est nul : . .
fF®) L'ty = T(f,T) =0

Preuve. On a f(7(t))7'(t) = 0 pour tout ¢, donc T(f,T) = f;Odt = 0. in

—

Exemple 3.12 Le champ de position est défini dans R? par f(z,y) = (i) Calculer le travail de f sur le

cercle de centre (0,0) et de rayon R.

Réponse. ) = (g:r?; i ;((:))) pour ¢ € [0, 2], donc f(7(t))«7 (t) = (Rcost)(—Rsint) 4+ (Rsint)(Rcost) = 0 (le
champ f est orthogonal au cercle), d’ott T(f,T) = f:"() 0dt =0. .
ZCOoST t
Exercice 3.13 Calculer la circulation de ¢ = Yy le long de la courbe #(t) = [ 2 +2t |,t € [0,7]. o
22 sint +t2
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22 3.2. Dépendance du paramétrage : suivant le sens de parcours

3.2 Dépendance du paramétrage : suivant le sens de parcours

Soit ¢ : telotl = led diffeomorphisme d’inverse o1 : o) = la. 8]
7 [a,b] — u= (1) Ozu P 7 u—>t:g0_1(u)n0:tét(u) 7
q1(u)
et soit §:= 7o 1 u g2(u) | = q(u) :=7(t(u)), o donc 7(t) = q(u(t)).
CIB(U)

Proposition 3.14 Soit f € C°(€;R). Le travail de flelong de T = Im(7) dépend du sens de parcours :

b d
( / Fedr=) [ Fw) () di =+ / Flatw)eq' (=% / Fedd), (3.3)

t=a

avec + si @ est strictement croissant et — si  est strictement décroissant.

Preuve. On applique la formule de changement de variable dans les intégrales avec t = p(u) :

b) 7 S,
[IGU b= [20  Flaw) «7" (o(w)¢' (u) du, done
o= szc f(q"(u))-(j (u) du si ¢ est croissante,
o=/, F(qw)) e @' (u) du = — fud:C F(@w) @’ ((u) du si o est décroissante, .
Exemple 3.15 Soit f(:ﬁ’) = —g€3 (champ de pesanteur). Pour aller du point P; = (0,0,0) au point P, =
(0,0, 1), le travail est négatif et vaut —g, et pour aller de P, & Py, le travail est positif et vaut +g¢. o

Notation générique. On se donne une courbe 7 : [a,b] — R3. On note :
'y = la courbe parcourue dans le sens donnée par 7,

dite parcourue dans le sens positif pour 7. On note I'_ la courbe parcourue en sens inverse et donc

/ fedi=— | fedF

— F+

Exercice 3.16 Soit ¢ € C°(R;R), a < b, 7(t) = ((p(xx(gg z S(Ob(?balta;j_ a)

I',. Montrer que cette courbe a également pour paramétrage = € [a,b] —

) pour t € [0,1], et Im(¥) =T =

o(2) (donnant le graphe de ), et

b
[ fwdo - / | fapla)) da. (3.4)

Réponse. Soit © = (b—a)t + a pour t € [0,1], donc = € [a,b] et t = F==. Soit ¢(z) = (w?cc)) 1' donne
GO O ff:a f(@(x)) dz, i.e. (3.4). Commentaire : on pose g(z) = f(z,¢(x)), et on a montré :

Jp flx,o(x)) de = f: g(z) dz = “aire sous le graphe de g”, le paramétrage en z allant de gauche a droite. un
. . . ) . z(u) = (a—b)u+b ) -
Exercice 3.17 Suite. Soit I'_ donnée par ¢: u € [0,1] — . Vérifier :
par s 0.1 (1)~ Sl e
b
/ (z,y) dx —/ f(z ))dz et donc = —/ flz,p(x))de = — flz,y)de
Ir_ T=a Iy
Réponse.
1 B , 1 a dx
| sayaod= [ p@br+bola-bir b a-bydi= [ fee@) @b 2
t=0 t=0 x=b
ce qui est le résultat cherché, sachant que “[,* g(z) dz = — f: g(z) dz”. Commentaire : avec g(z) = f(z,¢(z)) on a:
fr x))dr = — f g(x) dz = — “aire sous le graphe de g”, le paramétrage en z allant de droite 4 gauche.  au
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23 3.3. Gradient, travail et potentiel

3.3 Gradient, travail et potentiel

Q =R
On note (€;) la base canonique de R™. Soit 2 un ouvert de R™ et soit ¢ : { . .
T p(Z)

} € CY(Q,R).

Définition 3.18 On appelle gradient de ¢ la fonction gradcp : 2 — R”™ (& valeurs vectorielles) définie par :

o (=
O\ .,
- — - — hote = —
gade(@) = | | =3 5L @a "L T,
P . 1 7
E(l') ’
x . #
Exercice 3.19 Onnote Z =7= | y | et r = ||F]| (= /a2 +y2+22). Pour ¢(x,y, z) := r montrer gradp(7) = —
T
z
1 - 7
quand 7 # 0. Pour 1(7) := — montrer grady(7) = —— quand r # 0. un
T r
Définition 3.20 f: ) — R™ dérive d’un potentiel ssi il existe ¢ € C1(Q;R) t.q. f: gradgp.
(Le. si f a une “primitive” ¢ au sens : gradient de ¢ = f.)
- . 2
Exemple 3.21 f = 7 dérive du potentiel p(z,y,z) = % + %+ % o
2y + 23
Exercice 3.22 Montrer que #(z,y, z) = x? dérive d’un potentiel ¢ qu’on calculera.
322
Réponse. A une constante prés, on trouve o(z,y, z) = 2%y + 22> (on pourra commencer par intégrer g—‘; =z?). un
yz
Exercice 3.23 Montrer que ¥(z,y,2) = | zx | dérive d’un potentiel ¢ qu’on calculera. un
Ty

Exercice 3.24 Montrer que le champ de spin f (z,y) = (;y), voir exemple ne dérive pas d’un potentiel.

Montrer que g(z,y) = ﬁ (_xy> dérive d’'un potentiel (potentiel ¢(xz,y) = arctan(¥)).

Réponse. Pour f on devrait avoir g—‘j(m,y) = —y et donc p(z,y) = —zy + Y(y), et donc g—g(m,y) = —z+v'(y). Et on
devrait avoir aussi g—’;’(x, y) = x, donc z = —x + 9’ (y), donc 2z = 1’ (y), ce pour tout x et tout y, c’est absurde (prendre
2 =0 puis x = 1 avec y = yo fixé). Donc f ne dérive d’aucun potentiel.

Pour § : on rappelle que la dérivée de h(z) = arctanz est h'(z) = H% En effet h™'(t) = tant = 3L a pour
dérivée (h™1)'(t) = 1 + tan?t = ﬁ quand z = tant. On cherche ¢(z,y) telle que 92 (z,y) = —oE T T 1+1% et
%’:(xay) =TT = %ﬁ La fonction ¢(x,y) = arctan(Z) convient. un

2

Proposition 3.25 Soit 7 : [a,b] — R? une courbe réguliére, I' = Im#, P, = 7(a) et Py = 7(b) (les extrémités
de T), et soit Q un ouvert contenant I'. Si p € C*(;R) et f = grady alors :

/F Fedi= / gradpedi = o(Py) — p(P) (= (0 P)(b) - (¢ 0P(a)), (3.5)

donc le travail ne dépend que des extrémités P, et Py de 7 (ne dépend pas du chemin qui joint deux points
lorsque f dérive d’un potentiel). En particulier, si T est fermée alors fr gradpe dr = 0.

Preuve. C’est ftb:a g'(t)dt = g(b) — g(a) avec g := p o 7. En effet g(t) = p(#(t)) donne

(6) = G2 5 (1) + G2 G0 + G 0) 52 (0) = (grad) (7)),
donc fy gradipedr = [}, gradol7(0)) 7' (1) dt = [, (6t = 4(8) — 9(a) = $(70)) — o(7T(a)).
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Remarque 3.26 C’est faux si f ne dérive pas d’un potentiel. E.g. avec H(x,y) = <f1 (2,y) = y) : 1- prendre

et le segment horizontal I' = Im(7) ou 7(t) = (;:((f)) _é) pour t € [—1,1] qui donne

1 1
/ feodr= Fi(z(t),y(t)2'(t) + fa(z(t), y(t).y'(t) dt = / 0.1+ 0.0dt = 0.
I t=0 t=0
x(t) = cost

2- Prendre la courbe C' = Im(7) (demi cercle) ou 7(t) = <y(t) _ sint

) pour ¢t € [0, 7] qui donne

K

t/ﬁﬁ: ”ﬁmmmmw@+bmmmm4mﬁ:/ (sint)(~sin) + 0dt = L #0.
C t=0

t=0
Ici f ne dérive pas d’'un potentiel (on a rot(f) = 1 # 0). o
y? cosx
Exercice 3.27 Montrer que #(z,y,2) = | 2ysinz + e?* | dérive d’'un potentiel qu’on calculera. Puis calculer
2ye®
le travail de ce champ entre (0,1,0) et (7,3,0). .

Théoréme 3.28 Cas Q2 C R? est un ouvert connexe (deux points quelconques dans Q peuvent étre reliés par
une courbe contenue dans Q, autrement dit, §) est en un seul morceau). f € C°(£; R3) dérive d’un potentiel ssi
le travail fr f+d ne dépend que des extrémités de I' (pas du chemin reliant les extrémités).

Preuve. = : OK : on a (3.5).

< @ supposons que fF f.d7 ne dépende que des extrémités de I'. On se place dans R? pour simplifier les
écritures. Méme démarche dans R®. Soit T = (0, y0) € Q fixé et pour & = (x,y) € Q on note Iz un chemin
entre Io et Z, et on pose :

mwzﬁﬁﬁ

L’indépendance supposée sur le travail de f assure que ¢ est une fonction (p(z,y) est défini de maniére unique).
Vérifions que grady = f :  est ouvert donc 3h > 0 (suffisamment petit) t.q. la boule ouverte B(Z, h) C € ; soit

F(t) = (x—;th),te [0,1], et C' = Im(7). Donc d7¥ = (g) dt, donc, avec f: (?),
2

1
¢@+mw—ﬂaw=/7wwzf i@+ thoy) hdt = h fy (x + trh,y),
C t=0

ou t, € [0,1] existe grace au théoréme des valeurs intermédiaires. D’ou %ﬁow = fi(z + tph,y), dou

avec h — 0, g—f(:v,y) = f1(z,y). De méme pour g—“;(x,y) = fo(z,y). a

4 * Rotationnel, divergence, laplacien

T f1(@)
Soit Q ouvert de R® muni de sa base canonique et f: = | 3 | = f(Z) = | f2(Z) | € CHQ;R?).
XT3 f3(f)
4.1 Rotationnel
Définition 4.1 On appelle rotationnel de f la fonction
Ofs (= Ofa (=
. 1 . aT{Z(x) - T;{z(x)
rotf &= | zp | = rotf(E) = | §L(2) - 5L(F) | € COU(YLRY).
Afa (= _ Of1 (=
3 52(7) - 5(@)
Notations formelles :
d > 0 d d
Y &y h e g, N 0 =7 o\ .
rotf =grad A f=VAf=|Z |A|lfo|=det|& Z fo]=| % 0 -3 |.f
d > 9 d d
Das fs & ga I3 %o 90
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25 4.1. Rotationnel

ou le déterminant east calculé formellement en développant par rapport & la premiére colonne, et ou 2 =
0

- 3Z3 812
2 0 —-9_ | est la matrice représentant formellement rot.
Oz3 ox1
_90 9 0
Oxo oxq

Définition 4.2 Cas Q € R?,i.e. f3 =0et f; et fo ne dépendent que de z; et de x5 (pas de z3). Alors les deux
premiéres composantes de rotf sont nulles, et la troisiéme est notée

> 0fa ofi

rotf(x1,x0) = =—(x1,22) — .
2

o (l‘l,l‘g) € R. (42)

Ici rot : f € CY(R%R2) — rotf € C°(R2;R) est une fonction a valeurs scalaires.

0 —c b a
Exercice 4.3 Montrer que la matrice A = ¢ 0 —a | estla matrice de rotation dans R® d’axe | b
-b a 0
(dans le cas (a,b,c) # 0).
x —cy + bz a x a
Réponse. Pour#= | y |, AZ= cxr — az =|b|A|ly|,donc=dAZoud = | b |.En particulier, A.id =0
z —bx + ay c z c
et & est vecteur propre associé & la valeur propre 0, et tout vecteur ¥ = ¥ + Aw out £ | & est transformé en le vecteur
AZ=3d NTL ol £, est tourné de 7 dans le plan orthogonal a & (et allongé de ||][). un

Interprétation du rotationnel. Le rotationnel permet de mesurer “la vitesse de rotation” d’un objet qui
tourne autour d’un axe : soit un “petit objet” dans l’espace, assimilé a un petit disque solide D(0, R) de centre 0
et de rayon R dans le plan (O, x,y) (orthogonal a 'axe vertical “€3”, quitte & changer de base orthonormée).

x Rcoswt
Un point du bord du disque est sur la trajectoire #(t) = | y | = | Rsinwt | = & et sa vitesse est ¥(z,y,2) =
0 0
—Rsinwt -y
7'(t)=w | Rcoswt | =w | z |.Donc:
0 0
. o —Y 0
roti(z,y, z) = 8%2 Awl| o | = 0 | =2weés,
0 0 2w
Oz

et rotwi(z,y, z) = 2 fois la vitesse angulaire wés (taux de rotation).

En particulier rot(z, y, z) = 0 indique que le point n’est pas “entrainé” dans un mouvement circulaire. Et si
rotv(z,y,z) = 0 pour tout & € Q, on dit que I'écoulement est irrotationnel dans € : les “particules” (= “petits
objets solides”) ne tournent pas sur elles-mémes : elles “glissent” les unes sur les autres.

Exemple 4.4 Montrer que dans un mouvement régulier de cisaillement, le rotationnel de la vitesse est nul.
(Dans un mouvement de cisaillement, les particules glissent les unes sur les autres.)

z(t) a
Réponse. Cas simple z(t) = at + b, a # 0, 7(t) = yo |, donc 7' (t) = [ 0 | = ¥(7(t)) = ¥(Z) (constant) pour
0 0
z(t
# = 7(t), donc rot¥ = 0. Cas général, quitte a changer de base, 7(t) = | yo | oz :t € [a,b] — x(t) € [c,d] est un
0
'(t) f(t(2))
difféeomorphisme ; donc 7'(t) = 0 = ¥(#(t)) = 4(F) pour T = 7(t), donc ¥(¥) = 7' (¢(F)) = 0 , avec
0 0
5@ - 5@ 0\
t:x € [c,d] — t(Z) € [a,b] le difféomorphisme inverse et f = z’. Donc rotv = %(aa 0,00 —22(z) | = 0] =0.du
8@ -2t (w,0,0/ \0
E Y

Proposition 4.5 Si ¢ € C2(;R) (donc pour f = grady) alors :

rot(grady) = 0.

Donc si f € CY(Q;R?) est t.q. 22 # 25o pour un couple (i, §) € ([1,3]n)?, alors f ne dérive pas d’un potentiel.
i J

Réciproquement, si de plus ) ouvert simplement connexe (“sans trou”), si ratf: 0 alors il existe v € C*(,R)
telle que f = gradep.
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26 4.2. Divergence

_9 OS¢
5 - 921 91 N 2 2
Preuve. rot(grady) = 8%2 A % = 0 grace au théoréme de Schwarz “ 887652 aayaz pour les ¢ € C2.
Oy
dx3.
La réciproque est un corollaire du tfqeoreme (formule) de Stokes, voir le paragraphe [6 un

Remarque 4.6 La condition {2 simplement connexe est essentielle : prendre f définie sur R? — {6} par

fen=(fe -0 )

z2+y
On a rot f(&) = 0 pour tout & # 0 car %f(x, y) = % = %fy f(z,y), mais il n’existe pas de fonction ¢ t.q.
f = grade. Sinon pour T le cercle C’E‘O7 R) de centre (0,0) et de rayon R > 0 on aurait fr fdr = fr grade dr = 0,
car I est une courbe fermée, et [i. fdlI' = [}, %t;dy ft , 7z dt = #%. Bt 0 = 2% est absurde. o

4.2 Divergence

Définition 4.7 Q ouvert dans R”. La divergence de f € C1(Q;R™) est la fonction divf € C°(Q;R) définie par

divf= =2 4+ 22 4.3
ivf i, + ...+ D, (4.3)
i.e. divf(Z) = gﬁ( r) + ...+ 8f" = (Z) pour tout 7 € Q.
Notations formelles : o
D7 fi
divf =grads f =V f = : o
52 [

Proposition 4.8 Dans le cas R® = R? et pour fE C?(QCcR*R% ona:

—

div(rotf) =

Preuve. F = ratfdonne
oF o5k -3B) oy 2p
8.731 o 8$1 B 83:18332 3%181‘3'

Et donc (avec les permutations circulaires sur les indices) :

OF, 0F,  0F;  9%fs 9 fa 9”1 9 fs 9 fa 9% f1

371171 + 671’2 875E3 o 8x16‘z2 B (91’38:171 61’28173 - 656181‘2 6x38x1 - 6582(9933 =0

Interprétation de la divergence. Avec la formule de Gauss, voir § notant ¥ le bord de Q et 7i(Z) le
vecteur unitaire normal sortant & ¥ en ¥ € X, on a :

/ divf(f)cm:/ F(&@) «7(Z) d.
£eQ TED

L’intégrale de surface mesure la quantité “qui sort de 27 a travers ¥ : c’est le ﬂux de f A travers Y. Donc, en
prenant © un “petit” volume, la divergence divf mesure la “dilatation” (cas divf > 0) ou la “contraction” (cas

divf < 0) a laquelle est soumis ce volume. En effet, si f(Z)+7(Z) > 0 sur &, alors Jzes: F(&)7i(&) d > 0, donc
Jo divf(Z)dQ > 0 : dilatation; et si fe7i < 0 sur ¥, alors Jzes f(@)+7i(Z)dS < 0, donc Jo divf(Z)dQ < 0 :

contraction. Si div f = 0 dans tout un domaine €2, on dit que le mouvement est incompressible.

4.3 Laplacien

Pour f € C?(R";R) (& valeurs scalaires), on pose :

L

Af © div(gradf) = Z € C°(R™;R).

QJ
‘“[\3
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27 4.4. Formulaire

Exercice 4.9 Calculer Ay pour ¢(z,y,2) =r (= ||7]| = /22 +y2+22).

o 2, .2, 2\ 2,2, 2 2%
Réponse. Ori a en tout ¥ = (z,y,2) # 0 :3% = 1 %22 (2°+y242%)"2 = 2 d’ou W =
(2249°4+2%)72 4z * (f%) ¥ 2 % (2?2372 = %3(7'2 —z?), dott Ar = %3(31ﬂ2 —r?) = % .

Exercice 4.10 Calculer Ay pour ¢(z,y,z) = % (ot r = /a2+y?+22).

_1 _1

Réponse. On a en tout 7 = (z,y,2) # 0: 76(“:2“’;;“2) 2 = _% * 20 * (w2+y2+z2)*% = -2 dout 782(x2+gijzz) 2 =
—(w2+y2+22)_% —xx(—3)* 2w * (952—&—y2—|—z2)_g = L (—r?+32%), dott Ar = 0. .

fi Afi

Si f € C*(R";R™) est une fonction a valeurs vectorielles, f = [ : |, on pose : Af = :

f"L A.fl'l'L

Remarque 4.11 Interprétation du laplacien : c’est “une courbure moyenne” pour le graphe de f (représenté
2

par une surface dans le cas n = 2). En effet, avec Hy(Z) = [af, ({r_ ()] la matrice des dérivées secondes en &
(matrice hessienne), et on a Af(¥) = Tr(H f( 7)) = la somme des dérivées secondes (les courbures) le long des
axes (dans le cas d’un # t.q. gradf;(Z) = 0 voir exercice n

4.4 Formulaire

Montrer que, pour trois vecteurs da, betc:
(@A b)+€ = det(a,b,?).
GA(BAG) = (@+7)sb— (@sb)sC.
Montrer que, les fonctlons 7, g, U et W considérées étant suffisamment réguliéres :
divy = g—.el + Fy’e? + 5'53
rotd = € A g” + e A a —l—eg/\a“.
rot(gradf) =0.
div(rot?) = 0.
div(gradf) = Af.
grad(fg) = fgradg + g gradf. ,
grad(¥e W) = ¥ A 1ot + @ A 107 + gradds @ + gradii« ¥, out gradd’ = [9%] = matrice jacobienne.
div(fd) = fdivi + grad fod.
rot(f ) frotd + gradf A 7.
div(v A @) = 10t 7 e 1 — T rotad.
rot (T A w) div(w) ¥ — div(¥) @ + gradv« wf — gradw « 0.
AT = grad(divd) — rot(rot?)).
Montrer que le laplacien commute avec les autres opérateurs :
A(divt) = div(AY).
A(rot?) = rot(AD).
A(gradf) = grad(Af).

5 Intégrales sur les surfaces

5.1 Introduction

Soit (€1, €, €3) la base canonique de R3,
Définition 5.1 Une surface (paramétrée) est une fonction

[a,b] x [c,d] — R3,

=
jm]
e
=

(u,v) = 7(u,v) = z(u,v)é1 + y(u,v)és + z(u,v)es

Et Im(7) = 7([a, b] X [¢,d]) est la surface géométrique.
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28 5.2. Vecteur normal & une surface en un point

Ainsi une surface (paramétrée) peut étre définie comme une union de courbes de R? : pour v € [c, d] fixé, la
[a,b] — R3
fonction 7, : est une courbe de R3. Et lorsque v varie, les courbes 7, engendrent

u 7y (u) det 7(u,v),
la surface. De méme pour les fonctions, a u fixé, 7, : [¢,d] — R3 définies par 7, (v) det (u,v).

Définition 5.2 7 est une surface réguliére ssi 7 est C! et g—i(u,v) A g—i(u,fu) # 0 pour tout (u,v) € €.

Interprétafion : la condition %(u,v) A g—i(u, v) # 0 impose : les vecteurs tangents 7, '(u) = %(u,v) et
7 (v) = %(u,v) (resp. tangents aux courbes 7, et 7,) ne sont pas colinéaires, donc les courbes géométriques

'y, =Im(#,) et T, = Im(7,) sont “bien sécantes” au point 7(u,v). Dessin.

Exemple 5.3 7(u,v) = & + uéy + véy pour (u,v) € R? est le plan affine (horizontal de vecteurs directeurs &)
et €») passant par le point 7(0,0) = & = (0,0,1) € R? (d’altitude 1). Pour v = vy fixé, la courbe 7, (u) =
(€3 + vpéa) + uéy est (son image Im(7,,) est) “la droite paralléle au premier axe qui passe par le point 7, (0) =

(0,v9,1) € R®”, I'union de ces droites (pour tous les vg) donne le plan Im(7)

pcosf
Exemple 5.4 Surface paramétrée 7(p,0) = [ psinfd | € R? pour p € [0, R] et § € [0,27] : Im(7) est le disque
0
cos 6 pcos by
de rayon R dans le plan horizontal d’altitude 0. Donc 7,, = po | sinf | donne un cercle, et 7y, = | psinfy
0 0
donne un segment de droite. un

Exemple 5.5 La sphére S de rayon R > 0 centrée en 0 est (paramétrage GPS = Global Positioning System)

x = Rcosfcosyp

7(0,0) = | y=Rsinfcosp |, (0,9) € [-m 7] x [-=,Z]. (5.2)
z = Rsingp 22
S [_zvz] - R? L 1s N . S {[_77771'] - R? }
Ty 2°2 est le méridien a la longitude 6y, 7y, : . est le
¢ — T, (¢) =700, ¢) 0 = 710, %0)
paralléle a la latitude ¢ (c’est I’équateur pour ¢y = 0). o

Définition 5.6 On généralise les définitions précédentes en remplagant [a,b] x [c,d] par un ouvert Q dans R?
(I'espace des paramétres), et la surface est dite réguliére “par morceaux” lorsque 7 est C! par morceaux et
%(uw) A %(u,v) # 0 1a ol ca a un sens.

5.2 Vecteur normal 4 une surface en un point

Proposition 5.7 Pour 7 surface réguliére, le vecteur (3= A 97)(u,v) est normal a la surface au point #(u, v).

or

Preuve. Les vecteurs 5. (u,v) = 7, '(u) et %5(“7 v) = 7, (v) sont tangents & des courbes dans la surface, donc
sont dans le plan tangent a la surface, et ils ne sont pas colinéaires (la surface est réguliére), donc leur produit

vectoriel (non nul) est normal & la surface, cf. § -
Définition 5.8 7 étant une surface réguliére, un vecteur normal unitaire au point Z = #(u, v) est
7 7 ny = M.e; cos o
g ,%:(Uv v) A % u,v) _, noté ! 27\ note !
(&) == 5% 5% , et n = N9 1= 7.6 = cosas |, (5.3)
I15e (w,v) A g5 (u, v)]| Ng 1= N.€3 cos a3

les composantes n; = cos a; de 77 étant appelées les cosinus directeurs.
Et un paramétrage (u, v) étant choisi, une orientation de ¥ en & est donnée par le sens de 7i(Z), i.e. est donné
par le sens de %(u, v) A %(u, v) au point 7(u,v) (une face “extérieure” au point 7(u,v)) .

NB : lorientation dépend du paramétrage choisi, exemple : ¢(u,v) = #(—u,v) donne g—g(u,v) A g—g(u,v) =
fg—i(u,v) A %5(“’ v) : ¥ et ¢ n’ont pas la méme orientation.
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29 5.2. Vecteur normal & une surface en un point

Exemple 5.9 Pour le paramétrage GPS de la sphére, cf. (5.2)),

oF o7 —sinf cos ¢ —cosfsiny cos f cos
%(0,4,0) A 8—(9,90) = R? cosfcosp | A| —sinfsing | = R?cosp | sinfcosy |, (5.4)
¥ 0 cos ¢ sin ¢
d’otr :
cosfcosp S,
0
(Z) = | sinfcosp | = T(}’;D). (5.5)
sin ¢
Le vecteur normal est paralléle au rayon vecteur, et ici est sortant de la sphére. =n
x
Proposition 5.10 Soit 7(z,y) = Y une surface paramétrée sous forme explicite usuelle, ot donc
z=z(x,y)
Y. = Im7 est le graphe de la fonction z : (x,y) — z(z,y). On a
oz
oF or “g (@) noté ad
or or _ | & —gradz(z,y)
et A gy = (G ). (5:)
D’ou, en ¥ = 7z, y),
o 1 ~gradz(z,y)
_ gradz(z,y
7i(%) = = ( 1 ) (5.7)
Vlleradz(z, )| + 1

et donc pointe toujours “vers le haut” (orientation d’une surface donnée sous forme explicite usuelle).

1 0 — % (z,y)
Preuve. On a 2Z(z,y) A (Jc y) = 0 A 1 =| —%(z,y) |, et 1>0. .
oz oz Y
Oz ('1: y) dy (l‘ y) 1
T
Exercice 5.11 Soit 7(z,y) = y pour 22 + y? < R2. Calculer 7.
2= —/RE—22_42

Réponse. 7 décrit la demi-sphére inférieur de rayon R (on a z® + 3> + 2 = R? avec z < 0). Pour z # 0 (on n’est pas

1 0 T
sur I'équateur), 25 (z,y) = ( 0 ) et (ac y) = ( 1 ) d'ott L (z,y) A &2 (xy) = (y) de norme £ (ici z < 0).
_z _y 2
x
D’ou (%) = f% y | est la normale unitaire “entrante” (vers le haut car z < 0). Pour z = 0 on prolonge la valeur de
z

x
i trouvée, donc 7i(z,y,0) = —5 | y | o ici z2 + 9% = R%. un

0

1 (.Z', y) =z
Exercice 5.12 Soit 7(z,y) = | m2(x,y) = -y . Calculer 7.

r3(z,y) = z =/ R?—2?—y?

-1 0 -z
Réponse. 2Z(z,y)=| 0 | et ar( ,y)=| —1 | donnent (52 A g—;)(z,y) =11 —y | de norme £ pour z > 0. D’out
- —y »
—r )
i@ =%-v|= T(g;y) = la normale extérieure unitaire en ¥ = 7(z,y). un
z
Exercice 5.13 Soit 7(u,v) = (1 — u — v)é; + ués + vés. Montrer que Im(7) est un plan de normale 7 =
%(51 + € + €3).
z = x(u,v)
Réponse. 1- On pose z(u,v) = (1 —u—v), y(u,v) = u, z(u,v) = v, donc 7(u,v) = | y=y(u,v) | ovdoncz+y+z=1
z = z(u,v
z
ce qui est bien ’équation d’un plan; et 2- pour tout point du plan x+y-+z = 1, il existe bien (u,v) tel que | y | = #(u,v),
z

asavoiru =y et v=2z; et 3- %(w v) A g—f(u,v) = | 1 | est de norme /3, d’out le vecteur constant 7 indiqueé. un
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30 5.8. Aire d’une surface

Exercice 5.14 Donner un paramétrage en (r,6) (polaire) du paraboloide z = a(x? + y?) pour a # 0, et
déterminer le vecteur normal unitaire correspondant.

x = pcosf
Réponse. 7(p,0) = | y = psinf | pour p > 0 et 6§ € [0, 27| par exemple. D’ot, avec & = 7(p, 0),
2 = ap?
oF o cos 6 —psiné —2ap cos @ 1 —2ap cos @
(= A= )(p,0)=| sinf | A| pcosd | =p| —2apsingd |, dou 7(¥) = ———— | —2apsinb |.

ap a0 2ap 0 1 \/4a2p2—|—1 1

(Vérification : appliquer (5.6) car z = p(z? + 3?).) wa
x
Exercice 5.15 Soit la surface réguliére paramétrée 7(z,y) = Yy (coordonnées cartésiennes). Donner
z(x,y)

un paramétrage de cette surface pour que la normale “pointe vers le bas”.

qi(z,y) =y 0 1 5 (x,y)
Réponse. §(z,y) = | ¢(z,y) == D S (x,y) A GL(z,y) = 1 A 0 =| & (z,y) e
gs(z,y) = 2(z,y) % (z,y) % (,y) -1

5.3 Aire d’une surface

On procéde comme pour la longueur d’une courbe qui était approchée par des segments de droite, cf. §[1.9]:
ici on approche une surface par des quadrilatéres plans (des “facettes”).

Rappel : Paire d’un parallélogramme de cotés @,b vaut ||@ A b|| (dessin). Avec @,b € R3, C' € R? (“sommet”),
et h,k > 0, le parallélogramme de coté ha et kl_;, i.e. décrit par

0,h] x [0,k] — R? 7 7 -
7 0,A] > (0,4 . ¢, donc —r(u,v) =d, &(um) =b, (5.8)
(u,v) = 7(u,v) = C +ud + vdb ou v
Son aire vaut oF oF
bl =2 oar
.A:hk||a/\b\|—Hau(u,v)/\au(u,vmhk. (5.9)

0 - R3
u,v) = (u,v)
ordinateur) par une union de petits parallélogrammes ot on prend h = du et k = dv “petits”. D’ou

D’ou : Soit une surface réguliére 7 : { ( } Elle est approximée (par exemple pour le calcul par

Définition 5.16 L’¢lément d’aire, ou élément de surface, pour la surface réguliére 7 : Q — R3 au point 7(u, v)
est

do(u,v) := ||%(u,v) A %(u,v)“ du dv, (5.10)
et laire de la surface est
A= do(u, v) "% / do, ie. A= 197 w0y A O ()] s do (5.11)
(u)EQ Q (uvyen  Ou ov
x
Exercice 5.17 Montrer : si 7(z,y) = | v |, pour (z,y) € Q = [a,b] X [¢,d] (surface plane horizontale) alors
0
do=dzdy et A= dzdy. (5.12)
(z,y)eQ
Réponse. 22 (z,y) A (:E y) = €1 Né =&, dott || 2 (z,y) A (:c y)|| =1, dot do(z,y) = dzdy. un
0 1 0
Exercice 5.18 Montrer : si 7(z,y) = x€1 +yéa + (ax +by+c)és=c | 0 | +z [ 0 | +y [ 1], (z,y) €]0,2)2
1 a b

(équation paramétrique du plan z = az + by + ¢), alors son aire vaut A = 4v/a? + b + 1.

1 0 —a
Réponse. g—i(a@y): (0), g—;(m,y) = (1), g;/\ar( ,Y) = (—b),A_f02f02 Va2 +b2 +1dedy=4vVa2+ 02+ 1.am
b

a 1
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31 5.8. Aire d’une surface

x
Exercice 5.19 Surface paramétrée en coordonnées cartésiennes : 7(x,y) = Y : montrer
z(z,y)
1
do = +/||gradz||? + 1 dxdy = — dzdy. (5.13)
n3
Réponse. 27 (z,y) A 2(z,y) =E3 —grg,dz(x,y) . Dot 7ni(7(x,y)) =E3____ 1 —gr_z;,dz(x7y) .
Oz A Fy A 1 ’ Vlgradz(z,y) |12 +1 1 ’
x = pcost
Exercice 5.20 (Polaire.) Soit le disque paramétré 7(p,0) = | y = psind |, 0<p<R et 0<H<2m, et soit D =
0
Im(7) (disque géométrique). Montrer que 1’élément d’aire est
do(p,0) = pdpdb. (5.14)
En déduire que l'aire du disque est 7R2.
cos 6 —psiné
. 7 . I ) ox || OF i R 2m
Réponse. g—p(p7 0) = | sind |, %(p,@) = | pcosf |, dou ||g—p(p, 0) A %(m 0)|| = p. Et fp:O Jolo pdpdd = TR2.
0 0
) ) oc O
Remarque : Hg—;(p, 0) A 22(p,0)|| = p est le jacobien de la transformation polaire — cartésien : det ( % % > =p.un
ap o6
T = apcosb
Exercice 5.21 Soit lintérieur de Uellipse E = Im(7) ou #(p,0) = | y =bpsiné | pour 0<p<1 et 0<H<27.
0
Calculer son aire.
acosf —apsin 0
Réponse. g—’;(p, 0) = | bsing | et 22(p,0) = bpcosf |, d’on g—/’j(p, 0) A 22(p,0) = abp | 0 |, d'olr l'aire =
0 0 1
Jo—o J3Z abp dpdf = mab. o
Exercice 5.22 Aire d’un paraboloide de révolution de hauteur h ?
x = pcosf
Réponse. z = 2(z° +y*) olta > 0 et z < h : on pose 7(p,0) = | y=psin6® | pour p € [0,1/22] et @ € [0,2n[. D’oit
z=%p°
cos —psinf —ap®cosb
g—?(@, p) = | sin6d | et 22(0,p) = | pcos® |, don %(H,p) A 25(0,p) = | —ap®sind |, de norme p\/a2p2+1. D’ott
ap 0 P
2h 2h
aire = [ df fp\ioj p(a2p*+1)2 dp = QW[#(GZPZ-‘rl)%](\/T = 2% ((2ha + 1)2 —1). on

Exercice 5.23 Montrer que I’élément d’aire d’une sphére de rayon R est (paramétrage GPS)
do(0,¢) = R%cos p dfdyp. (5.15)

En déduire que aire de la sphére est 4w R2.

cos 0 cos ¢
Réponse. 7(0,¢p) = R | sinfcosy | pour § € [0,27[ et ¢ €] — Z, Z[. (5.4) donne [[2Z(0, ) A %(9,@)” = R%cosp,
sin ¢

d’ou (5.15) . Dot A = f;jo f:,z R%cospdfdy = 4wR%. Remarque : p°cosy est le jacobien de la transformation
- 2

x = pcosfcosp
sphérique (p, 0, ) — cartésien | y = psinfcos e

z = psinm
%',f % % cosfcosp —sinfcosep —cosfsing
det % % r% =p?det | sinfcose cos@cosp —sinfsing | = p®cos.
%; % gTZo sin ¢ 0 cos ¢
D’oi I'élément de volume dV (p, 8, p) = p® cos pdpdf dp = (do (8, ))(dp) au point (p, §, ). Dessin. un
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32 5.4. Indépendance du paramétrage

Exercice 5.24 Retrouver aire de la sphére avec le paramétrage explicite z = \/ R2—z2—y2 pour \/22+y? < R.

1 0
Réponse. Ici demi-sphére supérieure. On a & (z,y) = 0 | et &€ S(@y)=1 1 |, dot 122 (z, y) A (m Y| = £.
R . z 2 . z . . _ _ .
Calcul de f(%y)eD \/ﬁ dx dy avec D le disque de rayon R de R® : on passe en polaires : x = rcosf et y = rsinf

pour 6 € [0,27] et r € [0, R], et dedy = rdrdf, cf. (5.14). D’ou

A= / rdrd9:27rR—\/R2—r2R:27rR2,
r=0Jo=0 \/R2 | Jo

aire de la demi-sphére supérieure. Et donc I’aire de la sphére est 47 R2. T

Exercice 5.25 Calculer l'aire de la surface z = %(mQ —y?) qui se projette sur (xOy) a l'intérieur de la courbe

y) a
p? = cos(49) (en coordonnées polaires) pour ¢ € [—%, F] U [3F, 37| U [Ir, 7]y [Lir 137,

878 87 8 87 8

Réponse. On a 4 branches d’aire égale. D’ot 'aire A cherchée vaut :
= 4/ Va2 +y? + ldzdy,
D

ot D = {(z = pcos,y = psinf) : 0 € [, %], p < y/cos(40)} (avec cos46 > 0 et donc ce domaine est réel). On passe
en coordonnées polaires pour obtenir :

cos(40)

c05(49
—4/ / 1+ p2 pdpd9—4/ \/1+u%dud9:2§0—g.
777 77@ u=0
(Se servir de la formule cos® t = 1 cos(3t) + 2 cost.) un

x(t) = R(t —sint)
y(t) = R(1 — cost)

) pour ¢t € [0,27] et
R > 0 (limitée par axe des ). (Voir exercice pour une autre solution.)

Exercice 5.26 Calculer Paire sous une “arche” de cycloide 7(t) = (

Réponse. Paramétrage sous larche : 7(r,t) = <;((:)):::((f:2)2tt))) pour r € [0,R] et t € [0,27]. Donc do =
| det (f:zlor;i r(lr_sifl(ft)) | = |r(tsint + 2cost — 2)| = r(2 — tsint — 2cost) > 0 sur [0,27]. D’ou laire de la

cycloide : A = er:O rdr fter(Z —tsint — 2cost) dt = 3T R

Vérifions que la fonction f(t) = 2—tsint —2cost est positive sur [0, 2] : f'(t) =sint —tcost, ot f”(t) = tsint qui
est strictement positive sur |0, 7| et strictement négative |, 27[; d’oit f’ strictement croissante sur ]0, 7| et strictement
décroissante sur |, 27|, avec f/(0) =0, f'(mw) > 0, f'(2w) = —27 < 0, d’olt f’ s’annule en un unique point to €]0, 27, et
f croissante sur [0,to] et décroissante sur [to, 27, avec f(0) =0 et f(2m) =0, d’ou f > 0. wn

5.4 Indépendance du paramétrage

Soit :
Ql — RS, QQ — RS,
7 ) 1 (u, ) et 7 . 2(s,1) (5.16)
(u,v) = 7 (u,v) = | y1(u,v) (s,t) > 7a(s,t) = | ya(s,t)
z1(u,v) 29(s,t)
deux descriptions paramétriques injectives d’'une méme surface géométrique ¥ = Im(7) = Im(7:). Soit le

changement de variables (difféomorphisme = bijectif C' d’inverse C!)
Q — Qo
- (23R )
ou donc
7 (u,v) = 7a(s,t) quand (s,t) = G(u,v), ie. 71(u,v) = a1 (u,v), p2(u,v)), ¥Y(u,v) € Q, (5.17)

le jacobien de @ ne s’annulant pas : pour tout (u,v) € Q,
2]

) 201 (u,v) 92 (u,0)
J(u,v) = det(dg(u, v d oo s
(w,0) = det{dp(u, v)) = det ( %u (u,v) 8,,(@6#}))

991 0ps 01 Ops
du v dv Ou ), v) # 0. (5.18)

I
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33 5.5. * Gradient, surface “z = f(z,y)”, et courbe de niveau

Proposition 5.27 Si f est une fonction continue sur ¥ alors

5 8771 87?1 - = 6’172 67?2 ngté
o, f(™(u,v)) H%(va) N %(%U)Hd’lﬁdv = o, f(7a(s,1)) H%(Sat) N E(S,t)Hdef = /Zfdd,
do (u,v) doa(s,t)
(5.19)
i.e., I'intégrale calculée est indépendante du paramétrage. (L’aire de la surface ¥ = Im7 est donnée par f =1.)
O ) = 220 2% ) + 22 0) 2 )
Preuve. (5.17) donne u N s u R ¢ u , d’oul
O O (6 )2 )+ 22 (5, ) Do, 0)
g 0s o ap T g W gyt
8771 8’171 o (9772 87"2 Os Ot 67“2 (97'2 ot Os
= (22 A 02 () |
os ot ’

On pose g(s,t) = f(7a(s,t)) ||8—F;(s,t) A %({,t)“, ?t en ¥ = 7 (u,v) = 7a(s,t) on a f(7a(s,t)) = f(71(u,v)),
done g(s,t) = g(@(u,v)) =EZV f(7 (u,0)) || %+ A G4)(u, )| 77 Done (changement de variables)
. . or,  or
[ andsit= [ gy oldude= [ pEo) G A G w )| duds,
(s,t)€Qs (u,v) € (u,v) € ou v
d’ont " un

5.5 * Gradient, surface “z = f(z,y)”, et courbe de niveau

Rappel : une fonction, avec Q ouvert dans R?,

I Q =R, (5.21)
. (fE,y) Hz:f(x,y), '

a pour image Im(f) ={z € R: 3(z,y) € Q, z = f(z,y)} C R. Son graphe est la surface

S=0xIm(f) ={(x,y,2) €QxR:z=f(z,y)}= |J {| v |}CR®
@yea \ f(z,y)

Pour f € C1(Q;R), son gradient est la fonction vectorielle :

0 — R?

L o
g0l ) F>grédf(z7y>(:§?(x’y))-
Yy

Le vecteur gradf(z,y) est dans R2 et on veut le représenter avec le graphe ¥ de f (dans R3). On considére alors
la fonction :

. OxR — R,
(iC,y,Z) '—>g($,y72):Z—f((E,y)
Et donc le graphe de f est ¥ = {(z,y,2) € Q x R: g(x,y, z) = 0}. Et le gradient de g est défini par :
OxR — R3
; ~2L(w,)
gradg : gz \ Y noté [ —grad z,
(w,y7z) = —%ﬂx,y) = & lf( y) :

Donc la projection sur le plan (z,y) de gradg(z,y, z) € R3 est —gradf(z,y) € R2. Dessin. De plus :

Proposition 5.28 Le vecteur gradg(x, y,z) est un vecteur orthogonal a 3.
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34 5.6. * Surface orientable

Preuve. ¥ = 7(f2) ou 7 est le paramétrage de la surface :

Q0 — R3,
7 r :
(z,y) = 7(z,y) = y € QxIm(f) (CR?).
z = f(z,y)
) 1 0
Et 7i(x,y) = g—i(a:,y) A g—Z(x,y) est orthogonal a X, avec g—g(x,y) = 0 et g—g(az,y) = o 1 ,
d
8f %(xay) Fy(x’ y)
_ _a(l', y) . ~ .
donc 7i(z,y) = _%(x’y) = gradg(z,y, z). Et donc 7i(z,y) = gradg(z, y, z) pour tout (z,y,z) € 3. o
1

Définition 5.29 Pour c € R, on appelle courbe de niveau de f : Q2 C R? — R de valeur ¢ I’ensemble :
. ={(z,y) € Q: f(x,y) =c} <C plan horizontal “z = ¢”.
Corollaire 5.30 Si ¥ = (z,y) est un point d’une courbe de niveau f(x,y) = c tel que gradf(x,y) =0, alors le

vecteur gradf(:v, y) du plan vectoriel “(x,y)” est perpendiculaire a cette courbe de niveau au point (x,y, c).

Preuve. grzxdf(a:,y) # 0, donc 7 n’est pas vertical, donc la courbe de niveau est bien une courbe : I', =
plan(z,y) (T. Et elle a donc un paramétrage ¢(t) = (z(¢),y(t)) dans le plan z = ¢, ou donc ¢ = f(x(t), y(¢))

f(a@(1)). Done 0 = GL(q(t)) ' (t) + 5L (a@(t)) /(1) = grad f(q(t)) +q" (1), done gradf(q(t)) L ¢'(¢).

5.6 * Surface orientable

Définition 5.31 Une surface réguliére 7: (u,v) € [a,b] X [¢,d] — 7(u,v) € R? est orientable ssi quelle que soit
la courbe réguliére fermée simple ¢: ¢ € [0, 1] — ¢(t) = 7(u(t), v(t)) (tracée sur ), ot donc ¢(1) = ¢(0) ="°% P,
on a une normale unique, i.e. 7((0)) = (

(Contre exemple : le ruban de Mobius.)

Rcosfcosp
Exemple 5.32 7: (0,¢0) — | Rsinfcosy |,avecd € [0,27] et 7 €] — 7, [ (sphére de rayon R), la normale en
Rsinp
un point & = (0, ¢) est 1(¥) = F(G—ém (normale sortante). Et toute courbe réguliére quelconque fermée simple ¢

sur cette sphére donne le vecteur normal sortant : 7(g(0)) = 7(g(1)).
Il est en de méme pour toute surface homéomorphe & une sphére (i.e. toute surface qui peut étre obtenue
par “déformation bicontinue” d’une sphére). un

Dans la suite, lorsqu’on utilisera 7 on supposera implicitement la surface orientable. Ainsi en chaque point,
une paramétrisation 7 étant choisie, il n’y aura pas ambiguité sur l'orientation du vecteur normal unitaire.

Exemple 5.33 Contre-exemple : le ruban de Mobius n’est pas orientable. Il a pour paramétrisation (par
exemple), pour 6 € [0,27] et t € [-1,1] :

cos @ cosf g (0 2cos0+tcos§cos0
7(0,t) =2 | sinf +t(cos§ sin @ +sin§ 0])=| 2sin6+tcossing
0 0 1 t sin g
cosf
(Pour l'obtenir : prendre le ruban de papier cylindrique | sinf |, le couper et le recoller aprés avoir fait faire
t
un demi-tour & I'un des cotés. Quitte a la prolonger pour 6 € R, a ¢ fixé, la courbe obtenue est périodique
-2 -2
de période 47 ; on pourra dessiner 7(—m,1) = 0 et ¥(m, 1) = 0 |, points “coté gauche” du ruban
-1 1
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35 5.7. * Orientation du bord d’une surface

situé sur la méme courbe 7,—; aprés un tour.) Et on prend la courbe fermée sur ([0, 27] x [—1,1]) définie par

cos 2
q(6) = 7(0,0) s1nt9 .1l est immeédiat que §(0) = §(27) = [ 0 | ="°* P. Et on a :
0

(—2s1n9— fsmz cosH—tcosQSmH

oF cos 2 cos
2cosf — Lsin g sinf + tcos § cosd et at(& t) = COSQSmH
t cos g sm 5
1 0 0 -1 0
Dot (57 A Aofl=10 et (ZAI)2r0)=|2]|A[ 0 |=1]0]. Etdoncla
0 -2 0 0 2
normale a changé de sens. La surface n’est pas orientable (elle n’a qu’une seule face). un

5.7 * Orientation du bord d’une surface
Soit I un intervalle de R et € un ouvert de R%. On se donne une courbe réguliére simple dans R? :
g:tel—qt)eR? (5.22)
d’image I' = Im(q) qui est le bord d’une surface orientable ¥ = #(Q) : pour ¢ € I,
qt) = (u(t),v(t)). (5.23)

Et soit 7i(u,v) le vecteur normal unitaire donné par (5.3)) en un point #(u,v).

Définition 5.34 Régle du tire-bouchon dans R3 = régle des trois doigts de la main droite.

On dit que lorientation du bord de la surface €2 est positive si la courbe ¢ et la surface 7 satisfont a la régle du
tire-bouchon, i.e. si, en tout point ¢(t) = #(u(t), v(t)) du bord de la surface, le vecteur T'(t) = 7i(u(t), v(t)) A’ (t)
pointe vers l'intérieur de la surface.

Le., si ¢'(t) AT(t) est parallele & 7(u(t),v(t)) et de méme sens, pour tout ¢ : quand on tourne dans le sens
trigonométrique tangentiellement & la surface, i.e. de ¢’ vers f, alors on visse, i.e. on avance dans le sens de 7,
et on dévisse sinon.

Calcul. Soit une surface réguliére 7 : (u,v) € [a,b] x [¢,d] — 7(u,v) € R3. Soit un paramétrage §(t) =
7(u(t),v(t)) régulier de T'. On a donc
. or or
70 = 2 ), )l () + 2 utt), wle’ 1) (5.24)

v
Si v'(t) # 0 alors g—i(u(t), v(t)) est pas paralléle a ¢’ (t) et on prend pour vecteur tangent T = :l:%(u(t), u(t)),

le signe £ étant déterminé par le sens de T qui doit étre orienté vers l'intérieur de cette surface. Si v/(t) = 0
alors on travaille avec 97 (u(t), v(t)).

Rcosfcosp
Exemple 5.35 Demi-sphére supérieure de z2 + y? + 22 = R?, z > 0, paramétrage 7(0,¢) = [ Rsinfcos
Rsinp
Rcost
avec 0 € [0,27] et ¢ € [0, 7]. Le bord est donné par ¢ = 0 (équateur), et donc §(t) = 7(0=t,0) = | Rsint
0
0 —Rsint
pour t € [0,27]. Le vecteur g—Z(t,O) = | 0 | n’est pas paralléle & ¢’(t) = | Rcost |. De plus g—g(t,()) a sa
1 0

derniére composante > 0, donc ce vecteur est orienté vers la demi-sphére supérieure.

N.B. : calcul complet : le developpement limité au premier ordre (donnant I’équation du plan tangent au point
4(t) = 7(t,0)) est F{t-+h, k) = (£, 0)+h 35 (£, 0)+k 22 (t,0)+o||(h, k)|)) = G(6) +h " (6) +k Z(t,0)+o(]|(h, k)|
et n’est considéré que pour k > 0 puisque n est con51dere que pour un point de la demi- sphere supérieur; et
donc un vecteur pointant vers la surface est T' = +2 - (t,0) au point ¢(t). s

5.8 FElément d’aire vectoriel et flux a travers une surface
5.8.1 Définition

Surface (paramétrée) réguliére orientée 7 : = [a,b] x [c,d] — R?, on note ¥ = Im(7) la surface géométrique.

Donc avec & = 7(u,v), cf. (5.3),
o7 or

u, V) N\ 5-(u,v
ii(&) = 0 (1 2) 1 g, (1, v)

v
185 (w,0) A G2 (u, 0)|

(5.25)
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36 5.8. Elément d’aire vectoriel et flux & travers une surface

est un vecteur normal unitaire en ¥ qui détermine ’orientation choisie de X.

Définition 5.36 L’élément d’aire vectoriel ou élément de surface vectoriel au point & = #(u, v) est

- oF 7 ~ ny (Z)do(u,v)
do(u,v) := %(u, v) A %(u,v) dudv, ie. do(u,v):=7(Z)do(u,v) = ngga::%;iogu,vg , (5.26)
n3(&)do(u, v

ott do(u,v) = || &5 (u,v) A GE (u, v)|| du dv, I'élément d’aire (scalaire) cf. 1) Et on note abusivement do = 7 do.
f1

Définition 5.37 Pour fe C'(R3;R3) (un “champ de vecteurs”), le flux de f: f2 | atravers X est
[3

3
F(f,Z):/Ef-d}:/gf-ﬁda:;/zfmida:/(uv)eﬂf(F(u,v))-ﬁ(F(u,v))da(u,v). (5.27)

SL’k
Exemple 5.38 Soit X la sphére S(0, R) et f(Z) = ZZ . Calculer [, f+do, pour k = 0,1,2.
cos 0 cos ¢
Réponse. Calcul générique pour k € N (k = 1 en cours). Paramétrage 7(0,¢p) = R | sinfcos¢ | de la spheére, 6 €
sin ¢
RF cos® 0 cos® ¢
[-m, 7], ¢ €[5, 5], cf. (6.2). En & = 7(6, ) on a F(Z) = f(7F6,0)) = | RFsin*Ocos® ¢ | et, f. (5.4) :
RF sin® ¢
cos f cos ¢ cos f cos ¢
do(0,0) = R?*cosp | sinfcose | dodp, do(0,p) = R*cospdfdp, ii(Z) = | sinfcosep | . (5.28)
sin ¢ sin ¢

/ f do = / / ’ (Rk cos™ § cos™ ! ©+ R sin**! 0 cos® ! p+ R sin" ! <p)R2 cos ¢ dfdy
-3

™

sl
2

27 27
= R'”Q((/ cos"™1 0 do + / sin" ™ 0 do) / * o costt? pdp+ 27r/ sin" ! o cos p dy).
0=0 0=0 -z

x =z
-3 e=-3

Dernier terme :

z .kl k+2 1% 0 si k pair
o=—1 sin” = peospdip = k+2 sin (’0]—57 (kiJr2 si k impair /
Premier terme : si k est pair, alors [" cos"*!0df = s nk+129d0, et donc [ fd} =0.
o k(k 1)... LI H oio (k1) (k—1)...2
Et si k est impair, alors / cos" T Odo = o A = / sin”" " 0db, et cos” Tpdp =2 -—"———
o G -1.2 ~ Jos _ . (k12)(k)..3
voir annexe [I0] d’ou :
- k(k—1).1  (k+1)(k—1)...2 2
LT p2tk
/ fedo =R (8n (k+1)(k 0.2 Gr2)®.3 T ri2)
2
2k
= 2
R (8m k+2 + k+2)

Donc :

k pair : /f.d}:@ k impair : /f da—];—f2 R,

Pour k = 0, on a So = [, f nda = 0, ce qu'on vérifie car So = [[(ni1+na+ns) R*cospdfdp = R*([;” (cosf +
sin 6) d@f% _z cospdyp + 2m w——l 1sin2pdy) = R*(0+0) = 0.

Pourk =1,0naS; = [ fitdo = 4nR®. Verification : S, = [f (zn1(2)+ynz2(T)+2ns(F)) R? cos ¢ dfdp = RS( (cos 0+

2 Bl 3 Bl .2 3 T _12_p3 _ 3 u
sin” 0) df f;:fg cos” pdy + 2w f¢2:7% sin”® g cos p dyp) = R*(2m 5 + 27[4 sin (p] ’x = 3TR° = 4nR’. un
2 2 2 z
Exemple 5.39 Soit ¥ l'ellipsoide £z + % + % =1et f= | y | = 7. Calculer [, f.do.
z
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37 5.8. Elément d’aire vectoriel et flux & travers une surface

T = acosfcosy

Réponse. 7(0,9) = | y = bsinbcosp
z =csinp
oF  oF —asin 6 cos ¢ —acos@sinp be cos 6 cos® @
(%/\8—)(9790) = | bcosfcosp | A| —bsinfsing | = | acsin@cos? o
@ 0 ccos ab cos psin
D’ou calcul similaire au précédent. un

Exemple 5.40 Soit X la partie de paraboloide z = mQ;yQ limité par 2 < 1 et f = 1é). Calculer [ f.do wa

5.8.2 Cas d’une surface sous forme explicite

x
Rappel : si localement la surface est paramétrée par (z,y), i.e si elle est donnée par 7(z,y) = Yy ol
z(z,y)
(gradz)(z,y) (gradz) o
H 1 . _ - 9 = 1 - —

z est une fonction C', alors do(x,y) = ( 1 > dzxdy, donc 77 = — ( 1 > Zz ,
et

do(z,y) = \/||grzmdz(x,y)\|2+1 dxdy = 1 dzdy. (5.29)

ns (.’IJ, y)

(Dessin : ng = 1.63 = cosy est le “cosinus directeur”, et dzdy = do.€; = la projection de do sur le plan (z,y)).
Plus généralement si on a localement (au voisinage d’un point (x,y, z)) des paramétrages explicites en les
parameétres (x,y), ou (y, z) ou (z, z), on obtient respectivement :

dxdy = ng do,
dydz = ny do, (5.30)
dzdr = nq do.
2k
Exemple 5.41 Soit 3 la sphére S(0, R), et soit f(a'c’) = | y* |. Calculer [ fedo (Alux de f a travers ), pour
k
z
k € N, a I'aide de (5.30) (beaucoup plus rapide que la démarche de lexercice [5.38).
Réponse. Y = demi-sphéres supérieure, ¥_ = demi-sphéres inférieure.

On a [, fanzdo = f2+ fadzdy + [, fa(x,y,z) (—)dzdy (signe pour orientation de la normale qui pointe vers I'ex-

térieure pour le flux). Pour ¥} donné par z(z,y) = (RQ—xz—yZ)% ot 22492 < R?, on a:

R pom k —27 kt2
e do — ’“dd:/ / B2\ rdrd — R, R 2T g
[ amado= [ Havay= [ [ e v = ) S0 = 2

Pour ¥_, z = —(RQ—xQ—yQ)%, et donc :

k 2
k -:k:R27272§ / k dedy — RF+2
pair : z° = (R —2"—y")2, | F ey = ;
. k 2w
ki i k:_RQ_z_zg / k drdy = — Rk+2
impair : z ( T —y°)?2, 7z xdy o ,
Idem pour les autres intégrales. D’ott :
k pair : / P dzdy = 0,
b
k impair : / 2" dxdy = am RM2
s k+2
Finalement
0 si k pair,
enido =
/zf klifszkH si k impair.
On retrouve le résultat précédent. un
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6 * Formules de Green—Riemann et de Stokes (“courbe — surface”)

6.1 Cas R?: formule de Green—Riemann

Pour f € C1(R;R) on a f %(x) dx = f(b) — f(a) : la valeur de I'intégrale d’une dérivée ne dépend que des
valeurs au bord. On généralise ce résultat pour f € C'(R?;R) : une intégrale sur une surface réguliére d’une
dérivée partielle peut étre ramenée a une intégrale sur le bord régulier de la surface.
Dans le plan R? muni de sa base canonique (€7, €), on considére une surface réguliére simplement connexe {2
Q:=[a,b] x [c,d] — R?
décrite par un paramétrage 7 : L x =1 (u,v) , ot donc & = xéy + yés
(u,v) = T =rlu,v) = ’
y = r2(u,v)
est la représentation cartésienne, et u et v sont les paramétres. On note do = dzdy = |J(u, v)|dudv I’élément
87‘1 8r1
(u,v)  SE(u,v . Lo .
d’aire, ott donc |J(u,v)| = det ( 597}‘2( ) 59;2( )), soit |J(u, v)| = ||(45 A S5)(u,v)|| si on se plonge dans R?
) \ W(u’ U) W(%U)
pour calculer le produit vectoriel.
Et le bord T" de € est décrit par une courbe réguliére simple et fermée

[t(), T} — R2
- t = &(t) = §(t) == Flult), v(t)) "L (w(t) - ﬁ(U(t)w(t))) ) (6.1)

ou donc ¢(tg) = ¢(T), et u,v : [to,T] — R sont des fonctions réguliéres, et x(t) et y(t) sont les coordonnées
ot (7(2)
y'(t)

trigonomeétrique : quand on se déplace dans le sens de ¢’ (¢) la surface “est a gauche”.

cartésiennes le long de T'. En particulier ¢’ (¢) ) On suppose de plus que ¢ décrit " dans le sens

rcost

Exemple 6.1 Disque D(0, R) paramétré par 7(r,t) = <r sint

) pour (r,t) € [0, R] x [0, 27|, donc do = dzdy =

_ VN _ (x(t) = Rcost i (&' (t) = —Rsint ,
rdrdt. Bord paramétré par ¢(t) = 7(R,t) = (y(t) _ Rsint) donc ¢’(t) = ( J(#) = Reost )’ paramétrage

qui donne bien le sens trigonométrique. un
QO - R?

Théoréme 6.2 Soit ¢ : {( ) (2,9)
z,y) — 9T,y

} € CY(Q;R). I étant paramétrée dans le sens trigonométrique,

on a, en intégrant en ,

// @da = / gdy (Formule de Green—Riemann), (6.2)
o Oz r

au sens [f,, cq 99 (2,y) da dy = ftZtO g(z(t),y(t)) y'(t) dt. Et en intégrant en y on a
dg .
—~do=— | gdx (Formule de Green—Riemann), (6.3)
a9y r

au sens [f,, cq g—g(amy) drdy = — ftT=to g(z(t),y(t)) 2’ (t) dt.

Preuve. Remarque : avec I’exemple vérifions (6.2)) avec g(x,y) = x (permet de comprendre les notations) ;
d’une part [Lgdy = [xdy = fzrox(t)y'(t) dt = [,”)RcostRcostdt = R*r, et d’autre part [[,, %dxdy =
I dady = fio ffjo rdrdt = R?m : OK. Et avec g(z,y) =y, d’une part [ gde = [yde = ff:ﬂo y(t)a' (t) dt =
ff;ro Rsint(—Rsint) dt = —R?r, et d’autre part [[, g—gdxdy = [[, dxdy = fio ffzwo rdrdt = R*m : OK.
Montrons (6.3]). On suppose d’abord que I' peut étre décrit par la réunion de deux fonctions “explicites”, i.e.

Jp,9 € CH([a,b]), ¢ <, p(a) = P(a), p(b) = P(b), t.a. Q= {(z,y) : z € [a,b], y € [p(x), ()]},
ou donc €2 est compris entre les graphes de ¢ et de ¥ et I n’a pas de bord “vertical”. Dessin. On a
dg /b /w(z) dg /b
—(z,y)dxdy = —Z(z,y)dy ) dz = z, () — g(x, p(x)) ) dx. 6.4
[ ayenaa=[ ([ Senia)i=[ (o) -owoe) (6.4)

o o z(t) =t ) L, ( 1 )
Et graph est paramétré par it € la,b] — avec t) = et 1 > 0, donc courbe
grap (<,0) p par q, [ } (y(t) _ <p(t) 4y ( ) 90/(25)

parcourue vers la droite, donc Q est & gauche, donc g, est dans le sens trigonométrique; et graph(t) est
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39 6.1. Cas R? : formule de Green—Riemann

paramétré par gy : t € [a,b] — (y(ﬁ)(t)zzt)) avec Gy '(t) = (1/)’1(t)) et 1 > 0, donc courbe parcourue vers la
droite, donc gy, est parcourue dans le sens inverse. Donc
b b
: 0
/ gdz = / g(z, o(z)) de — / g(z,¥(x))dx donc - //Q a—‘zg/(x,y) dz dy, (6.5)
T r=a r=a

i.e. .

Les cas ot il y a un bord vertical est facile : le long d’un tel bord, “dx = a/(¢t)dt = 0dt = 07, car la fonction
x(t) = x est constante en ¢, et I'intégrale sur I' est inchangée.

Si 2 est une union finie de domaine comme ci-dessus, dessin, 'intégrale est la somme, d’ou le résultat.

Cas général : hors programme.

Meéme démarche pour le résultat . un

Corollaire 6.3 Toujours avec I' paramétré dans le sens trigonométrique, si g,h : Q — R sont des fonc-
tions C1(€2), alors

Oh _ 99 dedy = / gdx + hdy (formule de Green—Riemann), (6.6)
o0z Jy r
ausens [f,, o 2 (w,y)— % (a,y) dudy = [7, (g(@(t), y(1)) 2’ (1) +h(a(t), y(1)) ¥ (1)) db. Bt avec | = (jf - Z) e

C'(R%R?), ayant rot f =€ 22 _ %—];1, s'écrit

/ rot( _3dzdy = / fo ar (formule de Stokes ou formule du rotationnel), (6.7)
Q r

— /
oudl=7"'(t)dt = <Z§> = (;/Eg (CZ) = d§ I’élément vectoriel de longueur : le travail effectué par une “force”

f le long du bord I" parcouru dans le sens trigonométrique est égal a 'intégrale de son rotationnel dans €.
Et avec 7i(Z) le vecteur normal unitaire sortant en & € T, s’écrit aussi (circulation le long de T") :

/ rot(f) dudy = / it A fde, (6.8)
Q r
ot dl = ||7(t)|| dt = ds est I'élément de longueur, et ou @i A f = n1fs — naf1 (= la troisieme composante de
ni bil
na | A | fo | oit on s’est plongé dans R?).
0 0

Preuve. n’est que la somme des 2 résultats précédents, et (| est une réécriture de tmi

Puis notant abusivement f(7(¢ )) =noté £ F(F(t)) =0t 77 et ﬁ’(t) =10te 7/ op g fer! = flx’ + foy' =

/ / !

_ 72 4 02 Y h\_ rmrm Y 7 _ 1 Y
<—x'>/\<f2) =z +y (x’)2+(y’)2 ! A(fz) ety n/\f HT Hn/\f 7 (_x/)

-(1.10), donc fo7 dt =it A f||7'(t)||dt = fedl. :

est orthonormal sortant au point 7(t), cf. (1.9)

Corollaire 6.4 Si f € C1(R%;R2) et F(f,T) = Jr feiids son flux a travers T'; alors

(F(f.T) =) / feitdl = / div(f) dedy (formule de Green — formule de la divergence). (6.9)
r Q

Preuve. Pour simplifier on prend un paramétrage intrinséque g(s) = (;g; ) de T (pour s € [a,b]) dans le sens

/ /
trigonomeétrique, ou donc ¢’(s) = (;,gg ) est un vecteur tangent unitaire et 77(g(s)) = < —yz(’z) ) est le vecteur

unitaire normal sortant & I" au point Z(s). Et feit = fini+fons = f1y/ — fox, donc Jr feiids = Jr(frdy—fzdx),
donc =9 Jo %fl 6f2 dxdy (Green-Riemann), i.e. nn

Corollaire 6.5 Aire d’un domaine §Q :

Aire(Q) ::/dxdy:/xdy:—/ydx:%(/xdy—ydm).
Q r r r
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40 6.1. Cas R? : formule de Green—Riemann

Preuve. On pose g(x,y) = = et h(z,y) = y dans(6.2))-(6.3), puis on fait la demi-somme. on

x(r,t) = rcost

Exemple 6.6 Disque Q2 : 7(r,t) = (y(r, £) = rsint

) oure[0,R]ettel0,2n]:

Aire(Q) = / xdy = o Rcos(t) (Rcos(t)) dt = U /jﬂ[l + cos(2t)] dt = TR?,

r t=0 2 Ji—o
=} Jpady —ydo = JR? [ cos(t) +sin®(t) dt = R,
Exemple 6.7 Ellipse  : 7(r,t) = Z((Z ?) _ ZZSET;) ott 7 € [0,1] et t € [0,27]. Bord T : ¢ € [0,2n] — 7(t) =

z(t) = acost )
(y(t) = bsint ) Dlon

27 b 2T
Aire(Q) = / vdy = / acos(t) (beos()) dt = % / [1+ cos(2t)] dt = mab,
T t=0 t=0

=1 [Lxdy—yds = Jab ftzzﬂo cos?(t) + sin’(t) dt = mab. ..

—

Exercice 6.8 R rectangle de sommet (0, 1), (1,1), (1,3), (0,3) (faire un dessin). Calculer le travail de f(x,y) =
_ 2T
< y-xe ) le long du bord de R.

cos(y?) — @)
Réponse. On peut toujours essayer de calculer directement faR f.di"... Plus simplement, on a rotf = —2 et donc
Jor f.di = Jr rot f.dzdy = —2 [ dxdy = —4. un

Exercice 6.9 Calculer I = fr zy(xdr + ydy) on T est “2% + y? — 2ay = 07, a 'aide de Green—Riemann.

L ) vour 0 € [0,27].

Le long de T', par dérivation on a 2z dz + 2ydy — 2ady = 0 (le vérifier sur un paramétrage du cercle I'). Donc
rdx +ydy = ady, et on doit calculer I = fr zy(ady).

1- calcul direct : I = [ (acos0)(a+asinf)(a® cos§df) = a* [ cos® 0 df+a* [7™ cos® §sindd = a* [" §(cos(20)+
1)df + a*[—3 cos® 3™ = ma™.

Réponse. T est le cercle 22 + (y—a)? = a®. Equation paramétrique ¢(#) = (

2- Par Green-Riemann : ona 22% =y dou ] = a Jrzydy = a [,y dedy. Paramétrage de Q : 7(r, ) = (

ar cos
ox

a+ arsinf

pour 7 € [0,a] et 6 € [0,27]. Do I =a [, f::o(a + arsinf) rdrdf = a2[§]827r + 0 = 7a* comme précédemment. o

Rcos@)

Exercice 6.10 Calculer directement I = [i.(2* —3zy?) dz+ (32%y —y*) dy pour T le quart de cercle ( Rein

6 € [0o,00 + 5]. Puis poser P(z,y) = 23 — 3xy? et Q(z,y) = 3x%y — > et appliquer Green-Riemann.

Réponse. 1- %—};(m,y) = —6zy et %%(1’7 y) = bxy

™

Dot I = [, 12zy dzdy = 12 f:io f:izoz 72 cos 0sin 0 rdrdd = 12%4[— C°S§29>]§2+% = 2 R" cos(26p).
Rcost

~ \ Rsint

2- Paramétrage du quart de cercle : 21- partie arrondie I'y : 71 (t)

Rcosto\ ., [ Rtcosbh .
Rsin 9()) 1 7(t) = ( ) pour t € [0,1]. 23- segment de droite I's

pour t € [o, 60 + F]. 22- segment de

droite I'> qui part de 0 pour aller & 71(6o) = ( Rt sin
o

qui part de 7 (60 + ) = (_RB;(S)IS%?) pour aller & 0 : 73(t) = (_R]fi(s)lsn;;) pour ¢ € [0, 1], parcouru en sens inverse.

Puis
[ @) o+ ey dy
Iy

Oo+%5
= R? / ’ (cos® 0—3 cos 0sin® 0)(—Rsin 0 df) + (3 cos® 0 sin §— sin® 6) (R cos 0 db)
0o
bo+%

= -R* 2cosfsinf df == —R*[—
6o 2

20 z
o8 ]ZS+Z = R* cos 26y,

et
/F P, y) dz + Q(x,y) dy

1
=R? / (t3 cos® 0o —3t2 cos O sin 00)(R cos o dt) + (3t3 cos? 0 sin Op—t> sin® 0o) (R sin O dt)
t=0

1
= R*(cos" 6y — sin” 6p) / £ dt = iR‘L cos 20y.

t=0
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41 6.1. Cas R? : formule de Green—Riemann

(car cos? By — sin By = cos? (1 — sin? 0o) — sin? Oo(1 — cos? 0o) = cos® B — sin? By = cos 26p.) Puis (attention au sens de
parcours) :

- P(z,y)dz + Q(z,y)dy = iR‘l cos 20,

T's
Dou I = (fFl + fr2 fr3 (1 + + )R4 cos 20y = %R‘l cos 20y comme précédemment. e
. 2 . o - S, a(t — sin’t)
Exercice 6.11 Calculer I = fQ y* dxdy ou Q) est dans y > 0, limité supérieurement par 7(t) = asin? ¢
pour ¢ € [0, 7]. On appliquera Green—Riemann. o

Exemple 6.12 Si fdérive d’un potentiel (paragraphe , f: gradap pour ¢ une fonction C?, alors sur une
courbe fermée son travail est nul car rotgrad = 0.

On a déja vu ce résultat au paragraphe : fr gradp«dr = o(Py) — ¢(Py) ne dépend que de la valeur aux
extrémités qui sont égales dans le cas d’une courbe fermée. .
Exercice 6.13 Soit 2 un domaine de frontiére simple I". Exprimer fQ (22 4+ y?) dody a I’aide d’une intégrale
curviligne fr P(y)dx 4+ Q(x) dy ou P(z,y) = P(y) ne dépend que de y et Q(z,y) = Q(z) ne dépend que de z.

Réponse. Notons f = (g) On doit avoir 22 (x y)— —(x y) =22 +y2, ie. (x y)+y? = (1: y) —z>. On suppose

P(z,y) = P(y) indépendant de = et Q(z,y) = Q(z) indépendant de y. Dans ce cas, on a P’ (y) +P=Q'(x) — 2> =k

constante (une fonction de y étant égale a une fonction de z). D’ot les solutions générales a une constante prés P(y) =
3 :1:3
ky — % et Q(z) = kx4 %

Cependant, sur un contour fermé, on a fr kydx + kxdy = fr kd(zy) est l'intégrale d’'un potentiel et est donc nul. Il

reste [, (2% +¢°) dady = [ % dy — % dx. o
x(t) = R(t —sint)

y(t) = R(1 — cost)) pour t € [0, 2] et

Exercice 6.14 Calculer l'aire sous une “arche” de cycloide 7(t) = (
R > 0 (limitée par axe des x).

Réponse. On paramétre I' : bord inférieur, y = 0 et = € [0,27R)], bord supérieur 7(t) pour ¢t variant de +27 a 0
(parcours dans le sens trigonométrique). Sur arche on a 2’'(t) = y(t) = R(1 — cost), et on se sert de A = — [ ydz =
- f:oR 0dz — ft():% R%*(1 — cost)? dt = R? Zro(l —2cost + cos®t) dt = 3w R>. wn

Remarque 6.15 Dans ’exercice précédent (6.14]), I’arche est obtenue en faisant rouler une roue sur le sol

“y = 0” : la trace d’une tache sur le pneu donne la cycloide, donnée dans le repére mobile lié & la roue par
x(t) — Rt = —Rsint , . _ . .

( y(t) — R = —Rcost (noter qu’au voisinage de ¢ = 0 y est une fonction croissante de t).

. ) . [ x(t) = R(t — cost)
A quoi correspond ’équation ¢(t) = (y(t) — R(1 —sint)

. . x(t) — Rt = —Rcost)
fonction décroissante de ¢ et que ( y(t)— R = —Rsint

plafond “y = 2R”. En effet, la courbe symétrique par rapport a 'axe y = 0 (I’axe des z) est donnée par
( x(t) = R(t — cost) z(t—5) = R(t—F5 — cos(t—75)
y(t) = —R(1 —sint y(t—%) = —R(1 —sin(t—7))
(R(t—g) — Rsint
—R — Rcost
point le plus haut (tache du pneu sur le plafond). o

) ? (Noter qu’au voisinage de t = 0, y est une

)) Réponse : & une roue qu’on fait rouler sur le

~—

) > . Effectuons une translation de 7 en temps pour obtenir : <

). On prendra dans ce cas t € [—7Z,2%] pour le paramétrage de (t) si on veut partir du

— Y o
Exercice 6.16 “Contre-exemple”. Soit 7 = % < y) = ( o2 ), ou r = /22 + 4%, et Cg le cercle C(0, R),
-z

x
Dg le disque de bord Cg.

1- Calculer directement f Cr Vedr.

2- Appliquer la formule de 'Green Riemann. Ou est le probléme ?

3- Soit 2 = Dg — D.. Comment appliquer la formule de Green-Riemann & cet ouvert ne contenant pas 0, et
conclure que fcR vedi" = + [, U+di" pour 'orientation usuelle de ces cercles dans le sens trigonométrique ?

Réponse. 1- On trouve fCR v.dr = 2.

2- On a rot¥ = 0 uniquement défini pour 7 # 0 : ¥ n’est pas C! et donc la formule de Riemann n’a pas de sens :
fDR rot¥/(Z) dedy n’a pas de sens puisque 0 € Dy et que rot¥ n’est pas défini en 0.

3- La frontiére de () n’est pas simple : elle est constituée de 2 courbes distinctes, les cercles Cr et C-. On ne peut pas
appliquer directement le théoréme de Green-Riemann. On commence par considérer la courbe simple reliant ces deux
cercles auxquels on a enlevé les morceaux correspondant & x > 0 et y €] — n,n[ pour n << €, et ol on a rajouté les
segments de droite horizontaux y = +n. Faire le dessin. Et conclure. Attention au sens de parcours. =n
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42 6.2. Cas R3 : formule de Stokes (ou du rotationnel)

Exercice 6.17 Montrer (6.2) sachant (6.3) a l'aide de la fonction g(z,y) = h(y,z). Commencer par montrer

que si I'y est la courbe 7(t) = <x(t)) pour t € [a,b], si I'; est parcourue dans le sens trigonométrique, alors

y(t)

. . t . . . .
la courbe C_ définie par ¢(t) = <th;) pour t € [a,b] est parcourue en sens inverse. Faire un dessin : dessiner
par exemple I'y le cercle “z?% + (y—2)% = 1”.

Réponse. La courbe C_ est symétrique de la courbe I'y par rapport a la droite y = x, et C_ est parcourue dans le

sens inverse. En effet, soit 7(t) = (:1 Eg) pour t € [a,b] est un paramétrage de I'y. Donc ¢(t) = (21 Eg - :2 Eg) pour
2 2(t) =11
75(t)

t € [a,b] est un paramétrage de C_. Posant 7(t) = < L (8) ), on a (77, 7') repére direct, et la paramétrisation dans le
-7

/
sens trigo implique que 7 est normale extérieure. Donc, pour € > 0 assez petit, 7(t)+efi=(t) = (;((i)) —’__zi,gg) Z Q (est
extérieur), alors que 7(t)—efi7(t) est intérieur.
De méme, posant mig(t) = ( a2(t) =1(t) ) (fg,q") est repére direct, mais le point q(t)+efiz(t) = (y(t) + sx'(t))
’ ! —q(t) =—ra(t) )7 ’ ! z(t) —ey'(1)

x(t) —ey'(t)
y(t) +ea'(t)
intérieur : la paramétrisation par ¢ est inverse trigonométrique.

Puis avec h(z,y) = g(y,x), si g est définie sur Q alors h est définie sur D le symétrique de €2 par rapport a la
droite y = z. Et on a, notant Cy une paramétrisation de ¢([a, b]) dans le sens trigonométrique :

/ h(q1, q2) dga
Ot

est symétrique (par rapport a la droite y = x) du point < ) = 7(t)—efiz(t) qui est intérieur, et est donc

b
- / h(gr,qe) das = — / h(@r (), 2 (2)) g (1)
C_ t=a

b b
= —/ 9(a2(1), q1(1)) g2 (t) dt = —/ g(r1(t),r2(t)) 74 (t) dt (6.10)
t=a t=a
= —/ g(r1,r2) dr.
Iy
Si on note @ : (z,y) € D — (u,v) = @(z,y) =def (y,z) € Q le changement de variables donnant la symétrie par
rapport a ’axe y = z, le jacobien de ce changement de variables est det (1 (1)) = —1, donc de valeur absolue +1, de
méme que le jacobien de la transformation inverse g~ '. Et on a h(x,y) = (go@)(x,y) = g(u,v) et donc %(m, y) = %(u, v)
quand (u,v) = @(z,y) = (y,), ce qui s’écrit encore (9% o G~ ')(u,v) = %(u,v), d’ou :
oh Oh a1 ag
—(z,y) dedy = / — (&~ (u,v))(1) dudv = / —=(u,v) dudv
[x,y)eD Ox (u,v)eN Ox (u,v)eN v
Avec 1i on obtient f(z,y)eD %(Ly) dxdy = — fr+ g(u,v) du, donc = —|—fC+ h(z,y) dy grace a (6.10). LS

On obtient immédiatement (corollaire) :

Théoréme 6.18 Soit f une fonction C*(U;R2) ou U est un ouvert simplement connexe de R? (ouvert “sans
trou”). f dérive d’un potentiel dans U ssi rotf = 0.

Preuve. On sait déja que si fdérive d’'un potentiel, i.e. s’il existe ¢ € C?(U;R) telle que f = gradgo,
alors rot(f) = 0 (car rot o grad = 0). Réciproque. Supposons rot(f) = 0. Alors pour toute courbe I' régu-
liere simple et fermée dans U on a [ fedi = [, rotf dxdy = 0 (formule de Stokes ouvert étant simplement

connexe). Donc, U étant connexe, f dérive d’un potentiel, cf. théoréme un

6.2 Cas R?: formule de Stokes (ou du rotationnel)

Base cartésienne canonique (€7, €3, €3), produit scalaire canonique. Surface paramétrée réguliére orientable

r1(u,v)
7 = (u,v) = | ra(w,v) |, (u,v) € Q = [a,b] x [e,d], et & = Im(7) (surface géométrique), do(u,v) =29
Tg(u,’l))
r a @(u v)AB—F(u v) m (f)
%(uw) A %(um) dudv = 7(Z) do(u,v), ou 7i(F) =623 \|%(u:v)/\g—;(u:v)ll = | na(@) |, et do(u,v) =619
“ ° ns f)

||% (u,v) A g—f (u,v)||dudv, 1’élément de surface vectoriel, 1’élément de surface et le vecteur normal unitaire
(détermine l'orientation de ), en & = 7(u, v).
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43 6.2. Cas R3 : formule de Stokes (ou du rotationnel)

(t) = ri(u(t), v(t))
st € o, ]

On parameétre le bord régulier I' de ¥ avec une orientation positive ¢(t) = (y(t) =ry(u(t),v(t))
2(t) = ra(u(t), v(t))
(régle du tire-bouchon cf. déf. . On note dq = ¢’ (t) dt ="°% d¢ I'élément de longueur vectoriel sur T'.
Et U est un ouvert de R® qui contient 3.

N1
Théoréme 6.19 (Stokes.) Le travail d’'un “champ de vecteurs” f = (fg € CYHQ;R3) Ie long de T vaut,

[

Porientation du bord I' étant positive,

B o o
(/ F(@#)«q’'(t)dt =) / fedl = / rotfeiido| (formule de Stokes ou formule du rotationnel), (6.11)
r b

ie [ frde+ fady+ fadz = [o(32 — %2y + (B2 — Zyny + (52 — L yng do.

Preuve. Il suffit de montrer, pour f € C*(U;R), l'orientation du bord T' étant positive,

0 13}

/Ffdz = /E(a:];nl — 6—£n2) do, (6.12)
ie. ftﬁ A fu ) fv . Bynl - a—fng)( F(u,v)) do(u, v) Et de méme on aura (permutation circulaire
sur les 1ndlces fr fdx = fz SLng — n3 ydo et [ fdy = fz 8zn3 az Lny)do. Do

_ 7"1(1', y) =z
Montrons (6.12). 1- Cas cartésien : (u,v) = (x,y) € Q = [a,b] X [¢,d], F(z,y) = | r2(z,y) =y |, ou
T3($7y)
_ x(t)
r3 € CH(Q;R). Donc q(t) = | y(t) , done 2/(t) = G2 (1), y(1)' (t) + G2 (x(t), y(1))y' (¢), d’on

" ramea= [ o) 2. o + 2

t=a t=a

/fdz—/f%d +/f%

R . B %x (z,y) ni
Avec do = % A g—;dxdy = —%—’;’ x,y) | dedy = | ny | do, donc nido = —%dxdy et nodo = a”’ d:vdy
1 ns

noté

o
—

Donc

of of / of Ors  Of Ors
/(8y I i) (wy)eﬁ( 9y 0x * ox oy ) W

Avec 0f) parcouru dans le sens trigonométrique, on peut appliquer le théoréme de Green—Riemann & g donné
par g(z,y) = f(x,y,73(z,y)) & G2 (2, y) pour tout (z,y) € Q:

B b d ) 0
g . g
x, dx:/ / ——2(z,y)dxdy noté / dx:/ — == dxdy.
/t:ag( Y) - 8y( y) dady o o oy drdy

o o af o o] 9>
Et 679/(33,3/) (3 f—|— 9f Irs) T3—|-fawgz,donc

dz Oy
farg _ [ _0f0rs _0f0rsOrs s,
Ox q Oy dr 9z dy Ox Oxdy v
Idem,
Ors g _ [ 0F0rs  0fOrsOrs O%rs
f y ~Jo 0z Oy +8z ox 8y+f8x8 dudy.
Et f%derf%—T;dy:fdz. D’oil (somme)
fdz = 0f Ors dwdy—g%d dy —/ —ngda—i-gnldo
90 o 0z oy Ay
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44 6.2. Cas R3 : formule de Stokes (ou du rotationnel)

ie. (612).

Par permutation circulaire, on obtient les autres relations.

Puis dans (6.12)) on prend f = f3, idem par permutation circulaire, d’ou (6.11)).

2- Cas d’une surface générale. On partage X en plusieurs morceaux, donc le bord I' en plusieurs morceaux
(voir prop. [3.14), et on revient au cas I admet un paramétrage en u(t),v(t)) = (x(t),y(t)), ou bien (u(t),v(t)) =
(y(¢), 2(t)), ou bien (u(t),v(t)) = (2(t),z(t)), et on somme. ua

D’ou (rappel : fe C°(U;R3) dérive d’un potentiel ssi 3p € C1(U;R) t.q. f: gr;dgo) :

Théoréme 6.20 U étant un ouvert simplement connexe de R3 :

f € CO(U;R?3) dérive d’un potentiel ssi rotf = 0. (6.13)

Preuve. Similaire a la démonstration du théoréme [6.18 e
. f

Remarque 6.21 On retrouve la formule de Green-Riemann pour une surface horizontale ou f = | g | ne
0

0
dépend que de (z,y), car alors rotf = 0 | = (% - 2—5)53, Pélément de surface est do = dxdy €3 (avec le
rot f
paramétrage trigonométrique, la normale est verticale vers le haut), et f odr = fdxr+ gdy. un

Définition 6.22 J € C°(U;R?) dérive d’un rotationnel ssi 3H € C*(U;R3) t.q. J = rotH.
Corollaire 6.23 Si J € C°(U;R3) dérive d’un rotationnel H, alors le flux de J a travers X est égal a la
circulation de H le long de I :

J=rotH = Hux(J)z/

J.do = / H.dF = circulation(H).
b r

(En électromagnétisme, H est le champ magnétique et J est la densité de courant électrique.)

Exercice 6.24 Vérifier le théoréme de Stokes pour le champ de vecteurs @(z,y, z) = (2z—y)é) — yz2é; — y?2é3
et ¥ la demi-sphére supérieure “z% + y? + 22 = R?, z > 0".

2z—y 0 cos 0 cos ¢
Réponse. On a 7= | —yz? | et donc rot@(z,y) = | 0 |. Surface : #(0, ) = R | sinfcosy | pour 6 € [0,27] et ¢ €

—y%z 1 sin ¢
—sinfcosp —cosf@sinp . cos 0 cos ¢
[0,%]. Et on a g—’g(&, @)=R| cosOcosp | et g—;(@, @) =R|[ —sinfsing |, dott do = R*cosp | sinfcosy | dody.
0 cos ¢ sin ¢
D'ot [, rotd.do = 9220 ff:o R? cospsin pdpdf = 21 R? ff:o 1sin2pdp = TR?[—<222)2 = 1 R”.
cost —sint 2cost —sint
On paramétre I’ par ¢(t) = R | sint | pourt € [0,2n[,et doncdgd= R | cost | dt. Avecv(q(t)) =R 0 .
0 0 0
D'ot le travail T'(7,q) = " R*(2cost — sint)(—sint) dt = R*([;" —sin2tdt + [77 1=52t 4t) = 1 R?. a

Exercice 6.25 Soit X la demi-sphére supérieure “2% + 3% + 22 = R?, 2 > 07, D sa projection sur le plan (z0y),
et T' le bord de D orienté positivement. Et soit #(z,y,z) = é1 + 2%¢3. Calculer I = [, ¥+do de trois maniéres
différentes.

Rcosfcos . R?cosfcos? ¢
Réponse. 1- Calcul direct : surface 7(0, ¢) = | Rsinfcose | pourd € [0,2n]et p € [0, Z]. D’ottdo = | R*sinfcos®¢ | dfdep.
Rsine R?sin pcos ¢
1
On a ¥(z,y,2) = ( 02>. Dott I = 9220 fE:O R? cos 0 cos® ¢ dfdyp + f;:o fE:O(R2 cos? @ cos? p)R? sin @ cos p dddyp =
x
0+ R* 92;70 cos? 0 df ff:o cos® psin p dp = R%r[%szlw]og, ie. [ = %47r.
x = pcosf 1 .
2- D est le disque | y = psin® | pour p € [0, R] et 6 € [0,2n] et T(x,y,2) = | 0 | dérive d’un rotationnel : ¥ = rotf
0 z?
. fl($7ya2)20 R oo R I .
ou f(z,y,2) = | folz,y,2) = % . Donc, avec Stokes, I = [, t'edo = fzratfodo = [ fedF= fDrStfodcf = [, Tedo.
fs(z,y,2) =y
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21- 1= [, Tedo : avec dzdy = pdpdf et do = &sdzdy on a I = 92:0 fpio(pcosé?) pdpdd = RT .

. Rcost —sint .
22- [ = [ fedF: avec 7(t) = | Rsint | pour t € [0,27] et donc 7' (t) = R| cost | onal= [ T cos*tdt =

t=0 3
0 0
%4 f:o(icosgt“f df = %4 t2=7rO i(cosQ(Qt) +2cos2t+1) = %471 un
-y
Exercice 6.26 Soit ¥ le (demi-)cone “z = %«/xQ + 12, 2 < 3” de frontiére T, et soit ¥ = x . Calculer
—zyz

fr Uedr et calculer fz: rotedo. Vérifier la formule de Stokes. Pourquoi n’y-a-t-il pas de probléme bien que la
surface ne soit pas réguliére (la normale n’est pas définie en () ?

Réponse. On a /x2 +y? = Rz, i.e. & z constant, la courbe de niveau est un cercle de rayon Rz (le rayon du cercle

zR cos 6
a laltitude z est proportionnel & cette altitude). Un paramétrage du coéne est donc donné par : #(0,2) = [ zRsin0
pour z > 0 et 6 € [0,27]. Le bord I" du cone limité par laltitude zo=3 est paramétré par exemple par ¢(0) = 7( 9 20) =
zoR cos 0
zoRsin® | pour 0 € [0,27]. Attention, probléme éventuel d’orientation trigonométrique du bord du céne d’altitude
20
2z0=3 : le vecteur normal 77 au cone est paralléle et de méme sens que :
—2zRsin@ Rcos0 cos 6
do=| zRcosf | AN| Rsinf | dfdz=zR | sinf | dbd=.
0 1 —-R
—2zoRsinf cos 6 —sin@ Rcost
Et ¢'(0) = | 20Rcosf |, dou 7i(6,20) A ¢’ (0) de méme sens que | sinf | A [ cosf | = | Rsinf |. Ce vecteur
0 —-R 0 1

est orienté le long du cone mais vers l’extérieur de celui-ci (vers le haut). Donc ¢ est un paramétrage de I' dans le
sens inverse trigonométrique (voir régle du tire-bouchon). Pour vérifier la formule de Stokes, on calcule donc : [ 7.dF =

—zoRsinf —zoRsinf —xz
- 0% zoR cos ) . ( zoRcosf | df = — 0% 22R%d0 = —2mz2R%. On a rotd(z,y,z) = yz =
—2zpR cos 0zg R sin 0zg 0 2
—2°Rcosf
2?Rsin6 | quand (z,y,z) = #(0, z), Aot rotd(z, y, z).do = 2> R?(— cos® 0 4 sin? 0) — 22R? dfdz = —z° R cos(26) —
2
2zR? dfdz, d'ott [, rotvi(z,y, z) do =0+ f;;ro [0, —22R?dfdz = —2m25 R, un

7 * Formules de Gauss ou d’Ostrogradski (“surface — volume”)

7.1 Introduction

On note (€1, €, €3) la base canonique de R3. Dans R? on se donne un domaine €2 simple régulier : fermeture
d’un ouvert dans R? simplement connexe de bord une surface ¥ réguliére. Exemple de la boule Q = B(0, R) de
centre 0 et de rayon R, de bord la sphére & = S(0, R).

Et soit 7 le vecteur normal unitaire sortant de X (i.e. si 7(&) est sur X alors il existe hg tel que ¥+ hil & Q
pour tout h < hyg).

Soit do et do = iido les éléments de surface scalaire et vectoriel, et dQ2 = dxdydz I’élément de volume.

7.2 Formule de Gauss (ou d’Ostrogradski ou de la divergence)

Théoréme 7.1 Soit f € C'(R3;R) (fonction a valeurs scalaires). Alors, pour i = 1,2,3 :

8361 L g0 = /fnlda (:/Zfa.d}) (7.1)

Preuve. La démonstration est semblable & celle de Green—Riemann, et se sert de (5.30).

Quitte & partager {2 en plusieurs morceaux, on considére Q) domaine & bord vertical de type Q = {(z,y, 2) :
(z,y) € p(z,y) <z < ¢Y(z,y)} ou D = tr(Q) est la projection de 2 sur le plan (z,y), et établissons le cas
t=3 (les autres sont traitées de maniére similaire). Sur la surface inférieure 3;,, ¢ on a, en un point 7(z,y) :

: AN
doeés = ( _1 ) | 0| dxdy = —dzdy,
1
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46 7.2. Formule de Gauss (ou d’Ostrogradski ou de la divergence)

(la normale est orientée vers le bas pour étre extérieure au volume, voir exemple [5.15)) et donc :
[t = [ i) dedy,
Einf E’i”f
Sur les surfaces latérales, €3 «do = 0 et aucun terme n’intervient. Et sur la surface supérieur ¥, on a :

/ fes-do—/ f(z,y,¢(z,y)) dedy.

sup

Par ailleurs :

| 5Laa- /ﬂWMW%/fM¢MMfWM@WWW

e(z,y)

De méme lorsque i = 1,2, d’ou le résultat (7.1)). un

Corollaire 7.2 Formule de la divergence : si f € C'(R3R3) :

/ dindQ = / f-ﬁda (= / fini + fong + fsnzdo €R). (7.2)
Q h) o
Formule du rotationnel :
/rStfdQ:—/f/\ﬁdcf € R3. (7.3)
Q b
Formule d’intégration par parties, avec g € C1(R3; R) (fonction a valeurs scalaires), pour i = 1,2,3 :
39
dQ) = i d R. 74
8:52 8 / fgnido € (7.4)

Si de plus f,g € C?(R3;R) : deuxiéme formule d’intégration par parties (on rappelle que A = div(grzmd)) :
- - 0
/(Af)ng:f/gradf~gradgd§2+/—fgda e R, (7.5)
Q Q = On

oll on a noté % = gradf.ﬁ.
Et formule de Green :

dg  Of
Ag—gAf)dQ = = €R. 7.6
[rag—gania= [(52-o5h i (76)
Remarque 7.3 Les formules (7.1) et (7.4)) s’écrivent également (trois équations) :
/gradfdQ:/fﬁdo, et /fgr?xdgdﬂzf/ggrédfdQJr/fgﬁdor. (7.7)
Q b Q Q by}

Exemple 7.4 Calculer sur la sphére S = S(0, R) lintégrale J = [s 2% dydz + 3y dedz + 2° dedy.

23

Réponse. On a J = fs (yg 2) do, voir (5.30). D’ou avec le théoreme de Gauss : J = [, 3(z% +y* +
z

2?) dedydz = er:o f;;ro f;;o(?)rz) (r* sin o drdfdy) = 2= R°. wn

Exercice 7.5 Montrer que %fz cos(7, 1) do = fQ —42__ quand ¥ = 99. Le calculer pour la sphére.
Va2 ty? 422’

(Indication : le cosinus cos(d, E) est le cosinus de ’angle formé par les deux vecteurs et est donné par

cos(@,b) = Ha\l ETR . Et on calculera d1v )

Réponse. On pose 7 = (x y,2) et r = /a2 +y + 22. La fonction 2 + est intégrable dans tout ouvert de R? (I’élement
de volume est dxdydz = r? cos p drdfdy), et fg - aun sens. On a le* % en tout 7 # 0, et donc la fonction divg est
intégrable dans tout ouvert de R®. Dot [, 2dQ = [, Zeiido. o

Exercice 7.6 Montrer que [, OSFTH D do = Jo %, quand ¥ = 99. (On calculera div(5).)

Réponse. On pose 7 = (z,y,2) et r = /22 + y2 + 22. La fonction %2 est intégrable dans tout ouvert de R® (I’élément
de volume est dxdydz = 72 cos @ drdfdy), et fQ ‘:—? a un sens. On a divTi2 = %2 en tout 7 # 0, et donc la fonction divTi2
est intégrable dans tout ouvert de R®. Dot [, 5dQ = [, 5 «fido.

Remarque : le calcul est ici formel, car fn’est pas C, mais peut étre justifié. un
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47 7.2. Formule de Gauss (ou d’Ostrogradski ou de la divergence)

Exercice 7.7 Montrer que si & = rotd pour @ € C*(R% R?), alors avec ¥ surface fermée on a [, 7+do = 0.

Réponse. Si ¥ = rotw alors divt = 0. .

Exercice 7.8 Soit # un champ de vecteurs (application de C'(R3;R?)) tel 7 L 7 en tout point d'une surface ¥
fermée, bord de Q. Montrer que [, rott'dQ2 = 0. a

Exercice 7.9 Soit r = \/x24+y%+22 = ||F]], soit ¥(z,y,z) = grad(%), et soit X la sphére S(0, R) de centre 0
et de rayon R. On notera By la boule contenue dans ¥

Montrer que @(z,y,2) = —-3 en tout point ' = (z,y, 2) non nul.

Calculer directement [y, 7.7 do.

Montrer que divd(z,y,z) = 0 en tout point ¥ = (z,y, z) non nul. Pourquoi la formule de la divergence est
prise en défaut ?
Réponse. Les calculs de a%i((acQ—l—yQ—i—zQ)*%) donnent ¥ = _T; pour r # 0.

Puis sur la sphére, on a 7 = f dott 1.7 = — 5 ¢
de surface do = R? cos ¢ df dy il vient fz Uefido = — 62170 ff:71 cos pdf dp = —4.

- 2

Puis la dérivée de la premiére composante de ¢ en 2 donne %(—x(m2+y2+22)%3) =—r 34 %1:2‘1:(:02—#3/2—6—22)775 =

)
3 4+ 32%r75 en tout point ¥ # 0. D’on divi = 0 en tout point 7 # 0. En particulier, ou aurait envie d’écrire
J Br div'dQ2 = 0 : mais alors la formule de la divergence est fausse.

Mais cette formule n’est pas applicable car ¥ n’est pas C' dans la boule Q de frontiére ¥, et en particulier fBR div/ dS2

n’a pas de sens (divy n’est intégrable dans aucun ouvert contenant 0). un
Exercice 7.10 (Suite) On considére le volume C = B — B ou 0 < ¢ < R, de bord ¥z UX.. Et soit ¥ = —%
| ]

pour 7 # 0. Vérifier que la formule de la divergence est applicable (attention au sens de 7).

Exercice 7.11 Soit le probléme de Dirichlet pour €2 ouvert simplement connexe de R3 de frontiére I : trouver
u € C%(Q;R) tel que, la fonction f € C°(;R) étant donnée :

—Au=f dans Q,

uyg =0 surl.
Montrer que ce probléme ne peut admettre qu’une solution.
Réponse. Sl y a deux solutions u; et ua, alors w = u; — us satisfait au probléme —Aw = 0 dans Q et wyg = 0 sur I'.
D’ot par intégration par parties, ayant au préalable multiplié par w :

0= / (Aw)(w) dQ = —/ gradw « gradw dT" + 0.
Q Q

D’ou ||gr§dw\|L2 =0, d’ott gradw =0, d’ott w = constante, et ayant w nul sur le bord, on déduit w = 0, i.e. u1 = u2. un
Exercice 7.12 Soit f(z,y,2) = (32223,922y22, —4zy?) Calculer le flux de f & travers S le bord du cube de
sommets (£1,£1,+1) en utilisant la formule d’Ostrogradski.

Réponse. divf(x, y,2) = 622> + 922>

/771/771/771&% +9222° dmdydz—Q([ ] [4] 1+9[ ] 1[7] ) =

Exercice 7.13 Prouvez le théoréme d’Archiméde : “tout corps plongé dans un fluide de densité constante subit
une force égale au poids du volume de fluide déplacé”.

Réponse. Soit Q le volume occupé par le corps. Il est soumis & une force surfacique de pression p(7) = —pz(¥) ol
p est la densité du fluide et au point 7 et z est la hauteur de fluide au dessus du point 7, avec un signe — car on prend
implicitement I’axe des z orienté vers le haut et 'origine des z a la surface du fluide (ainsi la pression est positive comme

il se doit).
La force locale est p7i = —pz 7 en 7, et la force résultante est verticale :
fz —pznydo Fir=0
F:/pﬁdaz/—pzﬁdoz fz—pzngda = F,=0
= b Js, —pznsdo Fy=— [, pznzdo

En effet, les deux premiéres composantes sont nulles : par exemple pour la premiére, en intégrant d’abord & hauteur
constante, il vient F; = f pz fr ym ds) dz, et lintégrale sur la courbe I'(z,y) est nulle. En effet notant 7(z,y) =
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x —
y ,onaf==c —gradrs , doung = —c%3 et nids = — ¢Zr3ds = 0 car la courbe I'(z,y) est
( ) 1 ox I'(z,y) I'(z,y) Oz

3

z,Y
fermée.
La fonction f(7) = (0,0, pz) est C*(R*; R®) avec divf(7) = p, et on peut appliquer le théoréme de la divergence :
F3 = —/ de.
Q
Et cette force est égale au poids du volume de fluide déplacé. un

8 Annexe : Rappels
8.1 Dérivée de l’inverse
. ]a’ﬂb[ H]C7d[ . . . . .o . 1 . 1
Soit ¢ : un difféomorphisme (une application bijective C* d’inverse C* = un chan-
T =y =)

le,d] —]a,b]

y or=9"(y)
0" (p(z)) = x. D’on par dérivation de fonctions composées, pour tout x €]a, b[ :

gement de variable), avec a < b et ¢ < d. Son inverse ¢! : { } est dérivable et on a

(el @) = 1 st (07)(0) = S auand y = ofo). (1)

Aussi écrit, pour tout y €]e,d] :

quand y = p(z), (8.2)

Notation. On note y = y(z) = p(z) et * = x(y) = »~(y), d’ott la notation ambigué

1 dx 1 dx 1
2 (y) = , soit —(y) = , noté —=— ..| 8.3
)= 2 e =@ (53)
dx
Cette notation abusive vient des “différences finies” :
Ax 1
= _ - 8.4
= Ay (3.9
Ax
. . . .« cOté opposé ,, | _
qui représente la relation entre les pentes approchées 616 adjacent de z = " et de y = .
Exercice 8.1 Montrer a 'aide de (8.3) (et ¢ un diffeomorphisme C?) :
7
2" (y) = _ @) . (8.5)
W= )y
Vérifiez-le pour = = y2.
) 1y E 1 1y —" (e W)™ (y) D —¢"(2) 1y
Réponse. On a ! £ —— F , donc ! =¥ = , quand z = .
P W= ey W = T ) W@ W

Cas z = 4° :ici ¢ : ¢ — y = /z (diffeomorphisme de R% dans R%), d’inverse o' : y — z = y*. On a y(z) = x%,
3

1" l/t—
H (pour z > 0). D’oun _ﬁ — i’

= 2 est bien égal a =" (y). un

d’ou ¢/ (t) = éwié, dony’(t) = -2z~

8.2 Changement de variable dans une intégrale

Soit ¢ : x €]a,b|— y = p(x) €]c,d[ un diffeomorphisme, avec a < b et ¢ < d.
Soit f € C%(Je,d[;R). On rappelle la formule de changement de variables, avec dy = ¢'(z) dx :

y=d z=p~ ! (d)
/ f(y) dy = / F(o(@)) ¢ (z) da. (8.6)

y=c =¢~1(c)

48



49 8.3. Produit vectoriel

Donc :
d

C

b
si o est strict croissante : / fly)dy = / fle(@) ¢'(z) dz,
Yy r=a
b

IS8

si ¢ est strict décroissante : / fly)dy = — flp(x)) @' (z) dx.
y

=c Tr=a

s’écrit également (pour une généralisation aux intégrales dans R? et R?) :

/ fly) dy = / (@) ¢ (@) de. (8.8)
y€le,d| €la,b|

Et pour f € CO(R™;R), pour D ouverts dans R”, pour @ : D — @(D) un diffeomorphisme :

[ i@ay= [ se@i@) .
€4(D) )

Y

ou J = det(dg) : D — R est le jacobien de ¢ = le déterminant de la matrice jacobienne (ne pas oublier la valeur
absolue du jacobien, ici une fonction ¢ croissante ou décroissante n’a pas de sens).

8.3 Produit vectoriel

Rappel sur le produit vectoriel dans R?® muni de sa base canonique (€7,¢é,€3) et de son produit scalaire

, ai
euclidien (-, -)gs usuel donné par (d, E)Rs = a1by +agbe+agby =m0t dogquand a = a1€1+asés+ases note as
as
(b
et b= b1€1 + bas + bs3es note by |. Le produit vectoriel de @ et b est le vecteur
b3
€1 a b azbz — azby
an g: det 62 a9 b2 = a3b1 - a1b3 s (89)
53 as bg a1b2 - a2b1

. . . R b
le déterminant formel écrit devant étre calculé en développant par rapport a la premiére colonne : = €7 det <a2 2 ) —

as bg
. a1 by o ar b
egdet(a3 b3)+e3det<a2 b2>'

On vérifie immédiatement que (@A b, @)ps = 0 = (@A b, b)gs : le vecteur @A b est L @ et L b.
Et ||@Ab|| est l’aire du parallélogramme de coté a@ et b : pour le vérifier, quitte & changer de base orthonormée,

on suppose @ et b dans le plan (Ozy) (donc as = bs = 0), ce qui donne ||@ A b|| = ayby — ashy = det(a@,b),
déterminant par restriction & R? (on rappelle que dans R™ le déterminant de n vecteurs donne le volume de
I'hyper-parallélogramme limité par ces vecteurs). Ce méme calcul montre que ||@ A b||* = ||@|[?||b]|* — (@, b)32s-
Donc @A b = ||@ A b|| 228 ot —92L_ est unitaire et orthogonal & Vect{d,b}.

[lansl] [lansl|

9 Annexe : différentiabilité et vecteurs tangents

Soit 2 C R™ un ouvert de R™.

Définition 9.1 Deux fonctions f,g: Q C R™ — R”™ sont tangentes en un point ¥y € 2 si :

lim Hf({) —g(w)l\R7L
T—To ||1’ — ZC()”Rm

=0.

On note L(R™;R™) I’ensemble des applications linéaires de R"™ dans R™.

Définition 9.2 Une fonction f : 2 C R™ — R” est différentiable en Zy € 2 C R™ ssi il existe une application
linéaire Lz, € L(R™;R") t.q. pour tout & dans un voisinage ouvert de Ty :
f(&) = f(Zo) + Lz, (& — o) + o(& — o), (9.1)

ie. ssi g : R™ — R" définie par §(&) =9 f(#)) + Lz, (Z — o) est tangente a f en T, et § étant appelée
I’application affine tangente a f en Z.

Et on note alors Lz, = df (%), ce qui définit une fonctionnelle df : Q — L(R™;R™).

Et f est dite C(€) ssi df est continue dans €.
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NB : on peut remplacer ([9.1]) par : pour tout @ € R™, pour tout h dans un voisinage ouvert de 0 :
F(Zo + h¥) = f(&o) + h Lz, () + o(h). (9.2)

Représentation matricielle : si (@) est une base de R™, si (b;) est une base de R™, si Z € €, si f(Z) =
St fi(z)b;, alors la matrice jacobienne de f relativement aux bases (&;) et (b;) est la matrice n * m des

dérivées partielles [df(Z)] g = [%( 7')]. Ce qui permet de profiter du calcul matriciel : pour tout o= ;" v;d;,

notant df(z).7 =37 (df(@). );b;, on a :

" Oft
zlaxJ

(A (@) = (@] - [Tar soit (df(@).0) = Y G (@0, (9.3)

ot [v])z est la matrice colonne des v;, et [df(f).ﬁ}lg est la matrice colonne des (df(Z).7);.

1 (t)
Exemple 9.3 Cas particulier m = 1, i.e. d’une courbe réguliére 7 : ¢ € [a,b] — 7(t) = ; €R". On a

Tn(t)
7(t) = 7(to) + d(to) (t—to) + o(t—tp), et on note 7(t) = #(to) + 7' (to) (t—to) +o(t—to), et donc I’application affine

—

tangente en un ty €|a, b est § = di(tp) donnée par :
G:teR = g(t) =r(to) + (t — to) 7' (to), (9.4)
qui passe par le point 7(¢g) et de vecteur directeur 7' (o). ua

Définition 9.4 Un vecteur @ € R™ est dit tangent en Z) “a la surface” f ssi il est dans Im(df (Zp)), i.e. ssi il
est hyper-plan tangent = Vect{w € R" : 30 € R™, W = df (Z).0}.

Cas particulier des courbes 7 :]a, b[— R™ :

Définition 9.5 Un vecteur @ € R™ est dit tangent & la courbe 7 au point #(fy) ssi il est paralléle a 7/ (¢o), i.e
ssi il est proportionnel & 7/ (tg).

10 Annexe : primitive de cos™ et de sin™

Soit m € N.

Exercice 10.1 Calculer une primitive [(cos™ t)(sint)dt. Puis calculer une primitive [ cos™*2¢dt. Donner

une relation pour les intégrales f027r cos™t2 ¢ dt et f?i cos™t2 ¢ dt
2

Réponse. On pose v’ (t) = cos™ tsint de primitive u(t) = —ﬁﬂ cos™ T, et on pose v(t) = sint de dérivée v/ (t) = cost,
pour l'intégration par parties (& une constante pres) :

cos™ tsintdt = ! cos™ T2t — 1 cos™ ! tsint.
m—+1 m—+1

Puis cos™ 2t = cos™ t(1 — sin® t), d’ott :

/cos +2tdt:/cos tdt—/icos +2t—|—7cos +1tsmt,
m+1 m+1

d’ou la primitive cherchée :

m+2 m+1 m 1 m+1
tdt = —— tdt t t. 10.1
/cos m+2/cos —|—m+2co sin (10.1)
Si les bornes d’intégrations sont a et b du type 0, 7, &7 et de maniére générale k5 pour k € Z, on pose, pour
m € N: .
Iy, = / cos™ tdt,
on a la relation de récurrence :
7 _m+1
m+2 — m+ P m

et donc :
(m+1)(m—1)...1

ir: Inio = Lo,

m pair +2 (m + 2)(m)...2 0
(10.2)

m impair - I~ (DM =1)..2,
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Casa=0etb=27:0naly :fo%cosotdt:%r et I :fO%costdt:O:

m+1)(m—1)...1

2m (
m pair : / cos™ 2 tdt = 27
0

2 L2
m impair : / cos™ 2 tdt = 0.
0
(On rerouve 7 cos? it = [ 23551 it = )
Cas a = —g et b= g tona lp = f?% cos®tdt =met I; = f?% costdt = [Sjnt]E% -9
m pair : /2 cos™ 2 tdt =« (m+1)(m — 1),..1’
-3 (m+2)(m)...2
z (10.4)
2 J—
m impair : / cos™ 2 tdt =2 (m+1D(m—1)..2
-7 (m+2)(m)...3

Exercice 10.2 Calculer une primitive [(sin” ¢)(cos? t) dt. Puis calculer une primitive [ sin”*?¢dt. Donner une
relation pour les intégrales fo% sin™t2tdt et [2, sin™ " ¢dt
2

Réponse. On pose u'(t) = sin™ t cos t de primitive u(t) = ﬁ sin™*! ¢, et on pose v(t) = cost, de dérivée v/ (t) = — sint,
pour l'intégration par parties (3 une constante preés) :

1 1
sin™tcos’tdt = | ——sin™ 2t + — sin™ " tcost.
m+1 m—+1

Puis sin™ "2 ¢ = sin™ ¢(1 — cos® t), d’ot :

/sinm+2tdt:/sinmtdtf/;sin””?tf ;sinmﬂtcost,
m+1 m+1

d’ou la primitive cherchée :

1 1
sin™ 2 edr = L [ par - sin™*" ¢ cost. (10.5)
m+2 m+ 2
Si les bornes d’intégrations sont a et b du type 0, £5, &7 et de maniére générale k3 pour k € Z, on pose, pour
meN:

b
m
Iy = / sin™ t dt,
a
on a la relation de récurrence :

m+ 1

—1
m+2"

[m+2 =

et donc :
(m+1)(m—1)..1

m pair : Imio = Io,
P 2T Tt 2)(m).2 ° (10.6)
m impair Iy = 0D =12, .
e R NC O I
Casa=0etb=2m: onalozfo%sinotdt:%r et Iy :fo%sintdt:O:
2m _
m pair : / sin™ 2 tdt = 2r (nz+j—)g;(b )1).2“17
o m m)...
2m (107)
m impair : / sin™ " ¢t dt = 0.
0
(On retrouve fo% sin®tdt = fo% —eos2ttl gy = 1),
Casa=—-Zetb=Z2:onalp=[? sin®tdt =met I} = f?% sintdt = [costfg =0:
2
m pair : /2 sin™ " tdt =7 (m + 1)(m = 1)'"1,
sz (m + 2)(m)..2
E (10.8)
2
m impair : / sin™ 2 ¢ dt = 0.
-3
...

o1
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